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CONTRQLADORES PARA SISTEMAS BILINEALE5

El arte de controlar 1os si stemas Lineales está bi en desarro—

liado,, pudiendo decirse que está casi completo. Encambio,

cuando debemos realizar el control de sistemas no—lineales,

debemos basarnos en conocimientos escasos y -fragmentarios, a

pesar de que existen ciertos métodos de diseño no sistemá-

ticos de control.

Es seguro decir que la teoría de control de los sistemas li-

neales está muy adelantada en aplicaciones industriales. En

la actualidad, con el uso de rnicrocomputadoras, el ingeniero

práctico de control puede resolver sus problemas de control

no-lineal de varias maneras, por ejemplo: mediante la intro-

ducción de no—linealidades, estructuras variables de control,

etc„. Pero, en 1a mayorí a de 1os casos no exi ste un anali si s

teórico que sirva de soporte para la implementación de estas

secuencias. En consecuencia, la práctica está más adelantada

que la teoría.

En procesos industriales, en general, existe una separación

entre el CONTROL. LOCAL (ejecutado por reguladores lineales) y

el CONTROL SLOBAL (por ejemplo., star-ups, amplios cambios en

los valores de re-ferencia, y shut-downs) ? los cuales son eje-

cutados en un modo ON/OFF por medio de controladores progra—

mables. En estos dos modos de operación, algunas veces la

operación del uno impide la operación del otro. Entonces, la

teoría de control no-lineal podría ser el puente que une

dichas separaciones, de tal manera que3 las tareas de control

Local y Blobal sean ejecutadas por el mismo contralador.
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Con estos puntas en mente, es una necesidad vital extenderse

en el conocimiento de los sistemas de control no—lineales.

La presente tesis trata los problemas en el diseña de control

para unos pocos sistemas no—lineales, los cuáles san análogos

a 1os si stemas 1i neales.

Estábilizaci ón de un sistema de lazo cerrado y optimización

en el dominio del tiempo (time domain sence) san los crite-

rios de diseña-

El teorema da su-f i cien tes condiciones para proponer controla—

dores estabilizadores real imentados.

De esta manera, la presente tesis cubre algunas puntos vacias

en el diseña de control para sistemas na—lineales.

Centraremos nuestra atención en el control del siguiente sis-

tema Bilineal.

m
X = A.X + E CCB^.X •+• Bio^.Ui.:! (1)

Este sistema es de especial interes par 1as siguientes razo-

nes:

a) Esta es una "simple clase de Sistemas no-lineales"., lige-

ramente un poco más complejos que un sistema Lineal com-

pletamente entendida. Conocer Coma controlar esta clase de

sistemas, es el paso lógica en el desaralla de la teoría

de control.
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b) Algunos sistemas no-lineales pueden ser aproximados por

modelos bilineales- Especialmente, una aproximación bili —

neal puede ser más aceptable dentro de una región más

grande del espacio de estado y alrededor de un punto de

operación., que la obtenida con un sistema lineal.

c) Muchos procesos de control de la vida real pueden ser

modelados como sistemas Bili neal es. Por ejemplo., el con-

trol del nivel de neutrones en un reactor de -f i si ón nu-

clear Cref. 23; España Cref. i 3, propone un modela bi li-

neal para un proceso de destilación. Modelos bilineales

para sistemas Biológicos pueden ser encontradas en Mahler

Cref. 33.

En la actualidad, no existen condiciones necesarias y sufi-

cientes para la cantroíabilidad y estabilización de Sistemas

Bi 1 i neal es. Consecuentemente., no ex i ste una teor i a compl eta

para el Control de Procesos Bilineales.

La mayoría de investigaciones realizadas en este campa cubren

determinados casas especiales. Algunas de éstas son examina-

das en ésta tesis.

El principal esfuerzo de estas investigaciones está orientada

a los controladores realimentados- Moylan Cref. 43 y Jacobsan

Cref. 53 presentan ciertas leyes de control para el casa en—

que £» es una matriz estable.
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En la presente tesis-, estos resultados son extendidos para el

caso en que, bajo ciertas condiciones,, A es inestable.

Nuevos resultados, que cubren casos especiales, son presenta-

dos.

El caso en que los controles adaptivo y multiplicativo actúan

independientemente es tratada de una manera breve.

En esta tesi s se demostrará que una constante 1ineal más 1e—

yes cuadráti cas reali mentadas obli gan a que 1 as trayectóri as

del sistema (1) caigan dentro de una regi ón arbritraria al-

rededor del origen, asumiendo la no—intersección del conjunto

X^.P. (B*..X + Bi(Z>> = 0 9 (para alguna matriz simétrica P., de-fi-

nida positiva) sobre una regi ón de interés; y un diferente

controlador es dado cuando., B* = Bxra. ÍC*)"*" ..para algún i.

Las leyes de Control propuestas son aplicadas a un ejemplo de

simulaci ón de control de neutrones de un reactor de -f i si ón

nuclear-

Puedo sugerir que futuros trabajos deben ser emprendidos con

el objeto de cubrir los siguientes tópicos:

a) El problema de la controlabi1 idad debe ser resuelta.

b) Sistemas Bilineales específicos y modelos de procesos de

la vi da real deben ser estudi ados.

c) Una visión más general de los siguientes sistemas debe ser

considerada:

m
X = PCX) -*- E
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dondes P(X) son polinomios homogéneos de grado n»

UJL=UÍ. (X) es un polinomio de grado < Cn—1).

Esta clase de sistemas esta limitado (cerrado) a una rea—

lamentación de estado, lo cuál no es el caso de los siste-

mas Bi1i neales.

La presente tesis está organizada del siguiente modo:

El capitul0—1, de una manera breve enuncia ciertos conceptos

taási eos vi nculados con el estudi o de 1os sitemas Bi1i neales y

también se indica la importancia que tienen dichos sistemas.

El capitulo—2, contiene las de-fi ni cienes., el planteamiento

del problema y una discusi ón sobre ellos.

El capitulo—3, presenta la "solución cuadrática realimentada

de Moylan Cref. 43 y Jacobson Cref. 53 "„ cuando la matriz A

es estrictamente estable y se discute algo de cómo trabajaría

cuando A^ no es estrictamente estable.

El capítulo—4, está dedicado a otros controladores y sistemas

especiales, sobre 1os cuales un controlador constante y el

nuevo "control ador de divisi ón" son aplicados. Otros aspectos

adicionales son discutidos.

El capí tul o—5,, trata el caso en que los control ador es aditiva

y multiplicativa san independientes.
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CAPITULO 1: "GENERALIDADES"

En el presente capítulo, de una manera rápida-, vamos a enun-

ciar ciertos conceptos básicos que se hallan vinculados al

estudi o de 1as Si stemas Bi1i nealess como tambi en, i ndi car 1a

importancia que tienen dichos sistemas en el desarrollo de la

ingeniería y de la propia vida diaria. Adicional mente., se

recordarán ciertos conceptas relacionadas con la estabilidad

de sistemas.
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1-1.- "CONCEPTOS FUNDAMENTALES"

Por al g tin ti empo,, 1 os Si stemas Li neal es , vari ab 1 es o i nvari a—

bles en el tiempo., fueron estudiados extensamente mediante la

descripción de -fenómenos -físicos., simplificando el análisis y

desarollo de la teoría- Sin embargo., la teoría de las siste-

mas modernos hizo posible una expansión y dependencia de las

investigaciones, haciendo que los límites intrínsecas de los

modelas lineales sean más y más evidentes,, especialmente en

los campas de la Biología., Fisiología., Ecología y Socio-Eco-

nomia, debido al incremento del número de sistemas científi-

cos a través de toda el mundo.

Consecuentemente, el estudio de las sistemas no-lineales em-
.»

pezó a tener más actividad al vencer las bien conocidas di-

ficultades analíticas que ellas implicaban.

Como es bien sabido,, un sistema no-lineal continua n~-dimen—

sional puede ser descrita mediante la siguiente ecuación di-

námicas

X « f (X5U,t) (1.1)

donde, para cada t? XCt)€R" es el estada y U<t)€R** es la

entrada de control.

Podemos reducir la ecuación (1.1) simplemente asumiendo li-

neal i dad de f con respecto al estado o al control.
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3) LU, el subconjunto de una función continua por partes en

4) Ud, el subcon junto de una -Función constante por partes en

) U_? el subconjunto de una -Función en U«i con ranga en

: U i. =1 ; i = l? 2, . . . , p> (controles bang-bang) .

Adicional mente, podemos de-Finir una variable de salida

la cual, por simplicidad podemos considerarla como linealmen-

te dependiente del estado.

YCt) = Cít) -X

donde: para cada t.,

La -figura i. representa el diagrama de bloques del sistema

descrito por las ecuaciones (1.4) y (1,6),

- ,̂ w ,-"

II-"JK x p xj/ ^ -^
II -*., R • ^ - f ^ ^-' j
U ^ ^\ -"-f- Tp.y \ ,-̂

Fi gura 1 . — Diagrama de Bloques
un Sistema Bi lineal

— P — Y
"̂  ¡ ""

de
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La definición (1.4) y (i.ó) del Sistema Bilineal puede ser

más específica-, si introducimos hipótesis adicionales.

Los Sistemas Bilineales pueden ser de-finidas como "Variables

en el Tiempo" o "Invariables en el Tiempo" de acuerdo a que

A,B, C, N sean o no dependientes del tiempo t.

Además, podemos llamarlos "Homogéneos en el Estado" si B=0?

"Homogéneos en la Entrada" si A=0? y "Estrictamente Bilinea—

les" si A=B=0.

Una elase i nteresante de Si stemas Bi1 i neales Invari ables en

el Tiempo y Homogéneos en el Estado se obtienen cuando las

matrices A, N*., N^y ... ? N^ son semi—simétricas.

En este caso, para algún control U., el estado estará sobre la

esfera ||X (t) || = ||X (0) II. Lo cual, es una característica básica—

de los Sistemas Físicos en los que la Energía es Conservada.

Fi nalmente, ex i ste una ci arta el ase de Si stemas Bi1 i neales

directamente relacionados con otra clase de Sistemas Lineales

en el Control, llamadas "SISTEMAS CUADRATICDS EN EL ESTADO" y

descritos por la siguiente ecuación,

X « A(t).X + B(t).U -i- N(t).X.U -+- Q(t).X.X (1.7)

Todo Si stema Cuadráti. co posee una representaci ón como un Si s—

tema Bilineal dentro de un lazo de realimentación Lineal, tal

como se indica en la Figura 2. íy reciprocamente).
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1.2-- ̂ PGR QUE LDS SISTEMAS BILINEALES?

Existen varias motivaciones teóricas y prácticas por la que

debemos adherirnos al estudio de las Sistemas Bilineales.

La primera de todas., por las diversas maneras de definirlas,

puesto que, al presentarse un tipo de no-1inealidad en sus

ecuaciones dinámicas,, su propia estructura realiza las sim-

plificaciones y en algún sentido el cierre de una linealidad.

Por otro lado, la estructura no—lineal ofrece varias ventajas

sobre el caso Lineal, ya sea desde el punto de vista de Con-

trol abil i dad 3 Qptimización y Modelación.

Con respecta a Cantrolabilidad, nótese que para el Sistema

Bilineal C1.4) la evolución del estado de las entradas de

control no sólo se añade par medio del término B (t) . U,, sino

que además se multiplica por el término Nít).X.U; por lo tan-

to, en un Sistema Bilineal, el control será más efectivo que

en un sistema Lineal en donde únicamente existe una acción

aditiva.

Vale indicar que un Sistema Lineal con entrada de Amplitud

Restringuida en general no es controlable; mientras que,, en

los Sistemas Bilineales la controlabi1idad puede ser efectua-

da por leyes de control aditivas y multiplicativas.

Con respecta a la Optirnizaci ón¡, un Sistema de Control Biline-

al puede ofrecer mejores ventajas y posibilidades que un Sis-

tema Li neal Si rnpl e.



"CONTROLADORES PARA SISTEMAS BILINEALES" - Pag. 17 -

Dentro de algunas áreas, en Cref. 103 un Modelo Bilineal es

propuesto para describir el comportamiento de las órganos

sensoriales. La alta adaptabilidad y sensibilidad de estas

órganos puede ser explicada por un control automático sobre

una curva de respuesta, el cual se halla centrado con la má-

xima sensibilidad,, en el valor medio de los estímulos de

entrada.

Suponiendo que los sensores dinámicos pueden ser representa-

dos por una ecuaci ón diferencial de primer orden, si X es la

señal incremental enviada al sistema nervioso central, debido

a un incrementa del estímulo U, el sensor dinámico estará

descrita par:

X = a.X + b.U + n.U.|X| (1.8)

donde: a., b, n son coeficientes adecuados.

Resulta que el sensor ti ene un Modela Bilí neal para cada una

de las regiones en que X>0 ?ó? X10.

Un importante ejemplo de Modelos Bilineales en el campa de la

Ingeniería es el siguiente.

Sea un motor DC5 denotado por i— (corriente de estator) y V»

(voltaje de rotor) como variables de control , y por i*. (co-

rriente de rotor) y W (velocidad angular) como variables de

estado; entonces, el modela es representado mediante las si-

guientes ecuaciones diferenciales:
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Con estas premisas, podemos abordar el problema. Asi, suponi-

endo que el ori gen es un punto singular (o, punto de equi1 i —

brío) y que ft es una región cualesquiera alrededor del pun-

to singular, si por medio de una perturbaci ón (de valor muy

pequeño) se traslada el punto de equilibrio desde el origen

hacia otro punto, situado en el interior de la región íi, se

dice que el Sistema No—Lineal es "Estable en la Región fí" .

xa

Figura 3.—
Plano de Fase de
un Sistema dado.

El grado de estabilidad del Sistema depende del valor que

tenga la región fí.

— Cuando íí es muy pequeña., se estará hablando de "Estabilidad

Localu-

— Cuando & es -finito., se estará hablando de "Estabilidad Fi-

nita".

— Cuando ñ abarca todo el estado., se hablará de una "Estabi-

lidad Blobal" o simplemente "Estabilidad".
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Se dice que un Sistema es MASINTOTICAMENTE ESTABLE", para

cualquier grado de Estabilidad, cuando el estado no sólo que

permanece dentro de la región ft sino que además tiende a vol-

ver al punto de equilibrio original.

Figura 4.- Estábil idad
fisintótica

Finalmente, se dice que un Sistema es "MGNQTÜNICAMENTE ESTA-

BLE", para cualquier grado de Estabilidad, cuando el estado

se mantiene dentro de la región fi y tiende a volver al punto

de equilibrio original, y además, la distancia respecto al

punto de equilibrio original siempre disminuye.

Figura 5.~ Estabilidad
Monctónica.
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Por todas las razones mencionadas en el presente capitulo., la

atención de cientí-ficos e ingenieros a través de todo el mun-

do está enfocada, cada vez más, al estudio de los Sistemas

Bilineales.

Entonces., una vez entendida la importancia de los Sistemas

Bilineales, dentro del desarrollo de la vida misma, se acepto

la grave responsabilidad de realizar un trabajo de investiga-

ción de esta clase de Sistemas.

La tesis que se muestra en los siguientes capitulos, sugerirá

una técnica de diseño de "Controladores Real imantados" que

permitirá estabilizar una cierta clase de Sistemas Bilinea—

les Continuos.
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2-1-- DEFINICIÓN DEL TIPO DE SISTEMA BILINEAL-

DEFINICION,-

El Sistema Bilineal que sé considera en todo el capitulo 5 es

el siguiente.,

m
X = ñ.X + .LU) + B«.U (2. 1)

donde

? B* son matrices constantes de apropiadas dimensiones,

La ecuación (2.1) puede ser como;

X = A.X + GCX) .U (2.2)

donde

B ( X ) = C Bx

donde, bi(B es la i —ésima columna de Bsa=tbaso í b=HI! , . , í braSB3

Nótese que el Control U, actúa adi ti va y muíti pli cati vamente

de manera simultánea.

Otra manera de reescribir el Sistema seria por.

m
X = A.X j. . X+biEJ) .Ux (2.4)
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OBSERVACIÓN 2-1:

La ecuaci ón (2.1) puede ser coma

m
Z = F.Z + E (2.5)

can

F =
0 0

0 A

0 i

X

Brockett tre-f, 123 demostró que la ecuación Í2.5) no está en

una -forma controlable. Esto nos hace pensar que la forma

( ) no ofrece ventajas cuando tratamos de hallar controles

real amentados; por lo tanto, no debe ser usada.

Cuando un Sistema de la -forma.

X - A. X + E (B^.X-LU.)

se lo puede denotar con la ecuación (2.1) con

la ecuación (2.5).

(2.6)

y no can
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2.2.- PLANTEAMIENTO DEL PROBLEMA.

SUPOSICIÓN:

Consideraremos la el ase de entradas que hacen que la saluci ón

continua de (2.1) sea única.

PROBLEMA:

Hallar un control de estado realimentada que estabilice el

Sistema expresado en la ecuación (2.1).

Este problema es de especial interés parque:

1) Un modela Bilineal de un proceso dado puede cubrir adecua-

damente una región mucho mayor del Espacio de Estado que

la que se cubriría con un Sistema Lineal, y en consecuen-

cia, soportar perturbaciones más elevadas_

2) Dentro de la misma corriente, un cambia del punto de ope-

ración debería requerir una descripción del modelo Biline-

al (revisar Cre-f. 01H ) .

3) Trabajos sobre observadores para Sistemas Bilineales están

siendo emprendidos., y en consecuencia, salidas realimenta—

das pueden ser cubiertas por la anterior aproximación. El

siguiente observador -fue estudiada par Derese Cre-f. 133.

X" = A-X~ -t- G(X~).U H- H(Y-C.X-) (2.7)

La estabilidad es una propiedad necesaria de un buen contro-

lador. Sin embarga, el resultada que se presenta a continua-

ción a-frece al disecador un poco de libertad para seleccionar

otras propiedades de interés.
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DEFINICIÓN:

Dado el Sistema (2- 1) can la condición inicial x (t«)=X«) - Se

dice que fí es una Región Estabi1izable (Nuil)., si para cada

XOJÉÍÍ y para cada punto w en las cercanías del origen, existe

una -función localmente limitada U (t) para t>.ta>? y un interva-

lo de ti empo -finito T, tal que la soluci ón de la ecuaci ón 2.1

con U(t) como entrada exista y se cumpla que X(t)<EW para todo

t> (t̂ -í-T) .

Cuando ft=R" se dice que el Sistema es Estabilizable.

No existen criteriar generales para enunciar condiciones ne-

cesarias y su-ficientes para la estabilización, ni tampoco pa-

ra la contrabilidad.

Condiciones su-ficientes (y necesarias para el caso de un es-

calar U) son dadas por tlohler Cref. 023.

Hirschorn Cre-f - 143 determinó el conjunto permisible para una

gran cantidad de Sistemas Bilineal es medí ante la utilizaci ón

de la Teoría de Lie.

Hermann Cre-f. 153 presenta algunas resultados para sistemas

no—lineales, que son aplicables para el caso de los Sistemas

Bilineales.

La estabilización del Sistema (2.1) en general implica que el

Sistema, X = A- X •+• B«,.U y es estabi lizabl e; puesto que, cerca

m
del origen los términos E (Bi,.X.U».) con U^^BÍX) son muy

i=l

pequeñas en comparaci ón con el termina B».U. Una excepci ón se

tiene cuando Bo,=0, mientras el Sistema siga siendo estable.
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2-3.- CAMBIO DEL PUNTO DE OPERACIÓN.

El anterior concepto de estabilizad ón puede ser aplicado a

otros puntos estacionarios del Espacio de Estado.

Dado el Sistema expresado por la ecuación (2.1) y suponiendo

que U,, y X_ son conocidos., de tal -forma que

m
0 = A.X_ (2.B)

donde, U«* es el i—ésimo componente de U..

Entonces mediante la introducción de: /\ = X — X,

Au = u - u,

la ecuación (2.1) puede ser reescrita como.

Ai =
m

A
m
E CB,, .

m
(2.9)

Podemos observar que (2.9) describe un Sistema Bilineal de la

misma estructura que (2.1) alrededor del nuevo punto de ope-

ración X». (En sistemas no—lineales más generales, cuando

cambia el punto de operación., la estructura del sistema no

necesariamente es preservada),

Por supuesta que no todas las puntos del Espacio de Estado

son puntas estacionarios. En la práctica, sin embargo., el

proposito del Control es, mantener al Sistema en BU punto de

operaci ón, olíevarlo haci a uno nuevo.
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.- UN CASO DE INESTABILIDAD.

Estabilidad alrededor de un punto de operación no implica

estabilidad alrededor de otro punto de operación.

EJEMPLO 2,2=

X - X + X.U + U ; X<5RX , U€R* (2.10)

los puntos de equilibrio se tienen cuando X=0

0 = X_ + X_.U_ + U_ <2.11)

0 = Cl •*- U_) .X_ + U.

u.

LU

Nótese que? Xe € -CX | X<> (-1) ; X€R>

La ecuación del Sistema alrededor del nuevo punto de opera—

ción? empleando la ecuación (2.9) es?

AX - (Í-HJ.).AX -H AX.AU + (X.+D.AU (2.13)

Para Xw=0 y U»=B (tomados de la ecuación (2.10)), el Sistema

no es estabilisable. Reescribiendo la ecuación (2.8),

X = X + (X-f-D.U (2.14)

y dejando que la condici ón inicial sea X(0)<(—1).

De ahí, Uít) no limitada puede tomar el Estado a travez del

punto ( — !)_, porque,

limite X = (—1) (2.15)
X >-l

como la acción de control crece por X=(—1)

Sin embargo-, para X_=-2 y U_=-2 la ecuación (2.13) da,

Ax = - Ax -*• Ax.Au - Au (2.16)



"CONTRQLADOREB PARA SISTEMAS BILINEALES" — Pag.

CAPITULO 3:

"ESTABILIZACIÓN POR CONTROL REALIMENTADO"

En el presente capitulo se presenta la solución cuadrática

real imentada para los casos en que la matriz A es estricta-

mente estable, puramente imaginaria y estrictamente ines-

table- Adicionalmente, se presentará el caso de sistemas de

una sola entrada.
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3.1.- EL TEOREMA BÁSICO:

Par conveniencia consideremos la ecuación (2-2)

X - A.X -*- G(X).U =
m
I

La siguiente suposición -fue adaptada por Moylan Cre-f. (3411 y

Jacobson Cref . 053 .

TEOREMA 3-1- (Jacobson).-

Bupongase que existe una -función radialmente infinita 5CX)>07

5:R"—>R? la cual es continuamente di-ferenciable, tal que,

CPx5)~r-A.X < 0

Supongamos además que no existe un X'cR" diferente de cero

para el cual (V^^)^-A- X y y, (Vx̂ )"7". EÍX) son ambos cero.

Entonces,

= — (1/2)- C3. 1)

estabiliza global y asintóticamente la ecuación (2.2)

OBSERVACIÓN 3-2. (Jacofason).-

Bajo las condiciones del teorema 3.1, el control (3.1) mini

miza el criterio de perfornance

mCX(t)3 + UT(t).U(t)J.dt (3.2)

dentro de las funciones de control de estabilización,

Aquí.,
\> = - (7x5)̂ . A.X + (1/4) . (7«5>'T'-G.G'ir.V«5

La suposici ón asegura que? m(X) >0, XO0.

(3.3)
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Demostración (Bosquejo) =

Considere el sistema de lazo cerrada

X = A.X + G(X).U~ = A.X - (1/2) JG(X) .B^X) -V~5(X)

5(X) es una función de Lyapunov para este sistema porque:

2) 5(X) =Vc'T"5(X) . A.X - (1/2) .

A.X - 2.(1/4) .VxT5<X) -G(X) .G~r(X) -Vx5(

< 0 ? XOB <3.5)

Movían Cre-f.043 asegura que el control óptimo realimentado

que minimiza (3.25 esta dado por la ecuación 3,1, donde 5(X)

es una solución positiva definitiva de la ecuación estática

no— lineal de Riccati (3.3).

El 5 (X) asumida en el teorema es la soluci ón.
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5.2-- "A" ES ESTRICTAMENTE ESTABLE:

Cuando A es estrictamente estable entonces existe una P=P~r>0,

para el cual 5 <X)=X"r.P. X satisface el teorema 3.1 :

1) £<X)>0

2) V-5-A.X = 2-X~r.P.A.X = XT. (P.A -*- AT,P).X (3,8)

Cuando A es estrictamente estable existirá un P=P"T">0 tai

que,,

(P.A + AT.P> = - Q , D>0 ' (3.9)

Entonces,

\7.S.A.X « - X^.D.X < 0 , V^<>0 (3.10)

3) VL«5-A. X , y, "Vx^- E<X) SQn di-f er entes de cero para algún

X00, porque, (7>«5-A.X)<0? A/-XO0

De esta manera., para el presente, caso:

(3.11)

es un control de estabilización.

Es posi ble seleccionar una adecuada Q de la ecuaci ón (3.9)

para obtener un satis-factorio criterio de comportamiento

(3.2) .

Observación 3.3-—

Trivial mente., cuando A es estrictamente estable, el control

U=0 estabiliza el sistema.
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3.3.- "A" TIENE VALORES PROPIOS SOBRE EL EJE IMAGINARIO;

Cuando A tiene valores propios sobre el eje imaginario al-

gunas veces es posible hallar un P=P"r>0 que produzca que el

control (3-li) estabilice el sistema.

Por motivos de simplificación primeramente asumiremos que

todos los valores propios de A caen sobre el eje imaginario.

En este caso, no existe una P=P~r>0 tal que (PA+A^PXB. Sin

embargo, existe un P=PT>0 tal que (PA+Â P)=0.

Este casa es tratado en los teoremas 3.4., 3.7 y 3.8

Para otros casos P=P"r>05 (PA+Â P) es indefinida.

Este caso no difiere del caso en que A tiene nodos estricta-

mente inestables y nosotros debemos recurrir a los resultados

endebles de la sección 3.4.

TEOREMA 3.4=

Dado el sistema

m
X = A.X + E CBt.X+b*.») .Ui (3.12)

donde todos los valores propios de A son imaginarios puros.

Si existe una P-p"r>0 tal que CPA+A"rP)-0 y no existe un X di-

ferente de cero para el cual .,

(BlL.X+blua,)'r.P.X P i = l,2? . - - ., m (3. 13)

todos san cero,

Entonces., el control

LU* = - (BxX+b^-r-.P.X ., i = l929..mfm (3.14)

estabiliza asintóticamente el sistema dado en (3, 12) .
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Demostración:

Cuando todos los valores propios de A san imaginarias puros

existe una P=P~r>0 tal que (Pft-f-A'T') =0 , (ver la ref.ló).

Aplicanda el teorema 3.1 tenemos que:

Siendo 5—X̂ .P. X una -f uncí ón candidata de Lyapunov

m
X = X"1". (PA-f-A^P) .X - 2. £ {<B*.X-*-b*B>)~r.P.X>:=: < 0

= 0 - O 0

El teorema 3.4 da únicamente ciertas condiciones que son -fá-

cilmente veri-f i cabl es.

Para el caso de una sal a entrada, por ej empl a,, nosotras exi-

gimos que B este de-finida y que b=0 para que las condiciones

del teorema 3.4 sean satis-fechas.

Observe la sección 3.5, en donde? el caso de una sola entrada

es examinada.

Cuando A tiene algunas valares propias estrictamente estables

y algunos valares propias puramente imaginarias P—P"T">0 puede

ser seleccionada para que (PA+A"1̂ ) £0.

Este caso es tratado en el teorema 3.5 y en la observación

3. 10.

Para otras casas., dbemos basarnos en lo indicado en la sec—

ci ón 3. 4.
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TEOREMA 3.:

Dado el Sistema

X = A.X (3.15)

donde todas las valores propios de A tienen partes reales

negativas.

Si existe ana P=P~r>0 tal que (PftH-AT5) <0 } y tal que.,

( B a . . X + b 1 B I > T . P . X

O 0 para £ XIXO0., XT (PA+A^P) X = 13 >

(3.16)

Entonces, el control

(3.17)

estabiliza asintóticamente el sistema <¿-, 15)

Demostrad ón :

Sea S^ una - función candidata de Lyapunov?

m
E 0 .18)

= 0 O 0

OBSERVACIÓN 3.fc:

Un procedimiento similar al indicado en la observación 3.17

puede ser empleada para determinar una adecuada P.



'CONTROLADÜRES PARA SISTEMAS BILINEALES" Pag,

Aun cuando si P=spT>0 cumple que (PA+Â P) <.0 pera las condi-

ciones de (3-16) fallan., el control (3.17) debería todavía

estabilizar el sistema. Esto se debe a que las trayectorias

del sistema autónomo X=A.X cuando U=0 deberán "ayudar"ala

estabilización-

Casos especiales cuando esto es verdad y cuando A tiene vala-

res propios puramente imaginarios son presentados en el teo-

rema 3.7 y 3,S. El teorema 3.8 es una extensi ón del caso en

que A posee algunas valores propias estrictamente estables y

algunos puramente imaginarios dentro de la observaci ón 3.10.

0 1

~J 0
B =

0 0

»H 0_ _

TEOREMA 3.7. (Slemrod - ref- 17):

Dado el sistema,

X = AX + BXU , XÉR=" , U-6R (3.19)

donde, A =

I, es la matriz unitaria n/n dimensional

H, es una matriz n/n

J? es la matriz n/n diagonal izable can valores propios posi-

tivos.

Sea P=P"r>0 tal que <Pñ+A-rP)=0 ?Yj W=-CX | ( X̂ B̂ PX)-0}

Sea S=-CXo-£W| Cexp (A.t) . XolíW ., t£(-tD3+m)}

Si S=-C0> entonces Û ^̂ -X̂ .B*7", P. X estabiliza asi nt ótica-

mente y glabalmente el sistema dado-

Slemrod Cre-f.173 presenta algunas métodos para determinar S.
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TEOREMA 3-8- (Brockett -

Supongamos que A tiene valares propias puramente imaginarias

^x. (A) ., y que, < ^x. (A) -+- *_,. (A)> <> **. (A) ? para todo i, j, k.

Asumiendo que CA,b3 es Un par controlable. Entonces, existe

una matriz P=P"I~>0 tal que <PAH-A"rP)=0 y U~=—<BX+b) "T̂ X ha—

•
cen que la solución nula de, X=AX-*-(BX-*-b) U tenga estabili-

dad asintótica en un gran rango.

Observación 3,9;

Puesto que A tiene entradas reales; A., n>2 no es permitido

que tenga valores propios iguales a cero si las condiciones

del teorema 3.S son satisfechas-

Observación 3.10:

Si , A -
A-

esDande Ax posee valores propias puramente imaginarios y

estrictamente estable, entonces el teorema 3.8 ayuda a man-

tenerla.

Para concluir la presente secci ón? a continuaci ón se presen-

tan unos pocos ejemplos en las cuales el teorema 3.4- es apli-

cado.
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Ejemplo 3. 11-— (Jacobson — re-f-BS);

Sea el siguiente sistema,

X =
0 1

1 0

X = A.X •*•

0 0
A =

0 0

-1 0

O 1

0 1

1 0

(3.20)

-1 0

0 1

Escogo, P=P~r=I>0,I y aplica la ecuación <3.1/)

= - 2

(3.21)

Nótese tque se satis-facen las condiciones del teorema 3.43

puesto que Ux* y Ucz* nunca son cero simultáneamente. Por

lo tanto, las controles obtenidas estabilizan (3.20).
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Ejemplo

En este ej empio se indi ca el casa en que el teorema 3.5 y la

observación 3.10 san aplicadas.

X —
0 0

0 -1

X = A.X -+- B

0 0

1 1

-1 0
.X.U

A =
0 -1

1 1

-1 0

Las val ares propios de A san: "/\x=0 ,

Seleccionando, P=P"r=I>0,1 tenemos que.

Por lo tanta, U4

satis-face el teorema C--5, puesta que.

UO0 , cuando, = 0 , X<>0

(3.22)

(3.23)

(3.24)

En consecuencia, el control í̂ .2-3) estabiliza asintóticamente

el sistema (3.22).
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3,4.- "A" ES ESTRICTAMENTE INESTABLE:

En la sección previa se indico que cuando A es estrictamente

estable es siempre posible hallar un control estabilizador

real imentado mediante la ecuaci ón (3. 11); y que cuando A

posee val ores propi as i magi nari os, al g un as veces ES f acti bl e

de realizar este requerimiento.

Cuando A tiene algunos valores propias estrictamente ines-

tables existe una función de Lyapunav 5(X)=X"r.P.X que per-

mite obtener una estabilidad asi nt ótica mediante el teorema

3.1. La razón es que existen algunas "X" en la vecindad del

origen para el cual CX^ÍPA+A^P) X3>0 y aún mas si

-r m
U* .U* = S •CX~r.P. (B^X+b^B»^ <> 0

dentro del con j unto

•CXJXO0, X~r(PA+A"rP)X > 0> ,

5 = Xnr(PA+ATP)X ~ ta.U^.U*) > 0

para algún "X" de una vecindad muy pequeña alrededor del ori-

gen.

A conti nuaci ón se dan al gunos teoremas que ti enen que ver con

la estabilizaci ón para el presente casa.
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TEOREMA 3.13:

Dado el siguiente sistema

X = A.X -*• Z (3. 25)

donde,, las partes reales de los valores propios de A son ne-

gativas, cero o positivas.

Si existe una P=P"T">0 tal que,

O 0 para -CX|X<>0, X"7" (PA+ñ^P) X > 0}

(3.26)

Entonces, "¥"£ >0? existirá un ot>0 tal que, el control

ot. (3.27)

causa que el estada de (3-25) ingrese en la vecindad—£ al-

rededor del origen; es decir., estabiliza al sistema dado en

(3.25).
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Demastraci ón:

Sea el sistema de lazo cerrado

m
X - -f(X) = A.X .U* (D.l)

con la condici ón inicial X(0)=Xiz»

reemplazando (3.27) en (D.l) tenemos que

X = A.X - «.
m
E

Sea 5(X)=X"r.P.X > 0 la -función candidata de Lyapunav.

Entonces., debemos hal 1 ar 1 as con di ci ones necesari as para que

se cumpla que £(X)<0

« X^.P.X -*- X^.P.X

m
X^.P.X = í A.X - <x.

m
- ot. 3E

i=
m

X"rP

. <BjLX+bi.a,)"rPX

XT.P.X = X^P.CA.X - oc
m

i— 1
m

= XTPAX - ot. £ XTP.

Por lo tanto?

m

. (BaLX+bAB,)'r-P.X

(BjLX+blttD)-r.P.X

P. X

puesto que P-SR*™1"1 es una matriz simétrica definida positi

va, se demuestra que:

P =
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Reemplazando estas das igualdades en la anterior ecuación de

5<X), tenemos que:

m
XTP.

Fácilmente se puede demostrar que

XT. (Bx

es decir,

En consecuencia,

5<X>= X"rÍPA+A"rP)X -
m

2.a. I

..) ̂. PX

-V-||X||>£ (3.28)

Si consideramos únicamente aquellas clases de entradas que

hacen que la solución de (3.25) sea única., tenemos que: dado

un £ >0, existirá un

oí > constante- Cl/ (3.29)

tal que, 5 < X ) < 0 dentro del conjunto CX |
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Observación 3. 1A:

Nótese que el teorema 3.13 i ndi ca 1a estabi1izaci ón pero NQ

indica que el sistema resultante sea asintóticamente estable

o solamente estable-

Normalmente es imposible garantizar estabilidad asintótica

mediante el incremento de <x en la ecuación (3.27) . Este

efecto es demostrado a continuación.

Dado el sistema (3.25) y una P que cumpla con las condiciones

del teorema 3.13.

Sea? BiB=Cbxi» > braia * - - - ' br»»e>3

Aun si 9

ACa) = ( A - B(nB0rrPa) (3.30)

es una matriz estabi 1 izable para todo oe>N>0 3 la estabilidad

asintótica de (3.25) con el control 3.27) para alguna cons-

tante <x>N no puede ser proveída en general.

Por medio de la teoría de Sistemas Lineales CEgardt,

re-F.193 es conocido que los valares propios de A (a)

tienden a —m y a los ceros de Bo*1". P (si—A) ~x . BK>

cuando ot tiende a *». (3.31)

Asuma que X=A <oe) es asi nt óticamente estable

para todo <x>N. (3.32)

Aplicando el control (3.27) con una constante <x>N sabré el

proceso (3.25). El sistema de lazo cerrada llega a ser,
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X = AíoO.X + g(X).a (3.33)

can

m
g(X) = - 2 •CBi.XX~rBi.'r •+• B3LXbiBiT + ba.«X"rBi.~r>. P. X (

Es claro que ||g (X ) ||< {c3. || X||=*) para alguna constante c=>0 y

para un X su-ficientemente pequeño.

Debido a la suposición (3.32) para cada W=Wnr>0 nosostros

podemos hallar una G^Q"1" tal que,

Q . A C a ) + A"r(«).D « -W < 0 (3.35)

Seleccionando una W que genere una Q de acuerdo a (3.355.

Sea., V—X"1". Q. X la -f une i ón candi data de Lyapunov para (3.33) .

Entonces,

V - - X^.W.X + 2.XT.Q.g(X) .a (3.36)

Es claro que existirá un Oi>0 tal que V<0 cuando

X£S = -Cx | ||X||< 6i> (3.37)

puesto que W>0 y ||XT- Q. g <X) ||< (c3. || X||3) para un ||X|] lo

su-f i cien temen te pequeño.

Sin embargo., no existe garantía de que las regiones estabili —

zables de-finidas por (3.2S) y (3.37) cubran todo el espacio

de estado. Es decir, 6X de (3.37) deberia ser mucha más pe-

queño que O de (3.28),
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Observando (3.29). es posible decrementar 6 de (3.2B) para

incrementar <x, observar (3-29). En consecuencia, también se

decrementaría E x de (3.37) , puesta que (3.27) y (3.36) de-

penden del mismo a.

También debemos atender el incremento de 5a de (3.37) me-

diante la selección de Wx>W, Sin embargo,, el Bx resultante

de (3.35) debe ser Qa>Q, puesto que Aí<x> tiene valares

propias -finitos para todo oc, Cver (3.31)3,

En consecuencia,, un incremento de 5X en (3,37) no puede ser

garantizado, puesto que depende de W y Q que -Figuran en

(3.36).

LEMMA 3.15, (Yasuda - re-F-20>:

Dado el sistema (3,25)

Sea

BcD=Cbi.sD¡b^2iB!...libma>3 (3« 38)

Si CÂ B,»!] es un par estabilizabl e, entonces^ existirá un con-

trol lineal retroalimentada

U = - K^.X (3.39)

y un C >0 tal que (3.25) es asintóticamente estable al usar

el control (3-39) para todas las condiciones iniciales del

conjunto

C X | ||X||< E y (3.40)

Demostrad ón:

La prueba es -fácilmente ejecutada mediante la api i cae i ón del

teorema de Lyapunov—Foi ncaré Cre-F-213-
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DISE^G 3- 1¿>. =

Dado el sistema (3.25), asuma que existe una P=P"T~>0 que sa~

tisface el teorema 3-lo.

Asuma que CA,BW1 es un par estabi1izable.

Entonces, la siguiente secuencia de control estabilizará

asintóticamente (3,25):

1) Seleccione una matriz K que haga que <A—B«»KT) sea una ma-

triz asintóticamente estable.

Calcule un 6 , que defina el conjunto -CXI II^IK £ 3- can el

cual U——KT.X estabiliza asintóticamente (3.25) de acuerdo

con el lemma 3.15,

2) Seleccione un ot tal que el control (3.27) oblige al estado

de (3.25) a caer dentro del conjunto -CXI ||X||< £ 3-.

Esto es posible de acuerdo con lo indicado en el teorema

3. 13.

3) Inicie la controlabilidad de (3.25) con el control (3.27).

Luego que el estado este dentro del conjunto -CXI ||X|]< £ J9

swi tchee al control 1 i neal U=—K"1". X



"CÜNTROLADOREB PARA SISTEMAS BILINEALES" — Pag, 50 -

Observación 5-17-:

Un criterio su-f i cíente para cumplir can las condiciones del

teorema 3. 13 es el siguiente procedimiento,, el cual puede ser

ejecutado numéricamente:

Calcule,

m
W - MÁXIMO MÍNIMO . P, X>

donde: D es la región de interés,

HP=-CX|X<>05 X'r(PA+A"rP)X > 0> con el criterio de pa-

rada W>¿$",, para algún

La restricción X€H,, tiene una gran cantidad de formas.

H^ es un doble cono., es decir si X^H^ entonces (o£.X)€HF

para todo ot€R.

Un algoritmo que permite resolver numéricamente (3.41) puede

ser hallado en Polak Cre-f.223.
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Ejemplo 3.18.—

Este es un caso en el que se aplica el teorema 3.13 puesta

que U*<>0 para un XO0:

(3.42)X = ft.X + Bi.X.Ua. •+- B^.X-U^

A =
1 0

0 1
, Bi =

0 1

1 0
, B= =

-1 0

0 1

Escogiendo P=I , las condiciones del teorema o.-1-3 son satis-

fechas, y Ui, U^ pueden ser calculadas a partir de (3,27).

Medí ante sencil 1 os cal cul os se demostrará que el si sterna de-

finido en (3.42) es forjado a caer en el interior del conjun-

to £X (Xa)=:+CX3)= <e=a>? para «>(l/6=).

= -a.

-. i.x =* -:

-.i.x = «.

5<X) = X̂ .P.X

2.a. . P

=

0 ==> íl-ot. C

oc. C (xx

oc.r31 > 1 ,

Sea,

0

> 1

(3-43)

(3.44)

(3.45)

Nótese que el diseKo o.16 no es aplicable para el caso pre-

sente, puesta que B<B=0.



"CONTKOLADORES PARA SISTEMAS BILINEALES" - Pag. 52 -

Ejemplo 3-1'*?.—

Este es otro caso en que el teorema 3.13 es apii cado.

Sea el siguiente sistema:

X « A.X + <B3.X+ba.B> .Ux

1/6 1

0 1/6

(3,46)

-2

Nótese que,, EW^Eb^io ¡ b3ai3

Beleccionandc P=I y aplicando el teorema 3.13 tenemos que.

-. I.X

5<Xa.)+2(x3)-3

<>0 para -CX | X<>0, X^ (PA+A^P) X >

T

,T

. X

0 , solo para X=0 y X=
-1,0

4.0

(3.47)

Recordemos que, X X 2. 0

> 0

Nótese que, LX"1" (PA+ATP) X3 -7 < 0 (3.48)
43
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Entonces, las controles

= -a. (BiX+b3LBi)T.PB X = -a.

U2 = -a. (B3:X+b=2(B)'r.P.. X « -ex-

5 2.

2 1

4 5

5 4

. X +

- X +

— *3

-2

2

— r?
1

T

T

. X

(3.49)

(3.50)

obligarán al estada de (3.46) a juntarse al origen, siempre y

cuando., un ot lo suficientemente grande es seleccionado. Es

decir, la estabilización de Í3.46) será lograda.

Nótese que CA5Bai3 es un par estabilizable5 en el sentida de

la teoría de Sistemas Lineales.

En consecuencia, el diseño 3.16 puede ser aplicado al presen

te ejemplo.
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Figura
Es una paraboloide.

Figura 3.1.b_ X > X^B^PX ? R= >R
es una silla de montar.
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A partir del teorema -i, lo. y aplicando la ecuaci ón (3.27) al

caso de una sola entrada, se nota que U*=0 para lagun X< >0,

si y salo si ., la ecuaci ón (3.52) es satis-fecha.

NosDstras percibimos que U*=0 para algún X<>0?

excepto cuando X""1"". ET1". P. X es una paraboloide y b=0. (3.55)

Lo cual es indicada en la -Figura 3.2.

Esta -figura corresponde al sistema,

X = AX -+- BXU (3.56)

con una B que satis-face la ecuación (3.53.a).

Figura 3.2._ X X̂̂ T̂ PX es una paraboloide
y, X >b"rPX=0? puesto que b=0

El teorema 3.13 aplicado al caso de una sala entrada sugiere

que existe una P—P"r>0 tal que U*=-<ot. X"1". B"7". P. X) estabiliza

el sistema (3.56).

Sin embargo., en el presente caso también existe un control

constante Uc= que hace al sistema (3.56) asintóticamente es-

table.
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Ejemplo

X =
1 0

0 1
- X +

1 0

0 2
x.u (3.57)

Es estabi1i zable por s

LJ*=-<ocX-rErrPX> = - <x.XT.
1 0

0 2
-

1 0

0 2
- X , <x>0 (3.58)

Observación 3-22-—

En el caso de que X^B^PX sea una paraboloide y b< >0 exis-

tirá un ot>0 tal que U*=— os. (BX+b)"1", PX cause que el estado

del sistema (3. 51 ) alcance alguna cercanía o el interior del

elipsoide

•CY! YT"B"rPY=-b~rPY > (3.59)

Esto es a causa de la -función de Lyapunov 5=XTPX del sistema

(3.51) con el control U*=-oc. (BX+bJ^PX,

5 = X-r(PA-t-A'rP>X - 2.oc. OT-P. (BX+b»^ < 0 (3.603

Una mínima super-f i cié en la vecindad del elipsoide (3. 59) es

proveida al seleccionar un ot lo suficientemente grande.

El control ador U*=— ot* CBX-*-b)"T".PX es per -fect amenté bueno para

el casa del elipsoide (3.59).

Note que el punta., X = — B""* . b (3.61)

es el punta de control donde alguna acción de control se des-

vanece, cayendo sabré el elipsoide (3.59).

El efecto de las controladares constantes sobre el sistema es

cubierta en el ejemplo 4,Í9.b-
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Considere el siguiente caso especial del sistema (-3,51):

X = AX -H (BXH-b) -U

B es diagonalizable con todos sus

valares propios puramente imaginarios.

(3. 62-a)

LEHHA 3.23- =

La condición Í3.62,b) es equivalente a la condición

"existe una P=PT>0 , tal que, CPB-*-B-rP) =0

Demostrad ón s

Asuma <3-62-b)

Entonces existe una matriz invertible T, can valoras reales?

tal que.

T.B.T-* =

0

0 0

0 W-

•w- 0

0

(3.64)

Es sencillo demostrar que P̂ P'1", T satis-face C3.63)

O Asuma que P=P"r>0 cumple que (PB-+-B"T"P>=0



"CONTROLADORES PARA SISTEMAS BIUINEAUES" - Pag- 60 -

Cansi dere5

Z = B.Z (3.65)

Sea3 5==Z"rBZ 1 a -f uncí ón candi data de Lyapunov

5 = Z"1". (PB+B'HP)-Z = 0

En consecuencia, el sistema 1ineal (3.65) es estable, pero no

asintóticamente estable.

ñl tratar de estabilizar el si stema (3,62) con el control ador

U* - -«- (BX+b)"r.PX
< > U* = -ot.b^.P.X (3.67)

= 0

na necesariamente -funciona.

La razón es que? U*=0 dentro del hiperplano perpendicular a

b"1"- P y (revisar la ecuaci ón (3. 52) } .

Entonces, el teorema 3.13 no necesariamente es aplicable.

Sin embargo,, Yasuda Cre-f-2013 indica una manera de estabilizar

el sistema (3.62) bajo ciertas suposiciones.

TEOREMA 3.24,-CYasuda - 1977):

Si Cñ,b> del sistema (3.62) es un par estabi1izable y existe

un P=P~7~>0 conjuntamente con un vector L que cumple que.,

< P. (A-HDU^) •*• (A+bL/n^.P > < 0 ,y, (PB-4-B'rP>=0

Entonces ? el control retroal i mentado Û t/1". X estabi liza asi n—

tóticamente el sistema.
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Demostrad ón:

Aplicando el control retroalimentado U— LT.X a (3, 62) , y dado

el sistema de laso cerrado,

X = AX + (BX+b).LT.X <3.68)

Sea, 5—X"1". P.X > B, la -función de Lyapunov

5 = 2-X^.P.ÍAX -f (BX+b)L"rX> = 2. XT.P. (A+bLT) . X < O

utilizando las condiciones del teorema.
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CAPITULO 4:

"CONTROLES ALTERNATIVOS"
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4. 1-- APROXIMACIÓN ND-CU ADR ÁTICA DE LA FUNCIÓN DE LYAPUNOV.

Como se vio la esencia de las secciones 3.4 y 3.5, como quedó

obvi o que la acci ón de control debe ser dependiente del orden

del control -

Los controladores presentados anteriormente fallan cuando

existe un X tal que G(X).U*=0.

Nótese que hasta el momento se han usado -funciones cuadrá-

ticas de Lyapunov 5 (X) ̂X"*". P- X para generar el control U*.

A continuación se indican las di-ferentes maneras en que el

problema ha sido tratado por di-ferentes autores., particular-

mente para el caso de una sola entrada.

4. 1.1--

l_a mejor manera seria resolviendo analíticamente la ecuación

no—lineal de Riccati (3.3) para una 5ÍX) dado un raíX)>0.

Esto no es pasible de efectuar.

4. 1.2,-

La ecuación (2,1) puede ser expandida a la ecuación de Broc—

kett tref.23 — pag.493., en donde, un nuevo vector de estada

es introducido;

Z = h(x) (4. 1)

donde los elementos de XCF»3 son
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n
31 P*. — P y Pk.^3

1=1

Observar- el siguiente ejeroplo.

(4.2)

Ejemplo 4.

X=

dados

j—•
i3 ? 3

(4.3)

(4.4)

hJote que al inyectar el mapea Z=h (x) en la estructura Biline-

al . ella se mantiene; mas,, es -fácilmente demostrar que

Z = ft.Z + E B^ZU* + s A.Z + B(2).U (4.5)

es decir, la estructura bilineal es preservada. Ahora., cuando

se intenta el diseño a base del teorema 4-1, se obtiene.

5(Z) = Z^.P.Z ,

t» = ~(B4.Z-t-bÍL(n)'r.P.Z

> 0 ; (4.6)

(4.7)

Esta seria una manera -factible de construir una -f unci ón de

Lyapunov como una suma de les productos de las potencias de

Xa. »x3, _ . . ,Xr, <el grado más bajo de un termino es 2) .
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Ahora el intento de los autores por hallar una P>0 que man-

tenga la acción de control para todo el espacio de estado fue

negativo, aún para el caso de ejemplos sencillos.

Sandor Cref .24 y ref -253 emplea el mismo método para cons-

truir un regulador no— lineal para los sistemas lineales de la

forma X=AX+BIBU. Si , en el presente caso, A es inestable, el

si stema 1 i neal pri meramente puede ser estabi 1 izabl e por un

control ador 1 i neal con ven ci onal , de tal forma que el control

final sea la suma de un termina lineal y uno no— lineal :

UCX) = U,_%M(X) + Urai^(X)

Un método análogo: en el cual , primero se estábil iza A por

medio de un control ador lineal y luego se aplica el control

(4.7) (o el (3.27) ) no dio resultados satisfactorias para el

caso Bilí neal . La razón es que,, la inclusión de un término

lineal en U incrementa el grado en el lado derecho de X? el

cual generalmente desestabiliza el sistema.

Dado el sistema (4.5). Asumiendo que el sistema cumple que

( A-HB^K) es estri ctamente estabi e .

Dado,, K-r=CK**ir¡ --- ¡IĈ D̂  ., y sea Ui=K^

El sistema de lazo cerrada sería.,

Z = <A+B«,K)Z -*- Y B^ZK^Z + Z (B^Z-t-b^) V* ÍA.S)
i=l i=l

El segundo termino del lado derecho a menuda suele desestabi—

lizar el sistema autónomo, excepta cerca de Z=0¡1 tal coma se

indica en el Lemma 3. 15.
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4.1-3.-

En esta parte se presentará los intentas efectuados para ob-

tener una función de Lyapunav, mediante la construcción de

diferentes funciones de Lyapunov para diferentes partes del

espacio de estado. Un logra parcial fue obtenido para el caso

de una sola entrada.

Proposición 4.2:

Considere el sistema de una sola entrada.,

X = AX •+• (BX+b)U (4.9)

Asuma que (X'rBX»0? es decir, (B+B"1*) >0. Entonces

U = <
- a. <BX4-b)T- (BX+b) , bTX>0

- a. (BX+b)*1". (BX-b) , b"l"X<0
<4.10)

para un ot>0 lo suficientemente grande, que forcé al estado

arbitraria a caer cerca a en el interior del "disco" elip-

soidal , cuyo 1 i mite esta defini do por,

X^B^BX - b^b = 0 (4.11)

Pruebar

Sea 5 la funci ón candidata de Lyapunov

5 = oc- (X^BX + 2. Ib^XI) > 0 (4.12)

5 es continua. Divide el espacia de estada en 3 regiones:

S^=-CXI <bTX) >0> (4. 13, a)

S«,= ÍXÍ (b~rX)=0> (4.13.b)

S_=-CXI (b"rX)<0> (4.13.c)

Dado, f-<X) = 2ot(BX+b>"rAX - 2a3C (BX+b)T (BX+b> 3= (4.14.a)

y, -(X) = 2oe(BX-b)TAX - Soc^CX^B^BX-b^b^^ (4. 14, b)
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Entonces,, cuando

5(X)=Vf*-(X)

= lim sup

(4.15.a)

(4.16.b)

< max t?-*. <X) , ¥L C X) > (4. 16. c)

Se observa que, lim sup < 0 (4,17)

exterior a la vecindad del elipsoide (4.11). 5 es par esto.,

una -función de Lyapunov exterior a esta vecindad (ver Hahn

re-f.21). Esta vecindad puede hacerse lo necesariamente peque-

ña mediante la selecci ó n d e u n o c lo suficientemente grande.

Observación 4.3.—

Note que la elipsoide (4.11) no es igual al elipsoide (3.59)

para alguna P.

Observación 4.4-—

El origen se halla en el interior del disco elipsoidal (4.11)

Observad ón 4- 5. —

X«=-<B-*.b) (4. 18)

(donde el control desaparece) esta sobre el elipsoide (4,11).

Xe> da una medición áspera de cuan lejos del origen (4.11) ha

caido.
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Observación 4.fc.—

El e-Fecto de las controles constantes sobre el sistema (4.9)

es comentado en el ejemplo 4.19.b.

Observación 4-7- —

<E -CX! (b~rX)<0>. Observar la -figura 4.1

A X=

bTX<0

X*

-Xo

Figura 4.1: El elipsoide (4.11) para el
caso de dos dimensiones.

Observación 4.8.—

La aplicación de este método depende obviamente de cuan cerca

del elipsoide (4.11) se halle el origen3 y cuan grande sea la

desviación aceptable.

Un ejemplo de segundo orden es descrito en el ejemplo 4.9.



"CONTROLADORES PARA SISTEMAS BILINEALES" — Pag. 69 -

Ejemplo 4.9 =

El siguiente sistema.

-1 0

0 1
- X +

2 1

1 3
. X .U +

-2

-2
U (4.19)

satis-f ace las condí ci anes de la prapasici ón 4.2-

Aplicando el control dada per la ecuación (4-10) can <x=100:

U = <
-100

-100

:z) ; -2. ÍXa+x

8) ; ~2. (Xx-*-x
(4.20)

Los resultados obtenidos de la simulación del presente sis-

tema pueden observarse en la -figura 4.2. (ver Apéndice A).

Nótese que,

y (ver observación 4.5).,

C4.21)

x- =
XM

= -B-'-.b = -
0.6 -0.2

-0.2 0.4
-

-2

-£»

=

0.8

0.4
(4.22)

Observación 4-10:

Algunas veces una estabilización local realimentáda lineal

(ver Lemma 3.15) debería establecer una región de estabili-

zación que incluya los puntas de equilibrio obtenidos por el

control (4.1) , Tal realimentaci ón lineal no fue encontrada

para el ejemplo 4.9-
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A X,

Figura 4.2: Trayectorias del Plana de -fase
de la simulaci ón del ejemplo 4,9.

Condiciones iniciales: (10..0) , (10, 10) , (0, 10) , (-10, 10)

(-10,0) , (-10..-10) ., (0,-10> , (103~10)

Puntos -finales de equilibrio: Zx = (0.6,0.544)

Z= = (-0.464,0.464)

Z3 = (0.434,-0.434)
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4-2.~ CONTROLES CONSTANTES.

Es aparente que el sistema (2.6) es asintóticamente estabili—

lizable por controles constantes., si y sólo si, existen las
m

consstantes U*.«-, i=l,2, . . . ,m tal que <A+ £ B^üV^} es estable
i=l

Sin embargo,, (2.6) no siempre es estabilizable con controles

constantes., observar por un instante el ejemplo 4. 1¿> dado en

los párrafos siguientes.

El efecto de aplicar un control constante Uie= sobre el sis-

tema (2.4) es que, aun si (A+B^Uicz) es estable, b*.BU*.e loca-

liza una desviaci ón en el sistema de lazo cerrada de tal ma-

nera que este no converge para X=0. Por lo tanto, otros con-

troles deben ser usados para compensar esta desviaci ón.

Condiciones necesarias y suficientes para que un control-

constante estabilice el sistema (2-4) san dadas en el sigui-

ente teorema.

TEOREMA A.11:

Considere el sistema (2-4), especificado por.,

m
X = A-X + X CBi.X-t-bi») .U* (4.23)

El control constante, Uc=—(Ux«= U== . . . U,̂ )"1" estabiliza asin—

tóticamente (4.23), si y solo si,

LU € Ker B« , y (4.24)

m
(A+ E Bi.Ui = ) es una matriz estrictamente estable (4.25)
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Demostrad ón :

Aplicando el control constante U^ sobre (4. 23) tenemos que,

m
X = (A + I BxUic=).X + BaLU (4.26)

Su-f iciencia: Asuma que U= satisface (4. 24) y (4. 25) .

Entonces,, (4. 26) seria un sistema 1 ineal asin-

tóticamente estable:

m
X = CA+ £ Bi.LK^-X -»- B^-LU (4.27)

estrictamente =0
estable

Necesidad: Una condición necesaria para la estabilización

es que el origen sea un punto estacionario del

sistema de lazo cerrado, es decir,

X = 0 =̂ - X = 0 para (4-26): (4.2B)

0 = 0 + BaLU (4.29)

los cuales están dados en (4.26) .

Dados (4.24) y (4.26) el sistema lineal seria.,

m
X = (A + E B».Ute3).X (4.30)

i=l

Una condici ón para la estabilizaci ón de (4. 30)

es la condición (4.25) .
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Qbservación 4.12=

Naturalmente existe un control, U—U^-t-U^, (4.31)

el cual estabiliza el sistema (2-4), donde.,

U«- satis-f ace las condiciones (4.24) y (4, 25) , (4.32)

y Û , tiene la estructura

LU = (Ulci, U=4,, -.., U^T (4.33)

Uic, = -(B^X-f-b^í-rpX (4.34)

investigadas en el capitulo 3.

Observación 4.15:

Las condiciones del teorema 4,11 son restrinauidas.

En el siguiente teorema un caso de especial interés es trata-

do. Se presenta una clase de sistemas de una sola entrada, en

el cual la estábil ización es equivalente a l a estábil ización

con un control constante.,

TEOREMA 4.14:

Dado el siguiente sistema.,

X = B-X-LJ 7 (4.35)

B es una matriz real n/n-, X€R" ? LJ'cR.

Sea î. el i—ésimo valor propio de B.

La estabilización del sistema (4.35) es equivalente a la es-

tabilización con un control constante,, si y solo si,

signoíRe Tu) = signo(Re 7^*) <> 0 para todo i,k (4.36)
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Decnostraci ón =

Jordanice B, por media de la trans-f ormaci ón (4.35):

Z = J-Z-LJ , (A.

m
J - es una matri:

Sea Z = ? y.-

a) Asumiendo (4.36), Entonces el control constante

U=-signo(Re *̂. ) estabiliza (4.35).

b) Asumiendo que Re Ai.̂ 0 para algún i . Entonces la es-

tábil i zaci ón no es posible.

c) Asumiendo que, signo(Re ^\) =—signo (Re Ate)<>0,, para algún

par i,k. Entonces la ecuación di-ferencial para los estados

correspondientes a l a ultima -fila en los Bloques de Jordán

J». y JK son

Zj.~_»(t) = X».U(t> .Zj.«j <t> , ' (4.38)

j=i ,y, k respectivamente. Esto da

Zj „ nj (t) = exp

Entonces.,

I Re :

,r,j <0) ; j=i, (4.39)

Re
|Z4..«i( t ) | . I Z^ .^KÍ t ) | = constante (4.40)

independiente de U<t>. La estabilización no es posible.
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Ejemplo 4-19-b=

Considere el sistema de una sola entrada de la observación

3.22 y la observación 4.6. Un control constante U^ debe for-

zar al sistema hacia el punto de equilibrio

- (A+BU->-3-bLU: = -
-1

(4.43.a)

Si es una matriz estabi 1 izabl e. Note que

, cuando (4.43-b)

—B xb , es el punto en donde todas las acciones de control

desaparecen.

Un caso de control constante es adicianalmente comentada en

la observación 3.3.
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4-3-- METDDQS DEL PLANO DE FASE- SISTEMA BILINEAL DIADICQ-

EB obvio que existe un control lineal U=k"rX que estabiliza

local y asintóticamente el sistema (2.1) dentro de una vecin-

dad lo suficientemente pe quería alrededor del origen, prove-

yendo un par estábil izable CA5B|»3., observar el Lemma 3.15.

Una posible manera para estabilizar el sistema seria el tener

la vecindad del origen estábilizable localmente como un "con-

junto destina" para otros controladores. Cuando el estado in-

grese al "conjunto destino" , el control ador lineal debe ser

aplicada.

Algunas maneras para generar controles -factibles mediante

anáil i si s del pl ano de f ase se pueden encontran en abundante

literatura. Si bien es conocido que todos los métodos del

plana de fase son embarazosos cuando la dimensión del estado

es superior a 2.

Mohler Cref- 093 estudió las trayectorias de controles cons-

tantes y genero un control bang—bang. Los tiempos de switcheo

son precalculados,, y en consecuencia este es un método de

lazo abierto.

Utkin Cref.263 propone los resultados que deberían ser apli-

cados a cierta clase de sistemas Bilineales-

El espacia de estada es dividido en varias regiones., y sobre

cada región se aplica un control realimentado diferente U^<X)

de tal manera que un modo de "amortiguamiento" es generado

sobre el limite entre las regiones,,
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Mehra Cref- 273 analizó las regiones de estabilización de un

sistema no—lineal mediante la investigación de la localiza—

-&- ción y características de los puntos de equilibrio como una

•función del control constante U,

Es verdad que 1os 3 métodos anteri ores proveen de vali osas

ideas y premisas cuando se trata el problema de controlar un

"' Sistema Bilineal especifico,; sin embargo, estos métodos no

pueden ser concebidos como generadores de una teoria general

de control retroalimentado.

Existe una clase especial de sistemas Bilineales de interés

* práctico que es muy adecuado para la "carpintería del plano

de -Fase". Esta clase de sistema se define a continuación.

DEFINICIGN 4.2B:

Un sistema Bi lineal (de-finido por la ecuación (2.4) y repeti

do a continuación por conveniencia)

m
X = AX + E (B^X+b^a) -UA

se llama DIADICO DE ORDEN d? si para i=ix, - - , ic*.,

. (c^X-KL) (4.44)

El si gui ente e j empl o i 1 ustra que el Si stema Bi 1 i neal Di ádi co

es una clase muy común de sistemas.
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1 0

0 2
X +

1 -1

1 -1
XUi +

-2

-2

Ejemplo 4-15 =

Dado el siguiente sistema.,

Encontramos que Ker Ba> es lograda por (1

Ua = 1

Uz = 2

estabiliza el sistema.

-1

1

.5

.0

-0.

—.'P

5

5
XU. ,

1

1

(4 41)

y que

C4.42)

Ejemplo 4.1¿=

Dado el sistema del ejemplo 3,11 y 3-1S respectivamente.

Aun con Bn>=R3 es pasible hallar un control constante U^ que

satisfaga el teorema 4,11,

Un control no—constante debe estabilizar estos sistemas.

Ejemplo 4,17;

El sistema del ejemplo 3,12 es estábilizable por algun con-

trol constante U<=<0-

Ejemplo 4-IB:

Para el sistema dado en el ejemplo 3. 19, Ker Bs» — 0. De .esta

manera un control no—constante deberá estabilizar (4.23).

Ejemplo 4.19.a;

El ejemplo 3.21 da un caso en donde un control constante, por

ejemplo U^——33 es superior al control U^——X"rB"rPX, oe
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Ejemplo

Considere el siguiente sistema de -flujo el cual modela., par

ejemplo., el efecto de las drogas sobre la trans-f erenci a de

alguna materia viva disuelta en el cuerpo humano:

Charco 1 n Charco 2

Figura 4.3: Modelo de un sistema de -flujo
dentro del cuerpo humana.

Las ecuaciones que gobiernan el sistema de -flujo son:

can las condiciones, Xa>0, X3>0, 0̂, U3<0

(4.45.a)

(4.45.b>

(4.46)

donde:

Vi = volumen del charca 1 (nr*)

V^ = volumen del charco 2 (nr3)

Xx = concentraci ón del charco 1 (kg/tn3)

X:z = concentración del charca 2 (kg/m3)

c^ = ranga de crecimiento del charco 2 (s~x)

Ux = rango de tr~ans-f erenci a entre charco 1 y charleo 2 (s

U3 = rango de trans-f erenci a exterior del charco 1 (s~~x)
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Reescri hiendo en -forma estandarizada las ecuaciones del sil

tema, se tiene que:

X =

donde.,

0

(4.47.a)

A =
0

(1 /Vi )

( I /Va) E
( I / V a ) - C l / V a . )

d/Va) ( I / V a )

. 1 0

Nótese que B^ y B3 estén en la forma diádica.

(4.47.b)

(4.47.c)

(4.47.d)

Un punto de equilibrio deseado X.=(Xx«;X3-)^ puede ser se-

leccionado,, tal que X:=:̂ >Xa.B.>0.

Haciendo igual a cero el lado derecho de (4.45) se obtiene el

correspondiente punto de equilibrio U«=(UX—?U3«)T:

(4.43)
a.» X-

(4. 49)

El método de la sección 2. 3 da el siguiente sistema Bi lineal

con X— como el origen del espacio de estada:

AX = A-AX + -Cb^d^T/X + bx (Xx.-X̂

(4. 50, a)
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donde, *

AX = X-X. , AU = U-U.

A

Si se de-fine

(4.50.b)

(4.50-c)

(4.51.a)

(4.51.b)

(4.51-c)

(4.51.d)

Entonces., (4.5E3) puede ser

= A-AX

Consecuentemente (4.50) es dyadic de orden

(4.52)

Condiciones para estabilización son dadas en el teorema 4.22

y la observaci ón 4.25.

Por motivos de simpl i-ficaci ón principalmente., consideraremos

los sistemas Bilineales que son diádicos de orden 1.
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Un nuevo controlador algorítmico, "el controladar de divi-

sión" , que algunas veces estabiliza sistemas diádico es pre-

sentado en el diseño 4.26. Como en todos los métodos del

pl ano de -fase., este diseño es di-f icil de aplicar a los sis-

temas de orden superior a 2,

Considere el sistema diádico de una sala entrada

X = AX + (BX+b)U

(BX+b) = b(cTX+l>

U€R (4.53)

Corno en el teorema 2.. o.,

dado d <X>=cTX+l

d(X)=0 de-fine un hiperplano £n—1) —dimensional

(4.54)

Divida el espacia de estada en las siguientes conjuntas:

S-^=OCId(X> >0> <4_55)

5»=-CX Id (X)=0> (4.56)

"S_=-CX ld(X)<0> (4.57)

Sea f(X«?U<-)?t) la saluci ón de (4.53) en el instante t cuan-

do X(0)=X(B , y, UCS), S€C0?t3 es el control de entrada.

De-fina:

V = tX̂ S-*.! 3 Uv tal que YtX», Uv?t) €S* Yt , y

^X^jUv-.t) 5-0, t »ID > (4.58)

Y = (At) -Xa £. V para algún t>0 >

W « CX»I3U Y tal que Y<Xo,? U^5 t)-€Y para algún t>0 > (A.60)
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TEOREMA A.22:

Una condición necesaria y suficiente para estabilizar el sis-

tema (4-53) es que,

1) Y no es vacia, y (4_61)

2) V U Y U W = R" (4.62)

Demostraci ón:

Note que el origen esta en el interior de S-*. y perteneciente

a V. (Note además que V no es vacia porque el origen reside

en V. )

Su-f i ciencia i

Si Xej€V el origen debe ser alcanzada.

Si Xm'SY las trayectorias deben terminar en V, de donde éstas

deben continuar hacia el origen.

Si X«,€W las trayectorias deben terminar en Y? etc-

La suficiencia es demostrada, puesto que V U Y U W = R".

Necesidad:

1. La acción de control cesa en S»». La única manera de pasar

de S,»US_ hacia S+ es par media, del sistema autónomo X=AX.

Para alcanzar el origen,, al menas una de las trayectori as

del sistema autónomo emanado de S«,US_ deben terminar en V.

En consecuencia., Y no debe ser vacia.

2. Por definición,, una trayectiaria emanada del conjunto

(V U Y U W) (4.63)
U
deben quedarse en este conjunta. Consecuentemente, éste

na es vacia.
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Observad ón 4.23:

El teorema 4.22 es una extensa ón del teorema 2.3.

Observación A,24:

El caso,

X = AX + BXU , B « bc^ (4.64)

puede ser tratado de una manera si mi1ar a 1as anteri ores 1 i —

neas pero mucho más complicado que el teorema 4-22, Esto no

será tratado aquí.

Observación 4,25=

La suficiencia del teorema 4.22 es aplicable al caso de múl-

tiple entrada (4.43) si el sistema es Dyadic de orden 1 o

más.

El teorema 4.22 es débil - Por lo tanto5 el sistema (4-53) de-

be ser analizado como un conjunto de sistemas lineales cuando

se aplican controles adecuados. Entonces, el problema de con-

trol es trans-f armado en el de hallar controles que satis-f agan

el teorema 4.22. Esto conduce a lo siguiente:
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DISECO 4.26 (EL CONTROLADOR DE DIVISIÓN):

Considere los sistemas (4.5̂ í) , (4.54) .

Defina los conjuntos:

Stn* — CX I — Ex-ld (X) ̂ G^D- (4. 65)

donde 6x2:0 , 6:2-8 son parámetros de control., en el sentido

de que que el di senador de control puede tomarlos de una gran

variedad dependientes del tiempo, del actual estado, etc.

S+* = S-*. \* (4.66)

S_7 = S_ \' (4.67)

Aplicando

KU/'-.X + U,—^ (X,t)
Û . = . , X £ S^ (4.68)

d(X)

U» = 0 , X -6 S»' C4.69)

U_ = , X í S_? (4.70)
d(X)

donde K+ , K_ € R".

El sistema de lazo cerrado ahora llegarxa a ser

X = (A + b-K-^iX -*- b.lW-* , X € S ?̂ (4.71)

X = AX , X € S«? (4.72)

X = (A + b.K-"T")X -+• b.U^^p 5 X € S_? (4.73)

Seleccione, si es posible,, K-̂  , K_ , Û -»-f= , £x y O = tal

que las condiciones del teorema 4.22 sean satis-fechas.
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Se puede observar que el problema de controlar (4.53) se ha

reducida a combinar las trayectorias adecuadas del espacio de

estado representadas por (4.71),, (4.72) y (4.73) dentro de

una región estable.

U,-..* es usado (temporalmente) para cambiar el punto de equi-

librio con una orden de cambio, por ejemplo el conjunto Y-

5i5 6=2 son usadas como contraladores (por ejem,, como histé—

risis) dando una orden de abandono de los puntos es-

tacionarios o ciclos límites sobre o alrededor de la -frontera

de S«*.

Observación

Variaciones del diseño 4.26 pueden ser construidas. Ver por

un instante el ej emplo 4.30.

Muchos estudias -fueran realizados para tratar de hallar las

condiciones necesarias y suficientes de K-*-, K_? U,__-,? £x Y 5 =

cuando se aplica el diseño 4.26 ? que nos permitan construir

leyes estábilizadoras de control para un sistema Bilineal

Dyadic de una sola entrada general (4.53).

Estos estudios no -fueron satisfactorios. Sin embargo, casos

de especial interés pueden ser anal izados en los ej emplos

4.28 y 4.29.
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Ejemplo

Consideremos el siguiente sistema Bilineal Dyadico de segunda

orden y de una sola entrada,

W = AW + bCg^W + 1)U (4.74)

Asuma que Cñ, tO es un par controlable. La teoria standard de
>

Sistemas Lineales permite transformar (4.73) en

X =
0

1

0
d(X)-U (4-75)

donde d(X) = (ĝ TX + 1) , W=TX , y T es una matriz inver-

tí ble adecuada de arden 2x2.

La pregunta ser i a: ¿Ea j o que condi ci ones V=S->- ?

Por esta razón se centrará la atención a S-̂ 7 _„ la cual puede

ser aproximada a S-_ con una selecci ón arbitraria de 12 lo

su-f i ci en temen te pequeña. Mucho mej or , asúmase que O 2 es una

constante.

Sea U=m. dado por la ecuaci ón (4.68) . El sistema de lazo ce-

rrado (4.71) debe estar en la -forma canónica controlable.

X —
—ai— KX-*. — a3—K-

1 0

El polinomio carac

.X

co es

1

0
(4.76)

(4.77)

Asuma valores propias reales y estables

7\ < ?13 < 0 (4.78)

C4.79)
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las cuales dan.,

= Ai.

El vector propio rápido el, asociada a ^i, =

El vector propio lento ê ,, asociada a

(4.80)

(4.81)

(4.82.a)

(4.82.b)

EO. y e3 pueden ser seleccionados libremente dentro del segun-

do cuadrante de acuerdo a la suposición (4-7S).

Ahora se enuncia que si Sra es tal que ei

pueden ser seleccionados paralelamente con

entonces V=S-*-, (4. 83)

Esto se obtiene coma sigue:

Si K-«- es seleccionado tal que ex=e3 y U^-»^=0 entonces un

nodo estable uni—tangente con el origen como equilibrio es

obtenido. Ver fistrom 1969 Cre-f. 283 .

Si los vectores propios ê ê̂  son paralelas a S», todas las

trayectorias en los límites de S» y S ŷ(S—) apuntan hacia el

interior de S-̂ ' (S-«_) . Esto es -fácilmente deducible de las pro-

piedades elementales de un nodo estable uní—tangente. Ver la

-figura 4-4,
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Otros análisis -fueron efectuados para abordar el caso en que

ex y e=a no pueden ser seleccionados paralelamente con S«».

para establecer estabilización., los conjuntos Y y 7 deben ser

determinadas- Esto depende de las propiedades del sistema

autónomo. Como se denotó antes, el anal i sis y di sería es segu-

ramente mucho más compleja para cada caso.

Figura 4.4: Ilustrad ón del ejemplo 4.2Q.
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Ejemplo 4.29:

El análisis del problema 4.2S puede ser e-fectuado de un modo

mas general. Considere el siguiente sistema Bilineal Dyadic

de una sola entrada:

X = EX'-*- 1)U y X<ER~ (4,B4)

Como en el ejemplo 4.28 preguntamos: ¿Bajo que condiciones se

tiene que V=S-*- ?.

Asumiremos que X-SS-*-7 para todo t, es decir:

qT.X + 1 > £ (4.85)

Mediante la aplicación del control

V
U = (4.86)

y suponiendo que, b̂ . = q^.r <> 0

se puede trans-f armar (4,84) en

(4.87)

1
0

Z = AZ „ V (4.88)

i.Za + 1) > E

Reescrito

(4.89)

<4.90)
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lo cual da

Z,-,

= F.

z=

7.-

C4.92)

e-
(4.93)

donde, F =

"nn

(4.94)

—,T
(4.95)

Controlar el si stema (4.91) , (4.92) con s es equivalente a

controlar el sistema (4. 92) con Zx. En consecuencia,, el pro-

blema se reduce a controlar un sistema lineal con los con-

trol es restringuidos a un intervalo semicompacto.

Lee Cref.293 3 páqi na 92 trata este problema:

El sistema (4.92) es incontrolable, si y solo si ?

CF, -f 3 es un par control abl e y cada valor propia

a i. de F satis-face que Re<^± <F» 1 0 (4.96)
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Comparando (4.993., la de-finición de S«. Cecuación (4.56)3, y

(4.78), (4.B2), (4.83) se puede observar que (4.104) repre-

senta las mismas condiciones sobre S«, para asegurar que V=S-*.

como la condición (4.83) del ejemplo 4.28.

En efecto,, los resultados de este ejemplo son más -fuertes.,

puesto que aquí, la condición -fue demostrada como necesaria y

su-f iciente., mientras que en el ejemplo 4.28 únicamente la

su-ficiencia -fue demostrada.

La exposición del Controlador de División es concluida por

medi o de dos ej emplos numéri eos.

Se hace notar que, el tratar de hallar un diseño que trabaje

no es una tarea tan trivial -



"CONTROLADQRES PARA SISTEMAS BILINEALES' — Pag. 94 -

Ejemplo 4-30=

Considérese el siguiente sistema,

1 0
X —

0 2
.U

Es notorio que,

1

1

Una comparaci ón can la ecuaci ón (4.52) y (4.53) da,

b =
-2

-2

-0.5

0.5

Es -fácil demostrar que CA,b> es un par controlable.

El siguiente, control estratégico es seleccionado:

U =

0.001

(4. 1(35)

(4-106)

<4.107)

(4.108)

0.001 5Ígno<Xi-x=-2)

(4.109)

< 0.001

(4.110)

donde,, signo(X) =
1 , X > 0

-1 , X < 0

Este control es una ligera modi-f icaci ón del control (4.68).

(4-69), (4.70). Las resultados obtenidos de una simulación

pueden ser observadas en las figuras 4,5.a y 4.5.b. (Observar

el Apéndice B).
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Las -figuras indican que S,a=ÍX | (x^—x^—2)=0> es -fácilmente cru-

zado con el control (4.109), (4.110).

Observando 1 as trayectorias dentro y alrededor de S»* se in-

dica que K-«- y K_ son seleccionadas de tal manera que las tra-

yectorias dentro de S+*, S0* y S_? "convergen". No existen

ciclos límites o puntos estacionarios -fuera del origen-

El sistema controlado es global y asintóticamente estable (la

demostración no es complicada y na seré cubierta aquí)»

S_

Figura 4.5. a: Trayectorias en el plano de -fase
de la simulación del ejemplo 4.30
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S_

Figura A.5.b: Trayectorias en el plano de -fase
de la simulación del ejemplo 4-3E).
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Ejemplo 4.31:

Sea el siguiente sistema,

-1 0

0 1
- X +

Xi-Xs-2

x i— Xa— 2
(4.111)

Es notorio que las ecuaciones (4.106), (4.107)? (4.108) ante-

riores son válidas. Un control del tipo (4.109)? (4.110) no

trabaja convenientemente., porque un ciclo límite alrededor

del punto (I,—1) ocurre*

Para sobrel1evar este problema, una histérisis fue intro—

ducida, (ver el Diseno 4.26). El espacia de estado -fue divi-

dido de acuerdo a la -figura 4.6.

Introduzca

MU s Xa-x3-2 (4.112)

EPS es la -función de histérisis, observar la -figura 4.8.

Ahora, el control es construido como sigue:

- 2 x^
u =

u =

u =

u =

u =

u =

u =

cuando MU < -0.1

0 cuando -0.1 < MU < 0.05

0 cuando 0.05 < MU < 0.1 y EPS<0

cuando 0.05 < MU < 0.1 y EPS>0
0.1

0 cuando 0. 1 < MU < 0.5 y EPS<0

*P W

cuando 0.1 < MU < 0.5 y EPS>0
Xrz-2

- 2
cuando 0.5 < MU

(4.113)

<4.114)

(4.115)

(4.116)

(4.117)

(4.118)

(4.119)
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Figura 4.6; División del espacio de estado
dsl ej emplo 4.31.

Sea, MU = xa-x

Las lineas son

A : MU=-0.1
Sen: MU=0
B : MU-0.05
C : MU=0-1
D : KU=0.5

Los conjuntos son

Ŝ .*= CXÍMLK-0. 13-

U S_
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A EPS

1 —

0.05 0.5 MU

Figura 4.7: Histérisis empleada en el ejemplo 4.31

Algunos de las resultados obtenidas al simular el sistema

estudiada son mostradas en las -figuras 4. B. a y 4.S.b. (Obser-

var el Apéndice C).

Adicional mente a estas simulaciones, muchas más -fueran reali-

zadas. Para todas las condiciones iniciales planteadas,, las

trayectorias tienden asi ntóticamente al origen. Sin embargo.,

ninguna prueba analítica de estabilidad -fue realizada.
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Figura A. 8.a: Trayectori as en el pl ano de -fase
de la simulación del ejemplo 4.31
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Figura 4.B.b: Trayectorias en el plano de -fase
de la simulación del ejemplo 4.31
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4,4-- INTRODUCCIÓN A LA TEORÍA DE LIE.

Muchos autores, por ejemplo Brockett Cre-f-12 , re-f-233 ? y

Hirschorn Cre-f .143 han tratado a los Sistemas Bi lineal es por

medio de la Teoría de Lie. Estas aproximaciones no tienen

aplicación en las leyes de control retroalirnentado.

Baillieul Cre-f.293 presenta un control óptimo de laza abierto

con un criterio de mínima energía-



CAPITULO 5:

"CONTROLES ADITIVOS Y MULTIPLICATIVOS INDEPENDIENTES'
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5.- CONTROLES ADITIVOS Y MULTIPLICATIVOS INDEPENDIENTES:

En esta sección trataremos brevemente el caso en que algunos

controles aditivos y multiplicativas son independientes.

Considérese el siguiente sistema:

m p q
X = AX •*• E (BiX+biB).Ui -•- E (CjXVj) + E <dkWk> (5.1)

i=l j=l k=l

donde,

Ui , i =1,2, . . . , m san los controles dependientes,

V j , J— 1,2, ...,p son las controles multiplicativos indepen-

dientes,

Wk, k=l,2, „ . - , q son los controles aditivos independientes, y

A, Bi, C j , dk son matrices de las apropiadas dimensiones-

Este tipo de sistemas fue tratado por Mohler C1973— re-F . 023 ,

lanescu C 1975-ref . 30a , y Grasel 1 i C 1979-re-f .313. Gr asel 1 i

tomo en consideración la aditividad desconociendo las pertur-

baciones, y su soluci ón esta basada en las técnicas de siste-

mas lineales periódicos.

Un sistema descrito por la ecuación (5.1) en general es -fá-

cilmente controlable como uno descrita por (2.1). A canti—

nuaci ón se da una sencilla condición de su-f i ciencia para la

estabilización:
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TEOREMA 5-1: Considerando la ecuación (5.1), de-fina

Ba = ¡b. y u «

ur

(5.2)

Si existe un vector r€(Ker BD)., y existen los vectores

k£J»« ̂  £l,...,q>? y las constantes g

que la matriz

_ m p q
A = ( A -*- E B^r». •+• £ C^gj -t- S d^-f^

es estrictamente estable, entonces el siguiente control e

tabiliza asi nt óticamente el sistema.

U = r -*- s

= QJ ., j£Jj ; y.,

, kCJu? Vj ? J«cv3j , s son todos cero o calculados por el

método descrita en la sección 3.2.

Deniostraci ón:

Aplicando los controles al sistema de lazo cerrado (5. 4)

p q
•*- Z <CjXVj) -*- ZX — AX + Z

i=l

De acuerdo a las condiciones del terorema, la matriz A es es-

trictamente estable,, y consecuentemente los controles de la

secci ón 3.2 deben estabilizar asintóticamente el sistema.



'CONTROLADGRES PARA SISTEMAS BILINEALES" — Pag. 106 —

CAPITULO 6:

EJEMPLO DE APLICACIÓN: CONTROL DEL NIVEL DE NEUTRONES

EN UN REACTOR DE FISIÓN NUCLEAR
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6-1.- PRELIMINARES:

Como un ejemplo realista de control bilineal, se ha selec-

cionado el problema de controlar el nivel de neutrones en un

reactor de -fisión nuclear,, descrita por Mohler Cref.02? pag.
t

112-1191.

La concentración (población) de neutrones es descrita medi-

ante el siguiente si stema de segundo orden:

U - d
n = . n -+- ̂  . c

L

c = n — Â . c
L

con las restricciones de estado, n>0 , c=>0

donde:

n = población de neutrones

c = poblaci ón precursora

U = reactividad (control de entrada)

(6. 1)

(6.2.a)

(6-2. c)

(6-2. d)

Valores tipicos de las constantes son:

L = 10-13

|5 = 0.0065

^ = 0.4

(6.3.a)

(6.3.b)

(6.3-c)

La siguiente .cci ón en el control es asumida:

(6.4)
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El objetivo del control es estabilizar (6.1) mediante una

adecuada selecci ón del nivel de equilibrio de la poblaci ón de

neutrones., n_. Con n_ seleccionada, el nivel de la población

precursora, c.., obtenida de (6.1):

— n. (6.5)
L.

Ahara? (n_,c_) es tomado como el origen del espacio de es-

tado transformado. Las nuevas variables del espacia de estada

serán:

Xa =

Con la restricción de estada (6.2) transformada en

(6.7)

Dentro del nuevo espacia de estado., (6.1) llega a ser:

X = A.X -4- b.díX) .W

donde.

(6.B)

A ̂ (6.9)

d (X) ̂ -Cd/L) . (1/L)> (6-10)
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b -11)

Nótese que U es de-finida por (6.2.d)

Las valares propias de A san 0.0 y -C -X-«-(fí/L> 3 (6_ 12)

En cansecLiencia? A tiene valores propios sabré el ej e imagi-

naria., y de acuerdo a la expuesta en la sección 3-3, puede a

na ex i sti r una P=P~r>0 tal que el control

U = -td(X) 03.P.X (6.13)

estabilice (6.8).

La posibilidad de la existencia de tal control será inves-

tigada en la sección 6.2., en donde se lo denominará "Control

Cuadrática",'

También podemos observar que la ecuación (6.3) y las restric-

ción del espacio de estada (6.7)? revelan que el sistema es

Dyadico y satis-Pace las condiciones del teorema 4.2.2.. Compa-

rando can el ejemplo 4,21, la Dyacividad se resiste al cambia

del punta de equilibrio. La situaci ón es extremadamente -favo-

rable puesta que el espacia de estada permitido (de-finida par

(6,7)) es un subcon junto de Ŝ _. Entonces., S«B=-CX I d (X)=0> no

pBr-tenece al espacio de estada permitida. Mas aún CA,b3 es un

par controlable.
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Usando el ejemplo 4-29 hemos demostrado que el control,,

U « - (6. 14)
d(X>

debe estabilizar asintóticamente el sistema mediante una ade-

cuada selección de K-

El control de Divisi ón será mostrado en la sección 6.3.

La sección 6.4 contiene una breve descripción del controlador

bang—bang de Mohler Cre-f „ 023 para resolver el problema de

control planteado.
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6.2.- CONTROL CUADRATICO.

Sea P =
pl

0 (6. 15)

Calculando el control cuadrática (6

U - - d (X) 01 -P.X

U = -
Pl p=

P3 P3

(6.16)

U = L (pi > x i ) (6.17)
L

El teorema 3.5 es empleado para -fijar las condiciones de P.

La ecuación (3.1ó) establece que.

U = -

M =

L
3 debe ser diferente de cero en

3=0,, X<>0> (6.18)

Sea Ŝ X̂ PX la -función de Lyapunav. Se calcula 5 como una -fun

ción de P y se selecciona pa. y p3 que estabilice el sistema-

Una adecuada selección de P es.

p=> = 20 x 10- (6.19)

A continuación se muestran los resultados obtenidos al simu-

lar el sistema (0,7) ., (6.8) mediante los control ador es (6, 18)

y (6.19), (Observar el Apéndice D).



" ' - ' - • k'''-'.^ L-; '̂ '"---̂ ¿..̂ •̂'5?:":

•CONTROLADORES PARA SISTEMAS BILIt^EALES" — Pag, 112

Las simulaciones -fueron e-fectuadas con y sin el control res-

tringido (6.4), Cver las -Figuras 6-1.a y 6-2).

El control sin la restricción LKt) y con la condici ón inicial

(2.1) es mostrado en la -figura 6.1.a. En el presente caso.,

podemos notar que Uít) no cumple lo -fijado en (6.4).

Figura 6.1 -a:.— Trayectorias en el Plano de Fase de la
simulación con el Controlador Cuadrático
sin restricción (6.18) y (6.19).
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AU(t)
tiempo

-a.0010

Figura 6.1.b.— Control de entrada U(t) para una simula-
ción con el Controlador Cuadrática sin
restrincción y can la condición inicial
(2,1).

Figura 6 _ 2 . — Trayectorias en el Plana de Fase de la
simulación can el Cantraladar Cuadrática
íó. lS) y (ó.19) sujeta a l a restricci ón
(6 .4 ) .
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CONTROL DE DIVISIÓN.

Dentro del algoritmo <6.

U = - _.L (6.20)

Se selecciona el vector K"7" como si el sistema lineal

X « AX + bU (6.21)

es controlado por el controlador lineal

U = K̂ .X (6.22)

La elección puede ser e-fectuada, por ejemplo., mediante el uso

de un Control Lineal Óptimo con estada restringuida, (obser-

var Martensson Cre-f . 323) . En esta parte,, se selecciona un na-

do estable un i— tangente:

KT = (648. 4, -650. 9) (6.23)

Mas aún,, en el programa de simulación (Observar Apéndice D)

el valor más pequeño del denominador de (6. 20) -fue -fijado pa-

ra evitar el over-f low numérica.

El control de entrada en la simulación -fue entonces:

U = Í0~° (6.24)
max íxx+l ; 0.01)

Se e-fectuaron simulaciones sin y can el control restringuida

(6.4)5 ver las -figuras 6.3.a y 6.4.a.

El control de entrada Uít)., con la condición inicial (2,1),

con y sin el control restringuida (6.4) es mostrada en las

-figuras 6.3.b y 6.4.b respectivamente.
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Figura 6.3.a.— Trayectorias en el Plano de Fase de la
simul aci ón con el Controlador de Divlsi ón

restricción (¿.24) .s n

AUCt)

tiempo

-5

.— Control de entrada Utt)
para la simulación con el
Contralador de Divisi ón
sin restricci ón (6.24) y
condición inicial (2;1)
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Figura 6.4.a.— Trayectorias en el Plana de Fase de la
simulad ón can el Can t ral ador de División
(6-24) sujeta a la restricción (6.4)

AU(t)

0

.001

10 tiempo

Figura 6.2.— Control de entrada U(t) para la simulaci ón
can el Controlador de Divisi ón (6.24) sujeto
a restricci ón (6.4) y Xai=(2.; 1) .

Las Contraladores de División se muestran muy

Puesto que, son -fáciles de diseñar, y proveen de un buen con-

trol Local y Global con el mismo algoritmo.



•CONTROLADORES PARA SISTEMAS BILIMEALES* - Pag. 117 -

6. 4^- CONTROL BANG-BfiNG-

Mohler Cre-f.023 resuelve el problema de estabilizar la ecua-

ción <6.B) por medio de un controlador Bang—Bang de tiempo

óptima. Ver la -figura 6.5.

Este modo de control no es -factible cuando el estada se en—
>

cuentra cerca del origen:; en tal situación Mohler sugiere un

controlador PI para el control local.

NIVEL PRECURSOR ESCALADO C(LC)7(0.033

A

Figura 6.5..—

NIVEL DE NEUTRONES

Tomado de Mohler Cre-f.02 — figura 4, ID.
Trayectorias del Plano de Fase para el
controlador Bang—Bang de Mohler.
Las trayectorias parten del punto (nc^Cta)
hacia el punto de equilibrio (n.«=, C-*=) .
Cn^jC^) corresponde al origen del espacia
de estado x ±— x-._
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- CGNCLUSIONES,

Cuando se compara el Control ador Cuadráti co con el Controla—

dar Restringa! do., el Control ador de División con el Control

Restringuido., y el control ador Bang— Bang¡, se observa que el

Controlador de División ofrece mejores ventajas. Puesto que,

es más fácil de diseñar que los otros dos.

Diferentes objetivas de Control pueden ser tomadas en con-

sideración., incluyendo la optimiEación del tiempo. El con-

trol ador Bang-Bang da un errar en el punta final,, haciéndose

necesaria la compensación mediante el emplea de atro con-

trolada^, par ejemplo un Controlada?—PI.

El Controlador de División provee de un buen Control Local y

un buen Control Global con el misma algoritmo-
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CAPITULO 7:

"SUMARIO, DISCUSIONES Y CONCLUSIONES"
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7.- SUMARIO, DISCUSIONES Y CONCLUSIDNES-

El probl ema de nal 1 ar un Control ador para el Si stema Bilí neal

m
X « ftX + E CBi.X+bi.n») -Ui. (7.1)

para el caso en que la matriz A es estable,, -fue resuelto sa-

tisfactoriamente por Jacobson Cre-F.071. El uso una -función

cuadrática de Lyapunov 5=X"rPX para generar el control re-

querido U*.=— <B*.X-*-b4.«B>~rPX 5 el cual hace al sistema más rápido

que el control tr i vi al U=0 .

El caso en que A es inestable, en general está todavía sin

solución. La presente tesis sugiere la literatura adecuada

para la solución de casos especiales- Este trabajo contiene

nuevas contribuciones para la solución de casos especiales?

1) Una extensión de los resultados de Jacobson., sujetas a la

condición de que exista una P=P*r>0 tal que

tX¡ (BSLX+bfc<B)*rPX=0> n íXiXOB, XT(PA-*-A~rP)X > 0>

sea vacia (Teorema 3. 13) .

2) Condiciones su-ficientes para trabajar con Controles Cons-

tantes.

3) Se de-fine una clase especial de Sistemas Bilineales, el

Sistema Bilineal Dyadico, el cual se caracteriza parque

(BjLX+bi.Hi)=bj1.IB(c~rX+Í) para algún i (De-finición 4.20) .
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Para estas Sistemas se propone un método de diseño, el

cual reduce el problema Bilineal a un problema de con-

catenación de Sistemas de Control Lineales dentro de tres

regiones del Espacio de Estado. Condiciones para la es-

tabilización son dadas en el Teorema 4.22 y el método, el

Controlador de División., es presentado en el Diseño 4.26.

La presente tesis contiene numerosos ejemplos.

Préstese especial interés al ejemplo 2.2 (un caso de ines-

tabilidad) , los ejemplos 3.1S y 3.19 (aplicaciones del Teore-

ma 3.13)f Teorema 4.14 (estabilización equivale a la estabi-

lización con un control constante), el ejemplo 4.21 (sistema

Dyadic de la vida real), los ejemplos 4.28 y 4.29 (aplica-

ciones del Teorema 4.22), el ejemplo 4.31 (aplicación del

Diseño 4.26), y el ejemplo del capitulo 6, en donde el pro-

blema de controlar el nivel de neutrones de un reactor de

•f i si ón nuclear es resuelto de tres d i-f eren tes maneras.

La presente Tesi s di scute vari as i deas de como atacar al pro—

blema cuando A es inestable.

Una pequeña nota es incluida sobre el caso en que los con-

troles adaptivos y multiplicativos son independientes el uno

del otro- Algunos resultados son incluidos.

4) Condiciones suficientes para Controles estabilizadores

Constantes y Lineales (Teorema 5.1).
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Como se indicó al inicio de esta tesis, es muy poca el cono-

cimiento de cómo controlar (7.1) cuando A es inestable. Una

Teoría General debe ser desarrollada. La presente tesis plan-

tea que, la ruta para lograr este objetivo seria:

1) El problema de estabilización debe ser resuelta antes de

tratar de hal1ar una 1ey general de Control Retroali men-

tado. Esto se debe a que no tendria objeto tratar de de-

terminar Leyes de Control sin determinar si es posible

estabilizar el sistema.

2) Procesos de la vida real,, modelados Bil i neal mente., deben

ser tratados. Actualmente existe la tendencia a tratar

este punto. La confirmaci ón de la Teoria de Sistemas Bili —

neales únicamente podrá ser probada con la realización de

la misma. Si existen algunos procesos bilineales de la vi-

da real que están sujetos a entradas de Control perfecta—

mente determinadas, entonces no debemos malgastar esfuerzo

en esta tarea. Las sistemas Bilineales Fisiológicos, re-

portados por Mahler Uref. 333 a menudo no pueden ser con-

trol ados perfectamente. Mas aún,, ex i sten ci ertas si stemas

Bi1i neales, que requi eren de un estudi o especi al para que

se pueda -fácilmente controlarlos. Un ejemplo de esto -fue

lo indicado en el capitulo 6.
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3) Queda por investigarse una clase más general de Sistemas

No-Lineales, la cual es cerrada bajo un estada realimenta—

do. Seria satisfactoria poder colocar el Sistema Bilineal

dentro de una clase más general con propiedades deseables.

Una posible clase seria:

m
X - p(X) + £ CB&X*f-b*.B>XU*.

i=l

donde., los elementas de p ÍX> son polinomios homogéneas de

grado n? y U*. (X) es un polinomio de grado (n—1) -

Ci ert amenté., ex i sti rán otras el ases de si stemas i nter esan—

tes., que quiza respondan ala ecuaci ón No—Lineal de Ricca—

ti dada en (3-3) y resuelta de una manera similar.

El Reporte de Moylan Cre-f.043 es el posible punto de par-

tida-

Par a culminar., se espera que en lo -futuro sean emprendidos

otros trabajas, similares al presente., que tengan corno ob-

jetivo principal el estudio de Sistemas Bilineales; puesto

que,, es el cambio que se esta observando en la Ingeniería

de Control.
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A P É N D I C E S
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APÉNDICE As "PROBRAMA NUHUNQ"

CDNTINUOUS SYSTEM NUMUNÜ

STATE XI X2

DER DX1 DX2

Bl = 2#X1 + X2

B2 « XI + 3*X2

UH1 = -<(Bl-2)*(Bl-2) + CB2~2)#(B2-2))*K

UH2 = -((Bl-2)*CBl+2) + CB2-2)*(B2+2))*K

UH - I(r ~2*CX1+X2»0 THEN UH1 ELSE UH2

UL = K1*X1 + K2*X2

U « IF LIN>Í3.5 THEN UL ELSE UH

DX1 = -XI + CB1-2)*U

DX2 = X2 + CB2-2)*U

K: 100

K1:5B

K2: 1C30

LIN:0

END

Refiérase al ejemplo 4.9.
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APÉNDICE Bs "PROGRAMA NÜMDO5"

CQNTINUDUS SYSTEM NUMDQS

STATE XI X2

DER DX1 DX2

D « XI - X2 - 2

S « IF SIGNCDX0 THEN -1 ELSE i

DEN = IF ABS(D»EPS THEN D ELSE ETA*S

U = (L1*X1 + L2*X2)/DEN

DX1 « XI + D*U

DX2 2*X2 + D*U

EPS:0.0B1

ETA:0.001

Ll:4

L2:-9

END

Refiérase al ejemplo 4.30.
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APÉNDICE C: "PROGRAMA NLJMTRES11

CONTINUOUS SYSTEM NUMTRES
STATE XI X2
DER DXÍ DX2
INPUT EPS
QUTPUT MU
MU « B11*X1 + B12*X2 + Bl
DIV = IF ABSCMU)>6 THEN MU ELSE G
UH = CK1*X1 + K2*X2)/DIV
U0 == 0
U = IF MU<~6 DR EPS>0 THEN UH ELSE U0
DXÍ «
DX2 «
A11:-J
BU: 1
Bl:-2
Kl:0
K2:-2
6:0. 1
END

A11*X1 4-
A21#X1 +

L ; A12:0
; B12:-l
; B2:-2

A12*X2 4- <B11*X1 -
ñ22*X2 4- CB21*X1 -
5 A21:0 ; A22: 1
; B21:l ; B22:-l

*• B12*X2 + B1)*U
H B22#X2 + B2) *U

CONTINUOUS SYSTEM HYS
STATE ÜUT
DER DOUT
INPUT E
OUTPUT R
INITIAL
DU: 1
L0:0.05
H1:0.S
C: I
OUTPUT
R=SIGN(DUT)*DU
DYNAMICS
Cl = IF DUT<1 THEN CX1.5-OUT) ELSE 0
C2 = IF OUT>-1 THEN -CX1.5+QUT) ELSE 0
DGUT « IF E>H1 DR OUT>0 AND E>L0 THEN Cl ELSE C2
END

CGNNECTING SYSTEM CDNI
EtHYSD = MUCNUMTRESa
EPSCNUMTRESD = RCHYS3
END

Refiérase al ejemplo 4-31
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APÉNDICE D: "PROGRAMA NUMCUATRD"

CONTINUOUS SYSTEM NUMCUATRO
STATE XI X2
DER DX1 DX2
u
D = MAXC (Xl-f-1) ,EPS>
Ul = (Kl/(K2#D))*CL1*X1 + L2*tX2)
U2 = -<XH-1>*ÍP1*X1 •*- P2*X2)*L
E « MINC(Xl+1),(X2+1))

"CDNTROLADQR DE DIVISIÓN
"CONTROLADDR CUADRATICO

UH IF DIV>0.5 THEN Ul ELSE U2 "SELECTOR DE CONTROL
U = IF UH<-B THEN -B ELSE IF UH<G THEN
Hl = C-BETA/L) *CX1-X2) + (X1+1)*<U/L)
DX1 = IF X1>-1 THEN Hl ELSE MAX<0,H1)
H2 « LA*(X1-X2)
DX2 « IF X2>-1 THEN H2 ELSE MftXÍ(3.1H2)

UH ELSE G "LIMITADOR

Kl: 1
K2: 100000
Ll:648.4

L:1.0E-5
BETA: 0.0065
LA:0.4
Pl:40
P2s20
G: 0-001
DIV:1
END

«1.0E5 CUANDO EL LIMITADOR NO ES DESEADO
=0 CUANDO EL CONTROL CUADRATICQ ES SELECCIONADO

Re-fierase al Capitulo
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