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CONTROLADORES PARA SISTEMAS BILINEALES

El arte de controlar los sistemas Lineales esta bien desarro-—
1llado, pudiendo decirse que estd casi completo. Encambio,
cuando debemos realizar el control de sistemas no—-lineales,
debemos basarnos en conocimientos escasos y fragmentarios, a
pesar de gque existen ciertos métodos de disefo no sistema—

ticos de control.

Es segurp decir que la teoria de control de los sistemas 1i-
neales estd muy adelantada en aplicaciones industriales. En
la artualidad, con el uso de microcomputadoras, el ingeniero
practico de control puede resolver sus problemas de control
no—lineal de varias maneras, por ejemplo: mediante la intro—
duccidn de no—linealidades, estructuras variables de control,
etc.. Fero, en la mayoria de los casps no existe un andlisis
te6rico que sirva de soporte para la implementacidén de estas
secuencias. En consecuencla, la practica estd mads adelantada

que la teoria.

En procesos industriales, en general, existe una separacidén
entre =1 CONTROL LOCAL (ejecutado por reguladaores lineales) v
el CONTROL GLOBAL (paor ejemplo, star—ups, amplios cambios en
los valores de referencia, y shut—-downs), los cuales son eje~
cutados en un modo ON/OFF por medio de controladores progra-—
mables. En estos dos modos de operacién, algunas veces la
operacidén del uno impide la operacidn del otro. Entonces, la
teoria de control no—-lineal podria ser el puente que une
dichas separaciones, de tal manera gue, las tareas de contraol

Local y Blobal sean ejecutadas por 21 mismo controlador.
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Con ectos puntos en mente, es una necesidad vital extenderse

en el conocimienta de los sistemas de control no—-lineales.

La presente tesis trata los problemas en el disefo de control
para unos pocos sistemas na—linealés, los cudles son andlogos
a los sistemas 1ineales.

Estabilizacién de un sistema de lazo cervado y optimizacidn
en el dominio del tiempa {(time domain sence) son los crite—
rios de diseno.

El teorema da suficientes condiciones para proponer CDntrDla—
dores estabilizadores realimentados.

De esta manera, la presente tesis cubre algunos puntos vacios

en el disefio de control para sistemas no-lineales.

Centraremos nuestra atencidén en el control del siguiente sig-

tema Bilineal.

-+

5 0
il
>
b

E(Bs-X + Ba).Us1l (1)

™3

Este sistema es de especial interes por las siguientes razo-—

nes:

a) Esta es una "simple clase de Sistemas no—lineales"”, lige—
ramente un poco mas complejos que un sistema Lineal com—
pletamente entendido. Conocer Cémo controlar esta clase de
sistemas, es el paso légica'en el desarollao .de la teoria

de control.



"CONTROLADORES PARA SISTEMAS BILINEALES™ — Pag. 4 -

b)) Algunos sistemas no—lineales pueden ser aproximados por
modelos bilineales. Especialmente, una aproximacién bili-
neal puede ser mas aceptable dentro de wna regidn mas
grande del espacio de estado y alrededor de un punto de

operacién, que la obtenida con un sistema lineal.

c) Muchos procesos de control de 1la vida real pueden ser
modelados como sistemas Bilineales. For ejemplo, el con-—
trol del nivel de neutranes en un reactor de tisidn nu—
clear L[ref. 23; Espana [ref. 11, propone un modelo bili-
neal para un procesc de destilacidén. Modelos bilineales
patr-a sistemas Biol 6gicos pueden ser encantrados en Mohler

Lref. 31.

En l1la actualidad, no existen condiciones necesarias y sufi-—
cientes para la controlabilidad y estabilizacién de Sistemas
Bilineales. Consecuentemente, no existe una teoria completa

para el Control de Procesos RHilineales.

La mayoria de investigaciones realizadas en este campo cubren
determinados casaos especiales. Algunas de éstas son examina—

das en ésta tesis.

El principal esfuerzo de estas investigaciones estd orientado
a las controladores rrealimentados. Moylan [ref. 4] v Jacobson
[ref. 21 presentan ciertas leyes de control para el caso en—

que A es una matriz estable.
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En la presente tesis, estos resultados son extendidos para el

raso en gque, bajp ciertas condiciones, A es inestable.

NMuevos tesultados, que cubren casos especlales, son presenta—
dos.
El caso en que los controles adaptivo y multiplicativo actdan

independientemente es tratado de una manera breve.

En esta tesis se demopstrard que una constante lineal mas le—
ves cuadraticas realimentadas obligan a que las travectdrias
del sistema (1) caigan dentro de una regidén arbritraria al-—
rededor del origen, asumiendo la no—interseccidén del conjunto
XT.P.(By.X + Byw) = @ , {(para alguna matriz simétrica F,defi-
nida positiva) sobre una regidn de interes; v un diferente

controlador es dado cuando, By = Bia. (Ca)T ,para algan i.

Las leyes de Control propuestas son aplicadas a un ejempla de

simulacién de contral de neutrones de un reactor de fisidn

nuclear.

Puedo sugerir gue futuros trabajos deben ser emprendidos con

el ocbjeto de cubrir los siguientes tépicos:

a) El problema de la controlabilidad debe ser resueltao.

b) Sistemas Hilineales especifticos y modelos de procesaos de
la vida real deben ser estudiados.

c) Una visién mas general de los siguientes sistemas debe ser

considerada:

m .
X = P{X) + T I[R,.X.Us + Reo-Usd

i=1
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donde: P((X) son polinomios homogéneos de grado n.

U=l (X)) es un leindmiD de grada 2 (n—1).

Esta clase de sistemas esta limitado (cerrado) a una rea—
limentacién de estado, lo cual no es el caso de los siste-—

mas Eilineales.

La presente tesis estad organizada del siguliente modo:

El capitulo—-1, de una manera breve entncia ciertos conceptos
bAsicos vinculados con el estudio de los sitemas Bilineales vy

también se indica la importancia que tienen dichos sistemas.

El capitulo—2, contiene las definicliones, el planteamiento

del problema y una discusidon sobre ellos.

El capitulo—3, presenta la "solucidén cuadratica realimentada

de Movylan [ref. 4] y Jacobson [ref. 51", cuando la matriz A

es estrictamente estable y se discute algo de cdéma trabajaria

cuando A na es estrictamente estable.

El capitulo—4, esta dedicado a otros controladores vy sistemas
especiales, sobre las cuales un controlador constante vy el
nuevo "controlador de divisién" son aplicados. Dtros aspectos

adicionales son discutidos.

El capitulo—-5, trata el casoc en que los controladores aditivo

v multiplicativo son independientes.
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T3fifzIaasacsimIzgmiiacoiiiiiiiiis:

CARPITULDO 1: "GENERALIDADES"

En el presente capitulo, de una manera rapida, vamos a enun—
ciar ciertaos conceptos basicos gue se hallan  vinculados al
estudio de los Sistemas Bilineales, como también, indicar la
importancia que tienen dichos sistemas en el desarrollo de la
ingenieria y de la propla vida didria. Adicionalmente, se
recardaran ciertos conceptos relacionados con la estabilidad

de sistemas.
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1.1.— "CONMCEPTOS FUNDAMENTALES"

For algdn tiempo, los Sistemas Lineales, wvariables o invariaf
bles en el tiempo, fueron estudiados extensamente mediante la
descripcidn de fendmenos fisicos, simplificando el andlisis y
desarollo de la teoria. 5in embargo, la teoria de las siste—
mas modernos hizo posible una expansidn y dependencia de las
investigaciones, haciendo que lps limites intrinsecos de los
modelos lineales sean mas vy mas evidentes, especialmente en
los campos de la Biologia, Fisiologia, Ecologia vy Socio—Eco—
nomia, debido al incremento del ndmero de sistemas cientifi-—

cos a través de todo el mundo.

Consecuentemente, 21 estudio de los sistemas no—lineales em—
-

pezd a tener mas actividad al vencer las bien conocidas di—

ficultades analiticas que ellas implicaban.

Como es bien sabido, un sistema no-lineal continuo n—dimen-—
sional puede ser descrito mediante la siguiente ecuacién di-—

namicas

X = F(X,U,t) (1.1)

donde, para cada t, X(B)ER™ es5 el estado v ULIERe es5 1a

entrada de cantrol.

Fodemos reducir la ecuacién (1.1) simplemente asumiendo 1i-

nealidad de ¥ con respecto al estado o al control.



*"CONTROLADORES PARA SISTEMAS BILINEALES® — Pag- 12 -

3) Ue, el subconjunto de una funcidén continua por partes en

Us -

4) Ugs, €l subconjunto de una funcidn constante por partes en

59) Uas 21 subconjunto de wuna Ffuncién en Ua con rango en

CUERD:|U,|=1;i=1,2,...,p} {centroles bang—bang) .

fdicionalmente, podemos definir una variable de salida Y&Re;
la cual, por simplicidad podemos considerarla como linealmen—

te dependiente del estado.

Yit) = Cter.X (1.4&)

donde: para cada t, C{t)cRe=~.

La figura 1. representa el diagrama de bleques del sistema

descrito por las ecuaclones (1.4) y (i.4).

N
u B\/_ >C%Y

+\
+

Figura 1.— Diagrama de Bloques de
un Sistema Eilineal
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La definicidn (1.4) y (1.46) del Sistema PRilineal puede ser
mas especifica, si introducimos hipétesis adicionales.

Los Sistemas Bilineales pueden ser definidos como "Variables
en gl Tiempao" v "Invariables en 21 Tiempo" de acuerdo a gue
A,B, C, N sean o no dependientes del tiempo t.

AdemAs, podemos llamarlos "Homogéneos en el Estado" si B=@,
"Homogéneos en la Entrada”" si A=0, y "Estrictamente FBEilinea-—

les" =1 A=B=0.

Una clase interesante de SBistemas Bilineales Invariables en
el Tiempo y Homogéneos en el Estado se aobtienen cuando las
matrices A, Ny, Nzy ... 3 Ny son semri-simétricas.

En este caso, para algdn control U, =21 estado estara sobre la
esfera "X(t)”=”X(B)”. Lo cual, es una caracteristica basica—

de los Bistemas Fisicos en los que la Energia s Conservada.

Finalmente, existe una clerta clase de Sistemas Bilineales
directamente relacionados con oltra clase de Sistemas Lineales
en =1 Control, llamados “"SISTEMAS CUADRATICOS EN EL ESTADO" v

descritos por la siguiente ecuacidn,

X = A@).X + B(t).U + N(B).X.U + B(t).X. X (1.7

Todo Sistema Cuadratico posee una representacién como un Sis—
tema EHilineal dentro de un lazo de realimentacidén Lineal, tal

camo se indica en la Figuwa 2. (y reciprocamente).
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1.2.— 4POR GUE LOS SISTEMAS BILINEALES?

Existen varias motivaciones tedricas vy practicas por la que
debemos adherirnos al estudio de los Sistemas Bilineales.

LLa primera de todas, potr las diversas maneras de definirlos,
puesto que, al presentarse un tipo de no-linealidad en sus
ecuaciones dinamicas, su propia estructura realiza las sim—
plificaciones y en algtn sentido el cierre de una linealidad.
Por otro lado, la estructura no—-lineal ofrece varias ventajas
sobi-re el caso Lineal, yva sea desde el punto de vista de Con-—

trolabilidad, Optimizacién y Modelacidn.

Con respecto a Controlabilidad, nétese gue para el Bistema
Bilineal (1.4) la evolucidén del estado de las entradas de
control no s6lo se anade por medioc del término B((t).U, sino
que ademas se multiplica por el término NE).X.U; por lo tan—
tao, en un Sistema Bilineal, el control serd mias efectivo que
en un sistema Lineal en donde unicamente existe una accidn

aditiva.

Vale indicar que un Sistema Lineal con entrada de Amplitud
Restringuida en general no es controlable; mientras que. en
los Sistemas EBilineales la controlabilidad puede ser efectua-—

da por leyes de control aditivas y multiplicativas.

Con respecto a la Optimizacidn, un Sistema de Control Biline-—
al puede ofrecer mejores ventajas y posibilidades que un Sis—

tema Lineal Simple.
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Dentro de algunas areas, en [ref. 101 un Modelo Bilineal es
propuesto para describir el comportamiento de los organos
sensoriales. La alta adaptabilidad y sensibilidad de estaos
drganos puede ser explicada por un control automatico sobre
una curva de respuesta, el cual se halla centrado con la ma—
®»ima sensibilidad, en el wvalor medio de las estimulos de
entrada.

Suponiendo que los sensores dinamicos pueden ser representa-—
dos por una ecuacién diferencial de primer orden, si X es 1la
sefial incremental enviada al sistema nervioso central. debido
a un incremento del estimulo U, el sensor dinamico estara
descrito por:

X =a.X + b.U+ n.U. X| ' (1.8)

donde: a, b, n son coeficientes adecuados.

Resulta que 21 sensor tiene un Modelo Bilineal para cada una

de las reglones en que X280 ,46, X£@.

Un importante ejemplo de Modelos Hilineales en el campo de la
Ingenieria es gl siguiente.

Sea un motor DC, dencotado por 1. (corriente de estator) y Va
(voltaje de rotaor) como variables de control, v por ia. (co—
rriente de rotor) y W (velocidad angular) como variables de
estado; entonces, 21 modelo es representado mediante las si-—

guientes ecuaciones diferenciales:
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Con estas premisas, podemos abordar el problema. Asi, suponi-—
endo que 1 origen es un punto singular (o, punto de equili—
brio) v gue £ es una regldn cualesgulierza alrededor del pun—
to singular, si por medio de una perturbacidén (de valor muy
pequefo) se traslada el punto de esquilibrio desde el origen
hacia ctro punto, situado en el interior de 1la regidn R, se

dice gue el Sistema No-Lirnreal ss "Estable en 1a Regién (.

Pa \_/J L
HT Figura 3.-—

Flanc de fFase de
L_J un Sistema dado.

El grado de estabilidad del Sistema depende del wvaior que

tenca l=2 regiin 4.

— Cuando & es muy pequeno, se estara hablando de “Estabilidad
Local®.

— Cuando 2 s finito, se estarad hablando de “"Estabilidad Fi—
nita™.

— Cuando R abarca todo el estado, se hablard de una "Estabi—

lidad Elobal" o simplements "Estabilidad®.
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Se dice que un Sistema es “ASINTOTICAMENTE ESTABLE™, para
cualquier grado de Estabilidad, cuando el estado no séloc que
permanece dentro de la regidém @ sino gue ademids tiende a vol-

ver al punto de equilibrio original.

X=
A

Po
X2

r___r—— Figura 4.— Estabilidad
Asintotica

V

Finalmente, se dice gque un Sistema s "MONOTONICAMENTE ESTA—
BLE", para cualquier grade de Estabilidad, cuanda el estado
se mantiene dentro de la regidén & vy tiende a velver al punto
de equilibrio original, y ademas, la distancia respecto al

punto de equilibrio original siempre disminuye.

X=

N,
>

P;\_ @

Pao

j Figura S.— Estabilidad
Monctdénica.
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For tadas las razones mencionadas en el presente capitulao, la
atencidn de cientificos e ingenieros a través de todo 1 mun—
do estd enfocada, cada vez mas, al estudio de los Sistemas
Bilineales.

Entonces, una vez entendida la importancia de los Sistemas
Bilineales,; dentro del desarrollo de la vida misma, se acepto
la grave responsabilidad de realizar un trabajo de investiga-—

cidén de esta clase de Sistemas.

La tesis que se muestra en los siguientes capitulos, sugerira
una técnica de diserno de "Controladores Realimentados" que
permitird estabilizar uwna cierta clase de Sistemas Bilinea-—

les Continuos.
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2.1.— DEFINICION DEL TIPO DE SISTEMA BILINEAL.

DEFINICION. —

=

EFl Sistema Filinezl que se considera en todo el capitula 5 es

el siguiente,

- m
X =A.X + E (By .X.Uy) + Bo.U (2.1)

X=IXs Xz -~ Xn1TER"™
U=TU, U= ... U,dTR™

A, By son matrices constantes de apropladas dimensiones.

La ecuacion (2.1) puede ser reescrita como:

X = A.X + G(XHh.U (2.2
donde
G{X) = B,.X3bie ! BouX4tboo V ace | BHa.X+tbhpe 1 (2.3

donde, bie €5 la 1—¢sima columna de Ba={bieiboal...!bnel

Notese que el Control U, acthda aditiva y multiplicativaments

de manera simultianea.

Otra manera de reescribir el Sistema seria por,

+

5 b
I
>
o

(B . X+bia) . Us (2.4)

Il M3
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OBSERVACIDON 2.1:

La ecuacidn (2.1) puede ser reescrita coma

- m
Z =F.Z + I (Hy . Z. Uy ) (2.3
i=1 :
con
2 @ %] %] 1
F = H HL = : zZ =
2 A bia Ba X

—

Brockett (ref. 121 demostrdé que la ecuacidén (2.3) no estd en
una forma controlable. Esto nos hace pensar gque la forma
{(2.3) no aofrece ventajas cuando tratamos de hallar controles
realimentados; por lo tanto, no debe éer u=ada.

Curando un S5istema de la forma.

e
i
bl

X+ (Bsy . X.Uy) (2.8)

I &3

se lo puede denotar con la ecracidsn (Z2.1) con Boe=R, v no con

la ecuacién (2.59).
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2.2.— PLANTEAMIENTO DEL PROBLEMA.

SUPOSICION:

Consideraremos la clase de entradas gue hacen que la sclucidn

continua de (Z.1) sea unica.

PROBLEMA:

Hallar un control de estado realimentade que estabilice el

Sistema expresado en la ecuscidn (Z2.1).

Este problema es de especial inter=s porque:

1) Un modelao Bilineal de un proceso dado puede cubrir adecua—
damente una regidén mucho mayor del Espacio de Estado gque
la que se cubriria con un Sistema Lineal, y en consecuen—
cia, émpartar perturbacicones maés elevadas.

2} Dentro de la misma corriente, un camblo del punto de oaope—
racioén deberia requerir una descripcién del modeloc Eiline-—
al (revisar [ref. B11).

Z) Trabajos sobre observadores para Sistemas Hilineales estan
siendo emprendidos, y en consecuencla, salidas realimenta—
das pueden ser cubiertas por la anterior aproximacidén. E1

siguiente observador fue estudiado por Derese [ref. 13].

X7 = A.XT + BXTY.U + H(Y—-C.X™) (2.7
La estabilidad es una propiedad necesaria de un buen contro-—
lador. Sin embargo, el resultado que se presenta a continua—
cion ofrece al diseRador un poco de libertad para seleccionar

otras propiedades de interes.
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DEFINICION:

Dado el Sistema (2.1) con la condicidén inicial x{ta)=Xa).- Se
dice que £ es una Regidn Estabilizable (Mull), s1 para cada
Xaff) y para cada punto w en las cercanzas del origen, existe
una funcién localmente limitada U(t) para t2tas, Yy un interwva—
lo de tiempo fipito T, tal que la solucién de la ecuacidn 2.1
con U(t) como entrada exista vy se cumpla que X(£)€W para tode

t3>{ta+T).

Cuando Q=R™ se dice que el Sistema es Estabilizable.

No existen criterior generales para enunciar condlicliones ne—
cesarias y suficientes para la estabilizacisdn, ni tampoco pa—
ra la contrabilidad.

Condicianes Sufiéientes (y necesaritas para el caso de un es—
calar U) san dadas por Mohler [ref. Q23.

Hirschorn [ref. 143 determind el conjunto permisible para una
gran cantidad de Sistemas Bilineales mediante la uwutilizacidn
de la Teoria de Lie.

Hermann Cref. 1531 presenta algunos resultados para sistemas
no—lineales, qgue son aplicables para el caso de 1los Sistemas

Bilineales.

La estabilizacién del Sistema (2.1) en general implica que el

Sistema, X = A.X + Ba-U , es estabilizable; puesto que, cerca

del origen los términos {(By . X. Uy con U,=B(X) son muy

-

i=1
pequefos en comparacidén con el término Be.U. Una excepcidn se

tiene cuando Be=B, mientras el Sistema siga siendo estable.
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2.3.-— CAMBIO DEL PUNTO DE OPERACION.

El anterior cancepto de estabilizacidén puede ser aplicado a
otros puntos estaciocnarios del Espacio de Estado.
Dado el Sistema expresado por la scuacidén (Z2.1) vy =supoaoniendo

que Ua ¥ Xa son conocidos, de tal farma gque

(By . Xeoi Uas) + Ba.Us (2.8)

s
I
D
5
]
+
GE!

donde, Uas 5 el 1—¢ésimpo componente de Uo.

Entonces mediante la introduccidén de: Z&X = X = X
Au = u - U

la ecuacidn (2.1} puede ser reescrita como.

(By.Uaid) | DX+ (B, . AX.AUL)

il
>
+
Il ~13

i M3

—
(By . Xe + bio). AU, (2.9

+
Il &3

Fodemos observar que (2.%) describe un Sistema Bilinesal de 1la
misma estructura que (2.1) alrededor del ruevo punto de ope-—
racion Xe- (En sistemas no—lineales m&s generales, cuanda
cambia 21 purto de operacilén, la estructura del sistema no
recesariamente es preservada).

Por supuesto que no todos los puntos del Espacio de Estado
son  puntaos estacionarios. En la practica, sin embargo, el
proposito del Control es, mantensr al Sistema en su punto de

operacidén, o llevarla hacia uno nusvo.
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2.4_— UN CAS50 DE INESTABILIDAD.

Estabilidad alrededor de un punto de operacidén no implica

estabilidad alrededor de otro punto de operacidn.

EJEMPLO 2.2:
X = i + X.U + U 3; X€ER® ,'U-ER1 (2.1a&)
los puntos de equilibric se tienen cuando i=ﬁ
B = Xeo + Nm-Uuw + U (Z2.11)
B = (1 4+ UBa) X + Ua
Ua

1 + Ua
Notese que, Xe = {XIX{}(—l);XQR}

La ecwuacidén del Sistema alrededor del nusvo punto de opera—
cién, Ehpleando la ecuacidn (2.9 ==,
AX = (1+02) . AX + AX. AL + (X_+1).AU (2.13)
Para Xo=8 v U.=B (tomados de la ecuacidén (2.18)), el Sistema
rno es estabilizable. Resscribiendo la ecuacidn (2.8),

X =X + (X+¥1).U (Z.14)
v dejando que la condicidén inicial sea X< (—1y.
De ahi, U((t) no limitada puede tomar el Estado a travez del
punto (—1), porqgue,

limite X = (-1) (2.15
X—>—1

como la accién de control crece por X=(—1)
Sin embarga., para Xa=—2 vy U.=2 1la ecuacisn (2.13) da,

Ax = — Ax + Ax.Au — Ay (2.16)



"CONTROLADORES PARA SISTEMAS BILINEALES® — Pag. 3

CAPITULO 3:

"ESTARILIZACION POR CONTROL REALIMENTADO™

En el presente capitulc se presenta la solucidén cuadritica

realimentada para los casos en que la matriz A es estricta-—

mente estable, puramente imaginaria y estrictamente ines—

table. Adicionalmente, se presentard el caso de sistemas de

una sola entrada.
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3I_1.— ElLL TEOREMA BASICOD:

For conveniencla consideremas la ecuacién (2.2)

X = A.X + B(X).U = A X + (By - X+bs @) - Uy

Ih~3

La siguiente suposicidén fue adaptada par Moylan L[ref.Q247 vy

Jacobson Lref.@5].

TEODREMA 3.1. (Jacobson) .—

Supongase que existe una funcidn radialmente infinita 3(X) >0,
3:R~—>R, la cual es continuamente diferenciable, tal gue,
(V.3)T.AX 2 @

Supongamos ademas que no existe un  XER™ diferente de cero
para el cual (V.®)T.A.X , v, (V.8)T.6(X) son ambos cero.

Entonces,

U=(t) = — (1/2) .67 VL5 00 _ (3. 1)

estabiliza global y asintdticamente la ecunacidn (2.2},

OBSERVACION X_.2. {(Jacobson).-—

Bajo las condicicnes del teorsma Z.1, =21 control (3.1) mini-—
miza el criterio de perfomance
m
V{%(tm),”(-),tw,%} = J {mEX(t)] + UT(t)-U(t)}.dt (F.2)
ta
dentro de las funcianes de control de estabilizacién.
Agusz ,

mX) = — (V. B)T.A.X + (1/74) . (V. B)T.6.67.V.3 3.3

La suposicidn asegura que, m{X)>@, X{>8.
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Demostracién (Bosquejao):

Considere el sistema de lazao cerrado

i = A.X + GO .u* = A.X —'(1/2){B(X)-BT(X)-VL§(X)} (3.4}
(X)) es una funcién de Lyapunov para este sistema porque:
1) 3>\

2) é(X) = VLT3 00O . {A.X - {1/2)-B(X)-GT(X).VL§(X)}

(X)) =V ..AX — 2.{(1/4).VL*ﬁ(X)-B(X)-BT(X)5VL§(X)}

g (x) - {@(X) + 2.U’T.Uf} < @, X<>0 (3.5

Mavian [ref.@4]1 asegura gque el control &ptimc realimentado
gue minimiza (3.2) esta dado por la ecuacidén 3.1, donde § ()
es una solucidén positiva definitiva de la ecuacidén estatica

SZ.3) .

no—lineal de Riccati

El 3(X) asumido en el teorema es la solucién.
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3I.2.— A" ES5 ESTRICTAMENTE ESTABLE:

Cuanda A es estrictamente estable entonces existe una P=P7>@,
para el cual (X)=XT.P.X satisface el teocrema 3.1 :

1) 2¢O >4

2) V3-AX = 2. XT.P.AX = XT_.(P.A + AT.P).X (3.8)

Cuando A es estrictamente estable existird un P=P">@0 tal

que,

(P.A + AT.P) = — @ , 230 ' (3.9)
Entonces, _

TL3.A.X = - XT.@2.X < 0 , ¥x<>0 (3.18)

3 YLi.A.X Ve U=T8.6((X) son diferentes de cero para algum

X<>@, porque, (V;§.A.X)<B,'*#X{}B

De esta manera, para el presente.caso:

Ua®™ = — (By.X+bha@)T.P.X , i=1,2,....m (3.11)

es un control de estabilizacildn.

Es posible seleccionar una adecuada 8 de la ecuacidén (3.9)

para obterner un satisfactorio criterio de comportamiento

Observacidén I.3.—

Trivialmente, cuando A es estrictamente estable, el control

U=@ estabiliza el sistema.
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3.3.— _"A" TIENE VALDRES PROPIOS SOBRE Ef. EJE IMAGINARIDO:

Cuando A tiene valores prapilos sabre el eje imaginario al—
gunas veces es posible hallar un P=P7>8@ que produzca que el

control (3.11) estabilice el sistema.

Por motivos de simplificacién primeramente asumiremos que
todos las valores praopios de A caen sobre el eje imaginario.
En este caso, no existe una P=P7>@ tal que (PA+ATPI<K@. Sin
embargo, existe un P=P7>@ tal que (PA+ATP)=0.

Este caso es tratado en las tearemas 3.4, 3.7 y 3.8

Fara otros casos P=P7>8, (PA+ATP) es indefinida.
Este caso no difiere del caso en gque A tiene nodos estricta—
mente inestables y nosotros debemos recurrir a los resultados

endebles de la seccidn 3.4.

TEOGREMA 3.4:

Dado el sistema
” m
X = A.X + I (By.X+bia).U, (3.132)
i=1
donde todos los valores propios de A son imaginarios puros.
51 existe huna P=F7"2@ tal que (PA+ATP)=0@ v no existe un X di-—
ferente de cero para el cual,
(By . X+bia)T.P.X , 1=1,2,...,m (3.1
todos son cero,
Entonces, el control

Us* = — (ByX+bao)T.FP.X , 1=1,2,...,m (3.14)

estabiliza asintdéticamente el sistema dado en (3.12).
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Demostracidn:

Cuando todos los valores propios de A son  1maginarios puros
existe una P=Pv>@8 tal que (PA+ATP)=@ , (ver la ref.14).
Aplicando el teocrema 3.1 tenemos que:

Siendo §=XT.P.X una funcidn candidata de Lvyapuncv

X = XT.(PA+APY . X — 2.

“— / 1

{{Bs X+ba ) T.P.X3= < @
v 1 ~ 4
= @ . <> @

I ™3

El teorema 3.4 da unicamente cilertas condiciones que sorr fa—

cilmente verificables.

Fara el caso de una sola entrada, pDrl ejemplo, nosotros exi—
gimos que B este definida y gque b=@ para que las condiciones
del teorema 3.4 sean satisfechas.

Observe la seccidn 3.5, en donde, el caso de una sola entrada

es examinado.

Cuando A tiene algunos valores propilos estrictamente estables
y algunos valores propios puramente imaginarios P=PT>@ puede
ser seleccionada para que (PA+ATF)<A.

Este caso es tratado en el teorema 3.5 vy en la ocbservacién

Z.1@.

Fara otros casos, dbemos basarnos en 1lo indicado en la sec—

cidén 3.4.



=CONTROLADORES PARA SISTEMAS BILINEALES" — Pag- 37 -

TEOREMA 3.5:

Dado el Sistema

X = A.X + E (BaX+bia).Us (3.15)

i=1
donde +todos los valores propios de A tienen partes reales

negativas.

81 existe una P=P72>0 tal que (PA+A™PIZXB , vy tal que,

(Ba.X+b1a)T.P.X

(Bz. X+bza) T.FP.X

n’\
%

@ para <{ X|X<>@, XT(PA+ATP)X = B >

(Bm-X+tbmo) 7.P.X

(3.16)

Entonces, el control

U™ = — (By.X+bs) T.P.X , i=1,2,...,m (3.17)
estabiliza asintdticamente el sistema (Z.13).
Demostracién:
Sea I=XT.P.X una funcidén candidata de Lyapunov,
- m
g = XT(PAHATPIX — 2 E {(ByX4b.ia)PX3= < @ (3.18)

\ v 7 1=1 v /

= 0 : <> 0

OBSERVACION 3. 46:

Urn procedimientoc similar al indicado en la abservacidén 3.17

puede ser empleado para determinar una adecuada P.
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Aun cuando si P=FP7>@ cumple que (PA+ATP) £0 perao las condi-—
ciones de (3.16) fallan, el control 3.17) deberia todavia
estabilizar el sistema. Esto se debe a gque las trayectorias
del sistema autdnomo i=A.X cuando U=A deberan "ayudar" a la
estabilizacidn.

Casos especiales cuando esto es verdad y cuando A tiene valo-—
res propios puramente imaginarios son presentados en el tea-
rema 3.7 yv 3.8. El teorema 3.8 es una extensidn del caso en
que A posee algunos valores proplos estrictamente estables y

algunos puramente imaginarios dentro de la observacién 3.10.

TEOREMA 3.7. (Slemrod — ref.17):

Dado el sistema,

X = AX + BXU , X£RrR=~ , U£R (3.1%)
B I @ B
donde, A = ’ B =
Lﬁ—J 2 -H @
L

I, es la matriz unitaria n/n dimensional

H, s una matriz n/n

J, es la matriz n/n diagonalizable con valores propios posi-
tivaos.

Sea P=F7:@0 tal que (FR+ATPI=0 ,vy, w={X|(XTBTPX)=D}

Sea S=€Xn€N|[exp(A.t).XDJEN s o (—o,+m) 3

=51 S={@x> entances U,*=-XT.BT.P.X estabiliza asintética-

mente y glabalmente el sistema dado.

Slemrod [ref.l17] presenta algunos métodos para determinar S.
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TEOREMA 3.8. (Brockett — ref.18):

Supangamaos que A tiene valores propiué puramente imaginarios
As . (A), ¥ que, { AL (A) + A, AY (> Aw.(A), para todo 1,3, k.
Asumiendo que C[A,bl es un par controlable. Entonces, existe
una matriz P=PT>@ tal que (PAHATP)=0 vy U*=—(BX+b)TPX ha-—
cen gque la solucidn nula de, i=AX+(BX+b)U tenga estabili-

dad asintdtica en un gran rango.

Observacién 3.9:

Puesto que A tiene entradas reales; A, n22 no es permitido
q ; s
que tenga valores propios iguales a cero si las condiciones

del tecrema 3.8 son satisfechas.

DObservacidén 3.10:

si,

D
i
]
|
|
__T-_
|
|
|

Donde A, posee velores prepios puramente imaginarios v As es
estrictamente estable, entonces 21 tecrema 3.8 ayuda a man—

tenerla.

Fara concluir la presente seccidén, a continuacidn se presen—
tan unos pocos ejemplos en los cuales el teorema 3.4 es apli-

cado.
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Ejemplo 3.11.— {(Jacobson — ref.@35):

Sea el siguiente sistema,

X = -X.U, + - X.U= (3.20)

X = A.X + Ba.X.Uxy + B=.X.U=>

g @ a 1 -1 @
4 A = M By, = s B=
2 @ 1 a b 1

Ezcoga, P=PT™=1>@, y aplico la ecuacidén 13.17)

U)" = - EB:,-X]T-P-X = — 2 Xa X2

U=z* = — [Bz.X17.P.X = (x3)&FF—x=)= (3.21)

Notese que se satisfacen las condiclienes del teorema 3.4,
puesto que U,* vy U=zx* nunca scn cero  csimult&neamente. Paor

lo tanto, los centroles obtenidos estabilizan (3.20).
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Ejemplo 3.12.—

41

=

En este ejemple se indica el caso en que el teorema 3.5 y

observacidn 3.10 son aplicadas.

- @ 2 1 1
X = X+ -X. U4
b -1 -1 @
X = A. X + B1-X-U1
-
< %] 4] 1 1
A = s, By, =
2 -1 -1 B
\
Los valares propios de A son: A1=0 , A==1

Seleccionanda, P=PT=120, ternemos que,

XTLPA+ATPIX = — 2. {x=)=
For lo tantp, U, * = ~LBsX+bsal™PX ,
Us®™ = —[B,XI"FX = —(n,)=

satisface el tearema 3.3, puesto que,

U<>@ , cuando, XTLPA+ATPIX = @ , X<>0

En consecuencia, el control (3.2F) estabiliza asintéticamente

el sistema (3.22).

(3.2

la

)
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3.4.— "A" ES ESTRICTAMENTE INESTABLE:

En la seccidn previa se indico que cuando A& es estrictamente
estable es siempre posible hallar un control estabilizador
realimentadoc mediante 1la ecuacidn (3.11); v gque cuando A
posee valores propios imaginarios, algunas veces es factible

de realizar este requerimiento.

Cuando A tiene algunaos valores propios estrictamente ines—
tables existe una funcidn de Lyapunov F(XO=XT.P.X que per-—
mite abtener una estabilidad asintdtica mediante el tearema
Z.1. La razdén es gue existen algunos "X" en la vecindad del
origen para el cual C[XY(PA+ATPIXI>B vy atn mas si

o
u* y* = XT.P.(BiX+baia) 3= <> @

1

I &3

i

dentro del conjunto

hS

iX| X< >0, XT(PA+ATFPYX =z @F ,
$? = XT(PA+ATPYX — (2.U*".U*) > @
para algdan "X" de una vecindad muy pequefia alrededor del ori-—

gen.

A continuacidén se dan algunos teoremas que tienen que ver con

la estabilizacidén para el presente caso.
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TEOREMA 3.13:

Dado el siguiente sistema

4

1

X A.X (Ba - X+bisa) .Uy
1 .

I »3

donde, las partes reales de los

gativas, cero o positivas.

S1 existe una P=P7>8@ tal que,

(Bi1.X+bam) T.P.X

(Bz. X+b=a) T.P.X

v

— Pag. 43

(3.23)

valpres propios de A sen ne—

. <> @ para X X<>B, XT(PA+ATPIX 2 @3
(Bm-X+bma) T.P. X (3.28)
Entonces, %fﬁ>@, existira un o>@ tal que, el control
(3.27)

x. (By . X+bya) T.FP.X ,

Uy, *

i=1,2,...,m

causa que el estado de (5.25)

rededor del origen; es decir,

(3.23) .

ingrese en la vecindad—§

estabiliza

al—

al sistema dado en
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Demastracidn:
Sea el sistema de lazo cerrado
. m
X = F£(X) = A.X + I (BaX+b.a) .U, s 1=1,2,...,m (D
i=1

con la condicidén inicial X(@)=Xo
reemplazando (F.27) en (D.1) tenemos que
- m
X = A.X — o. )3 (B;X"‘bgn). (B;X"‘b;m)T‘P.x
i=1
Eea @X)=XT.FP.X > 0@ la funcidn candidata de Lyapunov.

Entonces, debemos hallar las condiciones necesarias para

se cumpla que @((X)1<8

) = XT.P.X + XT.P.X

, m
XT.P.X = { A.X — . £ (BiX+tbhia) . (BaX+bya) "PX 27.P.X
i=1
m
= XTATPX — a. £ [(BiX+baa) " PXI7. (By X+byia) T.P.X
i=1
m
= XTA"PX — o. E X"P7. (BuaX+bia). (BiX+bia) 7.P.X
i=1
- m
XT.P.X = XTP.{A. X — . £ (ByX+bia). (BiaX+bsu)T.P.X 7
i=1
m
= X"TPAX — o E XTP.(BaX+bia). (ByX+b,a) T.P.X
i=1
For 1o tanto,
m

44 —

. 1)

gue

B(X) = XT(PA+ATPIX — a. E XT{PT+P) (BiX+bia) (BaX+tbaa) 7.P. X

1=1

puesto que PER™™" es una matriz simétrica definida positi-

va, se demuestra gue:

P =PT ., (P+FT)=2_P
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Reemplazando estas dos igualdades en 1la anterior ecuacién de

9(X), tenemas que:

- m
FX) = X"(PAHA™PIX — 2.ax. £ XTP. (BaX+bam) . (By X+b,a) T.PX
i=1

Facilmente se puede deﬁostrar que,
XTP. (BaX+bia) = (ByX+b,a) T.PX
es decir,
XTP(Bs X+bya) 3= = {(ByX+biwm) TPX3Z = XTP(BysX+tb,a) (By X+by ) TPX

En consecuencia,

- m

2(X)= XT(PA+ATPIX — 2.a. I { (B X+b,e) TPX3}= ,'VﬂX”}S (3.28)
i=1

Si consideramos unicamente aquellas clases de entradas que

hacen que la solucidn de (Z.25) sea fdnica, tenemos que: dado

un £ >A, existira un

o > constante. (1/ € =) (3.29)

txl que, i(X)(B dentro del conjunto {X| ”X”}E >
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Observacion I.14:

Notese que el teorema 3.13 indica 1la estabilizacién pero NO
indica que el sistema resultante sea asintdéticamente estable
o solamente estable.

Normalmente es imposible garantizar Estabilidad asintética
mediante el incremento de o en la ecuacidn (3.27). Este

efecto es demostrado a continuacidn.

Dado el sistema (3.25) vy una P que cumpla con las condiciones
del teorema F.13.

Sea, Bm=£blm=b2¢= - = :me]

Aun si,
Alo) = ( A — EoBoTPa) (3.30)
es una matriz estabilizable para todo oXN>@ , la estabilidad

asintdotica de (3.25) con el control. 3.27) para alguna cons-—

tante «>»N no puede ser proveida en general.

For medio de la teoria de Sistemas Lineales [Egardt,
ref.191 es conocido que los valores propios de A (o)
tienden a —-ao y & 1los ceros de Bg .F(sI-A)"*.Be
cuando « tiende a w®. (3.31)

Asuma que X=A(x) es asintéticamente estable

para todo o>N. (3.32)

Aplicando el contrpol (3.27) con una constante a>*N  spbre el

procesa (3.25). El sistema de lazo cerrado llega a ser,
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X = Al . X + g0 .« (3.33)
can
m
g(X) = - z {B;XXTB;T + B,_thm"' + b;axTB;T}-P-X (3-34)
=1
Es claro que ”g(X)“((c:.”X”z) para alguna constante c=>@ v

para un X suficientemente pequero.

Debido a la suposiclén (I.32) para cada W=W">8 noso=stros

podemos hallar una =87 tal que,
R.A(x) + AT(x).Q = —W < @ (3.35)

Seleccionando una W que genere una B de acuerdo a (F.35).
Sea, V=XT.R.X la funcidn candidata de Lyapunov para (I.33).

Entonces,
V= — XT.W.X + 2. XT.0.g(X) .« (3.3&)
Es claroc que existira un €1>@ tal que V4@ cuando

X£8 = Ot ||X]|< .2 (Z.37)

puesto que W>B@ vy ”XT.Q.Q(X)“<(C3-“X”3) para un "X” lo

suficientemente pequeno.

Sin embargo. no existe garantia de gque las regiones estabili-
zables definidas por (3.28) y (3.37) cubran todeo el espacio
de estado. Es decir, &, de (3.37) deberia s=r mucho mas pe—

queno que § de (Z.28).
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Observando (3.29). es posible decrementar € de (3.28) para
incrementar o, observar (3.2%9). En consecuencia, tambien se
decrementaria 8; de (3.37), puesto que (3.27) y (3.36) de-—

penden del mismo «.

Tambien debemos atender =1 incremento de 81 de (3.37) me—
diante la seleccidn de W,y,>W. Sin embargo, el &; resultante
de (3.357 debe ser i, >8, puesto que Alx) tiere valores
propios finitos para todo «, Cver (3.31)1].

Ern consecuencia, un irncremento de B+ en (3.37) no puede ser
garantizado, puesto gue depende de W y B que figuran en

(F.36).

LEMMA 3.15. (Yasuda — ref.2Z2@):

Dado el sistema (3.25})
Sea

Be = [biaibze!... !bmal (3.38)
Si [A,Bal es un par estabilizable, entonces, exicstira un con—
trol lineal retroalimentado

U=—- K7.X (3.3
Yy un €2 tal que (3.25) es asintdéticamente estable al usar
el control (3.3%) para todas las condiciones iniciales del
caonjunto

X X< € > (3.4@)

Demostracidn:

La prueba es facilmente ejecutada mediante la aplicacidn del

teorema de Lyapunov—Foincaré [ref.21].
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DISERO 3.16.:

Dado el sistema (3.23), asuma que existe una P=P7>0 gque sa-—

tisface el teorema 3.13.

Asuma que [A,Bel es un par estabilizable.

Entonces, la siguiente secuencia de control estabilizara

asintdéticamente (3.25):

1) Seleccione una matriz K gque haga que (A—BaKT) =ea una ma—
triz asintdéticamente estable.

Calcule un 8, gue defina el conjunto {Xl ”X<28‘ > con el

cual U=—K7.X estabiliza asintéticamente (3.235) de acusrdo
coen el lemma 3.13.
2) Seleccione un o tal gue el contrel (3.27) oblige al estadno

de (3.25) a caer dentro del conjunto CXI ”X

|<83~.

Esto 2= pocsible de acuerdo con lo indicado en =1 teorema
Z.13.

3) Inicie la controlabilidad de (3F.25) con el control (3.27).
Luego qué el estado este dentro del conjunto {Xl “X“(s >

switchee al control lineal U=—K¥T.X
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Observacidn 3.17.:

Un criterioc suficiente para cumplir con las condiciones del
taorema 3.13 es el siguiente procedimiento, el cual puede ser

ejecutado numericamente:

Calcule,

m
W = MAXIMO MINIMO I {(ByX+bia) T.P.X3= (3.41)
P=PT>@ X<DNHg 1=1

donde: D es la reglidén de interes,
Ho={X|X<>8, XV (FA+ATA)X 2 B} con el criterioc de pa-

rada Wx&, para algun §>@.

La restriccidén X€H, tiene una gran cantidad de formas.
H, Bes un doble cono, es decir si XeH, entonces (x. X¥<H,

para todo o<R.

Un algoritmo que permite resclver numericamente (3.41) puedes

ser hallado en Folak [ref.221.



=
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Ejemplo 3.18.—

Este es un caso en el que se aplica el teorema 3.1Z% puesto

que U=<{>@ para un X<>0:

X =A.X + By.X. Uy + Bz.X.U= (3.42)
, 1 @ 2 1 -1
A = ;y By = ’ B =
2 1 1 @8 2 1

Escogiendo P=I , las condiciones del tesorema 3.13 son satis-—

fechas, yv U,, U= pueden ser calculadas a partir de (3.27).

Mediante sencilllos calculos se demostrara gque el sistema de-—
finido en (A.42) es forzado a caer en 2! interior del conjun—

to {X|(X1)=+(X2)2 <E€=3, para ox(1/3).

Us® = = (B X)T.I.X = =2 . 0taXq.XN=
_

Uz* = —@. {(B2X)T_.1.X = x.[{x41)=2 — (x=)=2] (3.43)
(X)) = XT.P.X
- m
(X)) = XT(PA+ATP)IX ~2.c. E {(BiX+bia) T.P.X>=2 , HX”>

1=1

(X)) = 2.0 ) =+ {223 {1~ [ {1 )2+ =1 (3.44)
(X)) < @ ===> {1 . [{(xX1)Z+{x=x2)=J2> X B

. C(x1)=2+ (2121 > 1
X.r2 2> 1, (M32=a(x)=+ )=

Sea, ax>{(1/€6=) (3.453)

Notese que el disefo 3.16 no es aplicable para el caso pre-—

sente, puesto que o= .
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Ejemplo 3.19.—

Este es otro caso en que el teorema Z.135 es

Sea el siguiente sistema:

-

X =

A.X + (BaX+h,e).U;y + (BoX+boa)-U=
1 176 1 5 2 4 5
A= y Ba= y B== y bre=
a 1/6 2 1 g5 4

Notese que, Be=lb.isib=anl

aplicado.

{(3.46)

-3 2
. bzm:

-2 2

Seleccionande P=1 vy aplicando el teorema 3.135 tenemos que.,
[(B:iX+biel7.1.X
<¥@ para A{X| X<, XT(PA+ATP)X 2 @%
[BoX+boalT.I.X
[ —
— ) — T
Six1)+2(x2)—-3
. X
2(x1)+ (x=2)-2 -1.0
| =@ , solo para X=@ vy X=
—T L_4.B
F;(x1)+5(x2)+2 . _J
« X
Six1)+4(x=2) -2
- — (F.47)
Fecordemos que, AT (PA+HATPYX 2 @
(R31)ZFHE(X,) (x2)+ (%)= 2 O
Notese que, CXT(PA+ATP) X3 x =7 £ 0 (3.48)
XT=L[—-1 4]
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Entonces, laos controles

— — T
S 2 -3
Uy = —x. (B X4b,a)T.P. X = —o. X+ . X (Z.49)
2 1 -2
— — T
4 S 2
U2 = —ot. (BaxX+boe)T7.P. X = —x. X+ « X (Z.58)
S fj -2
—

obligaran al estado de (3.44) a juntarse al origen, siempre y
cuando, un o lo suficientemente grande es seleccionado. Es

decir, la estabilizacidn de (3.46) sera lograda.

Notese que [A,Bal es un par estabilizable, en el sentido de

la teoria de Sistemas Lineales.

En consecuencia, el disefo 3.16 puede ser aplicado al presen—

te ejemplo.
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Figura 3.1.a._

Xy

X—>X"B"PX ., RM—>R
Es una paraboloide.

Figura 3-1.-b_

o

X — X™B"PX . RE—3R
es urta silla de montar.
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A partir del tearema 3.1F y aplicandeo la ecuacidén (F.27) al
caso de una sola entrada, se nota que U*=0 para lagun X<>0,

si y seolo si, la ecuacidén (3.32) es satisfecha.

Nosostros percibimaos que U*=@ para algun X<>0,
excepte cuando XV.BT.P.X e=s una patraboloide y b=@. (3.55)
Lé cual es indicado en la figura 3.2.
Esta figura corresponde al sistema,
i = AX + BXU (3.35&?

con una B que satisface la ecuacidén (Z.33.a).

Xe
7
// K4
Figura 3.2._  X—2XYB"PX e=s una parabololide

vy, X—=bTPX=@, pussto que b=

" El teorema *.1%F aplicado al caso de una <sola entrada sugiers
que existe una P=PT>@ tal que U*=—(x.XT.BT.P.X) estabiliza
£l sistema (3.56).

Sin embargc, en el presente caso tambien existe un control
constante Us que hace a2l sistema (3.54) asintéticamente es—

table.
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Ejemplo 3.21:

Es estabilizable poar,

U*=—(xXTHTPX) = — x.XT. . X, 20 (3.58)

Observacidén 3.22.—

En el caso de que XTB7FX sea una paraboloide y b<>8 exis—
tira un o>@ tal que U*=—o. (BX+b)T.PX cause que el estado
del sistema (3.51) alcance alguna cercania o el interior del
elipsoide

{Y! YTBTRY=—bTFY 3 (3.59)
Esto es a causa de la funcidén de Lyapunov =XTPX del sistema

(F.51) con el control U*=—oa. (BX+b)TFPX,

é = XT(PA+ATRIX — 2. .. XTP. (BX+b) 3= < @ (3. 60)
Una minima superficie en la vecindad del elipsoide (3.3%9) es
proveida al seleccionar un o« lo suficientemente grande.

El contreolador U*=—o. (BX+b)7.PX es perfectamente buenc para

el caso del elipsaide (3I.59).

Note gue el punto, X = — B~*.b (3.61)
es el punto de control donde alguna accidn de control se des—

- =

vanece, cayendo sobre el elipsolde (3.59).

El efecto de las controladores constantes sobre el sistema es

cubierto en el ejemplo 4.1%.b.
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Considere el siguiente caso especial del sistema (3.51):

X = AX + (BX+h) .U (3.62.a)
B es diagonalizable con todos sus

valores propios pwamente imaginarios. (3.62.h)

LEMMA 3.23. =

La condicidn (F.62.b) es equivalente a la condicidn

Yexiste una P=F72>0 , tal que, (PB+BTP)=0 (3.63)

Demostracidn:

Asuma (3.62.0)

Entonces existe uma matriz invertible T, con valores reales,

tal que,

T.B.T-* =

— - e e= e e M e

i
: (3.64)
1
i

Es sencilleo demostrar que P=PT.T catisface (3.67).

) Asum= que P=P7">@ cumple que (PE+BTP)=0
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Considere,

(3.63)

N
Il
oo
[

N

Sea, $=27BZ la funcidén candidata de Lyapunov
3 = Z2Z7.(PB+B™P).Z = @

En consecuencia, el sistema lineal (3.635) es estable, pero no

asintdticamente estable.

Al tratar de estabilizar el sistema (3.62) con sl controladar

U* = —x. (BX+b)T.PX
& U™ = —ux.bT.P.X (X.&67)
(FB+B P} = B
no necesariamente funciona.
La razdén es gque, U*™=B dentro del hiperplanoc perpendicular a
BY.F ., (revisar la ecuacidn (Z.352)).
Entonces, el teorema 3.15% no necesariaments s aplicable.

Sin embargo, Yasuda [ref.2@0] indica uns manera de estabilizar

el sistema (3.62) bajo ciertas suposicicnes.

TEOREMA 3.24.—(Yasuda — 197/7):

S5i [A,bY del sistema (JI.46Z2) es un par estabil?zable y existe
un P=P7:0 coniuntamente con un vector L gque cumple que,

L P.(ABLT) + (A+bL TP 2 < @ ,vy, {(FB+B FP)=0
Entonces, el control retroalimentado URLT.X estabiliza asin-

téticamente el sistema.
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Demostracidén:

Aplicando el control retroalimentado U=LT.X a (Z.62), y dado

el sistema de lazo cerrada,
= AX + (BX+b).FT.X (3. 68)
Sea, &=XT.P.X > B, la +tuncién de Lyapunov
T = 2. XT.P.EAX + (BXHBILTXY = 2. X7.P. (A+bLT).X < @

utilizando las condiciones del teorema.
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4_1.— APROXIMACION NO-CUADRATICA DE LA FUNCION DE LYAPUNOV.

Como se vio la esencla de las secciones 3.4 y 3.5, como quedé
obvio gque la accidn de control debe ser dependiente del orden
del contrel.

Los controladores presentados anteriormente fallan cuando
existe un X tal que G(X).U*=@.

Nétese que hésta el momento se han usado funciones cuadria—
ticas de Lyapunov 3O=XT.P.X para generar el control uU=.

A continuacidén se indican las diferentes maneras en gque el
problema ha sido tratado por diferentes auwtaores, particular-—

mente para el casc de una sola entrada.

4_1_1.—
La mejor manera seria resolviendo analiticamente la scuacidn
na—lineal de Riccati (3.3} para una 3(X) dado un m{X)>A.

Esto no es pasible de efectuar.

4.1.2.—
La ecuaciasn (2.1) puede ser expandida a la ecuacidén de EBroc—
kett [ref.23 — p=zg.4%31, =n donde, un nuevo vector de estado

es introducidos

it

(%) (4.1)

donde los elementas de Xfe2 son
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1
p pP—Pa P~Pa — +-+ — Pp—a
PR X;Pl.xgpz...xn"" .
Pa P= Pe

(4.2)
n
L p. =p , prL20
i=1
Observar el sigulente ejemplo.
Ejemplc 4.1:
Xa
X=| %= s p=3 (4.3
A=
dados

xCed = [ X;_z . I:S X:_z K= o |3 X;,z A= 3 Xq Xzz .
\|3 X X32 » Xza . \13 X22 Xx \|3 R= X32 s X33 ] (4.4)

Note que al inyectar el mapea Z=hi{x) en la estructura Bilirne-—

al, ella se mantiene; mas, es faclilmente demastrar gue

E.ZUy, + Ba.U = A.Z + G(Z).U (4.5)
1

Z =A.Z +

I =13

i

es decir,la estructwa bilineal es preservada. Ahora, cuando

se intenta el disedo a base del teorema 4.1, se obtiene,
3(2) = ZT.P.Z , F=PT > @ ; (4.86)
Us® = —(BaZ+b,w) T.F.Z 4.7)

Esta seria una manera factible de construir una Ffuncidn de
Lyapunov como una suma de les productos de las potenclas de

Xa2sX=y---3X%m (2l grado mas baio de un termino es 2.
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Ahora el intento de 1los autores por hallar una P>a que man-—
tenga la accidén de control para todo el espacio de estado fue

negativo, aun para el caso de ejemplos sencillos.

Sandor [ref.2Z4 vy ref.251 emplea el mismo método para cons—
truir un regulador no—lineal para los sistemas lineales de la
forma i=AX+B¢U. S5i, en el presente casoc, A es inestable, el
sistema lineal primeramente puede ser estabilizable por un
controlador lineal convencional, de tal forma que el control
final sea la suma de un termino lineal y uno no—lineal:
UCX) = U_axm€X) + Upa (X3

Un método andlogo; en el cual, primero se estabiliza A por
medio de un controlador lineal y 1luego se aplica el control
(4.7) (0o el (ZF.27)) no dio resultados satisfactorios para el
caso Bilineal. La razdén es que, la inclusidén de un término
lirieal en U incrementa el grado en el lado derecho de X, el

cual generalmente desestabiliza el sistema.

Dado el sistema (4.3). Asumiendo que el sistema cumple que

(E+EQK) es estrictamente estable.

Dado, K™=LK;"l... IKWT1T , v sea U,=K,TZ+V,

El sistema de lazo cerrado seria,

- o m _ m _

Z = (A+tBak)Z + T ByZK,"Z + T (BysZ+bialV. (4.8)
i=1 i=1

El segundo terminc del lado derecho a menudo suele desestabi-—

lizar 21 sistema autdnomo, excepto cerca de Z=0, tal como se

indica en el Lemma 3.1%39.
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4.1.3.—

En esta parte se presentara los intentos efectuados para ob-—
tener una funcidén de Lyapunov, mediante la construccidén de
diferentes funciones de Lyapunov para diferentes partes del
espacla de estado. Un lqgru parcial fue obtenido para el casao

de una scla entrada.

Proposicidén 4.2:

Considere el sistema de una sola entrada,
X = AX + (BX+b)U (4.9)
Asuma que (XTBX) X8, es decir, (B+BT)>@A. Entonces
— . {BX+b) 7. (BX+b) s bTX>@
u = (4.1Q)
— o. (RX+b) T. {BX—b) . bTX<a
para un «>@ 1o suficientemente grande, gue force al estado
arbitrarioc a caer cerca c© en el interior del "disco'! elip-—
soidal, cuyo limite esta definido por,

XTB"BRX — b™b = @ (4.11)

Pruebas:

Sea 8§ la funcidén candidata de Lyapunov
3 = x.(XTBX + 2.1b™X}) 2 © (4.12)

% es continua. Divide el espacio de estado ern 3 regiocnes:

S.=<X1 (bTX) >@3 (4.13.a)
Se={X | (bTX) =03 (4.13.b)
S_={X | (bTX) <3 (4.13.c)
Dado, Yu(X) = 2a(BX+b)TAX — 202 (BX+b) T (BX+b) 1% (4.14._a)

Y, \F_lX) = 2x(BX-b) TAX — 2«=LX"BTBRX—bh"b1l= (4.14.b)
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Entonces, cuando

X€5. : 800 = FulX) (4.15.a)
XES5. : 3(X)=‘P_ (XD : (4.16.b)
3 (E+h)—3 (t)
XcSe = lim sup 2 max {Faui(X),¥—-(x03 (4.16.C)
h-@ h

F(E+h)—% (L)

l‘\
S

(4.17)

Se observa que, lim sup
h-2>@ h

exterior a 1la vecindad del elipsoide (4.11). @ es por esto,

una funcién de Lyapunov exterior a esta vecindad (ver Hahn

ref.21). Esta vecindad puede hacerse lo necesariamente pequs-—

fa mediante la seleccién de un o« 1lo suficientemente grande.

Observacidén 4.3.—

Note que la elipsoide (4.11) ne es igual al elipsoide (F.59)

para alguna P.

Observacién 4.4.—

El origen se halla en el interior del disco elipsoidal (4.11)

Observacidn 4.5.—

Xa=—<(B—*_b) (4.18)
{donde el control desaparece) esta sobre el elipsoide (4.11).
Xe da una medicidn aspera de cuan lejos del origen (4.11) ha

caido.-
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Observacidén 4.6.—

El efecto de los controles constantes sobre el sistema (4.9)

es comentado en el ejemplo 4.19.b.

Observacion 4.7.—

Xeo € {X!{(b™X)2@3. Obserwvar laz figura 4.1.

A X=
Xo bTXL@
. - }
/
// y > Xa
/ ~
\ —
— T bTX=0

-Xo bTX>@

Figura 4.1: El elipsoide (4.11) para el
caso de dos dimensiones.

Observacidén 4.8.-—

La aplicacidén de este método depende obviamente de cuan cerca
del elipscide (4.11) se halle 21 ocrigen, y cuar grande csea la
desviacidén aceptable.

Un ejemplo de segundo orden es descrito en el ejemplo 4.9.
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Ejemplo 4.9:

El siguiente sistema,

X = X+ SX.U + -u (4.19)

satisface las condiciones de la propasicidén 4.2.
Aplicando el contrel dado por l1a ecuacidn (4.18) con o«=1@@:
—10a. ([2)(1"")‘:2‘_232 + EX1+3X2_2]2) "2. {» 1+)€2) .}_Q

U = (4.20)

we

-

Los resultados obtenidos de 1a simulacidén del presente sis—

tema pueden observarse en la figura 4.2. {(ver Apendice A).

Notese que,
bT.X = —2. (x1+x%x=) (4.21)

y {(ver abservacidén 4.%),

Observacidén 4.1@:

Algunas veces una estabilizacidén local realimerntada lineal
(ver Lemma 3F.15) deberia establecer una reglidén de estabili-—
zacién gue incluya los puntos de equilibrio obtenidos por el

contiaol (4.1) . Tal realimentacién lineal no fue erncontrada

para el ejemploc 4.9.
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-10Q —2(X1+X=2)=0

1

Figura 4.2: Trayectorias del Flano de fase
de la simulacidén del ejemplo 4.9.

Condiciones iniciales: (16,8), (18,19, (B,10), (—-18,18) ,

(-1@,2), (—12,—1@), (@3,—1@d), ((18,—-1@).

Funtos finales de equilibrio: Z,. = (0.6,8.544)
I = (—0.464,0.4464)

I= = (8.434,-0.434)
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4.2.— CONTROLES CONSTANTES.

Es aparente gque el sistema (2.6) es asintéticamente estabili—
lizable por controles constantes, si y s6lo si, existen 1las
consstantes Uyc,1=1,2,...,m tal que (A+ g Bils o) es estable
Sin embargo, (2.46) no siempre es estabi;?iable con contiroles

constantes, observar por un instante el ejemplo 4.16 dado en

los parraftos siguientes.

El efecto de aplicar wun contral constante Us. saobre el sis—
tema (2.4) es gue, aun si (A+B U,.) es estable, bielUi loca-—
liza una desviacidn en el sistema de lazo cerrado de tal ma—
nera que este no converge para X=@. Por lo tanto, otros con—
troles deben ser usados para compensar esta desviacidén.

Condiciones necesarias y suficientes para que un control-
constante estabilice el sistema (2.4) son dadas en el sigui-

gnte teorema.

TEOREMA 4.11:

Considere el sistema (2.4), especificado por,
X = A.X + I (BaX+byie).Us (4.23)
1=1

BQ = [b1¢=bzg:.. - :bmm]

El control constante, U==Uio Uzc ... Un?"T estabiliza asin—

téticamente (4.23), si y solo si,

U € Ker Beg v (4.24)
m

(A+ T ByU,) s una matriz estrictamente estable (4.25)

i=1
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Demostracién:

Aplicando el control constante Us sobre (4.23) tenemos que,

BilUs =) . X + Bala (4.26)
1

X = (A +

i ™3

i
Suficiencia: Asuma que U satisface (4.24) y (4.25).
Entonces, (4.26) seria un sistema lineal asin-—

téticamente estzabla:s

- m
X = (A+ £ By =3.X + Ba.Uc (4.27)
i=1
\ - / — E—
estrictamente =0
estable
Necesidad: Una condicidén necesaria para la estabilizacidn

es que el origen sea un punto estacionario del

sistema de lazo cerrado, es decir,

X =a = i =@ para (4.26): (4.28)
. @ = @ + Hale (4.29)

los cuales estan dados en (4.26).

Dados (4.24) vy (4.26) el sistema lineal seria,

BiUs =) o X (4.30)
1

X = (A +

LR

i
Una condicidn para la estabilizacidn de (4.30)

es la condicién (4.25).
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Observacidn 4.12:

Naturalmente existe un control, U=U-+U_g (4.31)
el cual estabiliza el sistema (2.4), donde,

U. satisface las condicicnes (4.24) y (4.25), (4.32)
y Ug tiene la estructura

Ug = WUigs Uzgqy <.y Umg) ™ (4.33)
Us o = — (B, X+bsa) TPX (4.34)

investigadas en el capitulo 3.

Observacion 4.13:

Las condiciocnes del teorema 4.11 =son restringuidas.

En el siguiente tearema un caso de especial interés es trata-—
do. Se presenta una clase de sistemas de una sola entrada., en
el cual la estabilizacidén es equivalente a la estabilizacidn

con un contreol constante,

TEDREMA 4.14:

Dado el sijguiente sistema,

X = B.X.U . (4.35)
B es una matriz real n/n, X<R™ , U<R.

Sea Ay el i—ésimo valor propic de B.

La estabilizacidén del sistema (4.335) es equivalente a2 la es-—
tabilirzracidon con un control constante, si y so0lo si,

signo(Re A.) = signo(Re A.) <> @ para todao i,k (4.3&)
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Demostracidén:

Jordanice B, por medio de la transformacién (4.35):

z

Sea

a)

h)

c)

J.z.u (4.37)
Aa 1 e
m . .
Pa. , I, = . . s una matriz N, /N -
i=1 %] . 1
As
Zs
Zo Zy o2
z = | . e y.  Zao= | . i=1,2,...,m
- Zt.rvﬁ.
Z

Asumiendn (4.36). Entonces el control constante

U=—signo(Re A,) estabiliza (4.35}.

Asumiendo gue Re A,.=0 para algun i. Entonces la es—

tabilizacidén no es pasible.

Asumliendo que, signo(Re A.)=—signo(Re A, )<>@, para algun
par i,k. Entonces la ecuacion diferencial para los estados
correspondientes a la ultima fila en los Blogques de Jordan
Js ¥ Je s0OnN

i,_n,(t> = A, UCE)Y . Zy ns (1) , " (4.38)

=1 ,vy. k respectivamente. Esto da

t
Z, ~sy(E) = exp{'zj.j U(s)d%}.z,_nj(z) 3 J=i,k (4.39)
: 6]
Entonces,
|Re Aw| | Re Axl
|Zi_n*(t)| s T ()| = constante (4.4Q)

independiente de U{(t). La estabilizacién no es posible.
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Ejemplo 4.19.b:

Considere el sistema de una sola entrada de la observacidn
3.22 v la observacién 4.6. Un control constante Ue debe for—
zar al sistema hacia el puhto de equilibrio

B—A -1

Xe = (A+BUS)"*bUe = —(—— + 1 "B—*b (4.43.a)
U=

Si (A+BU) es una matriz estabilizable. Note gue

Xe — —B—*b , cusndo U | —>m> (4.43.b)
—RB~*b , es el punto en donde todas las acciones de control
desaparescen.

Un caso de control constante es adicionalmente comerntado 2n

la abservacianm 3.3,
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4.3.— METODOS DEL PLANO DE FASE. SISTEMA BILINEAL DIADICO.

Es obvio que existe un control 1lineal U=k™X que estabiliza
local y asintdticamente el sistema (2.1) QEntro de una vecin—
dad lo suficientemente pequeda alrededor del origen, prove—
vendo un par estabilizable [A,Bel, observar el bLemma 3.15.

Una posible manera para estabilizar el sistema seria el tener
la vecindad del origen estabilizable localmente como un "can-—
Junto destino" para otros controladores. Cuéndu el estado in-—
grese al "conjunto destino”", el controlador lineal debe ser

aplicado.

Algunas maneras para generar controles factibles mediante
andlisis del plano de fase se pueden encontran en abundante
literatura. 51 bien es conocido que todos los métodos del
plano de fase son embarazosos cuando la dimensién del estado

ps superior a 2.

Mohler [ref.B%] estudid las trayectorias de controles cons—
tantes v generc un control bang—bang. Los tiempos de switcheo
son precalcalados, vy en consecuencia este es un método de

lazo abierto.

Utkin C[ref.261 propone los resultados que deberian ser apli-—
cadas a cierta clase de sistemas Bilineales.

El espacio de estado es dividido en varias regiones, v sobre
cada regidén se aplica un control realimentado diferente U (X)
de tal manera gue un modo de "amortiguamiento" es generado

sobre el limite entre las regiones.



"CONTROLADORES PARA SISTEMAS BILINEALES"® — Pag. 78 -—

Mehra LCref.271 analizdé las regliones de estabilizacidén de un
sistema no—lineal mediante la 1i1nvestigacidn de la localiza-—
cién y caracteristicas de los puntos de equilibrio como una

funcidén del control constante U.

Es verdad que los I métodos anteriores proveen de valiosas
ideas y premisas cuando se trata el prablema de controlar un
Sistema Eilineal especifico; sin embargo, estos métados no
pueden ser concebidos como generadores de una teoria general

de control retroalimentado.

Existe una clase especial de sistemas Bilineales de interes
practico gque es muy adecuado para la "carpinteria del plano

de fase". Esta clase de sistema se define a continuacidn.

DEFINICION 4.2@:

Un sistema Bilineal (definido por la ecuacidn (2.4) y repeti-
do a continuacidén par conveniencia)

‘ m

X = AX + b (ng*‘btm)-u‘

i=1

se llama DIADICO DE ORDEN d, si para 1i=ilisessia, ds€i,..,m>

By X+bso = bim. (CaTX+1) (4.44)

El siguiente ejemplo ilustra que el Sistema Bilineal Diadico

es una clase muy comin de sistemas.
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Ejemplo 4.15:

Dado el siguiente sistema,

. 1 0 i -1 -2 -1.5 -B.5 1
X = X + XU, + U, + XU= + U=
b 2 1 -1 -2 1. -2.5 1
(4 41)

Encontramos que Ker Be 2s lograda por (1 2)7T, v gue
U1=1
(4.42)
U2=2

estabiliza el sistema.

Ejemplo 4.16:

Dacdo el sistema del elemplo 3.11 y Z.18 respectivamente.
Aun con Be=R= es posible hallar un control constante Ue que
satisfaca el teorema 4.11.

Un control ne—constante debe sstabilizar estos sistemas.

Ejemplo 4.17:

El sistema del ejemplo 3.12 es estabilizable por algun con—

trol constante U<8.

Ejempla 4.18:

Fara el sistema dado en el ejemplo 3.1%, Ker Ba = @. De esta

manera un connkrol no—constante deberda estabilizar (4.23).

Ejemplo 4.1%.a:

El ejemplo Z.21 da un caso en donde un control constante, por

ejemplo U=—3, es superior al control U*=—X"B"PX.«x



[
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Ejemplo 4.231:

Considere el siguiente sistema de flujo el cual madela, por

ejemplo, el efecto de las drogas sobre la transferencia de

alguna materia wviva disuelta en Bl cuerpo humano:

Charco 1 Charco 2

Ua
W -~
V1 X-_l A— Vz Xz C=>

Lo

Figura 4.3: Maodelo de un sistema de flujo
dentro del cuerpoc humano.

Las ecuaciones que gobiernan el sistema de flujo son:

Vi.il = U, (X3—X=2) + XUz (4.45. a)
vz-iz = ~U1(X1—X2) + C=X= (4.435.b)
con las condiciones, X.20, X220, c=>06, U,20, U0 (4.44)

donde:

Vy: = volumen del charco 1 (m~)

V= = volumen del charco 2 {(m=)

X, = concentracién del charco 1 (kg/m~)

X= = concentracidn del charco 2 (kg/m=)

C= = rango de crecimiento del charco 2 (s 1)

Uy = rango de transferencla entre charco 1 y charco 2 (s7*).
U= = rango de transferencia exterior del charco 1 (s7%)
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Feescribiendo en forma estandarizada las ecuaciones del sis-—

tema, se tiene que:

X = AX + ByXU; + B=XUx - (4.47.a)

dcnde,
I |
A = '
Q@ (c=/V=) (4.47.b)
(—<1/v1) (1/V4) —-(1/V)
Bi=b,d.7T = .[{ —E] = (4.47.c)
—(1/V=2) —{(1/V=) (1/V=)

(1/Vi1) (1/Vy) %]
Bo=bod=T = .[E %} = (4.47.d)
@ %4 @

Motese que By, y B= s=té&n en la forma diadica.

Un puntD-de equilibrio deseado Xe={(Xi1e3Xza) ' puede ser se-—
lecciocnado, tal que Xow?Xi1e>0.
Haciendo igual a cero el lado derecho de (4.45) se obtiene el

correspondiente punto de equilibrio U= (Uja,U=2a) T

d

C=-. XZQ
Ui & — ————— (4.48)

X1-~X2-

oo = ———— (4.4%9)

El método de la seccidén 2.3 da el siguiente sistema Bilineal

con X. como el origen del espacioc de estado:

AX = AAX + {bydiTAX + bi(X:e—X=22)3AUs + {bad2TAX + boXaoYAUz

(4.58. a)



K
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[ C=. (Xza)?Z —Cz.X2- ]
_ Vi X1 X2a) - X1 = Vi (X1 Xzw)
A =
—Cz.X2m CoeXsw
Vo. (X1 e~ Xzaw) Voo (XjeXze)

Si1 se define

o
H
I

(Xl-“XE-) - b1

da

(Xl-—XR-)
b2 = x:l.c-- b2

d=

Xl-

Entonces, (4.58) puede ser reescrita como:

AX = ALX + ba (daTAX+1)AU; + b= (deTAX+1)AU=

3

Censecuentemente (4.50) es dyadic de orden 2.

(4.50.b)

(4.5@.c)

(4.51.a)

(4_.51.b}

(4.51.c)

(4.51.d)

(4.5

N

Condiciones para estabilizacién son dadas en el

y la observacién 4.25.

teorema 4.22

For motivos de simplificacidn principalmente, consideraremos

los sistemas Hilineales que son di&adicos de orden 1.
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Un nuevo controlador algoritmico, "el coentrolador de divi—
s16n", que algunas veces estabiliza sistemas diadico es pre—
sentadoc en el diseno 4.26. Como en todos los métodos del

plano de fase, este disero es dificil de aplicar a los sis—

temas de orden superior a 2.

Considere el sistema diadico de una sola entrada

M
pl
KN
0
A

X = AX + (BX+b)U , X&R™ , U

(BX+b) = b{cTX+1)

Como en el teorema 2.5,
dado d(X)=cTX+1 (4.54)

d(X)=@ define un hiperplano {(n—1)—-dimensional.

Divida el espacio de estado en los sigulentes conjuntos:

S.={X1d OO >@7 (4.55)
Se={X1d (X)=8% (4.56)
G_=€{X1d (X) <@} (4.57)

Sea Y%XQ,U(-),t) la solucidn de (4.53) en el instante t cuan—
do X(B)=Xe , Y. U, S<LB,t] es el control de entrada.
Defina:

V = {(Xa€5.1 JUo tal que Y Xae,Uo,t)€5. ¥t , y

P Xo,Uo, t)—2@, t—3o 3 (4.58)
Y = {XofSwlexp(At).Xe € V para alguan t>@ I (4.59)

W= (Xa!J Uy tal que YXo,Uv,t)EY para algan t>8 3 (4.48)



i
|
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TEDREMA 4.272:

Una condicién necesaria y suficiente para estabilizar el sis—
tema (4.33) es que,
1) Y no es vacia, vy (4.61)

2) VU Y UW=R" (4.62)

Demostracién:

Note que el crigen esta en el interior de 5. y perteneciente
a V. (Note ademds que V no es vacia porque el origen reside

en V.

Suficiencia:

Si XetV el origen debe ser alcanzado.

51 XefY las travyectorias deben terminar en V, de donde écstas
deben continuar hacia =21 origen.

S1 XafW las trayectorias debeﬁ terminar en Y, etc.

La suficiencia es demostrada, puesto gue VYV U Y U W = R,

Necesidad:

1. L'a accion de control cesa en Sa. La dnica manera de pasar
de SeUS5_ hacia S. es por medio del sistema auwténomo .=AX-
Fara alcanzar el arigen, al menos una de las trayectaorias

del =sistema autdénamo emanado de SeUS_ deben terminar en V.

En consecuencia, Y no debe ser vacia.

2. For definicidn, una trayectioria emanada del conjunto
[(V Uy uuw (4_.63)
deben quedarse en este conjunto. Consecuentemente, éste

no es wvacio.
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Observacidén 4_23:

El teocrema 4.22 es una extensidn del teorema 2.3.

Observaciéon 4.24:

El caso,

i = AX + BXU , B = bcT {4.464)
puede ser tratado de una manera similar a las anteriores 1i-
neas pero mucho mas complicado que el teorema 4.22. Esto no

sera tratado aqui.

ODbservacién 4.25:

La suficiencia del teorema 4.22 es aplicable al caso de mal-—

tiple entrada (4.43) si el sistema es Dyadic de orden 1 o

mas.

El teaorema 4.22 es debil. Por lo tanto, el sistema (4.53) de-—
be ser analizado como un conjunto de sistemas lineales cuando
se aplican controles adecuados. Entonces, el prablema de con-—
trol es transformado en el de hallar controles que satisfagan

el teorema 4.22. Esto conduce a lo siguiente:
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DISERO 4.26 (EL. CONTROLADOR DE DIVISION) :

Considere los sistemas (4.53), (4.54).
Deftina los conjuntos:
Sa’ = (X1=-E.2d(X) 2E2Y (4.63)
donde £.2@ , §=2@8 son parametros de control, en el sentido
'
de que que el disenador de control puede tomarlos de una gran

variedad dependientes del tiempo, del actual estadao, etc.

S+ = 8+ \ S&7 (4. 466)
S = 5. \ Sa’ (4.47)
Aplicando
T X + Urar (X, 1)
U, = « X 2 847 (4.68)
d (X)
Ua = @ s X € So” (&.62)
K. X + Urar (X, 1)
U—- = , X % 57 4.7@)

d (xX)

gonde K. , K_ € R™.

El sistema de lazo cerrado ahora llegaria a ser

X = (A + b.K.™MX + biUrue » X € 8.7 a.71)

X = AX « X € 557 (4.72)

X = (A + b.KMX + b.Urwsr x X € 8.7 (4.73)
Seleccione, si es paosible, Ko ¢, Ko 3 Uras o Ei vy €= tal

que las condicicnes del teorema 4.22 sean satisfechas.
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>
=

Se puede observar que el problema de caontrolar (4.53) se ha
reducido a combinar las trayectorias adecuadas del espacio de
estado representadas por (4.71), (4.72) yv (4.73) dentro de
una reqidén estable.

Uree 825 usadao (temporalmente) para cambiar el punto de equi-—
librioc con una orden de cambio, por ejemplo el conjunto Y.
€1, €= son usados como controladores (por ejem., como histé—
risis) danda una aorden de abandono de 1lbs puntos es—
tacionarios o ciclos limites sobre o alrededor de la +rontera

de Sa’ -

Observacidén 4.27:

VYariacliones del disero 4.26  pueden ser construidas. Ver por

un instante el ejemplo 4.30.

Muchos estudios fueron realizadaos para tratar de hallar las
condiciones necesarias y suficierntes de Ko, Ko, Uree: &2 ¥ §=
cuando se aplica el diseno 4.26, que nos permitan construir
leyes estabilizadoras de control para un sistema Bilineal
Dyadic de una sola entrada gerneral (4.53).

Estos estudios ne fueron satisfactorics. Sin  embargo., casos
de especial interes pueden ser anallizados en los ejemplos

4.28 vy 4.29.



“CONTROLADORES PARA SISTEMAS BILINEALES”

Ejemplo 4.28:

Consideremos el sigulente sistema Bilineal Dyadico de segundo

orden y de una sola entrada,

-

— Pag. 87

W = AW + b(g™ + 1)U (4.74)
Asuma que LCA,b] es un par controlable. La +*eoria standard de
Sistemas Lineales permite transformar (4.73) en

- —aij = 1
X = X+ .dX)y.u
1 @ %]
donde d(X)=(gTTX + 1) , W=TX |,

tible adecuada de orden 2Zx2.

La pregunta seria:
For esta razdn se centrarad la atencidén a
S-o—

ser aproximada a

suficientemente pequefa. Mucho mejor, asumase qgue 82

constante.

Sea U=U. dado por la ecuacidn (4.68). El1

y T 2= una matriz

con una seleccidn arbitraria de

(4.7

cLBajo gue condiciones V=G, 7

8.7, la

€2

sistema de lazo ce-

rrado {(4.71) debe estar en la forma candénica controlable,

_az_Kz*

- X

_al_‘Kl-o-
+

> v

- Ur—--F b

1 Q0

El polinomio caracteristico es,

52 + (a1+K1...).S + (32+K2+)

Asuma valoaores propios reales y estables,
Ax £ A= < O

(S“Al) (5_22) = 5= + (a1+}<1-.-)-s + (az+K2+)

Xs64.7 (4.76)

(4.77)

(4.78)

4.7

inver—

cual puede
lo

a5 una
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los cuales dan,

a4 + Kj_-o- = —(21 + 22) (4.82)
az + Kze = 2A1.Az (4.81)
: Aa
El vector propio rapido el, asociado a Ai, = (4.82.a)
1
A=
El vector propio lento e=, ascciado a Az, = (4.82.b)
1

e. Y e= pueden ser seleccionados libremente dentro del segun—

do cuadrante de acuerdo a la suposicidén (4.78).

Ahora se enuncie que si Se es tal gque e,=ex
pueden ser selecclonados paralslamente con Sa,

entonces V=5.. (4.83)

Esto se obtiene como sique:

51 K. es seleccionado tal gque ex=e=z ¥y U ae=0 entonces un
nodo estable uni—tangente con el origen como equilibrio es
obtenidao. Ver Astrom 1969 Cref.283.

51 los vectores propios ejy=ex son  paralelos a Se, todas las
trayectorias en los limites de Se ¥ S5+7 (854) apuntan hacia el
interior de 8.7 (5.). Esto es facilmente deducible de las pro-—
piedades elementales de un nodo estable uni—tangcente. Ver la

figura 4.4.
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Otros andlisis fueron efectuados para abordar el casc en que
e, ¥ ex= na pueden ser seleccionados paralelamente con Se-

Fara establecer estabilizacién, los conjurntons Y y Z deben ser
determinados. Esto depende de 1las praopledades del sistema
auténomo. Como se denoté antes, el andlisis y diseRo es sequ-—

ramente mucho mas cempleio para cada caso.

Eex=8= . Xa

Figura 4.4: Ilustracidén del ejemplo 4. Z8.
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Ejemplo 4.2%:

El analisis del problema 4.2B puede ser efectuado de un modo
mas general. Considere el siguiente sistema Bilineal Dyadic

de una sola entrada:

X =8BX + rtgX + 1)U , XER™ (4.84)
Como en el ejemplo 4.2B preguntamos: SBajoc que condiciones =es
tiene gque V=5, 7.

Asumiremos que X£5.7 para todo t, es decir:
qr.X + 1 2§ ' (4.85)
Mediante la aplicacidén del control

Uu=_—_ |, X£5.°7, (4.86)

v suponiendo que, ba = qT.r <> @ (4.87)

. 1

. 2

Z = AZ + N IV (4.88)
2

(by.Z. + 1) 28 (4.89)

Feescritao

V = “‘(311 Q1= - a Ainl.Z + 5 (4.90)
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lo cual da
4
i1 = s (4.91)
__. — .
2.2 22
I I=
. = F. . + 72, (4.92)
) . -
Zn Zﬂ
o _ L—— —
E-1
Z; 2 (4.93)
ba
~
22 a s aawao Az
donde, F = - - (4.94)
= - B N L B2An
— T
£ = a=a Axa - aa a,-.1:| (4.9%5)
Controlar el sistema {(4.91), (4.92) con s es equivalente a
controlar el sistema (4.22) con Z,. En consecuencia, el pro-—

blema se reduce a cantrolar

un sistema lineal

troles restringuides & un

con los con—

lLee L[ref.291,

El sistema
CF,+3

As

(4.
es un par controlable vy

de F satisface que Re{A, (F)> £ @

intervalo semicompacto.
p&oina 92 trata este problema:
F2)

es incontrolable, si y solo si,

cada valor propio

(4.984)
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Comparando (4.99), la definicidn de Se [ecuacidén (4.56)1, vy
(4.78), (4.82), (4.83) se puede abservar que (4.10@4) repre-—
senta las mismas condiciones sobre Se para asegurar gue V=5,
coma la candicidn (4.83) del eijemplo 4.28.

En efecto, los resultados de este ejemplo son mas fuertes,
puesto que aqui la candicidén fue demostrada como necesaria y
suficiente, mientras gque en el ejemplo 4.28 unicamente la

suficiencia fue demostrada.

lLa exposicidén del Controlador de Divisidn es concluida por
medio de dos ejemplos numéricos.
Se hace notar gque, el tratar de hallar un disefdo que trabaje

no es una tarea tan trivial.
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Ejemplo 4.38:

Considerese el siguiente sistema,
1 %] X 1_)(2_2

X = X+ .U (4.185)
a 2 K= Ro2—2

Es notoriao que,

%a—X=2—2 1 —2
= c(xa—x=—2) = (=t /2 + (x2/2) +1) (4.106)
Hay—X 2—2 1 -2

Una comparacién con la ecuacidén (4.52) y (4.53) da,

b = , (4.1@7)

Y

c = (4.108)

Es facil demostrar que [A,b} es un par controlable.

El =siguiente control estratzgico es selecclonado:
g 0

7~

1
- (4, —Fx=) , Ixi—x=—21 > B.ROA1 (4.184%)
X1—X=—2
g = ¢
1
(4% .—F%=) , [x1—x=—2]1% B.32@1L
B.001 signo(xi:—x=—2)
§ (4.118)
T, X2
daonde, signo(X) =
-1 , X< @

Este control es unma ligera medificacidén del control (4.48).
(4.69), (4.78). Lo= resultados aoabtenidos de wuna simuelacion
pueden ser observados en las figuras 4.3.a y 4.5.b. (Obserwvar

el Apendice B).



S"CONTROLADORES PARA S5ISTEMAS BILINEALES™ — Pag- 95 -

Las figuras indican que Se={X| (x1—x=>—2)=08> es facilmente cru—
zado con el control (4.18%9), (4.11@).

Observando las trayectorias dentro y alrededor de Sa’ se in—
dica que K, v K_ son seleccianadas de tal manera que las tra-—
yvectorias dentro de 8.7, SB y 8.7 "cenvergen'. No existen
ciclos limites o puntos estacionariocs fuera del origen.

El sistema controladeo es global y asintéticamente estable (la

demostracidén no se= complicada y no serx cublierta aquid.

L

S

7

Figura 4.5.a: Trayectorias en el plano de fase
de la simulacidén del ejemplo 4.30
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Figura 4.3.b: Trayectorias en el plano de fase
de la simulacidén del ejemplo 4.30.
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Ejemplo 4.31:

Sea el siguiente sistema,

- -1