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INTRODUCCIÓN

Una de las herramientas más eficaces actualraen

te en la comparación de señales en coraunlcacicj

nes y en otros campos tales como la radioastro

nomía, geofísica, constituye la función de

correlación.

En el presente trabajo se dedican dos capítu-

los al análisis matemático de la función men-

cionada, tanto en el plano del tiempo como en

el plano de frecuencia. Dejando el tercer ca-

pítulo para el diseño\y^experimentación del
\r analógico en sus diferentes

etapas.

El último capítulo se dedica a las aplicacio-

nes del correlacionador,, .



CAPITULO I

COMPARACIÓN DE SEÑALES



Las señales pueden compararse basicamen -

te con otras ondas similares. Cuantitativa -

mente se puede comparar las señales, basán-

dose en la cantidad de componentes que la

una onda contenga de la otra.

Si se tiene dos ondas: f-,(t) y f0(t) y se
X ¿

desea aproximar f.(t) en términos de f0(t)
1 *

sobre un cierto intervalo t •*• t * t_ ,
J. ¿»

entonces

fl(t) - °12 f2(t) U>1)

Se debe escoger el valor C de tal manera

que se tenga una óptima aproximación, para

conseguir esto, hay diferentes criterios[l],

algunos de los cuales se exponen a continua-

ción.

l.A MINIMIZACION DEL ERROR

Para utilizar este criterio se definirá la

función error:

fl] Los números indicados en esta forma son

referencias bibliográficas que se encuentran

detalladas al final de la tesis.



Función error ^ fe(t)

fe(t) = f^t)- C12 fg(t) (1.2)

El error mínimo, en el intervalo t * t -• t ,

se tendrá

t*
e = —1 ffn(t)-C.0fQ(t)| dt (1.3)

t2- t-]_ J L x J-^ ¿ J

Sin embargo este criterio no puede ser gene-

ralizado para funciones que tengan como valor

promedio cero en el intervalo de integración;

puesto que para estas funciones la ecuación

(1.3) es igual a cero.

l.B VALOR MEDIO CUADRATICO

Otro criterio consiste en escoger el mínimo

valor medio cuadrático, para este caso

e2 = ]__ [ fe 2 ( t ) dt (1.4)

V *1 ̂

2 , ÍÍI r , , 1 2

e = —± P!^) - Gl2f2(t)J dt (1-5)

2~ 1 %
Se podrá ahora determinar el valor C para

que el error sea mínimo

de2

~5c~ = ° (I-6)
12



i

C12 fs

•2 i*'. 2G-

\ *'*,

(1.10)

La magnitud de I f,(t)f0(t)dt, puede tomarse
k

como una indicación de similitud de las dos

fuñe ione s.

Si esta integral desaparece, tal que,

(^
f1(t)f2(t)dt E O (1.11)

Se puede afirmar que no existe ninguna simi -

litud entre las dos funciones sobre el interva-
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lo t-, -*• t -f tg y se dice que tales seña -

les son ortogonales en ese intervalo especí-

fico.

La integral,

f1(t)f2(t)dt (1.12)

'i,

es determinante en la comparación de las se-

ñales f (t) y f (t) sobre el intervalo

En general, se interesa en comparar las dos

señales sobre un intervalo (- oo, oo).En es-

te caso la integral estaré, dada por,

oo

f1(t)fg(t)dt (1.13)

'-00

Sin embargo, estos límites dificultan la eva-

luación de la integral.

Esto puede ilustrarse con un ejemplo de un

pulso de radar:
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Fig. 1.1 Pulso de radar, a) Trasmitido

b) Recibido

Como se observa en la Fig. 1.1 el pulso tras-

mitido y el pulso recibido, se encuentran se-

parados por T segundos.

Estas dos ondas son idénticas excepto que la

una con respecto a la otra* se encuentra re-

trazada T segundos. Puesto que

Oo

f,(t)f.(t)dt i O porque f (t)fp(t) = O (1.14)
j J- ¿ JL c-

-00

Entonces el resultado de la evaluación de la

integral indica que las dos ondas no tienen

una magnitud de similaridad.

l.'S FUNCIÓN DE CORRELACIÓN
•%

Es obvio que el resultado anterior es inco -

rrecto, por lo que se debe buscar alguna ma -

ñera de relacionar la similitud de dos ondas,

para lo cual, se debe efectuar una traslación
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de una onda respecto de la otra. En forma ma-

temática la integral modificada será:

donde ̂  es un parámetro registrador, que da

una traslación en el tiempo de la una onda

respecto de la otra y el resultado de la in -

tegral es una función de £j. Esta integral se

le conoce con el nombre de función de Corre -

lación. Esta función permite generalizar la

comparación de señales para cualquier tipo de

función, lo que no sucede con los otros cri -

terios expuestos anteriormente.
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CAPITULO II

SEÑALES DETERMINISTICAS
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En el presente capítulo se va a tratar con

procesos periódicos y aperiódicos, de señales

determinlsticas.

Entendiéndose por señales determinísticas,

aquellas señales cuyos resultados son perfec-

tamente determinados por una ley de causali-

dad, ya sea, matemática o física.

2.1. PUNCIÓN CORRELACIÓN CRUZADA [2.]

Cuando la función correlación, definida en el

capitulo anterior ecuación (1.15) se refiere

a dos funciones, se tiene f,(t),f (t), se de-
J- Cr

nomina CORRELACIÓN CRUZADA

(°°
r f(t)f(t-'G)dt (2.1)

-OO

La función f-,(t) también puede considerársele

como que se encuentra adelantada a fg(t), tal

que la expresión matemática

/°°
= f t - f t f d O d t (2.2)

-<oo

(°°
= f,(t)f (t-S)dt (2.3)

•*-*-• I J- ¿
'-00

Donde el desplazamiento se refiere a una de

las funciones.
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La función de correlación cruzada, proporcio-

na la medida de similitud entre la señal

f, (t) y la función desplazada f0(t). Es evi -
-L . &

dente que si dos ondas son similares, pero

trasladadas la una con respecto de la otra,

la función de correlación cruzada indicará

la medida de similitud sobre algún intervalo

finito .

R21(£>) -- fgdOf^t-^dt (2.4)

-oo

Tal que

'

(2.5)

Si se realiza un cambio de variable t = t + £

(2.6)

-00

(t)dt (2.7)

-oo

-00

- Rpi'~w) (2.5)
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El concepto de comparación de señales puede

aplicarse a una señal en sí misma, esto es

que f-(t) se compara con f,(t) trasladada T

segundos. A esta función se le conoce con el

nombre de autocorrelación.

Matemáticamente se tendrá:

x<0

•R-níG) = \f (t-G)dt (2.8)
J i 1
-oo

Aplicando la ecuación (2.5) se tiene para

una función de autocorrelación

(2.9)

De la ecuación (2.9) se concluye que la fun -

ción de autocorrelación es par.

La correlación cruzada para señales de ener -

gía finita se define:

T/2

R12(S) = lím _1_ ( f-,(t)f (t-5)dt (2.10)
^ T-*« T } -1 ¿

¿T/2

La autocorrelación para señales de energía

finita se define:

T/2

R1:L(5) = 11» A f._(t)f. (t-5)dt (2.11)
^ T-*w T ) -1 1

-T/2

2.2 CORRELACIÓN DE FUNCIONES PERIÓDICAS

Una señal periódica puede definirse:
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v(t) 5 v(t+T) para cualquier t (2.12)

La constante T es llamada el período de la se-

ñal.

G-ener aliz ando la definición, tendremos que,

v(t) = v(tfnT) n = O, ti, Í2,... (2.13)

Si se tiene que f,(t) y í̂ *̂  son

periódicas, con un período T-^.

Aplicando la propiedad de la función periódi-

ca a estas funcionas, se tiene:

(2.14)

<
De; las ecjiacioiíes (2.14) y (2.15) se -c

" " • ^._-:. '-:̂ .••/
ye, que cuandis-se conoce el comportaídiento de

una señal en un tiempo T, es posible '«predecir

su comportamiento futuro. ;;->!'| ;..>•.

Entonces %á integrales (2.10) y. "ife.ll) para
r ' ' Y''":.

funciones periódicas, no será nei|"^ario inte-
r' ; ;

grar sobre un intervalo T-^oo , sino unicamen-

•fee sobre un período T,; porque el valor de la

integral es el mismo sobre cualquier interva-

lo T1.
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Entonces las funciones de auto correlación y

correlación cruzada quedarán de la forma

f1(t)f1(t-'&)dt (2.16)

s JL(f*(t)f_(t-®dt (2.17)
(TI I ¿ ¿

i ÍT*
Estas integrales son funciones periódicas,

por tanto constituyen un promedio de la fun -

ción correlación.

Como se puede, observar, esta propiedad es muy

significativa, la cual es aprovechada para

detectar señales periódicas en presencia de

ruido usando -técnicas de correlación como se

vera más tarde en el capítulo . V »

Una propiedad de importancia de la correlación

para funciones periódicas es su Transformada

de Pourier (£)
T./2

$ '-T./I
.f¡S,' • "Jr

•̂  • -^-y

.,*.. •
.-.•(£) La Trtn-s formad a de Fourier es una berra -

\, "' • mienta matemática, que permite representar

i'1 ' ', • • * -' •'•
'.> una función arbitraria f(t) por una suma oon-

h tinua de funciones exponenciales de la forma
Jwt
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Para demostrar esto se considerará las series

de Pourier de las funciones fn(t) y
-L

(2.19)

(2.20)

Asumiendo que ambas funciones tienen la mis -

ma frecuencia angular w, .

Los espectros complejos son:

T./2

dt (2.21)

P_(n) - i (T<f (t) dt (2.22)
x¿ rn I tí

Xl ;-T,A
La serie de Pourier de la f 0 ( t f$) , aplicando

¿¿

la propiedad de traslación se tiene que,

«o
f (t-5) =V" F(n)e^nwlt ê lS (2.23)

f (t-í) -f" P2(n)e3nWl(t-&) (2.24)

vi«.<e

Reemplazando en la ecuación (2.5) la serie de

Pourier (2.23), se tiene que es. igual a,

1 -T./2
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T./2

" dt (2.25)
_ , —

-1 1/2 *!=-«

.2 «o

1 U-, U) Y" FgUJe^
i-i J_ , L —

-1-

El sumatorio podemos sacarle fuera de la in -

tegral por ser una función independiente de

t, entonces,

tt-S) dt -

-1- f ^ t j e l dt (2.26)» TiU
La integral al ser comparada con la ecuación

(2.21) se deduce que es igual a la conjugada

del espectro complejo P-, (n) , por consiguien-

te la ecuación (2.26) sera igual a:

i f1(t)f p(t-6)dt =
rn 1 -L ¿

2. 2. A PUNCIÓN DE AUTOCORRELACION

La función de autocorrelación [3] se la defi-

ne como :

T,/¿ « 2

_1_ ( f-,(t)f '(t-̂ )dt 5~|P-,(n)| 5Jnwl5 (2.27)
'

Cuando = O se tiene:

no

2 (2.28)
1 ._. —.

-Ti/a -n = -co
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Lo que significa que el valor cuadr¿tico me-

dio de la f̂ (t) es igual a la suma, sobre to-

do el rango de las armónicas, de los valores

absolutos al cuadrado de los espectros.

Aplicando la ecuación (2.9) se tiene que:

rp
(2.29)

*-Va
y con las ecuaciones (2.28) y (2.29), se pue-

de obtener

«o

TJl-OO

A la expresión matemática (2.30) se le define

como eapeotro de potencia , siendo éste la

Transformada de Fourier de la potencia dlsl -

pada por un voltaje f(t) aplicado a una resis-

tencia unitaria o por una corriente f(t) que

pasa por la misma resistencia.

11(n) =
2

(2.31)

Sustituyendo la ecuación (2.31) en la ecuación

(2.30) se tiene

oo
» .* f

(2.32)

e inversamente
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'TJi

(f)ll(n) - -1. ( R (6)SjnWll& d& (2.33)

Tl
/i

A esta forma recíproca se la conoce con el

nombre de TEOREMA DE LA AUTOCORRELACIÓN.

2.2.B EJEMPLOS DE AUTOCORRELACION

Determinar la autoeorrelación de una función

cosenoidal

f-^t) = A eos (iTjt+e) T1= |JL (2.34)

Desarrollo.

- ^(tJf^t-SJdt (2.1 )

,T./2

= _L\ cosd^ttS)

TÍ-T,-T./2

A cos(w-L(t-i5)-f 9)dt = (3.35)

Ji( A

a
2 -0)

f eos w,? y dt =

2
O f ~ eos w^ (2.36)
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o

Fig. 2.1 Función f (t) . A eos

Fig, 2.2 Función de autocorrelación

' ' A* '"**•• y
ü_ eos 'f-^2.
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Determinar la autocorrelación de una onda pe-

rlódica de pulsos rectangulares f..(t).

A

T» T, 2T,

Pig. 2.3 Onda periódica de pulsos rectan-

gulares

Desarrollo.

La función f (t) consiste en una onda perió -

dica de pulsos rectangulares. La determinación

de la función autocorrelación, se la puede

realizar por partes. Para esto definamos la

función compuerta.

Punción Compuerta = A G_,_

A 11 I < Tp/2
I | Cf

O I t I > T2/2

(2.37)
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A

Fig. 2.4 Primer pulso rectangular

El primer pulso rectangular de la función

f,(t) estara dado por

(2.38)
T2 *•

entonces la función de autocorrelación, sola-

mente de este pulso será:

o

T/t
Ri A dt para 0<t<T.

.dt (2.39)

(2 .40)

A
:.~r; - Para 0<5<T,/2 (2.41)

Como la función de autocorrelación es par se

Atiene
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(2.42)

Fíg« 2»5 Funoléix de autooorrelaoióti de un

pulso rectangular

Pero cómo la función f_(t) es una señal pe -

rlódlca de pulsos rectangulares, entonces la

función de autocorrelación de f̂ (t) será:

Fig, 2.6 Función de autocorrelacion



- 22 -

2.2.C CORRELACIÓN CRUZADA DE PUNCIONES PERIÓ-

DICAS

La función de correlación para dos funciones

periódicas diferentes [4] f^ít) y f2(t), de

la misma frecuencia fundamental, se define

como la función de Correlación Cruzada,

Lo. que puede expresarse como:

JL f,(t)f(t-£)dt (2.43)
rn i JL

de la ecuación (2.18) se tiene que,

=Y" .̂ i(n) l (2.44)

TIS-OO

Si definimos:

(n) F2(n) (2.45)

Sustituyendo la ecuación (2.45) en la ejcpre -

sión (2.44) quedará igual a,

entonces,

espectro de potencia

Por la ecuación (2.46) y la definición del
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espectro de la serie exponencial de Fourier,

se tendrá que,

T,/2

-V*

(2.47)

Con el objeto de aclarar este concepto se ci-

ta un ejemplo.

La- correlación cruzada de una señal periódi-

ca triangular y una señal periódica de pulsos

rectangulares (las dos funciones tienen la

misma frecuencia fundamental). T, = 2b

f,

-T, -b

Fig. 2.7 Señal periódica triangular

-T, -b b T, t
Fig. 2.8 Señal periódica de pulsos rectan-

gulares
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La determinación de la función de correlación

cruzada R-,gOG)* 3e 1& puede efectuar tomando

un período de cada función, la función trian-

gular permanece fija, mientras que la rectan-

gular se desplaza como se demuestra en la

Pig. 2.9

E2-
.£,

O 5 b "

Flg..2.9 Correlación cruzada en el inter

valo 0^& ̂b

La parte de la correlación R (&) en el in
JL¿

tervalo --de (o, b) , es igual a

T

2b

f1(t)f2(t-5)dt

Eg E-ĵ  t dt

(2.3)

(2.48)

12

(2.49)
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En una forma similar, la correlación cruzada

en el intervalo (-b,0) , como se demuestra

en la Fig. 2.10

b . -s x b

Fig. 2.10 Correlación cruzada en el inter-

valo -b ̂  £ 4/0

Entonces,

R E? £i
2b

4b

t dt

b-G

(2.50)

= - (b - (2.51)

Teniendo determinado un período de la función

de correlación cruzada R]_2(£>) >se tiene sufi-

ciente información para completar la construc-

ción de la función periódica de correlación

cruzada como se demuestra en la Pig. 2.11
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PIg. 2.11 Función de correlación cruzada

entre la señal triangular y la

señal de pulsos rectangulares

2.2.D CONCLUSIONES DE LOS EJEMPLOS

De los ejemplos citados se puede concluir

que si la señal f(t), tiene una componente

continua, la función de correlación también

tiene la componente continua.

El valor máximo de la función de correlación

alcanza para T - 0,1,2,..., n, siendo T el

período de la señal f(t).

El área que encierra la función de córrela -

ción es igual a la multiplicación del área

de la función f-,(t) por el área de la función
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2. 2. E RELACIÓN ENTRE LA CONVOLUCION Y LA

CORRELACIÓN

La convolución [5] es uno de los más impor-

tantes conceptos en el análisis de sistemas

lineales.

Considérese el sistema lineal cuya función

de .transferencia es h(t). Si r(t) es la fun-

ción respuesta a una función excitación f(t),

entonces se tiene

r(t) - f(£)h(t-&)d6 (2.52)

-oo

A la integral expresada en la ecuación (2.52)

se le conoce con el nombre de función de Con-

volución.

Se usará la siguiente notación para la fun -

ción convolución:

T./2

f125l.íf:L(t)f2(Z;-t)dt (2.53)

1 '-V2
En una derivación paralela a la de la ecua -

ción (2«18)j se puede demostrar que

-i- 1 f1(t)f2(̂ -t)dt̂  ̂ (níPgín) 5JnWl1B(2. 54)

1 -T./2 fls-«

Si se define:
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1:
Tl

T./2('
, -T>/2

T./1

,-t)dt (2.55)

(2.56)

Si en esta ecuación hacemos un cambio de va-

riables tomando t1 por t, donde t' = "£ - t se

tendrá que

'-T./2

,T-/t
_ 1 )dt

T-

T./2

-T./2

P12(6)=f21(&) (2.57)

(2.55)
-Ve. •

Va

*h
-T,/a

.t (258)

(2.59)
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f2( -t) = f̂ g(&) (2.60)

Entonces

(2.61)

(2.62)
_LJ_ J- ^ A-L

Una situación especial,ocurre cuando la fun -

ción fg(t) es par, bajo estas circunstancias,

la correlación y convolución son equivalentes,

(2.63 )

(2.64)

2.3 CORRELACIÓN DE FUNCIONES APERIÓDICAS

La correlación para una función aperiódica

[6] se define:

' (t-&)dt (2.65)
I -L ¿

-OO

Siempre y cuando (If (t) y 1 f0(t)
jl 1 ) ¿
-oo -oo

existan y sean finitas.

La integral de Pourier para funciones aperió-

dicas es
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00

f(t)= { F(w)VW dw (2.66)
-eo

en la cual

T Í *
P(w) -^ \Jwt dt (2.67)

Para obtener la transformada de Pourier de la

función correlación, primero se encontrará la

integral de Pourier de,
«o

f (t-fc) - I P (v)e^^~^ dw (2.68)
{** 1

-co

luego reemplazando la ecuación (2.68) en la

expresión (2.65)

• •» f*> ,°°

Jf1 ( t ) f ' 2 ( t -^)dt=f1( t )dt j P2(w)eJw U"G ) .

"°° "°° "° .dw (2 .69)

Realizando una .inversión en el orden de inte-

gración
<O .CO

f n ( t ) f 0 ( t - ü )d t iPpCwJé^^dw f n ( t ) .J i 2 j ¿ 1

*e;]Wt dt (2.69)

Aplicando la ecuación (2.67)

t (2.70)
-00

la congugada del espectro será,
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_ /«o
•rf I ,„ S _* 1 ^

-<JO

la expresión (2.71) es de la misma forma que

la integral de la extrema derecha de la ecua-

ción (2.69). Entonces se tendré

00

(f.(t)f_(t-6)dt =
) -1- *
•-oo

00

- 2TT (F1(w)Pp(w)ét]WC'dw (2. 72)
U

que es la transformada de Fourier de la fun-

ción correlación.

2.3. A AUTOGORRELACION [7]

Si se tiene la condición f-j_(t) = ^<¿(^ la

expresión (2.72) tomará la forma

f1(t)f1(t-&)dt- 2líf1(w)F1(w)5dw (2.73)

-00 -oO

<O

^(tJ^Ct-tJdt - í ^^(w)]2 SJW°dw (2.73)

-"° -oo
Si defíiiimos el espectro de densidad de ener-

gía

(2.74)

Sustituyendo la ecuación (2.74) en la expre-

sión (2,73), se tendrá
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r*° • • f
(f -j_( t) f ̂ fc-S) dt=M>i;L(w) 5JW&dw (2.75)

-oo -<K)

en similitud a las expresiones (2.66) y(2.67),

se tiene

-00

,00

(2.77)

-00

Á estas relaciones se les conoce con el nom -

bre de TEOREMA DE AUTO CORRELACIÓN para fun -

ciones aperiódicas.

Para"&-0, la expresión (2.75) será igual.
eo ,°o

•(f̂ (t)dt 2TT PI(W)| dw (2.78)

-® -oo

Si f-j_(t) representa un voltaje o una corrien-

te y si se asume que la carga es una resis -

tencia de lie, el total de energía [[vatios ~

segj consumida por la resistencia es clara-

mente. expresada en el miembro izquierdo de

la ecuación (2. 78). Es obvio que la misma can-

tidad de energía puede obtenerse integrando

con respecto a la velocidad angular como se

indica en el miembro derecho de la ecuación

(2.78).
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Algunas propiedades de la función de autoco -

rrelación para funciones aperiódicas,se citan

a continuación:

a) El valor de la autocorrelación en el ori -

gen es igual a la integral de la función

aperiódica cuadrática, matemáticamente se ex-

presa

°°
t (2.79)

-00

Esto es el total de energía de f (t).

b) La función de autocorrelación R-,-,(£), es

par para cualquier función aperiódica.

Realizando un cambio de variables.

-00

f1(t)f1(t-5)dt (2.73)

R(-5) (2.80)
-oo

(-̂ ) (2.81)

c) Cualquier señal que se correlaciona con

si misma alcanza el valor máximo de correla-

c ion cuando Ts - O .

Ahora para poder demostrar esta propiedad,

consideremos la integral:
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dt (2.82)

Es obvio que el valor de la integral es un

valor positivo

[f1(t)±f1(t-r)J 2 dt > O (2.85)

-oo

Resolviendo el binomio al cuadrado se tiene,

í(t-£)dt
-eo -co (

t 2 \i(t)f1(t-S)dt>0 (2.
'.00

Las primeras dos integrales de la ecuación

(2.84) tienen el mismo valor y son iguales

y la tercera integral es igual a

2R11(0)± 2R11(C)> O (2.85)

(2.86)

por consiguiente

R11(0)>R11U) para ̂  ̂ O (2.87)

Entonces, el valor máximo de la función de

autocorrelaclón ocurre en el origen. La fun -

ción de autocorrelaclón se hace más pequeña

mientras más grande es G .
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lím Ri:L(£)=0 (2.88)

£-«
2.3.B CORRELACIÓN CRUZADA

Cuando f̂ (t) y fo(t) son diferentes ̂ 2] en

la expresión (2.73), se define la función de

correlación cruzada R12(£) de f-.(t) y fgí^)

como

00 (t-C)dt (2.89)

Análogamente el espectro de densidad de ener-

gía

(t> (w)~ 2TT P (w)P (w) (2.90)
1̂2 L

Las relaciones recíprocas de Rj,g(5) y su es-

pectro (T) (w) , se expresan
ií O•12

dw (2.91)

-oo

loo

A estas expresiones se les conoce con el nom-

bre de TEOREMA DE LA CORRELACIÓN CRUZADA para

funciones aperiódicas.

Realizando un cambio de variables se puede

demostrar
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(2.93)

En el dominio de frecuencia se tendrá:

(2.94)

La función de correlación cruzada en general

no es par, excepto en casos especiales. Por

ejemplo, si ambas funciones fn(t) y f2(t)

son pares o ambas impares*

La suma de las integrales de las funciones

f-j_(t) y fp("t) al cuadrado es mayor a dos ve-

ces la magnitud de la función de correlación

cruzada para cualquier valor de ̂  , inclusi-

ve el cero, esto es

22
2

12
(2.95)

2.3.C RELACIÓN ENTRE LA CONVOLUCION Y LA

CORRELACIÓN

La integral de convolución [2] se define

cf1(t)f2(&-t)dt (2.96)
-00

cuya transformada de Pourier es

r
2ÍT F T (w)P (w)eJ'WS dw (2.97)

-<o



entonces

-CO _

F-(w-)F (w)ejww dw (2.98)
-»- ¿t

-00

Se puede representar la convolución simbóli-

camente por una multiplicación especial

00

-oo

í°°

-00

Se pueden realizar algunos cambios de varia -

bles a la expresión ;{2»96). y.-obtener

(2.101)• í-« j.

Si se tiene

oo

-00

(2.102)

f12(t) = f1

Si í"2(t) es una función par,

En este caso, que la convolución y la corre-

lación son equivalentes.
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CAPITULO III

DISEÑO DEL CORRELACIONADOR ANALÓGICO
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3.1. CORRELACIONADOR ANALÓGICO

El correlacionador analógico, motivo de este

diseño, se muestra en forma de diagrama de

bloques en la Fig. 3.1, está compuesto por

un multiplicador analógico, el cual realiza

la multiplicación de la señal x(t) por la

señal retrasada y(t-&), un retardador que

tiene por función retardar la señal y(t),en'í>

aeg« 7 PO** último el integrador que realiza

la integración del producto de las funciones

x(t) por y(t-5).

, MULTIPLICADOR

ANALÓGICO

t'l v(•!-.-&
INTEGRA-

ANA- u—R(fc)'

y(t) RETARDADOR

y(t-6)

Fig, 3.1 Diagrama de bloques del

correlacionador analógico
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3.8 EL MULTIPLICADOR ANALÓGICO

Para realizar la multiplicación de las aefia-

les a correlacionarse, se utilizarán algunas
i

de las propiedades de los amplificadores ope-

raoionales; en una combinación especial, Pero

antes de llegar a la configuración final, se

analizarán los principios básicos del ampli-

ficador operaoional, ya que este elemento se

lo utilizará también en la etapa final del

oorrelaoionador analógico.

3.2.A EL AMPLIFICADOR OPERACIONAL

El diagrama esquemático de un amplificador

operaoional se muestra en la Pig. 3.2

Pig. 3.2 Amplificador operaoional

La unidad está compuesta por un. amplificador-

de acoplamiento directo que tiene como carac-

terísticas í alta ganancia, impedancia de en-
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trada infinita e impedancia de salida cero»

en la práctica el orden de magnitud de estas

características está en los siguientes rangos
3 "5.

A = 10 - 10

Zh,-10* - 10* A

.Z. rio4 - 101 n

Valores con los cuales el error de aproxima-

ción as despreciable.

Gomo cada amplificador operaoional presenta

las características de una sola etapa de am-

plificación, existe una inversión de fase de

la señal de salida respecto de la señal de

entrada*

Para determinar algunas de las posibles ope-

raciones que puede realizaf el amplificador

operacional se calculará la ganancia del cir-

cuito total con realimentación, en base al

circuito equivalente de la Fig. 3é3 que toma

en cuenta las características del mencionado

amplificador.

ri
e, s '

1 'i í
Fig. 3,3 Circuito equivalente
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£=-±J^.+ zû  (5.2)

Sustituyendo la ecuación (3.1) en la ecuación

(3.2), se tiene

V 6lZf , 60Z1

A ZI+EJ. zi+zr

Zf (3.4)

Si A es suficientemente grande la ecuación

(3.4) podemos aproximarle

En la ecuación (3.5) ai Ẑ . y Z, son resisten-

cias puras e iguales se tiene

eo
— ~ -1>=^ e2~ ~ 61 (3.6)

;,. ; -i;,," •, • - . » * , - ' • • . ' •

que corresponde a la operación de* inversión

cuyo circuito se muestra en la Plg.3.4



- 43 -

R
i—Mr

R e =-e*w V^

Fig. 3.4 UíVERSOR

Si Z- y Z, son resistencias desiguales, se

tiene unarnailtip lie ación por una constante,

especificamente se muestra la Pig. 3.5

Q R,^<

Pig. 3.5 Multiplicación por una constante

Guando Ẑ . es un capacitor y Ẑ  una resisten -

cia, en e.l plano de frecuencia "s", se tiene

1
f SO

reemplazando en la ecuación (3.5)

(3.7)

50 ._£
zi

l/SG -1

R SOR
(3.8)



- 44 -

Esta ecuación en el plano de tiempo es

eo-~GíT (3.9)

con lo cual se evidencia la operación de in-

tegración que se la representa gráficamente

en la Pig. 3.6

- e^dt
e. R

Pig. 5.6 INTEGRADOR

Si la impedancia de realimentación es una re-

sistencia y la impedancia de entrada es una

capacidad, en el plano de frecuencia se tiene

e.

e.

R

1/SC
. - - SRG (3.10)

en el plano de tiempo es

= - RO
dt

(3.11)

el circuito del diferenciador se muestra en

la Pig. 3.7
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R

C

ec=RCde
dT

Pig. 3.7 DIFERENCIAPQR

Para la conexión que se muestra en la Fig.

3.8. el voltaje de salida del amplificador

operacional, viene dado por la expresión

Vg/Z2 (3.12)

Si Zf = Z,, Z ,... son resistencias puras

todas de igual valor se tiene la operación

suma, cotno se muestra en la Pig. 3.8

Pig. 3.8 SUMADOR
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En forma resumida se ha encontrado las opera-

ciones básicas que pueden realizar por medio

de amplificadores operacionales,debiéndose

indicar ademas que hay la posibilidad de rea-

lizar estas operaciones en forma combinada.

5.2.B EL CUADRADOR

Para realizar la operación de multiplicación

ya no es posible utilizar únicamente amplifi-

cadores operacionales,debie'ndose incorporar

para este caso un circuito análogo especial

que se lo conoce como cuadrador,cuya función

como su nombre lo indica es elevar a la segun-

da potencia la señal de entrada, esquemática-

mente se muestra en la Pig. 3.9

eCO CUADRADOR eXf)

Pig. 3.9 Guadrador

Esta operación puede conseguirse aprovechan-

do la aproximación a una ley cuadrática de la

corriente de drenaje en pinch-off que ofrece

el transitor de efecto de campo FET [8] [9]
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Esta corriente esta determinada por la expre-

sión

( _Z2S__i)8 (3.15)

I = corriente de drenaje que fluye cuan-
DSS
do los terminales externos de la compuerta

y-la fuente son cortoeiróuitadoS.

i - corriente de drenaje en pinch-off

V = voltaje de pinch-off, se define como

el valor de V_0 producida por una fuente
CrO

externa de voltaje compuerta-fuente

v_tt = voltaje de compuerta-fuente
Cr£>

Si se aprovecha de esta circunstancia en un

circuito adecuado como el que se indica en

la Fig. 3.10, se logra una curva de transfe-

rencia de forma parabólica como se puede

observar en la Fig. 3.11 en la que la suma

de las dos corrientes de drenaje de los FET

produce una característica cuadrática.

En el circuito de la Fig. 3.10 el voltaje

de la compuerta a la fuente de cada FET es

igual a la suma de los voltajes de polariza-
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VDD

:!DP,

V

*o—

V

v,.

P

Flg. 3.10 Circuito cuadrador básico

Q

CO
CO
Q

1.0

0.8

O.G

0.4

0.2

O

V
v\2

'D2

10

08

06

IQ
02

O 0.2 QA w 0.6 0.8 1.0
V,Q

G5I
Vp

1.0 Q8 0.6 0¿ 02 O

VGS2

coco
Q

VP

Pig. 3.11 Características de transferencia

de circuito cuadrador
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ción más un voltaje alterno v def asado 180°

del un elemento respecto del otro o sea

La corriente que atraviesa por RT , es la su-jj

ma de las dos corrientes de drenaje y si el

circuito esta polarizado para obtener un mis-

mo Vp y IDQQ > en °ada PET, entonces,

Sustituyendo las ecuaciones (3,13) , (3,14)

(3.15) en la ecuación (3,16)

- ID88

- 2 IDSS ( Ik - I)2 -f 2IDSS vin (3.17)

En esta última expresión el primer término

nos representa una componente continua mas

una componente alterna en que está incluida

la señal de entrada al cuadrado.
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Gomo se desea solamente obtener la componen-

te alterna, la salida puede hacerse a través

de un condensador, eliminándose de esta mane

ra la componente continua, entonces el volta

je de salida será

3.2.C DISEÑO DEL GUADRADOR

El circuito para polarizar el PET y el cir

cuito equivalente con una sola fuente de po

der se muestran en las figuras Pig. 3.12 y

Flg. 3.13 respectivamente

Pig. 3.12 Circuito de polarización

Para el diseño se han escogido dos PET 2N8497

los datos para polarización han sido tomados
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Pig. 3.13 Circuito de polarización con

una sola fuente de poder

del manual "Semiconductora and Components

Texas Instruments 1970".

Para que el FET tenga estabilidad térmica

debe satisfacer la línea de carga (Pig.3.12)

r — 2. V + I R
GS ~ GG * D S

Se ha escogido un valor

V S - iv, R ^ 1101 y

(3.18)

z: -20v,

Reemplazando los valores anteriores en la

ecuación (3.18) se puede obtener el valor de

V
GG ~ GS = - 1.5 v

Para el cálculo de C0 se ha tomados
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_!_ _ RS_ (3.19)
WG - 10

Para una frecuencia de 10 Hz,se obtiene un

valor de capacidad igual a 150 uF

Para la construcción del aparato se usará un

condensador electrolítico de 150 pF con un

voltaje DC s lOv

Del circuito de la Pig.3.10:

RT - VDD - VDS ~ Vs (5.20)L_ .
D

- 1-78 KA.- 2^-2. 5)mA

La corriente por R-r es la suma de las corrien-

tes de drenaje de cada elemento.

Si se asume que Rg debe ser mucho mayor que

Rs., entonces Rĝ . lORs por consiguiente

Rg = 10KA

Del circuito de la Pig.3.13, los valores de

R, y Rg estáa dados por las ecuaciones

V _ R2 VDD (3.21)
— —

Rg _ l 8 (3.22)
- R1+ R2

Sustituyendo los valores obtenidos anterior-
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mente en las ecuaciones (3.21) y (3.22), se

obtienen los siguientes resultados

R-L — 100KÍI

R2 = 10KA

Para obtener el defasamiento de 180° en las
¡

compuertas de los FET en el circuito de la

Fig. 3.10 es necesario introducir una prime-

ra etapa que sería un INVERSOR DE PASE,para

esta etapa se ha escogido un PET 2N2386 ,

cuyo circuito se muestra en la Pig. 3.14

DD

Hl?r

Pig. 3,14 Inversor de fase

La polarización para este transitor de_efecto

de campo .ha sido realizada en forma análoga

a la anterior y se obtiene para ID — - 2.8 mA
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VDD--20 V

VGS = 1 V

Con estos valores de polarización y asumiendo

un valor de Rs - RT - 1KA
Li ~

Con estos valores se determina el valor

VD_ - - 14.6 v , con este valor y aplicando

la ecuación (3.18) se obtiene

Rg ̂  10R =$• Rg = 10KA

Con los valores anteriores y resolviendo las

ecuaciones (3.21)y(3.22) se obtiene

RI = 100KA

Rg = 10KA

Con estos valores el inversor de fase se en-

cuentra polarizado.

El circuito total del cuadrador se muestra

en la Fig. 3.15

Tanto a la entrada del divisor de fase como

a los elementos del cuadrador es necesario

introducir un acoplamiento RC para obtener

una frecuencia de corte suficientemente baja.

SBstos circuitos están compuestos por C-, R ,
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Fig. 3.15 CUADRADOR

Cg Rg y G3 R cuyos valores han sido escogi-

dos para una frecuencia de corte de 5Hz.

3.2.D. DISEfiO DEL MULTIPLICADOR

Aprovechando de las propiedades del amplifi-

cador operacional como también las del cua -

drador y con una adecuada ecuación matemáti-

ca se logra la multiplicación de dos funcio-

nes.

La ecuación- utilizada es

XY = 1/4 [(X-fY.)2- (X - Y) J(3.23)

En la Fig. 3.16 se muestra el circuito que

permite obtener el producto XY" electrónica -

mente .
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Pig. 3.16 DISEÑO DEL MULTIPLICADOR ANALÓGICO

3.3 EL.RETARDADOR

El retardador en tiempo desplaza la función

x(t) en xin cierto intervalo de £, , esquemáti-

camente podemos representarlo como en la Fig.

3.17

X(t) RETARDADOR
Y(t-s)

Pig. 3.17 Retardador

Lo anterior matemáticamente se puede expresar

en la siguiente forma
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x(t) = y(t-fc) (3.24)

tomando la transformada de Laplace de la ecua-

ción (3.24)

qlT

X(s) = e"3 Y(s) (3.25)

el operador de traslación de Laplace es

X(s)_ -s^ (3.26)
Y(s)- 6

Para obtener un desplazamiento óptimo, se debe
«• ̂ l 7

tener la mejor aproximación de la función e ,

esta situación se consigue con la expansión de

fracciones parciales de Padé £5]

Considérese la expresión e — "h'

(3.28)

4. . > / » M a _ (3.29)

Consideremos una expanción de Padá finita con
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Y<0
(3.30)

Efectuando una adecuada transformación a la

ecuación (3.30) se puede obtener una ecuación

equivalente ..que facilita el diseño del circui-

to analógico

Y(s) = X(s) + [X(s) + Y(s)] -fs + [X(s) +

(3.31)

El circuito que resuelve la ecuación(3.31) se

muestra en la Fig. 3.18.

Fig. 3.18 Retardador

El circuito anterior no da una aproximación

satisfactoria, lo cual podría mejorarse si
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en la expansión de Padé tomaría un mayor nú-

mero de términos, lo que implicaría la utili-

zación de amplificadores en una cantidad tal

que el Laboratorio del Departamento de Elec-

trónica no dispone actualmente.

Por lo dicho anteriormente se ha diseñado un

circuito como se muestra en la Fig. 3.19,

con elementos pasivos con los que se logra la

operación de retardo

Pig. 3..19 Re tardador

En la Pig. 3.20 se muestra el diagrama vecto-

rial del circuito.

Pig. 3.20 Diagrama vectorial



- 60 -

Con este circuito es posible obtener un defa-

samlento respecto de ab o de ac de 180° , con

la ventaja de que la amplitu de la señal de

salida es constante.

3.4 EL GORRELAGIONADOR

En la figura se muestra un esquema completo

del correlacionador.

MULTIPLICADOR

• INTEGRADOR

Fig. 3.21 Correlacionador
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CAPITULO IV

RESULTADOS EXPERIMENTALES
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4.1 EL CTJADRADOR

Correspondiendo al diseño del que se hablo'

en el capítulo III, experimentalmente se

comprobó' que al introducir en el aparato

una seftal cosenoidal Fig. 4.1, se obtuvo

como respuesta una componente continua mas

una seftal cosenoidal de doble frecuencia

Fig. 4.2, que efectivamente corresponde al

cuadrado de la señal de entrada, ya que

A2 cos2wt = i- A2 - ̂ eos 2wt (4.1)
2 2

También se efectuó la experiencia con una

onda triangular Fig. 4.3 y se obtuvo' como

respuesta parábolas que corresponden a cada

segmento lineal de la onda de entrada como

se muestra en la Fig. 4,4
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4,1 Señal de entrada. Escala vertieal

1 Tol/cm. Escala horizontal 1

Pig. Señal de «al ida del cuadrador .

la vertical 1 vol/cm.Escala horizon-

tal 1 maeg/cm.
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f

T-Ksrf'/jf'S't ^>wtsfl?íg*S^"'̂ 1'fer^^Jí̂ ñ'-^>^1*-,'7-'i'.!v»'''1 îí'1 '

/Señal de entrada. Escala vertical

1 YOI/cm.Escala horizontal 1 ma«g/om

Pig. 4.4 Señal de salida del cuadrados?,Enca-

la vertical 1 vol/cm. Escala hori-

zontal 1 mseg/om.
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4.2 EL MULTIPLICADOR

Para probar el funcionamiento de e*ft» aparato

se efectuó le multiplicación de dos 0*ftales

cose&oidales de diferente frecuencia

X s A coa v^t - 2 eos 2.1 t (4.2)

y - A eos wgt ~ 2 eos 21 t (4.5)
0 ,

2x«y 3 A coa »^t coa w t (4 .4)

= 4 oos 2.1t coa 21 t

El producto de las dos funciones corresponde

a una señal modulada; efectivamente este fe-

nómeno se observa en la Fig. 3.5, que ea la

señal respuesta del multiplicador.

Pig. 4.5 Resultado de la multiplicación ana-

lógica. Escala vertical 1 vol/cra.

Escala horizontal 0.5 seg/cm«
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4.3 EL O

?ara la prueba experigoeatal, se re^liW

autoeorr*laclen de usa señal co señóla al

Fig. 4.6, para valores dlse-retos de £ > 1*

respuesta del oorrélaoleñador paa*á estos

valores se tono' del «Seiloacopio, &&SL lo*
t

se grsjfl*8 la fuño 16a Plft. 4,7

* 4.6 Señal de entrada. Escala

0.5 vol/c». Eecala horizontal

1 mseg/o».

La autooorre lac i6n efeotutwia experlmentalmen-

te oonouerda con el ejemplo oalOUlatSo «n el

Capítulo II de la fxiflción de autocoÍT«rlfifff6n



t
f
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de una señal cosenoidal, en lo que se refie-

re a la frecuencia fundamental, amplitud y

periodicidad, aunque la señal experimental

no se encuentra defasada como en el ejemplo;

esto no influye en la correlación, porque es

independiente del defasamiento.

Fig. 4.7 Punción de autocorrelación. Escala

vertical 0.5 vol/cm. Escala hori -

zontal 1 mseg/cm.
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CAPITULO V

APLICACIONES
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5.1. DETECCIÓN DE UNA SEÑAL PERIÓDICA EN

PRESCENCIA DE RUIDO

Dos señales f - i ( t ) y foC t ) 3on no corire la

clonadas si

T/k
lím _1_ f - , ( t ) f p ( t -•&) -
T-»oo T ¿

donde f^ y fp representan valores promedios

(componentes DC) .

Cuando f]_(t) o' fp(t) tienen un valor prome-

dio igual a cero, la función de correlación

es igual a cero.

Si s(t) es una señal periódica y n(t) repre-

senta una señal de ruido

Tfe
= llm _L S(t)n(t-t,)dt (5.2)

T-»oo T
'-T/2

-. O = Rns(6) (5.3)

Ahora se considerará una señal periódica

mezclada con ruido [10 1 « La señal será

[s(t)-n(t)l . Se denotará por R^ÍS^R (̂ )
t J J. i 3 S

y Rnn(&) la función de autocorrelación de

f(t), S(t) y n(t) respectivamente.



T/2
_ f(t _

'-T/a

- llm
-OD

llm i
T-oo T

f [s(t)4.n(t)J
J - • «

[s(t-5) -v n(t

,S(t)&(t-6)dt Jf

dt (5.5)

ns nn

(S.6)

(6.7)

Sustituyendo la ecuación (5. 3) en la ecuación

(S-.4) se tiene

Pepo cómo se demostró en el Capítulo II

que la señal de autocorrelacion de una señal

periódica es también una señal periódica con

la misma frecuencia y la función de autoco-

rrelacion de señales no periódicas para va-

lores grandes de ̂ , , tiende a cero.



Por consiguiente,para valores suficientemen-

te grandes de £, la función de autocorrelaoión

R^C^) es escencialmente igual a Rgg(i&),con

lo que se h.a. iqgnado separar la señal del

ruido, Esto se muestra en la Pig. 5.1

.- •?"•' i1 \--jti-A.

Pig. 5.1 Detección de señales con ruido

En la práctica, es imposible calcular la

función de autocorrelación sobre un interva-

lo infinito, la integral (5.4) es evaluada

sobre un intervalo grande pero finito.

En este proceso de integración sobre un in-

tervalo finito se comete un cierto grado de

error.

•5.2 DETERMINACIÓN DEL VALOR ESPERADO DE

SEGUNDO ORDEN

Existen eventos físicos, tales como el rui-
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do atmosférico, el lanzamiento de un proyec -

til,el crecimiento demográfico, loa cuales

son difíciles de predecir, por ser demasiados

complejos o por el poco conocimiento que se

tiene de su mecánica, a estos procesos se les

denomina aleatorios.

Sin embargo, estos eventos tienen alguna cla-

se de regularidad, o por una distribución de

probabilidad.

Ciertos procesos aleatorios, llamados ergódi-

gos [ll]' que se caracterizan porque cualquier

función muestra tiene idéntica información

estadística por lo que la función de autoco-

rrelación es un valor esperado de segundo or-

den, lo que permite determinar la probavili -

dad de segundo orden conociendo la autocorre-

lación de una muestra del proceso.
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