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RESUMEN

Los modelos de medicién de riesgo se han convertido en herramientas fundamentales
en la administracion de las instituciones financieras. En el presente trabajo se estudia
en detalle varias metodologias para tratar el problema de clasificacién y minimizar su
error de clasificacion, ademas para la practica se enfoca en el problema de predecir el
riesgo que los solicitantes de crédito representan para una instituciéon microfinanciera.
El documento presenta las principales caracteristicas de los modelos de clasificacion
basados en la rama de la Inteligencia Artificial y la Investigacion de Operaciones donde
se han desarrollado modelos como las maquinas de soporte vectorial y la programacion
lineal multicriterio y de restriccion multiple, respectivamente, cuya fundamentacion parte
del mismo analisis discriminante, método tradicional que permite identificar las caracte-
risticas que diferencian a dos 0 mas grupos, y crear un discriminador capaz de distinguir
con la mayor precision posible a los miembros de uno u otro grupo. Las Maquinas de So-
porte Vectorial constituyen estructuras de aprendizaje automatico que han demostrado
un excelente papel en aplicaciones de clasificaciéon, se fundamentan en transformar el
espacio de entrada en otra dimension superior en el que el problema puede ser resuelto
mediante un hiperplano éptimo por medio de una funcion nucleo. Uno de los objetivos
principales de la modelizacién matematica es minimizar el error entre las simulaciones
y sus respectivos fendmenos de la vida real, persiguiendo este ideal se busca estudiar
el error que se comete en las metodologias de clasificacion para ello se proponen algo-
ritmos basados en programacion lineal multicriterio y de restriccion multiple, los mismos
que para enfrentar tal problema persiguen dos objetivos simultaneamente, el primer ob-
jetivo es el de maximizar las distancias minimas entre las observaciones y el hiperplano
critico, y el segundo objetivo es el de separar las observaciones minimizando la suma
de las desviaciones entre las observaciones. La informacion utilizada para el entrena-
miento y validacion de las metodologias propuestas, esta constituida por un conjunto de
variables socio-demograficas y del bur6 de crédito correspondientes a 16.860 clientes
del portafolio de microcrédito de una instituciéon microfinanciera. Una vez seleccionadas
las variables significativas a través de la técnica de arboles de decision se obtienen las
reglas de clasificacion y son utilizadas en el entrenamiento y la validacidon de los mode-
los de clasificacion. Como resultado se observa una eficiencia del 87.88 % clasificados
correctamente.

Palabras claves: Problema de Clasificaciéon, Analisis discriminante Lineal, Maquinas de
Soporte Vectorial, Programacion Lineal Multicriterio, Comportamiento de los usuarios
de Tarjetas de Crédito.



ABSTRACT

The risk measurement models have become essential tools in the management of fi-
nancial institutions. In this work is studied in detail various methodologies to address the
problem of classification and minimize misclassification, in addition to practice it focuses
on the problem of predicting the risk that applicants for credit represent a microfinance
institution. The paper presents the main features of classification models based on the
branch of Artificial Intelligence and Operations Research where models have been de-
veloped such as support vector machines and the multi-criteria linear programming and
multiple restriction, respectively, whose foundation part discriminant analysis of the sa-
me traditional method to identify the characteristics that differentiate two or more groups,
and create a discriminator able to distinguish with the greatest precision possible for
members of one group or another. Support Vector Machines constitute machine learning
structures that have demonstrated an excellent role in sorting applications, are based on
transforming the input space into another higher dimension in which the problem can be
solved by an optimal hyperplane by means of a function core. One of the main objectives
of mathematical modeling is to minimize the error between the simulations and their phe-
nomena of real life, pursuing this ideal is to study the error made in the methodologies of
classification for that algorithms based on linear programming is proposed multicriteria
and multiple restriction, the same as to face such a problem two objectives simultaneo-
usly, the first objective is to maximize the minimum distance between observations and
critical hyperplane, and the second objective is to separate the observations by minimi-
zing the sum of the deviations between observations. The information used for training
and validation of the proposed methodologies, consists of a set of socio-demographic va-
riables and the corresponding credit bureau to 16.860 customers microcredit portfolio of
a microfinance institution. After selecting the significant variables through the technique
of decision trees classification rules they are obtained and used in training and validation
of the classification models. As a result an efficiency of 87.88 % correctly classified is
observed.

Keywords: Classification Problem, Linear Discriminant Analysis, Support Vector Machi-
nes, Multicriteria Linear Programming, Credit Cardholders’Behavior.



Capitulo 1

INTRODUCCION

1.1 Antecedentes

La caracteristica fundamental del sistema financiero es su alto grado de regulacion,
la regulacion bancaria tiene como finalidad la busqueda del buen funcionamiento del
sistema, la misma que se ha interesado por la solvencia de las entidades financieras,
desarrollando un numero importante de normativas que tratan de salvaguardar este
objetivo.

La aprobacion de créditos es la actividad principal del sistema bancario, es aquella que
mejor la define y a la que designa la mayor parte de sus esfuerzos, la que origina la
mayor parte de su rentabilidad y los mayores riesgos. En este ambito el riesgo se define
como la posibilidad de que se produzca un hecho generador de pérdidas que afecten el
valor econémico de las entidades bancarias, por lo tanto, la creencia basada en no asu-
mir aquellas operaciones que no ofrecen garantias adecuadas. Por otra parte el negocio
bancario supone, la gestidon de riesgos con el propdsito de obtener una rentabilidad. Una
entidad financiera es una maquina de gestion de riesgos en busca de rentabilidad. De
todos los riesgos a los que esta expuesta una entidad financiera, el riesgo de crédito es
el principal.

El Riesgo de crédito es la posibilidad de pérdida debido al incumplimiento del prestata-
rio o la contra parte en operaciones directas, indirectas o de derivados que conllevan el
no pago, el pago parcial o la falta de oportunidad en el pago de las obligaciones pac-
tadas. La administraciéon de riesgos es el proceso mediante el cual las instituciones del
sistema financiero identifican, miden, controlan/mitigan y monitorean los riesgos inhe-
rentes al negocio, con el objeto de definir el perfil de riesgo, el grado de exposicién que
la institucion esta dispuesta a asumir en el desarrollo del negocio y los mecanismos de
cobertura, para proteger los recursos propios y de terceros que se encuentran bajo su
control y administracion.



1.2 Definicién del problema

La capacidad de almacenamiento de informacion digital en el campo financiero se ha
duplicado, esto ha provocado la aparicién de las denominadas fosas de datos: datos
que son almacenados y descansan en paz, sin que nadie los reclame o los recuerde
[Carrizosa y Martin, 2005], lo cual ha desarrollado una disciplina conocida como Mi-
neria de Datos, cuyo proposito es explorar grandes volimenes de datos para extraer
informacion potencialmente util. El desarrollo tecnolégico-cientifico en los ultimos afios
permite el uso de herramientas matematicas de diversos campos, como la Investigacion
de Operaciones, la Estadistica o la Inteligencia Artificial, que son aplicadas en multi-
ples sectores, donde se generan bases de datos de gran tamarfio, en ocasiones muy
desestructuradas y con ruido (valores perdidos, valores erroneos o valores atipicos)
[Apte, 2003],[Hand et al., 2001],[Hastie, 2001].

Una de las tareas mas importantes en el campo de la Mineria de Datos es la Clasi-
ficacion, la misma que consiste en encontrar un conjunto de modelos que describen y
distinguen los grupos (clases) de datos. Los algoritmos de clasificacién utilizan los datos
de una muestra de entrenamiento (datos pre-clasificados) para inferir o construir funcio-
nes o modelos que asignen futuras observaciones en una de las clases predefinidas. La
funcidon de decision se utiliza entonces para predecir la clase a la que corresponderan
observaciones futuras.

Para evaluar los expedientes de los solicitantes de crédito, en los diferentes segmentos
como por ejemplo: créditos de consumo, comercial, vivienda y en especial los microcré-
ditos se han usado distintos métodos de clasificacidon, analizando el historial crediticio
de los clientes para estimar el comportamiento de nuevos clientes y otorgar una cali-
ficacion crediticia o probabilidad de incumplimiento, acorde con las caracteristicas del
solicitante de crédito. De manera similar a lo que sucede en el ambito financiero, sucede
también en el campo de la medicina y el industrial, donde se han aplicado modelos de
clasificacion para determinar si un paciente esta enfermo o sano, o para determinar si
los productos son defectuosos o no, respectivamente.

Herramientas de las ramas de la Estadistica y la Inteligencia Artificial se han desarrolla-
do para tratar los problemas de clasificacion, métodos como los modelos de regresion
logistica, técnicas discriminantes, arboles de decisién y redes bayesianas se han em-
pleado exitosamente. Sin embargo la optimizacié matematica, de manera especial el
campo de la Investigacion de Operaciones mediante la utilizacion de la Programacion
Lineal Multicriterio también hoy en dia contribuye exitosamente a tratar los problemas de
Clasificacion, con un aporte muy importante que permite la correccién del error que se



incurre al ajustar problemas de clasificacion, un error de clasificacion se produce cuando
se asigna una observacion perteneciente a la clase y; a la clase g 0 viceversa.

De lo anteriormente expuesto: el problema a estudiar en este proyecto es, analizar las
técnicas tradicionales y modernas para ajustar problemas de clasificacion y como éstas
ayudan a minimizar el numero de errores de clasificacion. Para varias aplicaciones, el
problema es mucho mas complejo que simplemente minimizar el nimero de errores
de clasificacion, como por ejemplo, en un problema de diagndstico médico: Observar
que, si un paciente que no tiene cancer se diagnostica incorrectamente como tiene
cancer (Error Tipo 1), las consecuencias pueden ser un poco de malestar del paciente
ademas de la necesidad de realizar mas investigaciones. A la inversa, si un paciente con
cancer se diagnostica lo mas saludable (Error Tipo Il), el resultado puede ser la muerte
prematura debido a la falta de tratamiento. Asi, las consecuencias de estos dos tipos de
error pueden ser dramaticamente diferentes. En el ejemplo, claramente seria mejor que
se considere hacer menos errores de la segunda clase, incluso si esto fuese a costa de
cometer mas errores de la primera clase.

Se puede formalizar estas cuestiones a través de la introduccion de una funcion de
pérdida (loss), también llamada funcion de costos (costs), que es una medida Unica,
global de pérdida incurrida en tomar cualquiera de las decisiones o acciones disponibles.
Uno de los conceptos fundamentales es la nocién del error o loss para medir el acuerdo
entre la prediccion f(x) y la salida y deseada. Una funcion de pérdida: L : YxY — R* es
introducida para evaluar el error. La eleccion de la funcién de pérdida L(f(x),y) depende
del problema de clasificacion que se resuelva.

El problema que se plantea entonces es minimizar la pérdida total incurrida. Se supone
que, para un nuevo valor de x, la clase verdadera es C; y que se asigna x a la clase
C; (donde j puede o no puede ser igual a k). Entonces se incurre en algun nivel de
pérdida que se denota por L;;, es decir, el elemento kj de una matriz de pérdida. En
el ejemplo mencionado anteriormente, la matriz de pérdida en particular dice que si se
toma la decision correcta, no hay pérdida incurrida; por el contrario existe una pérdida
minima, si un paciente sano se diagnostica como enfermo de cancer, mientras que si se
diagnostica a un paciente que tiene cancer como lo mas saludable, existe una pérdida
mucho mayor.

La solucion optima es la que minimiza la funcién de pérdida. Sin embargo, esta funcién
depende de la distribucion de probabilidad de la muestra P(x,y), que es desconocida,
surge entonces la necesidad de la investigacion de modelos matematicos que minimicen
la funcion de perdida de la mejor manera posible, es por esta razén que en el presente



proyecto se estudian los principales modelos desarrollados para tratar el problema de
la correccion del error en problemas de clasificacion, tomando ventaja de los algorit-
mos de clasificacién basados en optimizacion, por ejemplo: la programacion lineal (LP),
ésta es una herramienta util para discriminar el analisis de un problema dado grupos
adecuados (por ejemplo, “bueno” y “malo”) [Freed and Glover, 1981]. Adicionalmente la
programacion lineal multicriterio (MCLP) ha mejorado la clasificacion de las clases a
través de la correccién del error, minimizando la suma de las desviaciones entre las ob-
servaciones y maximizando las distancias minimas de las observaciones al valor critico,
simultaneamente [Shi, 2010],[Kou et al., 2003],[Shi et al., 2002].

Ademas se implementa un modelo de programacion lineal multicriterio y de restriccion
multiple (MC2LP) basado en efectos de la correccidon de errores. En éste modelo, se
suman dos hiperplanos mas para detectar cuidadosamente las observaciones mal cla-
sificadas. En consecuencia, una discusion sutil es involucrarse con respecto a la relacion
entre los dos tipos de errores y las desviaciones. De hecho, en la estadistica, la reduc-
cion del error del tipo | hard que sea cada vez mayor el error del tipo Il, y viceversa.
Por lo tanto, es importante centrarse y tratar minuciosamente los distintos tipos de error,
[Wang and Shi, 2013], [Wang and Shi, 2012].

La mineria de datos para la toma de decisiones de la gestion de la cartera de crédito
clasifica el comportamiento de los diferentes titulares (clientes) del crédito en términos
de su pago a las entidades de crédito, tales como bancos y firmas de préstamos hipo-
tecarios. Las instituciones financieras tienen diferentes variables para describir el com-
portamiento de los titulares del crédito, algunas categorias de las variables son saldos,
abonos y adelantos en efectivo. Algunas instituciones financieras pueden considerar la
categoria de estado de residencia y la seguridad laboral como variables especiales.

Un modelo general multiclase utilizando programacion lineal multicriterio puede ser pro-
puesto como: Sea r un conjunto de variables de comportamiento de los clientes de

crédito a = (ay,--- ,a,), sea A; = (A1, -+, A;) una muestra de variables desarrolla-
das para la informacion crediticia, donde i = 1,--- ,n es el tamafio de la muestra. Se
quiere determinar los coeficientes de las variables determinadas por B = (z1,--- , x,).

Si un problema puede ser predefinido como s diferentes clases, entonces el limite de
separacion entre el j — ésimo y j + 1 — ésimo grupo puede serb;, j=1,--- s —1.La
separacion de estas clases es:

AX<b, AieGy,

bk_lgAngbk, A, e Gy k:2,---,s—1



AX>bs1, A eGs.

Sea «] el grado de solapamiento con respecto a A; en G; y G, y sea /3] la distancia
desde A; en G; y G;,; a sus limites ajustados. La separacion de estas clases se
modifica como:

AX=b —al +8, A G,
bey —oF L B = AX = b, —aF 4+ 55, A € Gy,

AX=b1+a =57 A €G,,

El objetivo de este problema es maximizar » ~ 3/ y minimizar » ~ o/ simultaneamente:

J J
Mlnlmizarz Zaf
i
MaxmizarZ Z Iod
i
Sujeto a:
AX = by —a} + B, A e Gy
AX = by +aft—pgit A eGy k=205 1;
AX — by — of + B, AEGy k=2 s—1;
AX = bo+al =87 A eGy
b1+t < by — b, k=2 ,s—1;
donde A; son dados; X y b; son no restringidas; y o > 0,y 3/ >0,j=1,---,5 — 1.

Los antecedentes del modelo anterior se basa tanto en el analisis discriminante lineal
(ver figura 1.1) y varios criterios de programacion lineal. En el analisis discriminante
lineal, la clasificacidn errénea de separacion de datos puede ser descrita por dos objeti-
vos opuestos en un sistema lineal. El primero de ellos es el de maximizar las distancias
minimas (MMD) de observaciones con respecto al valor critico.

El segundo objetivo es separar las observaciones, al minimizar la suma de las desviacio-
nes (MSD) entre las observaciones [Freed and Glover, 1981], [Freed and Glover, 1986],
[Koehler and Erenguc, 1990].



Comparando con las herramientas matematicas tradicionales de clasificacién, como el
arbol de decision, las estadisticas y las redes neuronales, éste enfoque es simple y
directo, libre de los supuestos estadisticos, y flexible, al permitir que los investigadores
desempefien un papel activo en el analisis [Joachimsthaler and Stam, 1990].

Sin embargo, como el analisis discriminante lineal utiliza s6lo MMD, MSD, o una combi-
nacién dada de MMD y MSD para medir los errores de clasificacion, no podia encontrar
la mejor solucion de compromiso entre dos mediciones. Esta deficiencia se ha hecho
frente con las técnicas de programacién lineal multicriterio (MCLP) [Shi et al., 2002].
Usando MCLP, se puede optimizar MMD y MSD simultaneamente para identificar la me-
jor solucién de compromiso entre MMD y MSD. La clasificacion resultante produce una
mejor separacion de los datos en relacién a los resultados del analisis discriminante
lineal [Wang and Shi, 2013], [Wang and Shi, 2012], [Freed and Glover, 1981].

Figura 1.1: Analisis Discriminante Lineal: Solapamiento entre dos clases

AX=0

AX=Zb—a AX=b+a

Fuente: B. Wang, Y. Shi, Error Correction Method in Classification by Using Multiple-
Criteria and Multiple-Constraint Levels Linear Programming. Elaborado por: Autor.

En la presente investigacion se aborda este problema desde el punto de vista de las
maquinas de soporte vectorial, y la programacion lineal multicriterio, y se presenta una
alternativa para la solucion del problema anterior con la aplicacion de la programacion
lineal multicriterio y de restriccion multiple.



1.3

Objetivos de la Investigacion

1.3.1 Objetivo General

Estudiar la calidad de prediccién de los diferentes modelos matematicos desarrollados

para resolver problemas de clasificacion, implementando un modelo basado en progra-

macion lineal multicriterio y de restriccion multiple para la calificacion crediticia.

1.3.2 Objetivos especificos

1.

1.4

Estudiar herramientas (metodologias) de Técnicas de Mineria de Datos para la
toma de decisiones en organizaciones como el sector financiero; determinando
las ventajas y desventajas de su utilizacion de acuerdo a los actuales avances
tecnoldgicos.

Definir las caracteristicas que deben incorporarse al modelo de Clasificacion ba-
sado en programacion lineal multicriterio y de restriccidn multiple para tratar el
error que se presenta en la estrategia de Clasificacion para proporcionar una he-
rramienta Util para las decisiones estratégicas de las organizaciones.

Definir las etapas, fases, pasos y actividades que se deben seguir para realizar un
modelo de clasificacion.

Implementar en un solver de programacion lineal los diferentes modelos propues-
tos.

Comparar los diferentes modelos matematicos que se han desarrollado como he-
rramientas de aporte a la toma de decisiones en las organizaciones.

Justificar que la aplicacion de la Programacion Lineal que se propone puede em-
plearse ventajosamente para resolver problemas de naturaleza compleja, con in-
certidumbre y multiples objetivos.

. Demostrar que los modelos matematicos que se han desarrollado para ayudar a

la toma de decisiones, deben producir resultados equivalentes cuando tratan un
mismo problema y los parametros son los mismos para ambos problemas.

Justificacion

En el escenario actual, las empresas participan en un mercado muy competitivo, don-

de los clientes se encuentran adecuadamente informados al momento de elegir entre

distintas empresas. En mercados donde esto ocurre, la empresa que posea una ma-

yor cantidad de informacion relevante podra ejecutar estrategias comerciales efectivas,



10

sobresaliendo del resto de las empresas. Adicionalmente, la informacion disponible per-
mite tomar diversas decisiones estratégicas, tales como: definir politicas de asignacion
de créditos en base al comportamiento histérico de clientes, disefio de nuevos produc-
tos a partir de preferencias declaradas, definir campafias que eviten que los clientes se
prescindan de los servicios, diagndstico temprano de tumores cancerigenos.

Si bien obtener informacion potencialmente util es cada vez mas simple, gracias al im-
portante aumento de la capacidad de almacenaje y la disponibilidad de mejores herra-
mientas para el manejo de datos, el proceso de extraccién de informacion relevante a
partir de los datos disponibles sigue siendo complejo y costoso. Actualmente existen
técnicas que permiten analizar patrones de conducta, nichos de mercado, y muchos
otros tipos de informacion no trivial mediante la utilizacion de sofisticados modelos que
combinan métodos estadisticos, aprendizaje de maquinas y optimizacion, técnicas que
se engloban bajo el concepto de mineria de datos (data mining).

La diversidad y cantidad de problemas que requieren un analisis discriminante se incre-
menta dia a dia, y un numero significante de ellos, son problemas de clasificacién con
categorias que no pueden ser definidas precisamente y tienen algun grado de solapa-
miento (no son excluyentes). Para este tipo de problemas, las técnicas de clasificacion
basadas en la Iégica de Boole (verdadero, falso) presentan serias limitaciones dado que
han sido disefadas para que un objeto s6lo pueda pertenecer a una y solo una clase,
dando lugar a la asignacion de un objeto a una clase erronea, lo que lleva a abordar
el problema de minimizar datos mal clasificados, lo que implica una minimizacién de
costos por clasificacion.

En una entidad financiera si un cliente es identificado incorrectamente como malo, las
consecuencias pueden ser un poco de malestar del cliente ademas de cumplir mas re-
quisitos para optar por un crédito, mientras que por el contrario si un cliente malo se
califica como bueno, el resultado puede ser, la pérdida del monto destinado al crédi-
to; asi predecir un 0.01 % de clientes de dudoso recaudo puede salvar millones a la
institucion financiera, mientras que la pérdida de potenciales clientes buenos no influye
mucho.

Esta investigacion esta enfocada al analisis de los datos a través de la programacion
lineal como una herramienta util en la toma de decisiones en problemas complejos. Se
entienden como tales aquellos que poseen una gran cantidad de variables que se tra-
ducen en restricciones de tipo cuantitativo y cualitativo, con numerosas interrelaciones,
que corresponden a las alternativas del estudio y a los criterios de decision. Ademas,
son problemas que se caracterizan por tener que cumplir con varios objetivos simulta-
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neamente, muchas veces opuestos o contradictorios.

La toma de decisiones comienza por intentar modelar una situacion real, que ademas
debe tener en consideracion la experiencia y preferencias del centro decisor (actividad
subjetiva) por lo que, considerando la cantidad de variables a manejar, los criterios pa-
ra evaluar las diversas opciones o alternativas, y la complejidad del problema, se hace
pertinente el empleo de modelos matematicos que organicen la informacion, ejecuten
determinados algoritmos de resolucién y que arrojen un resultado, que puede ser acep-
tado, rechazado o modificado por el centro decisor.

Estas técnicas matematicas son una ayuda para la toma de decisiones, que apoyan
al centro decisor en la gestion de la informacion, y por otro lado facilitan su labor al
permitirle analizar distintas soluciones cuando se cambian determinados parametros,
procedimiento que se conoce como analisis de sensibilidad, y que puede arrojar mucha
luz sobre un caso determinado.

Por lo anterior, y dado el continuo crecimiento del mercado de crédito al consumo, la
eficiente toma de decisiones es cada vez mas importante, tanto en aspectos sociales
(eficiencia) como privados (rentabilidad). Frente a ello, existe un creciente interés en
modelar de manera mas oportuna el riesgo y se han usado modelos estadisticos y ma-
quinas de soporte vectorial como los de credit scoring o scorecard, cuyo objetivo es el
de identificar la probabilidad de impago de un grupo de clientes con caracteristicas simi-
lares, el objetivo que perseguimos con este proyecto es realizar estd misma tarea pero
de forma heuristica mediante programacion lineal multicriterio y de restriccion multiple
(MC2LP).

1.5 Hipotesis

= Hipdtesis de Equivalencia: Todos los métodos existentes deben arrojar resultados
equivalentes cuando se aplican a la resolucion de un mismo problema con los
mismos parametros.

Sin embargo, puede haber métodos mejores que otros, dado que su error es me-
nor. La hipotesis de equivalencia se considera importante porque permite compro-
bar, usando diferentes modelos para un mismo caso, si se alcanza una consisten-
cia de resultados, los cuales muy probablemente corresponderan entonces a la
mejor solucion.

= La minimizacién de los costos de clasificacion, es el criterio técnico que permitira
la asignacion 6ptima de objetos a una clase apropiada mediante la aplicacion de
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un modelo de programacion lineal multicriterio multirestrictiva en el problema de
clasificacion.

1.6 Estructura del proyecto de titulacion

Este estudio constituye un importante aporte metodoldgico: El problema de clasificacion,
es uno de los modelos mas simples de inferencia inductiva, cuyos resultados pueden ser
generalizados a modelos mucho mas complejos usando, con pequenas variaciones, las
mismas técnicas matematicas estandar. De esta forma, la estructura del trabajo es la
siguiente:

En este primer capitulo se ha abordado, en lineas generales las distintas metodologias
de clasificacién actualmente utilizadas, con estos fundamentos, se plantea el objetivo
principal del trabajo.

Capitulo 2: partiendo del problema general de clasificacion se explica la teoria del Ana-
lisis Discriminante Lineal como una de las técnicas estadisticas tradicionales para tratar
los problemas de clasificacion.

Capitulo 3: Partiendo de una seccion introductoria de la Teoria de Aprendizaje Esta-
distico, donde se tratan conceptos como el riesgo y el riesgo empirico, se estudian los
problemas de clasificacion donde se ven de forma natural las principales herramien-
tas de trabajo de la metodologia de las SVMs, las condiciones de Karush-Kuhn-Tucker,
conjuntos separables, hiperplanos separadores, espacios caracteristicos, funcién nu-
cleo, vectores soporte. De manera general se aborda el estudio de los problemas de
clasificacion binarios a partir de las maquinas de vectores soporte (SVM). Se construye
una maquina lineal SVM para el caso de vectores separables. También se desarrolla las
SVMs no lineales introduciendo el concepto de funcién nucleo. Para finalizar el capitulo
se generaliza la maquina de soporte vectorial para los problemas de clasificaciéon con
mas de dos etiquetas (multiclase).

Capitulo 4: se expone el problema de clasificacion desde el punto de vista de la Progra-
macion Lineal, desarrollando tanto los principios del analisis discriminante lineal y de la
teoria de maquinas de soporte vectorial como formulaciones de problemas de progra-
macion lineal. Ademas el problema de programacion lineal es extendido a un modelo
de programacion lineal multicriterio (MCLP). Se desarrolla un modelo de programacion
lineal multicriterio para problemas de clasificacion dicotomicos.

Capitulo 5: en este capitulo, al igual que en la teoria estadistica, se estudia los erro-
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res Tipo | y Tipo Il que se cometen al trabajar con problemas de clasificacion. De esta
manera, con la finalidad de minimizar los errores en la clasificacion se recurre a la pro-
gramacion lineal multicriterio y de multiples niveles de restriccion (MC2LP) para formular
modelos que minimicen el error en problemas de clasificacion.

Capitulo 6: La aplicacion, comenzando con una descripcion detallada sobre la opera-
cion de los créditos (como funcionan) para la mayoria de las instituciones dedicadas al
microcrédito, asi como una exposicion de los datos reales de un portafolio con el que
se trabajara en términos de numero de acreditados, valor monetario, antigiedad y mo-
rosidad entre otros, para establecer las condiciones que se tendran en el otorgamiento
de créditos, mismas que serviran para estimar un score de clasificacion de riesgo, para
ello se implementaran las técnicas expuestas en los capitulos 2, 3, 4 y 5 para después
comparar sus resultados y asi analizar el error de clasificacién en cada uno de los mo-
delos desarrollados, y finalmente valuar la capacidad de clasificacion del mejor modelo
para futuras observaciones.

Capitulo 7: Conclusiones y Recomendaciones.



Capitulo 2

ANALISIS DISCRIMINANTE LINEAL

El andlisis discriminante se utiliza en situaciones en las que los grupos son conocidos
a priori. El objetivo del analisis discriminante es clasificar una observacion o varias ob-
servaciones, en estos grupos conocidos. Por ejemplo, en la calificacion de crédito, un
banco sabe por experiencia que hay buenos clientes (quienes pagan su préstamo sin
ningun problema) y clientes malos (quienes mostraron dificultades en el pago de su
préstamo). Cuando un nuevo cliente solicita un préstamo, el banco tiene que decidir si
otorgar o no el préstamo. El historial crediticio de un banco proporcionan observaciones
multivariantes x; sobre las dos categorias de clientes (incluyendo, por ejemplo, la edad,
el salario, el estado civil, el monto del préstamo, etc.). El nuevo cliente es una nueva
observacion x con las mismas variables. La regla de discriminacién tiene que clasificar
el cliente en uno de los dos grupos existentes y el analisis discriminante debe evaluar
el riesgo de una posible “mala decision”. En la mayoria de las aplicaciones, los grupos
corresponden a clasificaciones naturales o a los grupos conocidos de la historia (como
en el ejemplo de puntuacién de crédito). Estos grupos podrian haberse formado por un
analisis de conglomerados realizado en datos del pasado [Hardle, 2013], [Ayala, 2008].

2.1 Introduccion

Sean 4, {2, dos conjuntos, y X1, - - - , X, variables observables, donde x = (z1,--- , x,)
representan las observaciones de las variables sobre un individuo w. Se trata de asignar
w a uno de los dos conjuntos. Este problema aparece en muchas situaciones: decidir si
se puede conceder un crédito; determinar si un tumor es benigno o maligno; identificar
la especie a que pertenece una planta, etc.

Una regla discriminante es un criterio que permite asignar w conocido (z1,--- ,x,), ¥
que a menudo es planteado mediante una funcién discriminante D(xy,--- ,z,). Enton-
ces la regla de clasificacion es:

14
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Si D(zy,--- ,x,) >0 asignamos w €
en caso contrario asignamos w € ()

Esta regla divide R? en dos regiones
R, = {x|D(x) > 0}, R, = {x|D(x) < 0}

En la decisién de identificar w, se comete un error de clasificacion si se equivoca y se
asigna w a una poblacién a la que no pertenece. Si estamos trabajando sélo con dos
grupos, en la asignaciéon existen dos posibles errores: el que se comete al clasificar-
lo en el primer grupo, cuando en realidad pertenece al segundo P(R+|Q2), vy el que
se cometeria al incluirlo en el segundo grupo, cuando en realidad pertenece al prime-
ro P(R»|€;). El criterio matematico de clasificacién se determina de tal manera que
minimice la probabilidad de error, la probabilidad de clasificacion erronea (pce) es:

pce = P(Ra|) P(Q1) + P(Rq[) P(2) (2.1)

2.2 Clasificaciéon en dos poblaciones

2.2.1 Discriminador lineal

Sean 1y, ps los vectores de medias de las variables en 2y, ()5, respectivamente, y
supongamos que la matriz de covarianzas > es comun. Las distancias de Mahalanobis
de las observaciones x = (x1, - - ,z,)" de un individuo w a las poblaciones son

MQ(Xvui) - (X_:U’i)lxil(x_:ui)u 1= 172
Un criterio o regla de Clasificacion consisten en asignar w a la poblacion mas préxima:

Si M?(x, j11) < M?(x, jip) asignamos w a Q, 22)

Si M?*(x, o) < M?*(x, 1) asignamos w a Oy

Expresando esta regla como una funcion discriminante, se tiene:
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M2(x, i) = MP(x, 1) = (x— p2)'T7 (% — paa)
—(x = n)SH(x — )
= XS x4 Yy — 2% g
'Y x — Ty 22X
= (2 — p)S7 (g + ) + 25T (1 — paa).

Se define la funcidén lineal discriminante:

1

L(x) = [x L+ u2>] S — o) 2.3)

Entonces

M?(x, pa) — MP(x, jun) = 2L(x) — L((pu1 + p12) /2)

ylaregla (2.2) es

Si L(x) >0 asignamos w a {1, (2.4)

Si L(x) <0 asignamos w a .

La funcidn lineal (2.3) es el discriminador de Fisher [Ayala, 2008].

2.2.2 Regla de maxima verosimilitud

Supongamos que fi(x); f2(x) son las densidades de x en ;, . La regla discrimi-
nante de maxima verosimilitud consisten en asignar w a la poblacion €; para la cual la
verosimilitud de la observacién es mayor:

Si f1(x) > fo(x) asignamos w a €2, 2.5)
Si fi(x) < fa(x) asignamos w a . -

La funcién discriminante es
V(X) = log f1(x) — log fa(x)

2.2.3 Regla de Bayes

En ciertas situaciones, se conocen las probabilidades a priori de que w pertenezca a
cada una de las poblaciones:
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q1 = P(Ql)v
q2 = P(QZ)v
G tqg=1

Una vez se dispone de las observaciones x = (z,- - , z,), las probabilidades a poste-
riori de que w pertenezca a las poblaciones (teorema de Bayes) son

i fi(x)

P(Q4]x) = @ fi(x) + qafo(x)’

i=1,2.

La regla discriminante de Bayes consiste en asignar w a la poblacién €2; para la que
P(w € Q;]x) es maxima

s P(Q]x) > P(§2|x) asignamos w € 2y,
i
P(]x) < P(2]x) asignamos w € s,

La regla de Bayes tiene asociada la siguiente funcion discriminante, que se conoce
como discriminador de Bayes:

B(x) = log f1(x) —log f2(x) + log(q1/g2)-
Propiedades:
1. Cuando ¢; = ¢» = 1/2, entonces B(x) = V/(x). Este discriminador es éptimo.

2. Laregla de Bayes minimiza la probabilidad de clasificacion erronea.

Teorema 1. La regla de Bayes minimiza la probabilidad de clasificacion erronea.

Demostracion. Supongamos que se dispone de otra regla que clasifica a §2; si x € R7,
y a (), si x € R}, donde R}, R} son regiones complementarias del espacio muestral.
Indicando dx = dx; - - - dz,, la probabilidad de clasificacion erronea es

pee” = q [ HX)AX)+q@ [ fo(x)d(x)
R} R;

/R;

- /R (@uf1(%) — g fo(x)) dx + g2

*
2

(1f1(x) = q2f2(x)) dx + g2 ( N fo(x)dx + fg(X)dX)

Ri
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Indiquemos z = q; f1(x) — ¢2f2(x). Esta ultima integral es minima si R} incluye todas
las x tales que 2z < 0 y excluye todas las x tal que z > 0. Por tanto pce* es minima si
Rj = Ry, siendo R, = {x|B(x) < 0}. O

2.3 Clasificaciéon en poblaciones normales
Supongamos ahora que:
X = (Xl, cee ,Xp) ~ Np (,ul, 21) en Ql

X: (Xl,"' ,Xp> ~ Np (/,LQ,EQ) en Qg

es decir:

~1/2
Ly(x) = = ex —l(x— DS (x — ) i+1,2
1 - (27T)p/2 p 2 Ml 3 Ml 9 )~

Caso 1: Si iy # pa y X1 = Xp = X, entonces:

a) Los clasificadores de maxima verosimilitud y lineal coinciden:

V(z) = log Li(x) — log La(x)

— % ((;1; — Mg)tzil((b _ MQ) o ([I} . /Jq)txil((t - Ml))

- L(x)

b) Six € R? proviene de alguna de las poblaciones ();, para ¢ = 1, 2, entonces
el discriminador lineal de Fisher tiene distribucién normal:

L(z) = (X - %(Nl + uz)) S — ) = (x - p)fa=a'(x— p),

donde a = X7 (11 — p2) y pr = (11 + pia) /2.
Su varianza y esperanza son:

var(L(x)) = var(a’(x — pu)) = a'Ya = M?
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Lat(puy — po) = M2, six € Q,
B(L(x) = alBlx — i) = { 2 171 1

—3al () — po) = —2M?, 51X € o,

Por tanto,

1
L(X) ~ N (§M2,M2> S1X € Ql

1
L(x) ~ N <—§M2,M2> six € {2y

Puesto que L(x) tiene distribucién de probabilidad conocida, puede calcular-
se la la probabilidad de clasificacion errénea.

Se dice que el individuo x se clasifica errbneamente cuando se asigna a la
poblacion §2; y en realidad proviene de {2,, o bien cuando se asigna a la
poblacién €2, y en realidad proviene de €;.

Luego la probabilidad de clasificacién errénea es:

| 5

%P(L(:p) > 0lx € Q) + %P(L(z) <0xe)=¢ (—

)

c) Si conocemos las probabilidades a priori ¢ = P(w € ), g2 = P(w € ),
con ¢; + ¢ = 1, entonces el discriminador de Bayes es: B(x) = L(x) +
log(q1/¢2)-

donde ¢ es la funcién de distribucion de la ley N (0, 1).

Caso 2: Si i1 # p2 y X1 # 2o, entonces:

a) La regla de maxima verosimilitud proporciona el discriminador cuadratico

V(x) = log fi(x) —log fo(x)
1
_ §Xt (22—1 _ 21—1) X + Xt (21_1”1 _ 22_1M2)

1, 1, 1 1
= +5He¥y e — ST i+ 5 log [To] — S log ||

= Q)

b) Si conocemos las probabilidades a priori ¢ = P(w € ), g2 = P(w € Qy),
con ¢1 + ¢z = 1, entonces el discriminador de Bayes es: B(x) = Q(x) +
log(q1/q2) [Ayala, 2008].



20

2.3.1 Clasificacion si los parametros son estimados

En las aplicaciones practicas, w1, 2, 231, 22 son desconocidos y se deberan estimar a
partir de muestras de tamafios n,, n. de las dos poblaciones sustituyendo j, jt5 por los
vectores de medias X7, X, ¥ X1, 2o por las matrices de covarianzas S;, S,. Si utilizamos
el estimador lineal, entonces la estimacion de X sera:

(n181 -+ nQSQ)
(n1 + ng)

y la versién muestral del discriminador lineal es:

L(x) = {x — %(x‘1 + )(‘2)} t S~ (x1 + %2).

La distribucion muestral de ﬁ(x) es bastante complicada, pero la distribucion asintotica
es normal:

A 1
L(x) es N(+§o¢, «) si x proviene de N, (u1, ),

- 1
L(x) es N(—§a, «) si x proviene de N, (u2, ),

donde o = (}(1 + Xiz)tsil(xi]_ + }62)

2.4 Clasificaciéon en el caso de K poblaciones

Supongamos ahora que el individuo w puede provenir de k poblaciones 2,2, - - - , 4,

donde k£ > 3. Es necesario establecer una regla que permita asignar w a una de las k

poblaciones sobre la base de las observaciones x = (x1,z,- - ,x,)" de p variables.

2.4.1 Discriminadores lineales

Supongamos que la media de las variables en 2, es 1;; y que la matriz de covarianzas

3> es comun. Si consideramos las distancias de Mahalanobis de w a las poblaciones
M2 (x, i) = (x = ) ST (x = i), =12,

un criterio de clasificacién consiste en asignar w a la poblacion mas préxima:

Si M?(x, p;) = min { M?(x, 1), -+ , M?(x, i) } , asignamos w a €, (2.6)



21

Introduciendo las funciones discriminantes lineales

_ 1 _
Lij(x) = (i — p;)'5 7% — 5 (i = 1) Y + )

es facil probar que (2.6) equivale a

SiL;j(x) > 0 para todoj # i, asignamos w a €2;.

Ademas las funciones L;;(x) verifican:

1. Lij(x) = 5 [M?(x, py) — M?(x, ).

1
2

Es decir, sélo necesitamos conocer k — 1 funciones discriminantes.

2.4.2 Regla de la maxima verosimilitud

Sea f;(x) la funcion de densidad de x en la poblacion €2;. Podemos obtener una regla
de clasificacion asignando w a la poblacion donde la verosimilitud es mas grande:

Si fi(x) = max{fi(z),--, fr(x)}, asignamos w a ;.

Este criterio es mas general que el geométrico y esta asociado a las funciones discrimi-
nates

Vij = log fi(x) —log f;(x).

En el caso de normalidad multivariante y matriz de covarianzas comun, se verifica
Vij(x) = L;;(x); y los discriminadores maximo verosimiles coinciden con los lineales.
Pero si las matrices de covarianzas son diferentes Y, - - - , Y, entonces este criterio
dara lugar a los discriminadores cuadraticos

1
Qi = X (7 m =57 x+x" (57 = 57 )

2
1, 1, 1 1
Fo G = G s+ 5 log %] — 5 log [

2.4.3 Reglas de Bayes

Si ademas de las funciones de densidad f;(x), se conocen las probabilidades a priori



22

q1 = P(Ql)v y qk = P(Qk)v
la regla de Bayes que asigna w a la poblacion tal que la probabilidad a posteriori es
maxima
Si ¢; fi(x) = max{q f1(x), -+, q.fr(x)}, asignamos w a ;,

esta asociada a las funciones discriminantes

Bi; = log fi(x) —log f;(x) +log(qi/q;)-

Finalmente, si P(j/i) es la probabilidad de asignar w a (2; cuando en realidad es de (2;,
la probabilidad de clasificacion erronea es

pee=> g (Z P(J'/Z')) 7
i=1 i

y se demuestra que la regla de Bayes minimiza esta pce, [Ayala, 2008],[Cuadras, 2014].



Capitulo 3

MAQUINAS DE SOPORTE VECTORIAL

Las maquinas de soporte vectorial o maquinas de vectores de soporte (Support Vector
Machines, SVMs) son un conjunto de algoritmos de aprendizaje supervisado. Las ma-
quinas de soporte vectorial son métodos relativamente eficientes para tratar problemas
de clasificacion y regresion, y que se han posicionado por encima de otras técnicas,
tales como las redes neuronales. La idea basica es dado un conjunto de observaciones
(muestra, fraining set) etiquetadas previamente en dos grupos, como por ejemplo, +1
y -1. Se debe encontrar un hiperplano que separe los datos perfectamente en las dos
clases. Por lo tanto, la clasificacion consiste en determinar a qué lado del hiperplano
corresponde el vector de caracteristicas de una nueva observacion.

En el caso mas simple, caso linealmente separable (soft margin) existe una distancia
positiva entre ambos grupos, siendo posible determinar el hiperplano que maximiza la
distancia de cada grupo a éste. Por otra parte, en el caso mas complejo caso no lineal-
mente separable, los grupos se superponen espacialmente siendo imposible la sepa-
racion por medio de un hiperplano, en este caso, las SVMs recurren a la utilizacion de
nucleos (kernel), es decir, obtener una transformacion no lineal del espacio de entrada
(espacio de caracteristicas) en otro espacio de mayor dimension (o incluso infinita) en
el cual, por efecto del aumento de la dimension y la no linealidad de la transformacion,
los grupos asi transformados pueden ser separados por un hiperplano como el primer
caso. Este tipo de transformacion normalmente puede traer complejidades computacio-
nales dificiles de resolver, pero la clave en la utilizacion de estas metodologias radica
en que el nuevo espacio de dimensiéon mayor no tiene que ser tratado directamente, es
suficiente con conocer como resolver el producto escalar en el mismo. Una manera de
lograr que el hiperplano separe solo por informacion relevante, es tolerar que algunas
observaciones queden mal clasificadas. Para ello es necesaria la introduccion de las
variables de holgura (slack) que cuantifican la distancia de un punto mal clasificado al
hiperplano de separacion.

23
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3.1 Introduccion

La teoria de las SVMs fue desarrollada por V.Vapnik a principios de los afios 80 y se
centra en lo que se conoce como Teoria de Aprendizaje Estadistico’. V. Vapnik propo-
ne un modelo matematico para la resolucién de problemas de clasificacion y regresion
[Vapnik, 1998]. Se crearon aplicaciones para la solucion de problemas reales, desta-
candose como una herramienta robusta en dominios complejos, ruidosos y con escasos
datos.

3.1.1 Nociones sobre la teoria del aprendizaje estadistico

A continuacion se expone brevemente el planteamiento general de las SVMs para poste-
riormente afrontar los problemas de clasificacion desde la perspectiva de un aprendizaje
supervisado, es decir, el conocimiento de las salidas de un conjunto de entradas permite
cuantificar (supervisar) la bondad de los resultados del modelo.

El objetivo fundamental de este tipo de estudios es aprender a partir de los datos y
para ésto se busca la existencia de alguna dependencia funcional entre un conjunto de
vectores de entrada (inputs)

{z;:i=1,--- n} CX CR?

y valores de salidas (outputs)

El modelo ilustrado por la figura 3.1 recoge de manera sencilla el propdsito que se
persigue.

En este esquema G representa un modelo generador de datos que proporciona los vec-
tores r; € X, independientes e idénticamente distribuidos de acuerdo con una funcion
de distribucién Fy(z) desconocida pero que se supone no cambia a lo largo del pro-
ceso de aprendizaje. Cada vector z; es la entrada del operador objetivo S, el cual lo
transforma en un valor y; segun una funcién de distribucién condicional Fyx—,, (y). Asi
la maquina de aprendizaje, que denotamos LM (learning machine) agrupa la siguiente
base de entrenamiento,

Z:{(xhyl)a"' 7($n>yn)} QXX)):Z

"Esta teoria busca formas de estimar dependencias funcionales a partir de una coleccién de datos.
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Figura 3.1: Esquema de configuraciéon de una maquina de aprendizaje.

Fy(z) Fyx(y)
G i S Yi
Generador Operador
de Datos Objetivo
LM

Maquina de
Aprendizaje v
Foxy)(z,y)

Fuente: Gonzalez Abril, Modelos de Clasificaciéon basados en Méaquinas de Vectores
Soporte. Elaborado por: Autor.

el cual es obtenido independiente e idénticamente distribuido siguiendo la funcion de
distribucién conjunta:

Fay(z,y) = Fx(z) - Fy/x=(y)

a partir del conjunto de entrenamiento Z, la maquina de aprendizaje “construye” una
aproximacion al operador desconocido la cual proporcione para un generador dado G,
la mejor aproximacion a las salidas proporcionadas por el supervisor. De manera formal
construir un operador significa que la maquina de aprendizaje implementa una familia
de funciones, de tal forma que durante el proceso de aprendizaje, elige de esta familia
una funcioén apropiada siguiendo una determinada regla de decision.

La estimacién de esta dependencia estocastica basada en un conjunto de datos trata de
aproximar la funcion de distribucién condicional F,, x(y), esto en general conduce a un
problema realmente complicado [Vapnik, 1998], [Gonzalez, 2002]; asiduamente se esta
interesado solo en alguna de sus caracteristicas. Por ejemplo se puede buscar estimar
la funcion de esperanza matematica condicional:

E[Y/X = 2] =t/ / ydFya(y)

Por lo tanto, el objetivo del problema es la construccion de una funcién f(z,y) den-
tro de una determinada clase de funciones F elegida a priori, la cual debe cumplir un
determinado criterio, formalmente el problema se puede plantear como sigue:

Dado un espacio vectorial Z de R donde se define una medida de probabilidad
Fr(2), un conjunto F = {f(z),z € Z} de funciones reales y un funcional R : 7 — R.
Buscar una funcion f* € F tal que
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R{f"] = min R|f]

Con objeto de ser lo mas general posible seria bueno elegir el funcional R de tal manera
que se pudiese plantear con él, el mayor numero de problemas posibles. Por ello se
define riesgo, R : 7 — R como sigue:

Definicion 1. Dada una clase F = {f(z),z € Z} de funciones reales y una medida de
probabilidad F'z(z) se define el riesgo, R : F — R, como:

R[f] = / c(z, f(2))dFz(,) (3.1)
zZ
donde c(.,.) se denomina funcioén pérdida (o de coste) y tomara valores no negativos.

A la vista de la figura 3.1 se llega a la conclusion que los valores y; e ¥ no necesaria-
mente coinciden. Cuando esto sea asi, la maquina de aprendizaje habra cometido un
error que se debe cuantificar de alguna forma y este es precisamente el sentido que
tiene la funcion de perdida.

De esta manera, en este planteamiento, dado un conjunto {(x1,y1), -, (Zn,yn)}, €l
principal problema consiste en formular un criterio constructivo para elegir una funcion
de F puesto que el funcional (3.1) por si mismo no sirve como criterio de seleccion,
ya que la funcién F'z(z) incluida en él es desconocida. Para elaborar dicho criterio se
debe tener en cuenta que el riesgo se define como la esperanza matematica de una
variable aleatoria respecto a una medida de probabilidad, por tanto es légico elegir como
estimacion, la media muestral y de aqui la siguiente definicion:

Definicién 2. Dado un riesgo definido por 3.1, un conjunto de funciones F y una mues-
tra{z,--- ,z,}. Al funcional R.,,, : F — R definido como

n

Roglf] = = 3 e, (), feF

n <
i=1

se le denomina riesgo empirico

La forma clasica de abordar estos problemas es: si el valor minimo del riesgo se alcanza
con una funcion f; y el minimo del riesgo empirico con f,, para una muestra dada de
tamafo n, entonces se considera que f,, es una aproximaciéon a f; en un determinado
espacio métrico. El principio que resuelve este problema se denomina principio de mini-
mizacion del riesgo empirico. Este es el principio utilizado en los desarrollos clasicos por
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ejemplo cuando se plantea a partir de un conjunto de datos la regresién lineal minimo
cuadratica.

De lo expuesto hasta aqui, surge la pregunta: puede asegurarse que el riesgo R|[f,] es-
ta cerca del minsc » R[f]? La respuesta es que en general esto no es cierto, entonces,
se llega a la conclusion que la clase de funciones F no puede ser arbitraria, necesa-
riamente se debe imponer algunas condiciones de regularidad a sus elementos, via un
funcional Q[f]. Asi en la elaboracién del problema se debe buscar una adecuada rela-
cion entre la precision alcanzada con un particular conjunto de entrenamiento, medido a
través de R.,,,[f]. y la capacidad de la maquina medida por Q|f]. Ello lleva a considera
el problema de minimizar un riesgo regularizado, donde este se define para algun A > 0
en la forma:

Rreg[ﬂ = Remp[ﬂ + )‘Q[ﬂ

Indicar que en las SVMs, el espacio de trabajo es

F={f(z)=w-z+bweR"beR}

y la restriccion se impone sobre el parametro w, [Gonzélez, 2002].

3.1.2 Maquinas de soporte vectorial para clasificacion

La mejor manera de introduccioén a las Maquinas de Soporte Vectorial (SVMs) es consi-
derar la tarea mas simple de clasificacion binaria. Muchos de los problemas del mundo
real involucran prediccion sobre dos clases. Asi por ejemplo se puede pretender prede-
cir si un tipo de cambio de divisas se desplazara hacia arriba (aumenta) o hacia abajo
(disminuye), dependiendo de los datos econdmicos, o si a un cliente se le debe otorgar o
no un préstamo en base a su historial crediticio. Una SVM es un una maquina de apren-
dizaje abstracta que ensayara (entrenara) de un conjunto de datos de entrenamiento y
conseguira generalizar y hacer predicciones correctas sobre futuras observaciones.

Para los datos de entrenamiento se tiene un conjunto de vectores de entrada, denotada
x;, donde cada vector de entrada tiene una serie de caracteristicas de los componentes.
Estos vectores de entrada se emparejan con las etiquetas correspondientes, que se de-
nota y;, y existe m pares (i = 1,--- ,m). Para esta explicacion, se utiliza una SVM para
predecir la recaida frente a la no recaida de un cancer en particular, basado en los datos
genéticos. En este ejemplo, los casos de recaida serian etiquetados como y; = +1,y
por otra parte los casos de no recaida como y; = —1, con la correspondiente x;, que
son vectores de entrada que codifican los datos genéticos derivados de cada paciente
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1. Por lo general, estariamos interesados en cuantificar el desempefio de la SVM antes
de cualquier uso practico, por lo que se evaluaria una prueba de error basada en datos
de un conjunto de prueba.

Figura 3.2: Clasificacion binaria.-El argumento dentro de la funcién de un clasifi-
cador es w - x + b. El hiperplano separador correspondiente a w - x +b = 0 se muestra
con una linea en este grafico bidimensional. Este hiperplano separa las dos clases de
datos, un lado etiquetado como y; = +1(w - x+ b > 0) y otro lado etiquetado como
yi=—1(w-x+b<0).

Fuente: Colin C., Learning with Support Vector Machines. Elaborado por: Autor.

Los datos de entrenamiento pueden ser vistos como puntos de datos marcados en un
espacio de entrada como se representa en la Figura 3.2. Para dos clases de datos
bien separados, la tarea de aprendizaje consiste en encontrar un hiperplano dirigido,
es decir un hiperplano orientado de tal manera que los puntos de datos en un lado
seran etiquetados como y; = +1 y aquellos en el otro lado como y; = —1. El hiperlano
dirigido encontrado por una maquina de vectores de soporte es intuitivo: es decir, que el
hiperplano es la maxima distancia entre las dos clases de puntos etiquetados, ubicados
a cada lado. Tales puntos mas cercanos en ambos lados tienen mayor influencia sobre
la posicion de este hiperplano de separaciéon y por lo tanto se denominan vectores de
soporte. El hiperplano separador es dado como w - x + b = 0 (donde - representa el
producto interior o escalar), b es el sesgo o desviacion del hiperplano desde el origen
en el espacio de entrada, x son puntos situados dentro del hiperplano y la normal al
hiperplano, los pesos w determinan su orientacion.

Por su puesto, esta imagen es demasiado simple para muchas aplicaciones. En la fi-
gura 3.2 se muestran dos grupos etiquetados que son facilmente separables por un
hiperplano que es simplemente una linea en esta ilustracion bidimensional. En realidad,
los dos grupos podrian ser altamente entrelazados con la superposicion (solapamiento)
de puntos de datos: asi el conjunto de datos no es linealmente separable. Esta situacion
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es una de las motivaciones para introducir el concepto de los nucleos mas adelante en
este capitulo. También podemos ver que los puntos de datos perdidos podrian actuar
como vectores de soporte andmalos con un impacto significativo en la orientacién del
hiperplano: que por lo tanto necesitan tener un mecanismo de gestion de puntos de
datos ruidosos y anémalos. Por otra parte, tenemos que ser capaces de manejar datos
multiclase [Colin and Yiming, 2011].

3.2 MaAaquinas de soporte vectorial para clasificaciéon lineal bi-

naria

Hiperplano
Separador

X2

X1
Normal al

Hiperplano
Separador

Hiperplano
Candnico

(a) (b)

Figura 3.3: Clasificacion binaria, caso linealmente separable. (a): La distancia
perpendicular entre el hiperplano separador y un hiperplano a través de los puntos
més cercanos (los vectores de soporte) es llamado el margen, . x; y x5 son ejemplos
de wvectores de soportes de signos opuestos. Los hiperplanos que pasan a través de los
vectores de soporte son los hiperplanos candnicos y la region entre los hiperplanos
canonicos es la banda de margen. (b): la proyeccion del vector (x; —Xs) sobre la normal
a la hiperplano de separacion (w/||w||2) es 2.

Fuente: Colin C., Learning with Support Vector Machines. Elaborado por: Autor.

La teoria del aprendizaje estadistico es una aproximacion tedrica a la comprension del
aprendizaje y la capacidad de las maquinas de aprendizaje para generalizar. Desde la
perspectiva de la teoria del aprendizaje estadistico, la motivacion para considerar SVMs
como clasificador binario viene de un limite superior tedrico en la generalizacién de
error, es decir, la prediccion tedrica del error cuando se aplica el clasificador a obser-
vaciones futuras. Este limite para la generalizacién del error tiene dos caracteristicas
importantes:

= el limite se reduce al minimo mediante la maximizacion del margen, v, es decir,
la distancia minima entre el hiperplano que separa las dos clases y los puntos de
datos mas cercanos al hiperplano (ver figura 3.3),
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= el limite no depende de la dimensionalidad del espacio.

3.2.1 Caso separable linealmente

Dado un conjunto finito de datos de entrenamiento (ensayo)

S = {(l‘1,y1), ($2;y2)7 T 7(xmyn)}

donde z; € R’ El objetivo es encontrar una funcién 7 que separe perfectamente las
clases y; para todos los puntos de entrenamiento x; y que a la vez sea tan “plana” como
sea posible. En el caso mas simple, dado un conjunto de vectores, se debe encontrar
una funcién lineal 7 de la forma:

m(z) = (w,x) +b

donde (.,.) es el producto interior o escalar. En este contexto “plana” significa que se
debe encontrar un w pequeno.

= O
o O
O O
O

a

o

(b)

(
Figura 3.4: Hiperplanos de separacién en un espacio bidimensional, de un
conjunto de ejemplos separables en dos clases:(a) ejemplo de hiperplano de separacion
(b) otros ejemplos de hiperplanos de separacion, de entre los infinitos posibles.

Fuente: Carmona Suarez, Tutorial sobre Maquinas de Vectores Soporte (SVM). Elabo-
rado por: Autor.

Definicién 3. (Conjunto Separable). Sea S = {(x1,y1), (T2, y2), "+, (Tn, Yn)}, 7 € RY,

vy € {—1,41},i=1,--- ,n, S se dice separable si existe algtin hiperplano (hiperplano
separable) en R? que separe los vectores X = {xy,---,x,} con valor y; = +1 de
aquellos con valor y; = —1.

Dado un conjunto separable de vectores de ensayo S = {(z1,v1), - , (Zn, yn)}, donde

z; € RYey; € {+1,—1}, se puede definir un hiperplano de separacion (ver figura 3.4a)
como una funcién lineal que es capaz de separar dicho conjunto sin error:
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m(z) = (wxr + - +wpxy,) + b= (w,z) + b (3.2)

donde w y b son coeficientes reales. El hiperplano de separacion cumplira las siguientes
restricciones para todo x; del conjunto de ensayo:

(W, ;) +0>0 siy; =+1

(3.3)
(w,x;)) +b<0 siy,=—-1,i=1,---,n
que es equivalente a:
y1(<w,1’1>+b)20,221,,n (34)
de forma mas compacta
ym(x;) >0, i=1,---,n (3.5)

como se puede deducir facilmente de la figura 3.4 (b), el hiperplano que permite se-
parar las observaciones no es unico, es decir, existen infinitos hiperplanos separables,
representados por todos aquellos hiperplanos que son capaces de cumplir las restric-
ciones impuestas por cualquiera de las expresiones equivalentes 3.3-3.5. Sin embargo,
surge la pregunta sobre si es posible establecer algun criterio complementario que per-
mita definir un hiperplano de separacion 6ptimo. De esta manera, primero, se define el
concepto de margen de un hiperplano de separacién, denotado por 7, como la minima
distancia entre dicho hiperplano y el vector de ensayo mas cercano de cualquiera de las
dos clases (ver figura 3.5 (a)). A partir de esta definicion, un hiperplano de separacion
se denominara optimo si su margen es de tamano maximo (figura 3.5 (b)).

La distancia entre un hiperplano de separacion 7(x) y un vector de ensayo z’ viene dada

por
/
[l
siendo | - | el valor absoluto, || - || el operador norma de un vector, y w el vector que, junto

con el parametro b, define el hiperplano 7 (x) y que, ademas, tiene la propiedad de ser
perpendicular al hiperplano considerado. En consecuencia, de las expresiones (3.5) y
(3.6), todos los vectores de entrenamiento cumpliran que:

yﬂ(%)
|||

>ri=1,---,n (3.7)

de donde, se deduce que encontrar el hiperplano éptimo es equivalente a encontrar
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O < ’z’ o
/// /” (@)
27T o
L R [e)
/” o
o
(a) (b)

Figura 3.5: Margen de un hiperplano de separacion: (a) hiperplano de sepa-
raciéon no-o6ptimo y su margen asociado (no maximo), (b) hiperplano de separacion
6ptimo y su margen asociado (maximo)

Fuente: Carmona Suarez, Tutorial sobre Maquinas de Vectores Soporte (SVM). Elabo-
rado por: Autor.

el valor de w que maximiza el margen. Sin embargo, existen infinitas soluciones que
difieren solo en la escala de w. Asi, por ejemplo, todas las funciones lineales A\(< w, z >
+b), con A € R, representan el mismo hiperplano. Para limitar, por tanto, el nimero de
soluciones a una sola, y teniendo en cuenta que (3.7) se puede expresar también como:

ylﬂ—(x1> ZTHWH, t=1,---,n (38)

la escala del producto de 7 y la norma de w se fija, de forma arbitraria, a la unidad, es
decir

Tllw|[ =1 (3.9)

por lo que se concluye que aumentar el margen es equivalente a disminuir la norma de
w, ya que la expresion anterior se puede expresar como

1

(3.10)
|||

T =

Por lo tanto, de acuerdo a su definicion, un hiperplano de separacién éptimo (ver figura
3.6) sera aquel que posee un margen maximo y, por consiguiente, un valor minimo de
llw|| y, ademas, esta sujeto a la restriccion dada por (3.8), junto con el criterio expresado
por (3.9), es decir,

ym(z;) >1,i=1,---,n (3.11)

equivalente a:
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I:l 7
(@) > +1 g
o
(@]
(0]
SV L)

Figura 3.6: Hiperplano de separacion dptimo.- La distancia de cualquier ejemplo,
x;, al hiperplano de separacion 6ptimo viene dada por |m(x;)|/||w||. En particular, si
dicho ejemplo pertenece al conjunto de vectores soporte (identificados por siluetas
solidas), la distancia a dicho hiperplano sera siempre 1/||w||. Ademas, los vectores
soporte aplicados a la funcion de decision siempre cumplen que |7(z)| = 1.

Fuente: Carmona Suérez, Tutorial sobre Maquinas de Vectores Soporte (SVM). Elabo-
rado por: Autor.

La definicion de margen maximo esta directamente relacionado con la capacidad de
generalizacion del hiperplano de separacion, de manera que, a mayor margen, existi-
ra mayor separacion entre las dos clases. Los vectores de ensayo que estan situados
a ambos lados del hiperplano éptimo y que definen el margen o, lo que es o mismo,
aquellos para los que la restriccion (3.12) es una igualdad, reciben el nombre de vec-
tores de soporte (ver figura 3.6). Debido a que estos vectores son los mas cercanos al
hiperplano de separacion, seran los mas dificiles de clasificar y, por tanto, son los Unicos
vectores a considerar a la hora de construir dicho hiperplano.

La busqueda del hiperplano optimo para el caso separable puede ser formalizado como
el problema de encontrar el valor de w y b que minimiza el funcional f(w) = ||w|| sujeto
a las restricciones (3.12), o de forma equivalente

min f(w) = 3llwl|* = 3 (W, w)
sujeto a: (3.13)
yi(lw,z) + b)>1,i=1,---,n

Este problema de optimizacién con restricciones pertenece a un problema de programa-
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cion cuadratico y es tratable mediante la teoria de la optimizacion 2. De esta manera, se
puede demostrar que el problema de optimizacién dado por (3.13) satisface el criterio
de convexidad y, por tanto, tiene un dual. En estas condiciones, y aplicando los resulta-
dos descritos en el apéndice A. En el desarrollo de este proyecto se ha determinado un
esquema para resolver el problema principal. Asi, se deben seguir los siguientes pasos:

Primer paso, construir un problema de optimizacion sin restricciones utilizando la funcion
Lagrangiana a minimizar:

n

1

L(w,b,a) = 5 (w,w) — Zai [y ((w, 2;) +b) — 1] (3.14)

donde los a; > 0 3 son los multiplicadores de Lagrange.

Segundo paso, aplicar las condiciones de Karush-Kuhn-Tucker (apéndice A.3.1), tam-
bién conocidas como condiciones KKT:

OL(w,b, ) - ,
_ _}:.,.: =1 .- A
Ow “ i=1 QY g 0,1 ’ ) 1 (3 5)
OL(w,b, ) Zn .
ob __i:1 ay=0,1=1---,n (3.16)
aill —yi({w,:)) + 0] =0, i =1,--- ,n (3.17)

Las restricciones representadas por (3.15-3.16) corresponden al resultado de aplicar
la primera condiciéon KKT, y las expresadas en (3.17), al resultado de aplicar la de-
nominada condicién complementaria (segunda condicion KKT). Las primeras permiten
expresar los parametros de w y b en términos de «;:

2La teoria de optimizacion establece que un problema de optimizacién, denominado primal, tiene una
forma dual si la funcién a optimizar y las restricciones son funciones estrictamente convexas. En estas
circunstancias, resolver el problema dual permite obtener la solucién del problema primal.

3EI problema que se debe resolver es minimizar la funcién L(w, b, «;) respecto a w y b, y simultanea-
mente requerir que las derivadas parciales de L con respecto a los multiplicadores de Lagrange «; sean
todas nulas, todo ello sujeto al conjunto de restricciones C; = {a; > 0,4 = 1,--- ,n}; a este proble-
ma se le denomina problema primal. Asi, el problema inicial queda como un problema de programacion
cuadratica donde la funcion objetivo es convexa, y los puntos que satisfacen las restricciones forman un
conjunto convexo. Esto significa que se puede resolver el siguiente problema dual asociado al problema
primal: maximizar la funcion L(w, b, «;) respecto a las variables duales «; sujeta a las restricciones im-
puestas para que los gradientes de L con respecto a w y b sean nulos, y sujeta también al conjunto de
restricciones C; = {a; > 0,7 = 1,--- ,n}. Esta particular formulacion del problema dual se denomina
problema dual de Wolfe, y verifica que el maximo de L(w, b, ;) respecto de la variables duales, sujeto a
las restricciones C?, coincide con los mismos valores para w, by «;, que el minimo de L(w, b, ;) respecto
aw Yy b sujeto a las restricciones de (', es decir, la solucién al problema planteado es un punto silla de la
funcion L(w, b, ;).
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wzzgiyixi7 1=1,---,n (3.18)
i=1

y, ademas, establecen restricciones adicionales para los coeficientes «;:

d ay;=0,i=1--,n (3.19)
=1

a partir de las nuevas relaciones obtenidas, se construira el problema dual. De esta
forma, bastara usar (3.18) para expresar la funcidon Lagrangiana unicamente en funcion
de «;. Para lo cual, se puede reescribir (3.14) como

L{w,b,a) = % (w,w) — i%’yz’ (w, x;) — biaiyi + i%‘
i=1 i=1 i=1

Considerando que, segun la condicion (3.19), el tercer término de la expresion anterior
es nulo, la substitucion de (3.18) en dicha expresion resulta ser

L(a) = % Z QYT Z a;yx; | — Z QYT Z ayx; | + Z a;
i=1 j=1 i=1 j=1 i=1
L(a) = —% Z QYT Z ayx; | + Z a;
i=1 j=1 i=1

n 1 n
L(a) = Zaz‘ -3 Z QoY (T, ) (3.20)
i=1

ij=1
En consecuencia, se ha transformado el problema de minimizacién (primal 3.13), en el
problema dual, consistente en maximizar (3.20) sujeto a las restricciones (3.19), junto a
las asociadas originalmente a los multiplicadores de Lagrange:

,

7 - 1 -
méx L(a) = Zai —3 Z iy (T4, 75)
i=1

i,7=1

sujeto a:

i ay; =0
i=1

a>0,1=1,---,n

(3.21)

Del mismo modo que el problema primal, este problema es abordable mediante técnicas
estandar de programacion cuadratica®.

4Sin embargo, como se puede comprobar, el tamafio del problema de optimizacién dual escala con
el numero de muestras, n, mientras que el problema primal lo hace con la dimensionalidad, d. Por tanto,
aqui radica la ventaja del problema dual, es decir, el costo computacional asociado a su resolucién es
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La solucién del problema dual, o*, permitira obtener la solucion del problema primal. Por
lo tanto, bastara sustituir dicha solucién en la expresién (3.18) y, finalmente, sustituir el
resultado asi obtenido en (3.2), es decir:

m(x) = Z ajy; (xx;) + b (3.22)

considerando las restricciones (3.17), resultantes de aplicar la segunda condicion KKT,
se puede afirmar que si «; > 0 entonces el segundo factor de la parte izquierda de dicha
expresion debera ser cero y, por tanto

yi((w*, z5) +0°) =1 (3.23)

es decir, el correspondiente vector de ensayo, (z;;y;), satisface la correspondiente res-
triccion del problema primal (3.13), pero considerando el caso “igual que”. Por definicion,
los vectores de ensayo que satisfacen las restricciones expresadas en (3.13), conside-
rando el caso “igual que”, son los vectores soporte y, por tanto, se puede afirmar que
so6lo los vectores de ensayo que tengan asociado un «; > 0 seran vectores soporte.
De este resultado, también puede afirmarse que el hiperplano de separacion (3.22) se
construira como una combinacion lineal de los vectores soporte del conjunto de ensayo,
ya que el resto de vectores de ensayo tendran asociado un «; = 0.

Para que la definicidn del hiperplano (3.22) sea completa, es preciso determinar el valor
del parametro b*. Su valor se calcula despejando b* de (3.23):

b* = Yus — (W", Tys) (3.24)

donde (z,s, y,s) representa la tupla correspondiente al vector de soporte junto con su
respectivo valor (etiqueta) de la clase a la cual corresponde. Finalmente, haciendo uso
de (3.18) en (3.23), 0 en (3.24), permitira también calcular el valor de b* en funcién de
la solucién del problema dual [Carmona, 2014], [Vapnik, 1998].

3.2.2 Caso linealmente no separable

El problema desarrollado en la seccion anterior tiene escaso interés practico porque los
problemas reales se caracterizan normalmente por poseer observaciones ruidosas, es
decir, no ser perfecta y linealmente separables.

Por ejemplo en la figura 3.7 se observa que existe un punto A dentro de la regién co-
rrespondiente a los puntos B que nunca podra ser separado de ellos por medio de

factible incluso para problemas con un niumero muy alto de dimensiones.
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Figura 3.7: Caso no linealmente separable

Fuente: Carmona Suarez, Tutorial sobre Maquinas de Vectores Soporte (SVM). Elabo-
rado por: Autor.

hiperplanos. En este caso se dice que es un conjunto no separable. Surge entonces
la inquietud de si es posible extender la idea desarrollada en la seccion anterior para
encarar conjuntos no separables. La estrategia para tratar este tipo de problemas es
relajar el grado de separabilidad del conjunto de ensayo, permitiendo que haya errores
de clasificacion en algunos de los vectores del conjunto de entrenamiento. Sin embargo,
sigue siendo el objetivo, encontrar un hiperplano 6ptimo para el resto de casos que si
son separables.

Desde el punto de vista de la formulacién desarrollada en la seccion anterior, un vector
de ensayo es no separable si no cumple la condicion (3.12). Luego se pueden observar
dos casos. En el primero caso, el vector de ensayo cae dentro del margen asociado
a la clase correcta, de acuerdo a la frontera de decision que define el hiperplano de
separacion. En el otro caso, el vector de ensayo cae al otro lado de dicho hiperplano.
En ambos casos se dice que el vector de caracteristicas es no separable, sin embargo
en el primer caso es clasificado de forma correcta y, en el segundo, no lo es (ver figura
3.8).

La idea para afrontar este nuevo problema es introducir, en la condicién (3.12) un costo
adicional (es decir, un aumento en la funcién objetivo primal), un conjunto de variables
reales positivas, denominadas variables de holgura, &;, i, - - - ,n; esto permitira cuantifi-
car el numero de vectores de ensayo no-separables que se esta dispuesto a admitir, es
decir:
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O

Figura 3.8: Casos no linealmente separable.- en el caso de ejemplos no-separables,
las variables de holgura miden la desviaciéon desde el borde del margen de la clase
respectiva. Asi, los puntos de entrada x;, x; y  son, cada uno de ellos, no-separables
(&,&5,€) > 0. Sin embargo, z; esta correctamente clasificado, mientras que z; y xy
estan en el lado incorrecto de la frontera de decision y, por tanto, mal clasificados.

Fuente: Carmona Suérez, Tutorial sobre Maquinas de Vectores Soporte (SVM). Elabo-
rado por: Autor.

En consecuencia, para un vector de ensayo (z;,y;), su variable de holgura asociada,
&;, representa la desviacion del caso separable, medida desde el borde del margen que
corresponde a la clase y; (ver figura 3.8 ). De acuerdo a esta definicion, las variables
de holgura de valor cero corresponden a vectores de ensayo separables, mayores que
cero corresponden a vectores de ensayo no separables y mayores que uno correspon-
den a puntos no separables y, ademas, mal clasificados. Ademas, la suma de todas las
n
variables de holgura, Z &;, permite cuantificar el costo asociado al nimero de observa-

i=1
ciones no separables . De esta forma, en una primera aproximacion, cuanto mayor sea

el valor de esta suma, mayor sera el numero de observaciones no separables.

Una vez relajadas las restricciones, segun (3.25), entonces no basta con plantear co-
mo unico objetivo maximizar el margen, ya que podriamos lograrlo a costa de clasificar
erroneamente muchas observaciones. Por lo tanto, la funcidon a optimizar debe incluir,
de alguna forma, los errores de clasificacién que esta cometiendo el hiperplano de se-
paracion, es decir:

f@.&) = 3llP+C 6 (3.26)
i=1

donde C es un parametro (constante), suficientemente grande, elegida por el investiga-
dor, que permite controlar en qué grado influye el término del costo de observaciones
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no separables en la minimizacion de la norma, es decir, permitira regular el compromiso
entre el grado de sobreajuste del clasificador final y la proporcién del numero de obser-
vaciones no separables. De manera que, si se toma un valor de C grande, permitiria
valores de & muy pequefios. Por el contrario, un valor de C muy pequefio permitiria
valores de & muy grandes, es decir, estariamos admitiendo un nimero muy elevado de
puntos mal clasificados.

Entonces, el nuevo problema de optimizacién consistira en encontrar el hiperplano, de-
finido por w y b, que minimiza el funcional (3.26) y sujeto a las restricciones dadas por
(3.25):

.

1 -
m1n§<w7w> —i—C;&i

sujeto a: (3.27)
yi((w,z) +b)+&—1>0
§i207i217'”7n

El hiperplano asi definido recibe el nombre de hiperplano de separacion de margen blan-
do (soft margin), en oposicion al obtenido en el caso perfectamente separable, también
conocido como hiperplano de separacion de margen duro (hard margin). De manera
similar al caso de la seccion anterior, el problema de optimizacion a ser resuelto pue-
de ser transformado a su forma dual. El procedimiento para obtener el hiperplano de
separacion es similar al caso perfectamente separable. Por tanto, en este caso, sélo
se reproduciran de forma esquematica y secuencial los pasos necesarios para realizar
dicha transformacion.

Primer paso, obtencién de la funcion Lagrangiana a minimizar:

L(w,b, &, 0, ) = % (w,w) + CZ& - Z%[%(Waﬂ?i) —b)+&—1 - Zﬁifi (3.28)
=1 =1

i=1

el siguiente paso es aplicar las condiciones KKT:

OL(w,b,§ 0.f) < _
R =w — ; oYz =0 (3.29)

OL(w.b&a.f)  ~
4 _ ;%yl_o (3.30)
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OL(w,b,&, a, )

[l —y;((w, @) +b) =& =0,i=1,--- |n (3.32)

como paso final se deben, establecer las relaciones entre las variables del problema
primal (w, b, &) con las del problema dual («, ). Para ello, hacemos uso de la relacién
(3.29):

w= Zaiyixi (3.34)
i=1

Establecer restricciones adicionales de las variables duales. Asi se hace uso de las
relaciones (3.30-3.31):

D aiyi =0 (3.35)
=1
C= o, + Bi (336)

Del resultado obtenido en (3.34), eliminar las variables primales de la funcién Lagran-
giana para obtener el problema dual que queremos maximizar:

n 1 n
L(Cv) = ZO&Z‘ — 5 Z Q05 Y Y <$i7 ij> (3.37)
=1

ij=1

Finalmente, se obtiene la formalizacién buscada del problema dual:

’ - 1 .
maxZai 5 Z Q05 Y 5 (i, 33]‘>
i=1 1,j=1
sujeto a: (3.38)
> _ay: =0
i=1
0<a; <C,i=1,---,n

De esta manera, la solucion del problema dual nos permitira expresar el hiperplano de
separacion éptima en términos de o*. Por tanto, bastara tener en cuenta dicha solucion
y sustituir la expresion (3.34) en (3.2), es decir:
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m(x) = afy; {w,z;) +b* (3.39)

=1
Para obtener el hiperplano final es necesario determinar el valor del parametro b* (ses-
go), pero antes de obtener una expresion para el calculo de b*, se considera algunos
resultados interesantes.

Considerando la restriccion 3.36 se tiene que:

= Siq; = 0, entonces C' = f3;, que conjuntamente con la restriccion (3.33) se deduce
que &; = 0. Entonces, se puede afirmar que todos los puntos x; cuyo «; asociado
sea igual cero corresponden a puntos separables (§; = 0).

= Por otra parte, todo punto no separable, z;, se caracteriza por tener asociado
un & > 0 (ver figura 3.8). En este caso, y de la restriccion (3.33), se deduce
que 3; = 0. A su vez, de este ultimo resultado y la restriccion (3.36), se deduce
que «; = C'. Entonces, se puede afirmar que todos los puntos x; cuyo a; = C
corresponderan a ejemplos no separables (§; > 0).Ademas, dado que, en este
caso, o; # 0, de la restriccion (3.32) se deduce que

1—y((w*, z) +b°) =& =0

es decir
1- yﬂ(ﬂii) =&

Donde se pueden considerar dos casos (ver figura 3.8).

e En el primer caso, el punto, z;, aunque siendo no separable, esta bien clasi-
ficado, es decir, y;7(z;) > 0, entonces & = 1 — |m(z;)|

e En el segundo caso, el punto, x;, siendo no separable, esta mal clasificado,
es decir, y;m(z;) < 0, entonces §; = 1 + |7(z;)|

= Finalmente, se considera el caso: 0 < «; < C, en esta situacion, la restriccion
(3.36) permite afirmar que 3; # 0y, de este resultado y la restriccion (3.33), se
deduce que & = 0. Igualmente, si 0 < «; < C, de la restriccion (3.32) y del
resultado obtenido anteriormente (&; = 0), se deduce que

1 —y((wa)+0%)=0

Por tanto, se puede afirmar que un punto, x;, es vector soporte si 'y solo si 0 <
o < C.



42

De la expresion anterior, se esta en disposicion de calcular el valor b*, es decir

b=y — (W) VitgO0<o <C (3.40)

Obsérvese que, a diferencia del caso perfectamente separable, ahora, para el calculo
de b*, no es suficiente con elegir cualquier vector de ensayo (observacion) z; que tenga
asociado un «; > 0. Ahora, se habra de elegir cualquier vector ensayo z; que tenga
asociado un «; que cumpla la restriccion 0 < «; < C. Finalmente, haciendo uso de
(3.29), es posible expresar b* en términos de las variables duales:

b* =y; — Za*yi (rj,z;) Vitq0<oa; <C (3.41)
j=1
donde los coeficientes o}, = = 1, - - , n, corresponden a la solucion del problema dual.

En resumen, en el caso de vectores de ensayo (observaciones) no separables, hay dos
tipos de vectores de ensayo para los que los o # 0. Aquellos, paralos que 0 < o} < C,
que corresponderian a vectores soporte “normales” y, aquellos para los que o] = C,
asociados a casos no separables. Estos ultimos reciben el nombre de vectores so-
porte “acotados” (bounded support vectors). Ambos tipos de vectores (observaciones)
intervienen en la construccion del hiperplano de separacion. El problema dual del ca-
so no separable (3.38) y el correspondiente al caso perfectamente separable, (3.21),
son practicamente iguales. La unica diferencia radica en la inclusion de la constante C
(funcion de pérdida) en las restricciones del primero. [Vapnik, 1998], [Carmona, 2014],
[Gonzélez, 2002], [Jiménez y Rengifo, 2010].

3.2.3 Maquinas no lineales de vectores soporte

En las primeras secciones de este capitulo se ha trabajado, tanto en el caso separable
como el caso no separable, considerando conjuntos de funciones lineales en los para-
metros®, las mismas salvo el caso de las funciones constantes, constituyen el conjunto
de funciones mas simples posible. En esta seccién se estudia el problema de generali-
zar los desarrollos anteriores para el caso de conjuntos de funciones no necesariamente
lineales en los parametros. La idea es utilizar eficientemente conjuntos de funciones ba-
se, no lineales, para construir espacios transformados de alta dimensionalidad y buscar
hiperplanos de separacion optimos en los espacios asi transformados; cada uno de
estos espacios es llamado espacio de caracteristicas, para diferenciar del espacio de
entrada (inputs, espacio-x).

5La relacion que liga los parametros del modelo w € R% y b € R se expresa en términos de sumas y
diferencias.
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Lo Espacio de entrada (inputs) () Espacio de caracteristicas

¢(l°1)

Figura 3.9: Maquinas no lineales de vectores soporte.- El problema de la bis-
queda de una funcién de decisiéon no lineal en el espacio del conjunto de ejemplos
original (espacio de entradas), se puede transformar en un nuevo problema consistente
en la busqueda de una funcion de decision lineal (hiperplano) en un nuevo espacio
transformado (espacio de caracteristicas).

Fuente: Carmona Suérez, Tutorial sobre Maquinas de Vectores Soporte (SVM). Elabo-
rado por: Autor.

Para conseguir tal fin, primeramente se observa que los vectores del conjunto de ensayo
(inputs o entradas) forman parte de la solucién (3.39) del problema de clasificacion, a
través de los productos escalares, (z;,z;), 1,7 =1,---,n

Las ideas dadas por varios autores, permiten el siguiente desarrollo: Sea una aplicacion
(transformacion), a la que se denota por ®, del conjunto de entrada X € R? en un
espacio vectorial F (en la practica se utilizan espacios de dimensién mucho mayor que
d) dotado de un producto escalar:

d:XeR = F (3.42)

que hace corresponder a cada vector del conjunto de ensayo z; con un punto ®(z;) en
el espacio F. Entonces, en lugar de considerar el conjunto de vectores {zy, - ,x,}
se consideran los vectores transformados {®(x;),---,®(x,)} y asi, si se plantea el
problema de optimizacién original a estos vectores, es decir, se cambia de vectores de
ensayo y de espacio de entrada, entonces se tiene que los nuevos vectores entran a
formar parte de la solucion del problema, solo a través del producto escalar definido en
JF como funciones de la forma (®(z;), ®(z;)) ». Por tanto si se considera una funcién

k:FxF—=R

a la que se denominara funcioén nucleo o kernel, tal que
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k(wi,a;) = (2;) @ ®(25) = (D(:), D(27)) ,

para resolver el algoritmo no se necesita conocer la forma explicita la aplicacion ®, solo
es necesario conocer la funcion nucleo.

La idea entonces es construir un hiperplano de separacion lineal en este nuevo espacio.
La frontera de decision lineal obtenida en el espacio de caracteristicas se transformara
en una frontera de decision no lineal en el espacio original de entradas (ver figura 3.9).
En este sentido, la funcién de decision (3.2) en el espacio de caracteristicas vendra
dada por 8

m(@) = (i ®(z1) + -+ + wp () = (w; () (3.43)

y, en su forma dual, la funcidn de decision se obtiene transformando convenientemente
la expresion de la frontera de decision (3.39) en:

m(x) = Zozfyzk(x,ay) (3.44)
i=1

donde K (x;z;) es la funcién kernel. Por tanto, una funcién kernel puede sustituir con-
venientemente el producto escalar en (3.39). Asi, dado el conjunto de funciones base,
O(z) = ®(xq),--+ ,P(x), el problema a resolver en (3.44) sigue siendo encontrar el
valor de los parametros o, i = 1,--- ,n que optimiza el problema dual (3.38), pero
expresado ahora como:

7’ = 1 <
maXZ o — 3 Z ;oY Yk (g, @)
i=1 i,j=1
sujeto a: (3.45)
Z iy =0
i=1
0<a<Cri=1,,n

Asi, resolver el problema, de la maquina de soporte vectorial, en un espacio de dimen-
sion superior al del espacio de entrada, donde se trabaja con un conjunto de funciones
lineales, la solucion resultante es lineal en este espacio, pero no necesariamente es
lineal en el espacio de entrada X, de esta manera se esta generalizando el problema
basico a conjuntos de funciones no lineales. En la seccién anterior se trabajo con fun-
ciones lineales de la forma:

80bsérvese que se ha prescindido del termino b puesto que éste puede ser representado incluyendo
en la base de funciones de transformacion la funcién constante ®(x) = 1
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m(r) =2 -w=(w,x)+b

n
donde el vector solucion w estaba dado por w = E ;1;7;, en término de los vectores

=1
N’US

soporte w = Zaiyisi' Si se lleva a cabo la transformacion de los datos, el vector

=1

solucion w queda

w= i aiyiq)(xi)
i=1

y en términos de los vectores soporte

NUS
W= ayd(s) (3.46)
i=1
donde por ®(s;) denotamos los vectores soporte del conjunto {® (), -, P(z,)},

[Jiménez y Rengifo, 2010],[Carmona, 2014].

Claramente, se observa que la aplicacion ® aparece explicitamente en la solucién del
vector w € F dada en (3.46), pero cuando sobre un nuevo vector de entrada z se
realiza la fase de prueba, no es necesario tener identificada la transformacion ® ya que
la solucidén viene dada por:

st

m(x) = Z ay; (®(s), @(z)) +b (3.47)

y escrita en términos de la funcién nucleo:

st

m(z) =Y aiyik(s;, x) +b (3.48)

3.3 Maquinas de Soporte Vectorial para la multiclasificacion

En la seccion preliminar, se ha considerado problemas de clasificacion con solo dos cla-
ses (binaria). Sin embargo, comunmente en los problemas reales es necesario discrimi-
nar entre mas de dos clases (/>2), asi es necesario hablar de problemas de clasificacién
multiclase. El paso a un problema de multiclasificacion no es tan evidente como, a pri-
mera vista, puede parecer y se ha de elaborar una metodologia precisa que nos permita
resolver este problema de la forma mas adecuada posible. Por ello, en esta seccion se
propone una maquina de vectores soporte para la multiclasificacién que basada en la
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maquina /-SVCR que proporciona una salida probabilistica que resuelve el problema de
asignacion de etiqueta en caso de empate y nos proporciona un grado de confianza de
la fiabilidad que un investigador deposita en el modelo.

3.3.1 Introduccion

Sea Z un conjunto de vectores de entradas (inputs):

Z ={xy,- ,x,} CX CR"

e ) = {61,02,---,0,} el conjunto de todas las posibles etiquetas, donde />2 (para
I=2 se tiene las SVMs expuestas en las secciones anteriores). Dentro del conjunto de
entrenamiento Z = {(z;,y;)}, es util realizar una particion a partir de los conjuntos

Zy = {(x;,y;), tales que y; = 0},

por lo que se tiene:

l
UZk =7
k=1

y para cualquier k # h se sigue Z,N Z;, = (), como es facil verificar. Sea n;, el nimero de
vectores de entrenamiento del conjunto Z;, con lo que se tiene: n = ny+nq+- - -+ny; y por
I, el conjunto de indices i tales que (z;, y;) € Z; de donde se tiene que U, {(7:,4:)} =
Z,.

La forma mas habitual de utilizacion de las maquinas de vectores soporte para resolver
problemas de multiclasificaciéon, admite dos tipos de estructura:

= Maquinas biclasificadoras SV generalizadas: Construyen una funcién clasificadora
global a partir de un conjunto de funciones clasificadoras dicotémicas (biclasifica-
doras).

= Maquinas multiclasificadoras SV: Construyen una funcion clasificadora global di-
rectamente considerando todas las clases a la vez.

3.3.2 Maquinas biclasificadoras generalizadas

Este tipo de maquinas da solucién al problema de la multiclasificacion transformando
las | particiones del conjunto de entrenamiento en un conjunto de L biparticiones, en
las cuales construye la correspondiente funcion discriminadora (es lo que se denomi-
na esquema de descomposicién) obteniendo f,--- , f; clasificadores dicotémicos o
biclasificadores. A continuacion, mediante un esquema de reconstruccion, realiza la
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fusion de los biclasificadores f;, ¢ = 1,---, L con objeto de proporcionar como salida
final, una de las / clases posibles, {6, --- ,6;}.

Dentro del esquema de descomposicion, las maquinas mas utilizadas son:

= Maquinas de vectores soporte: 1-v-r (one-versus-rest). Maquinas de vectores so-
porte, donde cada funcion clasificadora parcial f;, enfrenta la clase 6¢; contra el
resto de las clases.

= Maquinas de vectores soporte: 1-v-1 (one- versus- one). Maquinas de vectores
soporte, donde cada funcion clasificadora parcial f;;, enfrenta la clase 6; contra la
clase 0;, sin considerar las clases restantes.

Una vez construidas las L maquinas biclasificadoras, segun estos métodos, se ha de
determinar la respuesta global de la maquina frente a un nuevo input x. Para ello, se
tiene en cuenta principalmente las L etiquetas proporcionadas (se incluye una nueva
etiqueta 6, = (), para aquellos casos en los que la maquina no selecciona una etiqueta
concreta, contabilizando de esta forma todos los “No"votos en esta etiqueta artificial)
por las funciones discriminadoras f, asi como sus correspondientes salidas numéricas
fk($)7 k = 1,2,"- ,L.

El método de reconstruccion mas habitual, es el esquema de votacién, donde se tiene
en cuenta exclusivamente las etiquetas proporcionadas por las L maquinas biclasifica-
doras, {f1,--- , fr}. De esta forma, el esquema de reconstruccion parte de un conjunto
formado por las etiquetas {0; }~_, donde 0; = ¢, para algini = 0,1,--- ,l. A partir de
este conjunto realiza un recuento de todas las etiquetas (sin tener en cuenta, cuando
aparezcan, la etiqueta 6, = 0):

Etiquetas | Votos
0 my
O mp
0; my
L — myo
donde m;, coni = 1,--- 1 es el nUmero de veces que las maquinas f,, k = 1,--- , L

asignan sus votos a la etiqueta 60;; y m es el nimero de veces que las maquinas f3,
k =1,---, L no asignan ninguna etiqueta concreta.

Un esquema de reconstruccion posible, es la votacion por unanimidad. En este esque-
ma se toma como salida global de la maquina aquella etiqueta que haya obtenido todos
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los votos posibles. A veces, es mas adecuado considerar un esquema de votacién por
mayoria absoluta donde se toma como salida global de la maquina aquella etiqueta
que haya obtenido mas de la mitad de los votos posibles. Otra posibilidad, es considerar
un esquema de votacion por mayoria simple donde se toma como salida global de la
maquina aquella etiqueta que haya obtenido mas votos (la moda de la distribucion de
las etiquetas {0} }£_)).

En este ultimo esquema de votacion se puede presentar empates entre etiquetas. Este
problema permite diferentes soluciones, segun el tipo de arquitectura de la maquina,
pero actualmente no existe una solucion aceptada como valida por todos los investiga-
dores [Gonzalez, 2002].

MaAquinas de vectores soporte 1-v-r

Esta aproximacion del problema fue dada por Vapnik en [Vapnik, 1998]. Este tipo de
maquina multiclasificadora construye / bi-clasificadores donde la funcién discriminante
fe, k=1,2,--- [ discrimina los vectores de entrenamiento de la clase k, 7, del resto
de vectores de las otras clases, Z\Z;, esto es, si el biclasificador f; lleva a cabo la
discriminacion de las clases sin error, entonces sign(fi(z;)) = 1, si el vector z; € Zy y
sign(fr(x;)) = —1, si el vector x; € Z\ Zj.

De esta forma, dado una nueva entrada x, la salida numérica de la maquina f,(z) se
interpreta de la siguiente forma:

Or si sign(fu(z)) =1
bo si sign(fr(z))

es decir, la funcion O(+) etiqueta cada vector input , en funcién del valor f,(z) dado por

Ofula)) = g

la maquina.

En este esquema, por construccion, ninguna etiqueta puede tener dos votos puesto
que aparece explicitamente en una sola maquina. Si existe un Unico voto entonces la
maquina global asignara aquella clase que haya obtenido este voto, puesto que en es-
tas circunstancias todos los métodos de votacion coinciden. El problema se planteara
cuando haya mas de una etiqueta con votos.

Las caracteristicas de este multiclasificador son las siguientes:

m Se necesitan estimar / funciones biclasificadoras, es decir, se han de resolver /
problemas SVM estandar.

= En la construccion de los biclasificadores intervienen todos los elementos del con-
junto de ensayo Z, es decir, los biclasificadores disponen de toda la informacion
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proporcionada por los datos.

= Es conocido, y esta contrastado, que este procedimiento normalmente proporcio-
na buenos resultados, [Gonzalez, 2002].

Los dos principales inconvenientes que presentan este tipo de maquinas multiclasifica-
doras son:

= En caso de tener dos 0 mas etiquetas empatadas en numero de votos, no se en-
cuentra dentro de la construccion un indicador que nos permita discriminar entre
ellas. Podria pensarse en la utilizacion de las salidas numéricas fi(z), pero éstas
no son adecuadas, por la propia naturaleza de las SVMs, puesto que la solucién
SVM se construye obligando a que la separacion entre las dos clases sea la uni-
dad.

= No es posible asignar un nivel de confianza a la salida global, a partir de los /
biclasificadores, [Gonzalez, 2002].

Maquinas de Vectores Soporte 1-v-1

1(1-1)
2

sificadores donde la funcion discriminante f;;,, 1 < k < h <[ discrimina los vectores de

En esta aproximacién del problema de multiclasificacion se construyen L = bicla-

entrenamiento de la clase k, Z;,, de los vectores de entrenamiento de la clase h, Z;,, esto
es, si el biclasificador f, lleva a cabo la discriminacion de las clases sin error, entonces
sign(frn(x;)) = 1, si el vector x; € Zy y sign(fin(x;)) = —1, si el vector z; € Z,,. Los
restantes vectores de entrenamiento Z\{Z, | J Z.} no se consideran en la construccion
del problema de optimizacion.

De esta forma, dado un nuevo input z, la salida numérica de la maquina fi,(x) se

interpreta de la siguiente forma:

1
—1.

01 st sign( fun(x
O(frn(r)) = g fial)

On si sign(fen(z))

En esta construccion, el niumero maximo de votos que puede tener una determinada
clase 0, es el [ — 1, ya que es el nUmero de veces que aparece en la construccion de
las funciones f;. De esta forma, si se utiliza el esquema de votacion por unanimidad,
se considera como salida global de la multiclasificacién aquella etiqueta ¢, que haya
obtenido [ — 1 votos, que por construccion, si existe, debe ser Unica. Si no es posible
aplicar este esquema, porque no existe tal etiqueta, se puede aplicar el esquema de
votaciéon por mayoria absoluta, en este caso se toma como salida global, la etiqueta 6,
-1

tal que m; > my, donde h # k para todo h y m; > =-. Si se adopta el esquema de
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votacion por mayoria simple entonces se toma como salida global, la etiqueta 6, tal que
my > my donde h # k para todo h. Si finalmente, se presenta una situacion con dos
0 mas etiquetas empatadas en numero de votos, habra necesariamente que acudir a
alguna otra caracteristica procedente de la maquina 1-v-1, que nos permita elegir entre
ellas.

Las caracteristicas, mas significativas, de este multiclasificador son las siguientes:

= Se necesita estimar @ funciones biclasificadoras, es decir, es necesario entre-

1(1—1)
2
reducido.

nar maquinas SV estandar, aunque con un conjunto de entrenamiento mas

= Es posible asignar un nivel de confianza a la salida global, utilizando la interpreta-
cion probabilistica de las SVMs.

= Es conocido que este procedimiento es, generalmente, preferido al esquema 1-v-r
como asi lo demuestran diferentes estudios empiricos.

Los dos principales inconvenientes que presentan este multiclasificador son:

= Cada uno de los biclasificadores es entrenado con datos extraidos de solo dos
clases del conjunto de entrenamiento por lo que la varianza es mayor y no propor-
ciona informacion sobre el resto de clases. Ademas, cada maquina f;;, entrenada,
no utiliza la informacion disponible en los datos que quedan fuera de las etiquetas
0, y 05, lo que supone una preocupante pérdida de informacion.

= El nimero de clasificadores, en comparacion con las maquinas 1-v-r es alto, si el
numero de etiquetas / es grande. Por ejemplo, si | = 6 se tendria que entrenar 15
maquinas, [Gonzalez, 2002].

3.3.3 Maquinas multiclasificadoras

Dentro de las maquinas de vectores soporte, también, es posible obtener de forma direc-
ta un multiclasificador, incorporando todas las etiquetas directamente en la configuracion
de un unico problema de optimizacion.

Una primera aproximacion se da en [Vapnik, 1998]. Siguiendo la notacion dada en la
anterior referencia, se denota los vectores de entrenamiento por
1 1 l l

1’1’.-- ,:L’nl’--. ’xl,--. 7xnl

donde el superindice k en z¥ denota que el vector pertenece a la clase k. Se considera
el conjunto de funciones lineales
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fk;(l’):wk'lll—i‘bk, kzl,,l

El objetivo es construir [ funciones (obtener [ pares (wy, bx) de parametros) tales que
para cada vector de entrada x, el clasificador

m=arg kglléxl{wk x4+ b}

discrimine adecuadamente todos los vectores de entrenamiento sin error. Esto es, que
las desigualdades
W by — W™y — by > 1

sean ciertas paratodo k = 1,--- ,[, m #kei=1,---  n. Siexisten soluciones a este
problema, se elige entre ellas, el par de parametros (w*,b;), k = 1,--- ,1 para el cual,
el funcional

I I
DI =D et ot
k=1 k=1

sea minimo. Si, por el contrario, el conjunto de entrenamiento no puede ser discriminado
sin provocar error en la clasificacion, entonces el objetivo es minimizar el funcional

ZHW’“HQ+CZZ£

k=1 i=1
sujeto a las restricciones
W4 by — W™y — by > 1 —

parai =1,--- ,ny 1 <k, m < [. Para resolver este problema de optimizacion se usa
las mismas técnicas de optimizacion que en el caso de las SVMs con dos clases y se
obtiene que:

1. La funcién fi(z) presenta el siguiente desarrollo en términos de los vectores so-

porte:
ZZz—lalkm)x :E ZZ]—laz(mk)x "t + by
m#k m#£k
2. Los coeficientes a;(k,m), k=1,--- . m,m # k,i=1,--- ,ng, j=1,--- n, de

este desarrollo tienen que maximizar la forma cuadratica:



W(a) = ZZ[Z&Z(/{,m)

k=1 mak Li=1

_% > (Z a;(k, m*)a; (k, m) (2 -

m*#k \i,j=1

£33 aulm Ry, K 2)

i=1 i=1

Nk Nm

—23 73" aulk,m)ay(m. k)(at - o)

i=1 i=1

sujetos a las restricciones

m#£k
ng Nm
Z Zaz(k,m) = Z Zaj(m, k),
m#k i=1 m#k j=1
k=11
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Asi, se tiene que para | > 2 se han de estimar simultdneamente n(l — 1) parametros

ai(k,m),coni=1,--- ng,m#k k=1, donden = >}_, n.

Como en el caso del biclasificador SVM, para construir la maquina de vectores soporte

no lineal basta con sustituir el producto escalar z; - 2 por una funcion nucleo k(ac;-“,xj)

en las ecuaciones correspondientes. Otra aproximacion a estos problemas de multicla-

sificacion, aparece en [Weston and Watkins, 1998], donde segun los autores, es una

aproximacion mas natural que las dadas por los esquemas de descomposicion y re-

construccion, seguidos con los biclasificadores, ya que se considera todas las clases a
la vez. Esta aproximacion sigue un camino muy similar al dado en [Vapnik, 1998] donde

el problema de optimizacion consiste en minimizar la funcion

N | =

l n
DI+ ) e
k=1

i=1 m#k

sujeto a las siguientes restricciones:

Wz by > W™ x4 by + 2 — €T

70
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>0, i=1--,n, me{l,2,-- Nk

La funcion de decision viene dada por:

f(a) = argméx(w® - +b), k=1L

La resolucién del problema de optimizacion proporciona la siguiente solucion:

fla) = argméx | D Ai(w;-x) = D af(wi-a) + by |,

i:yi:k i:yﬁék
donde
l . n n
1siy, =k
A=Yak b= TITE S =S A, k=1
k=1 0siy; #k i—1 i—1
y

0<af<C, afF=0, i=1,---,n, me{l,2,---,1}\k

Claramente, como en todas las maquinas de vectores soporte, si se reemplaza el pro-
ducto escalar (z; - ;) por una funcién nucleo k(z;, z;), se tiene una maquina no lineal.
Como se apunta y comprueba empiricamente en [Weston and Watkins, 1998], esta ma-
quina de multiclasificacion, tiene resultados similares, en términos de porcentaje de erro-
res, a las maquinas (1-v-1) y (1-v-r).

Las caracteristicas de estos dos multiclasificadores, que incorporan todas las clases a
la vez, son las siguientes:

= Se necesita estimar una unica funcion multiclasificadora, pero sobre un proble-
ma de optimizacion que resulta mucho mas complejo que en los problemas de
biclasificacion.

= La salida que resulta de la maquina no necesita ser interpretada en términos de
un esquema de votacion, y por tanto, el investigador no tiene que establecer un
método de votacién a priori, ya que va recogido dentro de la configuracion de la
maquina.

Los dos principales inconvenientes que presentan estos multiclasificadores son:

= Pensamos que el mayor inconveniente que presentan estas configuraciones de
“todas las clases a la vez”, es él de ser una caja negra, en el sentido de no poder,
evaluar a través de una salida intermedia, como se ha llegado a la salida ultima y
medir la bondad de la misma.
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= No es posible asignar un nivel de confianza a la salida global proporcionada por la
maquina.

Veamos mas detenidamente el inconveniente dado anteriormente en primer lugar. Si se
nos presenta una nueva entrada x cuyo etiquetado, en caso de realizarse mal, pueda
traer desagradables consecuencias, lo correcto sera estudiar en profundidad como el
multiclasificador ha llegado al etiquetado final, con objeto de corregir o tener en cuenta
donde se ha producido el error. Esta posibilidad de trabajo es posible realizarla con las
maquinas SV de multiclasificaciéon siguiendo un esquema 1-v-1, o un esquema 1-v-r, sin
mas que exigir a la maquina que nos presente los resultados intermedios.

Por todo ello, consideramos mas adecuado trabajar con maquinas multiclasificadoras
que siguen un esquema de descomposicion y reconstruccion, puesto que con éstas,
podemos obtener como salidas los resultados de todas y cada una de las maquinas
implementadas, y de esta forma disponer de un conjunto de resultados que nos permita
tener una mayor capacidad de evaluacion de la funcionalidad global.

Por otro lado, como empiricamente se ha demostrado que las maquinas 1-v-1 propor-
cionan mejores resultados que las maquinas 1-v-r, nosotros optamos por aquellas. Sin
embargo, hemos apuntado anteriormente una serie de inconvenientes que seria ade-
cuado paliar en lo posible, modificando la configuracion inicial de estas maquinas, antes
de su utilizacion.[Gonzélez, 2002].

3.4 Funciones Nucleos

El objetivo de esta seccion es generalizar los problemas de optimizacion de las maqui-
nas de soporte vectorial sobre clases de funciones no necesariamente lineales. Como
ya se habia comentado anteriormente, para realizar esta generalizacién al caso no li-
neal, se ha de definir una aplicacion real de dos variables con ciertas caracteristicas
determinadas, a la que se denominara funcién ntcleo. De entre todas, se destaca que
la principal caracteristica de este tipo de funcion es que debe ser expresada a través de
un producto escalar de una transformacion de los vectores de entrada X’ en un espacio
caracteristico de dimension superior, H.

En las diferentes maquinas de soporte vectorial, que se ha estudiado, se resolvia un
problema de optimizacion cuadratica sujeto a un conjunto de restricciones lineales. Asi,
en el problema de maquina biclasificadora estandar:

1 n ,;-J:,;-Lu+b—1+7;20, VZ'
min = ||w||* + C - Z &;sujeto a: i ( ) . (3.49)
weR? 2 i=1 & =0,V
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el objetivo es encontrar un hiperplano discriminador (la solucion) dentro del siguiente
conjunto de funciones lineales (se busca un hiperplano separador en R?):

F={f:XCR' > R/f(z) = (w,x) + b, dondew € R? b € R} (3.50)

donde cada una de las funciones queda determinada a partir de dos parametros w € R?
y b € R. El pardmetro w se expresa en la forma (ver ecuacion (3.25)):

Nsv

n
W = E QiYiS; = E Bizi
i=1 i=1

donde, como se indicé anteriormente por Ng,, se denota el numero de vectores de
soporte y por s; los vectores de soporte del conjunto de ensayo {x1,--- ,x,}. Ademas,
se recuerda que los 3; son nulos salvo en los vectores de soporte y se verifica que

> B=0
i=1

Por otro lado, se tiene que el parametro b se determina a partir de las condiciones de
Karush-Kuhn-Tucker, resolviendo para cada vector de soporte una ecuacion lineal y to-
mando como valor b un valor promedio de todas esas soluciones. Por tanto, la solucion
lineal al problema de optimizacién se expresa a través de una funcién, que puede escri-
birse como sigue por la linealidad del producto escalar:

flx) = Zn:ﬁixi,fﬂ +b= zn:ﬁi (z;, ) + 0.
1=1 i=1

Asi, en la representacion de la funcion de decision (funcién discriminadora), solo se
necesita el producto escalar de los vectores de entrenamiento {x;, 2, - ,z,} con el
nuevo vector de entrada x € X.

Como ya se indicd, lo mas importante de esta expresién de la solucién es que en ella
intervienen los vectores de entrada exclusivamente a través del producto escalar, lo
cual permite utilizar una técnica introducida por primera vez en [ABR64] que consigue
generalizar el problema (3.49) a conjuntos de funciones no lineales.

Sea un conjunto de vectores de entrenamiento:

Z = {($1,Z/1)7"‘ 7(Imyn)} CAx)Y

siguiendo las ideas expuestas en las secciones anteriores, lo practico seria encontrar un
hiperplano separador 6ptimo en un determinado espacio tal que en mencionado espacio
el conjunto de entrenamiento fuese separable, con lo que no se tendria ninguna pérdida
en la funcion objetivo.
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Por ello, desde el punto de vista del problema de optimizacién, seria muy conveniente
dado un conjunto de vectores de entrenamiento Z, no necesariamente separable, rea-
lizar una transformacioén ¢ de los vectores inputs X = {z1,--- , z,} tal que convierta el
conjunto transformado,

Z¢ = {(¢<$1)7y1),"' 7(¢<$n>7yn)ﬂ} (351)

en un conjunto separable, en un espacio adecuado. Aun cuando este problema no siem-
pre tendra solucion, si permitira ampliar el campo de trabajo al poder considerar otras
clases de funciones clasificadoras distintas de las lineales. Sin embargo, la imposibilidad
de poder obtener siempre conjuntos separables se ha de tener en cuenta en el proble-
ma de la generalizacion. El hiperplano solucién no puede ser cualesquiera, hay que
buscar una relacion entre suavidad y ajuste que necesariamente lleva, en los problemas
practicos, a tener que plantear el problema con alguna funcién de pérdida.

Formalmente, el problema se plantea como sigue: dado el espacio de los vectores de
entrada X" se considera una transformacion ¢ de este espacio en un espacio vectorial,
que se denotara por H y llamara espacio caracteristico, en la forma:

d: X CRY 5 HCRY (3.52)

donde normalmente la dimensién de 7{(d’) es muy superior a la dimensién del espacio
X (d << d'). A partir de esta transformacion @, en lugar de la clase de funciones dada
en (3.50), se considera la clase

Fs={f: X CR* 5 R/f(z) = (w, $(v)),, + b, donde w € R, b € R} (3.53)
donde (-, -),, denota un producto escalar definido en H.

Planteando el problema de optimizacién de la SVM a los vectores transformados (3.51),
se obtiene un problema de optimizacién que proporciona, segun la clase de funciones
dada en (3.53), una solucion lineal en el espacio caracteristico, pero no necesariamente
lineal en el espacio de las entradas.

Para una mayor simplicidad en los desarrollos y con intencion de hacerlos mas operati-
vos, se utiliza la siguiente notacion para el producto escalar en H:

(0(x), 0(a")) = k(z,2)

y, si se reemplaza en todos los desarrollos del problema (3.49), (z,z') por k(z, '), se
obtiene el siguiente problema de optimizacién convexa no lineal:



57

= i co(xi) —b) -1+ >0, V,
min 1||w||2 +C - Gsujeto a: b+ (- 9lz:)) = 0) . (3.54)
weRd 2

i—1 & >0, VY

cuya solucion viene dada por:

W= Zﬁ@(wi)

y proporciona la siguiente funcion en F:

fa) =" Bik(x,z;) + . (3.55)
i=1
sin mas que cambiar el producto escalar (x;, x) por k(z;,z) parai=1,--- ,n.

De esta forma se tiene una funcién k(z;, ) que juega un papel muy importante no solo
en las maquinas de soporte vectorial, sino en toda la teoria del aprendizaje estadistico,
y que es objeto de muchas investigaciones en la actualidad. Asi, se da la siguiente
definicion:

Definicion 4. (de nucleo de Mercer) Una funcién nucleo es una funcion real de dos
variables, denotada por k, que verifica:

k: X xX—=R

(@, ) = k(x,2") = (6(x), (2'))yy
donde ¢ es una aplicacién definida como en (3.52).

Por todo lo anteriormente expuesto, se sigue que la solucion al problema de optimizacion
(3.54) se expresa en términos de la funcién nucleo k(-, -), sin tener en ningin momento
que conocer la transformacion ¢, ya que ésta aparece implicitamente en (3.55) a traves
del producto escalar definido en 7. Por tanto, si la funcién nucleo k(x,z’) es facil de
evaluar, parece razonable utilizar & sin tener que utilizar para nada la aplicacion ¢, ya
que entre otras razones:

= suele ser dificil de tratar con ella,
= no siempre es posible determinarla de forma explicita.

Un resumen de lo visto hasta ahora se puede observar en la figura 6.1. En esta figura,
se observa que la idea inicial, en las maquinas de vectores soporte, es transformar los
vectores de entrada X = {xy,---,x,}en unos nuevos vectores de entrada ¢(X) =
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{é(x1), -+, ¢(x,)} dentro de un espacio caracteristico H de dimension muy superior,
siguiendo una transformacion no lineal elegida a priori. De esta forma se consigue tener
un mayor grado de libertad para poder actuar sobre los datos. A continuacion y dentro de
este nuevo espacio, se busca el hiperplano separador éptimo (funcidn discriminadora,
funcion de clasificacion, funcién de decisidon) como un desarrollo lineal de funciones
nucleos donde una de las dos componentes es un vector de entrada del conjunto de
entrenamiento. Claramente, por definirse a partir de un producto escalar, una funcion
nucleo debe verificar necesariamente que:

1. (Simétrica) k(x, z) = k(z,z), para todo z, z € X.

2. (Desigualdad de Cauchy-Schwarz) |k(z, 2)|* < k(z,z)? - k(z, 2)?, para todo x, 2 €
X.

Como ya se ha indicado, este nuevo enfoque esta dirigido principalmente a problemas
donde la dimensién del espacio de entrada es grande, es por ello por lo que se debe
destacar que, a pesar de ser el espacio caracteristico de una dimension muy alta, la
ejecucion de las SVMs no depende de esta dimension. Por todo ello la situacion plan-
teada, en el ejemplo anterior, no es desesperante ya que una de las caracteristicas mas
interesante de utilizar las funciones nucleos esta en que se puede tratar implicitamente
con espacios H de dimension arbitrariamente grande sin tener que calcular la transfor-
macion ¢ explicitamente, y por tanto no tener que manejar vectores de dimension tan
alta. [Aizerman et al., 1964][Gonzalez, 2000][Scholkopf et al., 1997].



Capitulo 4

PROGRAMACION LINEAL MULTICRITERO

La programacion lineal (LP) es uno de los enfoques mas clasicos y ampliamente utiliza-
dos en la solucion de los problemas de optimizacion y, especificamente, en el problema
de clasificacion de dos grupos. Freed y Glover, [Freed and Glover, 1981], introdujeron
una serie de enfoques de clasificacion basados en la programacion lineal para reducir la
clasificacion erronea en la separacion de datos a través de dos objetivos en un sistema
lineal. El objetivo mas especifico es el de maximizar las distancias minimas (MMD) entre
las observaciones y el valor critico (discriminador). Por otra parte, el segundo objetivo
es el de minimizar la suma de las desviaciones (MSD) entre las observaciones y el valor
critico. Dentro de la teoria de la programacion lineal, los objetivos expuestos anterior-
mente no se pueden alcanzarse simultaneamente. Entonces, Shi propone un modelo
de Programacion Lineal de Multiples Criterios (MCLP) [Shi et al., 2001], [Shi, 2001] que
mejora los resultados minimizando la suma de las desviaciones externas y maximizan-
do la suma de las desviaciones internas, simultaneamente. Estos modelos de clasifi-
cacidén basados en la programacién lineal son muy poderosos cuando los datos son
linealmente separables. Sin embargo, en el mundo real es mas probable que los datos
se presenten de manera linealmente no separables. Frente a esta situacién, los mo-
delos de clasificacion basados en programacion lineal (LP) no son soluciones de gran
alcance o no aplicables. En consecuencia, algunos modelos entre ellos modelos no li-
neales [Kou et al., 2004], son propuestos para mejorar el poder de clasificacién cuando
se manipulan conjuntos de datos que no son linealmente separables. En esencia, ni los
modelos lineales ni los modelos no lineales consideran la interaccién entre dos o mas
atributos arbitrarios en un conjunto de datos para la clasificacion, porque se supone
que las contribuciones de todos los atributos hacia la clasificacion son la suma de las
contribuciones de cada atributo individual.

59
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4.1 Programacioén Lineal

El propdsito de esta seccidon es mostrar como se utiliza la programacion lineal (PL)
para resolver problemas de clasificacion. Especificamente, se mostrara como formular
el problema de encontrar un discriminador lineal como un problema de programacion
lineal.

El problema inicial que se quiere abordar es el de discriminar o clasificar entre los ele-
mentos de dos conjuntos con sus respectivas caracteristicas, a manera de un ejemplo
sencillo, se considera la tarea de asignar un solicitante de crédito a una clasificacion
de riesgo. Un cliente puede ser clasificado dentro de las categorias de riesgo como:
cliente bueno, cliente regular o cliente malo de acuerdo a los datos requeridos en una
aplicacion estandar de crédito.

El problema puede ser descrito formalmente (matematicamente) como: Dados los pun-
tos x; y los conjuntos G, la tarea consiste en encontrar una transformacion lineal w,
y los limites apropiados (subdivisiones del intervalo) b]@ y bY, para caracterizar “correc-
tamente” cada x; (Los limites bf y bgf representan respectivamente los limites inferior
y Superior para los puntos asignados al grupo j). Por tanto la tarea es determinar un
predictor lineal o sistema de ponderacion w y puntos de corte bJL y b?, tal que

bfgkagb;f@xke(}j

L U L U U
by <by <by <by <---<b,.

los puntos x; pueden, por supuesto, estar distribuidos de tal manera que la diferencia-
cion completa de grupos sea imposible (por ejemplo, cuando los atributos de algunos
solicitantes de crédito desafian la clasificacion por categoria de riesgo).

Por lo tanto, es importante dotar al sistema de ponderacion con el poder de establecer la
diferenciacion de los grupos anteriores, con una excepcion minima. Dos formulaciones
de Programacion Lineal utiles y directas para lograr tal objetivo se sugieren a continua-
cion:

Alternativa 1. Determinar un predictor w tal que:

Xw > bf, Xw < bgj

para todo x; € G; y, ademas se impone como restricciones metas:

b?<bf+1+£j paraj=1,---,g—1,
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donde g es el numero de grupos asignados, el objetivo es

min Z cé;

Alternativa 2. Esta formulacién debe imponer los limites de separacion como una
restriccion comun, definiendo como una meta la inclusién de observaciones con
limites apropiados. De esta manera;

b <bly,, paraj=1,-.g—1,

donde g es el numero de grupos designados.

xw > bk =&, xw > b +¢

para todo x; € G, con el objetivo

mianjaj.

En adelante se generaliza la idea anterior para la discriminacion entre dos grupos, como
se detalla a continuacion:

Dados dos grupos, G, y G,, determinar un vector apropiado w y un valor limite b tal que,
en la medida que sea posible,

X;W S b7 X; € Gla X;w Z b7 X; € G27 (41)

Se introduce &; para medir el grado, para el cual los miembros del grupo x; incumplen el
limite critico (la frontera entre los dos grupos), ademas se debe garantizar una solucion
en la cual:

xw<b+§&, x¢€Gy, Xw>b—§&, %€ Gy, (4.2)

y la suma de los limites incumplidos &; ( 0 alguna suma ponderada de los limites incum-
plidos h;&;) es minimizada.

Ademas, el hiperplano de separacion, xw = b, sera seleccionado de manera que los
puntos que se encuentran dentro de la frontera, en la medida que sea posible, estén
dentro de los limites, de este modo agudizar la diferenciacion entre los grupos. Si bien
por lo general no sera posible anticipar que puntos se encuentran dentro de la frontera
“verdadera” (es decir, aquellos puntos que satisfacen x,w < bparax; € Gy ox;w > b
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para x; € Gy ), es evidente que todos los puntos se encuentran dentro de los limites
“ajustados”. Es decir todos los puntos satisfaran x,w < b + &; para x; € G 0 x;w >
—b+ & para x; € G,. Sea d; la distancia de un punto x; a su limite ajustado, se puede
eficazmente combinar el objetivo de minimizar las desviaciones de limite con el objetivo
de maximizar la suma (ponderada) de estas distancias (> k;d;). Adaptar el problema en
un contexto minimizacién, donde maximizar ) k;d; corresponde a minimizar — > k;d;,
el objetivo combinado tendra la forma

min Z hi& — Z k;d;,

sujeto a:
(4.3)

xiw+di:b+§i, XiGGl,

—Xw+d; = —b+§&;, x; € Go,

Observacion 1. Se debe tener en cuenta que las distancias d; son precisamente las
variables de holgura que cambian las desigualdades de (4.2) en igualdades.

Es importante destacar que, el procedimiento dara lugar a una solucion en la que d; = 0
siempre que el peso para reducir al minimo el incumplimiento de los limites sobrepasa
el peso para maximizar la distancia de x; desde el limite ajustado y x; incumple el limite
verdadero; es decir, si & > 0, entonces d; = 0 para todo h; > k;. Ademas, &; nunca se
vera obligada a tomar un valor mas grande de lo necesario con el fin de permitir que
la variable de holgura d; sea positiva.(El reciproco también es cierto, para h; < k;, &
serd empujado a su limite con el fin de aumentar el valor de la variable de holgura d;.)
Cuando &; = 0, es decir, cuando x; esta dentro del limite “verdadero”, d; se enfrentara a
su valor mas grande para cualquier k; positivo.

Una reduccién significativa en el numero de variables requeridas en (4.3) se puede
lograr mediante la agregacién de términos. Por ejemplo, mediante la sustitucidén del con-
junto de las variables &; en un solo un término &, el modelo se convierte en:

.
min H€ — Z k’idi,
sujeto a:
(4.4)
Xw +di =b+§, x; € Gy,

—Xiw+d; = —b+¢§, x; € Go,

Aqui, & mide el maximo limite incumplido asociado con un candidato a solucién discri-
minante (es decir, &; < £ para todo 7). La relacion entre £ y d; es similar a la que existe
entre &; y d; descrita anteriormente en (4.3). Si ¢ > 0, H > > K, asegura que el mas
pequefio d; siempre sera 0.
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La incorporacion de ds en lugar de /s produce el problema de programacion lineal:

min Y h;o; — Kd,

sujeto a:
(4.5)

sz+d:b+§la XiEGh

k—XiLU‘Fd:—b—ng, XiEG’Q,

en el cual d mide la distancia minima de cualquier miembro del grupo a la frontera
(hiperplano) xw = b, cuando todo &; = 0. Si & > O paraalgun iy > h; > K, entonces
d=0.> h; < K asegura que los ¢/s tienden a su valor maximo.

La formulacion completa, una variante extrema de la formulacién anterior, en la que se
sustituye el conjunto de variables &; por £ y el conjunto de variable d; con d, proporcionan
un problema de programacion lineal en el que la tarea es:

min H¢ — Kd

sujeto a:
(4.6)

xw+d=b+¢, x; € Gy,

\—Xiw+d:—b+§, XiEGQ.

H > K asegura que el objetivo de minimizar el maximo solapamiento () domina el
objetivo. Para ¢ > 0, d=0. Para £ = 0, d es la medida de la distancia minima a cualquier
punto del hiperplano de separacion xw = b. H < K asegura que £ tiende a su valor
maximo.

Conforme a lo expuesto anteriormente, el uso de programas lineales para determinar
los coeficientes de las funciones discriminantes lineales ha sido ampliamente estu-
diado [Freed and Glover, 1981], [Gochet et al., 1997], [Joachimsthaler and Stam, 1990],
[Mangasarian, 1965]. Uno de los primeros modelos de programacién lineal para afron-
tar el problema de clasificacion fue propuesto por Mangasarian [Mangasarian, 1965], el
mismo que se fundamenta en la construccion de un hiperplano de separacion de dos
grupos de datos. Dos conjuntos de puntos pueden ser no separables por un hiperplano
o superficie a traveés de un enfoque de programacion lineal de un simple paso, pero se
pueden separar estrictamente por mas planos o superficies a través de un enfoque de
programacion lineal multi-paso ([Mangasarian, 1968]).

Diversos estudios de algoritmos de programacion lineal para afrontar el problema dis-
criminante, en la década de 1980, fueron desarrollados por Hand [Hand, 1981], Freed
y Glover [Freed and Glover, 1981], y Bajgier y Hill [Bajgier and Hill, 1982]. Los mismos
que propusieron los modelos de programacion lineal para el problema de clasificacion
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de dos grupos, que incluyen minimizar la suma de las desviaciones (MSD), minimizar la
desviacion maxima (MMD), y minimizar la suma de las distancias interiores (MSID).

Para las formulaciones de algunos de estos modelos se utilizara la siguiente notacion.
Los subindices 7, j y k se utilizan para notar las observaciones, atributos y grupos,
respectivamente, entonces z;; es el valor del atributo j de la observacion i. Sea p el
numero de atributos, k es el nUmero de grupos, G, representan el conjunto de datos del
grupo k,

Los modelos de programacion lineal para la resolucion de problemas de clasificacion
son usados para determinar los coeficientes w; j = 1,2,--- ,p, para el atributo j y el
término constante b. Estos diferentes modelos son capaces de determinar la funcion
discriminante, la cual debe ser usada para clasificar nuevas observaciones en uno de
los dos grupos. Por ejemplo, para una nueva observacion i, z;;, j = 1,2,--- ,p es el
valor del atributo j, y ademas:
p
(i) > _wjm;; > b: la observacion es clasificada en el grupo1.
j=i
p
(i) ijxij < b: la observacion es clasificada en el grupo2.
Jj=t
p
(iii) ijxij = b: la observacién no puede ser clasificada.

i=i

4.1.1 Modelo MMD

Freed y Glover en 1981 y 1986 sugirieron el modelo MMD (Maximize the Minimun of
Deviations) para resolver el problema de clasificacion. Su formulacion es

(
maxd

sujeto a :
p

ijxij —d 2 b, VZ € G1

(MMD) | i=t (4.7)

p
ijxij + d S b, Vi € G2

=1

p
E WiTi; = 1
j=1

donde, w; y b son libres.
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Figura 4.1: Modelo MMD para un conjunto de datos separables.

10 + °

0 1 1 1 1 1 1 1 1 * *
0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12

Fuente: O. L. Mangasarian, W. N. Street, and W. W. Wolberg, “Breast Cancer Diagno-
sis and Prognosis Via Linear Programming” Operations Research. 43 (1995), 570-577.
Elaborado por: Autor.

Figura 4.2: Modelo MMD para un conjunto de datos no separables.

0 1 1 1 1 1 1 1 1 + 3
0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12

Fuente: O. L. Mangasarian, W. N. Street, and W. W. Wolberg, “Breast Cancer Diagno-
sis and Prognosis Via Linear Programming” Operations Research. 43 (1995), 570-577.
Elaborado por: Autor.



66

4.1.2 Modelo MSD

El modelo MSD (Minimize the Sums of Deviations) fue propuesto por Bajgier and Hill
[Bajgier and Hill, 1982] y Freed y Glover [Freed and Glover, 1986]. El objetivo de esta
formulacion es minimizar la suma total de solapamientos. Este modelo puede ser formu-
lado como sigue:

n
min E d;
i=1

sujeto a :

p
ij‘lﬁij +d; > b, Vi € Gy

J=1

P
ijxij - dl S b, Vi € G2
j=1

p
E Wil = 1

\ Jj=1

(MSD) (4.8)

donde, w; y b son libres 'y d; > 0.
La regla de clasificacion del modelo MSD es:

d; =0 si la observacion i es correctamente clasificada

p
d; = Z WjTij si la observacion i es clasificada erroneamente
7=1



Figura 4.3: Modelo MSD para un conjunto de datos separables.
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Fuente: O. L. Mangasarian, W. N. Street, and W. W. Wolberg, “Breast Cancer Diagno-
sis and Prognosis Via Linear Programming” Operations Research. 43 (1995), 570-577.

Elaborado por: Autor.

Figura 4.4: Modelo MSD para un conjunto de datos no separables.
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Fuente: O. L. Mangasarian, W. N. Street, and W. W. Wolberg, “Breast Cancer Diagno-
sis and Prognosis Via Linear Programming” Operations Research. 43 (1995), 570-577.

Elaborado por: Autor.
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4.2 Comparacion de las maquinas de soporte vectorial y la pro-

gramaciéon multicriterio

Dado un conjunto de n variables a cerca de los registros X7 = (x1, - ,x), sea x; =
(251, , )T la muestra tratada de la data para las variables, donde i = 1,--- ,lyl es
el tamano de la muestra. Se supone que se dispone de un caso linealmente separable y
se quiere determinar los coeficientes o pesos para un subconjunto apropiado de varia-
bles (o atributos), denotado por w = (wy, - - - ,w,)?, y una frontera (limite) b para separar
en dos clases: por ejemplo B (Bueno) y M (malo); es decir

(w-z;)) <b, paraz; €B (4.9)

(w-x;) >b, paraz; € M (4.10)
donde (w - z;) es el producto interior.

En la formulacion de Maquinas de Soporte de Vectores (SVM), la pertenencia de cada z;
en la clase +1 (Malo) o —1 (Bueno) especificada por una matriz diagonal [ x 1, Y = {y;; }
con entradas +1 y —1. Dados dos planos acotados (w - z;) = +1, el problema descrito
anteriormente seria:

(wex) <b—1, y;=-1, (4.11)
(w-a;)) >b+1, y;=+L1. (4.12)

esto se muestra como
Y (Xw — eb) > e, (4.13)

donde ¢ es un vector de unos.

Una formulacion de Maquinas de Soporte de Vectores estandar, que puede ser aborda-
do mediante programacién cuadratica, es el siguiente:

Si se define & como una variable de holgura, entonces £ = (&,--- ,&)T es un vector
de holgura. Una SVM se establece como

1
mln§||W||§+Cllf||§ (4.14)

sujeto a:Y(Xw —eb) > e — ¢ (4.15)
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£€>0 (4.16)

donde e es un vector de unos 'y C' > 0.

En la formulacién de un problema de programacion multicriterio, la variable &; es vista
como el solapamiento (superposicién) con respecto a la muestra de entrenamiento ;.
Sea [5; la distancia de la muestra de entrenamiento x; al discriminador (w - z) = b
(hiperplano separador). Las restricciones para los dos grupos se pueden escribir como:

(w-zi)) <b+& —Bi, v = —1 (Bueno), (4.17)

(W-z) 2b=&+ B,  yu=+1(Malo). (4.18)

Esto se puede escribir como Y (Xw—eb) > 3—¢, donde e es un vector de unos. Ademas,
un problema de programacion cuadratica multicriterio puede ser formulada como

min |¢]]3 — [18][3, (4.19)
sujeto a:Y(Xw — eb) > f — ¢, (4.20)
£B<0. (4.21)

Comparando las dos formulaciones anteriores, se puede ver que el modelo de progra-
macion de multiples criterios es similar al modelo de maquina de vectores de soporte en
cuanto a la formulacion, considerando la reduccién al minimo de la superposicion de los
datos. Sin embargo, los antiguos intentos de medir todas las distancias posibles 3 de la
muestra de entrenamiento x: al hiperplano de separacion, mientras que las segundas
correcciones de la distancia como 1 (a través de los planos de delimitacién (w-z) = b£1)
a partir de los vectores de soporte. Aunque la interpretacion puede variar, el modelo de
programacion de criterios multiples aborda mas parametros de control que la maquina
de vectores de soporte, que puede proporcionar una mayor flexibilidad para una mejor
separacion de los datos en el marco de la programacion matematica.

4.3 Programaciéon Lineal Multicriterio MCLP

En esta seccion se presta atencién a la discusion sobre la formulacion de la programa-
cion de criterios multiples. En el analisis discriminante lineal, la separacion de los datos
se puede lograr mediante dos objetivos opuestos. El primer objetivo es separar las ob-
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servaciones al minimizar la suma de las desviaciones (MSD) entre las observaciones.
El segundo objetivo es maximizar las distancias minimas (MMD) de las observaciones
desde el valor critico [Freed and Glover, 1986]. Como se comento en la seccién anterior,
la superposicion de los datos ¢ debe ser reducido al minimo, mientras que la distancia
[ tiene que ser maximizada. Sin embargo, es dificil para la programacion lineal tradi-
cional optimizar MMD y MSD simultaneamente. De acuerdo con el concepto de 6ptimo
de Pareto, podemos buscar el mejor compromiso de las dos medidas [Shi et al., 2002]
[Shi et al., 2001] . El primer modelo de programacion lineal multicriterio (MCLP) se pue-
de describir como sigue:

l
ml’anm (4.22)
i=1
l
méx Y B, (4.23)
i=1
sujeto a: (w-x;) =b+ (& —5;), i=1,---,1 (4.24)
§,8>0 (4.25)

donde, &; es la superposicion y 3; es la distancia desde la muestra de entrenamiento x;
al discriminador (w-x;) = b (hiperplano de separacion de clasificacion). Siy; € {+1, -1}
denota la etiqueta de z; y [ es el tamafo de la muestra, un conjunto de entrenamiento
puede ser interpretado como un par {z;, y;}, donde los x; son los valores del vector de
variables y y; € {+1,—1}. La interpretacion geométrica del modelo se muestra en la
Figura 4.5.

Los objetivos del problema determinado por las ecuaciones (4.22)-(4.25), la forma origi-
nal del MCPL, son dificiles de optimizar. Para facilitar los calculos, la solucién de com-
promiso [184] es empleada para reformar el modelo anterior, de modo que, se puede
identificar sistematicamente el mejor compromiso entre — > &, y > f5; para una solu-
cion 6ptima. Tener en cuenta que ya que se debe considerar el espacio objetivo de este
problema de dos criterios, en lugar de minimizar _ ¢;, se debe maximizar — _¢;. Se
supone constante el “valor ideal” de —> &y > 5, & > 0y f* > 0, respectivamente.
Entonces, si — > £ > £*, se define la medida de penalizacion como —d = " & + &%
para otros casos esto es 0. Si — > ¢ < &*, la medida de penalizacion se define como
de =&+ > ¢&;; para otros casos esto es 0. Por lo tanto se tiene:

(i) &+ & = d; —df,

(i) 1€+ 2 &l =de +di.y
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Figura 4.5: Interpretacion Geométrica de MCLP

(w-x)=b

O
G (Bueno)

B (Malo)

(W-x)=b—¢ (W-x)=b+¢

Fuente:Shi Y., Tian Y., Kou G., Peng Y., Li J., Optimization Based Data Mining:
Theory and Applications. pag:121. Elaborado por: Autor.

(iii) dg,dgr > 0.
Analogamente, se tiene

() 6" =6 = d; — di),

(i) |8 =Bl =dy +dg,y

(iii) dg,dg > 0.

De esta manera el modelo MCLP de dos clases ha evolucionado hasta el siguiente

modelo:
mind; +d; +df + dj, (4.26)
sujeto a:
l
&+ &=d; +df, (4.27)
=1
l
B =Y Bi=dy —dj, (4.28)
=1
(W-z) =b+y(§—B), i=1--,1 (4.29)

§620,  dfdgdf,dy >0 (4.30)
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Figura 4.6: Interpretacion geométrica del compromiso de solucion de MCLP

dy +df +dg +dj

¢, 0%)

2. Bi

2.6

Fuente:Shi Y., Tian Y., Kou G., Peng Y., Li J., Optimization Based Data Mining:
Theory and Applications. pag:122. Elaborado por: Autor.

Aqui £ y 8* son dados, w y b no son restringidos. El significado geométrico del modelo
(4.26)-(4.30) se muestra en la figura 4.6.

En el problema (4.26)-(4.30) se puede utilizar w > 1 para evitar una solucion trivial. El
valor de b también afectara a la solucion. Sin embargo b es una variable en el problema
(4.26)-(4.30), por tanto para algunas aplicaciones, el usuario puede elegir un valor fijo
de b para obtener una soluciéon como el clasificador.
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Figura 4.7: Modelo MCLP para un conjunto de datos separables.
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MMD: —12,12z — 6,06y = —100
MSD: —4z — 2y = —11

MCLP: —1,742 — 0,94y = —14,70

Fuente: O. L. Mangasarian, W. N. Street, and W. W. Wolberg, “Breast Cancer Diagno-
sis and Prognosis Via Linear Programming” Operations Research. 43 (1995), 570-577.

Elaborado por: Autor.

Figura 4.8: Modelo MCLP para un conjunto de datos no separables.
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MMD: 0,5z + 0,5y = 5

MSD: 0,692z — 0,308y = —5,231

MCLP: —0,749z — 0,249y = —5,346

Fuente: O. L. Mangasarian, W. N. Street, and W. W. Wolberg, “Breast Cancer Diagno-
sis and Prognosis Via Linear Programming” Operations Research. 43 (1995), 570-577.

Elaborado por: Autor.
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4.4 Programacion Lineal Multicriterio para Miltiples Clases

Un problema multi-clase de clasificacion de datos usando programacion lineal multicri-
terio puede ser descrito como:

Dado un conjunto de n variables o atributos, sea x; = (z;,- -+ , ;)7 € R" la muestra
de observaciones de los datos para las variables, donde ¢ = 1,--- ;1 y [ es el tamafo
de la muestra. Si un problema dado puede ser predefinido como s clases diferentes,
G, - -, Gy, entonces el limite entre la j-ésima clase y la (j+1)-ésima clase puede ser b,
j=1,---,s— 1. Se quiere determinar los coeficientes para un apropiado subconjunto
de variables, denotados por w = (wi, -+ ,w,)’ y escalares b; tal que la separacion de
estas clases puede ser descrita como sigue:

(w . Il) S b17 Vl‘i S Gl, (431)

b1 < (w- ) < by, Vo, € Gy, (4.32)

(w-xi) > by, Vo, € Gy, (4.33)

donde Vz; € Gy, k = 1,--- , s, significa que el caso de datos x; pertenece a la clase

Gy.

En la separacion de los datos, (w- ;) es llamado el score (puntuacién) del dato del caso
1, que es una combinacion lineal de los valores ponderados de las variables de atributo
w. Por ejemplo, en el caso del andlisis de un portafolio de tarjetas de crédito, (w - x;)
puede representar el valor agregado de la puntuacion del titular de la i-ésima tarjeta de
crédito, en consideracion de sus atributos edad, salario, educacion, y residencia.

A pesar de que el limite b; se define como un escalar en la separacion de los datos
anteriores, generalmente, b; puede ser tratada como “variable” en la formulacion. Sin
embargo, si no hay ninguna solucion factible sobre b; “variable” en el analisis de datos
reales, debe ser predeterminada como un parametro de control de acuerdo a la expe-
riencia del analista.

La calidad de la clasificacion se mide por minimizar la superposicion total de datos y
maximizar las distancias de todos los datos a su limite de clases simultaneamente. Sea
@7 el grado de superposicién (solapamiento) con respecto a los datos del caso x; dentro
G,y G, asu limite ajustado.

Incorporando tanto 55 y B{ en las desigualdades de separacion, un modelo de progra-
macion lineal multicriterio (MCLP) se puede definir como:
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minZZﬁf y maxZZﬁg, (4.34)

sujeto a:

(w-z;) =b +& — B}, Vr; € Gy, (4.35)

1

b1 — & B = (W) = b HEF - BF, YV, €Gy, k=2,--- ,s—1, (4.36)

)

(W-ai) =bey =&+ 871, Va; € Gy, (4.37)
bk,1+€f_1§bk—€f, k:27"'75—1,i:1,"',l, (438)
1]761]207 .]:1778_17@:177[7 (439)

donde los z; son dados, w y b; sin restricciones. Se debe tener en cuenta que las res-
tricciones (4.38) aseguran la existencia de los limites.

Si minimizar la superposicion total de datos, maximizar las distancias de cada uno de los
datos a su limite de la clase, o una combinacion dada de ambos criterios se considera
por separado, modelo (4.34) - (4.39) se reduce a la programacion lineal (LP) de clasifica-
cion (conocido como analisis discriminante lineal), que fue iniciado por Freed y Glover.
Sin embargo, el Unico criterio LP no puede determinar la “mejor solucién” de las dos
mediciones de clasificacion errénea. Por lo tanto, el modelo anterior es potencialmente
mejor que el modelo de clasificacién basado en programacion lineal (LP) en la identifi-
cacion de la mejor compensacion de los errores de clasificacion para la separacién de
datos.

Para facilitar el calculo sobre datos de la vida real, una aproximacion para una solucién
de compromiso es emplear una reformulacion del modelo (4.34) - (4.39) para el “mejor
compromiso” entre >, > gyy. > /3!. Se supone que el “valor ideal” para los s—1 so-
lapamientos de clases (— Y, &, -+, =0 & Y es (€L, -+, €571 > 0, y el “valor ideal”
de (32,8}, -, =, 8 ) es (BL, -+, B:71) > 0. La seleccion de los valores ideales
depende de la naturaleza y formato de los datos del problema. Cuando — ). 5{ > &,
se define la medida de penalizacion como —dgj =&+, éf; para otros casos, esto es
0,donde j =1,---,s—1.Cuando — Y, & < &, se define la medida de la penalizacion
con dgj =&+ > 53; para otros casos, esto es 0, donde j = 1,--- ,s — 1. Por lo tanto,



se tiene:

Teorema 2.

(i) d+) f=d;—df

@) g ye

_ g +
- d&j + déj

(vit) dgj,dgrjz(), j=1- s5—1
Similarmente, se puede derivar:

Corolario 1.

(i)  BL+Y pl=d; —dj

(i)

S +
=dg +df

Bl+> B

(i17) dgj,d}gjzo, j=1,---,5—1

76

(4.40)

(4.41)

(4.42)

(4.43)

(4.44)

(4.45)

La aplicacién de los resultados anteriores en el modelo (4.34)-(4.39), se reformulé como:

s—1
ml’nz (de, +df +dy + dfy)

=1

sujeto a:
G+ 8 =dg—df, j=1-,s-1

(w-a) =bi+¢& — B, Vo, € Gy,

b+ =B = (weay) = b +EF - BF, Va, € G, k=2, 51

(W'xi) :bsfl_gf_l—ﬁf_l, VJ?Z' S Gs,

by + &V > b —€F, k=2 s—1,i=1-- 1,

(4.46)

(4.47)

(4.48)

(4.49)

(4.50)

(4.51)

(4.52)
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I >0, j=1,---,s—1,i=1,--- 1, (4.53)

dedfdy df >0, j=1, 51 (4.54)
donde z;, & y 37 son dados, w y b; son libres.

Una vez que los limites ajustados b, + §f‘1 <by—& k=2 ,5s—1,i=1,---,1
son debidamente elegidos, el modelo (4.46)-(4.54) relaja las condiciones de separacion
de datos de modo que pueda considerar el mayor numero de datos superpuestos como
sea posible en el proceso de clasificaciéon. Se puede decir que el modelo (4.46)-(4.54) es
una “férmula de separacion débil”, Con esta motivacion, podemos construir una “férmula
de separacion media” en los limites de clase absolutos en el siguiente modelo (4.55) -
(4.63) y una “formula de separacion fuerte”, que contiene el menor nimero de datos
superpuestos como sea posible en el siguiente modelo (4.64)-(4.72).

minsi(dngrdngrdﬂjergj) (4.55)

=1

sujeto a: j
51+Z§§:dgj—dgj, j=1,-,s—1 (4.56)
51+Zﬁf:dgj-d}gj, j=1,,s—1 (4.57)
(w-x) =by — B}, Va; € Gy, (4.58)
b+ B = (w-m)=b— B, V2, €Gp, k=2, ,5—1, (4.59)
(w-xi) = by — 5771, Va; € Gy, (4.60)
b1 +e<b,—¢& k=2 s—-1,i=1,---,1, (4.61)
1B >0, j=1,---,s—1, i=1,-1 (4.62)

de,df dg df >0, j=1,-,5—1, (4.63)
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donde z;, €, & y 37 son dados, w y b; son libres.

s—1
min Y (d, +df +dy +dj) (4.64)
7=1
sujeto a
G4 gd=d. —df, j=1,-,s-1 (4.65)
BLad Bl =dy —df, j=1 51 (4.66)
(w-a;) =bi =& — B}, Vo € Gy, (4.67)

ber + T B = (W) =t — BV, € Gy, k=2, ,s—1  (4.68)

(W) = b + &+ BT Vi, € Gy, (4.69)
b+ > - k=2 5—1,i=1,--- 1, (4.70)
18>0, j=1,,s—1i=1,-1, (4.71)
dgj,dzﬁd[;j,dgjzo, j=1,---,5—1, (4.72)

donde z;, &/ y 37 son dadas, w y b; son libres.
Una relacion de pérdida de los tres modelos anteriores esta dada por:

Teorema 3.

() Si un dato del caso x; es clasificado en un grupo dado G; por el modelo (4.64)-
(4.72), entonces este puede estar en G; usando los modelos (4.55)-(4.63) y (4.46)-
(4.54)

(i) Si un dato del caso z; es clasificado en un grupo dado G; por el modelo (4.55)-
(4.63), entonces este puede estar en G; usando el modelo (4.46)-(4.54)



79

Demostracion. Esto se desprende el hecho de que para un cierto valor de ¢ > 0, las so-
luciones factibles del modelo (4.64)-(4.72) es las soluciones factibles de modelos (4.55)
- (4.63) y (4.46) -(4.54), y las soluciones factibles de modelo (4.55) - (4.63) es éstos de
modelo (4.46) -(4.54). O]

4.5 Programaciéon Lineal Milticriterio Penalizada

En muchas de las aplicaciones de la mineria de datos en problemas de la vida real, los
tamanos de las muestras sobre las diferentes clases varian (son distintas); es decir, el
conjunto de entrenamiento es desequilibrado. Normalmente, dado un conjunto de datos
para el caso binario (Bueno vs. Malo), hay mucho mas registros de los buenos que los
registros de los malos. En el proceso de formacion, el mejor clasificador seria dificil de
encontrar si se usa el modelo (4.26)-(4.30). Para superar la dificultad del enfoque MCLP,
se propone el siguiente método MCLP penalizado (4.73)-(4.77) en el tratamiento del
problema de la puntuacion de crédito de la vida real.

mind,; +df +dg +dj, (4.73)
sujeto a:
x 12 , g gt
Eapd G+ ) G=de—d, (4.74)
i€B ieG
* ng _
B +pn—12@+2@:dﬁ —df, (4.75)
i€B ieG
£,0° >0, dg,df,dg,df >0, 4.77)

donde n; y n, son los numeros de muestras correspondientes a las dos clases, y p > 1
es el parametro penalizado.

La distancia esta en equilibrio sobre los dos lados de b con los parametros n,/n,, aun
cuando existen menos registros de la clase “Malo” (+1) a la derecha del hiperplano
separador (score de crédito) b. El valor de p aumenta el efecto de la distancia “Malo” y
penaliza mucho mas si se quiere mas “Malos” a la derecha del hiperplano de separacion.
Siny = ng, p = 1, el modelo anterior degenera al modelo MCLP original (4.22)-(4.25).
Sin; < ng, entonces p > 1 es utilizado para hacer que la tasa de captura “Malos” de
PMCLP sea mayor que la de MCLP con el mismo nq, ns.
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4.6 Programacion Lineal Milticriterio Regularizada para la Cla-
sificaciéon

Dados: una matriz A € R™*" y los vectores ¢, d € R, la programacion lineal multicrite-

rio tiene la siguiente version:

(
min, , d"u — v

sujeto a:
ar—u+v, =0 1=12---1 (4.78)
aixﬁ—ui—vi:b? Z:l+1’l+277m

u,v > 0.

donde qa; es la i-ésima fila de A que contiene todos los datos dados.

El modelo MCLP es un programa especial lineal, y se ha utilizado con éxito en la
mineria de datos para un numero de aplicaciones con grandes conjuntos de datos
[Shi et al., 2005],[Shi et al., 2001],[Shi et al., 2008],[Zhang et al., 2004].

Sin embargo, no se puede garantizar que este modelo siempre tenga una solucion.
Obviamente, el conjunto factible de MCLP es no vacio, como el vector cero es un punto
factible. Para ¢ > 0, la funcion objetivo puede no tener un limite inferior en el conjunto
factible. En este trabajo, para garantizar la existencia de una solucién, se afiade términos
de regularizacion en la funcion objetivo, y se considera el siguiente MCLP regularizada

min, %wTHw+ %UTQu+dTu —cly,

sujeto a:

(W-z)+u—v;=b, =121 (4.79)
(W-a))—ui+v;=b, i=l+11+2 - ,m

u,v > 0,

donde z = (w,u,v,b) € R T H ¢ Ry Q € R™™ son matrices simétricas
definidas positivas. El MCLP regularizado es un programa cuadratico convexo. Aunque
la funcion objetivo

1 1
f(z):= 5:1:T]HIx + §uTQu +dTu — v

no es una funcion estrictamente convexa, podemos demostrar que (4.79) siempre tiene
una solucién. Ademas, el conjunto solucion de (4.79) es acotado si H, Q, d, ¢ se eligen
adecuadamente.

Sean [; € R T, € Rm=Dx(m=1) matrices identidad,
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51 a1
Ar=1:1, Ay = : ) (4.80)

ay A,

A:<A1>, E:(Hl 0), (4.81)
AQ 0 _]IQ

y e € R™ es el vector cuyos elementos son todos 1. Sea

IB%:(X E —F —6) (4.82)

El conjunto factible de (4.79) esta dado por

F={zBz=0, u>0, v>0}. (4.83)

Puesto que (4.79) es un programa convexo con restricciones lineales, las conocidas
condiciones de KKT es una condicion necesaria y suficiente para la optimalidad. Para
demostrar que f(z) esta acotada en F, se considerara el sistema KKT de (4.79).

4.6.1 Conjunto solucion de RMCLP
Sin pérdida de generalidad, se supone que !l >0y m — 1 > 0.
Teorema 4. E/ conjunto solucion de RMCLP(4.79) es no vacio.

Demostracién. Se muestra que bajo la suposicién que [ > 0, m — [ > 0, la funcion
objetivo tiene un limite inferior. Tener en cuenta que los primeros términos en la fun-
cion objetivo son no negativos. Si existe una sucesion z* en F tal que f(z*) — —oo,
entonces existe i tal que v¥ — oo, que, conjuntamente con las restricciones de (4.79),
implica que debe ser j tal que |x§\ — 000 |u§?| — o0o. Sin embargo, la funcién objeti-
vo tiene términos cuadraticos en = y u que son mas grandes que los términos lineales
cuando k — oo. Esto contradice f(z*) — —oo. Por lo tanto, por el teorema Frank-Wolfe,
el modelo MCLP regularizado (4.79) siempre tiene una solucion. Lo que completa la
demostracion. O

Ahora se demostrara que el conjunto solucién del problema (4.79) esta acotada si los
parametros H., Q, d, ¢ se eligen adecuadamente.

Teorema 5. Se supone que AH'AT es no singular. Sea G = (AH'AT)~1, = 1/eT
y

EGE — uE TGE —-EGE E TGE
M:<Q+ GE — uEGee' G GE + p G€€G>, (4.84)

—EGE + puEGee’ GE EGE — pEGee’ GE
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q:<d>, q:<“>. (4.85)
—C v

Entonces el problema (4.79) es equivalente al problema de complementariedad lineal

My+¢>0, y>0, ¢y (My+q)=0. (4.86)

Si se elige Q y H tal que Ml sea una matriz semidefinida positiva y c,d satisfacen

d+2Qe > (uUEGee’ GE — EGE)e > c. (4.87)
entonces el problema (4.79) tiene un conjunto solucién no vacio y acotado.

Demostracion. Se considera la condicion de KKT asociada al problema (4.79)

Hw + ATA =0, (4.88)
—¢c—EXN—-B=0, (4.89)
Qu+EXN+d—a=0, (4.90)

Bz =0, (4.91)

eI\ =0, (4.92)

u >0, a>0, oTu =0, (4.93)
v >0, £ >0, pTv = 0. (4.94)

de las primeras tres igualdades en la condicion KKT, se tiene

w=—HTAT), (4.95)

B=—c—E\ (4.96)

o= Qu+E\+d. (4.97)
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Sustituyendo w en la cuarta igualdad en la condicion KKT da

A = G(Eu — Ev — eb). (4.98)

Ademas, de la quinta igualdad en la condicion KKT, se obtiene
b = pe’ GE(u — v). Por lo tanto, By o pueden ser definidos por u, v como

B=—c—EG(Eu—Ev—b) = —c—EG(Eu — Ev — pee’ GE(u — v)) (4.99)

a = Qu +EG(Eu — Ev — eb) = Qu + EG(Eu — EE — pee’ GE(u — v)).  (4.100)

Esto implica que la condicién KKT se puede escribir como el problema de complementa-
riedad lineal (4.86). A partir del problema (4.79) es un problema convexo, es equivalente
al problema de complementariedad lineal (4.86).

Seau = 2e,v =eYyyy = (2e,¢e). Entonces de (4.87) se tiene

(4.101)

2 EGEe — uEGee GHe + d
I\\/JIy0+q:<Q€+ e — pEGee 64—>>O7

pEGee GEe — EGEe — ¢

lo que implica que y, es un punto de (4.86) estrictamente factible. Por lo tanto, cuando M
es una matriz semidefinida positiva, el conjunto solucién de (4.86) es no vacio y acotado.
Sea y* = (u*,v*) una solucién de (4.86), entonces z* = (z*, u*, v*, b*) con

b* = pe’ GE(u* — v*) y

w* = —~HATG(Eu* — Ev* — pee’ GE(u* — v*))

es una solucion de (4.79). Por otra parte, de la condicién KKT, es facil verificar que la
acotacion del conjunto solucién de (4.86) implica la acotacion del conjunto solucién de
(4.79).

O



Capitulo 5

PROGRAMACION LINEAL MULTICRITERIO Y DE
RESTRICCION MULTIPLE

Como se ha expuesto en el capitulo anterior, en los problemas de clasificacion basados
en programacion lineal multicriterio (MCLP), se debe encontrar la solucién optima del
problema MCLP como un clasificador (discriminador). En este capitulo, a partir de la
teoria de la dualidad, los criterios multiples pueden cambiar a multiples niveles de res-
triccion y viceversa, se explicara como un problema de programacion lineal multicriterio
(MCLP) se puede ampliar de forma légica a un problema de programacion lineal multi-
criterio y de multiples niveles de restriccion (MC2LP). En muchas aplicaciones de la vida
real, como por ejemplo en el ambito financiero, en la clasificacion de cuentas de tarje-
tas de crédito, como enfrentar los tipos de errores es una cuestion clave. Los errores
pueden ser causados por un limite fijo entre dos grupos, un grupo “Bueno” y un grupo
“Malo”. Los dos tipos de errores pueden ser corregidos sistematicamente mediante el
uso de la estructura de MC2LP, que permite encontrar dos puntos de corte alterables.
Para ello, se impone una penalizacién (o costo) para encontrar la solucién potencial de
entre todas las posibles soluciones del problema MC2LP.

5.1 Introduccion

Tomando ventaja de varios algoritmos de clasificacion establecidos en materia de opti-
mizacion, los datos de las transacciones recogidas por una institucion financiera pueden
ser analizados de muchas maneras. Como resultado, el beneficio de nuevos usuarios
se puede predecir, es decir, cuales usuarios se inclinan a la quiebra (pérdida) y cuales
tienen un buen comportamiento de crédito. Sin embargo, para muchos de los problemas
de la vida real, los sujetos o individuos no pueden ser separados por el hiperplano (dis-
criminador) a pesar de la utilizacion de algunas técnicas avanzadas que involucran la
utilizacion de nucleos (kernel) [Zhang et al., 2010]. Por lo tanto, como disminuir el nUme-
ro de sujetos mal clasificados se convierte en un gran problema al momento de tomar
decisiones.

84
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Como ya se estudio en secciones anteriores, la programacion lineal (LP) es una herra-
mienta util para el analisis discriminante de un problema dados los grupos apropiados
(por ejemplo, “bueno” y “malo”) [Freed and Glover, 1981]. La programacion lineal multi-
criterio (MCLP) ha mejorado el resultado minimizando la suma de las desviaciones ex-
ternos y la maximizando de la suma de las desviaciones internas simultaneamente, pero
las soluciones obtenidas mediante la programacién lineal no son invariantes bajo trans-
formaciones lineales de los datos[Thomas, Edelman & Crook, 2002],[He et al., 2010]. Al
darse cuenta de estos problemas, algunos investigadores hicieron muchos esfuerzos
en este tema. En consecuencia, en este capitulo se estudia un nuevo modelo basa-
do en programacion lineal multicriterio y de mudltiples niveles de restriccion (MC2LP)
[Shi, 2010],[Shi et al., 2011].En particular, resuelve el problema de clasificacion dos ve-
ces. La desviacion externa maxima se encuentra en una primera fase, mientras que
MC2LP se explota para buscar el hiperplano 6ptimo basado en la minimizacién de los
dos tipos de error en una segunda fase.

5.2 Programacion Lineal Multicriterio y de Miiltiples niveles

de restricciéon para la Clasificacion

5.2.1 Programaciéon Lineal Multicriterio

La solucion de compromiso [He et al., 2004] en la programacion lineal multicriterio loca-
liza las mejores soluciones de compromiso entre MMD y MSD para todas las opciones

posibles.
(min > &i
méx ), f;
sujeto a (5.1)
(zi-w)=b+& =B, x €M,
(x;-w)=b—& + i, x; €N,
donde los z; son dados, w es libre, §; >0y 3; > 0,i=1,--- ,n.

Un valor de frontera b (punto de corte) se utiliza a menudo para separar dos grupos,
donde b es libre (sin restricciones). Uno de los problemas causados al tratar a b co-
mo una variable es incurrir en muchos casos sin solucion. Para algunas aplicaciones,
el investigador puede elegir un valor fijo de b (b = 1) para obtener una solucién como
clasificador. Los esfuerzos para mejorar la tasa de precision de clasificacion se han limi-
tado en gran medida a las caracteristicas de libre eleccion de b (es decir, conocido x y
dado un determinado valor para b, se resuelve el sistema para encontrar los coeficien-
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tes w) en base a la experiencia del usuario frente al conjunto de datos en tiempo real
[He et al., 2010]. En tal procedimiento, el objetivo de encontrar la solucion éptima para
la pregunta de clasificacion se sustituye por la tarea de probar el limite b. Es decir, si b
es dado, se puede encontrar un clasificador utilizando una solucién 6ptima al resolver el
modelo anterior. Sin embargo, a continuacién se sefialan los inconvenientes de manejar
un modelo de esta manera. En principio, fijar b = 1 permitira soluciones diferentes bajo
la suma de vectores (un tipo de transformacion lineal). Ademas la solucion cambiara
si se cambian las clases de “Bueno” y “Malo” lo que parece ser ilogico. Formalmente,
esto significa que las soluciones obtenidas mediante la programacion lineal no son inva-
riantes bajo transformaciones lineales de los datos. Esto significa que cuando los datos
cambian, no se puede simplemente mantener b como un numero fijo, por ejemplo 1, y
luego resolver el problema MCLP para diferentes conjuntos de datos. Un enfoque alter-
nativo para resolver este problema es anadir una constante como ( a todos los valores,
pero esto afectara los pesos del resultado y el rendimiento de su clasificacion. La adic-
cion de una brecha (espacio) entre las dos regiones puede superar el problema anterior.
Sin embargo, si un sujeto cae en esta brecha (espacio), se debe determinar a qué clase
debe pertenecer [Thomas, Edelman & Crook, 2002].

Para simplificar el problema, se utiliza una combinacion lineal de b* para reemplazar b.
Entonces se puede obtener el mejor clasificador como w*(\). En acuerdo a la discusion
anterior, un b no fijo es muy importante para afrontar el problema. Al mismo tiempo,
por simplicidad y existencia de la solucién, b debe fijarse en algun intervalo. Por tanto,
ahora se puede suponer que se tiene un limite superior b, y un limite inferior b;. En lugar
de encontrar la mejor frontera (limite) b aleatoriamente, se puede encontrar la mejor
combinacioén lineal para el mejor clasificador. Es decir, ademas de considerar el espacio
de criterios que contiene el mejor punto de corte de multiples criterios en (MSD), la
estructura de la programacion lineal MC2 tiene un espacio de restriccion por niveles
que muestra todas las posibles ventajas y desventajas de los niveles disponibles de
recursos (es decir, la compensacion entre el limite superior b, y el limite inferior b;). Se
puede probar el valor del intervalo tanto para b, y b; usando los métodos de interpolacion
clasica como Lagrange, Newton, Hermite y Golden. No es necesario establecer valores
negativos y positivos para b; y b, por separado, pero es mejor establecer el valor inicial
de b; como el valor minimo y el valor inicial de b, como el valor maximo. Y luego reducir
al intervalo [b;, b,].

Con el limite ajustado, MSD y MMD se pueden cambiar desde la programacion lineal
estandar a la programacion lineal con multiples restricciones.



min ), &

sujeto a:

(x;i-w) <A b+ Xy-by, +&, w; €B,
(x;i-w) > AN b+ Xy by — &, w1 €G,
AL+ A =1,

0< A, A <1,

donde z;, b,, b; son dados, w es libre, & > 0.

;

max ), b

sujeto a:

(i w) > AN b+ Xe-by,— i, x; €B,
(i w) <A -by+Xo-by+ 6, z; €G,
A+ A =1,

0< A, A <1,

donde z;, b,, b; son dados, w es libre, 3; > 0.
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(5.2)

(5.3)

Los dos programas anteriores corresponden a un esquema de programacion lineal (PL)

con multiples restricciones. Esta formulacion del problema siempre da una solucién no

trivial.

Un modelo hibrido que combina los modelos de (MSD) y (MMD), con nivel de multiples

restricciones viene dada por:

min ), &

max ), b

sujeto a:

(i w) =AM -by+X-by+&— 0, x €M,
(xi-w)=A b+ Xy-by— &+ Bi, x €N,
Mo+ A =1,

0< A, A <14

donde z;, b,, b; son dados, weslibre, §; >0y 3, > 0,1 =1,2,---

(5.4)

.n, [He et al., 2010].

Una representacion grafica de este modelo en términos de ¢ se muestra en la figura 5.1.

Para el modelo (5.4), teéricamente, encontrar la solucién ideal que represente simul-

taneamente los objetivos de maximizar y minimizar es casi imposible. Sin embargo, la
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Figura 5.1: Superposicion de observaciones para el caso de separacion de dos clases

z,w=>0
@ @
/ \
]
® Bi
@ B; & )
— | ] L —
Q (]
B (Malo) G (Bueno)
b —« b b+« b—a 1 b+« b, — « by b, + «

Fuente:Shi Y., Tian Y., Kou G., Peng Y., Li J., Optimization Based Data Mining:
Theory and Applications. pag:185. Elaborado por: Autor.

teoria de la Programacion Lineal Multicriterio permite estudiar las ventajas y desventajas
del espacio de criterios. Para este caso, el espacio de criterios es un plano bidimensional
que consta de MSD y MMD. Se utiliza una solucion comprometida de multiples criterios
y programacion lineal con multiples restricciones para minimizar la suma de &; y maxi-
mizar la suma de 3; simultdneamente. Entonces, el modelo se puede reescribir como:

(Hl?iX’h Y&t B

sujeto a:

(i w) =X b+ Ay by, — & — B, z; €B,
(i -w)=A-by+Xy-b,+ &+ Biy, i €G,
Nn+trr=1

A+ A =1,

0<m,7% =1,

\OS)\l,)\QS 1.

(5.5)

Esta formulacion del problema siempre da una solucién no trivial y es invariante ba-
jo transformaciones lineales de los datos. Tanto ~; como -, son los parametros de
los pesos para MSD y MMD. A\; y A\, son los parametros de los pesos para b; y b,,
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[Shi, 2001],[Shi et al., 2005]. Esto sirve para normalizar los niveles de restriccion y los
parametros de criterios de nivel.

Observacion 2. . Notar que el punto clave para tratar modelos de clasificacion lineal
de dos clases es utilizar una combinacion lineal de la minimizacién de la suma de &;
y/o la maximizacioén de la suma de [3; para reducir los dos criterios del problema en un
solo criterio. La ventaja de esta conversion es para utilizar facilmente todas las técnicas
de la programacion lineal para la separacion, mientras que la desventaja es que se
puede pasar por alto la situacion de equilibrio entre estos dos criterios de separacion
[He et al., 2004].

5.3 Un nuevo modelo de dos puntos de corte alterables basado
en MC2LP

5.3.1 Marco del nuevo modelo MC2LP

Para el modelo original MCLP, un punto de corte se utiliza para predecir la clase de
una nueva observacion, es decir, sélo existe un Unico hiperplano. El modelo mas formal
MC2LP sefiala que se puede definir dos puntos de corte en lugar de solo el punto de
corte original. Y entonces un método sistematico se puede utilizar para resolver este
problema. En consecuencia, todas las soluciones posibles en cada nivel de restriccion
de compensacion se pueden adquirir. Sin embargo, un problema es como encontrar los
puntos de corte, es decir, b; y b,.

Por un lado, se utiliza dos puntos de corte para descubrir la solucion de mayor precision.
Por otro lado, se espera que los puntos de corte se puedan obtener desde el sistema
directamente. Inspirado en la idea anterior, se considera el primer modelo MC2LP, que
resuelve el problema de clasificacion en dos pasos.

En el primer paso, el modelo de MCLP se utiliza para encontrar el vector de las desvia-
ciones externas &;. Este es una funcién de A. Por simplicidad, se fija b = 1. Y luego, se
fija el parametro de \ para obtener una posible solucion. Ahora se requiere un vector no
paramétrico de desviaciones externas . El componente (&; > 0) significa que la obser-
vacion correspondiente en el conjunto de entrenamiento esta mal clasificada. En otras
palabras, se producen los errores Tipo | y Tipo Il. De acuerdo con la idea de MC2LP, se
puede detectar el resultado de cada MCLP fijando el parametro de ~ en cada nivel en el
intervalo [b;, b,]. Ahora, se puede encontrar el componente maximo de &:

Emax = max{§;, 1 <i <1} (5.6)

De hecho, cuanto menor es el peso de las desviaciones externas, mas grande es & -
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Las observaciones mal clasificadas son todas proyectadas en el intervalo [1 — &4, 1 +
&max] de acuerdo con el vector de pesos w obtenido a partir del modelo MCLP. De esta
manera, se define b; y b, como 1 — &4 ¥V 1 + Enax, respectivamente. Es facil ver, si
se quiere disminuir el numero de los dos tipos de errores, de hecho, sélo se tiene que
inspeccionar los puntos de corte mediante la alteracion del corte en el intervalo [1 —

gméxa 1 + gméx]-

Por otra parte, para la segunda etapa, un nuevo modelo de clasificacion MC2LP puede
expresarse como sigue:

(min A 35,6~ 2 3,6,

sujeto a:

(i w) = [1 = &max, L + &max] +& — B, 7 €B, (5.7)
(i w) = [1 = &max, L +émax) =&+ 6i, 2 €G,

&8, >0, 1=1,2,--- .1

donde z;, {max SON dados, y w es libre, [1 — &nax, 1 + Emax] significa cierto equilibrio en el
intervalo. Al mismo tiempo, A = (A1, \2) es el pardmetro elegido en el primer paso.

5.3.2 Discusion del nuevo modelo MC2LP

La modificacién mas directa del nuevo modelo MC2LP es transferir la Unica funcion obje-
tivo a una funcién objetivo de multiples criterios. Debido a que el vector de las desviacio-
nes externas es una funcion de )\, es facil observar que si el peso entre las desviaciones
externas y las desviaciones internas cambia, £ cambia. En consecuencia, &4« Se altera.
Y el valor de ¢ ideal es el que permite que &4, No sea demasiado grande. En otras pa-
labras, no se espera comprobar que el peso que satisface \; sea demasiado pequefo.
En realidad, algunos trabajos han demostrado que sélo si \; > \,, entonces £ - 5 = 0,
lo que hace significativo al modelo [9]. Como resultado, solo se tiene que comprobar los
parametros de las funciones objetivas que hacen &5, no demasiado grande, en fin, no
demasiado lejos de la original.

Por otro lado, se espera que &4« N0 sea demasiado pequefio. Es decir, se espera que
el modelo tenga alguna generalizacion. Por lo tanto, dos nimeros pequefios ¢ y e
positivos se eligen manualmente. Y luego, el intervalo se ha construido como

[[1 - fméx — €1, 11— gméx + 61]7 [1 + gnléx — €9, 1 + gméx + 62“ .

Esto significa que el limite inferior y el limite superior del intervalo debe ser compensado
por algunos intervalos, es decir, los niveles de multiples restricciones son en realidad
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intervalos de multiples restricciones. De hecho, revisando todos los acuerdos de los
intervalos es el mismo que comprobar cada acuerdo de 1 — &4 — €1 Y 1 + Enax + €.
En este caso, se puede considerar la funcion objetivo como una funcién de criterios
multiples, la misma que puede establecerse como sigue:

minZz 51
méx ), f;
sujeto a:
(5.8)
(- w) =[1 = &max — €1, L + &max +€2] + & — Bi, 2 € B,
(i w)=[1—Emax — €1, 1 +&max + €] =&+ 5i, € G,

€i76i207 221727 7l

donde z;, &nax, €1 Y €2 son dados, y w es libre. Ademas, €; y €5 son dos nimeros no
negativos.

Lema 1. Para cierto equilibrio entre las funciones objetivo, si b mantiene el mismo signo,
entonces los hiperplanos, que se obtienen en el modelo de MCLP son los mismo. Ade-
mas, diferentes signos resultan en diferentes hiperplanos.

Demostracion. Se supone que el equilibrio entre las funciones objetivo es A = (A1, \s)
y wy es la solucion obtenida mediante la fijacion de b igual a 1. A continuacién, sea b; un
numero positivo arbitrario. EI modelo MCLP puede transformarse como sigue:

ml’n)\lzgi_)\QZBi
sujeto a:
(zi-w)=b+&—fF, z;,€B
(Ti-w)=b =&+ B, ©€G
&, 0 >0,1=1,2,---,1

El problema anterior es el mismo que:

manIZifi - AQZZ' b
by by
sujeto a:
W & B
i) =1+ -2 5,¢cB
(x 51) +b1 h, T; €
W & B
) =1-24 2 g eq
(x 51) b1+b1 T; €
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giaﬁizoa 1:1727 7l

y entonces, si se define £, = 5—1 Bl = f—l w; = £+ y el hiperplano zw' = b; es el mismo
que xw; = 1.

Del mismo modo, podemos probar que cuando b es un niumero negativo, la solucién es
la misma que la que se obtiene de b = —1.

Como resultado, solo se tiene que comparar las soluciones (hiperplanos) resultantes de
b =1y b= —1. Para este caso, es facil ver que los signos delante de &; y de 3; cambian
cuando se transforma b = —1 en b = 1. Si esto sucede, entonces la funcién objetivo

cambiaa —\; ) . & + A2 ). f;. Esto significa que las soluciones seran diferentes. [
De acuerdo con el lema, tenemos el siguiente teorema:

Teorema 6. Para el modelo MC2LP (5.8) anterior, de acuerdo con las soluciones (hiper-
planos), el espacio v se divide en dos partes que no se intersecan.

5.4 Modelo basado en la correcciéon de los dos tipos de errores

En muchos modelos de clasificacion, incluyendo el modelo original MCLP, tratar dos ti-
pos de errores en la clasificacion es un gran problema. Por ejemplo, en la clasificacion
de cuentas de tarjetas de crédito, corregir los dos tipos de errores no sélo puede me-
jorar la precision de la clasificacion, sino también ayudar a encontrar algunas cuentas
importantes. En consecuencia, muchos investigadores se han centrado en este tema.
En base a esta consideracion, se debe prestar mas atencion a las muestras que se
localicen entre los dos hiperplanos adquiridos por el modelo original MCLP, [10]. Por lo
tanto, se definen las desviaciones externas y las desviaciones internas relacionadas con
dos hiperplanos diferentes, el de la izquierda y la derecha, es decir, £, ¢7, Bty /3.

Definicidon 5. Las condiciones que las desviaciones deben satisfacer se expresan como

sigue:
07 (xzw)<1_€maxymz€Ba
¢ — (i w) = (1 = &max), (2i-w) > 1 —=Enax y x5 € B;
' 07 (xzw)zl_gmaxyxZEGa
(1 gméx) - (xz CU), (xz : w) <1l- gméx Y T € Ga

( ) <1+ &max Y 7 € B;

( ) 2> 1+ Emax Y @ € B;
0, (i w) = 1+ Gnax y i € G
( (z; - w)

€Zi- W <1+€méxyxi€G;
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Figura 5.2: Modelo MC2LP

Tw=>b

T

4l

8

&l 'ﬁf
g =&

@) : : O
B (Malo) : : G (Bueno)

1_§méx_52 bl b 1+§méx+€1
1

Fuente: B. Wang, Y. Shi, Error Correction Method in Classification by Using Multiple-
Criteria and Multiple-Constraint Levels Linear Programming. Elaborado por: Autor.

(1 gméx) - (xz w)a (1‘1 W) < 1—- gméx Y T € B7
/Bl _ 07 (.’13'1 w) Z 1— gméx Y T € Ba
(xi : W) - (1 émax)a (xz W) 2 1—- gméx Y x; € Ga
\O, (x;-w) <1—Enxyx; €Gy

p
(14 &max) — (- w), (2 w) <14 &Enax ¥y x; € B;
g 0, (i w) > 14+ &nax y i € B;
Z (xz'w)_(l—i_gmax) (xzw)21+£maxyxz€(}a
0, (x; w) <14+&nxyz € G

La Figura 5.2 representa un boceto para el modelo en discusién. En la grafica, las lineas
verde y roja son el hiperplano izquierda y derecho, b’ y b respectivamente, las cuales
representan un equilibrio de los dos intervalos, es decir, [1—&nax—€2, 1]y [1, 1+Emaxt+€1]-
Y todas las desviaciones se miden de acuerdo con estos en diferentes colores. Por
ejemplo, si una observacion de la clase “bueno” esta mal clasificado como en la clase
“Malo”, esto significa que &7 > ! > 0y & = 57 = 0; y si por el contrario una observacion
de la clase “Malo” esta mal clasificado en la clase “Bueno”, esto significa que ¢! > 37 > 0
y & = Bt = 0. Por lo tanto, para aquellas observaciones mal clasificadas &7 + ¢! — 87 — 3!
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debe ser minimizado.
Como resultado, un modelo mas minucioso podria expresarse como sigue:

(min Y, (g + &)

min -, (& — B)

min -, (& — 5})

max 3=, (5] + )

sujeto a: (5.9)
(i w) =1+ [0, &max + €] + & — {, ; € B,

(- w) =1 [0, €max + €] +& — z; € B,

(i w) =1+ [0, Emax + €] — & + ﬁf, z; € G,

(@i w) = [0 mix T €2] =& + B}, x € G,

& Bl i=1,2,- 1.

donde x;, &nsxs €1 > 0, €2 > 0 son dados y w es libre de restricciones. En la Figura
5.2, para cada punto, hay como maximo dos tipos de desviaciones distintas de cero.
Las funciones objetivas aparecen para hacer frente a las desviaciones de acuerdo con
la posicidon que se muestra en la Figura 5.2, respectivamente, mientras que tienen su
propio significado especial. Esto quiere decir, mide dos tipos de error en algun grado
por medio de las funciones objetivos segunda y tercera. Como resultado, en esta nueva
version de MC2LP, no sélo se consideran las desviaciones respectivamente, sino tam-
bién toma la relacion de las desviaciones sobre la base de los dos tipos de error en una
cuenta en las funciones objetivo. En virtud del método MC2LP, cada compromiso entre
1 — &usx — €2 ¥ 1 para el hiperplano izquierdo, asi como cada compromiso entre 1y
1 + &nsx + €1 para el hiperplano derecho, pueden ser comprobadas.

Después de obtener el vector de pesos w del hiperplano, (= - w) = 1 todavia se utiliza
como el hiperplano de clasificacion. Sin embargo, en el nuevo modelo, se minimiza la
distancia entre el hiperplano izquierdo y el derecho.

En realidad, en las estadisticas, los errores del Tipo | y los errores del Tipo Il son dos
objetivos opuestos. Es decir, es muy dificil de corregir ambos al mismo tiempo. Como
resultado, se modifica el modelo anterior en dos modelos diferentes que se centran en
dos tipos de error, respectivamente, como sigue:



95

min Zi (& + fi)
min Y, (& — Bf)

méx y, (57 + )

sujeto a:

(i w) =1+410,émax + €] + & — G, = €B, (5.10)
(2 w) =1+¢ - B, z; € B,

(- w) =1+[0,€max +€] =&+ 67, 2 €G,

(- w)=1—¢&+ B 2, € G,

068 B2 0, i=1,2,,L

donde z;, {4 Y € > 0 son dadas, y w es libre de restricciones. En este modelo, Zi(gg —
/3!) no esta contenida en las funciones objetivo. Este modelo puede lidiar con el error
tipo Il, es decir, la clasificacion de un punto “bueno” como uno “malo”.

Como el resultado mostrado anteriormente, el modelo (5.10) puede corregir el error de
Tipo Il en algun grado. Se concluye esto en la siguiente proposicion.

Proposicion 7. El Modelo (5.10) puede corregir el error tipo Il moviendo el hiperplano
derecho a la derecha sobre la base del concepto de mdultiples niveles de restriccion.

Observacion 3. La segunda funcion objetivo en el modelo (56.10) es distinta de cero
para las observaciones de la clase “Malo”, y es negativo cuando el hiperplano derecho
se mueve hacia la derecha. Es decir, se toleran algunos errores del tipo I. Al mismo
tiempo, la primera funcién objetivo en el modelo (5.10) permite un castigo creciente de
los errores de Tipo Il con el movimiento del hiperplano derecho hacia la derecha. Como
resultado, se puede corregir el error de Tipo Il en algtn grado.

Al igual que en el modelo (5.10), se plantea el modelo (5.11) que puede lidiar con el
error tipo | de la siguiente manera:
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min}-, (& + &)

min}-; (& — A7)

méx >, A + f]

sujeto a:

(zi-w) =1+ — B, z; €B (5.11)
(2 w) =1=[0,6max + €] +& =B, 7.€B

(T w)=1=& + 4, z; € G

(2 w) = 1= [0.nsx + | — €l + 5, = €G

GRS P12l

donde x;,&max Y € > 0, Y w es libre de restricciones. En este modelo, >, (¢! — 37) no esta
dentro de las funciones objetivo. Este modelo puede lidiar con el error tipo I, es decir, la
clasificacion de un punto “malo” como uno “bueno”.



Capitulo 6

APLICACION: CALIFICACION DE RIESGO DE CRE-
DITO

En el presente capitulo se aplican los resultados tedricos que se presentaron en los ca-
pitulos anteriores, utilizando datos reales de una Institucién Microfinanciera (IMF). Para
comenzar se estableceran las reglas con las que los créditos funcionan en la mayo-
ria de las IMFs de nuestro pais, lo que en la practica se conoce como operacion de
los créditos. Estos precedentes permitiran definir eventos, entre ellos el incumplimiento,
asociados al comportamiento de los créditos, que sera modelado como un problema de
clasificacion.

6.1 Introduccion

Las microfinanzas, se refieren a la provisidon de servicios financieros tales como: présta-
mos, ahorro, seguros o transferencias de recursos hacia hogares con bajos ingresos o
hacia actividades u organizaciones econdmicas cuya administracion se encuentra bajo
una persona o grupo de personas emprendedoras, que se han organizado para por me-
dio de la autogestion, lograr objetivos econdmicos que les permita mejorar su calidad de
vida.

Las entidades dedicadas a proveer este servicio lo hacen principalmente a través del
denominado microcrédito, es decir, préstamos pequefios que permiten a las personas u
organizaciones que no cumplen con el requisito de una garantia real, iniciar o ampliar
su propio emprendimiento y por tanto, aumentar sus ingresos.

Esta actividad, que antes era exclusiva del Estado o de instituciones no formales, tiene
actualmente la intervencion de variadas instituciones especializadas reguladas por la
Superintendencia de Bancos (SB), la Superintendencia de Economia Popular y Solida-
ria (SEPS), de las no reguladas, que estan bajo el control del Ministerio de Inclusién
Econdmica y Social (MIES) a través de la Direccion Nacional de Cooperativas.
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En el afo 2002 existian 14 entidades supervisadas por la Superintendencia de Bancos
y Seguros que proporcionaban servicios microfinancieros. A Diciembre de 2014 éstas
ascienden a 74 instituciones financieras dedicadas a este negocio, entre las que se en-
cuentran: 23 bancos privados, 39 cooperativas, 9 sociedades financieras, 4 mutualistas
y 2 entidades publicas (Banco Nacional de Fomento y Corporacién Financiera Nacio-
nal), evidenciandose la importancia que el sistema financiero le ha dado a este sector
cada vez con mas presencia en el mercado. A partir de Enero de 2013 La Superinten-
dencia de la Economia Popular y Solidaria es la entidad reguladora de las Cooperativas
de Ahorro y Crédito.

Figura 6.1: Participacion en el mercado del microcrédito

( PARTICIPACION EN EL MERCADO DEL MICROCREDITO \

(millones de délares, porcentaje)

37.59 (1.02 %)

——————  27.18 (0.74 %)
[ SOCIEDADES FINANCIERAS

[ ] COOPERATIVAS

1,514.24
(41.07 %)

[ BANCA PUBLICA

[ ] MUTUALISTAS

I BANCOS PRIVADOS

- J

Fuente: Superintendencia de Bancos, Superintendencia de la Economia Popular y Solidaria.
Elaborado por: Autor

El total de la cartera bruta de microempresa a Diciembre de 2014 ascendié a 3,687.23
millones de ddlares, superior en 1,011.54 millones de délares (37.80 %) a lo entregado
en Diciembre de 2013. A la banca privada le corresponde USD 1,445.83 millones, es
decir el 39.21 % del total entregado para el sector de microempresa, siendo el Banco Pi-
chincha el mas representativo con USD 721.09 millones que concentra el 49.87 % en el
total concedido por sistema de bancos, le sigue Solidario con una cartera de USD 292.08
millones correspondiente a 20.20 % y Procredit con USD 93.29 millones que constituye
el 6.45%. Por parte de las Cooperativas, éstas aportaron con USD 1,514.24 millones,
participando del 41.07 % del total del sector, siendo las mas representativas Juventud
Ecuatoriana Progresista (JEP) con USD 167.96 millones (11.10 %), San Francisco con
USD 122.25 millones (8.08 %) y Mushuc Runa con USD 111.62 millones (7.37 %). En
cuanto a la Banca Publica, este subsistema otorgdé USD 662.3 millones que equivale
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al 17.96 % de participacion en el sector, destacandose el Banco Nacional de Fomento
con USD 649.24 millones, equivalente al 98.01 % de contribucion dentro del subsiste-
ma de banca publica. En lo que corresponde a Sociedades Financieras y Mutualistas,
estos subsistemas tienen una participacion marginal como proveedores de este produc-
to, correspondiéndole al primer subsistema la suma de USD 27.18 millones, es decir
un 0.74 % dentro del sector, mientras que Mutualistas concedié un total de USD 37.59
millones participando con apenas el 1.02 %. Dentro del grupo de Sociedades Finan-
cieras, Unifinsa abarca el 66.94 %, mientras que en Mutualistas se destaca Mutualista
Pichincha con el 83.33 % dentro de su grupo.

Analizando por entidad se desprende que al Banco Pichincha le corresponde el 19.6 %
de estos recursos colocados, le sigue el Banco Nacional de Fomento con el 17.6 %, Ban-
co Solidario con el 7.9 %, y finalmente Juventud Ecuatoriana Progresista con el 4.7 %.
Es decir que, tomando en cuenta las cuatro principales entidades que tienen el pro-
ducto de microfinanzas, la banca privada abarca el 27.5 % mientras que el subsistema
de Cooperativas tan solo lo hace con el 4.6 %. Por tanto de las 77 entidades que ha-
cen microcrédito, 4 entidades concentran con el 49,6 % de la cartera, en tanto que 73
participan del 50,4 %.

Figura 6.2: Evolucion del microcrédito en el Ecuador, en el periodo 2002-2014

4 )
EVOLUCION DEL MICROCREDITO
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Fuente: Superintendencia de Bancos, Superintendencia de la economia popular y soli-
daria. Elaborado por: Autor

6.1.1 Descripcion general del portafolio

La forma en la que la mayoria de las IMFs operan sus créditos, comienza cuando se
desembolsa un importe monetario C (monto oforgado) y le es otorgado a una o varias
personas que han sido elegidos como viables (deudores). La evaluacion de la viabilidad,
se realiza con un analisis del flujo de efectivo de su negocio (existente o potencial), por
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parte de los promotores de crédito (oficiales de crédito). Posteriormente, se establece
un periodo de tiempo en el que el cliente adquiere el compromiso de pagar C, y otro
importe monetario / llamado interés. La duracion en meses M de este periodo de tiempo
llamado plazo, asi como un factor a conocido como la tasa, sirven para determinar el
importe de intereses

[ =aMC 6.1)

La deuda adquirida por el cliente sera saldada a través de K pagos (dividendos) cono-
cidos como amortizaciones, con valor C(1 4+ aM)/K cada una. Las fechas calendario
correspondientes a cada una de estas fechas son distribuidas de manera homogénea
en el plazo, considerando una frecuencia mensual, trimestral, semestral, anual que sea
consistente con los flujos de efectivo del cliente, estas son las fechas de exigibilidad del
crédito.

Si en alguna fecha calendario posterior a una o mas de las de exigibilidad, el dividendo
correspondiente no es cubierto, la diferencia en dias entre estas dos fechas es llamada
dias de atraso del dividendo. Dado que en algun momento mas de un dividendo puede
tener dias de atraso, el maximo de los mismos es llamado dias de atraso del crédito. La
suma del importe no cubierto de los dividendos exigibles, mas las que aun no lo son, es
igual a la exposicion al riesgo. Si mas de un dividendo posee dias de atraso y el cliente
realiza un pago, este servira para cubrir aquella con la fecha de exigibilidad mas antigua,
con lo que cada pago puede reducir los dias de atraso. Cuando todas las amortizaciones
de un crédito son cubiertas, se dice que éste se encuentra Saldado o Cancelado. Esto
puede ocurrir durante o después del plazo pactado (con sus respectivos dias de atraso),
con lo que los compromisos del cliente con la IMF terminarian. Existe la posibilidad de
que el crédito no sea saldado y acumule dias de atraso, si éstos llegan a superar los
180 (para la mayoria de las IMFs), se dice que el crédito ha caido en incumplimiento y
se encuentra en un estatus de Castigado. En ese momento la IMF asume el valor EADn
como una pérdida, debido principalmente a que; la responsabilidad de cobro de los
creditos no castigados corre a cargo de los mismos promotores que lo originaron, pero
cuando el crédito se castiga resulta poco viable que esta gestion siga siendo llevada
a cabo por los mismos, pues si no hubo voluntad de pago durante seis meses, muy
probablemente no ocurra en lo posterior y puede mejor dedicarse a originar un nuevo
credito que si genere ingresos. La responsabilidad de cobro de créditos castigados se
delega al area legal.

De acuerdo al funcionamiento descrito, el tiempo que las IMFs dedican (sin llegar a
instancias legales) a cada uno de sus créditos, también conocido como horizonte o vida
del crédito, estara sujeto al tiempo que tarde en saldarse o bien en castigarse, lo que
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Tabla 6.1: Categorias de Calificacion de los Microcréditos

CATEGORIAS DE RIESGO | DIAS DE MOROSIDAD
A1 0
A2 1-8
A3 9-15
B1 16-30
B2 31-45
C1 46-70
Cc2 71-90
D 91-120
E mayor a 120

Fuente: Superintendencia de Bancos
Elaborado por: Autor

pase primero. Mientras esto no ocurra diremos que el crédito se encuentra activo.

Los plazos a los que las IMFs otorgan sus créditos varian entre los 4 y 12 meses, por
lo que los horizontes de los mismos varian entre los 11 y los 19, que en comparacion
con los créditos que se otorgan en otro tipo de instituciones financieras, estos periodos
de tiempo son cortos. Por ejemplo, las tarjetas de crédito poseen un periodo de vida
de 3 o0 mas afios, o los créditos hipotecarios que duran desde 5 hasta 30 afios; incluso
los créditos comerciales, que en general son superiores a los 18 meses. Estos plazos
cortos de las microfinanzas son explicados principalmente por los montos tan pequefios
que se otorgan, asi como, para reducir el riesgo de la falta de flujo de efectivo del cliente
en un plazo mayor. La distribucion de los plazos tanto en niumero de créditos como en
exposicion al riesgo en el portafolio de la IMF, con cuyos datos se trabajo esta aplicacion,
varian entre los 12 y 63 meses. Los plazos mayores a 66 meses y menores a 12 meses
cuentan con una participacion significativamente menor.

Debido a la amplia variedad que un portafolio posee en cuanto a los dias de atraso
de cada uno de sus créditos, es comun agruparlos en categorias de riesgo, con lo que
ademas puede afinarse el conocimiento del porcentaje de operaciones en atraso. Las
categorias de riesgo son una propiedad para cada una de las operaciones en alguna
fecha de evaluacion, y son asignados de acuerdo a la tabla (6.1)

6.2 Metodologia

En esta seccion se detallan las especificaciones técnicas utilizadas, asi como el desarro-
llo y resultados de los modelos de Clasificacion estadistico-matematico para el portafolio
de Microcréditos en la IMF.
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En la presente seccién se expondran los resultados para los modelos de clasificaciéon
desarrollados, pero primeramente se partira con la descripcion de la base de datos
requerida.

6.2.1 Base de Datos

Para la presente aplicaciéon se considera como referente la base del historial crediticio
de la IMF con fecha corte al 31/12/2014, cuya estructura es la siguiente: cartera comer-
cial 21.00 % que corresponde a 62,604 operaciones, cartera microcrédito con 78.26 %
que equivale a 276,090 operaciones y la cartera de consumo con el 0.74 % de la cratera
total, que corresponde a 2,625 operaciones. Por lo tanto, en adelante nuestro estudio se
centra en la cartera de microcrédito que es la mas representativa de la cartera total de
la IMF, con 272,539 operaciones originales, de la misma que el 52.52 % (143,151 ope-
raciones) corresponden al segmento del bono de desarrollo humano. De esta manera la
poblacién de estudio se reduce al 47.48 % que equivale a 129,388 operaciones.

Para el caso de microcréditos, se han venido utilizando dos tipos de formularios de eva-
luacion financiera para la unidad familiar y productiva: uno para el sector Agropecuario
y, otro para el resto de sectores. Asi, en funcion de este concepto la base se ha dividido
en dos segmentos:

= Microagropecuario.- Operaciones cuyo sector es: pecuario, agricola, agroindus-
trial, acuicola, piscicultura y forestal. (Base con 70,374 registros, ver figura 6.3)

= Microempresa.- resto de sectores. (base con 59,014 registros).

El periodo analizado considera datos de operaciones de microcrédito del IMF concedi-
das desde enero de 2012 hasta diciembre 2014. La fecha de corte es 31 de diciembre
2014, misma que se considera para el analisis de la morosidad. El numero de registros
es de 59,382 registros que corresponden a operaciones originales del sector microagro-
pecuario.

En el desarrollo de la presente aplicacion, se utilizd informacion sociodemogréfica del
cliente, informacion de las operaciones y del comportamiento crediticio que el cliente
mantiene con la IMF y con las instituciones financieras reguladas por la SB. Este reque-
rimiento genera una dicotomia entre dos elementos de decision:

a) la muestra debe ser representativa de aquellos clientes (clientes potenciales) que
deseen aplicar a una linea de crédito en el futuro (throught-the-door-population),

b) la muestra debe incorporar informacion suficiente acerca de las diferentes con-
ductas de pago de los clientes.
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Figura 6.3: Portafolio de Microcrédito
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Fuente: Registro de operaciones de la IMF al 31 de Diciembre de 2014. Elaborado por: Autor

Es aqui justamente donde se genera el conflicto, puesto que con esta muestra se ne-
cesita definir el criterio de cliente bueno y cliente malo a emplear para encontrar las
caracteristicas relevantes en el modelo de clasificacién. El periodo de observacion es el
tiempo t en el que el investigador decide situarse y observar el desempefio del cliente.
Es este periodo de performance (desempefo) el que se emplea para predecir el com-
portamiento futuro de los potenciales clientes. En el punto del resultado se asigna una
calificacion (bueno o malo) al cliente con base en el resumen del comportamiento en el
periodo de desempefio. Por tanto, la importancia de la madurez de la cartera para no
calificar como bueno a un cliente que es malo, pero que no logra denotar un compor-
tamiento porque inicia a pagar su obligacion. Para lograr tal propdsito es util definir un
indicador de mora o tasa de morosidad:

numero de clientes malos del mes de desembolso t

Tasa de morosidad; =
! numero total de clientes del mes de desembolso t

numero de clientes del mes de desembolso t con atraso maximo mayor a 30 dias
numero total de clientes del mes de desembolso t

La tasa de morosidad se construye por periodo de cosecha (fecha de venta de las opera-
ciones de crédito) y tiene por objeto mostrar en forma grafica y por mes de colocacion la
relacion clientes malos sobre total de clientes, con el fin de senalar los periodos en que
esta razon se estabiliza como equivalentes a un comportamiento estable de la cartera.
Un periodo se considera como estable si la razén de la cosecha t presente pequenas
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variaciones en relacion a la cosechat — 1y t + 1. En términos estadisticos se puede
argumentar que se necesita, durante la ventana temporal elegida, que la razén tasa de
morosidad siga una distribucién uniforme. La eleccion de periodos con tasas de moro-
sidad decrecientes no implica necesariamente una mejora en el comportamiento de la
cartera, puede ser que estas cosechas por ser cercanas a la fecha actual estén reflejan-

do carteras poco maduras y por ende no comparables con otros periodos de analisis. A
este tipo de estudios se los conoce como analisis de cosechas.

Figura 6.4: Analisis de Cosechas del sector microagropecuario: enel2 - dicl4
/A0 T

L N
ANALISIS DE COSECHA: MICROAGROPECUARIO

| - -
) : 3
S 3
E 3

Fuente: Registro de operaciones de la IMF al 31 de Diciembre de 2014
Autor

2

S

=)

=3

ene- 12
mar-12
abr-12
may-12
jun-12
jul-12

sep-12
oct-12
nov-12
dic-12
ene-13
feb-13
mar-13
abr-13
jun-13
jul-13

T+ ¥ = I
6 2 5 5 F
e 5 T
& & E © g

may-13
ago-13
sep-13

oct-13
nov-13
jun-14 |
ju14 |

\

kago-14 ‘
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6.2.2 Seleccion de la ventana de muestreo.

A modo de ejemplo se puede observar en la figura 6.4 del analisis de cosecha que para
enero de 2013 el indicador de mora es del 24.87 % que corresponde al desembolso de
alrededor de 2199 créditos, de los cuales 547 han presentado morosidad maxima; asi se
puede leer para cada fecha de contabilizacion la tasa de morosidad del total de créditos
colocados, sin embargo al acercarnos a fechas mas recientes se aprecia una mejora en
el comportamiento de los clientes, pues la tasa de morosidad decrece a niveles del 10 %,
el error consiste en creer que esto se debe a mejoras en las cosechas, cuando lo que
realmente esta ocurriendo es que falta maduracion o tiempo de observacion y por ende
de desempefio que permita comparar con otros periodos de analisis. A continuacion se
presenta el grafico y prueba de distribucion uniforme:

La muestra para el caso del sector Agropecuario corresponde a las operaciones con-
cedidas entre diciembre del 2012 y noviembre del 2013, lo cual representa 25,085 re-

gistros; después de un analisis de la completitud de la data, la base depurada contiene
23,468 registros.
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Resumen de prueba de hipotesis

Hipétesis nula Test Sig. Decision

. Prueba
La distribucion de tasa_de_mora es Retener la
1 uniforme con el minima 0.13 y el Kolmogorov- 472 hipdtesis

ik Smirnov de una
maximo 0.25. muestra nula.

Se muestran las significancias asintdticas. El nivel de significancia es .05,

6.2.3 Definicion de la variable dependiente

En esta seccion el objetivo es definir una particién de la cartera de clientes, con un
criterio adecuado que permita identificar a los clientes buenos y malos, a partir de la
definicién de la variable dependiente; por lo tanto, una correcta clasificacién a priori
dara una correcta clasificacion a posteriori.

Para la construccion del indicador buenos/malos (Indicador B/M), se utiliza los indica-
dores de altura de mora: atraso promedio y atraso maximo, en el que han incurrido los
clientes, previamente se eliminan las operaciones castigadas y condonadas resultando
en una base de 22,882 registros para el presente estudio. A partir de lo cual se obtie-
ne la matriz de confusion de las variables atraso promedio y atraso maximo como se
observa en la tabla 6.2:

Tabla 6.2: Matriz Atraso Promedio/ Atraso Maximo

ATRASO MAXIMO TOTAL

RANGOS 1-8 [ 9-15 | 16-30 | 31-45 | 46-70 | 71-90 | 91-120 | +120
o 0 4208
9 1-8 626 100 6 11038
g 9-15 734 | 250 82 8 1 1696
© 16-30 814 | 411 408 | 101 35 4 1773
ol 31-45 369 | 177 | 162 94 39 841
% | 4670 464 98 181 192 935
i 71-90 208 46 190 444
<| 91-120 240 | 209 449
+120 1498 || 1498

| TOTAL  [4208 [ 9293 [ 1634 | 2174 | 1130 | 1137 | 577 [ 597 [2132 ] 22882 |
Fuente: Registro Crediticio de la IMF. Elaborado por: Autor

En la tabla 6.2 se distribuyen los clientes segun el cruce que les corresponde por rango
de atraso promedio (filas) y rango de atraso maximo (columnas), por ejemplo; existen
1013 clientes cuyo atraso promedio esta entre 1 y 8 dias y con atraso maximo entre
9 y 15 dias. La entidad financiera debe establecer un criterio del valor de pérdida que
es bueno o malo para la institucién. Considerando los niveles de pérdida establecidos
por la Superintendencia de Bancos se concluyé que los clientes con atraso promedio
menor o igual a 15 dias y atraso maximo de hasta 15 dias son clientes buenos, casillas
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Tabla 6.3: Matriz Atraso Promedio/ Atraso Méaximo (Porcentaje)

ATRASO MAXIMO TOTAL
RANGOS 1-8 9-15 16-30 | 31-45 | 46-70 | 71-90 | 91-120 | +120

) 18.39 %
8 1-8 2.74% | 0.44% | 0.03% 48.24 %
% 9-15 321%  1.09% | 0.36% | 0.03% 7.41%
g 16-30 3.56% 1.80% | 1.78% | 0.44% | 0.15% | 0.02% 7.75%
o 31-45 1.61% | 0.77% | 0.71% | 0.41% | 0.17% || 3.68%
2 46-70 2.03% | 043% | 0.79% | 0.84% 4.09 %
E 71-90 091% | 020% | 0.83% || 1.94%
< | 91-120 1.05% | 0.91% || 1.96%
120 6.55 % 6.55 %

TOTAL [ 18.39% | 40.61% | 7.14% | 9.50% | 4.94% | 4.97% | 252% | 2.61% | 9.32% | 100.00% |
Fuente: Registro Crediticio de la IMF. Elaborado por: Autor

en color verde. Sin embargo los clientes con atraso promedio entre 1 y 15 dias, pero
con atrasos maximos entre 16 y 120 dias no pueden ser determinados como buenos o
malos; a este grupo se le denominara clientes indeterminados, puesto que no se tiene
la informacion suficiente a cerca de ellos como para ubicarlos en un grupo definido.
los clientes indeterminados estan representados por la casillas en color amarillo. Los
clientes restantes son los clientes clasificados por el criterio como malos, casillas rojas.
La tabla 6.4 a continuacion muestra los porcentajes de clientes en cada categoria:

Tabla 6.4: Distribuciéon de clientes

NUMERO | PORCENTAJES (%)
BUENOS 15135 66.94 %
INDETERMINADOS 1844 7.90 %
MALOS 5940 25.96 %
TOTAL 22882 100.00 %

Fuente: Registro Crediticio de la IMF. Elaborado por: Autor

Se aprecia que hay una alta incidencia de clientes malos, que representan un 25.96 %
de la cartera, los clientes indeterminados constituyen el 7.90 % y el 66.14 % restante son
los clientes buenos. A nivel de consultoras se ha definido un estandar para la definicién
de buenos y malos, en el que se indica que la distribucidon es adecuada si mantiene un
porcentaje de clientes indeterminados no mayor a 12 %. Adicionalmente, la definicion
de buenos y malos dependera de la acidez con que se quiera realizar el modelo.

La relacion de los clientes buenos y malos es de aproximadamente 2 a 1, al excluir el
grupo de clientes de la categoria indeterminados.

La distribucion de buenos y malos en la muestra de construccion se mantiene, como se
puede observar en la tabla 6.5:
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Tabla 6.5: Distribucién de clientes en la muestra

NUMERO | PORCENTAJES (%)
BUENOS 12081 66.00 %
INDETERMINADOS | 1445 7.89%
MALOS 4779 26.11%
TOTAL 18305 100.00 %

Fuente: Registro Crediticio de la IMF. Elaborado por: Autor

Pues la representatividad que tienen las muestras de construcciéon y de back testing
debe mantenerse en las variables, por ejemplo, en la tabla 6.6, se observa la distribucion
segun la variable zonal.

Tabla 6.6: Distribucioén clientes por zonal

ZONAL Distribucién de operaciones Distribucion de operaciones Distribucion de operaciones
en la muestra total (%) en la muestra de construccion (%) | en la muestra de back testing ( %)

ZONAL CUENCA 5.06 5.05 5.10

ZONAL EL PUYO 16.32 16.26 16.56

ZONAL GUAYAQUIL 5.41 5.42 5.36

ZONAL LOJA 13.69 13.57 14.17

ZONAL MACHALA 3.82 3.80 3.87

ZONAL PORTOVIEJO 14.25 14.30 14.06

ZONAL QUITO 7.75 7.90 7.14

ZONAL RIOBAMBA 25.41 25.45 25.21

ZONAL STO. DOMINGO 8.29 8.24 8.51

TOTAL 100.00 100.00 100.00

Fuente: Registro Crediticio de la IMF. Elaborado por: Autor

Sin embargo considerando que el objetivo final del modelo es diferenciar a los clientes
buenos de los malos, se excluiran de la construccion a los clientes indeterminados,
ya que estos sesgarian el modelo. Una vez obtenido el indicador de buenos y malos
(indicador B/M), este se constituye como la variable dependiente del modelo. La variable
dependiente es entonces dicotomica, donde los buenos se representaran con 1 (uno) y
los malos con 0 (cero).

6.2.4 Analisis descriptivo de la base de datos

En esta seccion se escogen las variables que aportan informacion al modelo, como una
primera aproximacion se realizara el analisis exploratorio de la data.

La base de datos utilizada en este proyecto esta conformada por informacién sociode-
mogréfica del cliente, informacion de comportamiento crediticio interna y la informacién
externa como es la informacién del buré de crédito, esta ultima obtenida de la central de
riesgo, que corresponde exclusivamente al comportamiento del cliente en instituciones
diferentes a la entidad para la que se realiza el modelo. En la tabla 6.7 se muestra una
descripcién de las variables con las que se cuenta inicialmente.
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Codigo/Alias Descripcion Tipo Medida
nro_tramite Codigo del documento numérico | nominal
nro_operacion Cadigo de la operacion crediticia numérico | nominal
ente Cadigo unico del cliente numérico | nominal
fecha_contabilizacion Fecha de desembolso del crédito fecha escala
mes_contabilizacion Mes de desembolso del crédito numérico | escala
fecha_vencimiento Fecha de vencimiento del crédito fecha escala
cod_forma_pago Cadigo de la forma de pago del crédito texto nominal
des_forma_pago Forma de pago del crédito texto nominal
monto_aprobado Monto del crédito numérico | escala
cod_destino_final Codigo del destino final de la inversion texto nominal
des_destino_final Destino final de la inversion texto nominal
cod_oficina Codigo de la oficina numérico | nominal
des_oficina Ofician donde se recepto la solicitud de crédito texto nominal
div_pendientes numero de dividendos pendientes de pago numérico | escala
div_pagados numero de dividendos pagados numérico | escala
atraso_maximo el mayor nimero de dias de vencimiento de una cuota que el cliente registra en la IMF numérico | escala
atraso_prom el nimero promedio de dias de vencimiento de una cuota que el cliente registra en la IMF numérico | escala
op_sector_bnf Cadigo del Sector al cual se destina el crédito numeérico | escala
des_op_sector_bnf Sector al cual se destina el crédito texto nominal
cod_provincia_ubi_inv Cadigo de la provincia donde se encuentra la inversion numérico | nominal
des_provincia_ubi_inv Provincia de la ubicacion de la inversion texto nominal
edad Edad del cliente a la fecha corte numérico | escala
total_ingresos Total ingresos del cliente numérico | escala
total_gastos Total gastos del cliente numeérico | escala
total_activos Total activos del cliente numeérico | escala
total_pasivos Total pasivos del cliente numérico | escala
plazo_meses plazo en meses del créditp numérico | escala
telefonos_registrados numero de teléfonos registrados del cliente numérico | escala
cod_sexo caédigo del sexo del cliente texto nominal
des_sexo sexo del cliente texto nominal
num_cargas Indica el nimero de cargas del cliente numérico | escala
num_cargas_estudiando Indica el nimero de cargas del cliente que se encuentran estudiando numérico | escala
cod_estado_civil codigo del estado civil del cliente texto nominal
des_estado_civil estado civil del cliente texto nominal
cod_nivel_instruccion caédigo del nivel de educacion del cliente texto ordinal
des_nivel_instruccion nivel de educacion del cliente texto ordinal
cod_profesion codigo de la profesion del cliente texto nominal
des_profesion profesion del cliente texto nominal
cod_actividad codigo de la actividad a la que se dedica el cliente texto nominal
des_actividad actividad econémica del cliente texto nominal
fecha_nacimiento Indica la fecha de nacimiento del cliente fecha escala
acreedores_anteriores_36_meses numero de acreedores anteriores de 36 meses numeérico | nominal
acreedores_anteriores_consumo_36_meses numero de acreedores anteriores en consumo de 36 meses numérico | nominal
acreedores_anteriores_comercial_36_meses numero de acreedores anteriores en comercial de 36 meses numérico | nominal
acreedores_anteriores_microcrédito_36_meses | nimero de acreedores anteriores en microcrédito de 36 meses numérico | nominal
acreedores_vigentes numero de acreedores vigentes numérico | nominal
acreedores_vigentes_microcrédito numero de acreedores vigentes en microcrédito numérico | nominal
acreedores_vigentes_comercial numero de acreedores vigentes en comercial numérico | nominal
acreedores_vigentes_consumo numero de acreedores vigentes en consumo numérico | nominal
saldo_total_deuda_actual_ifis saldo total de deuda actual que el cliente tiene con otras instituciones financieras numérico | escala
endeudamiento_promedio endeudamiento promedio del cliente en el sistema financiero numérico | escala
endeudamiento_promedio_microcrédito endeudamiento promedio en microcrédito del cliente en el sistema financiero numeérico | escala
endeudamiento_promedio_consumo endeudamiento promedio en consumo del cliente en el sistema financiero numeérico | escala
endeudamiento_promedio_comercial endeudamiento promedio en comercial del cliente en el sistema financiero numérico | escala
saldo_demanda_judicial saldo en demanda judicial numérico | escala
saldo_cartera_castigada saldo en cartera castigada numérico | escala
mayorplazovencidoactualcons Indica el mayor plazo vencido en tipo consumo que el cliente registra en la Central de Riesgo numérico | nominal
mayorplazovencidoactualcom Indica el mayor plazo vencido en tipo comercial que el cliente registra en la Central de Riesgo numérico | nominal
mayorplazovencidoactualmic Indica el mayor plazo vencido en tipo microcrédito que el cliente registra en la Central de Riesgo numérico | nominal
mayorplazovencidoactualtotal Indica el mayor plazo vencido total que el cliente registra en la Central de Riesgo numérico | nominal
mayorvalorvencidoactualcon Indica la deuda de tipo consumo que el cliente registra en la Central de Riesgo numérico | escala
mayorvalorvencidoactualcom Indica la deuda de tipo comercial que el cliente registra en la Central de Riesgo numérico | escala
mayorvalorvencidoactualmic Indica la deuda de tipo microcrédito que el cliente registra en la Central de Riesgo numérico | escala
mayorvalorvencidoactualtotal Indica la deuda total que el cliente registra en la Central de Riesgo numérico | escala
mayorplazovencidobmesescon Indica el mayor plazo vencido en tipo consumo que el cliente registra en la Central de Riesgo hace 6 meses numérico | nominal
mayorplazovencidobmesescom Indica el mayor plazo vencido en tipo comercial que el cliente registra en la Central de Riesgo hace 6 meses numérico | nominal
mayorplazovencidobmesesmic Indica el mayor plazo vencido en tipo microcrédito que el cliente registra en la Central de Riesgo hace 6 meses | numérico | nominal
mayorplazovencido6mesestotal Indica el mayor plazo vencido total que el cliente registra en la Central de Riesgo hace 6 meses numérico | nominal
mayorvalorvencidc ] Indica la deuda de tipo consumo que el cliente registra en la Central de Riesgo hace 6 meses numérico | escala
mayorvalor Indica la deuda de tipo comercial que el cliente registra en la Central de Riesgo hace 6 meses numérico | escala
mayorvalor Indica la deuda de tipo microcrédito que el cliente registra en la Central de Riesgo hace 6 meses numérico | escala
mayorvalor i otal Indica la deuda total que el cliente registra en la Central de Riesgo hace 6 meses numérico | escala
mayorplazovencidohistéricototal Indica el mayor plazo vencido total que el cliente registra en la Central de Riesgo hace 36 meses numérico | nominal
score_buro Indica la puntuacién que el cliente registra en la central de riesgos numeérico | escala
cuota_estimada_buro Indica la cuota promedio que el cliente tiene en la central de riesgos numeérico | escala

Fuente: Registro Crediticio de la IMF. Elaborado por: Autor

Analisis descriptivo

El analisis descriptivo de una base de datos consiste en la aplicacion de una serie

de herramientas para obtener una informacion inicial de los mismos permitiendo cierta

familiarizacion con las bases de datos. Entre los objetivos de este analisis se tiene:

= |nvestigar la calidad de los datos y descripcion de los mismos.
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= Obtener un conocimiento basico de los datos y de las relaciones entre las varia-
bles.

El analisis descriptivo requiere la identificacién de los tipos de variables con las que se
dispone para trabajar, como por ejemplo:

Clasificacion por el nivel de medicién

= Variables Nominales: son aquellas que indican diferencia en categoria, clase, ca-
lidad o tipo, por lo que poseen categorias representadas por nombres. Por ejemplo
lugar de nacimiento, carrera académica, género, raza, etc

= Variables Ordinales: designan categorias, que pueden ser clasificadas desde la
menor hasta la mayor; es decir, que existe un orden natural entre las categorias.
Las variables ordinales comunes incluyen, entre otras clasificacion de clase social
(alta, media, baja), calidad de vivienda (estandar, insuficiente, en ruinas).

= Variables de Intervalo (Escala): estas variables identifican las diferencias en
monto, cantidad, grado o distancia, y se les asignan puntuaciones numéricas mas
utiles.

= Variables de Razoén: estas variables poseen las caracteristicas de las variables de
Intervalo y un punto cero verdadero, donde una puntuacion cero significa ninguno:
Peso, altura, edad, ingreso, distancia, duracion de tiempo y promedio son variables
de razon.

Clasificacioén por la periodicidad de medicion:

m Variables Longitudinales: se observan a lo largo del tiempo (series tempora-
les)

= Variables Transversales o de Corte Transversal: se observan en un instante de
tiempo dado.

= Variables de tipo Panel: caso mixto, considera variables longitudinales y variables
transversales.

Clasificacion por la posibilidad de ser cuantificadas numéricamente
= Variables Cualitativas o no métricas: describen cualidades de un objeto.

= variables Cuantitativas o métricas: utilizan unidades de medida.
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Para la determinacion de la estructura y la calidad de la informacion se debe investigar
la posible presencia de errores, puntos atipicos y datos perdidos. A continuacion se pre-
sentaran, a manera de ejemplo, los resultados obtenidos para algunas de las variables,
la totalidad del analisis univariante se presentara en el Anexo |l.

Para el andlisis descriptivo de los datos se utilizara el programa estadistico R 3.0.2,
que ofrece el analisis de frecuencias, con sus respectivos graficos, para las variables
nominales y el analisis descriptivo para las variables cuantitativas.

En la tabla 6.8 muestra el analisis de frecuencias de la variable provincia de ubicacién
de la inversion, en el que se aprecia que las provincias de mayor concentracion son
Manabi, Riobamba y Loja, mientras que las provincias de Galapagos y Santa Elena
tienen muy poca representatividad. No se encuentran valores perdidos.

Tabla 6.8: Anélisis de frecuencias variable provincia de inversion.

Provincia Frecuencia Frecuencia_relativa Porcentaje_Valido Frecuencia_relativa_acumulada
AZUAY 593.00 0.04 0.04 0.04
BOLIVAR 639.00 0.04 0.04 0.07
CANAR 276.00 0.02 0.02 0.09
CARCHI 441.00 0.03 0.03 0.12
CHIMBORAZO 1910.00 0.11 0.11 0.23
COTOPAXI 1203.00 0.07 0.07 0.30
EL ORO 643.00 0.04 0.04 0.34
ESMERALDAS 585.00 0.03 0.03 0.37
GALAPAGOS 14.00 0.00 0.00 0.37
GUAYAS 886.00 0.05 0.05 0.43
IMBABURA 357.00 0.02 0.02 0.45
LOJA 1611.00 0.10 0.10 0.54
LOS RIOS 605.00 0.04 0.04 0.58
MANABI 2399.00 0.14 0.14 0.72
MORONA SANTIAGO 989.00 0.06 0.06 0.78
NAPO 483.00 0.03 0.03 0.81
ORELLANA 468.00 0.03 0.03 0.84
PASTAZA 278.00 0.02 0.02 0.85
PICHINCHA 485.00 0.03 0.03 0.88
SANTA ELENA 20.00 0.00 0.00 0.88
SANTO DOMINGO DE LOS TSACHILAS 189.00 0.01 0.01 0.89
SUCUMBIOS 570.00 0.03 0.03 0.93
TUNGURAHUA 511.00 0.03 0.03 0.96
ZAMORA CHINCHIPE 705.00 0.04 0.04 1.00
TOTAL 16860.00 1.00 1.00

Fuente: Registro Crediticio de la IMF. Elaborado por: Autor

La variable estado civil presenta una concentracion en las categorias estado civil casado
y soltero, mientras que en las categorias viudo y separado se encuentran pocos casos
en comparacion al tamafo de la muestra, el detalle se puede apreciar en la tabla 6.9.

Para la variable nivel de instruccion, obtenida de la base de la informacion de clientes de
la IMF, se encontré que un 58 % de la muestra de construccién tienen educacion primaria
y el 33 % tienen educacion secundaria, mientras que en las categorias restantes, los
casos se distribuyen con poca representatividad.

Para el analisis de las variables cuantitativas se encontraron los estadisticos descrip-
tivos minimo, maximo, media, cuartiles y desviacion tipica. La tabla 6.11 resume los
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Tabla 6.9: Analisis de frecuencias variable estado civil.

Frecuencia Frecuencia_relativa Porcentaje_Valido Frecuencia_relativa_acumulada

CASADO 8266.00 0.49 0.49 0.49
DIVORCIADO 614.00 0.04 0.04 0.53
SOLTERO 7238.00 0.43 0.43 0.96
UNION LIBRE 305.00 0.02 0.02 0.97
VIUDO 437.00 0.03 0.03 1.00
TOTAL 16860.00 1.00 1.00

Fuente: Registro Crediticio de la IMF. Elaborado por: Autor

Tabla 6.10: Analisis de frecuencias variable nivel de instruccion.

Frecuencia Frecuencia_relativa Porcentaje_Valido Porcentaje_acumulado

FORMACION INTERMEDIA (TECNICA) 8.00 0.00 0.00 0.00
POSTGRADO 3.00 0.00 0.00 0.00
PRIMARIA 9745.00 0.58 0.58 0.58
SECUNDARIA 5523.00 0.33 0.33 0.91
SIN ESTUDIOS 789.00 0.05 0.05 0.95
UNIVERSITARIA 792.00 0.05 0.05 1.00
Sum 16860.00 1.00 1.00

Fuente: Registro Crediticio de la IMF. Elaborado por: Autor

estadisticos calculados en el programa R.

Tabla 6.11: Resumen del Analisis Univariante para las Variables Cuantitativas

VARIABLE N MIN Q1 MEDIANA PROMEDIO Q3 MAX DESVEST R.I.
edad 16860.00  19.00 31.00 41.00 42.39 52.00 91.00 13.74 21.00
monto_aprobado 16860.00 512.80 4000.00  6400.00 7650.83  10000.00 20000.00 4442.88  6000.00
div_pendientes 16860.00 1.00 3.00 4.00 5.92 7.00 83.00 6.41 4.00
div_pagados 16860.00 0.00 1.00 2.00 2.61 3.00 25.00 3.51 2.00
dividendos 16860.00 1.00 4.00 6.00 8.54 10.00 84.00 9.27 6.00
plazo_meses 16860.00 2.00 36.00 48.00 49.45 60.00 288.00 19.31 24.00
total_ingresos 16860.00 100.00  1150.00 1780.00 475147  3481.50 433510.42 11216.59  2331.50
total_gastos 16860.00 8.00 420.48 715.00 2300.54  1440.00 342588.00 744536  1019.52
total_activos 16860.00 100.00 19903.20 34598.05 53763.29 62850.00 30189527.00 243371.81 42946.80
total_pasivos 16860.00 0.00 10.00 1648.89 5158.10  7000.00 200000.00 8314.96  6990.00
num_cargas 16860.00 0.00 0.00 2.00 1.93 3.00 16.00 174 3.00
num_cargas_estudiando 16860.00 0.00 0.00 1.00 1.29 2.00 12.00 1.40 2.00
saldo_total_deuda_actual_ifis 16860.00 0.00 0.00 0.00 2105.95 1833.41 161579.72 534492  1833.41
endeudamiento_promedio 16860.00 0.00 0.00 17.15 1393.56  1456.43 62499.30 2975.01 1456.43
endeudamiento_promedio_microcrédito  16860.00 0.00 0.00 0.00 840.04 693.68 24268.35 1969.82 693.68
endeudamiento_promedio_consumo 16860.00 0.00 0.00 0.00 458.16 0.00 33355.16 1690.31 0.00
endeudamiento_promedio_comercial 16860.00 0.00 0.00 0.00 50.69 0.00 60652.31 953.31 0.00
saldo_demanda_judicial 16860.00 0.00 0.00 0.00 15.78 0.00 21521.38 341.26 0.00
saldo_cartera_castigada 16860.00 0.00 0.00 0.00 6.19 0.00 7796.81 153.58 0.00
mayorvalorvencidoactualcon 16860.00 0.00 0.00 0.00 9.46 0.00 13768.10 200.79 0.00
mayorvalorvencidoactualcom 16860.00 0.00 0.00 0.00 1.68 0.00 17001.67 140.49 0.00
mayorvalorvencidoactualmic 16860.00 0.00 0.00 0.00 13.67 0.00 5293.88 136.45 0.00
mayorvalorvencidoactualtotal 16860.00 0.00 0.00 0.00 23.71 0.00 17001.67 27718 0.00
mayorvalorvencido6mesescon 16860.00 0.00 0.00 0.00 17.48 0.00 17677.43 282.36 0.00
mayorvalorvencidobmesescom 16860.00 0.00 0.00 0.00 1.93 0.00 17001.67 144.08 0.00
mayorvalorvencido6mesesmic 16860.00 0.00 0.00 0.00 21.87 0.00 5569.70 186.58 0.00
mayorvalorvencido6mesestotal 16860.00 0.00 0.00 0.00 39.63 0.00 17677.43 363.94 0.00
score_buro 16860.00  45.00 519.00 764.00 642.43 813.00 970.00 246.15 294.00

Fuente: Registro Crediticio de la IMF. Elaborado por: Autor
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6.2.5 Seleccion de las variables explicativas del modelo

Compete ahora seleccionar las variables que explican a la variable dependiente, es decir
aquellas que definen a un cliente como bueno o malo. Es entonces parte crucial en la
modelizacién, dado que las variables escogidas deben ser suficientes para explicar a la
variable dependiente, pero no deben ser demasiadas tal que compliquen el modelo, es
decir se aplica el principio de parsimonia.

Analisis de Correlaciones

Luego del estudio descriptivo de las variables, se debe realizar un analisis de las va-
riables en conjunto para conocer cada uno de sus atributos, el objeto es identificar el
grado con el que pueden contribuir en el modelo para discriminar entre buenos y malos.
Ademas en esta etapa se reducira el numero de categorias por variable, esto ultimo se
explica por dos razones, cada una asociada al tipo de variable (categoérica o continua):

= En el caso de las variables categéricas, contar con demasiados atributos puede
agotar la muestra para cada respuesta y quitarle robustez al analisis; ademas
pueden existir atributos que no contienen informacion necesaria para suponer que
su razén buenos/malos se reproduce en el total poblacional. Los atributos deben
ser representativos en la variable, segun se indico anteriormente se asumira como
no significativa a una representatividad del 5 %.

= Dado que el objetivo del credit scoring es predecir el riesgo en lugar de explicar-
lo, para las variables continuas es preferible contar con un sistema en el cual el
riesgo no sea monaotono en estas variables, siempre que esto permita una mejor
prediccion del mismo. Puesto que no siempre es posible decir que al crecer una
variable continua el riesgo es mayor o menor, muchas veces el riesgo se relaciona
a agrupaciones de la variable, por ejemplo, en la variable edad, se puede carac-
terizar a los clientes menores a 25 afios como malos, a los clientes entre 25 y 55
afnos como buenos, y a los mayores a 65 nuevamente como malos; en tal caso
no existe una relacion creciente o decreciente definida. Las relaciones que per-
miten predecir el riesgo, en base a variables continuas, son en su mayoria como
la explicada en el ejemplo anterior. Por ello es mas eficiente identificar las posi-
bles agrupaciones de la variable y la asignacion bueno/malo esperada, a incluir
directamente la variable continua.

Las variables explicativas a ser incluidas en el modelo discriminante deben estar alta-
mente correlacionadas con la variable dependiente del modelo (Indicador B/M); por tal
razon es necesario determinar si la variable indicador buenos/Malos depende o no de
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las variables explicativas, para tal fin se utilizaran arboles de decisién, conocidos tam-
bién como algoritmos de particion recursiva.

Un arbol de decisién no utiliza un modelo estadistico formal y es mas bien un algoritmo
para clasificar utilizando particiones binarias sucesivas de los valores de una variable
cada vez, esta particion recursiva se traduce en una organizacion jerarquica del es-
pacio de representacion que puede modelarse mediante una estructura de tipo arbol.
Cada nodo interior contiene una pregunta sobre un atributo concreto (con un hijo por
cada posible respuesta) y cada nodo hoja se refiere a una decision (clasificacion). Las
decisiones a tomar en la construccion de los arboles de decision, para este caso en
especifico son:

= |a seleccion de las variables y de sus puntos de corte para hacer las divisiones,
regla de particion.

= La asignacién de los nodos terminales a categoria Bueno o Malo, decisidon de
asignacion. Con esto se determina cual es el signo esperado de la variable.

La decision de asignacion se toma en funcién de la proporcionalidad de las categorias
Bueno-Malo en el nodo inicial, normalmente se asigna el nodo como bueno, si la pro-
porcionalidad se mantiene o se concentra en la categoria de Buenos; por ejemplo si la
proporcionalidad inicial es 70/30, un nodo sera considerado como bueno si existe una
concentracién en la categoria de Buenos mayor a la original.

En la actualidad existen varios modelos y programas para la construccion de arboles de
decision, para este estudio se utiliza arboles de inferencia condicional (ctree) disponi-
ble en el software R en la libreria party. En el grafico 6.5 se presentan los resultados
obtenidos para la variable Edad.

En el grafico 6.5, se aprecia que el valor p es 0, menor que 5 %, por lo tanto se recha-
za la hipotesis de independencia a un nivel del 95 % de confianza. Se observa que el
numero de clientes buenos va incrementandose a medida que se incrementa la edad
en los grupos obtenidos; es decir, por ejemplo, los clientes mayores de 48 son mejo-
res clientes que aquellos con edades entre 34 y 48 afos, la relacion encontrada indica
que la variable edad es candidata para ser ingresada al modelo como variable continua,
aunque también se podria utilizar los rangos de edades encontrados para cruzar con
otras variables y encontrar nichos de clientes bueno o malos.

La particion incluso ha permitido discretizar la variable continua edad en 4 categorias, de
tal manera que esté correlacionada con la variable Indicador B/M. Los grupos obtenidos
son los descritos en la tabla 6.12.



114

Figura 6.5: Arbol de decision: Variables edad a la fecha de contabilizacion
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Fuente: Registro Crediticio de la IMF.
Elaborado por: Autor.
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Tabla 6.12: Discretizacion Variable Edad

BUENO  MALO BUENO (%) MALO(%)

<27 1838.00 1161.00 0.61 0.39
27-34 2202.00 930.00 0.70 0.30
34-48 4104.00 1504.00 0.73 0.27

> 48 3945.00 1176.00 0.77 0.23

Fuente: Registro Crediticio de la IMF.
Elaborado por: Autor.

La edad debe ser parte de las variables explicativas del modelo, debido a que el Indica-
dor B/M es dependiente de la misma.

La influencia de una de las variables sobre la probabilidad de ocurrencia de un suceso
o evento se modifica en funcién del valor de otra de las variables y es necesario incluir
en el modelo una tercera que sea el producto de las anteriores. Estos son los conocidos
como términos de interaccion o cruces de variables que pueden incluir 2 o mas variables.
Los cruces de variables se introducen cuando existen razones para suponer que la
influencia de una de las variables varia en funcion del valor que asume otra de las
variables incluidas en el modelo; o sea, si la influencia de X; varia en funcién del valor
que toma X5, incluimos en el modelo un término que represente la interaccion de X, y
Xs.
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Para el analisis se deben cruzar las variables, de tal manera que se identifiquen caracte-
risticas de discriminacion conjuntas, el cruce de variables permite no caer en la paradoja
de Simpson . Los arboles de decisién permiten conseguir los cruces de variables que
estén mas correlacionados con la variable indicador B/M.

Figura 6.6: Arbol de Decision Variable Cruzada Estado Civil, Edad
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Fuente: Registro Crediticio de la IMF.
Elaborado por: Autor.
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El gréafico 6.6 muestra el arbol de decision para el cruce de las variables Estado Civil
y Edad, el primer nivel de particién se lo hace con la variable Estado civil; mientras
que en el segundo nivel de particiéon se cruzan cada uno de los rangos de la variable
Edad. Un cruce dependiente y significativo debe ser incluido en el modelo. Las variables
resultantes del analisis de arboles (B) se presentan en la tabla 6.13:

Seleccionadas y construidas las variables se procedié a correr los modelos expuestos
en este estudio en busqueda del modelo que logre un mejor poder de discriminacion.
Los modelos se construyeron empleando el software estadistico R usando la libreria
library(MASS)con la funcion 1da para el analisis discriminante lineal y la libreria e1071
con la funcién svm para las maquinas de soporte vectorial; y el software zimpl para la
corrida de los modelos de programacion lineal. las variables que mejor discriminaron se
muestran a continuacion junto con las matrices de confusion o clasificacion para cada
uno de los modelos construidos.

'Se denomina paradoja de Simpson al cambio en el sentido de una asociacién entre dos variables
(numéricas o cualitativas) cuando se controla el efecto de una tercera variable.



116

Tabla 6.13: Variables Construidas

Alias | Variables que intervienen Descripcion Signo Esperado
V_1 Provincia ubicacion de inversion Caiiar, Chimborazo, El Oro, Imbabura, Loja, Pichincha, Tungurahua Buenos
V_2 | Edad Variable continua Buenos
V_3 | Estado civil Nivel instruccion Soltero Analfabeto Malos
V_4 | Estado civil Edad Casado mayor de 27 afios Buenos
V_5 Nivel Educacion Edad Analfabeto, Primaria o Secundaria, Menor a 27 afios Malos
V_6 Nivel Educacion Edad Analfabeto, Primaria o Secundaria, Mayor a 28 afos Buenos
V_7 Género - Edad Femenino, 27 afos o menos Malos
V_8 Género - Edad Masculino, 27 afios 0 menos Malos
V_9 | mayorplazovencidohistoricototal cero plazos vencidos Buenos
V_10 | mayorplazovencido6mesestotal cero plazos vencidos Buenos
V_11 | acreedores_anteriores_36_meses 2 acreedores 0 menos Buenos
V_12 | mayorplazovencidohistoricototal - score_buro cero plazos vencidos y un score de 694 o mas Buenos
V_13 | acreedores_anteriores_36_meses-score_buro 1 acreedor o menos y un score de 692 o mas Buenos
V_14 | mayorplazovencidohistoricototal - endeudamiento_promedio | cero plazos vencidos y un endeudamiento promedio menor o igual a 830,84 | Buenos

Fuente: Registro Crediticio de la IMF.
Elaborado por: Autor.

6.3 Aplicaciéon de los modelos

Para comparar los modelos estadisticos y los métodos no paramétricos, se considera el
conjunto de datos o muestra de entrenamiento (training) de 16860 solicitantes de crédi-
to. Este conjunto de datos se divide en dos grupos de solicitantes como se ha expuesto
en las secciones anteriores: los solicitantes que fueron aceptados, y han registrado un
buen comportamiento de crédito (Grupo 1 “buenos préstamos”); los solicitantes que fue-
ron aceptados, pero han incumplido sus obligaciones crediticias (Grupo 2 “malos présta-
mos”). Ademas, los dos grupos se caracterizan por variables cualitativas y cuantitativas
(forma de pago (z;), monto solicitado (x5), destino de la inversién (x3), zonal (z4), nu-
mero de dividendos (x5), acreedores anteriores de 36 meses (zg), mayor plazo vencido
total 6 meses (x7), mayor plazo vencido total 36 meses (x3), edad a la fecha de con-
tabilizacién (z4), provincia de ubicacién de la inversion (z1y), score del burd de crédito
(z11), numero de cargas familiares (z12), nimero de cargas familiares estudiando (x3),
estado civil (x14), nivel de instruccion (z15), tipo de vivienda (x14), meses de residencia
(z17), actividad econdmica (x1g)).

6.3.1 Resultados del planteamiento estadistico
Resultados del procedimiento de la funcién discriminante (LDF)

El objetivo de este método es seleccionar, entre el conjunto de variables, las variables
mas significativas para determinar la funcion discriminante lineal de Fisher. La tabla
6.14 muestra las variables mas significativas dadas por el procedimiento paso a paso
utilizando el test Lambda de Wilks.

Esta tabla muestra que las variables mas importantes son score del buré de crédito,
acreedores anteriores de 36 meses, mayor plazo vencido total 36 meses, mayor plazo
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Paso | Introducir Estadistico | df; | dfs dfs | Estadistico | df; df, | Significancia
1 | score_buro 0.543 | 1 1| 16858 | 14150.841 1| 16858 0
2 | acreedores_anteriores_36_meses 0.506 2 1| 16858 8224.858 2 | 16857 0
3 | mpvht 0499 | 3 1| 16858 | 5637.744 | 3| 16856 0
4 | mayorplazovencido6mesestotal 0.490 | 4 1| 16858 | 4374.788 | 4 | 16855 0
5 | cod_estado_civil 0487 | 5 1] 16858 | 3541.572 | 5| 16854 0
6 | act_cat 0485 | 6 1] 16858 | 2973.303 | 6 | 16853 0
7 | dividendos 0484 | 7 1] 16858 | 2560.503 | 7 | 16852 0
8 | cod_tipo_vivienda 0484 | 8 1] 16858 | 2244568 | 8 | 16851 0
9 | cod_provincia_ubi_inv 0483 | 9 1| 16858 1998.321 9 | 16850 0

10 | cod_destino_cat 0.483 | 10 1| 16858 1800.779 | 10 | 16849 0
11 | cod_nivel_instruccion 0.483 | 11 1| 16858 1638.608 | 11 | 16848 0
12 | cod_forma_pago 0.482 | 12 1| 16858 1503.241 | 12 | 16847 0
13 | edad_contabilizacion 0.482 | 13 1| 16858 1388.614 | 13 | 16846 0

Fuente: Registro Crediticio de la IMF.

Elaborado por: Autor.

vencido total 6 meses, estado civil, actividad econdémica categorizada, dividendos, tipo

de vivienda, provincia de ubicacion de la inversion, destino final de la inversion, nivel de

instruccion, forma de pago, edad a la fecha de otorgacion del crédito. Ahora, se debe

determinar los coeficientes de estas variables y el término constante para la funcién

discriminante lineal de Fisher. La tabla 6.15 a continuacién proporciona los coeficientes

de la funcion lineal dicriminante:

Tabla 6.15: Coeficientes de la funcién discriminante lineal

Variables LD1
cod_forma_pago -0.012129534
cod_destino_cat -0.040603846
dividendos -0.005813963
acreedores_anteriores_36_meses -0.280963626

mayorplazovencido6mesestotal
mpvht

edad_contabilizacion
cod_provincia_ubi_inv
score_buro

cod_estado_civil
cod_nivel_instruccion
cod_tipo_vivienda

act_cat

-0.219606946
0.170840658
-0.002342465
0.007122041
-0.005341731
0.076595358
-0.066034638
-0.058865276
-0.089233033

Fuente: Registro Crediticio de la IMF.
Elaborado por: Autor.

Por lo tanto, la funcion discriminante lineal esta dada por la siguiente ecuacion

7 = —0,01221—0,04025—0,00523—0,28024—0,21925+0,17026 —0,00227+0,007z5 (6.2)
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—0,0051’9 + 0,0761‘10 — 0,066$11 — 0,058$12 — 0,089$13

En consecuencia utilizando la ecuacién (6.2) se puede clasificar futuras observaciones
en el grupo 1 (bueno) o en el grupo 2 (malo), también se puede determinar la proporcion
de aciertos de la clasificacion. Los resultados de clasificacion se presentan en la tabla
6.16:

Tabla 6.16: Resultado de Clasificacion de la funcién lineal discriminante

Clases Asignadas
GRUPO BUENO  MALO TOTAL
BUENO 11479.00 602.00 12081.00

ORIGINAL MALO  1288.00 3491.00 4779.00
— BUENO 095  0.05 1.00
PROPORCION " 027 073 1.00

Fuente: Registro Crediticio de la IMF.
Elaborado por: Autor.

Tabla 6.17: Resultado del Back testing de la funcién lineal discriminante

Clases Asignadas

GRUPO BUENO MALO TOTAL
BUENO 2901.00 153.00 3054.00
MALO 324.00 837.00 1161.00
BUENO 0.949  0.050 1.00
MALO 0.279  0.720 1.00
Fuente: Registro Crediticio de la IMF.

Elaborado por: Autor.

ORIGINAL

PROPORCION

De acuerdo con la tabla 6.16, podemos notar que soélo hay 1890 observaciones que son
mal clasificados. Por lo tanto, la proporcion de aciertos dada por el procedimiento LDF
en la muestra original (training) es del 88,79 %, mientras que el error de clasificacion es
del 11,21 %.

Este valor indica que la ecuacién (6.2) da una buena discriminacion entre los dos grupos
demandantes y se pueden utilizar para clasificar las nuevas observaciones.

El area bajo la curva es 0.8837245. La figura 6.7 representa la curva ROC del analisis
discriminante. La curva no esta cercana a la diagonal principal, por lo que se puede
afirmar que el método que se esta empleando tiene una calidad de prediccion buena.
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6.3.2 Resultados del modelo de Maquinas de Vectores de Soporte
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Figura 6.7: Curva ROC: Funcién Discriminante Lineal
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Fuente: Registro Crediticio de la IMF.
Elaborado por: Autor.

119

El resultado del modelo SVM implementado en R proporciona los siguientes resultados:

Tabla 6.18: Pesos de las variables con el modelo SVM

cod_forma_pago
cod_destino_cat

dividendos
acreedores_anteriores_36_meses
mayorplazovencido6mesestotal
mpvht

edad_contabilizacion
cod_provincia_ubi_inv
score_buro

cod_estado_civil
cod_nivel_instruccion
cod_tipo_vivienda

act_cat

término constante

w1
)
ws
Wy
Ws
We
wr
Ws
Wy
Wi1o
W11
w12
w13

b

18.58261
112.60166
204.50406
1582.62908
827.80883
-1025.15709
108.77614
-66.70024
5652.6518
-253.58522
141.74398
134.67654
243.18115

16.62713

Fuente: Registro Crediticio de la IMF.
Elaborado por: Autor.
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Por lo tanto, la regla de clasificacion es:

13
d= ijxij + b
7j=1

sid>0 xr; € Gy

caso contrario z; € Gy

Tabla 6.19: Resultado de Clasificaciéon de la Maquina de Vectores de Soporte

Clases Asignadas
GRUPO BUENO MALO TOTAL
BUENO 11467.00 614.00 12081.00

ORIGINAL MALO 1274.00 3505.00 4779.00
" BUENO 0.9491  0.0508 1.00
PROPORCION MALO 0.2665 0.7334 1.00

Fuente: Registro Crediticio de la IMF.
Elaborado por: Autor.

De la tabla 6.19 (6.20) se puede deducir que el porcentaje de clientes bien clasificados
es del 88.80 %, es importante considerar que 73,33 % de los clientes que son pronosti-
cados malos en realidad son malos; esto no debe preocupar pues no se va a construir
un scoring restrictivo, o que se va a construir son perfiles de clientes, y probablemente
la gran mayoria de estos clientes van a estar dentro de perfiles donde se les va a pe-
dir mas garantias y se dara mayor importancia a la informaciéon de la solicitud, previa
verificacion de la veracidad de la misma.

Tabla 6.20: Resultado del Back testing de la Maquina de Vectores de Soporte

Clases Asignadas
GRUPO BUENO MALO TOTAL
BUENO 2907.00 147.00 3054.00
MALO 320.00 841.00 1161.00
BUENO 0.9519 0.0481 1.00
MALO 0.2756 0.7224 1.00

Fuente: Registro Crediticio de la IMF.
Elaborado por: Autor.

ORIGINAL

PROPORCION

En consecuencia la clasificacion por maquinas de vectores de soporte es buena lo cual
se rectifica con el coeficiente de gini (area bajo la curva 6.8) de 0.88. La figura 6.8
representa la curva ROC de la aplicacion de maquinas de vectores de soporte. La curva
no esta cercana a la diagonal principal, por lo que se puede afirmar que el método que
se esta empleando tiene una calidad de prediccién buena.
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Figura 6.8: Curva ROC: Méquina de Vectores de Soporte
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Fuente: Registro Crediticio de la IMF.
Elaborado por: Autor.

6.4 Resultados de los modelos basados en programacién lineal

En esta seccidn se describen los resultados de los modelos implementados en base a la
teoria de la programacion lineal, pero antes de esto es importante mencionar que cada
uno de los algoritmos de programacion lineal, tanto para los ejemplos de las secciones
anteriores como para la aplicacion real, fueron realizados en un ordenador (TOSHIBA)
de las siguientes caracteristicas: Sistema operativo Windows 8.1 de 64 bits, procesador
Intel(R) Core (TM) i7-4700MQ CPU @ 2.40GHz, 8.00 GB de memoria RAM.

Los diferentes algoritmos fueron implementados inicialmente en el solver GAMS 24.4.1
por la facilidad de su lenguaje para la programacion, pero su principal inconveniente es
que al tratarse de un solver comercial presenta limitaciones para el niumero de restric-
ciones y de variables, ademas de limitar la utilizacion de datos nulos, lo cual representé
un obstaculo para los algoritmos expuestos en este proyecto pues para trabajar en la
correccion del error en la clasificacion se utiliza matrices dispersas (sparse matrix). Por
otra parte también se implementé el algoritmo en el software R, a través de la libreria
1pSolveAPI pero a pesar de ser un software libre se presenta la dificultad de procesar
las matrices dispersas que se involucran en el planteamiento de los algoritmos.
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Finalmente los algoritmos fueron implementados en el solver ZIMPL 1.2 el mismo que
permitié solventar las dificultades iniciales, y los resultados se exponen a continuacion:
6.4.1 Resultados del modelo MSD

La resolucion del modelo MSD en ZIMPL con el punto de corte b = —3,29104789 pro-
porciona los siguientes pesos:

Tabla 6.21: Pesos de las variables con el modelo MSD

variable pesos

cod_forma_pago w1 -0.00272
monto_aprobado wWo 0.0000021
cod_destino_cat w3 -0.0264678
cod_zonal Wy 0.0000608
dividendos ws -0.0046945
acreedores_anteriores_36_meses | wg -0.3097683
mayorplazovencido6mesestotal wry -0.1588596
mpvht ws 0.1068601
edad_contabilizacion Wy -0.0013537
cod_provincia_ubi_inv w1 0.0035573
score_buro w11 -0.0046247
num_cargas w1 -0.0038693
num_cargas_estudiando w13 0.0002456
cod_estado_civil w14 0.0489617
cod_nivel_instruccion w15 -0.0557967
cod_tipo_vivienda w16 -0.0380747
meses_residencia w17 -0.000007
act_cat w1 -0.048702

Fuente: Registro Crediticio de la IMF.
Elaborado por: Autor.

Por lo tanto, la regla de clasificacion es:
y; =0 si el cliente 7 es clasificado correctamente

18
, =b+1— W;T;i si el cliente 7 es clasificado erroneamente
Y Jbij
Jj=1

La tabla 6.22 a continuacion muestra el resultado de clasificacion del modelo MSD:
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Tabla 6.22: Resultado de Clasificacion del modelo MSD

Clases Asignadas
GRUPO BUENO  MALO TOTAL
BUENO 11466.00 615.00 12081.00

ORIGINAL MALO  1281.00 3498.00 4779.00
_ BUENO _ 0.9491 0.0519 1.00
PROPORCION "yiAlo 02680 0.7320 1.00

Fuente: Registro Crediticio de la IMF.
Elaborado por: Autor.

Tabla 6.23: Resultado del Back testing del Modelo MSD

Clases Asignadas

GRUPO BUENO MALO TOTAL
BUENO 2907.00 147.00 3054.00
MALO 320.00 841.00 1161.00
BUENO 0.9519 0.0481 1.00
MALO 0.2748 0.7252 1.00
Fuente: Registro Crediticio de la IMF.

Elaborado por: Autor.

ORIGINAL

PROPORCION

De acuerdo a la tabla 6.22, se puede notar que la proporcion de aciertos del modelo de
MSD es igual a 88.75 %. Por lo tanto, el porcentaje de error de clasificacion es igual a
11.25%. De la tabla 6.23 se deduce que el modelo no es subestimado ni sobrestimado
en consecuencia el modelo MSD es un procedimiento de discriminacion muy eficaz para
resolver los problemas de clasificacion.

6.4.2 Resultado del modelo MMD

Los factores de ponderacion y el valor de corte determinado por el modelo MMD son
iguales a:
y b =2.577638751. Por lo tanto, la regla de clasificacion para el modelo MMD es:

18

Si ijxij > 2,577638751 el cliente pertenece al grupo GGo(malo)
j=1
18
Si ijxij < 2,577638751 el cliente pertenece al grupo G (bueno)
j=1
De acuerdo con las reglas citadas, de la tabla 6.25 se puede deducir que el 36.31 % de
los clientes son mal clasificados De hecho, sus puntuaciones de clasificacién superan el
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Tabla 6.24: Pesos de las variables con el modelo MMD

variable pesos

cod_forma_pago w1 0.0145947
monto_aprobado wWo -0.0000089
cod_destino_cat w3 0.0667513
cod_zonal Wy -0.0002435
dividendos Ws 0.0049109
acreedores_anteriores 36_meses | wg 0.0153041
mayorplazovencido6mesestotal wy 0.0878768
mpvht Wy 0.0252406
edad_contabilizacion Wy 0.0055034
cod_provincia_ubi_inv w1 0.0043363
score_buro w11 -0.0000424
num_cargas w12 0.0118599
num_cargas_estudiando w13 0.0545948
cod_estado_civil Wiy 0.145397
cod_nivel_instruccion w15 0.2241634
cod_tipo_vivienda Wi 0.2037987
meses_residencia w17 -0.0003098
act_cat w1 0.1362728

Fuente: Registro Crediticio de la IMF.
Elaborado por: Autor.

Tabla 6.25: Resultado de Clasificacion del modelo MMD

Clases Asignadas
GRUPO BUENO  MALO TOTAL
BUENO 8970.00 3111.00 12081.00

ORIGINAL MALO  3011.00 1768.00 4779.00
. BUENO 0.7425 0.2575 1.00
PROPORCION MALO 0.63 0.37 1.00

Fuente: Registro Crediticio de la IMF.
Elaborado por: Autor.

valor de corte (b = 2.5776). Por otra parte se tiene que solo el 37 % de los clientes clasifi-
cados inicialmente como malos son pronosticados como malos, esto no debe preocupar
pues no se construye un scoring restrictivo, lo que se construye son perfiles de clientes,
y probablemente la gran mayoria de estos clientes van a estar dentro de perfiles don-
de se les va a pedir mas garantias y se dara mayor importancia a la informacién de la
solicitud.
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Tabla 6.26: Resultado del Back testing del Modelo MMD

Clases Asignadas

GRUPO BUENO MALO TOTAL
BUENO 2279.00 775.00 3054.00
MALO 747.00 414.00 1161.00
BUENO 0.7462 0.2538 1.00
MALO 0.6434 0.3566 1.00
Fuente: Registro Crediticio de la IMF.

Elaborado por: Autor.

ORIGINAL

PROPORCION

6.4.3 Resultado del modelo MCLP

Los factores de ponderacion y el valor de corte determinado por el modelo MCLP son
iguales a

Tabla 6.27: Pesos de las variables con el modelo MCLP

variable pesos

cod_forma_pago w1 31.72812
monto_aprobado Wo -0.02978
cod_destino_cat w3 -53.34128
cod_zonal Wy 3.90159
dividendos Ws -8.18659
acreedores_anteriores_36_meses | wg -100
mayorplazovencido6mesestotal wry 14.36259
mpvht wg 200
edad_contabilizacion Wy -2.92537
cod_provincia_ubi_inv w1 -6.46654
score_buro w11 -6.0352
num_cargas w12 -33.89111
num_cargas_estudiando w13 -9.39655
cod_estado_civil w1s -13.36624
cod_nivel_instruccion wis -52.98987
cod_tipo_vivienda wWig 66.05319
meses_residencia w17 -0.23744
act_cat wi1g -28.17952

Fuente: Registro Crediticio de la IMF.
Elaborado por: Autor.

y b =-3168.86316. Por lo tanto, la regla de clasificacion de modelo MCLP es:

18
Si ijxij > —3168,86316 el cliente pertenece al grupo GGo(malo)
j=1
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18
Si ijxij < —3168,86316 el cliente pertenece al grupo G4 (bueno)

j=1
De acuerdo con las reglas citadas, la proporcion de aciertos es igual a 87.88% vy el

resultado de la clasificacion del modelo MCLP esta dada por la siguiente tabla:

Tabla 6.28: Resultado de Clasificacion del modelo MCLP

Clases Asignadas
GRUPO BUENO  MALO TOTAL
BUENO 11498.00 583.00 12081.00

ORIGINAL MALO  1460.00 3319.00 4779.00
. BUENO 09517 0.0483 1.00
PROPORCION \iaLo 03055 0.6945 1.00

Fuente: Registro Crediticio de la IMF.
Elaborado por: Autor.

Tabla 6.29: Resultado del Back testing del Modelo MCLP

Clases Asignadas

GRUPO BUENO MALO TOTAL
BUENO 2908.00 146.00 3054.00
MALO 362.00 799.00 1161.00
BUENO 0.9522 0.0478 1.00
MALO 0.3118 0.6882 1.00
Fuente: Registro Crediticio de la IMF.

Elaborado por: Autor.

ORIGINAL

PROPORCION

En la tabla 6.28 se puede apreciar que el porcentaje de clientes bien clasificados es del
87.88 %, ademas el 69,45 % de los clientes que son pronosticados malos en realidad
son malos; esto no debe preocupar pues no se va a construir un scoring restrictivo, lo
que se va a construir son perfiles de clientes, y probablemente la gran mayoria de estos
clientes van a estar dentro de perfiles donde se les va a pedir mas garantias y se dara
mayor importancia a la informacién de la solicitud. El error de clasificacion del modelo
es 12.12%. El modelo es bueno puesto que de los resultados del back testing, tabla
6.29, se deduce que el modelo no es ni subestimado ni sobrestimado. (otros resultados
se pueden observar en el apéndice C.1).

6.4.4 Resultado del modelo MC2LP

Los factores de ponderacién y el valor de corte determinado por el modelo MC2LP
estan dados en la tabla 6.30, y b = -2556.37791. Por lo tanto, la regla de clasificacion de
modelo MC2LP es:
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18

Si ijxij > —2556,37791 el cliente pertenece al grupo GGo(malo)
j=1
18

Si ijxij < —2556,37791 el cliente pertenece al grupo G (bueno)

J=1

Tabla 6.30: Pesos de las variables con el modelo MC2LP

variable pesos

cod_forma_pago w1 -9.45269
monto_aprobado wWo -0.03786
cod_destino_cat w3 -19.371
cod_zonal Wy 3.00802
dividendos ws -4.77158
acreedores_anteriores 36_meses | wg -135.44622
mayorplazovencido6mesestotal wr -129.56497
mpvht Wy 252.24513
edad_contabilizacion Wy -2.9418
cod_provincia_ubi_inv w1 0.63589
score_buro w11 -5.4423
num_cargas W12 -19.55888
num_cargas_estudiando w13 -38.4463
cod_estado_civil w14 12.77529
cod_nivel_instruccion wis 26.23756
cod_tipo_vivienda wWig 126.08741
meses_residencia w17 -0.34889
act_cat w18 -121.90193

Fuente: Registro Crediticio de la IMF.
Elaborado por: Autor.

De acuerdo con las reglas citadas el resultado de clasificacién del modelo MC2LP esta
dado por la siguiente tabla:

Tabla 6.31: Resultado de Clasificacion del modelo MC2LP

Clases Asignadas
GRUPO BUENO MALO TOTAL
BUENO 11469.00 612.00 12081.00

ORIGINAL MALO  1418.00 3361.00 4779.00
. BUENO  0.9493 0.0517 1.00
PROPORCION \iaLo 02067 07033 1.00

Fuente: Registro Crediticio de la IMF.
Elaborado por: Autor.
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Tabla 6.32: Resultado del Back testing del Modelo MC2LP

Clases Asignadas

GRUPO BUENO MALO TOTAL
BUENO 2899.00 155.00 3054.00
MALO 355.00 806.00 1161.00
BUENO 0.9492 0.0508 1.00
MALO 0.3058 0.6492 1.00
Fuente: Registro Crediticio de la IMF.

Elaborado por: Autor.

ORIGINAL

PROPORCION

En la tabla 6.31 se puede apreciar que el porcentaje de clientes bien clasificados es del
87.90 %, ademas el 70,33 % de los clientes que son pronosticados malos en realidad
son malos; esto no debe preocupar pues no se va a construir un scoring restrictivo, lo
que se va a construir son perfiles de clientes, y probablemente la gran mayoria de estos
clientes van a estar dentro de perfiles donde se les va a pedir mas garantias y se dara
mayor importancia a la informacion de la solicitud. El error de clasificacion del modelo
es 12.10%. El modelo es bueno puesto que de los resultados del back testing, tabla
6.32, se deduce que el modelo no es ni subestimado ni sobrestimado. (otros resultados
se pueden observar en el apéndice C.2).

6.4.5 Andlisis de los resultados

El proceso de clasificacion general que se menciona a continuacién resume los principa-
les pasos en nuestro experimento de clasificacion. Aunque este proceso solo se refiere
a un problema de dos clases, se puede extender a problemas multiclase cambiando la
entrada y la funcion de decisién (Paso 2). Todas las aplicaciones analizadas en este
capitulo siguen este proceso general.

Proceso General de Clasificacion

Entrada: El conjunto de datos A = {A;, Ay, A3---,A,}, una matriz diagonal
Y,,«n donde

1, i€ {Malos}
ij =
—1, i€ {Buenos}

Y

Salida: precision de clasificacion promedio de la validaciéon cruzada para malos y
buenos; puntajes de decision para todos los registros; funcién de decision.

Paso 1. Aplicar los métodos de clasificaciéon LDA, SVM, MSD, MMD, MCLP, MC2LP
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a A. Las salidas son un conjunto de funciones de decision, uno para cada método
de clasificacion.

Paso 2. Calcular la precision de clasificacion utilizando las funciones de decision.

FIN

Las Tablas 6.33, 6.34 y 6.35 resumen los resultados de validacion cruzada de los mé-
todos de clasificacion de conjunto de registros de la informacion crediticia de la IMF.
Desde diferentes métricas de desemperfio se miden diferentes aspectos de clasificacion,
se usan cinco criterios: precision, score KS , errores tipo | y tipo Il, y el coeficiente de
correlacioén, para evaluar el desempefio del modelo. La precisidon es una de las métricas
de rendimiento de clasificacién mas utilizada. Es la relacion entre los registros predicho
correctamente y los registros completos o los registros de una clase particular.

TN+TP
TP+ FP+ FN+TN

Precisiéon Total =

TN
Precision Malos = ——
recision Malos = -
TP
Precisiéon B - -
recision Buenos = -~

donde:

TP (verdaderos positivos) El nimero de clientes buenos correctamente clasificados.

FP (falsos positivos) EI numero de clientes malos incorrectamente clasificados como
clientes buenos.

TN (verdaderos negativos) El numero de clientes malos correctamente clasificados.

FN (falsos negativos) El numero de clientes buenos incorrectamente clasificados co-
mo clientes malos.

El error de tipo | se define como el porcentaje de sujetos buenos predichos que son
realmente sujetos malos y el error tipo |l se define como el porcentaje de sujetos malos
predichos que son en realidad sujetos buenos. En las tres aplicaciones (riesgo de cré-
dito, aprobacion de crédito, y de prediccion de quiebra), errores de tipo |, clasificar un
cliente como bueno cuando es malo, tiene un impacto mas grave que los errores de tipo
II, clasificar a un cliente como malo cuando son buenos.

FN

Error Tipo | = —————
rror 11po FN TN
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rpP
FP+TP
Ademas, una medida popular en el analisis de riesgo de crédito, el score KS, es calcula-

Error Tipo | =

do. El valor de Kolmogorov-Sminrnov (KS) mide la mayor separacion entre la distribucion
de los clientes buenos y la distribucion de los clientes malos y se define como:

K — S = maéx [distribucién acumulada malos — distribucién acumulada buenosj|

Otra medida es el coeficiente de correlacion, que cae en el rango [-1, 1], se utiliza para
evitar los impactos negativos de las clases desequilibradas. el coeficiente de correlacion
es -1 si las predicciones son completamente contrarias al valor real, 1 si las prediccio-
nes son 100 % correcto, y O si las predicciones se producen al azar. El coeficiente de
correlacion se calcula como sigue:

(TP x TN) — (FP x FN)

Coeficiente de correlacion =
V(TP + FN)(TP+ FP)(TN + FP)(TN + FN)

En las tablas 6.33,6.34 y 6.35 se resumen los cinco parametros para conjuntos de en-
trenamiento (training) y conjuntos de prueba (testing). Los resultados de entrenamiento
indican lo bien que el modelo de clasificacién se ajusta al conjunto de entrenamiento,
mientras que los resultados de prueba reflejan el poder de prediccién real del modelo.
Por lo tanto, los resultados de prueba determinan la calidad de los clasificadores.

Entre los seis métodos, SVM (radial) logra el mejor rendimiento en las medidas de la
calidad de ajuste. Por otra parte LDA y MSD proporcionan buenas precisiones al clasifi-
car los conjuntos, tasas de error, valor KS, y el coeficiente de correlacion son medidas
de clasificacién aceptables en los mencionados modelos y ademas se puede observar
que estos resultados se conservan tanto en la muestra de entrenamiento como en la
muestra de prueba lo cual nos permite concluir que los modelos no son subestimados
ni sobrestimados, es decir el ajuste de estos modelos es bueno.

De las tablas 6.33,6.34 y 6.35 se deduce que los modelos de programacién lineal MSD,
MCLP y MC2LP tiene un rendimiento satisfactorio. El estudio experimental indica:

1. MSD y MC2LP pueden clasificar los datos de riesgo de crédito y lograr resultados
comparables con las técnicas de clasificacion conocidas

2. El funcionamiento de los métodos de clasificacion puede variar cuando los con-
juntos de datos tienen diferentes caracteristicas.
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LDF SVM MSD MMD MCLP MC2LP
GRUPO BUENO MALO | BUENO MALO | BUENO MALO | BUENO MALO | BUENO MALO | BUENO MALO | TOTAL
ORIGINAL BUENO 11479 602 11467 614 11466 615 8970 3111 11498 583 11469 612 | 12081
MALO 1288 3491 1274 3505 1281 3498 3011 1768 1460 3319 1418 3361 4779
PROPORCION BUENO 0.95 0.05| 0.9491 0.0508 | 0.9491 0.0519 | 0.7425 0.2575| 0.9517 0.0483 | 0.9493 0.0507 1.00
MALO 0.27 0.73 | 0.2665 0.7334 | 0.2680 0.7320 0.63 0.37 | 0.3055 0.6945 | 0.2967 0.7033 1.00

Porcentaje de buena clasificacion

88.79 %

88.80 %

88.75 %

63.68 %

87.88 %

87.96 %

Tiempo ejecucion (seg.)

10

480

93.08

5.15

117.5

313.39

Fuente: Registro Crediticio de la IMF.
Elaborado por: Autor.

Tabla 6.34: Calidad de ajuste de los modelos de clasificacion, entrenamiento

MODELO PREDICCION PREDICCION  PREDICCION ERROR  ERROR K-S COEFICIENTE DE

GENERAL (%) DE MALOS(%) DEBUENOS(%) TIPO (%) TIPO II(%) CORRELACION
LDA 88.79 73.0488 95.017 4983 269512 0.8837 0.7155
SVM 88.8019 73.3417 94.9176 50824  26.6583 0.8811 0.716
MSD 88.7544 73.1952 94.9094 50906  26.8048 0.6998 0.7147
MMD 63.6892 36.9952 742488 257512  63.0048 0.1131 0.1117
MCLP 87.8826 69.4497 95.1742 48258  30.5503 0.6595 0.6905
MC2LP 87.9597 70.3285 94.9342 5.0658  29.6715 0.6595 0.6930

Fuente: Registro Crediticio de la IMF.
Elaborado por: Autor.

Tabla 6.35: Calidad de ajuste de los modelos de clasificacién, back testing

MODELO  PREDICCION PREDICCION PREDICCION ERROR  ERROR K-S COEFICIENTE DE

GENERAL (%) DE BUENOS (%) DE MALOS(%) TIPO(%)| TIPO II(%) CORRELACION
LDA 88.6833 72.093 94.9902 5.0098 27.907 0.8837 0.7069
SVM 88.9205 72.4376 95.1866 48134 275624 0.8811 0.7131
MSD 88.9205 72.4376 95.1866 48134  27.5624 0.6998 0.7131
MMD 63.8909 35.6589 746234 253766  64.3411 0.1131 0.1021
MCLP 87.9478 68.8200 95.2194 47806  31.1800 0.6509 0.6859
MC2LP 87.9004 69.4229 94.9247 5.0753  30.5771 0.6509 0.6851

Fuente: Registro Crediticio de la IMF.
Elaborado por: Autor.

La figura 6.9 representa las curvas ROC de los modelos de programacion lineal: MMD,

MSD, MCLP y MC2LP respectivamente, se puede observar que la curva del modelo

MSD esta mas cerca de la esquina superior izquierda del diagrama, obteniendo la mayor

area bajo la curva y por tanto mayor la discriminacién con las curvas de los modelos
MMD, MCLP y MC2LP, mientras que las curvas de los modelos MCLP y MC2LP al no
estar cercanas a la diagonal principal permiten afirmar que estos métodos empleados

tienen una calidad de prediccion buena, por el contrario la curva del modelo MMD se

encuentra cerca de la diagonal principal lo cual permite afirmar que su area bajo la curva

es menor y por tanto la calidad de prediccion del mismo no es buena.

De esta manera, una vez analizadas las caracteristicas expuestas en esta seccion para

cada uno de los modelos implementados en este estudio, se determina que los modelos
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Figura 6.9: Curva ROC, Modelos: MSD, MMD, MCLP y MC2LP
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Elaborado por: Autor

MSD, MCLP y MC2LP proporcionan resultados 6ptimos en la clasificacion de clientes de
una entidad financiera, y que éstos son semejantes a los conseguidos con los métodos

tradicionales, por lo que su aplicacién contribuye a un analisis financiero mas eficiente y
preciso dentro de la institucion.



Capitulo 7

CONCLUSIONES Y RECOMENDACIONES

7.1 Conclusiones

Los modelos de optimizacion basados en la teoria de la programacion lineal utilizados
en el presente estudio se justifican por la violacién de varios supuestos en los métodos
estadisticos discriminantes tradicionales. Estos supuestos son: normalidad de la distri-
bucién, la homogeneidad de la matriz de varianza-covarianza, tamafio de la muestra y
la ausencia de valores atipicos en la data.

En esta linea en lo que se refiere a modelos no paramétricos en este proyecto se han
explicado y se han implementado los modelos matematicos bajo las herramientas de
la programacion lineal: MSD, MMD, MCLP y MC2LP, ademas se ha utilizado el modelo
SVM en la linea de la Inteligencia Artificial cuya base es la programacién cuadratica.
Ademas se ha usado una de las técnicas y herramientas mas tradicionales de la esta-
distica multivariante como lo es el Analisis Discriminante (LDA). Estos modelos fueron
aplicados al problema de clasificacion, especificamente en la clasificacion de sujetos
de crédito en la linea de los microcréditos del sector agropecuario. Los resultados de
cada uno de estos modelos fueron comparados unos con otros obteniendo lo siguiente:
la tasa de error de SVM (radial) fue 11.20 % mientras que para LDA fue 11.21 % para
la muestra de entrenamiento y 11.07 % y 11.31 % para el conjunto de datos de prueba,
respectivamente, concluyendo que por una diferencia minima SVM (radial) se desempe-
fAa mejor que LDA. De manera similar para MSD, MMD, MCLP y MC2LP la tasa de error
fue 11.25%, 36.31%, 12.12% y 12.04 % para la muestra de entrenamiento y 11.07 %,
36.10 %, 12.05% y 12.10 % en el back testing, lo cual indica que MSD (PL) muestra un
mejor comportamiento que otros modelos de programacion lineal. En general, los resul-
tados obtenidos muestran que la técnica de SVM es tan buena como la técnica LDA o
la técnica MSD. Por lo tanto se concluye que las técnicas de programacion lineal MSD,
MCLP, MC2LP desempefan un buen papel al tratar los problemas de clasificacion.

Las diferencias en tiempo de resolucion de los algoritmos desarrollados, es uno de los
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factores mas relevantes que hay que considerar cuando se trabaja con este tipo de
algoritmos, el costo computacional varia entre algoritmos debido a factores tales como
tamano de las observaciones, restricciones, parametros o variables e incluso al tipo de
software empleado asi como la versién del mismo. Para este proyecto se ha empleado
un ordenador con un sistema operativo Windows 8.1 de 64 bits, procesador Intel(R)
Core (TM) i7-4700MQ CPU @ 2.40GHz, 8.00 GB de memoria RAM; en el cual se han
obtenido los siguiente costos computacionales: para el modelo SVM que proporciona
la mejor segmentacion, un costo de 480 segundos a diferencia de la técnica LDA que
tiene por tiempo de ejecucidén 10 segundos, en este sentido el mejor modelo en cuanto
a tasa de error de clasificaciéon y tiempo de ejecucién es el MSD, el cual se ejecuta en
93.8 segundos.

Los resultados de afrontar un problema de clasificacién a un conjunto de datos en re-
lacién a una calificacion crediticia mediante la aplicacion de los diferentes métodos ex-
puestos en este estudio, muestran que en la mayoria de los casos, el resultado de la
clasificacion de los modelos de programacion lineal es mas eficiente que el resultado del
método estadistico, se comprueba que los modelos de programacion lineal presentan
una mayor flexibilidad al permitir al analista incorporar alguna informacién a priori en los
modelos. Sin embargo, esto no excluye el uso de técnicas estadisticas una vez que las
hipotesis requeridas sean satisfechas.

De manera general se concluye que tanto la técnica de analisis discriminante como la
técnica de las maquinas de vectores de soporte y las de programacion lineal son ade-
cuadas para el estudio y prediccion de la morosidad, ya que cualquiera de ellas presenta
una elevada eficacia predictiva, debido a que las condiciones exigidas para la aplicacién
del analisis discriminante, se verifican en lo posible en la muestra de clientes objeto del
estudio, por lo cual los resultados obtenidos mediante esa técnica son similares a los
conseguidos mediante la aplicacidn de los otros métodos, que son métodos alternativos
aplicados para el analisis de variables cuantitativas y cualitativas cuando se incumplen
tales restricciones.

7.2 Recomendaciones

Los modelos de programacioén lineal multicriterio y de restriccion multiple son de gran
utilidad, por tanto se recomienda su aplicacién a diferentes campos de estudio, anali-
zando otros parametros para controlar y minimizar los tipos de errores: error tipo | y
error tipo Il.

En este proyecto, ademas de los modelos de programacioén lineal, las maquinas de
vectores de soporte obtuvieron resultados satisfactorios en términos de prediccion de
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clasificacion, razén por la cual se recomienda el estudio sobre la seleccién del mejor
nucleo para mejorar los resultados obtenidos, pues el ndcleo tiene un efecto significativo
sobre el clasificador propuesto.

Investigaciones futuras deben enfocarse en estudiar el desempefio de las metodologias
analizadas considerando otros tipos de escenarios en los cuales se pueden estudiar
aspectos como: mayor numero de grupos a clasificar, distintos ambitos del crédito (co-
mercial, microcrédito, consumo) o lineas de las tarjetas de crédito, con sus respectivas
variables explicativas y medidas de desempeno sobre la tasa de clasificacion errénea.

Se recomienda seguir avanzando en el estudio de métodos de clasificacion no paramé-
tricos (modelos de programacion lineal multicriterio con conjuntos difusos) para evaluar
el poder de prediccion frente a los métodos tradicionales y poder utilizarlos como herra-
mientas de prondstico de calificacion de riesgo.

La aplicacién de tecnologia crediticia como por ejemplo, desarrollo y aplicaciéon de mo-
delos de clasificacion de clientes, consigue: mejorar la rentabilidad incrementando la
tasa de aceptacioén y/o la reduccion de la morosidad, ahorrar recursos, mejorar el ser-
vicio al cliente y apoyar a la toma de decisiones sin eliminar el criterio del analista de
riesgo y la experiencia de los asesores de crédito, por lo cual se debe considerar factible
aplicar modelos de clasificacion en cada una de las etapas del ciclo de crédito de la en-
tidad financiera para aprovechar la informacién disponible y alcanzar objetivos propios
de la fase de aplicacion.

Se recomienda escoger una ventana de muestreo bajo los parametros siguientes: esta-
bilidad, madurez y representatividad. Para medir la estabilidad se recomienda la cons-
truccion de un indicador de comportamiento, se puede considerar una variable relevante
en funcién de los objetivos planteados, de tal forma de obtener un periodo estable del
indicador para poder hacer inferencias sobre los clientes. La madurez debe garantizar
que la cartera a analizar provea la suficiente informacién en relacion a su tiempo de
vida, como para concluir a cerca del comportamiento crediticio del cliente, es decir, si es
bueno o malo. La representatividad hace referencia al tamafio de muestra adecuado.

Para definir la variable dependiente se recomienda el uso de una matriz de confusién
entre las variables atraso promedio y atraso maximo del historial crediticio de la enti-
dad. En base a la matriz y los porcentajes de pérdida asociados que la entidad esta
dispuesta a asumir se clasifica a los clientes en buenos, malos e indeterminados. Se re-
comienda considerar solo las definiciones de buenos y malos para construir la variable
dependiente del modelo.

La seleccion de variables independientes se realiz6 mediante arboles de decision. To-
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mando en cuenta siempre que las variables explicativas estén correlacionadas con la
variable dependiente, asi como la representatividad de la caracteristica en la poblacion.
Este tipo de herramientas ademas de identificar las variables independientes que mas
se correlacionan con la variable dependiente nos ayudan a encontrar combinaciones de
variables donde la concentracion de clientes buenos o malos aumenta significativamen-
te.

Se recomienda, antes de iniciar con la construccion de un modelo de clasificacion, rea-
lizar una auditoria informatica sobre los datos a ser utilizados; con el fin de garantizar la
fidelidad y la consistencia de la informacion.

Dentro de la estructura organizacional de la institucion microfinanciera, se debe incluir
un departamento de generacion de informacion (data warehouse), para que trabaje de
manera conjunta con el departamento de riesgo, pues sin la informacion pertinente y
confiable no se pueden realizar analisis ni modelos para la administracion de riesgos.

Un modelo de clasificacion puede padecer cambios en su eficiencia y estructura a tra-
vés del tiempo, por lo que se debe aplicar un monitoreo al mismo, con la finalidad de
determinar si las aplicaciones se estan calificando correctamente, si la poblacion actual
es diferente a la de construccion, si la razén de rechazo difiere o no de lo inicialmente
establecido, es decir, el monitoreo se utilizara para comparar el comportamiento inicial
del modelo con el comportamiento actual del mismo.

Se recomienda el analisis y discusion de la metodologia propuesta como un modelo
evaluacion de la calificacion de riesgo de crédito, que sera de mucha ayuda en el control
ejercido por organismos importantes como la Superintendencia de Bancos y la Super-
intendencia de la Economia Popular y Solidaria.

Finalmente, hay que recalcar que a pesar de que los modelos de clasificaciéon basados
en programacion lineal analizados en este estudio se han aplicado directamente en el
descubrimiento del conocimiento para la gestién de la cartera de crédito, se pueden
utilizar en la investigacién biomédica, farmacéutica y el andlisis de ADN; en las teleco-
municaciones, la salud, industrias para la gestion de fraude; y en las industrias para el
analisis de marketing.
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Apéndice A

INTRODUCCION A LA TEORIA DE OPTIMIZA-
CION

Las Maquinas de Soporte Vectorial y otros métodos hacen un amplio uso de la teoria
de optimizacion. En este apéndice, damos una descripcion introductoria de algunos
elementos de la teoria de optimizacion mas relevantes a este tema.

Una de las principales aplicaciones de la teoria de la optimizacion es la maximizacion
0 minimizacion de una funcion de una o mas variables (funcion objetivo). Esta tarea de
optimizacion puede estar sujeta a posibles limitaciones. Un problema de optimizacion
se puede clasificar de acuerdo con el tipo de funcion objetivo y las limitaciones conside-
radas.

En la programacion lineal (LP), la funcién objetivo y las restricciones son funciones linea-
les de las variables, y estas variables son de valor real. En la programacion no lineal,
la funcion y/o limitaciones objetivo son funciones no lineales de las variables. Para la
programacion entera (IP), las variables se fijan a valores enteros. La programacion di-
namica es un tipo diferente de problema de optimizacion en el que tenemos un nimero
de subtareas (por ejemplo, los buenos o los malos se mueven en un juego) y un objetivo
final (ganar o perder el juego). La programacion dindmica es relevante para la tarea de
construir la secuencia de nucleos mencionados en la Seccion 3.4.

A.1 Conceptos Basicos

La teoria de optimizacion o programacion matematica esta constituida por un conjunto
de resultados y métodos analiticos y numéricos enfocados a encontrar e identificar al
mejor candidato de entre una coleccion de alternativas, sin tener que enumerar y evaluar
explicitamente todas esas alternativas. Un problema de optimizacién es, en general, un
problema de decision.

Los problemas de optimizacion se componen generalmente de estas tres partes:
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= Funcién objetivo.- Es la medida cuantitativa del funcionamiento del sistema que
se desea optimizar (maximizar o minimizar). Como ejemplo de funciones objetivo
se pueden mencionar:

la minimizacion de los costos variables de operacion de un sistema eléctrico,

la maximizacion de los beneficios netos de venta de ciertos productos,

la minimizacion del cuadrado de las desviaciones con respecto a unos valo-
res observados,

la minimizacion del material utilizado en la fabricacion de un producto.

= Variables de decision.- Representan las decisiones que se pueden tomar para
afectar el valor de la funcion objetivo. Desde un punto de vista funcional se pue-
den clasificar en variables independientes o principales o de control y variables
dependientes o auxiliares o de estado.

El primer elemento clave en la formulacién de problemas de optimizacion es la
seleccidn de las variables independientes que sean adecuadas para caracterizar
los posibles disefios candidatos y las condiciones de funcionamiento del sistema.
Como variables independientes se suelen elegir aquellas que tienen un impacto
significativo sobre la funcion objetivo.

Las variables independientes se representaran mediante vectores columna de R"

€1

Tn

o vectores fila

T
= (21,0, T)
Aunque para los casos n = 1,2 y 3 se emplearan las notaciones usuales de z,
(xz,y)y (x,y, z) respectivamente.

= Restricciones.- Representan el conjunto de relaciones (expresadas mediante sis-
tema de igualdades y desigualdades) que ciertas variables estan obligadas a sa-
tisfacer. Por ejemplo, las potencias maxima y minima de operacion de un grupo de
generacion, la capacidad de produccién de la fabrica para los diferentes produc-
tos, las dimensiones del material bruto del producto, etc.
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Resolver un problema de optimizacion consiste en encontrar el valor que deben tomar
las variables para hacer 6ptima la funcién objetivo satisfaciendo el conjunto de restric-
ciones.

Los métodos de optimizacién los podemos clasificar en: métodos clasicos y métodos
metaheuristicos

= Métodos clasicos.- De forma muy general y aproximada se puede decir que los
métodos clasicos buscan y garantizan un éptimo local, dentro estos se encuentra
la optimizacion lineal, lineal entera mixta, no lineal, estocastica, dinamica, etc.

» Métodos heuristicos.- incluyen los algoritmos evolutivos (genéticos entre otros),
el método del recocido simulado (simulated annealing), las busquedas heuristicas.
Los métodos metaheuristicos tienen mecanismos especificos para alcanzar un
6ptimo global aunque no garantizan su alcance.

A.1.1 Programaciéon Lineal

Una de las areas mas importantes y activas de la Optimizacion es la Programacion
Lineal. Los problemas que trata se basan en la optimizacién (minimizacion o maximi-
zacién) de una funcion lineal conocida como funcién objetivo, sujeta a una serie de
restricciones lineales de igualdad o desigualdad.

Matricialmente, un problema de PL en notacion estandar (sistema de igualdades) se
puede expresar como:

mixz = clx

s.a.
Ax =b

x>0
\

donde ¢’z es la funcién objetivo a maximizar (6 minimizar), x € R" representa el vec-
tor de variables a determinar, ¢ € R" es el vector de costos asociado a las variables,
A € M,,«, es la matriz de coeficientes y b € R™ el vector de términos independientes
(6 rhs) relativos a las restricciones. Se puede introducir una variable de holgura para
transformar una desigualdad como = < b en una igualdad x + s = b e igualmente unas
variables superavit para transformar x > benx — s = b.

Definicion 6. Region factible.- se llama region factible del problema al conjunto de
posibles valores que satisfacen todas las restricciones, R = {x € R" : Ax = b,x >
0}. Una solucién del problema (A.1) se dice solucién factible si satisface todas las
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restricciones del mismo, es decir, x € R. Una solucioén factible se dice solucion éptima
si proporciona el valor mas favorable a la funcién objetivo, es decir, v* € R es Optima si
Ve e R, cla* > cla.

La region factible se dice que constituyen un conjunto convexo de puntos, ya que, si
trazamos una linea que une dos puntos de la region, la linea se encuentren por completo
dentro de la regidn factible.

Conjuntos Convexos

El concepto de convexidad es de gran importancia en el estudio de los problemas de
optimizacion desde el punto de vista de la aplicacion practica, puesto que en algunos
casos, bajo condiciones de convexidad, se puede garantizar que un extremo local de un
problema es realmente un extremo global y por tanto la solucién 6ptima del problema.
Se describen en esta seccion algunos conceptos basicos de convexidad utiles para el
desarrollo de la programacion matematica y aunque es posible definirlos en el ambito
de cualquier espacio topoldgico, en lo sucesivo consideraremos el espacio vectorial R".

Definicién 7. (Segmento lineal) Dados dos puntos x,y € R", segmento lineal cerrado
que une x con y es el conjunto definido por

[z, yl ={ A+ (1-NyeR":0<A>1}
del mismo modo, el segmento lineal abierto que une x con y es el conjunto
() ={ M+ (1-ANyeR":0< A< 1}
Definicion 8. (Conjunto convexo). Sea () C R" entonces
Q2 es convexo ssiVx,y € Q, [x,y] CQ

Esta definicion se interpreta de forma que un conjunto sera convexo si el segmento lineal
cerrado que une cualquier par de puntos del conjunto esta contenido en dicho conjunto.

Funciones convexas

En esta seccion se proporciona la definicién de funciéon convexa y se presentan alguna
de sus propiedades mas importantes, sobre todo aquellas que pueden utilizarse para
resolver problemas de optimizacion.

Definicion 9. (Funcién convexa) Diremos que la funcién f : Q C R™ — R, con Q un
conjunto convexo no vacio,



146

f es convexa sobre (2 ssiVx,y € QA € [0,1] = f(Az+(1—=N)y) > Af(z)+(1—=N)f(y)

se dice que f es estrictamente convexa sobre )

ssiVe,y e QA€ [0,1] = fAz+ (1 —Ny) < Af(x) +(1—N)f(y)

Definicion 10. (Funcién céncava) Diremos que la funcion f : 2 C R" — R, con 2 un
conjunto convexo no vacio es concava sobre ) ssi g = — [ es convexa. Esta definicion
es equivalente a decir que

fesconcava ssiVr,y € QN € [0,1] = f(Ax + (1= Ny) > Af(x) + (1 —N)f(y)

Teorema 8. Sea f : 2 C R™ — R con ) un conjunto convexo. Si f(x) es convexa
(concava), entonces el conjunto I' donde f(z) alcanza su minimo (méximo) es convexo
y cualquier minimo (méximo) local de f(x) es minimo (méximo) global.

A.2 Dualidad

Asociado a un problema de programacion lineal aparece otro problema de programacion
lineal denominado problema dual (asociado al primero), en general se refiere al primero
como problema primal y se denota mediante [P], y al segundo como problema dual y se
denota con [D].

Definicion 11. Un problema de programacion lineal se dice que esta en forma simétrica
si todas las variables estan restringidas a ser no negativas y todas las restricciones son
de tipo “<”en el caso del maximo y de tipo “>" en el caso del minimo, es decir, toman la
forma:

mixZ =clx minZ =c'z
s.a. s.a

Az <b Ax > b
x>0 x>0

Definicion 12. Dado un problema de programacion lineal en forma simétrica de maxi-
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mizacion:

[P]

entonces su problema dual asociado es

( ~
min Z = bly
S.Qa. .

D]
Ay >c

y>0

donde y es un vector de m componentes, (tantas como restricciones en el problema
primal).

Teorema 9. (De la dualidad débil). Si x e y son soluciones factibles de un par de
problemas primal [P] y dual [D], respectivamente, entonces se verifica

Z(x) =Tz < by = Z(y)

Es decir, para cualquier par de soluciones factibles de un problema primal y su dual
el valor de la funcién objetivo del problema primal es menor o igual que el valor de la
funcién objetivo del problema dual.

Corolario 2. El valor de la funcién objetivo del problema primal de maximizacién para
cualquier solucion factible es una cota inferior del minimo valor de la funcién objetivo
de su problema dual asociado, y reciprocamente, el valor de la funcion objetivo del
problema dual de minimizacion para cualquier solucién factible dual es una cota superior
del maximo valor de la funcién objetivo del primal.

Corolario 3. Si el problema primal es factible y su solucién es no acotada, (7 — o),
entonces el problema dual no tiene solucién. Analogamente, si el problema dual es
factible pero con soluciéon no acotada, (Z — 00), entonces el problema primal no tiene
solucioén factible.

Teorema 10. (Criterio de Optimalidad). Si existen soluciones factibles para los pro-
blemas primal [P] y dual [D] tales que los valores correspondientes de las funciones
objetivo coinciden, entonces dichas soluciones factibles son dptimas para sus respecti-
vos problemas



148

Corolario 4. Si el problema primal tiene solucién éptima finita entonces el problema dual
también, y reciprocamente, si el problema dual tiene solucién éptima finita entonces el
primal también.

Corolario 5. Si el problema primal es no factible entonces su dual o no tiene solucién o
tiene solucion no acotada, y reciprocamente, si el dual es no factible entonces el primal
o0 es no factible o tiene solucion no acotada.

Teorema 11. (Teorema fundamental de la dualidad). Dado un problema primal y su
dual sélo una de las siguientes afirmaciones es cierta:

P tiene solucién 6ptima (finita) < D tiene solucion 6ptima (finita).
P es no factible = D es no factible o D tiene solucién no acotada.
D es no factible = P es no factible o P tiene solucion no acotada.
P tiene solucién no acotada = D es no factible.
D tiene solucién no acotada = P es no factible.

Asi, para cada problema de programacion lineal primal, hay una formulacion dual. Si se
resuelve, este problema dual puede dar solucion al problema primal original. Los proble-
mas primal y dual estan estrechamente relacionados y tienen la importante propiedad
de que los valores 6ptimos de ambas funciones objetivo son iguales a la solucion. Para
una maquina de vectores de soporte, la formulacion primal implica optimizacion sobre el
vector de pesos w mientras que la formulacién dual implica la optimizacion sobre los «;.
Curiosamente, la dimensionalidad de w es el numero de caracteristicas mientras que «;
es indexado por el numero de observaciones en la muestra. Por lo tanto, para el proble-
ma dual, el proceso de optimizacion es menos intensivo computacionalmente, ya que
se realiza sobre un menor numero de parametros.

A.3 Optimizacién con restricciones

A manera de respuesta a dos de las observaciones mas frecuentes de la PL, a saber,
la restrictividad de la hipodtesis de linealidad y la dificultad de definir una unica funcion
objetivo, surge la Programacién no lineal (PNL) y la Teoria de la Decisién Multicriterio.
Realmente, un supuesto importante en PL es que todas sus funciones (objetivo y res-
tricciones) son lineales. Aunque, en esencia, esta hipotesis se cumple en el caso de
muchos problemas practicos, con frecuencia no es asi. Por lo que es necesario abor-
darlo desde la Programacion No Lineal (PNL).
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De manera general, un problema de Programacion No Lineal consisten en encontrar
x = (z1, -+ ,x,) tal que

max f(x)

S.a.

gi(z) <b, Vi=1,---,m

x>0
\

donde f(z) y ¢;(x) son funciones dadas de n variables de decision.
En notacién extendida:

(méxf(xl,--' , Tp)
s.a.

gi(xy, - ) < by
ga(1, -+ w,) < by
Gm(T1,- 1) < by
(2,207 =1, n

Existen muchos tipos de problemas de PNL, en funcion de las caracteristicas de estas
funciones, por lo que se emplean varios algoritmos para resolver los distintos tipos. Para
ciertos casos donde las funciones tienen formas sencillas, los problemas pueden resol-
verse de manera relativamente eficiente. En algunos otros casos, incluso la solucion de
pequefos problemas representa un verdadero reto.

En Programacion No Lineal un maximo local no es necesariamente un maximo global
y en general, los algoritmos de PNL no pueden distinguir cuando se encuentra en un
optimo local o en uno global. Por tanto, es crucial conocer las condiciones en las que
se garantiza que un maximo local es un maximo global en la regién factible. Recuerde
que en Analisis Matematico, cuando se maximiza una funcion ordinaria (doblemente di-
ferenciable) de una sola variable f(x) sin restricciones, esta garantia estd dada cuando

d*f
— <0
dx? —

es decir, cuando la funcion es concava hacia abajo, o simplemente céncava.

v,

Si un problema de PNL no tiene restricciones, el hecho de que la funcion objetivo sea
coéncava garantiza que un maximo local es un maximo global. (De igual manera, una
funcion objetivo convexa asegura que un minimo local es un minimo global.) Si existen
restricciones, se necesita una condicion mas para dar esta garantia, a saber, que la
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region factible sea un conjunto convexo. Por esta razon, los conjuntos convexos tienen
un papel fundamental en la programacion no lineal.

A.3.1 Optimizacion Restringida

La formulacion de este tipo de problemas responde a la formulaciéon general presen-
tada al comienzo de esta seccion. El estudio del problema con restricciones comenzoé
abordando solamente el problema con restricciones de igualdad, teniendo sus origenes
en el siglo XVIII. El problema con restricciones de desigualdad tiene una historia mas
reciente, de hecho hasta los afios cincuenta del pasado siglo no se tratan éstos.

Nétese que los problemas con restricciones de desigualdad permiten reflejar la realidad
en términos matematicos mejor que los problemas con restricciones de igualdad, ya que
no “limitan” tanto la eleccion de los valores de las variables de decision. Los problemas
con restricciones de igualdad suelen considerarse como poco realistas debido a lo res-
trictivo de su planteamiento. Sin embargo, el estudio de ellos se considera interesante
ya que es de utilidad en distintas areas de conocimiento como Economia, Estadistica...

Para el caso restringido general, se estudia las condiciones de Karush-Kuhn-Tucker
(condiciones KKT), que fueron desarrolladas de manera independiente por Karush (tesis
de master, 1939) y por Kuhn y Tucker (1951).

Cuando se estudio las Maquinas de Vectores de Soporte en el capitulo 3, obsérvese
que la tarea de aprendizaje involucra la optimizacién de una funcion objetivo 3.21. En el
contexto de la teoria de optimizacion, esto requiere la introduccion de los multiplicadores
de Lagrange «; para manipular las restricciones. En esta seccion, se revisa brevemente
la optimizacion restringida para proporcionar alguna formaciéon mas matematica.

Para propdsitos ilustrativos, se considera un problema simple de optimizacién de dos
variables con funcién objetivo z = f(x,y) y con las variables componentes z e y para
cumplir la restriccion de igualdad g(x,y) = 0.

Esta ecuacion define implicitamente una relacion entre x e y, que podriamos escribir
y = h(z), y por lo tanto:

z=f(z,y) = [z, M(x)) (A.2)

que ahora es una funcion de una variable independiente z. En un éptimo de z, se tiene:

dzig Gfﬁi

dr Oz * ydr (A-3)

Ademas, de
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se deduce:
dy dg - dg
-~ | =2 A4
dx {8y] Ox A4
Por lo tanto:
of of [0g] " g
L _ 22 = A5
Jr Oy [Gy} Ox 0 (A-5)
Si se define:
dg “[of
=—|= - A.
A [ay (Ly)] {&y (x,y)] (A.6)
entonces, en el 6ptimo, se tiene:
of Jg -
Un argumento similar con x e intercambiada por y da:
of g
— A== = A.8
5y (002G (5:9) =0 (A8)

y, por supuesto, tenemos g(x,y) = 0. Estas tres condiciones pueden ser generadas a
partir de una funcion de Lagrange:

F(x,y,\) = f(x,y) + Ag(z,y) (A.9)

como los tres derivados con respecto a x, iy y A, respectivamente. A7 es un multiplicador
de Lagrange y la funcion objetivo ha sido corregida, como la suma del objetivo original y
A multiplicando la restriccion de igualdad. Esto generaliza a n variables y m restricciones
de igualdad con las correspondientes funciones de Lagrange:

F(z,)) = f(x)+ Y \igi(x) (A.10)
i=1

También se puede incorporar facilmente restricciones de desigualdad. Desde una res-
triccion ¢;(x) > b; puede ser visto como —¢;(z) < —b;, se puede considerar genérica-
mente todas las desigualdades de la forma:

gilz) < b (A1)
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Estas desigualdades se pueden transformar en restricciones de igualdad mediante la
adicion de variables de holgura no negativos «? (cuadrado para asegurar la positividad):

gi(w) +u? —bi =0 (A12)

por lo que el problema es optimizar f(z) sujeto a las restricciones de igualdad g;(z) +
u? — b; = 0 con la funcion de Lagrange:

m

Fz,\u) = f(z)+ ) i [gi(x) +ul = b (A.13)

i=1

Las condiciones necesarias que deben cumplir en un punto fijo son entonces:

OF of I dg
| PR P V=LA T A14
83:]- al’j +z:: 8:1:j J " ( )
oF
O\

oF

=0=2\Nu; t1=1,2,---.m (A.16)
ﬁui

La ultima condicién, cuando se multiplica por ;/2, da:

Nul=0; i=1,2---.,m (A.17)

es decir:

/\i[bi - Qz(f)] =0 (A.18)

Esta Ultima ecuacion indica que, o bien \; o (b; — g;(z*)) es cero, donde z* denota
el valor de x en el optimo. Si el multiplicador de Lagrange )\; no es cero, entonces
g:(z*) = b;, y la restriccion se dice que es activa. Por otro lado, si g;(z*) < b, entonces
el correspondiente multiplicador de Lagrange \; debe ser cero. Para una maquina de
vectores de soporte, cuando el multiplicador de Lagrange «; no es cero, entonces y;|w -
z + b] = 1 correspondiente a i es un vector de soporte. Cuando «; = 0 entonces
yilw - 2 + b] > 1 e i no es un vector de soporte y este punto de datos no hace una
contribucion a la discusién dentro de la funcion de decision.

Los multiplicadores de Lagrange se ven limitados en signo como consecuencia del si-
guiente argumento. A partir gi.(x) + ui = by:

0sii+k
Ogi _ JOsii# (A.19)

b, 1sii=Fk
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Asi, si tenemos en cuenta el éptimo de la funciéon de Lagrange con respecto a b;

(% 8b

7,

Z 9: _ OF | =0 (A.20)
donde \; es el valor de \; en el 6ptimo. Por lo tanto:

of
ab;

Si b; se incrementa, la region de restriccion se amplia de modo que el minimo de f(x)

Y (A.21)

podria seguir siendo el mismo o podria disminuir en valor. Por tanto, se deduce que:

of
< .
5 <0 (A.22)

y por lo que \! > 0. Asi, por restricciones de desigualdad, en un minimo de f(z) las

siguientes condiciones se satisfacen:

%+§:Ai§z;:o, j=1,2,- . (A.23)
g(x) <bi, i=12--.m (A.24)
Xilgi(z) = b;] =0, i=1,2,---.,m (A.25)
N>0, i=1,2--,m (A.26)

Este es un ejemplo de las condiciones Karush-Kuhn-Tucker (KKT): la serie completa de
las condiciones necesarias para ser satisfecha en un 6ptimo. Para la maximizacion, este
argumento llevaria a A\; < 0.

Sin embargo, para nuestra proposicion en la tarea de aprendizaje de SVM en (3.14),
tenemos que restar el segundo término que incorpora los multiplicadores de Lagrange y
de ahi el requisito es «; > 0. Dada la formulacion primal del clasificador SVM en (3.14):

1

L= o) - fj i [y (s 22) + ) — 1] (n27)

Las condiciones KKT son por lo tanto

oL &
_7“_5 ;=0
2 Yil



154

(?)_é :;a,—yi =0
Yilw-z;+0) >1
a; [yi({w, z:) +0) =1 =0
a; >0

En resume el siguiente teorema, denominado teorema de Karush-Kuhn-Tucker estable-
ce las condiciones suficientes (también conocidas como condiciones KKT) para que un
punto z* sea solucion del problema primal.

Teorema 12. (Teorema de Karush-Kuhn-Tucker) Si en el problema primal

min f(z), x €
s.a. : (A.28)

gi(x) <0, i=1,2,--- ,m

las funciones f : RY —+ Ry g, : R? = R, i = 1,2,--- ,m son todas ellas funciones
convexas, y existen constantes a; > 0, 1 =1,2,--- ,m tales que:

af (x*) L 9gi(z)
5':rj + 1 i 8xj

1=

=0, j=12---.,d (A.29)

a;g;(x*) =0, 1=1,2,---,m (A.30)

entonces el punto x* es un minimo global del problema primal.



Apéndice B

TABLAS Y GRAFICOS

B.1 ARBOLES DE DECISION

Figura B.1: Arbol de decision: Variable edad
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p <0.001
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Fuente: Registro Crediticio de la IMF.
Elaborado por: Autor.
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Figura B.2: Arbol de decision: Variable sexo
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Fuente: Registro Crediticio de la IMF.
Elaborado por: Autor.

Figura B.3: Arbol de decision: Variable Estado Civil
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Fuente: Registro Crediticio de la IMF.
Elaborado por: Autor.



Figura B.4: Arbol de decision: Variable Nivel de Instruccion
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Fuente: Registro Crediticio de la IMF.
Elaborado por: Autor.

Figura B.5: Arbol de decision: Variable Jefe de Hogar
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Fuente: Registro Crediticio de la IMF.
Elaborado por: Autor.
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Figura B.6: Arbol de decisién: Provincia de ubicacion de la inversién
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Fuente: Registro Crediticio de la IMF.
Elaborado por: Autor.

{9}
des_provincia_ubi_inv
p =0.002

{9, 15}

MALO

Figura B.7: Arbol de decision: Variable tipo de vivienda
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Fuente: Registro Crediticio de la IMF.
Elaborado por: Autor.
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Figura B.8: Arbol de decision: Variable actividad econémica
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Fuente: Registro Crediticio de la IMF.
Elaborado por: Autor.

Figura B.9: Arbol de decision: Variable monto aprobado (exposicion)
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Fuente: Registro Crediticio de la IMF.
Elaborado por: Autor.
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Figura B.10: Arbol de decision: Variable forma de pago
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Fuente: Registro Crediticio de la IMF.
Elaborado por: Autor.
Figura B.11: Arbol de decision: Variable dividendos
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Fuente: Registro Crediticio de la IMF.
Elaborado por: Autor.
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Figura B.12: Arbol de decision: Variable destino final categorizado
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Figura B.13: Arbol de decisién: Variable mayor plazo vencido 6 meses total
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Fuente: Registro Crediticio de la IMF.
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Fuente: Registro Crediticio de la IMF.

Elaborado por: Autor.
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Elaborado por: Autor.
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Figura B.14: Arbol de decision: Variable mayor valor vencido 6 meses total
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Fuente: Registro Crediticio de la IMF.
Elaborado por: Autor.

Figura B.15: Arbol de decisién: Variable mayor plazo vencido histérico total
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Fuente: Registro Crediticio de la IMF.
Elaborado por: Autor.
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Figura B.16: Arbol de decision: Variable niimero de acreedores anteriores 36 meses
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Fuente: Registro Crediticio de la IMF.
Elaborado por: Autor.
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Figura B.17: Arbol de decision: Variable score de buré
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Fuente: Registro Crediticio de la IMF.
Elaborado por: Autor.



Figura B.18: Arbol de decision: Variable zonal
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Fuente: Registro Crediticio de la IMF.
Elaborado por: Autor.
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Figura B.19: Arbol de decisién: Variable niimero de cargas
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Fuente: Registro Crediticio de la IMF.
Elaborado por: Autor.
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Figura B.20: Arbol de decision: Variable ntimero de cargas estudiando
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Fuente: Registro Crediticio de la IMF.
Elaborado por: Autor.

BUENO
BUENO
BUENO

MALO
MALO
MALO

Figura B.21: Arbol de decision: Variable meses residencia
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Fuente: Registro Crediticio de la IMF.
Elaborado por: Autor.
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Figura B.22: Arbol de decision cruce variables:Edad, Estado Civil, Nivel de Instruc-

cion
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Elaborado por: Autor.
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Figura B.23: Arbol de decision variables: Destino y provincia inversién, Edad
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Fuente: Registro Crediticio de la IMF.
Elaborado por: Autor.
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Figura B.24: Arbol de decision variables: Destino y provincia inversion, Endeuda-

miento
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Fuente: Registro Crediticio de la IMF.

Elaborado por: Autor.

Figura B.25: Arbol de decision cruce variables:Edad, Género
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Fuente: Registro Crediticio de la IMF.

Elaborado por: Autor.
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B.2 ANALISIS DESCRIPTIVO DE VARIABLES EXPLICA-
TIVAS

Tabla B.1: Analisis de Frecuencias Variable Destino final de la inversion categorizada

Frecuencia Frecuencia_relativa Porcentaje_Valido Frecuencia_relativa_acumulada

Comercio de cultivos de ciclo corto 106.00 0.01 0.01 0.01
Comercio de cultivos de ciclo permanente 68.00 0.00 0.00 0.01
Comercio de ganado 429.00 0.03 0.03 0.04
Cria de ganado 10502.00 0.62 0.62 0.66
Cultivo de productos de ciclo corto 577.00 0.03 0.03 0.69
Cultivo de productos de ciclo permanente 4349.00 0.26 0.26 0.95
Movilizacion de cultivos de ciclo permanente 5.00 0.00 0.00 0.95
Otro destino final 824.00 0.05 0.05 1.00
Total 16860.00 1.00 1.00 1.00
Fuente: Registro Crediticio de la IMF.
Elaborado por: Autor.
Tabla B.2: Analisis de Frecuencias Variable Provincia de la inversion

Cdédigo Provincia Frecuencia Frecuencia_relativa Porcentaje_Valido Frecuencia_relativa_acumulada

1 AZUAY 599.00 0.04 0.04 0.04

2 BOLIVAR 633.00 0.04 0.04 0.07

3 CANAR 268.00 0.02 0.02 0.09

4 CARCHI 442.00 0.03 0.03 0.12

5 COTOPAXI 1213.00 0.07 0.07 0.19

6 CHIMBORAZO 1854.00 0.11 0.11 0.30

7 ELORO 633.00 0.04 0.04 0.33

8 ESMERALDAS 574.00 0.03 0.03 0.37

9 GUAYAS 899.00 0.05 0.05 0.42

10 IMBABURA 358.00 0.02 0.02 0.44

11 LOJA 1608.00 0.10 0.10 0.54

12 LOSRIOS 622.00 0.04 0.04 0.58

13 MORONA SANTIAGO 2420.00 0.14 0.14 0.72

15 NAPO 483.00 0.03 0.03 0.75

16 PASTAZA 280.00 0.02 0.02 0.76

17 PICHINCHA 478.00 0.03 0.03 0.79

18 TUNGURAHUA 527.00 0.03 0.03 0.82

19 ZAMORA CHINCHIPE 704.00 0.04 0.04 0.87

20 GALAPAGOS 12.00 0.00 0.00 0.87

21 SUCUMBIOS 552.00 0.03 0.03 0.90

22 ORELLANA 490.00 0.03 0.03 0.93

23 SANTA ELENA 22.00 0.00 0.00 0.93

24 SANTO DOMINGO 1189.00 0.07 0.07 1.00

Total 16860.00 1.00 1.00 1.00

Fuente: Registro Crediticio de la IMF.
Elaborado por: Autor.



Tabla B.3: Analisis de Frecuencias Variable Estado Civil

Cdédigo Frecuencia Frecuencia_relativa Porcentaje_Valido Frecuencia_relativa_acumulada

CASADO C 8234.00
DIVORCIADO D 628.00
SOLTERO S 7244.00
UNION LIBRE U 318.00
VIUDO \ 436.00
TOTAL 16860.00

0.49
0.04
0.43
0.02
0.03
1.00

0.49
0.04
0.43
0.02
0.03
1.00

0.49
0.53
0.96
0.97
1.00
1.00

Fuente: Registro Crediticio de la IMF.
Elaborado por: Autor.

Tabla B.4: Analisis de Frecuencias Variable Nivel de Instruccion
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Cdédigo Frecuencia Frecuencia_relativa Porcentaje_Valido Frecuencia_relativa_acumulada

FORMACION INTERMEDIA (TECNICA) T 5.00 0.00 0.00 0.00
POSTGRADO G 3.00 0.00 0.00 0.00
PRIMARIA P 9711.00 0.58 0.58 0.58
SECUNDARIA S 5594.00 0.33 0.33 0.91
SIN ESTUDIOS N 752.00 0.04 0.04 0.95
UNIVERSITARIA U 795.00 0.05 0.05 1.00
TOTAL 16860.00 1.00 1.00 1.00
Fuente: Registro Crediticio de la IMF.
Elaborado por: Autor.
Tabla B.5: Anélisis de Frecuencias Variable Tipo Vivienda
Cdédigo Frecuencia Frecuencia_relativa Porcentaje_Valido Frecuencia_relativa_acumulada
ARRENDADA A 931.00 0.06 0.06 0.06
PRESTADA S 223.00 0.01 0.01 0.07
PROPIA HIPOTECADA P 1756.00 0.10 0.10 0.17
PROPIA NO HIPOTECADA N 8463.00 0.50 0.50 0.67
VIVE CON FAMILIARES F 5487.00 0.33 0.33 1.00
TOTAL 16860.00 1.00 1.00 1.00

Fuente: Registro Crediticio de la IMF.
Elaborado por: Autor.

Tabla B.6: Anélisis de Frecuencias Variable Numero cargas familiares

Frecuencia Frecuencia_relativa Porcentaje_Valido Frecuencia_relativa_acumulada

0 4246.00
1 3535.00
2 3751.00
3 2637.00
4 1366.00
5 711.00
6 340.00
7 142.00
8 73.00
9 28.00
10 18.00
" 6.00
12 5.00
13 1.00
16 1.00

TOTAL  16860.00

0.25
0.21
0.22
0.16
0.08
0.04
0.02
0.01
0.00
0.00
0.00
0.00
0.00
0.00
0.00
1.00

0.25
0.21
0.22
0.16
0.08
0.04
0.02
0.01
0.00
0.00
0.00
0.00
0.00
0.00
0.00
1.00

0.25
0.46
0.68
0.84
0.92
0.96
0.98
0.99
1.00
1.00
1.00
1.00
1.00
1.00
1.00
1.00

Fuente: Registro Crediticio de la IMF.
Elaborado por: Autor.
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Tabla B.7: Anilisis de Frecuencias Variable Numero cargas estudiando

Frecuencia Frecuencia_relativa Porcentaje_Valido Frecuencia_relativa_acumulada

0 6571.00 0.39 0.39 0.39
1 3873.00 0.23 0.23 0.62
2 3436.00 0.20 0.20 0.82
3 1774.00 0.11 0.1 0.93
4 769.00 0.05 0.05 0.97
5 249.00 0.01 0.01 0.99
6 127.00 0.01 0.01 1.00
7 40.00 0.00 0.00 1.00
8 17.00 0.00 0.00 1.00
9 2.00 0.00 0.00 1.00
10 1.00 0.00 0.00 1.00
12 1.00 0.00 0.00 1.00
TOTAL  16860.00 1.00 1.00 1.00

Fuente: Registro Crediticio de la IMF.
Elaborado por: Autor.

Tabla B.8: Analisis de Frecuencias Variable Género

Cdédigo Frecuencia Frecuencia_relativa Porcentaje_Valido Frecuencia_relativa_acumulada

FEMENINO F 5003.00 0.30 0.30 0.30
MASCULINO M 11857.00 0.70 0.70 1.00
TOTAL 16860.00 1.00 1.00 1.00

Fuente: Registro Crediticio de la IMF.
Elaborado por: Autor.

Tabla B.9: Anélisis de Frecuencias Variable Forma de Pago

Cdédigo Frecuencia Frecuencia_relativa Porcentaje_Valido Frecuencia_relativa_acumulada

ANUAL AN 8055.00 0.48 0.48 0.48
BIMENSUAL BM 69.00 0.00 0.00 0.48
CUATRIMESTRAL CM 2.00 0.00 0.00 0.48
MENSUAL M 719.00 0.04 0.04 0.52
NUEVE MESES NM 83.00 0.00 0.00 0.53
SEMESTRAL SE 6313.00 0.37 0.37 0.90
TRIMESTRAL TR 1619.00 0.10 0.10 1.00
TOTAL 16860.00 1.00 1.00 1.00

Fuente: Registro Crediticio de la IMF.
Elaborado por: Autor.

Tabla B.10: Analisis de Frecuencias Variable mayor plazo vencido historico total

Frecuencia Frecuencia_relativa Porcentaje_Valido Frecuencia_relativa_acumulada

0  12170.00 0.72 0.72 0.72
1 860.00 0.05 0.05 0.77
2 1038.00 0.06 0.06 0.83
3 607.00 0.04 0.04 0.87
4 965.00 0.06 0.06 0.93
5 526.00 0.03 0.03 0.96
6 369.00 0.02 0.02 0.98
7 295.00 0.02 0.02 1.00
8 16.00 0.00 0.00 1.00
9 14.00 0.00 0.00 1.00
TOTAL  16860.00 1.00 1.00 1.00

Fuente: Registro Crediticio de la IMF.
Elaborado por: Autor.
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Tabla B.11: Anélisis de Frecuencias Variable mayor plazo vencido 6 meses total

Frecuencia Frecuencia_relativa Porcentaje_Valido Frecuencia_relativa_acumulada

0  15586.00
1 257.00
2 312.00
3 152.00
4 250.00
5 104.00
6 94.00
7 101.00
8 4.00
L

TOTA 16860.00

0.92
0.02
0.02
0.01
0.01
0.01
0.01
0.01
0.00
1.00

0.92
0.02
0.02
0.01
0.01
0.01
0.01
0.01
0.00
1.00

0.92
0.94
0.96
0.97
0.98
0.99
0.99
1.00
1.00
1.00

Fuente: Registro Crediticio de la IMF.
Elaborado por: Autor.

Tabla B.12: Analisis de Frecuencias Variable acreedores anteriores 36 meses

Frecuencia Frecuencia_relativa Porcentaje_Valido Frecuencia_relativa_acumulada

8143.00
4943.00
2313.00
919.00
357.00
124.00
45.00
11.00
4.00

10 1.00
TOTAL  16860.00

0N O WN =

©

0.48
0.29
0.14
0.05
0.02
0.01
0.00
0.00
0.00
0.00
1.00

0.48
0.29
0.14
0.05
0.02
0.01
0.00
0.00
0.00
0.00
1.00

0.48
0.78
0.91
0.97
0.99
1.00
1.00
1.00
1.00
1.00
1.00

Fuente: Registro Crediticio de la IMF.
Elaborado por: Autor.

Tabla B.13: Analisis de Frecuencias Variable Zonal

Frecuencia Frecuencia_relativa Porcentaje_Valido Frecuencia_relativa_acumulada

ZONAL CUENCA
ZONAL EL PUYO
ZONAL GUAYAQUIL
ZONAL LOJA

ZONAL MACHALA
ZONAL PORTOVIEJO
ZONAL QUITO

ZONAL RIOBAMBA
ZONAL STO. DOMINGO

859.00
2786.00
864.00
2301.00
637.00
2418.00
1315.00
4328.00
1352.00

TOTAL  16860.00

0.05
0.17
0.05
0.14
0.04
0.14
0.08
0.26
0.08
1.00

0.05
0.17
0.05
0.14
0.04
0.14
0.08
0.26
0.08
1.00

0.05
0.22
0.27
0.40
0.44
0.59
0.66
0.92
1.00
1.00

Fuente: Registro Crediticio de la IMF.
Elaborado por: Autor.



Tabla B.14: Analisis de Frecuencias Variable Dividendos

Frecuencia Frecuencia_relativa Porcentaje_Valido Frecuencia_relativa_acumulada

60
72
84
TOTAL

623.00
1209.00
1182.00
1978.00
2985.00
1522.00

928.00
1386.00

24.00
2207.00
650.00
8.00
578.00
1.00
220.00
44.00
1.00
563.00
1.00
1.00
126.00
1.00
15.00
20.00
210.00
1.00
2.00
139.00
212.00
10.00
13.00
16860.00

0.04
0.07
0.07
0.12
0.18
0.09
0.06
0.08
0.00
0.13
0.04
0.00
0.03
0.00
0.01
0.00
0.00
0.03
0.00
0.00
0.01
0.00
0.00
0.00
0.01
0.00
0.00
0.01
0.01
0.00
0.00
1.00

0.04
0.07
0.07
0.12
0.18
0.09
0.06
0.08
0.00
0.13
0.04
0.00
0.03
0.00
0.01
0.00
0.00
0.03
0.00
0.00
0.01
0.00
0.00
0.00
0.01
0.00
0.00
0.01
0.01
0.00
0.00
1.00

0.04
0.11
0.18
0.30
0.47
0.56
0.62
0.70
0.70
0.83
0.87
0.87
0.91
0.91
0.92
0.92
0.92
0.96
0.96
0.96
0.96
0.96
0.96
0.97
0.98
0.98
0.98
0.99
1.00
1.00
1.00
1.00

Fuente: Registro Crediticio de la IMF.
Elaborado por: Autor.
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Apéndice C

RESULTADOS DEL EXPERIMENTO

C.1 Simulaciones del modelo MCLP

Tabla C.1: Matriz de confusién: Prueba 1

(a) Muestra de Entrenamiento

PRONOSTICADO
OBSERVADO | BUENO | MALO | TOTAL | PORCENTAJE
BUENO 11635 446 | 12081 96.31 %
MALO 2105 2674 4779 55.95%
PORCENTAJE GLOBAL 84.87 %

Tiempo de ejecucion: 345.64 seg.

(b) Muestra de prueba

PRONOSTICADO
OBSERVADO | BUENO | MALO | TOTAL | PORCENTAJE
BUENO 2934 120 3054 96.07 %
MALO 502 659 1161 56.76 %
PORCENTAJE GLOBAL 85.24 %

Tabla C.2: Matriz de confusion: Prueba 2

(a) Muestra de Entrenamiento

PRONOSTICADO
OBSERVADO | BUENO | MALO | TOTAL | PORCENTAJE
BUENO 11618 463 | 12081 96.17 %
MALO 2048 2731 4779 57.15%
PORCENTAJE GLOBAL 85.11%

Tiempo de ejecucion: 364.45 seg.

(b) Muestra de prueba

PRONOSTICADO
OBSERVADO | BUENO | MALO | TOTAL | PORCENTAJE
BUENO 2933 121 3054 96.04 %
MALO 492 669 1161 57.62%
PORCENTAJE GLOBAL 85.46 %

Tabla C.3: Matriz de confusion: Prueba 3

(a) Muestra de Entrenamiento

PRONOSTICADO
OBSERVADO | BUENO | MALO | TOTAL | PORCENTAJE
BUENO 11498 583 | 12081 9517 %
MALO 1460 3319 4779 69.45 %
PORCENTAJE GLOBAL 87.88 %

Tiempo de ejecucion: 117.50 seg.
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(b) Muestra de prueba

PRONOSTICADO
OBSERVADO | BUENO | MALO | TOTAL | PORCENTAJE
BUENO 2908 146 3054 95.22 %
MALO 362 799 1161 68.82 %
PORCENTAJE GLOBAL 87.95%
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Tabla C.4: Matriz de confusion: Prueba 4

(a) Muestra de Entrenamiento (b) Muestra de prueba
PRONOSTICADO PRONOSTICADO
OBSERVADO | BUENO MALO | TOTAL | PORCENTAJE OBSERVADO | BUENO MALO | TOTAL | PORCENTAJE
BUENO 11600 481 | 12081 96.02 % BUENO 2928 126 3054 95.87 %
MALO 1988 2791 4779 58.40 % MALO 477 684 1161 58.91%
PORCENTAJE GLOBAL 85.36 % PORCENTAJE GLOBAL 85.69 %
Tiempo de ejecucion: 125.69 seg.

Tabla C.5: Matriz de confusion: Prueba 5

(a) Muestra de Entrenamiento (b) Muestra de prueba
PRONOSTICADO PRONOSTICADO
OBSERVADO | BUENO | MALO | TOTAL | PORCENTAJE OBSERVADO | BUENO | MALO | TOTAL | PORCENTAJE
BUENO 11521 560 | 12081 95.36 % BUENO 2913 141 3054 95.38 %
MALO 1555 3224 4779 67.46 % MALO 384 777 1161 66.93 %
PORCENTAJE GLOBAL 87.46 % PORCENTAJE GLOBAL 87.54 %
Tiempo de ejecucion: 170.5 seg.

C.2 Simulaciones del modelo MC2LP

Tabla C.6: Matriz de confusion: A\ = 0,10, Ao = 0,90, b € [—3200, 3200]

(a) Muestra de Entrenamiento (b) Muestra de prueba
PRONOSTICADO PRONOSTICADO
OBSERVADO | BUENO | MALO | TOTAL | PORCENTAJE OBSERVADO | BUENO | MALO | TOTAL | PORCENTAJE
BUENO 11472 609 | 12081 94.96 % BUENO 2908 146 3054 95.22 %
MALO 1320 3459 4779 72.38% MALO 327 834 1161 71.83 %
PORCENTAJE GLOBAL 88.56 % PORCENTAJE GLOBAL 88.78 %
Tiempo de ejecucion: 503.20 seg.

Tabla C.7: Matriz de confusion: A\ = 0,20, A» = 0,80, b € [—3200, 3200]

(a) Muestra de Entrenamiento (b) Muestra de prueba
PRONOSTICADO PRONOSTICADO
OBSERVADO | BUENO | MALO | TOTAL | PORCENTAJE OBSERVADO | BUENO | MALO | TOTAL | PORCENTAJE
BUENO 11470 611 | 12081 94.94 % BUENO 2905 149 3054 95.12%
MALO 1342 3437 4779 71.92% MALO 334 827 1161 71.23%
PORCENTAJE GLOBAL 88.42 % PORCENTAJE GLOBAL 88.54 %
Tiempo de ejecucion: 528.74 seg.

Tabla C.8: Matriz de confusion: Ay = 0,30, Ao = 0,70, b € [—3200, 3200]

(a) Muestra de Entrenamiento (b) Muestra de prueba
PRONOSTICADO PRONOSTICADO
OBSERVADO | BUENO | MALO | TOTAL | PORCENTAJE OBSERVADO | BUENO | MALO | TOTAL | PORCENTAJE
BUENO 11497 584 | 12081 95.17 % BUENO 2909 145 3054 95.25 %
MALO 1448 3331 4779 69.70 % MALO 352 809 1161 69.68 %
PORCENTAJE GLOBAL 87.95% PORCENTAJE GLOBAL 88.21 %
Tiempo de ejecucion: 416.4 seg.
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Tabla C.9: Matriz de confusion: A\; = 0,40, Ay = 0,60, b € [—3200, 3200]

(a) Muestra de Entrenamiento (b) Muestra de prueba
PRONOSTICADO PRONOSTICADO
OBSERVADO | BUENO MALO | TOTAL | PORCENTAJE OBSERVADO | BUENO MALO | TOTAL | PORCENTAJE
BUENO 11555 526 | 12081 95.65 % BUENO 2922 132 3054 95.68 %
MALO 1760 3019 4779 63.17 % MALO 431 730 1161 62.88 %
PORCENTAJE GLOBAL 86.44 % PORCENTAJE GLOBAL 86.64 %
Tiempo de ejecucion: 417.47 seg.

Tabla C.10: Matriz de confusion: \; = 0,50, Ay = 0,50, b € [—3200, 3200]

(a) Muestra de Entrenamiento (b) Muestra de prueba
PRONOSTICADO PRONOSTICADO
OBSERVADO | BUENO MALO | TOTAL | PORCENTAJE OBSERVADO | BUENO MALO | TOTAL | PORCENTAJE
BUENO 11809 272 | 12081 97.75% BUENO 2977 77 3054 97.48 %
MALO 2784 1995 4779 41.75% MALO 681 480 1161 41.34%
PORCENTAJE GLOBAL 81.87 % PORCENTAJE GLOBAL 82.02 %
Tiempo de ejecucion: 269.69 seg.

Tabla C.11: Matriz de confusion: \; = 0,60, Ay = 0,40, b € [—3200, 3200]

(a) Muestra de Entrenamiento (b) Muestra de prueba
PRONOSTICADO PRONOSTICADO
OBSERVADO | BUENO MALO | TOTAL | PORCENTAJE OBSERVADO | BUENO MALO | TOTAL | PORCENTAJE
BUENO 11716 365 | 12081 96.98 % BUENO 2951 103 3054 96.63 %
MALO 2389 2390 4779 50.01 % MALO 580 581 1161 50.04 %
PORCENTAJE GLOBAL 83.67 % PORCENTAJE GLOBAL 83.80 %
Tiempo de ejecucion: 339.54 seg.

Tabla C.12: Matriz de confusion: \; = 0,65, Ay = 0,35, b € [—3200, 3200]

(a) Muestra de Entrenamiento (b) Muestra de prueba
PRONOSTICADO PRONOSTICADO
OBSERVADO | BUENO MALO | TOTAL | PORCENTAJE OBSERVADO | BUENO MALO | TOTAL | PORCENTAJE
BUENO 11612 469 | 12081 96.12 % BUENO 2930 124 3054 95.94 %
MALO 1991 2788 4779 58.34 % MALO 480 681 1161 58.66 %
PORCENTAJE GLOBAL 85.41% PORCENTAJE GLOBAL 85.67 %
Tiempo de ejecucion: 330.05 seg.

Tabla C.13: Matriz de confusion: \; = 0,70, Ay = 0,30, b € [—3200, 3200]

(a) Muestra de Entrenamiento (b) Muestra de prueba
PRONOSTICADO PRONOSTICADO
OBSERVADO | BUENO MALO | TOTAL | PORCENTAJE OBSERVADO | BUENO MALO | TOTAL | PORCENTAJE
BUENO 11563 518 | 12081 95.71% BUENO 2920 134 3054 95.61%
MALO 1800 2979 4779 62.34 % MALO 435 726 1161 62.53 %
PORCENTAJE GLOBAL 86.25% PORCENTAJE GLOBAL 86.50 %
Tiempo de ejecucion: 305.41 seg.




Tabla C.14: Matriz de confusion: \; = 0,75, Ay = 0,25, b € [—3200, 3200]

(a) Muestra de Entrenamiento

(b) Muestra de prueba

PRONOSTICADO
OBSERVADO | BUENO | MALO | TOTAL | PORCENTAJE
BUENO 11522 559 | 12081 95.37 %
MALO 1641 3138 4779 65.66 %
PORCENTAJE GLOBAL 86.95 %

PRONOSTICADO
OBSERVADO | BUENO | MALO | TOTAL | PORCENTAJE
BUENO 2916 138 3054 95.48 %
MALO 406 755 1161 65.03 %
PORCENTAJE GLOBAL 87.09 %

Tiempo de ejecucion: 281.80 seg.

Tabla C.15: Matriz de confusion: \; = 0,80, Ay = 0,20, b € [—3200, 3200]

(a) Muestra de Entrenamiento

(b) Muestra de prueba

PRONOSTICADO
OBSERVADO | BUENO | MALO | TOTAL | PORCENTAJE
BUENO 11469 612 | 12081 94.93 %
MALO 1418 3361 4779 70.33 %
PORCENTAJE GLOBAL 87.96 %

PRONOSTICADO
OBSERVADO | BUENO | MALO | TOTAL | PORCENTAJE
BUENO 2899 155 3054 94.92 %
MALO 355 806 1161 69.42 %
PORCENTAJE GLOBAL 87.90 %

Tiempo de ejecucion: 313.39 seg.

Tabla C.16: Matriz de confusion: \; = 0,90, A\, = 0,10, b € [—3200, 3200]

(a) Muestra de Entrenamiento

(b) Muestra de prueba

PRONOSTICADO
OBSERVADO | BUENO | MALO | TOTAL | PORCENTAJE
BUENO 10900 1181 | 12081 90.22 %
MALO 1111 3668 4779 76.75%
PORCENTAJE GLOBAL 86.41%

PRONOSTICADO
OBSERVADO | BUENO | MALO | TOTAL | PORCENTAJE
BUENO 2763 291 3054 90.47 %
MALO 272 889 1161 76.57 %
PORCENTAJE GLOBAL 86.64 %

Tiempo de ejecucion: 183.71 seg.
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