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Resumen

El presente proyecto de titulacién es una investigacién teérica que busca estudiar los
fenomenos de naturaleza cuantica de la interaccién entre radiacion electromagnética
y un plasma con impurezas. Para esto se requiere calcular y analizar el coeficiente
de atenuacion del plasma con impurezas. El trabajo se divide en dos partes. En la
primera se resumen los métodos y conceptos necesarios para resolver el problema.
Entre los mas importantes se mencionan los conceptos bésicos de la Fisica del Plasma,
la interaccion de la radiacion electromagnética con la materia y la teoria de sistemas
de muchas particulas. Se introduce la definicién de funciéon de Green la cual constituye
la herramienta principal de la teoria. Ademas como aplicacién de estos métodos, se
estudia un gas de Fermi con una impureza, se desarrolla el concepto de promedio de

desorden y se lo aplica a un gas de Fermi con muchas impurezas.

En la segunda parte se calcula y analiza el coeficiente de atenuacién de radiacion
del sistema. Para esto se propone un modelo para el plasma con impurezas, con las
aproximaciones y restricciones adecuadas, que permite aplicar la teoria mencionada a la
resolucion del problema. El modelo es un gas de electrones en el ensamble gran-canénico
con impurezas de concentracion determinada y distribucion aleatoria. Se demuestra que
las impurezas no influyen en la seccion eficaz de la dispersion de Compton. Se plantea
la ecuacién de Dyson de este sistema y se calcula su funcién de Green. Con esta se
calcula la concentracion de electrones en el plasma en la primera aproximacion de la
autoenergia. Se considera que las impurezas interaccionan con los electrones mediante
un potencial de Debye y se analiza la variacién en la concentracion de electrones de
varios plasmas obtenidos de la literatura. Con este resultado se estudian los efectos
cuanticos en el coeficiente de atenuacién y el camino libre medio de un plasma con

impurezas determinado.



Introduccion

El plasma es considerado el cuarto estado de la materia y representa alrededor del
99 % de la materia visible del universo. En este estado de la materia, las particulas
se encuentran totalmente ionizadas, es decir separadas en electrones e iones. Ademas
existen algunos sistemas en la naturaleza donde se puede encontrar materia en el es-
tado de plasma con particulas neutras e impurezas [1]. Debido a que el plasma es un
estado donde en general los electrones e iones tienen temperaturas no relativistas, los
modelos que se proponen en la literatura para su descripcion requieren sélo mecéanica
y electrodinamica clasica, y en general no se toman en cuenta los fenémenos de ori-
gen cuantico de manera formal [1, 2]. Por otro lado, en investigaciones asociadas con
plasmas astrofisicos, el tnico parametro con el que podemos estudiar los fenémenos
fisicos externos, es la radiacién electromagnética emitida por los objetos a analizarse,
que esta asociada a la dispersion, absorcion y emision de la radiacion de la materia
3, 4].

Con estos antecedentes, el presente trabajo es una investigacion tedrica que busca
dar una respuesta a los fendmenos de naturaleza cudntica de la interaccién entre la
radiacion electromagnética y un plasma con impurezas. En particular, se requiere in-
vestigar el comportamiento del coeficiente de atenuacion de la radiacion de el plasma
con impurezas, ya que esta magnitud estd ligada directamente a la parte experimen-
tal y observacional de los procesos fisicos de interaccién [3]. El problema planteado
requiere estudiar el comportamiento cuantico de un sistema de muchas particulas, por
lo cual no se lo puede abordar desde la perspectiva de la Mecanica Cuédntica ordinaria
ya que se tenderian problemas con el niimero de ecuaciones diferenciales a resolver
[5, 6]. Ademés, debido a que las posiciones de las impurezas en el gas de electrones son
arbitrarias, estas se pueden considerar un sistema desordenado y con respecto a esto, la
Fisica Estadistica no provee una herramienta analitica adecuada [7]. Por tanto ha sido
necesario recurrir a ciertos métodos que han adquirido el nombre de teoria cudntica de
sistemas de muchas particulas. Esta teoria ha sido desarrollada con el fin de solucionar
problemas en Materia Condensada, donde se tratan sistemas con un gran nimero de
particulas . La teoria consiste en una combinaciéon de diversos métodos y conceptos de

la Fisica Estadistica y Teoria Cuéntica de Campos [5, 8, 9, 10].
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Por tanto, el objetivo principal del presente proyecto es calcular y analizar el coeficiente
de atenuacion de la radiacion electromagnética de un gas de electrones que contenga
una determinada concentracién de impurezas. Basicamente se realizara una aplicacién
de la teoria cuantica de sistemas de muchas particulas a un plasma con impurezas.
Como se vera mas adelante, la funcién de Green de un sistema contiene la informacién
completa del sistema, de manera analoga a la funcion de onda en mecédnica cuantica.
De esta manera, el problema puede reducirse a buscar esta funcion de Green y utilizarla

adecuadamente [9)].

Para esto, la presente investigacién ha sido dividida en dos partes, que se describen a
continuacion. La primera parte, que contiene los capitulos del 1 al 4, recoge todos los
conceptos y métodos mas importantes que se han consultado en la literatura citada.
En el capitulo 1 se realiza un breve estudio de la Fisica del Plasma para identificar
los conceptos mas importantes para el entendimiento de los plasmas con impurezas a
nivel experimental. En el capitulo 2 se estudian los distintos procesos de interaccién
de la materia con la radiacién electromagnética de distintas energias. El capitulo
3 esta dedicado al tratamiento de los conceptos fundamentales de la teoria cudntica
de sistemas de muchas particulas, la cual es la herramienta tedrica principal que se
utilizara en la resolucion del problema. Aqui se introducen las funciones de Green
y las reglas y diagramas de Feynman para describir sistemas de muchas particulas.
En el capitulo 4 se estudia la introduccion de una impureza en un gas de Fermi,
aplicando la teoria desarrollada en el capitulo anterior. Aqui se introducen también
ciertos conceptos de la teoria de dispersiones, como la seccion eficaz, la matriz de
transicion y la aproximacion de Born. Finalmente se introduce el concepto de promedio

de desorden y se calcula la funcién de Green de un gas de Fermi con muchas impurezas.

La segunda parte contiene los capitulos 5 y 6, y esta dedicada al calculo y analisis
del coeficiente de atenuacién del proceso de interacciéon entre fotones y un plasma con
impurezas. En el capitulo 5, se plantea el modelo que se utilizara para el plasma con
impurezas y se imponen las restricciones y aproximaciones fisicas para simplificar el
problema. Se demuestra que la seccion eficaz de la dispersion de Compton se mantiene
invariante al introducir impurezas en el gas de electrones. Mediante la funcién de Green
del sistema, se calcula la concentracién de electrones en el plasma. Luego se toma la
primera aproximacion de la expansién en serie de la auto-energia y se consideran im-
purezas con un potencial de Debye. Con estos resultados se hace un anélisis para varios
plasmas con impurezas obtenidos de la literatura. Para un plasma determinado, se cal-
cula el coeficiente de atenuacion del sistema y se analiza graficamente las contribuciones
de las impurezas y del gas de electrones al coeficiente de atenuacién. Luego se analiza
las variaciones del camino libre medio del sistema, debido a su interpretacién fisica

inmediata. Por tdltimo en el capitulo 6 se presentan las principales conclusiones del
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presente trabajo. Ademas se realizan las recomendaciones y las posibles aplicaciones
que los resultados de la presente investigacién puedan tener en ciertos problemas aso-

ciados a la Fisica del Plasma, Astrofisica y Cosmologia.

En esta investigacion se logra describir y analizar tedricamente, los efectos cuanticos
asociados a la presencia de impurezas en un plasma y los posibles efectos que estos
presentan en la interaccién entre la radiacion electromagnética y el plasma con im-
purezas. Con respecto a esto, puede mencionarse que las principales contribuciones del
presente trabajo son las siguientes. (i) La aplicacién de la teoria de sistemas de muchas
particulas a un plasma con impurezas, con el objeto de indagar los efectos cuanticos
de la presencia de las impurezas en el plasma. (ii) La demostracién de que la presencia
de impurezas en un gas de electrones no afecta a la seccion eficaz de Compton de un
electrén individual en el gas. Y por ultimo, (iii) la demostracién tedrica de que las im-
purezas pueden causar una variacion finita de la concentracion de los electrones en el
plasma con impurezas. Esto causa también una variacion en el coeficiente de atenuacion

de la radiacion del plasma.



Parte 1

Conceptos y Métodos



Capitulo 1

Fisica del Plasma

En este capitulo se presenta una breve introduccién a la Fisica del Plasma con el
objeto de conocer ciertos conceptos que se consideran importantes para la presente
investigacion, ya que representan la parte experimental y de inmediata aplicacién del
proyecto. La Fisica del Plasma trata precisamente el modelo clésico del gas de elec-
trones con impurezas. En este capitulo se empieza con una breve exposicion de la
historia, desarrollo y estado actual la Fisica del Plasma, luego se dan a conocer ciertos
conceptos y definiciones importantes derivados de la investigacién experimental, tales
como la cuasi-neutralidad, la frecuencia de un plasma y el apantallamiento de Debye.
Finalmente se hace referencia al plasma con impurezas, mejor conocido como dusty
plasma, el cual es el modelo experimental del plasma con impurezas que se modelara a

nivel cudntico en esta investigacion.

1.1. Breve Historia de la Fisica del Plasma

Histéricamente el término “plasma” viene de la palabra griega ‘mAaoua’ que significa
formado o moldeado y fue introducido por el fisiélogo checo Jan Evangelista Purkinje
a mediados del siglo XIX, para nombrar el fluido claro en el que estaban contenida
la materia corpuscular de la sangre. En 1922 el cientifico estadounidense Irving Lang-
muir, ganador del Premio Nobel de Quimica, propuso que los electrones iones y otras
particulas neutras en una nube de gas, sean considerados como particulas contenidas
en una especie de fluido de manera similar al de la sangre, el cual llamé también plasma
], [11].

En los anos 20 y 30 se empezd el estudio de lo que hoy se conoce como “Fisica del
Plasma”. Este trabajo estaba dirigido a entender los efectos del plasma ionosférico

de la atmésfera terrestre para la propagacion de ondas de radio a largas distancias y
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desarrollos en tubos de electrones gaseosos, en la era de la electrénica anterior a los
semiconductores [1]. En los afios 40, Hannes Alfven desarrollé la teorfa de la magneto-
hidrodindmica (MHD), en la cual el plasma era tratado como un fluido superconductor.
Esta teoria ha sido usada extensa y exitosamente en astrofisica para investigar la man-
chas solares, las protuberancias solares, el viento solar, la formacion de estrellas y
muchos otros problemas [11]. A partir de 1952, después de la creacién de la bomba de
hidrégeno, se iniciaron investigaciones en secreto de la fisica del plasma a gran escala,
basada en la energia de fusion magnética. Estas investigaciones estaban lideradas por
los Estados Unidos, La Unién Soviética y Gran Bretana. Estos estudios se desclasifi-
caron en 1958 debido al desarrollo de la energia nuclear controlada con fines no bélicos
y generaron gran interés, ya que la fusion termonuclear controlada podia ser una fuente
de energia para el futuro. Ademads, en esta época se realizaron muchas publicaciones
de gran importancia, dando inicio a la fisica del plasma toérica como una disciplina
matematica rigurosa. Junto con los desarrollos en los plasmas de fusién, ha existido
también un importante y extenso estudio de los plasmas astrofisicos. Usando radio tele-
scopios, telescopios Opticos, interferometria y recientemente los telescopios espaciales
(como el Hubble y el Spitzer), han sido observados muchos jets astrofisicos eyectados

de objetos magnetizados como estrellas, nicleos de galaxias activas y agujeros negros
[1].

A finales de los anos 60 se inventaron los primeros tokamaks, que son aparatos toroidales
con bobinas magnéticas utilizados para generar energia a partir de la fusién de un
plasma confinado [2]. A finales del siglo XX, en estos aparatos se han logrado energias
cercanas a las de fusion, de manera que en la actualidad existe un proyecto interna-
cional de desarrollo e investigacién llamado ITER (International Tokamak Research
Engineering ), que tiene como objetivo demostrar la viabilidad técnica y cientifica de
la energia de fusién. Ademds pretende ser un paso experimental entre los estudios

actuales de la fisica de plasma y las futuras plantas de energia de fusion [12].

A principios de los anos 80 surgen los procesadores de plasma, que consisten en la
fabricacién de circuitos integrados complejos y pequenos usados en dispositivos elec-
trénicos modernos. En los anos 90 se iniciaron estudios en el plasma con impurezas
(dusty plasma), donde los granos de impurezas introducidos en el plasma pueden car-
garse eléctricamente y actuar como una especie de particula cargada adicional. Dado
que los granos de polvo son masivos comparados con los electrones o los iones y su
carga es variable, se esperan que ocurran nuevos comportamientos fisicos, los cuales
son una extensién de lo que sucede en un plasma regular. En los 80 y 90 se iniciaron
las investigaciones en los plasmas no neutros, y ademas se comenzé una continua inves-
tigacién y desarrollo de plasmas industriales como arcos, torchas de plasma, plasmas

laser y pantallas de plasma [1].
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Figura 1.1: Temperaturas versus densidad de plasmas astrofisicos y de laboratorio. Imagen
tomada de A. Konies (2004), p. 26.

1.2. Tipos de Plasmas

Los plasmas son muy complejos y existen en una amplia variedad de estados fisicos,
temperaturas y densidades. Una propiedad importante de los plasmas es que son ex-
tremadamente interpolables, es decir, los mismos fendmenos cualitativos ocurren para
todos los plasmas en diferentes ordenes de magnitud. Un caso importante donde los
plasmas no existen en forma normal son las condiciones terrestres ordinarias, por lo
cual no se ha estudiado el comportamiento del plasma como se lo ha hecho para los séli-
dos, liquidos y gases. A los plasmas en general se los puede clasificar como se menciona

a continuacién. [1].

Plasmas Terrestres. Muchos plasmas terrestres naturales y artificiales, como luces de
neon, lamparas fluorescentes, arcos de suelda y rayos, tienen temperaturas asociadas a
los electrones de unos pocos eV y temperaturas de los iones atin menores, casi siempre
relacionados con la temperatura ambiente. En general, estos plasmas no tiene un campo
magnético estable y no producen auto campos magnéticos significativos. Ademas son
débilmente ionizados y dominados por procesos de colisién y radiacion. Las densidades
de estos plasmas varfa desde 10** a 10?2 m— (por comparacion, la densidad del aire en

condiciones estdndar es 2,7 x 10% m?).



1. Fisica del Plasma 9

Ecuacién de Lorentz
F=qE+vxB)
(Nos da los valores de x; y v; de cada particula a partir de E(x,t) y B(x,1))

Ecuaciones de Maxwell

+ 10B Y
divE =4mp rot £ = —

c Ot
10E 4
divB = 0 rotB =~ 4+ g
c Ot c

—— (Nos permite conocer E(x,1) y B(x,t) a partir de x; y v; de cada particula) ——

Figura 1.2: Interrelacién entre las ecuaciones de Maxwell y la ecuacién de Lorentz en el
estudio de la fisica del plasma. Figura adaptada de P. Bellan (2004), p. 4.

Plasmas Terrestres de Fusion. Estos son generados en sistemas de cofnamiento de
plasmas cuidadosamente disenados, como tokamaks, stellarators y otros. Los investi-
gadores han logrado crear plasmas completamente ionizados de hidrégeno y deuterio,
los cuales alcanzan temperaturas desde decenas de eV hasta miles de eV. En estos
aparatos de confinamiento, usando una geometria adecuada, se ejerce en el plasma
un campo magnético externo de entre 1 y 10 teslas . Los elementos de confinamiento

magnético en general tienen una densidad de entre 10! a 10%' m=3.

Plasmas Astrofisicos. Los pardmetros de estos plasmas cubren un amplio rango. Por
ejemplo la densidad del espacio interestelar es de 10° m™ y en la atmdsfera estelar
es de 10 m~3. La mayoria de los plasmas astrofisicos que se han investigado tienen
temperaturas que van de 1 a 100 eV y en general se encuentran totalmente ionizados
[1]. Ejemplos de estos son los discos de acrecidn, jets de nucleos de galaxias activas,

atmosferas estelares, y los procesos de formacion de galaxias.

1.3. Conceptos Basicos de la Fisica del Plasma

La fisica del plasma no es una ciencia precisa, sino mas bien una red de puntos de
vista superpuestos, cada uno modelando un rango limitado de su comportamiento. El
entendimiento de los plasmas se desarrolla mediante el estudio de estos varios puntos
de vista, tomando siempre en cuneta los diversos vinculos entre ellos. La dinamica del
plasma esta determinada por las interacciones autoconsistentes entre los campos elec-
tromagnéticos, descritos por las ecuaciones de Maxwell, y un niimero estadisticamente
grande de particulas cargadas, descritas por la ecuacién de Lorentz, como se muestra
esquematicamente en la Figura 1.2. En principio la evolucién del del plasma puede ser

calculada de esta manera, pero es impractico implementarlo debido al gran nimero de
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particulas y debido a la complejidad del campo electromagnético. Por tanto el estudio
de los palmas se aborda considerando aproximaciones simplificadas en los modelos, ya

sea en la descripcién del campo electromagnético o en el de las particulas [1].

Un plasma esta caracterizado por tres parametros fundamentales: la densidad n me-
diada en particulas por metro cibico, la temperatura T de cada especie (usualmente
medida en eV ), y el campo magnético estacionario B (medido en Teslas). Un grupo
de parametros adicionales como la longitud de Debye, el radio de Larmor, las frecuen-
cias del plasma, la frecuencia ciclotrénica y la velocidad térmica, pueden ser derivados
de estos tres parametros fundamentales. Para plasmas parcialmente ionizados, la ion-

izacion fraccional y la seccion eficaz de las particulas neutras son también importantes
[1].
Cuasi-Neutralidad

En general se considera que los plasmas son eléctricamente casi neutros, es decir, las
concentraciones locales de carga o de un potencial externo, son apantalladas a distan-
cias cortas compradas con las dimensiones del sistema. Se estima que una pequena
separacién x de los electrones de los iones causa una gran potencial de restauracién
dado por

NeET

E =~ 1.1
<, (11)

donde n, es la densidad del gas de electrones, e la carga del electréon y gy la constante

dieléctrica en el vacio [2].
Frecuencia de un Plasma

Los grandes campos eléctricos de restauracion asociados a las desviaciones de la cuasi-
neutralidad, causan oscilaciones armonicas. En ausencia de un campo magnético los

electrones reaccionaran al campo eléctrico del potencial anterior mediante la fuerza

med*z/dt> = —eFE. La solucién de esta ecuacién da una oscilacién de los electrones
con frecuencia
n 62 1/2
€
We = ) (1.2)
€M

donde las oscilaciones de los iones no se consideran debido a que su masa es grande

comparada con la de los electrones [2].
Apantallamiento de Debye

Usualmente los iones son rodeados por electrones que cubren la carga del ion. En el
plasma, s6lo a pequenas distancias una variacién de la neutralidad de la carga puede ser
observada. En la presencia de un potencial eléctrico ¢, las densidades de los electrones
ne v los iones n, en equilibrio térmico son modificados de acuerdo a la distribucion de

Boltzmann, de modo que n.; = ng_, exp(—q¢/kpT:;), donde ng son las densidades para
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Cuadro 1.1: Diferencias bésicas entre plasmas ion-electrén y plasmas con impurezas.
Tabla adaptada de P. K. Shukla (2002), p.3.

Caracteristica Plasma ion-electron Plasma con Impurezas
Condicion de cuasi-neutralidad n. = Z;n; Zang + ne = Zin;

Carga de la particula masiva g = Ze lga| = Zae > ¢

Carga dinamica ¢; = const. 0qq/0t = corriente neta
Masa de la particula masiva m; mg > m;

Frecuencia del Plasma w; Wy K w;

Radio de Debye ADe Api < Ape

Interaccion Sélo repulsiva Atractiva entre impurezas
Transiciones de Fase! No Si

¢ = 0y T,; son las temperaturas de los electrones o los iones. Para iones simplemente

cargados, la ecuacién de Poisson V¢ = —pg/ey en coordenadas esféricas es

1d, ,do Ne€ ep
——(r‘*—) = — )
r2dr" dr eo 1/kgT, + 1/kpT;

(1.3)

Usando la definicién de longitud de Debye, la cual describe el rango de un potencial

1/2
AD:(%@T> , (1.4)

2n.e2

eléctrico dentro del plasma

y la longitud de Debye total A\;> = Ap2 + Ap7, la solucién de la ecuacién de Poisson

nos da el potencial de apantallamiento

e e_T/AD

¢(r) (1.5)

dreg 71

Como se observa el potencial de Coulomb es modificado (apantallado), de manera que

decae exponencialmente a una distancia del orden de A\p desde la fuente [2].

1.4. El Plasma con Impurezas

Los plasmas con impurezas contienen cierto tipo de particulas adicionales ademés de
los electrones y los iones, cuya presencia produce nuevos grados de libertad y da lu-
gar a nuevos fenémenos en el comportamiento del plasma. En general las impurezas
adicionadas al plasma, van a adquirir una nueva carga eléctrica, la cual es producida
por distintos métodos, como el bombardeo de electrones y iones, la foto-ionizacién y
el decaimiento radiactivo. Un plasma con impurezas de laboratorio y con granos de

impurezas adicionados se encontrara débilmente ionizado por lo cual la carga de los
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(=) electrones
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Figura 1.3: Plasma con una impureza.

granos de impurezas se produce en general por el bombardeo de electrones e iones. Los
granos se cargan negativamente debido a que los electrones, siendo mas ligeros que los
iones y usualmente con mayor temperatura, tienen una velocidad térmica mayor que
los iones. Como resultado, cuando un grano de impureza es insertado en el plasma,
este es inicialmente sujeto a un flujo grande de electrones incidentes, mayor que el de
los iones, lo que causa que el grano se cargue negativamente (véase Figura 1.3). Esta
carga eventualmente se vuelve lo suficientemente grande para repeler el flujo inicial de
electrones incidentes. Por otra parte la carga negativa del grano acelera iones incidentes
causando un incremento en el flujo de iones. La carga neta en el grano de impureza
logra un equilibrio cuando los flujos de los iones y los electrones son iguales. Este es un

equilibrio dindmico porque involucra un flujo continuo de plasma al grano de impureza.

Dado que un grano individual de impureza es mucho mas pesado que un electréon o un
ion, este puede ser descrito aproximadamente por un centro dispersor infinito y masivo
para los electrones y iones que colisionen con él. En experimentos de laboratorio tipicos
de plasmas con impurezas, el camino medio de la colisién [, f, excede en gran manera a
la longitud de Debye, como se muestra en la Figura (1.5). Aqui se muestra un grano de
impureza de radio rq es rodeado por una esfera imaginaria de didmetro s, el cual es
mucho mas grande que la longitud de Debye Ap. Se considera que los iones y electrones
no colisionan dentro de la esfera de radio l,,,f, y tienen orbitas keplerianas asociadas al
campo central electrostatico producido por la carga del grano. A nivel experimental se
espera que la seccion eficaz del grano de impureza sea proporcional a la seccién eficaz
geométrica ggeom = 7T7’(21, es decir

o(v) = b* = (1 - fnq—f;lageom) , (1.6)
donde b es el parametro de impacto, ¢4 es el potencial en la superficie del grano y v es

la velocidad inicial de la particula incidente de masa m y carga ¢ [1].
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Figura 1.4: Trayectoria de un ion incidente con pardmetro de impacto b. Imagen tomada de
P. Bellan (2004), p. 484.

1.4.1. Proceso de Carga de las Impurezas

Los procesos elementales que llevan a la carga de las impurezas son complicados y
dependen principalmente del entorno cercano de la impureza. Estos procesos son (i) la
interaccién de la impureza con particulas gaseosas del plasma, (ii) la interaccién de las
impurezas con particulas energéticas como electrones e iones y (iii) la interaccién de

las impurezas con fotones.

Cuando las impurezas son inmersas en un plasma, las particulas del plasma como
electrones e iones son colectadas por la impureza. Por tanto las impurezas son cargadas

por la coleccién de particulas que fluyen a su superficie. La carga de la impureza ¢,

dqq
e zj:fj» (1.7)

donde j representa los componentes del plasma e I; es la corriente asociada a cada

estd determinada por

componente j. En equilibrio, la corriente neta que fluye a la superficie de la impureza
es nula, es decir, ) i I, = 0, donde I} es la corriente de equilibrio de cada componente.
En general las impurezas en un plasma se cargan negativamente, debido a que es mas
facil que los electrones que entran a la superficie de la impureza permanezcan ahi debido

a Su menor masa.

Carga por particulas primarias del plasma. Para particulas del plasma como
iones y electrones con una carga ¢; y con una distribucién de velocidades f;(v;) a
una distancia grande respecto a la impureza, se puede calcular la corriente de carga I;

llevada por el componente j de la siguiente manera

I; = Qj/ ;o fi(v;)dv; (1.8)

Vmin
J
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Figura 1.5: Colisién de una particula del plasma j con una impureza cargada de radio rq y
¢jq4 < 0. Imagen tomada de P. K. Shukla (2002), p. 38.

onde V™" es la velocidad minima que requiere la particula para chocar con la im-
donde V™" es 1 locidad 1 ticul h 1
pureza y (T;-i es la seccion eficaz de la impureza dada en (1.6). Para una distribucién de

velocidades maxwelliana tenemos

kpTy \ 2 4jPd
I; = 4mrin,q; ! 1- 2= 1.9
J a4y (27rmj) kT (1.9)
para potenciales atractivos (¢;¢q < 0), y
keT;\"* 4jPd
Ij = 47'['7'3”]‘(]]' (27‘(")772) exp —ﬁj} (110)

para potenciales repulsivos (¢;¢q4 > 0). Aqui T} es la temperatura, n; la concentracién

y m; es la masa del componente j.

Emision secundaria de electrones. Cuando particulas primarias del plasma con
energias altas inciden sobre la superficie de la impureza estas son reflejadas por la
superficie o pasan a través de la impureza. Estas particulas pueden causar la emisién
de electrones secundarios desde la superficie de la impureza. Estos procesos pueden
ocurrir por impacto de electrones o por impacto de iones. La emisién de estos electrones

secundarios de la impureza tiende a cargar positivamente a la impureza.

Fotoemision. Cuando un flujo de fotones con energia hv mayor que la funcién de
trabajo de la impureza incide en la superficie, esta emite electrones. La emisién de
electrones depende de la longitud de onda de los fotones incidentes, el area de la
superficie y las propiedades de la materia de la impureza. Este mecanismo hace que
la impureza se cargue positivamente. Si W; es la funcién de trabajo fotoeléctrico del
material de la impureza que es cargada positivamente (gq > 0), entonces para excitar
un electrén de la superficie, el fotén debe tener una energia de hv > Wy+qqe/rq, donde

rq es el radio de la impureza. Esto implica que la carga maxima es

T
aa = (hw = W)™ (L11)
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Dado que la carga de la impureza es positiva, una fraccion de los electrones emitidos
regresan a la superficie y los mas energéticos escapan. De manera que la corriente neta

es determinada por el balance entre los electrones que escapan y los que regresan.

Existen otros procesos de carga de las impurezas los cuales son significativos sélo en

determinadas circunstancias especiales. Entre los més importantes se encuentran:

= Emisién Termoidnica. Cuando una impureza es sometida a altas temperaturas,
puede haber emisién termoiénica de electrones e iones. La emisién termoiénica
puede inducirse mediante calentamiento térmico infrarrojo o por laser. Este es

un proceso que carga a la impureza positivamente.

= Emisién de Campo. Existen circunstancias especiales cuando una impureza
con un tamano del orden de las micras, puede adquirir una carga alta positiva
o negativa. En estas circunstancias la impureza puede emitir espontaneamente
electrones o iones, lo cual se denomina emisiéon de campo. El campo eléctrico de
la impureza esta limitado por la emision de campo de electrones o iones para

impurezas con carga negativa o positiva respectivamente.

» Radiactividad. Para un cuerpo en el espacio exterior, la radiactividad puede
constituir un mecanismo de carga de las impurezas. Esto sucede mediante el
escape de cargas primarias emitidas por un nicleo radiactivo, y el escape de
electrones secundarios excitados por los primarios al pasar por la superficie. La
cantidad de material radiactivo en los cuerpos ordinarios es insignificante para
producir efectos sobre la carga de una impureza. Sin embargo para plasmas con
impurezas formados en novas y supernovas pueden tener niveles significativos
de radiactividad. La carga por emision varia de acuerdo a las dimensiones de la

impureza, por lo cual impurezas grandes tienden a ser cargadas positivamente.

= Ionizacion por impacto. Cuando particulas neutras de alta energia chocan
con la superficie de la impureza, esta o la particula incidente son ionizadas con
el subsecuente escape de iones o electrones. Este fenémeno puede producir una
carga positiva o negativa de las impurezas y se vuelve significativo cuando la

temperatura de las particulas neutras es alta [26].

1.4.2. Apantallamiento de Debye del Campo de la Impureza

Como hemos visto, una particula envuelta en un plasma se carga negativamente debido
a la gran movilidad de los electrones en el plasma. La carga de la impureza puede ser

estimada igualando el potencial de la superficie del grano con la temperatura de los
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electrones )
Zde

a

= kpT, (1.12)

donde a es la dimension de la impureza y Z; la carga. Las corrientes de electrones e
iones se encuentran en equilibrio y la corriente neta de la impureza en la superficie se
vuelve nula. El potencial del grano en la superficie es mas grande que la temperatura de
los electrones kgT,, y por tanto la carga de la impureza adimensional puede estimarse

experimentalmente como
Zd€2

CLI{?BTE

Esta estimacion es valida sélo cuando los electrones presenten una distribucién térmica.

~2— 4. (1.13)

La energia de los iones que son atraidos por el potencial de la impureza, aumentard has-
ta (2 —4)7T, al llegar a la impureza, que es una energia bastante grande respecto a las
energias medias del ion en un plasma de baja temperatura, donde 7 = T;/T, < 1 (el
valor tipico para plasmas con impurezas es de 7 & 0.01). Como se ve la carga de la im-
pureza es alta respecto a la de los iones y electrones. Aunque en principio es simple, la
presencia de cargas grandes en la impureza posee muchos problemas atin no resueltos.
El analisis se vuelve complicado debido a que varios procesos incluyen los efectos de
las no-linealidades y la presencia de atomos neutros en plasmas de baja temperatura
que hacen que las colisiones de iones y electrones con estos sean importantes. La carga
puede depender de la polarizacion alrededor de la impureza, es decir del apantallamien-
to del campo del grano. La condicién para que este apantallamiento sea lineal, requiere
que la energia potencial de las particulas que forman parte del apantallamiento de una
carga grande de la impureza, es decir la energia del electrén |e|¢ y la energia del ion
Z;e¢ sea mucho menor que su energia cinética asociada a las temperaturas de los elec-
trones e iones, T, y T; respectivamente. El potencial que describe el apantallamiento

lineal de la impureza es
4
B(r) = —"Tme O, (1.14)
r

donde A\p es la longitud de Debye de la impureza, determinada por

1 1 1
S 4rnge? (T + 17> . (1.15)
D % e
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Figura 1.6: (a) Particulas de polvo de 650 nm de didmetro en un plasma de Helio, (b)
particulas de polvo interplanetario, (c) granos aglomerados en forma de filamento y (d) granos
esféricos en la superficie de experimentos de sputtering. Imégenes (a) y (b)tomadas de P. K.
Shukla (2002) e imédgenes (c) y (d) tomadas de V. N. Tsytovich (2008).



Capitulo 2

Interaccion de Fotones con la

Materia

En este capitulo estudiamos las diferentes formas de interaccién de la radiacion elec-
tromagnética con la materia. Para esto estudiamos la cuantizacion de la radiacién
electromagnética, los procesos de la atenuacion de los fotones en la materia y la depen-
dencia de las secciones eficaces en la energia de los fotones y en las propiedades de la

materia.

2.1. Cuantizacion de la Radiacion Electromagnética

Para tratar al campo electromagnético a nivel cuéntico, es necesario empezar por una
descripcion clasica del campo, en la cual este es representado por un conjunto de
variables infinito pero discreto. Esta descripcion permite la inmediata aplicacion del

formalismo usual de la mecédnica cudntica.

Sea A(r,t) el vector potencial del campo electromagnético libre, que satisface la condi-

cion de transversalidad

divA =0, (2.1)

y con potencial escalar ® = 0, de manera que los campos eléctrico y magnético son

E=—-A, H=cuwlA. (2.2)
Las ecuaciones de Maxwell se reducen a la ecuacion de onda para A
0?A
AA — —=0. 2.3
Y (2.3)

En electrodindmica clasica la descripcién del campo en términos de un conjunto de

variables discretas viene de considerar al campo en un volumen grande y finito. El

18
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campo en un volumen finito puede ser expandido en términos de ondas planas , y su

potencial se representa por la serie
A= Z(akeik'r + aje”*T), (2.4)
Kk

donde los coeficientes aj son funciones del tiempo tales que
ay ~ e w=k| (2.5)

La condicién (2.1) muestra que los vectores complejos a; son ortogonales a los corre-

spondientes vectores de onda, es decir ay - k = 0.

Si los vectores k son definidos, el campo en el volumen considerado es completamente
determinado. Asi estas cantidades pueden referirse como un conjunto discreto de vari-
ables de campo clasicas. Sin embargo para explicar la transicién a la teoria cudntica
se requiere una transformacién adicional de estas variables, donde las ecuaciones de
campo tomen ua forma andloga a las ecuaciones candnicas de la mecanica clasica. Las

variables de campo canonicas se definen por

_ 1 .
Qo= Zm@ctay) (2.6)
Py = 72 (ax — af) = Qx,

y son evidentemente reales. El vector potencial es expresado en términos de las variables

canonicas por

1
A=+V14 k-r——P k-r). 2.7
V Wzk:(chos r— —Pusen r) (2.7)

Consideramos ahora la cuantizacién del campo electromagnético libre. La descripcion
clasica del campo dada anteriormente, hace que la transicién a la teoria cuantica sea
inmediata. Se deben usar entonces las variables canénicas como operadores con la regla
de conmutacion

Pkana - QkaPka = _Za (28)
donde los operadores con distintos valores de k y a siempre conmutan. De igual manera,
el potencial A vy, de acuerdo a (2.2), los campos E y B se convierten en operadores

hermitianos.

Definimos los operadores
A 1 A .
Cka = m(kaa + ZPka)

AT
Cka -

1 A - (29)
\/TT}(CUQka - ZPka)>

donde las cantidades fisicas ¢k, v ¢, son las mismas que ax, y af,, en (2.4) aparte de

un factor /27 /w. Los elementos de matriz de estos operadores son
<Nka - 1|éka|Nka> = <Nk0c|élta|Nka - 1)

v/ Nia (2.10)
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Las reglas de conmutacién para ¢y, y &, se obtienen usando las definiciones (2.9) y la
regla (2.8):

Aot _ata
CkaCiy — CrnCra = 1. (2.11)

Para el vector potencial, se retorna a una expresién del tipo (2.4) pero con operadores

como coeficientes, de manera que este se expresa en la forma

A= Z (CkaAxa + &5 AL, (2.12)

donde

(@

V2w

Ay, = Viar——c™*", (2.13)
El sfmbolo e(® denota los vectores unitarios de las dos direcciones de polarizacién de
las oscilaciones, estos vectores son perpendiculares al vector de onda k. Los vectores

Ay, son mutuamente ortogonales, es decir

2
/AkaAkad:gm = géaa/dkkU (214)

donde, si Ag, y A}, pertenecen a diferentes vectores de onda, entonces su producto
. N N AW . ./

contiene un factor e!®¥) 1o cual se anula en la integracién respecto al volumen; y

. . , . ., ! . .

si difieren sélo en la polarizacién, entonces el® - e(®) = 0, dado que las dos direcciones

independientes de la polarizacién son mutuamente ortogonales.

Es bien conocido que el potencial de campo en electrodindamica clasica, estd sujeto
a una eleccién arbitraria de de los componentes del cuadri-vector A, el cual puede

presentar cualquier transformacién de gauge! de la forma
A, — A, +0ux, (2.15)

donde x es cualquier funcién de las coordenadas y del tiempo. Para ondas planas, si
consideramos sélo transformaciones que no dependan de la forma del potencial (propor-
cionales a exp(—ik,x")), la eleccién se reduce a la posibilidad de adherir a la amplitud
de onda, cualquier cuadri-vector proporcional a k,. Esta arbitrariedad en el potencial
persiste en la teoria cuantica, donde esta se relaciona con los operadores de campo
o con las funciones de onda de los fotones. Si consideramos sélo transformaciones de
gauge que no alteren la dependencia de la funcién (2.13) ni en las coordenadas ni en

el tiempo, la transformacién debe ser

ey — eu+ Yk, (2.16)

'La traduccién formal que se hace para la expresién “gauge” al espaiol es “contraste”, sin embargo,
en este trabajo se usara la expresiéon original para mayor claridad.
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donde x = x(k*) es una funcién arbitraria. Dado que la polarizacién es transversal, es

posible tomar una transformacion de gauge tal que el cuadri-vector e* sea
et =(0,e), e-k=0. (2.17)

Este resultado se denomina la transformacion de gauge transversal [13].

2.2. Interaccion de la Radiacion con la Materia

Empezamos definiendo la intensidad de un haz de fotones para posteriormente analizar
como esta intensidad se comporta al interactuar con la materia. La definicién de la
intensidad especifica puede entenderse a partir de la Figura 2.1, donde dF es la cantidad
de energia radiante que cruza en un tiempo dt el area dA con vector unitario normal
n en una direccién con angulo sélido df) centrado alrededor de k y con una frecuencia
del foton entre dv y v + dv. La intensidad especifica monocromatica I, esta definida

por la expresion

dE = I(k,r,t) k- fi dAdQ dv dt (2.18)

Esta definicion viene de la conservacion de I, en la ausencia de interacciones con la
materia [14]. Considerando que la intensidad /v para un haz de fotones monocrométicos

no-polarizados se puede expresar como una funcién de distribucién de la forma

hv? 2h3
IU:Z[VQZZHVQCT:HV ( 02 ) (219)

entonces podemos usar el principio de conservacién de una funcién de distribuciéon f

en el espacio de fases {x%(s), p“(s)} a lo largo de una trayectoria de espacio-tiempo ds,
que esta dada por

_ﬁ_daf"ﬁf dpaﬁ

T ds  ds 0xt | ds 0d°
_ LB 0f pOf dpof
mc2 ot mox  ds Ip
E, (ng ﬁdl_mc?dpaf)‘

mc?

0

. 2.2
ot "V ox E, ds Op (220)

Aqui 2* = (ct,x) y p* = (Ep/c, p) son los cuadri-vectores de posicién y momento de la
particula en el espacio de fases respectivamente. Usando la relacién (E,/mc?)ds = dt,
se puede escribir esta ecuacion como

of
ot

p of

En la presencia de fuentes o sumideros para las particulas, o si existen colisiones (dis-

persiones) entre las particulas, la ecuacién anterior no serd cero, y contendra términos
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i

dA

dQ?

Figura 2.1: Definicién de la intensidad especifica. Imagen tomada de F. H. Shu (1991), p.4.

que representen la destruccion, creacion o dispersion de las particulas. Para particulas
de masa cero y que viajen a la velocidad de la luz (como los fotones) tendremos que
p =0y v = ck, donde k es el vector unitario en la direccién de propagacion del foton.
Por tanto tendremos [15] o

9F L k. Vf— 2.22
8t+c V=0 ( )

Por tanto si reemplazamos f por la intensidad I, en (2.22) y consideramos que exis-
ten interacciones de la radiacién con la materia, obtenemos la ecuacion de transporte
radiativo

101, 1
P +k-VI, = T PRSI, — prSCAT, 4 prS? f o, (k, K, (K)dQ  (2.23)
c 7r

donde p es la densidad del medio, j, es la emisividad por unidad de masa, k2 es la

opacidad de absorcién total (seccién eficaz de absorcién por unidad de masa), k5 es

la opacidad total de dispersion, y ¢, (k, k') es la densidad de probabilidad de transicién

(de k a k') que estd normalizada satisface la condicién

]gcbu(k, k')dQY = f@(k’, k)dQ =1 (2.24)

En la ecuacién (2.23), pj, representa la fuente de la radiacién que proviene de la emisién

abs
v

del medio (el factor 47 sirve para expresarlo por ester-radidn); —pkr2>® representa la
cantidad de radiacién absorbida del haz, por unidad de longitud recorrida por el foton;
—prk2PS representa andlogamente la cantidad de radiacién dispersada del haz; y el tlti-
mo término representa la contribucién integral dispersada hacia el haz de radiacién
de cualquier otro lugar del sistema [14]. La ecuacién de transporte radiativo puede

expresarse de manera mas simple en funciéon del camino recorrido dl como

dI,

_:_Z/-[l/ .1/7 2.2
7 Kkupl, + jup (2.25)

donde j, es la emisividad total, x, es la opacidad total del sistema.
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2.3. Atenuacion de la Radiacion

Los fotones tienen una alta probabilidad de ser absorbidos o dispersados a diversos
angulos por los atomos en la materia. Consecuentemente un haz colimado de fotones
monoenergéticos de I fotones por segundo que atraviese un espesor dx de un material

determinado perdera

dl = _Ide’ (2.26)
fotones por segundo, donde
A = (Natom0~) " (2.27)

es el camino libre medio del fotén antes de la absorcion o dispersion del haz, ngom €s
la concentraciéon de dtomos en la muestra de materia y o, es la seccién eficaz total de

la interaccién del fotén con un dtomo. Integrando (2.26) tenemos
I(z) = Ipe ™/, (2.28)

para la intensidad del haz de fotones como funcién de la distancia, donde I es la inten-
sidad inicial del haz. Los principales procesos que contribuyen a o, son: la dispersion
de Rayleigh, donde los fotones se dispersan coherentemente de los atomos; el efecto
fotoeléctrico, donde el fotén es absorbido por el atomo con la emisién de un electrén;
el efecto Compton, donde el fotén se dispersa de un electrén atéomico; y la produccion
de pares en el campo eléctrico del nicleo de un atomo o de un electron atémico. En
la Figura 2.2 se puede observar las correspondientes secciones eficaces del carbono (a)
y del plomo (b). En general se puede ver una dependencia directa de la seccién eficaz

total con el numero atémico de la muestra [16].

2.3.1. Dispersion de Mie y Rayleigh

Lord Rayleigh en 1899 formulé una teoria para la depresién de la luz por gases ideales,
que explicaba no solo el origen de la dispersion atmosférica y el color azul del cielo
despejado, sino que también proveia una expresion cuantitativa para la cantidad de luz
dispersada. La dispersion de Rayleigh es una dispersion que se da debido al compor-
tamiento dipolar de los dtomos o moléculas. Una formulaciéon moderna para la seccion
eficaz de la dispersion de Rayleigh para una sola molécula esta dada por
2434 (n? — 1)?
or(v) = NT (n2iopik

(2.29)

donde v es la frecuencia del fotén incidente, N es la densidad molecular, n es el indice
de refraccién del medio y Fj es el factor de correccién de King, definido como Fj), =
(6 +3pn)/(6 — 7pp), donde p,, es la razén de despolarizacién de la luz natural y es un

factor que viene de la anisotropia de moléculas no esféricas [17].
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Figura 2.2: Secciones eficaces experimentales para fotones para (a) un dtomo de carbono y
(b) un dtomo de plomo. Se pueden ver también las contribuciones respectivas de (a) el efecto
fotoeléctrico, (b) dispersién atémica coherente de Rayleigh, (c¢) Dispersién de Compton, (d)
produccién de pares en el campo de Coulomb del nicleo y (e) produccién de pares en el
campo de Coulomb de los electrones atémicos. Imagen tomada de B. R. Martin (2006), p.
130.
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Figura 2.3: Gréfico de los coeficientes de dispersién Q = o /7a? para la dispersién de Rayleigh
(curva entrecortada) y la dispersién de Mie vs. mz para m =1.59/1.33. La linea punteada
indica el valor maximo de @ = 2. Imagen tomada de A. J. Cox, Alan J. DeWeerd, and
Jennifer Linden. Am. J. Phys. 70 (6), 620-625, June (2002).
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Para una particula esférica, es posible expresar la ecuacién (2.29) en términos del radio

de la molécula y la longitud de onda de la radiacién incidente, para lo cual tenemos

8T [ 2TNmed 4 m? —1\?
aR(V):§( . ) a6<m2+2) (2.30)

donde m = ngpp/Nmea- La seccion eficaz de Rayleigh es vélida para particulas esféricas

con un radio mucho menor comparado con el de la longitud de onda de la radiacién
dispersada, dentro y fuera de la particula. Si n,,.q = 1 y expresamos Ay en funcién de
la energia del foton hw,

8 (hw\* 6 [ Mspn — 1
_ Moph — 2 2.31
or(hw) 3 (ch) a ( Sph+2 (2.31)

La seccién eficaz de Mie es valida para atomos y moléculas esféricos de cualquier tamano
y se extiende para valores de longitud de onda mayores. Esta seccion eficaz involucra
un calculo mas complicado y la solucién involucra una onda plana incidente y ondas
esféricas dispersadas. La seccién eficaz total se expresa como una serie infinita
[e.9]
27

Tatie = 7= D@0+ DlJanf + [bnf?) (2:32)

med p—1

donde kyeq = 2mnmea/ N v los coeficientes a,, y b, estan dados por

n —

um2jn(mﬂf)[$1n(fﬂ)] —uun( )[mj, (mz))
pmZj, (ma)[xhi ()] — p s (2) [maxj, (ma))

b (ma)zjo(2)] — < >[m:mn<mx>]
pagin(ma)[zhi () (@) [magn (ma))

_ ]
]/

(2.33)
donde 7, son las funciones de Bessel esféricas de primera clase y h,, son las funciones de
Hankel esféricas, y uq y p son las permeabilidades magnéticas de la esfera y del medio,
respectivamente. La cantidad x = (27mn,,eqa)/ Ao se denomina parametro de dimensién
y las primas indican derivadas respecto a x. En la Figura 2.3 puede observarse que
ORr = Ope Para mzr < 1. Para ma > 1 se ve que la predicciéon de Rayleigh diverge,
mientras que la de Mie tiende al valor de ) = 2, es decir el doble de la seccion eficaz

geométrica de la particula wa? [18].

2.3.2. Efecto Fotoeléctrico

En este proceso la energia de un fotén incidente puede ser absorbida completamente por
los electrones en el un atomo, en especial por los electrones de las capas energéticas mas

profundas. Por este motivo alrededor del 80 % de la absorcién en el efecto fotoeléctrico
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Figura 2.4: Diagramas de Feynman que describen la dispersién de Compton.

ocurre con los electrones de la capa K, si la energia del fotén excede la energia de enlace
del electron. La interaccién ocurre basicamente con toda la nube atéomica de la capa,
no con los electrones individuales; cuando la energia del fotén incidente Aw excede la
energia de enlace de la capa electronica B,, entonces un electréon es emitido con una
energia cinética

Ekin = hw — Be; (234)

y el dtomo adquiere la energia de retroceso (relativamente pequena). La energia de

enlace de un electréon puede calcularse mediante la siguiente formula semi-empirica
(Bt = 15.73 Z7% eV (2.35)

Dependiendo del niimero atéomico de la materia absorbedora, el efecto fotoeléctrico es

predominante para energias del fotén de hasta 0.5 MeV (~ mc?) [19)].

El célculo de la seccién eficaz del efecto fotoeléctrico puede realizarse mediante la teoria
de dispersiones, tomando en cuenta la incidencia de un fotén con funciéon de onda Ay
en un atomo hidrogenoide de numero atémico Z. Se considera el electrén antes de la
colisién en el estado base con funcién de onda ¢ = (Ze2m)?/2e=2¢"m" | /7; v después
de la colision en un estado de particula libre, descrita por una funciéon de onda esférica
Y = (3/2p)(np - ny) Ry (r). Para el caso no relativista en el que la energfa del fotén es
menor a la energia en reposo del electrén, es decir lw < mc?, la seccién eficaz total

del efecto fotoeléctrico estd dada por

992 L1 4 p—dvcot™!v
Oph = 3 aa (%) W (236)

donde I = Z2%¢*m/2h? es la energia de ionizacién aproximada del estado base del

dtomo, v = Ze? /hv, y v es la velocidad del electrén emitido.

Para el caso relativista en el que la energia del fotén es del orden de la energia en

reposo del electrén fiw ~>> mc?, y mayor que la energia de enlace hw > I, la seccién



2. Interaccion de Fotones con la Materia 27

Sc
STh
1.
0.
0.
0.
0.
P
0.01 0.1 1 10 100 mc?

Figura 2.5: Seccién eficaz total para la dispersién de Compton normalizada respecto a la
seccidn eficaz de Thompson o¢/orp, en funcién de la energia del fotén normalizada respecto

a la masa del electrén fiw/mc?.

eficaz total del efecto fotoeléctrico esta dada por

4ﬂf—4fﬂl4+vw—2)o 1 ln7+vﬁij>]2

opn = 212" a2 = —
P (v — 1) 2972 — 1 7_\/ﬁ
(2.37)

3 v—1
donde v =1/4/1 — (v/c)? = €¢/m es el factor de Lorentz. Las ecuaciones (2.36) y (2.37)

definen totalmente el efecto fotoeléctrico [13].

2.3.3. Efecto Compton

El efecto Compton es la dispersion de fotones por electrones libres. El efecto Compton
es significativo cuando la energia del fotén es comparable o mayor a mc? = 0.15 MeV.
Su maximo es alrededor de 1 MeV y es pronunciado para angulos de dispersion grandes.
El calculo de la seccién eficaz de Compton es complicado ya que involucra el uso de

electrodindmica cuantica [19].

El proceso se da cuando fotén entrante con cuadri-momento k es absorbido por un elec-
trén con cuadri-momento p, y un segundo fotén con cuadri-momento k' es emitido y el
electron queda con un cuadri-momento p’. Los diagramas de Feynman correspondientes
se muestran en la Figura 2.4. Resolviendo estos diagramas, promediando las polariza-
ciones del fotéon y promediando los espines de los electrones, se obtiene la ecuacion de

Klein-Nishina, que describe la seccion eficaz diferencial del efecto Compton, y esta dada

doc _ 1, (W (w & g (2.38)
aQ 2 °\w W w )

por
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Figura 2.6: Diagramas de Feynman para la produccién de un par electrén-positrén producido

por un fotén en el campo de Coulomb de un nicleo atémico.

donde r, = e€?/mc? es el radio clasico del electrén, w es la frecuencia angular del fotén
incidente, w’ es la frecuencia angular del fotén dispersado, 6 es el dngulo de dispersion.
Esta ecuacion se puede integrar tomando en cuenta la relacion que existe entre el fotén
incidente y dispersado, dada por

, w

YT M (1 — cos )

mc2

(2.39)

Reemplazando esta ecuacién en (2.38) e integrando respecto a todos los dngulos, se

obtiene la seccién eficaz total de la dispersiéon de Compton

1 21(1 1 1+3
aczmg( ;x< el +“’>+—> 1n(1+2x)—¢), (2.40)

1422 2z (1+ 2z)?

donde x = hw/mc?. Para energias bajas del fotén fiw < mc?, es decir en limite en el

que x — 0 se obtiene
8T,

OTh = ?7“@7

que es la seccién eficaz de Thompson clésica para el electrén [20].

(2.41)

2.3.4. Produccion de Pares

Si la energia de la radiacién electromagnética excede 2mc? = 1.02 MeV, la produc-
ciéon de un par electron-positron es energéticamente posible. En este caso estamos
interesados en la produccién de un par electréon-positrén que se da cuando un foton hw
interacciona con el campo de Coulomb de un nicleo Ze, es decir (Z+v — Z+e~ +e™).
Utilizando los métodos de la electrodindmica cuantica, la seccién eficaz de este proceso

estd dada por

dopy :ergaerp— 4 2E+E,p+2 +p_? n mE n_ n m E_n,
dEy w? 3 p+2p-? p-? p+?
w’ SE,E_
—77+77_+L{ . 3(E_2E+2—|—p_2p+2)—— + -
b+°pP- 3 pip-

mw (E.E_—p_2 E.E_ —p.2 2wWE.L FE_
(+ p N+ + P+ + + )]}’ (2'42)

- - N+
2pip- mp_? mp,? py2p-2



2. Interaccion de Fotones con la Materia 29
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Figura 2.7: Seccién eficaz diferencial para la produccién de pares electron-positron a partir

de fotones con energia w.

donde
E,E_+p.p_+m?

mw

Ny = 2™ In
P+

En la ecuacién (2.42), p, = |p+|y p+ = |p+| son los momentos del positrén y el electrén

respectivamente, £, = \/p? + m? y E_ = \/p?> + m? son las energias del positrén y
+ T y &

el electrén producidos respectivamente. La conservacion de la energia estd dada por la

{Ej: + P+

}, L—2Log[
m

relacion F, + F_ = w y el momento transferido al nicleo es q = p+ + p- — k, donde
k es el momento del fotéon. Se debe mencionar que el resultado de la ecuacién anterior
estd basado en la aproximacién de Born de ondas planas para el electrén y el positrén,

es decir tiene un rango limitado de validez dado por

Ze?
hlug|

(2.43)

Para cargas nucleares altas y velocidades bajas del electron y el positrén, la interaccién

de las cargas producidas con el campo de Coulomb del niicleo se vuelven importantes.

La Figura 2.7 muestra la distribucion de energia del positron creado como funcién de
la energia cinética £/, —m, normalizado respecto a la energia total disponible w — 2m.
La seccion eficaz do,,/dE. ha sido multiplicada por w —2m de manera que el drea bajo
la curva represente la seccion eficaz total o,,, la cual se observa que crece lentamente

con la energia [20].



Capitulo 3

Teoria Cuantica de Sistemas de

Muchas Particulas

En este trabajo requerimos investigar los efectos cuanticos de la radiacién en un plasma.
Dado que este puede ser considerado como un sistemas de muchas particulas, hemos
encontrado que la teoria mas adecuada para abordar el problema es la Teoria Cudntica
de Sistemas de Muchas Particulas. Por tanto, en este capitulo se extrae los princi-
pales elementos de esta teoria, la cual es una materia extensa que ha sido desarrollada
para entender tedricamente las propiedades observacionales de una amplia variedad
de sistemas fisicos, en especial en Materia Condensada. En la literatura existen dos
teorias para describir un sistema de muchas particulas: las teorias del estado base de
muchas particulas y las teorias que se refieren a un promedio térmico a temperatura
T. En todos los casos, los resultados a temperatura cero se puede obtener en el limite
T — 0 de la teoria a temperatura finita. Este capitulo empieza tratando los sistemas
de particulas idénticas, donde se definen los operadores de segunda cuantizacion. Se
realiza una revision de las diferentes representaciones que describen la evolucién de un
sistema. También se presentan los principales elementos de la teoria de perturbaciones
diagramdtica, la cual es un método que permite calcular magnitudes de interés fisico
para sistemas de muchas particulas, utilizando la facilidad grafica de los diagramas de
Feynman. Los elementos principales de esta teoria son las funciones de Green, con las
cuales es mas facil aplicar las reglas de Feynman para encontrar la contribucién de

n-ésimo orden de la teoria de perturbaciones.

30
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3.1. Sistemas de Particulas Idénticas

En esta seccion desarrollamos una descripcion mecanico cuantica de un sistemas de
muchas particulas no relativistas. Estos sistemas aparecen en la naturaleza de muchas
formas, como en electrones en cristales, moléculas y atomos, fotones en campos electro-
magnéticos, vibraciones y combinaciones de electrones y fonones en cristales, protones
y neutrones en el nicleo y quarks en mesones y bariones, etc. Hay que notar que los

ultimos ejemplos requieren descripciones relativistas.

El espacio de Hilbert de estados para sistemas de N particulas idénticas, es el es-
pacio ‘Hy de funciones integrables cuadraticas complejas, definido en el espacio de
configuracién de las N particulas. La funcién de onda ©y(ry,ra,...,ry), la cual rep-
resenta la amplitud de probabilidad de encontrar a las particulas en las N posiciones

ry,ro,...,ry, debe satisfacer la condicion

<’¢N|’I7Z)N> = /d37“1 P d37"N|’¢N(I'1, ro,... ,I'N)|2 < +00. (31)

De esta manera, el espacio de Hilbert Hy es simplemente el N-ésimo producto tensorial

del espacio de Hilbert de particula simple H
Hy=HOH® --QH (3.2)
Los estados base tienen asociadas las funciones de onda

Yoy.an (L1, TN) = (r1,...,ry|og .. an)

= ¢a1 <r1>¢a2 (rZ) ce ¢aN (rN) (33)

Fisicamente, es claro que el espacio Hy es generado por las combinaciones lineales de
productos de funciones de onda de particula simple. Mas atun, definiendo el espacio
de Hilbert Hy, no hemos tomado en cuenta la propiedad de simetria de la funcién
de onda. En contraste a la multitud de estados simétricos puros y mezclados que se
pueden definir matematicamente, solo estados totalmente simétricos o antisimétricos se
observan en la naturaleza [8]. Este se denomina postulado de simetrizacion y menciona

lo siguiente:

Cuando un sistema incluye muchas particulas idénticas, sélo ciertos kets del espacio de
estados pueden describir su estado fisico. Dependiendo de la naturaleza de las particu-
las, estos estados pueden ser completamente simétricos o completamente antisimétricos
con respecto a la permutacion de estas particulas. Las particulas que estan en estados
fisicos simétricos o antisimétricos se denominan bosones o fermiones respectivamente
[21].

Aunque los requerimientos de simetria para bosones y fermiones son por ultimo deter-

minados por el experimento, se puede probar en el contexto de la teoria cuantica de
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campos, que dadas ciertas condiciones generales de localidad, causalidad e invariancia
de Lorentz, que las particulas con spin entero (0,1,2,...) son bosones y las particulas

con spin semientero (1,2,...) son fermiones. Ejemplos familiares de bosones incluyen

IE TR
fotones, piones, mesones, gluones y el 4tomo de *He. Ejemplos de fermiones incluyen
protones, neutrones, electrones, muones, neutrinos, quarks y el &tomo de 3 He. Particu-
las compuestas de cualquier nimero de bosones o un niimero par o impar de fermiones,
se comportan como bosones o fermiones respectivamente a energia suficientemente ba-

jas comparadas con sus energias de enlace.

Una funcién de onda ¢(rq, ..., ry) de Hy pertenece al espacio de Hilbert de N bosones
By o al espacio de Hilbert de N fermiones Fy, si esta es simétrica o antisimétrica
respectivamente, bajo una permutacion de particulas. Estos requerimientos de simetria
requieren restricciones del espacio de Hilbert Hy de sistemas de N particulas. Para
esto definimos el operador de simetrizacién Ppg y el operador de antisimetrizacion P

en Hy por su accién en la funcién de onda 9 (rq,...,ry)
1
IP{B’]:}?/J(I'l,...,I‘N) = mchﬁ}(rpl,...,rp]\[) (34)
P

donde P es la paridad de la permutacion y ¢ es +1 o —1 para bosones o fermiones
respectivamente. Estos operadores proyectan Hy en el espacio de Hilbert de bosones

By vy en el espacio de Hilbert de fermiones Fy
By = PsHnN (3.5)
Fn =PrHn (3.6)
Si la base |a) es ortogonal en H, entonces la base |a; ... ay), es ortogonal en Hy y

la base |ay...an)s es ortogonal en By o Fy. El producto escalar construido con la

misma base |a) es
o aylar . an)e =D Pladlap) .. (alylapy). (3.7)
P

Para fermiones, dado que solo existe un particula por estado |a), no pueden estar

presentes dos estados idénticos en el conjunto {aq,...,ayx}, y por lo tanto se obtiene
(o ... aylay...ay) = (=17 (3.8)

Para bosones, muchas particulas pueden ocupar el mismo estado, y por tanto, cualquier
permutacion que no intercambie particulas en el mismo estado contribuye a la suma

(3.7). Por tanto la superposicién esta dada por

() ...alylar...an) =nilng! .. np! (3.9)

Para bosones los nimeros de ocupacion no tienen restricciones, mientras que para

fermiones estos pueden tomar solo los valores 1 y 0. En ambos casos, la suma de los
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nimeros de ocupacién, la cual cuenta el nimero total de estados, debe ser igual al

nimero de particulas NV,

N=> n,. (3.10)

Usando la convencién de que 0! = 1 las formulas (3.8, 3.9) son equivalentes a la expre-
sion

() ...dy|ag...ay) :§PHna!. (3.11)

Una base ortonormal para el espacio de Hilbert By o Fy se obtiene utilizando (3.11)

para normalizar los estados |a; ... ay)

- ® |app). (3.12)

]041...

ay) = WZC lap1) @ [ap) ®

El producto escalar entre |f; ... [y) construido a partir de una base ortonormal |3) y

el estado simetrizado o anitisimetrizado |« ... ay) es

<51 .- ﬂN|061 e 04N> = Z CP<51|OZP1><52|06P2> s (51|06PN>

1
VN ! 5

- ﬁs«m», (3.13)

donde S(M;;) denota una permanente para bosones y un determinante para fermiones

P€T’( Z M1 P1M2 P2 - MN,PN (314)
det(Mij) = Z(—l) MLPlMQ’PQ...MN’PN (315)
P

En representacién de coordenadas, obtenemos entonces una base permanente de fun-

ciones de onda para bosones y una base de determinantes de Slater para fermiones

1
wal..‘aN(xla Ce ,{L'N) = WP@T(¢% (.CL'Z)) (316)
1
Yoy an (T1, - TN) = mdet(qﬁai (x;)). (3.17)

3.1.1. Operadores de Segunda Cuantizacién

Los operadores de creacion y aniquilaciéon proveen una representaciéon conveniente de
los estados de muchas particulas introducidos anteriormente. Estos operadores gener-
an todo el espacio de Hilbert bajo su accién en un tnico estado de referencia y provee
una base para el algebra de operadores en el espacio de Hilbert. Para cada particula

en el estado |\) del espacio de Hilbert de particula simple H, definimos un operador



3. Teoria Cuédntica de Sistemas de Muchas Particulas 34

de creacién de fermiones o bosones a; por su accion en un estado simetrizado o anti-

simetrizado |A; ... Ay) de una base ortonormal {|A\)} de By o Fy como sigue

allh . AN) = Vs + 1A . ). (3.18)

donde n) es el nimero de ocupacién del estado |A) en [A; ... A\y). Fisicamente el oper-
ador a; adiciona una particula en el estado |A) al estado en el que opera, y simetriza o
antisimetriza el nuevo estado. En el caso de fermiones, dado que solo puede existir un

fermion en un estado dado, entonces (3.27) toma la forma

Uy ) [AA1...An) si|A) no esta presente en |A; ... Ax) (3.19)
a 1.--AN) = .
g 0 si |A\) esta presente en |\ ... \y)

Definimos el estado de vacio denotado como |0), el cual representa un estado con cero
particulas, es decir
a}|0) = [X). (3.20)

El estado de vacio |0) es un estado fisico sin particulas y debe ser diferenciado del cero
del espacio de Hilbert. Los operadores de creacién no operan dentro de un espacio B,
o JF,, sino desde cualquier espacio B, o F, al espacio B, o F,,11. Es 1til definir el

espacio de Fock como la suma directa de los espacios de bosones o fermiones

B=By®B OB =B, (3.21)
n=0
F=FoFoFh® -=@F (3-22)
n=0
donde por definicién
Bi=Fi=H (3.24)

Cualquier vector de la base |\ ... Ay) puede ser generado por repetidas acciones del

operador de creacién en el vacio |0)

L i

IA1...Ay) = —'aAla/\Q...aAN|0> (3.25)
VILna!

De esta manera los operadores de creacion generan todo el espacio de Fock mediante

repetidas aplicaciones en el vacio. Las propiedades de simetria o antisimetria de los

estados de muchas particulas, imponen relaciones de conmutacién o anticonmutacién

entre los operadores de creacién. Para cualquier estado |A; ... Ax) y cualesquiera esta-

dos de particula |v) y |u) se obtiene

alal|A ... Ay) = Calal|hi .. An). (3.26)
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Dado que esta ecuacién se mantiene para cualquier estado, entonces los operadores a'’s
satisfacen la relacién

[aiamc = alaL - Cazai =0, (3.27)
la cual es una relacién de conmutaciéon para bosones y una de anticonmutacién para
fermiones. Los operadores de creacién a; no son autoadjuntos, por tanto definimos a
los operadores de aniquilacion ay como los adjuntos de los operadores de creaciéon. Las
relaciones de conmutacion de los operadores de aniquilacion siguen directamente de

(3.27)
[al,a“]fc = a,a, — Ca,a, = 0. (3.28)

Es decir, el efecto de a, actuando sobre cualquier estado es aniquilar una particula
en el estado |\). Para un estado normalizado | ... 3,) con nimeros de ocupacién ny

para el estado |\), se tiene

aslBr .. Ba) = %H_A S a0 lBr - BB ). (3.29)
=1

En particular, cuando actiia sobre el estado de vacio se tiene
a0y =0, (0]l =0 (3.30)

De aqui se deduce que el estado de vacio es el nicleo de los operadores de aniquilacion.

Para fermiones es conveniente escribir (3.29) en la forma

B B = é—l)i_llﬂl oo Bic1Biv1 - B)  si|A) estd ocupado (3.31)

si |A) no estd ocupado

Para completar el algebra de los operadores de segunda cuantizacion, evaluamos el con-
mutador de los operadores de creacién y aniquilacién.Para cualquier estado [A; ... Ax)

y cualesquiera estados de particula |v) y |u) se puede demostrar que

a,,amﬂl o Bn) = (O + CaLa,,)Wl BN, (3.32)

para cualquier estado |3 . .. Oy), de manera que los operadores de creacién y aniquilacion
satisfacen las ecuaciones

[au,aT]_C = ayal

W w CLLCL,/ = 61/,u- (333)

Esta es una relacién de conmutacién para bosones y una de anticonmutaciéon para
fermiones. Ademds de generar todos los estados de muchas particulas en el espacio de
Fock por repetidas acciones en el vacio, una propiedad fundamental de los operadores
de segunda cuantizacion es que estos proveen una base para todos los operadores en
el espacio de Fock. es decir, cualquier operador puede ser expresado como una combi-

nacién lineal de un conjunto de productos de los operadores {af,, a,}.
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De particular importancia son los operadores de creacién y aniquilacion expresados en
la base {|z)}, donde |z) representa |ro7). En este caso los operadores son denotados
como ' (x) y ¥ (x)y se denominan operadores de campo. Sus relaciones de conmutacién

y anticonmutacién son

@) 0] = [ba).dw)] =0 (3.34)

D). )] =0 —). (3.35)

La expansion de estos estados en una base {|a)} es
P(w) = falw)al =) si(w)a] (3.:36)
d() =) (zla)aa =) da(z)aq (3.37)

«

donde ¢, () es la representacion de coordenadas de la funcién de onda del estado |a).

3.1.2. Operadores de Muchas Particulas

Consideramos los elementos de matriz de los operadora de muchas particulas en la
base candénica de Hy. De aqui la representacion de los operadores en los espacios By y
Fn sigue inmediatamente usando los operadores de simetrizacion y antisimetrizacion
Pp.r. Sea O un operador arbitrario en By o Fy. Independientemente de que las
particulas sean fermiones o bosones, su indistinguibilidad implica que O sea invari-
ante bajo cualquier permutacion de particulas. De manera que para cualquier estado

y permutacion P:

(Bp1- - Ben|O|Bpy - Bhy) = (Bi - BN]O1B] .. BY) (3.38)

Empezamos considerando el caso de operadores de una particula. Un operador U es un
operador de particula simple si la accion de U en el estado |a ...y de N particulas

es la suma de la acciéon de U en cada particula:
N
Uln...ay) = Ular ... ay), (3.39)
i=1

donde el operador U opera solo en la i-ésima particula. Por ejemplo, el operador de

energia cinética 1" en la base p, actia como:

P Pi
Tlp1...pn) = Z m|P1 .- P1). (3.40)
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En general se define un operador de n-particulas R como un operador que actia en un

estado |y ... ay) de la siguiente manera:

A 1 o
R|O./1 e O./N> = —‘ Z Ril,iz,---iz\]|a1 e O./N> (341)

" 1<iiFigt - Fin <N

Es decir, la accién de R en el estado de N-particulas es la suma de la accion de de R
en todos los subconjuntos de n-particulas. Andlogamente al caso previo, los elementos

de matriz de R satisfacen:

R|3i, ... Biy)
Biy) -, | Bi)

(Ojl...O[N|R|ﬁ1...ﬁN) . 1 Z (041'1---041‘”

n! <ai1 |ﬁi1><ai2

(Oél...OéN|61...6N) N TL' <342)

i1Fi0Fin
y un operador de n-particulas estd enteramente determinado por sus elementos de

matriz (q ... | R|S; ... 3,) en el espacio de Hilbert H,, de sistemas de n-particulas.

Como ejemplos citamos a la energia cinética T, a la operador de interaccion entre dos

particulas y al operador de interaccién entre un numero indefinido de particulas R.

2

T — —;—m P () V(@) (3.43)

- 1

V= 3 Z()\u|V|l/p>a1aLapaV (3.44)
Auvp

- 1

R = o Z Z (A1 ARl - .,un>a§1 . .ainaun Gy, (3.45)

Al An BLefin

3.2. Representaciones de la Mecanica Cuantica

Formalmente, existen diferentes maneras de formular la dindmica de la mecénica cuanti-
ca, pero estas son matematicamente equivalentes. Estas distintas formulaciones se de-
nominan representaciones. Para un observable A, el valor esperado en el estado cudntico
) es

A = (A, (3.46)

La dependencia en el tiempo del valor esperado de A puede ser introducida a través
de la dependencia en el tiempo del estado cuédntico [¢), o mediante la dependencia en

el tiempo del operador A, o a través de ambos [7].
Representaciéon de Schrodinger

En la representacion de Schrodinger, toda la dependencia en el tiempo se introduce
mediante el estado cudntico |¢(t)). Los operadores son independientes del tiempo, a
excepcion de ciertos operadores con dependencia explicita en el tiempo. La evolucién

en el tiempo del estado cuantico depende del operador de evolucién unitario U (t,to),
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el cual relaciona el estado cuantico en el tiempo ¢ con el mismo estado en un tiempo
de referencia t,

[(1)) = U(t, to) [ (t0))- (3.47)
Los estados cuanticos en dos tiempos arbitrarios ¢ y t’ estan relacionados por el oper-
ador de evolucién U(t,t") = U(t, to)Ut(t', ,). El operador de evolucién U satisface las
propiedades de grupo U(t, t)y=1y U(t, t') = U(t, t”)U(t”, t') para cualesquiera tiempos
arbitrarios t t' y t”; ademas de la condicién unitaria

Ut,t")=U'(t,t). (3.48)

La dependencia en le tiempo del operador de evolucion U (t,to) estéa dado por la ecuacion

de Schrodinger )
L OU(t, 1)
h—0 0/
ot

Para un hamiltoniano independiente del tiempo H , el operador de evolucién U (t,to) es

— HU(t, ). (3.49)

una funcién exponencial de H,

~ H(t—t)

Ut,¢) =e " 7 (3.50)
Si el hamiltonian H es dependiente del tiempo, se debe resolver la ecuacion de Schrodinger

del sistema [7].
Representacion de Heisenberg

En la representacién de Heisenberg, la dependencia en el tiempo estd incluida en los
operadores fl(t), mientras que el estado cuédntico [¢) es independiente del tiempo. El
operador en la representaciéon de Heisenberg fl(t) esta relacionado al operador en la

representacion de Schrodinger A mediante

donde ty es un tiempo de referencia. El estado cuantico en la representacion de Heisen-
berg |¢) no tiene dindmica y es igual al estado cudntico en la representacién de
Schrodinger [¢(ty)) en el tiempo ty. La evolucién temporal de A(t) se deriva de la
ecuacién de Schrodinger,
dA() i, s DA(t)
——= = —H(t),A(t)]- + ——
2 = A0, A+ 25,
donde H(t) = U(to,t)H(to)U(t, o) es el hamiltoniano en la representacién de Heisen-

berg y el tltimo término es la representacién de Heisenberg de una eventual dependencia

(3.52)

explicita del tiempo del observable A. Para un hamiltoniano dependiente del tiempo,

la solucién de la ecuacién (3.52) toma la forma conocida

A

A(t) = enfilt=to) fo=rH(i—to) (3.53)
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Se puede verificar facilmente que las representaciones de Heisenberg y Schrodinger son

equivalentes [7].
Representaciéon de Interaccién

La representacion de interaccion es una combinacién de las representaciones de Heisen-
berg y Schrédinger, ya que el estado cudntico |1(t)) y el operador A(t) son dependientes
del tiempo. La representacién de interacciéon es usada en general si el hamiltoniano
puede ser separado en una parte no perturbada e independiente del tiempo H, y una

posible perturbacién dependiente del tiempo j':ll, es decir
H(t) = Ho + Hi(t). (3.54)

En la representacion de interaccién los operadores evolucionan de acuerdo al hamilto-

niano no perturbado H

In i

At) = ehﬁo(t—to)A(tO)e—%ﬁO(t—tO)7 (3.55)

mientras que el estado cudntico [¢) evoluciona de acuerdo al operador de evolucién
modificado Uy (t, t),

Ur(t, to) = en =0 {1(¢ ¢,). (3.56)
Se puede demostrar facilmente que esta asignacién nos lleva a la misma dependencia en
el tiempo del valor esperado (3.63), como lo hacian las representaciones de Schrodinger
y Heisenberg. El operador de evolucién en la representacion e interaccion también satis-
face las propiedades unitarias y de grupo. Una ecuacién diferencial para la dependencia
en el tiempo del operador /l(t) puede obtenerse de la definicién (3.52)

DA(t)

dA(t) i
N ot

T h[f:fow‘i(t)]— +

(3.57)

La dependencia en el tiempo del operador de evolucion en la representacién de in-

teraccion estd gobernada solo por la representacion de interaccién de la perturbaciéon

~

HI? R
t.t A
mgUf( o)

T = Hl<t)Ul<t:tO>7 (3.58)
donde
Hy(t) = enTolt=t0) f o =iifoli=to), (3.59)

La solucién de (3.58) no es simplemente una funcién exponencial de H; como lo es en el
caso de la representacion de Schrodinger. La razon es que la perturbacion Hj es siempre
dependiente del tiempo en la representacion de interaccién, como se ve en (3.59). Una
excepcion es cuando H; y H, conmutan, pero en ese caso H; no serfa una perturbacion

real. Sin embargo, se puede escribir una solucién formal de (3.58) en la forma de un
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exponencial ordenado en el tiempo. Para ¢ > 3, estos exponenciales ordenados en el

tiempo son
A it ' Fj ’
Ur(t,to) = Te i Jio #HIE) (3.60)

En esta solucion formal el exponente tiene que ser interpretado como su serie de po-
tencias, y en cada término el operador de ordenacion temporal T ordena los factores

H con argumentos de tiempo descendentes [7].

3.3. Funciones de Green

Matematicamente, la funcion de Green es un tipo de funcién utilizada para resolver
ecuaciones diferenciales no homogéneas, sujetas a condiciones de frontera. Una funcién
de Green de un operador lineal L actuando sobre una distribucién de la variedad M

en un punto xy es una solucion de

LG(z,s) = 8(z — s), (3.61)
donde ¢ es la funcién delta de Dirac. Esta técnica puede ser usada para resolver ecua-

ciones diferenciales de la forma
Lu(z) = f(z). (3.62)

Si el nticleo de L es no trivial, entonces la funciéon de Green no es tinica. Sin embargo en
la practica, algunas combinaciones de simetria, condiciones de frontera y otros criterios
externos nos darian como resultado una funcion de Green tinica. Las funciones de Green

en general son distribuciones, no necesariamente funciones propias.

El término es usado en la Teoria Cudntica de Campos y en la Teoria Diagramatica
de Perturbaciones para referirse a varios tipos de funciones de correlaciéon, muchas de
las cuales no cumplen necesariamente con la definiciéon matematica. Las funciones de
Green son también utilizadas ampliamente en la teorias de la materia condensada,
donde estas permiten la resolucion de la ecuacién de difusién y en mecdnica cudntica,
donde la funcién de Green del Hamiltoniano es un concepto clave con importantes

vinculos al concepto de densidad de estados [22].

3.3.1. Promedio Térmico

Recordamos brevemente algunos resultados basicos de la mecénica estadistica en equi-
librio que son de nuestro interés. El promedio térmico de un observable A se define

como

~

(A) = trdp, (3.63)
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donde p es la matriz de densidad y A es el operador correspondiente al observable A.
La matriz de densidad p describe la distribucion térmica sobre los diferentes estados
propios del sistema. El simbolo ”tr”denota la traza de un operador, es decir la suma

sobre los valores esperados del operador sobre una base ortonormal

trAp =" (n|Ap|n). (3.64)

El conjunto base {|n)} puede ser una coleccién de estados propios de muchas particulas

del hamiltoniano H, o cualquier otra base ortonormal. En el ensamble canénico de la

mecanica estadistica, la traza es tomada sobre todos los estados con N particulas y se
tiene

p= %e‘ﬁ/T, Z = tre H/T, (3.65)

donde H es el hamiltoniano. Usando la base de estados propios de N particulas |n) del
hamiltoniano H con valores propios E,, el equilibrio térmico (A) puede ser expresado

CcOo1mo

—En/T A
_ 2ae T (n]Aln)
o —E,/T :
2 et
En el ensamble gran candnico, la traza se toma sobre todos los estados, sin tomar en

(A) (3.66)

cuenta el nimero de particulas, y se tiene

p= le_(f{_‘”\?)/T, 7 = tre=H-#N)/T (3.67)

Z

Aqui p es el potencial quimico y N es el operador de nimero de particula [7].

3.3.2. Funciones de Green Reales e Imaginarias

En la teoria de sistemas de muchas particulas, las funciones de Green se definen co-
mo valores esperados de productos de operadores, evaluados en distintos tiempos. A
continuacién se presentan algunas definiciones de las funciones de Green y ciertas rela-
ciones importantes entre estas. Para esto restringiremos la atencion a las funciones de
Green definidas para dos operadores A y f?, los cuales no requieren ser hermitianos.
Funciones de Green para méas de dos operadores pueden definirse de manera similar.
En las aplicaciones fisicas se encuentra que los operadores A y B son operadores de
creacion y aniquilacién de fermiones o bosones, desplazamientos de dtomos en un cristal

y corrientes o densidades de carga.

Los operadores A y B satisfacen la relacién de conmutacion si describen bosones
o sistemas de fermiones con funciones de onda pares de operadores de creacion y
aniquilacion de fermiones. Se referira este caso como el caso de bosones y se utilizara el

signo - en las formulas a continuacién. Los operadores A y B satisfacen las relaciones
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de anti-conmutacion, si describen fermiones o son funciones impares de operadores de
aniquilacion o creacién de fermiones. Este caso es el caso de fermiones y se usara el

signo + en las formulas [7].
Funciones de Green con Argumentos de Tiempo Reales

Las asi llamadas funciones de Green mayores y menores estan definidas como
Ghp(t.t) = —i(A)B(Y)), (3.68)
Gip(t,t) = i(B(t)A(t)), (3.69)

donde el signo + es para fermiones y el signo — para bosones. Aqui los brackets repre-

sentan un promedio en equilibrio o en no equilibrio térmico definido apropiadamente. Se

definen también las funciones de Green retardadas y avanzadas, las cuales son valores

esperados del conmutador entre A(t) y B(t'),

~

Ghp(t,t) = —if(t — ) {[A(t), B(t')]+)

= 0(t = 1)[GRp(t, 1) — Gap(t,1)] (3.70)
Ghp(t. 1) = i0(t — ) {([A(t), B(t')]+)
=0(t —t) |Gt t) — Gt t)), (3.71)

7

donde f(z) =1six>0,0(x)=0sixz <0y 00)=1/2.
Las funciones de Green ordenadas en el tiempo se definen como

Gap(t,t) = —if(t — ' (TAL)B(t))
=0(t —t")GLp(t,t) + 0 —t)Gip(tt), (3.72)

donde el operador 7 representa el operador de orden temporal. Para fermiones, al orden
temporal se lo define con un factor adicional —1 para cada cambio de operadores, por

tanto

L A(t)B(t' sit >t
TA)B(t) = 2 ( ) . (3.73)

—(£)B(t)A(t) sit<t
La funcién de Green ordenada anti-temporalmente y la ordenada en contorno estan
definidas de forma similar. Una razén por la cual es 1til considerar estas funciones es
que existe mas artificios matematicos para calcularlas. Asi un célculo tipico empieza
obteniendo las funciones de Green de tiempo ordenado y de tiempo de contorno, y

luego se usan estos resultados para buscar cantidades fisicas de interés.
Funciones de Green con Argumentos de Tiempo Imaginarios

Estas funciones de Green se conocen también como funciones de Green de temperatura,

y para los operadores A y B se define como

Gap(11,72) = —(TA(1)B(m)). (3.74)
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Figura 3.1: Funciones periédicas y anti-periédicas en el eje imaginario de 7. Imagen tomada
de A. Zagoskin (1998), p. 106.

Aqui los brackets denotan un promedio térmico y el simbolo 7 el ordenamiento en el
tiempo. La definicién (3.74) se usa para sélo para el intervalo —1/8 < 17 — 7 < 1/,

donde (5 = kgT', con kg la constante de Boltzmann.

Las funciones de Green de temperatura son usadas solo para cédlculos que involucran
un equilibrio térmico a temperatura 7. Por tanto, haciendo uso de la definicién de

promedio térmico (3.66) y de las propiedades de la traza, se puede demostrar que
Gap(11,72) = Gap(1i — 72,0), (3.75)

de manera que G(71, 72) dependa sélo de la diferencia de tiempos imaginarios 7, — 7».
De aqui, para G4.5(7) con 0 < 7 < 1/f3 se tiene

Gap(T) = —(£1)Gap(r — 1/P). (3.76)

De esto se deduce que G(7) es periédica en el intervalo —h/T < 7 < h/T, con periodo
h/T para bosones y antiperddica con el mismo periodo para fermiones. Esta propiedad
se usa para extender la definicién de la funcién de Green G(7) a todo el eje de tiempo
imaginario. Si los operadores 121, By el hamiltoniano H son todos simétricos, las fun-
ciones de Green de temperatura son simétricas o antisimétricas en el argumento del

tiempo para el caso de bosones y fermiones respectivamente,
Gap(T) = —(£1)Gap(—7) si A, B, H son simétricos. (3.77)

Considerando la periodicidad de G, se puede expander esta funcién en una serie de

Fourier,

1 |
Gap(T) = 3 > e G (iw), (3.78)

donde n es entero con frecuencias w, = 27nT/h para bosones y w, = (2n + 1)7T/h

para fermiones. La relacién inversa es

A
G (i) = / dre 7 G 5(7) (3.79)
0
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Las frecuencias w,, se denominan frecuencias de Matsubara.

En equilibrio térmico, todas las funciones de Green definidos anteriormente estan rela-
cionadas. En muchas aplicaciones es muy dificil y atin imposible, calcular las funciones
de Green exactamente. Para esto se requiere recurrir a la teoria de perturbaciones u

otros métodos de aproximacion.

Mientras los observables fisicos se expresan en términos de funciones de Green mayores
y menores (para funciones de correlacién) o funciones de Green avanzadas y retardadas
(para funciones de respuesta fisica), la maquinaria tedrica se optimiza para el célculo
de las funciones de Green de tiempo imaginario, de tiempo ordenado y de tiempo de

contorno.

3.3.3. Contenido Fisico de la Funcion de Green

Conocemos que el propagador de particula simple es la amplitud de transmisién de

una particula entre los puntos (2/,t') y (z,1),
K(z,t; 2’ t") = (x| S(t, t)|2") = (xt|2't'). (3.80)

Una generalizaciéon inmediata de la ultima expresién es un elemento de matriz del
operador de N particulas (®|S(¢,¢")|®"). Pero esto no tiene sentido ya que fisicamente
la amplitud de transicién involucra N =~ 10?* particulas. Por otro lado, el propagador
de particula simple expresado de la forma (3.80) sugiere que podemos ver a los dos

estados como una particula simple excitada,
|2, ) estado = ¥ (2, t)|estado)
2/, Yestacto = 01 (@'#") estado) (3.81)

donde 1T (z,t) es el operador de campo de Heisenberg que crea una particula en un

punto dado. Introducimos la funciéon de Green como la superposicién de estos estados
Funcién de Green ~~ (estado|y(x, t)y! (x, t)|estado), (3.82)

Por su puesto se debe promediar sobre los estados de los sistemas de muchas particulas
en los cuales nuestros operadores de campo actiian, para librarnos de todas las demas
variables no-macroscopicas excepto las dos coordenadas y momentos de tiempo entre
los que las cuasi-particulas viajan . Tal promedio de un operador cuantico y estadistico

A se obtiene tomando la traza con el operador de la matriz de densidad del sistema p,

(A) = tr(pA) (3.83)
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De esta manera la formula (3.82) se ve como un propagador que describe un proceso
en el que adherimos al sistema de N fermiones una particula extra, se la deja propagar

de (2/,t') a (z,t), y luego se la retira. La funcién de Green se define como

Gow (1,17 1) = —i(Tho(x, )0],(x', 1)) (3.84)
donde se han escrito los indices de spin, los cuales toman dos valores para fermiones y
uno para bosones. El promedio usado en (3.83) es una operacién lineal por lo cual se
puede aplicar la diferenciacién respecto al tiempo a (3.84) para obtener

.0
Zha—tGa,@(rl,tl; ro,to) =E(r1)Gap(r1,t1; T2, ta) + V(r1,t1)Gap(ra, t1; ra, to)—
1

—i/d3T3U(r3,I'1)<T¢'TY<I'3,151)¢7(X3,tl)wa(xbtl)wg(xz,h»‘f—
o BO(ry — r2)0(ty — ) (3.85)

Observamos que la funcién de Green de muchas particulas definida anteriormente no
es una funcién de Green en el sentido matematico, sino una soluciéon de la ecuacién
diferencial (3.85). Esta no es una ecuacién para la funciéon de Green debido a que
contiene promedios de cuatro y mas operadores de campo que representan funciones

de Green de dos, tres, etc., particulas.

Para promediar en condiciones de equilibrio, puede usarse el ensamble candnico y el
gran-canénico. La principal diferencia entre los dos es que en el ensamble canoénico el
sistema puede sélo intercambiar energia con sus alrededores y en el ensamble gran-
candnico el sistema puede intercambiar también particulas, el niimero promedio de
particulas esta fijado por el potencial quimico, mientras que la temperatura fija la
energia cinética promedio de las particulas en ambos casos. El operador estadistico

tiene la forma

p = M) (3.86)
donde 8 = 1/kgT, H' = H — uN, donde N es el operador de nimero de particula, y
Q= —(1/8)Intre " = — PV es el gran-potencial.

Asumiendo que el hamiltoniano tiene un conjunto completo de estados propios |n) con
valores propios E!, = E, — uN,,, donde N,, es el numero de particulas en el estado |n),
el promedio de un producto de tiempo ordenado de dos operadores de campo en la

representacion de Heisenberg puede ser escrito como

(Tu(t)el(t2)) = te(”OTOTP(t)9! (1)) (3.87)
D2 € P En ) (0| T (t1)Y (E) ) (m[ ) !

- Zn e_ﬁ(En_HNn) <388)
A temperatura cero (8 — o0), de (3.84) se tiene
T oo (x, )L, (X, 1
Gaa/(r,t; I'/, t/) — _7/ <O’ ¢ (X7 )wa (X ? )|0> . (389)

(0/0)
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donde |0) es el estado base del sistema en la representacion de Heisenberg, el cual
es independiente del tiempo e incluye todos los efectos de interaccion. En un sistema
homogéneo e isotrépico en estado estacionario, la funciéon de Green puede depender

solo de las diferencias entre las coordenadas y los tiempos
Goo (r, 510, 1") = Goor (v — Y/t = 1'). (3.90)

Ademas si el sistema no tiene orden magnético y no estd en un campo magnético

externo, le dependencia en el spin se reduce a la matriz unidad
Gap = 008G, (3.91)

donde G = %trGag, de otro modo existiria una direccién especial en el espacio, que

serfa el eje de cuantizacién de spin.

3.4. Teoria Diagramatica de Perturbaciones

El logro de Feynman fue formular un formalismo de la teoria de perturbaciones en
el cual toda la expansion perturbativa, incluyendo las expresiones mas complicadas
se reducen a un conjunto de graficos, los diagramas de Feynman. Se pueden sacar
dos conclusiones: (1) las funciones de Green proveen un método fisicamente sensible de
aproximacién al problema de las muchas particulas. (2) Los resultados deben expresarse
en términos de los promedios sobre los estados no perturbados del sistema, en lugar
de correcciones a las funciones de onda de muchas particulas. (en mecénica cudntica

ambas serian equivalentes, dado que es una teoria de una sola particula)

Cuando calculamos las funciones de Green de un sistema con interacciones, nos encon-
tramos con el obstaculo usual de no conocer la funcién de onda (estado ) sobre el cual
se estd promediando. No conocemos el estado base |0), ni los estado excitados. Mas
aun cualquier aproximacion que se haga serd virtualmente ortogonal al propio estado
de muchas particulas. Afortunadamente los elementos de matriz aproximados (como
las funciones de Green) pueden ser algo precisos. La paradoja aparente es que mientras
la funcion de onda involucra todos los N estados de particulas, la funciéon de Green sélo

trata con dos estados de una particula, el inicial y el final.

3.4.1. Teorema de Wick

Considerando la funcién de Green

(Do TS (00, —00) W (z, 1)U, (2, )| Do)
(©o|S (00, —00)| Do)

iGoo(z,t;2' 1) = (3.92)
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Esta férmula es la base para la teoria de perturbaciones, simplemente debemos expandir

el exponente obtener una serie que contenga términos de la forma

(Do| TW(tE )WV (L)) .. W (b)) W (z, 1)W1, (2 1) | D). (3.93)

En este caso es necesario calcular los elementos de matriz entre los vectores de estado
base del sistema de muchas particulas en lugar de los estados propios de particula
simple. Después de expandir el operador S, debemos calcular elementos de matriz
de la forma (g7 d102 ... Om|Po), donde ¢y, ¢o, ..., ¢, son operadores de campo de
fermiones o bosones en la representacién de interaccién. Es precisamente el teorema de

Wick que permite realizar esto.

El teorema de Wick establece que el producto de ordenacién de tiempo de los operadores
de campo en la representacién de interaccién son iguales a la suma de sus productos

normales con todas las posibles contracciones

T¢1¢2 S ¢m¢m+1¢m+2 cee (bn = ¢1¢2 S ¢m¢m+1¢m+2 cee (bn D+

~~ A~ ——
+ 0102 OO 1Omr2. - Pt P12 PPy 1 P2 - P

A\

++;¢1¢2¢m¢m+1‘&m+2¢; (394)
N——

definiciones. El ordenamiento normal de los operadores de campo : ¢1¢5 . .. ¢, : implica

que todos los operadores de aniquilacion van a la derecha de los de creacién.

——
La contraccion de dos operadores ¢,¢,, es la diferencia entre el ordenamiento en el

tiempo y el normal

—~ =

Un hecho importante es que la contracciéon de operadores de campo de bosones y
fermiones es un numero, es decir como se en (3.96) ve esta contraccién corresponde a

una funcién de Green no perturbada

~ =

D1 = (@] 510 o)
= (Po|T P1¢2|Po) — (Po| : P12 : |Po)
= (Po|T p192|Po)

=iG"(12) (3.96)

3.4.2. Reglas y Diagramas de Feynman

Inicialmente, Feynman derivé sus expansiones diagramaticas como una herramienta

nemotécnica para calcular amplitudes de dispersién. Su aproximacién fue heuristica:
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2™ | iGXX) = i Gug(x, £:X. 1)

T | iIC°(XX) =iG(x — X', t — )Buw

-8 | iU -2 =—iUx; —x2)8(t; — 12)
)(5(1‘1 —13)

10 n%(1) = (®y] ‘l'I‘l’l |®o)

Figura 3.2: Reglas de Feynman para la interaccién electrén-electrén. Imagen tomada de A.
Zagoskin (1998), p. 76.

cada diagrama tenia un significado fisico en términos de un proceso de dispersion
especifico. Feynman derivé un conjunto de reglas que explicaban cémo convertir los
diagramas en amplitudes de dispersion. Estas reglas fueron probadas en casos simples
donde se podian ser comprobadas por otros medios. Luego Feynman aplicé su méto-
do a casos donde una aproximacion algebraica directa era demasiado laboriosa. Fue
mas tarde que Dyson demostré como esta expansion diagramatica podia desarrollarse

sistematicamente [23].

Reglas Generales

= Dibuje todos los diagramas de Feynman conectados topolégicamente distintos
= Decodificar los de acuerdo a la Figura 3.2

» Multiplique cada diagrama por (—1)F, donde F' es el ntimero de lazos cerrados

con mas de un vértice, que consisten en lineas de fermiones.

Teorema de Cancelacién. Todos los diagramas desconectados que aparecen en la
serie de perturbacion de la funciéon de Green, se cancelan en el numerador y denomi-
nador. Por tanto la funcién de Green se expresa como na suma sobre todos los diagramas

conectados.
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00 0 0

I
a } . ! / \
& [ N S —
b) ' ,/”’\i\\ !’fo\\\‘
L \
c) :, U ’,Q\\
I ’ \
- X . = L + 6,—4—‘6 + i—qm——‘b + ...

Figura 3.3: Diagramas de auto-energfa: (a) partes de auto-energfa, (b) partes irreducibles de

auto-energia, (c) auto-energia propia. Imagen tomada de A. Zagoskin (1998), p. 81.
3.4.3. Ecuacién de Dyson

Una de las razones por las cuales las funciones de Green se usan tan ampliamente es
que los diagramas correspondientes tienen una propiedad importante: Los valores de
cualquier diagrama para la funciéon de Green pueden encontrarse como la composicién
de expresiones correspondientes a sus partes, independientemente del diagrama como
un todo. Es decir, cualquier parte del diagrama puede ser calculada separadamente
y luego ser insertada en un diagrama que contenga tal parte. Este procedimiento se
denomina suma parcial de una serie de diagramas. Usualmente se puede demostrar que
fisicamente, aunque sin rigor matematico, que cierta clase de diagramas son mas im-
portantes que otros y por tanto los resultados de la sumatoria reflejaran las propiedades
esenciales del sistema.

Para aproximarnos a la suma parciales sistematicamente, haremos las siguientes defini-
ciones. Una parte de auto-energia es cualquier parte del diagrama conectado al resto
del diagrama solo por dos lineas de particula. La parte de auto-energia irreducible es
la que no puede ser separada cortando una linea de particula. Finalmente, la auto-
energia propia u operador de masa, se denomina a la suma de todos los posibles partes
de auto-energfa irreducibles y se nota mediante ) _ (X, X’). Este nombre viene dado
por razones histéricas en la teoria de campos. Es conveniente incluir un factor (—i)
en la definicién de la Figura 3.3 de manera que la serie para la funcion de Green se
exprese como

iG =G +iG'SG° +iGYSGONG0 4+ ... (3.97)

Aqui los términos en la serie infinita son redistribuidos de manera que se obtenga una

serie simple (progresién geométrica), sélo en potencias de la auto-energia y la funcién
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Figura 3.4: Ecuacién de Dyson. Imagen tomada de A. Zagoskin (1998), p. 82.

de Green no perturbada.Separando el factor iG° se obtiene la ecuacion de Dyson
G(X,X')=G"X, X" +/dX”/dX’”GO(X, XX, X"G(X", X").  (3.98)

En sistemas homogéneos, estacionarios y no magnéticos, podemos realizar una trans-

formacién de Fourier, reduciendo la ecuacion anterior a
G(P) =G+ G°(P)X(P)G(P) (3.99)
de donde se puede obtener

G(p,w) = [(C°(p,w)) " = Z(p,w)] "
1

— 3.100

w—ex— p— 2(p,w) ( )
Podemos escribir esta ecuacién simbélicamente como
9 -1

G=|li——-€&-%X 3.101

i } (3.101)

La tltima ecuacién se entiende como un operador inverso, y se cumple atn si G y X son
no diagonales, como en el caso de un sistema no homogéneo. Una propiedad importante
de (3.100) es que si sustituimos una aproximacion de orden finito por la auto-energia,
la aproximacién resultante para G serd equivalente a calcular una subserie infinita de
una serie de perturbacién, y esto da un mejor resultado que el simple célculo de los

términos iniciales de la serie.



Capitulo 4

Impurezas en un (Gas de Fermi

Este capitulo tiene la intencion de presentar una descripcion del gas de Fermi con
impurezas en el contexto de la teoria de sistemas de muchas particulas. Este esta basado
en la solucién dada por la literatura para bajas concentraciones de impurezas [9, 7.
Como se vera mas adelante, este resultado es analitico gracias a la ecuacion de Dyson
presentada por Edwards (1958). Primeramente se analizan las propiedades del gas
de Fermi dadas por la Fisica Estadistica. Luego se hace una aplicacion de la teoria
planteada en el capitulo anterior. Se estudia la introduccién de una impureza en el
gas de Fermi, utilizando la teoria de dispersiones usual de la Mecdnica Cuantica. Se
calcula la matriz de transicién para la presencia de una impureza en el gas, se define el
concepto de promedio de desorden de forma andloga al promedio térmico con el fin de
describir al gas de fermi con muchas impurezas. Finalmente, Se calcula la funcién de
Green de promedio de desorden considerando que las impurezas no interactuar entre

si.

4.1. El Gas de Fermi Ideal

4.1.1. Propiedades Termodinamicas

A continuacién analizamos las propiedades termodinamicas de un gas de particulas de
Fermi no interactuante y no relativista. Este modelo puede usarse como una primera
aproximacién para describir los electrones en un metal y los nucleones en el atomo. A
continuacién analizamos las propiedades termodindmicas del gas de Fermi ideal, que

surgen del logaritmo de la funcién Z de particion en el ensamble gran-candnico

q(T,V,z) zan:Zln(l—f—zeXp [—Ber]) (4.1)
k

o1
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fv(z)
30t
/2 (
25 ¢
20¢
fs/2 (z)
15¢
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f3/2 (2)
5L
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Figura 4.1: Funciones f,(z).

donde la suma corre sobre todos los estados de energia propia. La fugacidad z =
exp (v/kpT) puede ser determinada para un nimero de particulas dado, que se obtiene

de
1

z7lexp [—fBex] + 1

N(T,V,2) =Y (np(e)) = (4.2)

k
Aqui v puede tomar cualquier valor, de modo que 0 < z < co. Dado que es la energia
minima necesaria para adherir una particula al sistema v debe incrementarse con el
nimero de particulas a volumen constante. Considerando que los valores propios de
energia se encuentran arbitrariamente cerca entre ellos en un volumen grande, podemos

expresar las sumas anteriores en términos de integrales respecto a la energia ¢, es decir

oT,V,2) = [ deglo)ln(1+ zexp[-pe) (43)
0
0 1
N(T,V,z) = d 4.4
TVee) = [ el = (1.4
donde g(€) es la densidad de estados de una particula simple, dado por
2V
g(G) = ?(2771)3/261/2 (45)

donde g = 2s + 1 es el factor de degeneracién que viene de considerar las diferentes
orientaciones de spin que son energéticamente degeneradas en el caso de interacciones

libes. Insertando este término e integrando (4.4) por partes, tenemos

2nV o e3/?
T.V,2) = g=5(2 3/2/ d 4.
o(T.V.2) = g7 om) 2 [ e (16)

2nV o el/?
N(T,V,z) = g——(2 3/2/ d 4.7
( =9 h3 (2m) 0 6z*lexp [—Pe] + 1 (47)
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Estas ecuaciones pueden ser expresadas por funciones estandarizadas mediante la susti-

tucion x = (e. Definimos la funcién

1 o v ldx
— <2< 4.
fu(2) T(v) /0 1 USESX (48)

donde I'(v) es la funcién gamma. Con esta definicion obtenemos

vV gv
q(T,V,2) = T A3 =5 f52(2) (4.9)
gV
N(T, V, Z) = ng/Q(Z) (410)
donde

hQ 1/2
- - 4.11
A (27’[’77’&]63T> ’ ( )

es la longitud de onda térmica. El comportamiento de las funciones f,(z) puede obser-
varse en la Figura 4.1. Usando las ecuaciones (4.9) y (4.10) podemos encontrar el resto
de pardametros termodindmicos del gas de Fermi ideal. Calculamos la energia interna

del sistema mediante

0 3
U= 95 InZ.y= kBT f5/2( z)
f52(2)
= —Nk T 4.12
" fa2(2) 2
También puede hallarse el calor especifico a volumen constante mediante

oU 15 f52(2) 9 f3/2(2))
Cv = — = Nkn [ = -z 4.13
Vooor b ( 4 fap2(2) 4 fi2(2) 1)

La energia libre F' = U —T'S = Nu — pV puede ser calculada usando g = kgT'lnz y
p de (4.9) y (4.10),

VI B f5/2(2)>
F=Nu—pV =NkgT (lnz fe®)) (4.14)

Para la entropia S se obtiene

S=LW-F)= Ny (§f5/2(z) —lnz>. (4.15)
T 2 f3/2(2)

Analizamos el caso en el que T' = 0, es decir el gas de Fermi degenerado. Este caso es de

interés ya que en muchos sistemas mecanico-cuanticos, las energias de excitacién tipicas

son de 10! eV; le energia térmica media a temperatura ambiente es de aproximadamente

%e\/, es decir mucho menor que las energias de excitacion, por tanto para tales sistemas,

como un gas de electrones en un metal, la aproximacion T' = 0 es aceptable.
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En este caso, el nimero de ocupacién medio (ny) es buena aproximacién puede ser

descrito por la funcién de paso O(p — €), definida como

1 siep
(myro=0(-e =1 " (4.16)
0 ste>p

Para T = 0, todos los fermiones se encuentran en el estado base, y el potencial quimico

p debe ser igual a la energia de Fermi ep del sistema. De (4.7) obtenemos

o 27V °r 2rm\*? 4
N = /0 de g(€)O(ep —€) = gw@m)?’/?/o de €'? = gV ( 72 > 3ﬁep

(4.17)
por tanto, la energia de Fermi para una determinada concentracién del gas de Fermi
N/V | es

R (6m2 N\?
=— | —= 4.18
r 2m ( g V) ( )

Para el gas de Fermi casi-degenerado, es decir cuando T — 0, se tiene que z = e#/*57 >

1, con lo cual podemos realizar una expansién en serie de f3/5(2),

4 2
~——(Inz)*? 14+ =nz"?+--- 4.1
f(2) 3\/7_T(nz) ( + 8(nz )+ ) (4.19)
Por tanto para (4.10) tenemos
N 47Tg 2m 3/2 3/2 7r2 _92

con lo cual podemos resolver aproximadamente para z y obtener una relacién para el

potencial quimico en el caso casi-degenerado [24],

2/3

2 (kpT\’
kgTInz =p=~ep (1 - (L) + O(T4)> . (4.21)
12 ER

Finalmente, consideramos el caso en el que 7 > 1 , es decir cuando z = e#/*37 =< 1,
que vendria a ser el limite clasico para un gas de Fermi. En este limite el nimero
de ocupacién adquiere la forma clésica de la distribucién de Maxwell-Boltzmann (ver

Figura 4.2),
3

>N
~ _Bek — _6616
(ng) =~ ze P e (4.22)
Para analizar le ecuacion (4.10) realizamos una expansién de las funciones f,(z) en

potencias de z, es decir

1 > 0 k+1 k

fo(2) = 0 /000 dr 2" ez Z(—l)k/e_xk/ = Z (_DTZ (4.23)

k'=0 k=1
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Figura 4.2: (a) Numero de ocupacién n(e) en el limite cldsico T > 0, y (b) distribucién
de Fermi para bajas temperaturas. Se presenta la funcién de paso ©(u —€) (a T' = 0) para

comparacion. Imagenes adaptadas de de F. Schwabl (2006), pp. 176 y 179.

Entonces la ecuacién (4.10) toma la forma

)\SN o k+1 k 22
gz k3/2 =g (z ~ o + O(z )) (4.24)
k=1
Esta ecuacién puede ser resuelta iterativamente para z
NN 1 (AN
= e 4.25
z gV+23/2<gV)+ ( )

Considerando la ecuacién anterior y que N>N/gV < 1, para el potencial quimico
encontramos la siguiente expansion
AN 1 NN )

,U,:]{?BTln,Z%k’BT <ln — +

es decir, u < 0 para el limite de altas temperaturas [25].

4.1.2. El Gas de Fermi en Segunda Cuantizacién

Consideramos a continuacién un gas de fermiones no interactuantes. Dado que tratamos
con un sistema de muchos fermiones,usaremos el lenguaje de segunda cuantizacién. En
esta notacion el hamiltoniano se expresa en términos de los operadores de creacién

Yl (r) y aniquilacién 1, (r) de un electron en la posicién (r) y con spin o,
H= / dr Y ! (1) Hooho (r), (4.27)

donde H es el hamiltoniano expresado en primera cuantizacién. Para fermiones libres,
se tiene H = p*/2m con p = —ihd,, pero muchos de los resultados que se derivan a

continuaciéon se aplican también al caso mas general cuando H contiene un potencial
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escalar, un campo magnético o un acople de spin-orbita. Los operadores Qﬁl(r) y @/AJJ(I‘),

satisfacen las relaciones de anti-conmutacion,

~

[ (x), 4 <r'>]+-w< ),w < N+ =0, (4.28)

En la representacién de Heisenberg, la dependencia del tiempo de los operadores 1@* y

1& esta dada por

EMﬁU(r,t) = ﬁ[H th( ZHUU % (4'29)

Noétese que la evolucion temporal del operador de aniquilacién zﬂ en la representacion
de Heisenberg, es formalmente idéntica a la funcién de onda v de particula simple en la
representacion de Schrodinger. A continuacién calculamos las funciones de Green para
los operadores 1), (r) y 1!, (r'). Notaremos estad funciones de Green como G (1, '; t).
Usando la ecuacién de movimiento del operador 1[10(r, t), se puede derivar una ecuacién

de movimiento para la funciéon de Green retardada,

/ - / Z /
KNG (r.x's) = —id()o(r —1')0p 0 — - Z Hoon Gl (v, 7, 1); (4.30)

donde H,,~ es el hamiltoniano de particula simple expresado en primera cuantizacion.
La ecuacién diferencial (4.4), se resuelve con la condicién de frontera G*(t) = 0 para
t < 0. Un célculo similar demuestra que la funciéon de Green avanzada G4, satisface la
misma ecuacién, pero con la condicién de frontera G4(t) = 0 para t > 0. La funcién

de Keldish-Green satisface la ecuacion

QGE, (r,r;t) ZHW,,G (1 t). (4.31)

No existen condiciones de frontera para esta ecuacién. Sin embargo, en equilibrio, G¥
puede ser expresada en términos de G¥ y G4. Esta informacién es suficiente para

garantizar la unicidad de la solucién de (4.5) aun e condiciones de no equilibrio.

Aplicando una transformacion de Fourier a (4.4), se obtiene

% Z(hwéwu — Heoon)GE (2,1 w) = 6,06(r — 1'). (4.32)

con ecuaciones similares para G4 y G¥.

Una solucién formal de (4.6), puede ser obtenida en funcién de los valores propios ¢,

y las funciones propias ¢, ,(r) de H,

¢u (I'/>
GE =h 7 4.33
Sulrari) =13 eotue®), (4.33)
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GA (r,v;w) hz¢gw 8 (”;) (4.34)
— e, —

donde 7 es un infinitesimal positivo. Se puede verificar que las funciones tanto retardada
como avanzada de Green, son analiticas en el semiplano superior e inferior del plano

complejo, respectivamente.

En la ausencia de un potencial de impureza, el hamiltoniano es

hQ
Ho’o” - _%62 oo’ <435)

Para fermiones confinados en un volumen V con condiciones de frontera periédicas, las

funciones propias del hamiltoniano (10) son ondas planas
1 ik-r
ox(r) = —=€"". (4.36)

(En esta seccién omitimos el indice de spin). Dado que las funciones de Green para

fermiones libres se expresan como

1 e
R /. __2:
G (r,r,w)—v - w+in —ex/h’

ik-(r—r’)

1 eik~(r—r’) <437)

GA ’. _
(x, x5 w) V;w—in—ek/h’

con g, = h?k? /2m. Reemplazando la suma en k por una integracién se encuentra

ilk(r—r1’)|
GP(r,riw) = — o 4.38
(r,r;w) 2nh2 =]’ (4.38)
—ilk(r—r")|
GAr,1jw) = -2 © (4.39)

2h? |r — 1|

Para la funcion de Green retardada, k es la solucion de w + in — ¢ = 0 de modo
que Im k£ > 0, mientras que para la funcion de Green avanzada, k es la solucion de

w —1n — € = 0 con Im k£ < 0. Linealizamos el espectro de energias alrededor de Aw
Ep = hw + hU(|k,| — ]{3), (440)

donde v es la velocidad. Dado que el gas de Fermi es invariante respecto a traslaciones,
las funciones de Green dependen solo de la diferencia de posiciones r — r’. Tomando la

transformada de Fourier respecto a r — r/, se tiene

1

“ Cwtin—ec/h
1

w—m—ak/ﬁ

(4.41)

(4.42)
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Alternativamente, se puede considerar a las funciones de Green correspondientes a los
operadores Yy y zblt,, los cuales aniquilan y crean un fermién en un estado propio con

vector de onda k y K’, respectivamente. En términos de los operadores @ZA)(I‘) y zET(r) se

T 1 N —ik-r
o= / dr(x)e
R 1 . .

Pl = W/dl“%“(r)elk'r

Notando esta funcién de Green como Gy i/, se tiene [7]

tiene

Oy 1/
R k.k
(W) = —————— 4.4
Gle (W) Wi —ex/h (4.43)
Oy 1/
Gﬁ,k, (w) — #’ié\l(/h/' (4.44)

4.2. Introducciéon de una Impureza

En esta seccion consideramos electrones no interactuantes en presencia de un potencial
externo. Este es un problema para el cual es posible una solucion exacta. En notacién

de primera cuantizacién, el hamiltoniano que consideramos es

R,
H = —%81. + U(I‘), (445)

donde U(r) es el potencial de la impureza. Aqui y en el resto del capitulo omitimos la
referencia al indice de spin ¢. En notacién de segunda cuantizacion, el hamiltoniano
se escribe en términos de los operadores de creacién W(r) y aniquilacién 2[1(1‘), de un

electrén en la posicion r [7]
2

H= ;—m / dript ()92 (r) + / drpt (r)U (r)i(x). (4.46)

4.2.1. Teoria de Dispersiones

En presencia de una impureza, la cual es descrita por el potencial U(r), las funciones
propias del hamiltoniano (4.45) ya no son ondas planas. Consideramos el caso de una
impureza simple, y asumimos que el potencial U tiene un rango finito. Entonces trata-
mos de encontrar una funcién de onda propia [ix) de H con condicién de frontera de
onda entrante correspondiente al estado no perturbado |k), muy lejos de la impureza.

La solucién puede ser escrita como

) = [K) + ~GOR (e /Ui

h
— )+ %GOR(sk/h)u|k> + %GOR(ek/h)UGOR(ek/h)mm o (a4
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donde U es el operador en primera cuantizacién correspondiente al potencial U(r) y
G° es la funcién de Green de particula libre, vista como un operador en la funcién de
onda |¢y). La serie(4.47) se conoce como serie de Born. Truncando esta serie en el
n-ésimo orden de U, se tiene la n-ésima aproximacion de Born. Definiendo la matriz

de transicién como

1 1
T(w+in)=-U+ SUGU + ...

h h?
1 1
= U+ ﬁL{GORT(w +in), (4.48)
donde 7 es un infinitesimal positivo, se puede escribir (4.47) como
Twx(ex +in)
)+ k'), 4.49
W’k Z k_f':k’ /h+l77| > ( )
con Ty k(w) = (K'|7(w)|k). La matriz Ti x estd relacionada a la funcién de Green

retardada del hamiltoniano total H mediante!
GR(w) = GOR(w) + GOR(w)T(w + in)GOR(w).

Notese que en esta notacion se ha asumido que la suma se toma sobre un conjunto
discreto de vectores de onda y la matriz T" es del orden de 1/V. Usando la ecuacién
(4.12), se halla que la forma asintética de la funcién de onda de la onda dispersado
(4.49) es

ik’-r

L o0 /), f(k’,k):_Q—‘;LTk, (ex+in),  (4.50)

donde el vector de onda k’ se define como k7, donde 7 es el vector unitario en la

De(r) = 6% + f(K k)

direccion de r. Con este resultado se puede escribir la expresion de dos magnitudes

importantes de la teorfa de dispersiones: la seccién eficaz diferencial do/df2,

do m2V?

- = / 2 = —
d0 |f(kak)’ 42 h2

donde df) denota un elemento de angulo sélido; y la razén de transicion

T x(ex + 1) |7, (4.51)

W (K, k) = 21h|Tie x (ex + 11)]?0 (10 — €x). (4.52)

La razon de transicién nos da la probabilidad por unidad de tiempo de que una particula
sea dispersada del estado de onda plana |k) en el estado |k’). Para el orden més bajo
del potencial de impureza U, la ecuacién (4.52) es “la regla de oro de Fermi”. La razén
total de dispersion del estado |k) se encuentra mediante la suma de la ecuacién (4.52)

sobre todos los momentos salientes,

Tk

1 :
— = QWEZ | The (e + 1) |0 (g1 — €x)- (4.53)
k/

'Puede encontrarse un tratamiento amplio de esta ecuacién en L. Ballentine (1998), p. 447
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Es importante mencionar también que la matriz T esta relacionada con el “teorema
optico estdndar”, que se obtiene cuando k' = k,
ImTiex(ex + i) = =7 3 [Ty x(ex + i0)[*0(w — &1, /7). (4.54)
ki
El teorema optico relaciona la amplitud de dispersion incidente con la intensidad de la

onda dispersada total [7].

4.2.2. Matriz de Transicién para una Impureza

A continuacién estudiamos el caso en el que se tiene un potencial de funcién delta de
Dirac U(r) = ad(r) en el origen. Aplicando la transformada de Fourier a la base de
estados de onda plana y usando la notacion de segunda cuantizacion, el potencial U

puede ser escrito como

a A A
= > gt (4.55)
k.q

Entonces la ecuacién para la matriz T es
a 1

Bl ) = R e

(4.56)

donde se ha abreviado
GOR E GOF (W) E 4.57
kk [/ w + ZT] — Efk//h ( )

Una definicién similar puede ser dada para G%4(w). Né6tese que la matriz T es isotrdpi-

ca, es decir, para un potencial dispersivo de funcién delta de Dirac, la dispersiéon es
equiprobable en todas las direcciones. Dado que T’ es isotrépica, soélo uno de los valores
propios de T es distinto de cero. La forma mas simple de calcular el correspondiente
corrimiento de fase §, es notar que T'(w + in) = T'(w — in)*, de manera que
sisw) _ Lw+in) 1—(a/h)Gw —in)
CT(w—in) 11— (a/R)Gw+in)

La parte real de G°(w + in) depende débilmente de w. Formalmente, para una relacién

(4.58)

de dispersién cuadrética e, = A%k?*/2m y para un dispersor de funcién delta de Dirac,
ReGO(w + 47) es divergente en el ultravioleta. La parte imaginaria de G°(w — in)
estd relacionada a la densidad de estados por unidad de volumen 1 en la energia
hw y en ausencia de la impureza,

/{32
Sy
donde v = (1/h)0e/0k es la velocidad del vector de onda k. Con la ayuda de la ecuacién
(4.59) podemos expresar 1" es funcién de 0 y vy [7],

ImGO(w +in) = —mhiy(w) = — (4.59)

, 2TV st
Tiw(wtin) = ~ e =0 gin §(w) (4.60)
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Figura 4.3: Curvas de magneto-conductancia medidas a T' = 45 mK. Las diferentes curvas
son medidas para distintos enfriamientos del mismo alambre de GaAs. Imagen tomada de P.
Brower (2005), p.70 (D. Mailly and M. Sanquer, J. Phys. (France) I 2, 357 (1992)).

4.3. Muchas Impurezas

En la seccién anterior hemos visto que es dificil pero aun realizable el cédlculo de la
funcion de Green para una impureza simple. En presencia de muchas impurezas, el
calculo de la funcion de Green es casi imposible. Sin embargo no es necesario calcular
la la funciéon de Green en presencia de muchas impurezas ya que no se conocen las
posiciones exactas ni los potenciales de todas las impurezas en una muestra real. Es
claro que si no conocemos el potencial exacto U(r), no tiene sentido calcular la funcién
de Green exacta en presencia de este potencial. La informacion que se tiene usualmente
es la concentracion de impurezas y la forma del potencial de una impureza, ademas
de las especies quimicas de los atomos de las impurezas y sus localizaciones preferidas

dentro de la red cristalina unitaria.

Con esta informacion se puede considerar un ensamble de diferentes muestras, todas con
la misma concentraciéon de impurezas, pero con distintas localizaciones de impurezas.
Tales muestras se denominan macroscopicamente equivalentes pero microscopicamente
diferentes. Calculamos entonces cantidades que son promediadas sobre este ensamble.
Tal promedio se denomina “promedio de desorden”, para distinguirlo del promedio
térmico que se ha considerado usualmente. Existe una diferencia importante entre
promedios de desorden y promedios térmicos. En un promedio térmico uno se promedia
sobre fluctuaciones dependientes del tiempo. De acuerdo al principio ergddico, si se
espera un tiempo suficiente, una muestra accedera a todos los estados accesibles del
sistema. De esto, el promedio térmico es igual al promedio en el tiempo. En un promedio
de desorden, se promedia sobre las configuraciones de las impurezas. Para una muestra
dada, las impurezas tipicamente no se mueven. De aqui, para obtener un promedio de
desorden experimentalmente se debe involucrar muchas muestras que tengan la misma

concentracion de impurezas pero distintas localizaciones de las impurezas.
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Figura 4.4: Promedio y varianza de las curvas de magneto-conductancia de la Figura 4.1,
junto con las predicciones tedricas. El promedio y la varianza fueron tomados sobre 50 difer-
entes configuraciones de desorden. La imagen fue tomada de P. Brower (2005), p.71 (D. Mailly
and M. Sanquer, J. Phys. (France) I 2, 357 (1992)).

Una manera de obtener un promedio de desorden experimentalmente es el ciclo térmico
donde repetidamente se calienta y enfria la muestra. La razon por la que esta funciona
es que a una temperatura suficientemente alta, las impurezas son méviles. Por esto,
después de calentar y enfriar la muestra una vez, se obtiene una configuracion de
impurezas estatica. Un ejemplo de este procedimiento se muestra en la Figura 4.3. Aqui,
la canductancia de un alambre metalico es medida en funcién del campo magnético.
Las diferentes curvas corresponden a las diferentes enfriamientos del mismo alambre.
Junto con el enfriamiento, las curvas de conductancia son enteramente reproducibles,
como se puede esperar para una configuracion de impurezas estaticas. Existen pequenas
diferencias entre los enfriamientos ya que cada curva de enfriamiento corresponde a
una configuracion distinta y leve de las impurezas, para las cuales se esperan ligeras
diferencias en las funciones de Green y por tanto, ligeras diferencias en la conductancia.
De los datos experimentales de la Figura 4.3 se puede calcular la conductancia promedio
de este conjunto de alambres, la varianza, etc. Por tanto estas cantidades pueden ser
comparadas con los resultados tedricos. Se pueden observar graficos de la conductancia
media y de la varianza en la Figura 4.4 [7].

4.3.1. Promedio de Desorden

En esta parte se discute cémo un promedio de desorden es tomado con el formalismo de
las funciones de Green. El efecto conjunto de todas las particulas se describe mediante
el potencial

Ulr) = Z u(r —r;), (4.61)

Jj=1
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donde 7; es la localizacién de la j-ésima impureza. La transformacion de Fourier del

potencial es

Nimp

1 A .
Uqg = v / drU(r)e "% = ugq Z e " (4.62)
j=1

donde uq es la transformada de Fourier del potencial de dispersién para una particula
simple. Para potenciales de impureza de delta de Dirac de particula simple tenemos

u(r) = 0(r), se tiene que uq = u/V.

Desarrollando el promedio de desorden para la funciéon de Green, debemos promediar
los productos del potencial de desorden Uq sobre las posiciones de las impurezas. Los

promedios correspondientes son

(Uq) = tgNimpdq,0,
(Uq1Uq2) = uqrtiq2[Nimp(Nimp — 1)041,0042,0 + NimpOa1-+az,0],
(Uq1Uq2Uqs) = uq1uqztiqs[Nimp(Nimp — 1) (Nimp — 2)0q1,0042,0043,0
+ Nimp(Nimp — 1)(0q1,0002+43,0 + 42,00a1+43,0 + 943,00q; +a2,0)]
+ Nimp5q1+q2+q3,07 (4-63)

y asi sucesivamente. Consideraremos el caso en que la muestra es grande y de muchas
impurezas. En este caso se pueden despreciar las diferencias entre Niyp, —1 0 Nipp —2'y
Ninp en las formulas anteriores. Estudiar el caso de muchas impurezas no significa por
ejemplo despreciar los términos Nipmpdq1+q2,0 €0 la segunda linea de la ecuacién (4.38)
con respecto al término N, 0q1,00g2,0- La razén es que el término precedente tiene una
sumatoria mas sobre los momentos, lo cual puede traer factores extras de volumen.
Nétese que para una concentracion fija de impurezas, Ny, €s proporcional al volumen

de la muestra V.

El promedio de desorden se toma después del promedio térmico. Basandose en la
ecuacion (4.38), se puede formular un conjunto de reglas diagramaticas para el prome-
dio de las impurezas, que debe ser implementado sobre las reglas diagramaticas para

el promedio térmico. Estas reglas son:

» El momento debe ser conservado en cada vértice de la impureza (representado

por una estrella en el diagrama).
» Cada vértice de la impureza contribuye un factor Nipy,.

= Un numero arbitrario de lineas punteadas puede encontrase en cada vértice. Cada
linea punteada de una impureza que lleva un momento q contribuye con un factor

uqg [7].
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Figura 4.5: Expansién diagramética del promedio de desorden de la funcién de Green de

particula simple (Gk k/(iwy,)). Imagen tomada de H. Bruus (2002), p.188.

4.3.2. Funcién de Green de Impureza Simple

A continuacion usaremos las reglas diagramaticas derivadas en las secciones anteriores
y el formalismo de tiempo imaginario para calcular el promedio de desorden de la
funcién de Green de particula simple. La derivacién en tiempo real del formalismo de
Keldysh procede de la misma manera. Nuestra primera observacion es que el promedio
de desorden restablece la invariancia de traslacién, por tanto, (Gx (7)) es distinto de

cero solo si k = K/,

(Gipe (1)) = (T (7). (0)) = (GuelT)) e (4.64)
Una expansion diagramatica para (Gx(iw)) se muestra en la Figura 4.5, donde las eti-
quetas para las frecuencias imaginarias y para los vectores de onda han sido omitidos
(se los puede incluir de acuerdo a las reglas diagraméticas de la seccién anterior). La
expansion diagramatica de la Figura 4.5 se ve muy extensa, sin embargo se puede
introducir cierto orden en esta expansiéon mediante el concepto de los diagramas irre-
ducibles. Un diagrama se dice irreducible, si no puede ser separado en dos partes al
cortar una linea interna de particula simple. Por ejemplo el primero, segundo, tercer,
quinto y octavo diagrama en la expansién de la Figura 4.5 son irreducibles. La suma de
todos los diagramas irreducibles, sin las lineas externas de los fermiones, se denomina
“auto-energia” y se denota como Y. Diagramaticamente, la auto-energia se expresa
mediante la expansion de la Figura 4.6. En términos de la auto-energia, se observa que

la funcién de Green del promedio de desorden obedece la ecuacién de Dayson? (véase
Figura 4.7),

(Gre (iwn)) = (G (iwn)) + (G (1wn)) Bic(ion) (Gieae (iwn ) (4.65)
La solucién de esta ecuacién es
0 .

1— (g&k, (iwn)) Xk(iwn) Ciwy — e+ — Si(iwy)

2Esta relacién fue deducida por Edwards (1958).
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v Suma de todos los diagramas irreducibles en (Gi )y,
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Figura 4.6: Expansion diagramética de la autoenergia ¥y para el promedio de desorden de
la funcién de Green de particula simple (Gy w/(iwy)). Imagen tomada de H. Bruus (2002),
p-189.
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Figura 4.7: Representaciéon diagramética de la ecuacién de Dyson para el promedio de des-

orden de la funcién de Green (Gx k(iwy)). Imagen tomada de H. Bruus (2002), p.189.

Con este resultado, hemos reducido el calculo del promedio de desorden de la funcion
de Green de particula simple al de la auto-energia >y (iw,). La razén por la cual
Yk (iw,) se denomina auto-energia, es evidente mediante la ecuacién (4.42): la auto-
energia prove un cambio de la energia € que aparece en el denominador de la funcién

de Green de particula simple.

Sin embrago, la expansién diagramatica de la auto-energia es muy complicada para ser
resuelta exactamente. En el limite de una concentracién baja de impurezas, es posible
restringirse la expansién diagramatica a los diagramas que tienen un solo vértice de
impureza. En efecto de acuerdo a las reglas diagraméticas de la seccion previa, cada
vértice de impureza contribuye con un factor Nj,,, de manera que los diagramas con
dos o mas vertices de impureza contribuyen a concentraciones de impurezas de mayor
orden. La aproximacién en la cual se consideran diagramas con un vértice de impureza
se refiere generalmente como la “aprorimacion de Born”. Se dice que una aproximacién
de Born es de n-ésimo orden, si esta conserva sélo los diagramas de auto-energia con

n + 1 o menos lineas de impurezas. Para la auto-energia esto implica

Y (iwn) =Nimpluo + Z u,qgﬁm(z’wn)uq—i—
q

+ Z U—qy glg+q1 (iwn)UQ1—Q2gg+qz (inL)ufn +.. ] (467)

q1,92
Si comparamos esto con la expresion para la matriz T' de impureza simple de la ecuacion

(4.24), se llega a una conclusiéon importante
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Figura 4.8: La parte imaginaria de la autoenergia se relaciona con el tiempo de dispersion 7y
y por tanto también con la longitud de dispersién elastica | = vp7y, donde vg es la velocidad
de Fermi. Imagen tomada de H. Bruus (2002), p.193.

En los calculos, es de interés la continuacién analitica de la auto-energia a frecuencias
reales w £ 1n. después de la continuacién analitica, la parte real de la auto-energia no
es nada mas que un cambio en el polo de la funcién de Green de particula simple. Este
es usualmente despreciado ya que es un funcion lenta de k y w que puede ser absorbida
e una redfiniciéon del potencial quimico o de la energia cx. La parte imaginaria de la
auto-energia es mas importante, ya que puede ser expresada en términos del tiempo

de dispersién tauy usando el teorema éptico de la ecuacién (4.30)

Ty (w + in) = ImSy (w — in)
= — N O |Tito () [26(w — 1 n)
k/

1
_ 4.69
27’1(’ ( )

donde 1/7y es la razén de dispersion fuera del estado propio de momento |k). La razén
de dispersién es Ny, veces la razén de dispersién causada por una sola impureza de
la ecuacion (4.29). Esto ocurre sélo en el caso limite en el que la concentracion de
las impurezas es baja. En la denominada aprozimacion de Born auto-consistente, se
reemplaza la funcién de Green no perturbada G° por la funcién de Green de promedio
de desorden (G) en el célculo de la matriz T'. De esta forma se toman algunos efectos

propios de concentraciones altas de impurezas [7].
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Capitulo 5

Interaccion de Fotones con un

Plasma con Impurezas

En la naturaleza encontramos sistemas fisicos que corresponden al estado de la ma-
teria en el estado de plasma (es decir con sus componentes ionizados) que contienen
impurezas, que en general tienen dimensiones del orden de los micro-metros (~ pm)
[26, 27]. Estos plasmas con impurezas han sido brevemente descritos en la seccién 1.4.
En este capitulo se estudia la interaccion de radiacion electromagnética con un plasma
con impurezas. Para esto se calcula y analiza el coeficiente de atenuacion del plasma,
partiendo de un modelo simplificado de un gas de electrones con impurezas. Se demues-
tra que la seccion eficaz de Compton de los electrones no se ve afectada por la presencia
de las impurezas. Se investigan las variaciones de la concentracién de electrones cau-
sadas por la presencia de impurezas para algunos ejemplos de plasmas experimentales.
Luego, para un plasma determinado, se calcula el coeficiente de atenuacion del sistema
y se analiza graficamente las contribuciones de las impurezas y del gas de electrones
al coeficiente de atenuacion. Finalmente se calcula y analiza las variaciones del camino

libre medio, debido a su interpretacion fisica inmediata.

5.1. Modelo para el Plasma con Impurezas

El problema fisico que vamos a estudiar a continuacién, son los efectos a nivel cuantico
que existen en la interaccién entre radiacién electromagnética (fotones) en un plasma
con impurezas. Para poder estudiar este problema es necesario establecer un modelo
que nos permita simplificar la gran cantidad de variables que existen en un proceso fisico
de esta naturaleza. Primeramente, no tomaremos en cuenta la presencia de los iones

positivos. Este procedimiento es usual y una buena aproximacion para la descripciéon

68
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y el estudio introductorio de los plasmas en general. Esto se debe a que la radiacién
electromagnética interactia principalmente con los electrones del plasma [1, 2]. El
resultado es un gas de electrones con impurezas, el cual ya hemos tratado en la seccién
4.3, donde hemos estudiado que la funcién de Green del gas de electrones experimenta
una variacion debido a la presencia de impurezas, lo cual modificara directamente la

concentraciéon de electrones en el sistema.

Es de nuestro interés estudiar cémo estas modificaciones afectan a la interaccion del
plasma con impurezas con la radiacién electromagnética, y una manera de hacerlo
es analizando el comportamiento del coeficiente de atenuacién del sistema. Para esto
empezamos mencionando la ecuacion de trasporte radiativo de la seccion 2.2, expresada

en funcién de la frecuencia del fotén v

dl,
dz

= —pk, 1L, + pjo. (5.1)

Partimos de esta ecuacién debido a su generalidad en la descripciéon de procesos de
interaccién de la radiacién con la materia, y para recalcar que nos restringiremos a
estudiar solo los procesos asociados a la dispersién y absorcion de los fotones por parte

del sistema, es decir
dl,
= —(pry)1,. 5.2
= (o) (52)

Aqui podemos definir al término prk, como el coeficiente de atenuacién de la radiacion

del sistema «. Resolviendo (5.2) obtenemos la ecuacién usual de atenuacién de la

radiacion en un medio

I,(x) = Lpe *". (5.3)

El coeficiente o de un sistema con varios componentes se puede determinar mediante

la suma de los coeficientes de atenuacién de cada componente, es decir
a = E o; = E n;o; (54)
i i

donde n; es la concentracion del i-ésimo componente que contenga el sistema y o;
es la seccion eficaz correspondiente. Para el sistema que estamos analizando tenemos
entonces que el coeficiente de atenuacién total ap seria la suma de los coeficientes de

atenuacion correspondientes al gas de electrones y a las impurezas, es decir
ar = Qe + Qlimp- (5.5)

Aqui consideramos que la secciones eficaces de los dtomos de la impureza y de los
electrones no se ven afectadas con respecto a las formas presentadas en la seccién 2.3.
En el caso de las impurezas las consideramos compuestas por materia comun, lo que

significa que sus atomos y moléculas van a interaccionan con los fotones incidentes
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Figura 5.1: Seccién eficaz total para el aluminio (Z=13) en funcién de la energia del fotén.
Se muestran las contribuciones de la dispersiéon de Rayleigh or, la absorcién por efecto
fotoeléctrico oy, la dispersién de Compton o¢, la produccién de pares por el campo del

nucleo o

pp(nucl) Y Por el campo de un electrén o

pp(e)-

de todas las formas descritas en la seccion 2.3, dependiendo de la energia Aw de cada

fotén. Por tanto el coeficiente de atenuacién de las impurezas puede expresarse como

Oimp = nimp(UR + Oph +oc + Upp(nucl) + Upp(e))imp7 (56)

donde niyp es la concentracion de las impurezas, o la seccién eficaz de Rayleigh, oy
es la seccion eficaz del efecto fotoeléctrico, o¢ es la seccion eficaz de Compton, opp(nuci)
es la seccion eficaz de la produccién de pares en la presencia del campo de Coulomb
de un nicleo y oy, es la seccién eficaz de la producciéon de pares en la presencia del

campo de Coulomb de un ntcleo.

Omitimos mencionar explicitamente las férmulas de las secciones eficaces de (5.6) en
este capitulo debido a su extension, pero es importante mencionar las dependencias de

cada seccién eficaz en las propiedades de las impurezas

ORr = OR(M, Timp, Mw)

ph = Opn(Zatom, hw)

oc = oc(hw) (5.7)
O pp(nuct) = Opp(nuct)(Zatom, Mw)

Opp(e) = Opple) (hw).
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Figura 5.2: Descripcién gréfica de la interaccién de fotones con un gas de electrones con

impurezas. En el modelo, los electrones estdn en un ensamble gran-canénico (u, T, V) y las

impurezas estdn en posiciones fijas con una concentracién nip, y potencial u(r).

Aqui, m = ngpp/Nmeq es la razén entre los indices de refraccién de la impureza ngy, y el
medio circundante n,,.q4; Timp €s €l radio de la impureza, en el caso especial de considerar
cierta simetria esférica; Z,;om €s el nimero atémico de los atomos o moléculas que
componen la impureza, y hw es la energia del foton incidente, que como se observa se
mantiene presente en todas las secciones eficaces. Definiendo una seccién eficaz total

para las impurezas como
Otot = OR + Oph + 0C + Opp(nuct) + Tpp(e), (5.8)
podemos expresar (5.6) de la forma
Qimp = nimpatot(ma Timp, Zatom, hﬂ)) (5-9)

En la Figura 5.1 hemos graficado la seccién eficaz total para el aluminio (Zagom = 13)
calculada a partir de datos experimentales tomados de la pagina web del NIST (Nation-
al Institute of Standards and Technology) [28]. Se pueden observar el comportamiento

caracteristico de cada seccién eficaz y el pico de la capa atémica K.

En el caso del coeficiente de atenuacion del gas de electrones, solo las dispersiones por

el efecto Compton contribuyen a la seccion eficaz, es decir
e = neoc(hw). (5.10)

Considerando (5.9) y (5.10), para el coeficiente de atenuacién total del plasma con

impurezas (5.5) tenemos

ar = negC(h‘U) + nimpatot(ma Timp, Zatoma hw) (511)
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Aqui necesitamos analizar la concentracién de electrones n., ya que a nivel cudntico,
la presencia de impurezas en un gas de electrones produce cambios en la funcion de
Green del sistema, la cual es proporcional a la concentraciéon de electrones. Ademas,
es de interés analizar si la seccién eficaz de la dispersiéon de Compton experimenta
alguna modificacién al introducir las impurezas en el gas de electrones. Mas adelante

analizaremos en detalle cada uno de estos posibles efectos.

5.1.1. Descripcion del Modelo y Restricciones

A continuacién planteamos un modelo conveniente para el sistema del gas de electrones
con impurezas. Suponemos que el gas de electrones se encuentra en un ensamble macro-
canodnico, es decir, el sistema tiene un volumen finito V' y una temperatura definida 7.
El ntimero de electrones N del el sistema es variable, por lo cual tienen asociado un
potencial quimico u, que representa la energia necesaria para intercambiar un electrén

con el medio circundante.

Las impurezas se encuentran distribuidas en el gas de electrones en forma desordenada,
con una concentracion nin,;, y un potencial de interaccion u(r). En la Figura 5.2 podemos
ver un esquema del sistema que estamos proponiendo. El hamiltoniano del gas de

electrones y las impurezas estaria dado por
H = (Te + V:z—e) + (T‘lmp + ngp—imp) + Vimp—ea (512)

donde 7¢ es la energia cinética de los electrones, Ti,,, es la energia cinética de las
impurezas, V._. es la interaccion entre electrones, Vimpimp €s la interaccién entre las
impurezas y Veimp €s la interaccion entre las los electrones y las impurezas. Para sim-

plificar el estudio de este sistema podemos aplicar las siguientes restricciones:

1. Dado que conocemos que las impurezas en un plasma tienen un potencial apan-
tallado, el rango de interaccién es corto para distancias grandes respecto a las
dimensiones de la impureza. Por tanto a bajas concentraciones de impurezas

(Nimp < ) podemos presidir del término Vimp-imp-

2. Considerando que la temperatura de las impurezas es mucho menor que de la
del gas de electrones, entonces la velocidad de las impurezas es mucho menor
respecto a la de los electrones, por lo cual podemos asumir que 7j,,, = 0, y por

consiguiente que las impurezas pueden considerarse en posiciones fijas.

3. Consideramos como primera aproximacién para el anélisis del problema, que los
electrones no interaccionan entre si. Esto se puede justificar debido a que los

electrones en un plasma actiian como cuasi-particulas, es decir, no interaccionan
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con el potencial de largo rango de Coulomb sino con un potencial apantallado
de Debye [10]. Ademds para concentraciones relativamente bajas y temperaturas

altas, las interacciones entre ellos puede ser muy pequena, es decir V,_. = 0.

Con estas restricciones y simplificaciones, el modelo para el plasma con impurezas se
simplifica para el andlisis. Este viene a ser un gas de electrones no interactuantes, con
impurezas de baja concentracion localizadas en posiciones fijas aleatorias. Este sistema

es descrito por el siguiente hamiltoniano

H =T, + Vipee. (5.13)

5.2. Seccién Eficaz de la Dispersion de Compton

En esta seccion analizamos el comportamiento de la seccién eficaz de la dispersién de
Compton en un gas de electrones con impurezas. Para esto seguiremos un procedimiento
analogo al calculo de la seccién eficaz de dispersion de Compton para un electron
libre propuesto en [20]. La diferencia radicara en que el electrén que vamos a analizar
estd relacionado con un propagador Sgg, propuesto también en [20], en el cual se

incluyen los efectos de un gas de electrones. Este propagador se expresa de la siguiente

forma
__ PEtme : 2 ©(po) ©(—po)
Srap) = S5 gp T2+ mo)dw” —mo) | e F G + 1
= Sr(p) +iSa(p), (5.14)

donde p = v,p" es el cuadri-momento del electrén (v, son la matrices gama), po = €p =
\/m es la energia relativista del electrén', Sy es el propagador del electrén libre
y Sq es la contribucién del gas de electrones al que pertenece el electréon. El término
entre corchetes de la primera linea de (5.14), corresponde a las contribuciones del gas
de electrones y del gas de positrones respectivamente (ver Figura 5.3). Observamos
que tienen la forma de distribucién de Fermi-Dirac, por lo cual podemos definir a este

término como la densidad de estados del gas de electrones y positrones

(n(ex —p)) = m (5.15)
(n(ex + p)) = L (5.16)

o @ﬁ(Ek"rﬂ) + ]_

De la seccion 4.3, conocemos que la funciéon de Green del sistema es proporcional a
la densidad de estados, de modo que podemos asociar de manera general este térmi-

no a la funcién de Green de promedio de desorden del sistema (seccion 4.3). Por lo

'En esta seccién se utilizard las unidades naturales, es decir A = ¢ = 1.
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Figura 5.3: Densidad de estados para un gas de electrones a temperatura finita. Las zonas
marcadas representan estados ocupados de electrones y positrones. Imagen tomada de W.
Greiner (2003), p. 66.

tanto, podemos asumir que la influencia de las impurezas en el gas de electrones debe

manifestarse mediante este término.

A continuacion calculamos la seccion eficaz diferencial de la dispersion de un fotén
por un electrén en el gas. Para esto, se utilizara los parametros dados por el diagrama
de Feynman de la Figura 5.4, donde se muestran los dos procesos equivalentes de la
dispersién entre un electrén de cuadri-momento y polarizacién (p;, s;) y un fotén en
la medida (gauge) transversal de cuadri-momento y polarizacién (k, e). Partimos de la

siguiente expresion

i d dk’
_ |5f|V Pr

Al A RGeS

(5.17)

donde J es el flujo de fotones entrantes, dpy y dk’ son los elementos de volumen del es-
pacio de fases del electrén y fotén finales respectivamente. Sy; es la matriz de transicion

de la dispersion, definida mediante las reglas de Feynman como

e | m3 (47)2 A
R s R I Sser ey Y AR E—p —k
S V2\ E,E; 2w2w’( ™) 0 (pr + pi )X

< u(py,sg) (i #)iSvc(pi + k)i £) + (i )iSea(pi — k)@ £)]ulpi, si),  (5.18)

donde E; y Ef son los energias de los electrones inicial y final respectivamente, w y
w' son las energias del fotén entrante y saliente respectivamente, la funcién delta de
Dirac 0*(ps + k' — p; — k) garantiza la conservacién del momento y la energia, u(p;, s;)
y u(ps, sy) son los espinores de los electrones inicial y final respectivamente, ¢y £’
son los cuadri-vectores de polarizacién del foton entrante y saliente respectivamente.

Finalmente, Spg es el propagador del electron en el gas definido en (5.14).

El célculo de la seccién eficaz se realizard en el sistema de laboratorio (ver Figura 5.5),

donde el electrén estard inicialmente en reposo, es decir, p; = (mg, 0). En este sistema
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Figura 5.4: Diagramas de Feynman que describen la dispersion de Compton. Imégenes
tomadas de W. Greiner (2003), p. 189.

de referencia, (5.17) puede expresarse como

do yw'?

T = 02 oy, 50) [7Sralpi-+ 1) £+ #Sealp — K) Aulpos)ls (5.19)
donde « es la constante de acoplamiento y ademas se ha integrado la delta de Dirac
de (5.18). Para electrones no polarizados se debe promediar (5.19) sobre los espines
iniciales y sumarlos sobre los espines finales. Utilizado la técnica usual mencionada en

[20] para eliminar los espinores de los electrones se tiene

do do
NoA) == — oA A
doy NN =5 2 gl s XA
s, sy
2
w1 ¢f+mo Pi +mo -
=T r 2
—Y 29 r{ 2mg 2mg ’ (5.20)
donde el operador I' esta definido por
[ =¢Sec(pi + k) ¢+ #Sva(pi — k) ¢, T =7"TH". (5.21)
Considerando (5.14), I" adquiere la forma
I =Ty +ilg. (5.22)

Reemplazando esta ecuacion en (5.20) tenemos

do w? 1 B+ mo g +mo,—
N =a?— ZTrd 0Ty 4 il ) & Tp + i
ko/( ) w2 2 1"{ 2m0 ( F+Z G) mg ( F_I—Z G)
12 1 ;
—22 Ty i +m0 ]j +mOFF
w? \ 2 2myo 2myo
1 , _
+ ZTr ﬁf +mOFG ﬁz +mOFG +
2 2m0 2m0
; = 1 ; =
Ly [l tmop ditmop U Ly [hrtmop ditmop 11
2 2my 2my 2 2my 2myq

(5.23)
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S0

Figura 5.5: El fot6n saliente es dispersado respecto al entrante un éngulo 6 en el elemento
de dngulo sélido ds. Imagen tomada de W. Greiner (2003), p. 193.

Podemos definir los términos de esta ecuacién de la siguiente forma

do do do do
kof< A (ko’)F+ (ko’>G+Z<ko’)FG’ 20

donde observamos que la seccién eficaz diferencial se ha divido en tres contribuciones,

de las cuales (do /d€Y ) corresponde al electrén libre y (do/d€ ) al gas de electrones.
i (do/dS% )pg es una contribucion combinada, pero al ser imaginaria, no se la tomara en
cuenta. El calculo de la primera contribucion es conocido y conduce a la secciéon eficaz

diferencial de Klein-Nishina, es decir

do yw? 1 [ w
B N LA | A L1 5.25
<ko/)F @ w? 4m3 |:(U * w' * (6 8) ( )

Calculamos la contribucién del gas de electrones, tomando en cuenta (5.21) y (5.22)

( ds ) —2” 1Tr{M<¢sG<pi+k> 7+ #Sa(pi — k) #)x
G

Wk’ w? 5 2my
X .751’2‘;:)”0_(?’5(;@1 + k) ¢+ £Sc(pi — k') g;)} . (5.26)

Dado que Sg esta dado por (5.14), para facilitar los cdlculos podemos definir los térmi-

nos A y B de la siguiente manera

Olepa) . Ol=epd)
. — . ) 2 _ 2 Pit+ p1+
SG(pl + k) — 271—(%2—’_ k -+ mO)(S((pZ + k) m0> |:eﬁ(epi+k_'u) + 1 QB(EPiJrkJ"/") + 1
= (#i+ K +mo)A(pi + k), (5.27)
Oepre) | Ol—pr)
N — R ! o N2 — 2 P Pi
SG(pZ - k ) - 271-(%1 k + m0)5((pz k ) mo) |:6ﬁ(5pik/—li) _|_ 1 6:6(€pi7k/+li) + 1

= (#i— ¥ +mo)B(pi — k). (5.28)

Se puede simplificar las expresiones para ['¢ escogiendo una trasformacion de medida
(gauge) conveniente, en la cual los vectores de polarizacién son ortogonales al momento

inicial del electron, es decir

/
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Aplicando estas definiciones, para (5.26) tenemos

(dcﬂili)@ ZO‘Q% %Tr{]@;:%(ﬁ”(%ﬁ K+mo)A ¢+ #(#i— ' +mo)B ¢)x

%z"’mo

T T Frmo)A 71 70 w+mwa}

_ﬂW“lﬂ{W+m%A¢k¢+B¢kw

w? 2 2
R IR ) (5:30

Aqui hemos consideramos que los términos A y B son reales, por lo tanto A = A y

B = B. Evaluamos (5.30) de la siguiente manera

do W21 1|, :
Qm)quEEZ?14p«m+mwfﬁﬂ%+mw¢kﬂ+
T
+B*Te {(fy +mo) ¥ ¢ (4 +mo) ¢ K ) +
T>
+ABTe{(# +m0) ¢ K (Wi +m0o) & K {f}ﬂ‘

15

"‘BAEFT{(W +mo) ¢} £ (pi+mo) ¢ K ?’]; - (5.31)

~
/
T3

En (5.31) puede demostrarse que T3 = T4. A continuacién mencionamos algunos pro-

ductos escalares que seran ttiles en los calculos

k k=K K=-k=¢ -K=c-p=¢-p=0, (5.32)
cre=¢e-d =1 (5.33)

Con estos resultados, evaluamos las trazas Ty, Ty, T3 y T4 de (5.31), obteniendo lo

siguiente

Ty = 8(k - pi)[(K - pi) +2(k - ')7]

= S8wmglw'mo + 2(k - £')?] (5.34)
Ty = 8(k - pi)[(k - pi) — 2(K - £)?]
= 8w'mglwmg — 2(K' - €)?] (5.35)
Ty =T5 = 8(k - pi) (K - pi)[2(e" - €)* — 1] — 8(k - ') (K- pi) + 8(K' - €)(pi - k)
= 8miww'[2(e" - €)? — 1] — 8mow'(k - £')? + 8mow (k' - €)% (5.36)

Considerando las coordenadas de laboratorio, es decir k - p; = wmg, k' - p; = w'mg y
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Figura 5.6: Seccién eficaz total de la dispersién de Compton.

teniendo en cuenta (5.32) y (5.33), podemos evaluar las delta de Dirac del término A

5(]922 + k242 K — mg)
= (2mow). (5.37)

0((pi + k)* = mg)

De igual manera para la delta de Dirac del término B. Seguidamente evaluamos eval-
uamos los términos A% B? y AB considerando (5.27) y (5.28)

AP = 4n8% (2mow) [0 (ko) (n(ep;+ic — 1)) + O(—ko) (n(ep 4 + )]’

- e hlepne) (5:3%)
B? = 4502 (—2m0e!) (6 (o) (n(ep, 10 — 1)) + O(—ho) (nlep, 10 + )]
- D hlen ), (539
AB = BA = = 500 hlep (e 1) (5.10)

Por conveniencia, aqui hemos definido las funciones h(ep,+x) v h(€p,—x/) para simplificar
la notacién. Finalmente, considerando (5.34-5.36) y (5.38-5.40) podemos evaluar la
seccién eficaz diferencial (5.31), obteniendo lo siguiente
= 2 2
(%)G :azi_z;_% [ (w)[w'mo + 2(k - &)’ n(ep, 1)+
+w' (W) [wmo — 2(K - €)*]h(ep, 1) —
—20(w)d(w') (meww'[2(" - €)* = 1] — W' (k- €')* + w(k' - £)*)h(€p 1) h(€p;—x)] -
(5.41)

Observamos que cada uno de los términos de esta ecuacién contiene uno de los siguientes

productos [21]
wi(w) =w'o(w') =0. (5.42)
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( dii/)G — 0. (5.43)

Como se ha demostrado, la contribucion del gas de electrones a la seccién eficaz difer-

Para (5.41), esto implica que

encial de la dispersién de Compton es nula. Las funciones h(ep,+x) y h(ep,—x) definidas
en (5.39) contienen la informacién de la densidad de estados que es proporcional a la
funcién de Green del sistema. Dado que estos términos se anulan, esto implica que
la influencia de las impurezas ejercida mediante la densidad de estados del gas de

electrones, no afecta a la seccién eficaz de dispersion de Compton.

Como se menciona en la seccion 2.3, la integracién de (5.25) respecto a los dngulos
conduce a la seccién eficaz total

1+x<2x(1+x)+i)m<1+2x>—

14 22 2x

143z
(1+42z)2|’

oo(x) = 2mr? { (5.44)

23
donde z = w/myg. Esta funcién se puede ver en la Figura 5.6 y es la que se usara en los

calculos posteriores.

5.3. Concentracion de un Gas de Electrones con

Impurezas

Tomando en cuenta el modelo simplificado para el plasma con impurezas de la seccién
5.3, el hamiltoniano (5.13) describe la energia cinética de los electrones y el potencial
de interaccion entre las impurezas y los electrones,

h2

H=—N? A4
2m r + V<r)7 (5 5)

donde m es la masa del electron y A, es el laplaciano respecto a las coordenadas del
electrén. Observamos que este hamiltoniano tiene la forma del estudiado en la seccion
4.3 para el gas de Fermi con impurezas. Para nuestro problema, las impurezas también

se mantienen fijas, por tanto el potencial externo Viyp.e se expresa como

V(r) = fu(r -P,), (5.46)

donde la sumatoria va sobre todas las Nj,p impurezas que se encuentran en el gas
de electrones (Nimp = Nimp/V, V el volumen del sistema), ubicadas en las P; posi-
ciones fijas distribuidas aleatoriamente, y u(r — P;) es el potencial de una impureza
individual sobre cada electron. Siguiendo el procedimiento de la seccion 4.3, buscamos

la funcién de Green del sistema en el formalismo de Matsubara (seccién 3.4), la cual
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Gk imp = —a—+ —a—) x (—q—+—<—@—<—+)
~0 ~0 1
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Figura 5.7: Representaciones diagramaticas de (a) la funcién de Green de promedio de des-

orden y (b) la expansion en serie de la auto-energia. Imdgenes adaptadas de Bruus (2002).

es proporcional al nimero de estados del sistema debido a su definicién mediante los

operadores de creacién y aniquilacién

G(7) = (Tyab(r),dt(0)). (5.47)

Planteamos la ecuacién de Dyson para el hamiltoniano (5.45)

Nimp

G(r,r'iw,) = GO(r — v'siw,) + Z G(r — r'yiw, )u(r — P;)G(r, 1’5 iw,),  (5.48)
j=1

donde
0 .o 1 ik-(r—r') 20/ 0/, 1
G'(r —r'siw,) = v g e Gy (iwy), Gy (iwy,) = - (5.49)

- iwy — &

es la funcion de Green de para un electron libre. Esta ecuacién puede expresarse de

manera simplificada en la aproximacién de promedio de desorden (seccién 4.3),

(Gx(iwn) Jimp = Gic(iwn) + G (iwn) Vac(iwn) (Guc(iwn) ) mp, (5.50)

donde ¥y (iw,) es la auto-energia del sistema. Resolviendo esta ecuacién integral ten-

€1mos

(Giei0n) ) imp = - !

iwp — &k — Di(iwn) 51

En la Figura 5.7(a) se puede observar los diagramas de Feynman asociados a la ecuacién

de Dyson de la funcién de Green y en 5.7(b), la expansién en serie de la auto-energia.
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Con la funcién de Green (5.51) podemos encontrar la densidad de estados del gas de

electrones, evaluando la sumatoria sobre las frecuencias de Matsubara, es decir

R .
(n(ew)) = 1im = e (Gu(itwn) - (5.52)
T7—0 ﬁ
n=0
Con esta densidad de estados podemos inmediatamente calcular el nimero de elec-
trones en el gas aplicando los métodos de la fisica estadistica para un gas de Fermi,

mencionados en la seccién 4.1

N T.V) = Y n(ad) = s [ dktnte) (559)

k

Por tanto, la concentracion de electrones en el sistema esta dada por

N 1 ol i
e =17 = ) /dk lim an:%e (Gx (iwn) ) imp- (5.54)

7—0

Como puede verse, n, es proporcional a la funcién de Green de promedio de desorden,
donde esta contenida toda la informacion del sistema, en este caso, las interacciones
del gas de electrones con las impurezas. La ecuacion (5.54) es la manera més general

de calcular la concentracién de electrones en el sistema.

5.3.1. Primera Aproximacion de la Auto-Energia

A continuacién calculamos la concentracién de electrones n, para la aproximacion mas

baja de la expansién en serie de la auto-energia (Figura 5.7(b)), para lo cual tenemos

X

Eg@wn) = ; = NimpUo, (555)

donde 7, es la concentracion de las impurezas y ug es la transformada de Fourier del

potencial de la impureza uq evaluado en q = 0, es decir

up = /dr u(r) = /dr e™ru(r) (5.56)
q=0
Entonces para la funcién de Green (5.51) en esta aproximacién tenemos
o 1
(Gxc(iwn) Yismp = - (5.57)

Wp — fk — NimpUo

Como se ve, la interaccién de las impurezas con el gas de electrones causa un desplaza-
miento de los niveles de energfa con el término constante nim,up. Observamos ademas
que la auto-energia no depende de las frecuencias de Matsubara iw, ni del momento

k, por lo cual no existen consecuencias dinamicas en el gas de electrones [29]. Esto nos
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C:l|z| = o0

Figura 5.8: Contorno para realizar la sumatoria sobre las frecuencias de Matsubara cuando

g(z) tiene polos z; conocidos. Imagen tomada de Bruus (2002), p. 167.

permite incorporar este término al potencial quimico contenido en &, Redefiniendo

este término de la siguiente manera

512 = gk + NimpUo

= €k — (/L — nimplb()). (558)

Calculamos la densidad de estados de acuerdo a (5.52)

(n(eg))? = hmﬁz:e wnt( zwn))?mp

:;%ﬁze* n 50 (5.59)

Aqui se tiene una sumatoria sobre frecuencias complejas, que debe evaluarse usando
célculo de residuos en variable compleja [30]. Evaluamos la sumatoria de acuerdo a la
siguiente regla propuesta en [29]. Si g(z) es una funcién de la variable compleja z y que
tiene polos simples conocidos, es decir

o) = [[—— (5.60)

2 —Z;
j J

entonces la sumatoria sobre las frecuencias de Matsubara se calculan usando el camino
de integracion mostrado en la Figura 5.8. Como resultado la evaluacién se la hace de

la siguiente manera

1 - —WnT (7 2T

Bze "gliwn) = ) Res[g(2)] np(z))e™”, (5.61)
= j

donde ng(z) es la distribucién de Fermi-Dirac definida como

1
efz 41

(5.62)

nr(z) =
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Aplicando esta regla en la evaluacién de la sumatoria (5.59) tenemos

1 Res Res 1
zZ) = 0 VA = 0 = 1, 563
9( ) 127 Y z=£]) [g( )] z=€) 51(2 ( )

Por tanto la densidad de estados es

(n(e0)® = tig {5 | =5 | meteiest |
1
=g
Considerando (5.64), calculamos la concentracién de electrones en el sistema de acuerdo
a (5.54)

(5.64)

1 1
e = W / dkeﬂ(ekf(w"imp"(’)) +1
1 477(2771)3/2 /ood \/E
PR A
R
) . oo 2172
2 o 5.65
A T(3/2) /o et -

Aqui hemos transformado la integral de momentos a una integral con respecto a las

energias, luego realizado un cambio de variable z = e y redefinido la fugacidad como
2, = ePHtnimpuo) (5.66)

Ademas se ha utilizado la longitud de onda térmica A definida como

27 h? 1/2
A:(kaT> ) (5.67)

Este es el procedimiento usual mencionado en la seccién 4.1 para obtener la funcién de

Fermi

Y 5.68
fle) = gy || sy o

Por tanto considerando (5.65-5.68), la concentracién de electrones en el sistema en esta

aproximacion de la auto-energia es

n, — % Faga(za). (5.69)

Como se puede observar, la concentracién de electrones en esta aproximacion se expresa
de la misma manera que para un gas de electrones ideal (ecuacién (4.10)), pero con
una fugacidad redefinida por (5.66). Considerando que el sentido fisico de la fugacidad?
estda asociado a la estabilidad del sistema, de modo que si z — 0 el sistema es mas
estable, entonces en (5.66), si nimpug < 0 el sistema serd mas estable, y si nimpug > 0

el sistema sera menos estable.

2La fugacidad es una propiedad fisica calculada de un sistema, y est4 asociada al potencial quimico.
Refleja la tendencia de las particulas a escaparse o fugarse. En fisica estadistica, refleja la predisposicién
de una sustancia a preferir una fase de otra. En este caso la fase con menor fugacidad serd la maés
estable.
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Figura 5.9: Grafico del potencial quimico p(7T',neo) de la ecuacién (5.73).
5.3.2. Impurezas con Potencial de Debye

A continuacién vamos a calcular la concentracion de electrones (5.69) para un potencial
de impurezas determinado. En la secciéon 1.4 hemos analizado el comportamiento de
las impurezas en un plasma, y se ha visto que en general las impurezas tienden a car-
garse negativamente debido al apantallamiento de los electrones en su superficie. Con-
siderando esto, estudiaremos el comportamiento del gas de electrones con impurezas

que tengan un potencial de Debye dado por

A 2
u(?") = de 6_(7‘_7"d)/)‘D7 (570)
T

donde Z,; es la carga de la impureza, r4 es el radio medio de la impureza y Ap es la
longitud de Debye. Con el fin de buscar la concentracién de electrones asociada a este
potencial, calculamos el término ug de (5.56), que es la transformada de Fourier del

potencial evaluada en q = 0, es decir

2 2
Uy = /dkeik'rz'l—ee_(r_rd)/)@ — Aﬂie”/)"?
" =0 1/ A+ 4=0
= 47TZd62)\2D€Td/>\D. (571)

Con este resultado se encuentra inmediatamente la fugacidad modificada (5.66) del

sistema
2y = exp { B(1t 4 Nimp (4T Zge* N2 e /AP )) ) (5.72)

Aqui podemos observar que si las impurezas tuviesen un potencial de Coulomb, es
decir A\p — o0, la fugacidad (5.72) se hace infinita y por tanto la concentracién (5.69)
diverge. Esto refleja la importancia del apantallamiento de Debye en la impurezas para

esta aproximacion.
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Figura 5.10: La funcién f3/5(z) en escala logaritmica. Se puede observar la validez de las

aproximaciones en (5.75) para los diferentes valores de z.

Podemos calcular el potencial quimico de (5.72) a partir de la concentracién de elec-
trones del gas ideal n.y y de su temperatura 7T,, usando las definiciones aproximadas

mencionadas en la seccién 4.2, de lo cual se obtiene la siguiente expresion

er(T1e0) {1 _z [kBTe/eF(neo)f} se<1

b [ (nad) 4 L p A8 . (5.73)
Ble n neO 2 + 23/2”@0 D) 3 S1 > ]_.

ﬂ(Tea neO) =

Aqui se ha utilizado el criterio de la temperatura reducida © = kfFTe para determinar

el comportamiento aproximado de p. El término er(n.o) es la energia de Fermi del gas
de electrones definida como

h? )2/3

er(ne) = % (37r2neg

(5.74)

En la Figura 5.9 se puede ver que para altas densidades y bajas temperaturas (0 < 1)
el potencial quimico es positivo y para bajas densidades y altas temperaturas (© > 1)
el potencial quimico es negativo y esta definido de mediante la aproximacion ter-

modindmica para el gas de Fermi.

Debido a la definicién exponencial de la fugacidad (5.72), esta puede tomar valores
extremos dependiendo de la temperatura y la concentracion de los electrones. Por
tanto es conveniente usar los valores aproximados de f3/5(2) sugeridos en la seccién
4.2. En la Figura 5.10 se puede observar el rango de validez de las aproximaciones para

bajas y altas fugacidades. Para nuestros cédlculos numéricos utilizaremos la siguiente
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Figura 5.11: Integrando de la funcién f3/5(2) (ecuacién (5.68)). Se observa que la funcién

converge rapidamente en el eje & para un rango amplio de z.

aproximacion
z si z <0.01
F32(2) = { wam Jo dov/@/(z7let +1) si 0.01< 2 < 10° (5.75)
(In2)32/(3/2)! siz > 106

la cual nos da un error con respecto a la funciéon f3/(2) de 0.003 % para z = 0,01 y
0.006 % para z = 10°. Ademds hemos integrado hasta el valor de x = 30, ya que como
se ve en el grafico 5.11 el integrando de la funcién f5/5(2) converge hacia cero entre

x =15y x =20 en el rango de z sugerido en la ecuacién (5.75).

Tomando en cuenta las ecuaciones (5.72-5.75), evaluamos la concentracién de electrones

(5.69), obteniendo la siguiente expresién

2w h? 3/2
Ne = 2 <kaT ) f3/2 (exp {p [M(Te,neo) + nimp47er62)\2De’"d/)‘D} }) ) (5.76)

Como se observa, esta expresiéon tiene la misma forma de (5.69), pero gracias a las
aproximaciones realizadas, esta ya puede ser utilizada para realizar cdlculos numéricos

de la concentracion de un gas de electrones con impurezas.

5.3.3. Analisis para Varios Plasmas con Impurezas

Observamos que la concentracién de electrones (5.76) depende de seis parametros dis-
tintos
Ne = ne(Tean607nimp7Zdarda)\D)' (577)

Los dos primeros, ne vy 1. definen el gas de electrones y debido a que se tienen cuatro

parametros que dependen de las propiedades de las impurezas, es necesario recurrir a
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Cuadro 5.1: Valores aproximados de pardmetros de distintos plasmas con impurezas
cargadas. Se menciona como referencia los datos de plasmas solares. Datos tomados de P. K.
Shukla (2002).

No. Plasma Te T, Nimp T4 a/A\p
[m~?] (K] [m—?] [um)]

Corona Solar 1013 109 — - —
Nucleo Solar 5 x 1033 1.7x107 — — —
Nubes Interestelares 102 — 102 12 0.1 0.2 <0.3

2 Disco de Polvo Zodiacal 5 x 106 10° 1076 2-10 5
Cometa Halley:

3 en la ionopausa 109 — 1010 <103 103 0.1-10 >1

fuera de la ionopausa  10% — 10°  ~ 10* 1072 -0.1 0.01-10 >10

Anillos de Saturno:

5 E ~ 107 10° —10% 0.1 ~1 0.1

6 F ~ 107 10° —10% <107 1 <1073

7 radiales 10°—-108 ~10% ~ 106 ~1 <1072

8 NLCs! 10° 150 107 0.1 0.2

9 Combustién de Cohetes 10 3x 103 1014 0.1 <5

10  Llamas 10'8 2 x 103 10'7 0.01 <1

11 Descargas dc? 10% 3-30x10*  10° - 109 1-5(Al) -

12 Descargas rf3 10% 23 200 2 x 101 5(8i09)  —

'Nubes Nuctilucentes Terrestres.
2Ty = 300, Z; ~ 10° K para particulas de Al y r4 = 50 — 65 um, Z4 ~ 108 K para particulas de vidrio.
3T, =350 K, T'. = 100 — 200.

ejemplos astrofisicos y experimentales para analizar el comportamiento de la concen-
tracién de electrones (5.76). Para esto hemos tomado datos de diferentes plasmas con
impurezas de [26], los cuales se muestran en el Cuadro 5.1. Sin embargo, es necesario
obtener dos parametros faltantes, la longitud de Debye y la carga de la impureza, a
partir del resto de parametros presentes. Para determinar la longitud de Debye a partir
de la razén a/\p, recordamos que la magnitud a del Cuadro 5.1 es es la distancia media

entre impurezas determinada por

At -1/3
a(nimp) = (?nimp> . (578)

Para los plasmas (11) y (12) en los que no se da este término, podemos encontrar la

longitud de Debye considerando la constante de acoplamiento entre las impurezas

Z%e? [a(nimp) a(Nimp)
Dimp = —4———2= — 5.79
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Figura 5.12: Gréfico esquemético de la concentracién de estados de un gas de electrones
ne, donde se toman en cuenta la influencia de las impurezas cuando el potencial quimico es

negativo y An, positivo.

donde T} es la temperatura de las impurezas, que en este caso es de 300 K, la tem-
peratura aproximada del ambiente. Para obtener la carga de la impureza Z; a partir
de los datos dados, aplicamos la ecuacién sugerida en [27] para plasmas con impurezas

experimentales
kBTe

Zq€% /1y -

la cual relaciona la energia cinética de los electrones con respecto a la energia potencial

24, (5.80)

en la superficie de la impureza. En el Cuadro 5.2 se muestran los calculos de la longitud

de Debye Ap y la carga de la impureza Z; para los diferentes plasmas del Cuadro 5.1.

Como se observa en el Cuadro 5.2, los plasmas (1)-(8) tienen valores de longitud de
Debye mucho mayores que el radio de la impureza (Ap > r4), lo cual implica que el
apantallamiento de los electrones en la impureza es débil y el potencial tiende a ser de
Coulomb, es decir e~"=74)/A> — 1 en (5.70). Ademas los plasmas (1), (8), (9) y (10)
presentan valores de carga de la impureza muy bajas. Esto se debe a que la férmula
(5.80) utilizada para estimar Z,; es valida basicamente para plasmas complejos experi-
mentales terrestres. Sin embargo el resto de plasmas presentan cargas de impureza con

valores aceptables, es decir Z; > 1.

Con estas consideraciones obtenemos los parametros necesarios para calcular la con-
centracién de electrones n. de los distintos plasmas con impurezas del Cuadro 5.1 a
partir de la ecuacién (5.76). Ademds podemos calcular la variacién en la concentracién
de electrones An, = n, —ngg y el porcentaje que esta variacion representa respecto a la
concentracion original neq. Estos cédlculos se encuentran en el Cuadro 5.2. La variacién
en la concentracién de electrones del gas de electrones de los diferentes plasmas es

pequena, pero finita y positiva. Como se puede ver en la Figura 5.12, el aumento en
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Cuadro 5.2: Variacién de la concentracién de electrones m.g y otros pardmetros para los

diferentes plasmas del Cuadro 5.1.

No. M\p Zyg Neo Angg % I, e 2y
[m] m=® [mY

1 4 1 102 3.5x107% 3.x1073 1x107° 1x10% 5x10~22
2 12 2x10° 5x10% 1.7 3.x107°% 5x107% 8x10 3x10~%
3 0.06 1200 1010 9.7x10% 0.1 6x107° 5x10'° 7x10717
4 0.3 2400  10% 29.9 3.x107° 1x107% 1x10¥ 2x107%0
5 13 2x10* 107 9.0x10% 0.1 6x1078 5x10™ 6x10723
6 3 2x10° 107 9.6x10%  9.x10%° 6x107? 5x10® oo

7 0.6 2400 106 2.5x10'0  2.x10% 1x1076 1x10'® BHx1071?
8 0.01 1 107 2.9x10% 0.3 2x107*  4x100 1x10716
9 3x107% 69 10 3.5x10'6 0.4 0.02 2x10° 1x1078
10 1x107% 5 108 9.9x106 9.9 0.01 5%10°  3x107°
11 6x10~° 1x10° 10% 4.7x102 0.5 9x107° 7x10® 4x10~'4
12 3x107° 3x10* 101 4.7x101% 4.7 1x107* 6x10% 6x10714

la concentracién de electrones viene de un desplazamiento de los niveles de energia
respecto al potencial quimico en una cantidad niypug. Dado que estamos tratando un
ensamble gran-candnico, se asume que los electrones adicionales ingresan al sistema de

los alrededores.

En el caso del plasma de los anillos F (6) y radiales (7) de Saturno la variacién es muy
alta debido principalmente a que las concentraciones de impurezas son del orden de
la concentraciones de electrones, por lo cual la condicién 7y, < 1. no se cumple. Lo
mismo sucede en el caso de las llamas (10), pero el efecto es menos notorio. Las menores
variaciones de concentracion An, corresponden a los plasmas de nubes interestelares
(1), del disco zodiacal (2) y al de fuera de la ionopausa del cometa Halley (4); esto
debido a que la concentraciéon de impurezas niyp es varios ordenes de magnitud menor

que la de electrones.

Con respecto a los plasmas de las descargas dc (11) y rf (12) se puede observar que
los valores de la carga de la impureza y longitud de Debye estan en el rango esperado.
Ademas para estos plasmas, la variacién en la concentracion de electrones es también
apreciable. Por tanto se puede decir que estos plasmas cumplen con las restricciones
impuestas en la seccion 5.1, por lo cual son candidatos idéneos para el analisis del

coeficiente de atenuacién.

En el Cuadro 5.2 también hemos incluido los calculos de otros parametros de interés
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como la constante de acoplamiento del gas de electrones I'. definida como

e?/a(ne)
I'e=—""- 81
e KT (5.81)

donde a(n.o) es la distancia media entre electrones (ver ecuacién (5.78)). Esta constante
determina si las interacciones entre los electrones son o no significativas. También hemos
calculado la temperatura reducida ©, que determina la aproximaciéon para el calculo
del potencial quimico (5.73). Finalmente se muestra la fugacidad modificada z, de la

ecuacién (5.66), que determina la forma de aproximacion de la funcién de Fermi (5.75).

Analizando el coeficiente de acoplamiento de los electrones I', y la temperatura reducida
0, se puede concluir que para todos los casos I'. < 1y © > 1, excepto para las llamas y
la combustién de cohetes. Esto significa que puede considerarse que el gas de electrones
tiene un comportamiento termodinamico, es decir las interacciones entre los electrones
son poco significativas. Ademas, de acuerdo a los datos del Cuadro 5.2, para todos los
ejemplos de plasmas con impurezas tenemos un valor de fugacidad pequeno (z, < 1)y
un valor de la temperatura reducida alto (© > 1). Considerando esto, podemos tomar
las aproximaciones para la fugacidad y el potencial quimico de las ecuaciones (5.73) y

(5.75) respectivamente, para calcular la concentracién de electrones de (5.76), es decir

2 A3 1 A3
Ne = F exp {ﬁ |:kBTe (ln ne()? + Wne()?) + nimpu[):| } (582)
Evaluamos algebraicamente esta ecuacién y obtenemos finalmente
1 A3
Ne = Nep EXP ﬁnimpuo + Wne()? . (583)

Como puede observarse, en esta aproximacion la concentracién de electrones es pro-
porcional a la concentracion de electrones original n.y multiplicada por un exponencial
que tiene dos términos. El primero viene de la auto-energia de la funcién de Green y
es una contribucion causada por las impurezas, y el segundo viene de la correccion del

gas de Fermi para la aproximacion termodindmica (ver ecuacién (4.26)).

5.4. Coeficiente de Atenuacién y Camino Libre Medio

Para analizar el coeficiente de atenuacion del gas de electrones con impurezas, tomamos
como ejemplo el plasma (12) del Cuadro 5.2, que corresponde a un plasma complejo de
descarga rf, ya que este presenta el mayor porcentaje en la variacion de la concentracién
de electrones y ademés cumple de mejor manera con las restricciones impuestas en la
secciéon 5.1. En este caso las impurezas en la descarga rf son de SiOs, pero por facilidad
asumiremos que las impurezas son de aluminio (Zum = 13), las cuales son también

utilizadas experimentalmente en plasmas de descarga [27].
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Figura 5.13: Seccién eficaz total para elementos de distinto nimero atémico.

Empezamos evaluando la seccion eficaz total de un atomo de aluminio para los difer-
entes energias de un fotén incidente, tomando los datos experimentales de [28]. Como
podemos ver en la Figura 5.13, la seccién eficaz total para la absorcién y dispersion
de fotones es funcién de la energia del fotén incidente y del ntimero atémico de los
distintos elementos quimicos. Por tanto podemos expresar la seccién eficaz total del

atomo de la siguiente manera
Ttot = Otot (AW, Zatom)- (5.84)

Ademas en la Figura 5.13, podemos observar que existe una forma caracteristica comun
para todos los elementos para energias de fotones de alrededor de 1 MeV. Esta corre-

sponde a la region donde la dispersién de Compton es predominante.

Calculamos el coeficiente de atenuaciéon del gas de electrones con impurezas a partir de
la ecuacion (5.11), recordando los resultados de la seccién 5.2, donde demostramos que
la seccion eficaz de la dispersion de Compton no se veia modificada por la presencia de

las impurezas, es decir

ar = Oimp + Qe

== nimpatot(Zatom7 ﬁw) + ne(Tea Neo, nimpa UO)UC(hw)- (585)

Vemos que el coeficiente de atenuacion total depende de ocho parametros, de los cuales
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la energia del fotéon es la mas importante ya que define el comportamiento de los

distintos tipos de radiacién electromagnética con el gas de electrones con impurezas.

Analizamos la concentracion del gas de electrones. Con este fin calculamos el valor

numérico de los miembros del exponente de la ecuacién (5.83),

1 A3
Ne = Nep EXP {ﬁ NimpUo + Wne[)?}. (586)
g S ——

Evaluamos los factores (1) y (2) de (5.86) con los datos del Cuadro 5.1 del plasma

seleccionado para comparar sus magnitudes

(1) = B nimptto ~ 0.045 (5.87)
1 A —14
(2) = Wne()? ~ 2.07 x 10 (588)

Observamos que la contribucién del factor (2) es mucho menor a la de (1), por lo
tanto, para este caso particular, podemos expandir en series el factor (1) y despreciar
el factor (2). Tomamos el término de segundo orden en la expansién debido a que el

valor numérico de (5.87) no es lo suficientemente pequeno,

. 2
ne%neo{l_‘_ﬁnimpuﬂ—i_w—i_"'}' (589)

Podemos tomar en cuenta a los términos de la expansién en serie de grado mayor o
igual a uno como un solo factor, y definir la variacion de la concentracion del gas de

electrones como

, 2
An, = Neo {B Nimplo + M} . (5.90)

Entonces podemos expresar (5.89) de la siguiente manera
ne(T67 Ne0, nimp; 'LLO) = Neo + Ane(Te7 Neo, nimp7 UO), (591)

es decir, la concentracién del gas de electrones corresponde a la suma de la concen-
tracién original n.y y un componente positivo An, correspondiente a los efectos cuanti-

cos producidos por la presencia de las impurezas cargadas en el sistema.

Para el plasma que estamos analizando, utilizamos la ecuacién (5.91) para determinar

el coeficiente de atenuacién total (5.85)
ap = nimpo'tot<hu)7 Zatom) + [neO + Ane(jjev Neo, nimpu 'LL())] O-C(hw)a (592)

donde hemos omitido las dependencias. Definiendo los términos a.y = negoc v Aae =

An,oc, tenemos

o = aimp(hwa Zatoma nimp) + an(hwa neO) + AO./G(FLLU, Tea Neo, nimp7 UO)- (593)
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Figura 5.14: Coeficiente de atenuacién total ar para el plasma de descarga rf del Cuadro
5.2 con impurezas de aluminio (Zatom = 13). Se muestran también, segin la ecuacién (5.93),

las contribuciones de las impurezas aimp, del gas de electrones a.g, y la variacion Ac.

Como se puede ver en esta ecuacién, el coeficiente de atenuacion total ap se divide en
las contribuciones de las impurezas oynp,, del gas de electrones libre oy y el término
A« que se deriva de la variacién de la concentracién (5.91) y estd asociado a los efectos

cuanticos de la interaccién entre las impurezas y los electrones.

En la Figura 5.14 hemos graficado el coeficiente de atenuacion total ar dado en (5.93)
y la contribucién de los coeficientes cipmp, e y Aae. Como se puede observar la con-
tribucion de las impurezas tienen un comportamiento proporcional a la seccién eficaz
total de la Figura 5.1. Por otra parte, las contribuciones del gas de electrones a, y
Aa, son proporcionales a la seccion eficaz de la dispersién de Compton o¢, por lo cual
pasan a ser la contribucion mas significativa para energias del fotén de alrededor de 1

MeV.

A continuacién, analizamos el camino libre medio [ de un fotéon en el gas de electrones
con impurezas, debido a que tiene un significado fisico mas evidente en comparacién
con el coeficiente de atenuacién ar. Su definicion, como ya se ha mencionado en la

seccion 2.3, es simplemente el inverso del coeficiente de atenuacién total, es decir

1 1
[(hw Za om7T67 e05 "Yimp> = = . 5.94
( y Lat Neo, Nimp uo) T i T ow —i—Aae ( )

Definimos el camino libre medio del gas de electrones sin el efecto de las impurezas

como
1

l0<hw7 Zatom7 UZIE nimp) - .
Qimp + Qo

(5.95)
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Figura 5.15: Camino libre medio del gas de electrones con impurezas, con el efecto de las
impurezas [ y sin dicho efecto ly. (a) En el rango de energias mostrado, se observa que el
efecto global es pequetio y poco notorio. (b) Para energias del fotén de alrededor de 1 MeV.
Se puede observar la ligera variacion ocasionada al tomar en cuenta la interaccion de las

impurezas en el gas de electrones.
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En la Figura 5.15 (a) hemos graficado el camino libre medio del gas de electrones
sin el efecto de las impurezas [y y con el efecto de las impurezas [y, en funcién de
la energia de un fotén incidente. Debido a la pequena variacion que experimenta la
concentracion del gas de electrones n, a causa de la presencia de las impurezas, en el
rango de energias mostrado no se observa diferencia alguna. Sin embargo, de la Figura
5.14 inferimos que los efectos deben ser notorios para energias de alrededor de 1 MeV,
por lo tanto, en la Figura 5.15 (b) hemos hecho un acercamiento alrededor de esta
energia para observar el comportamiento de ly y limp. Como se observa, [y es mayor
que liyp en el dominio de energfas mostrado, lo cual implica que el fotén disminuye
su camino libre medio recorrido. Esto se atribuye a la mayor presencia de electrones,
consecuencia del aumento en la concentracién ocasionada por los efectos cuanticos de

la presencia de impurezas en el gas de electrones.



Capitulo 6

Conclusiones y Recomendaciones

6.1. Conclusiones

En el proceso fisico de la interaccion entre radiacion electromagnética con un plasma
con impurezas, se ha considerado analizar el coeficiente de atenuacién del sistema. Para
esto, el proyecto ha sido dividido en dos partes: en la primera se han desarrollado los
conceptos y métodos que se utilizaron en el modelo del plasma con impurezas y en la
segunda se dedica al calculo y analisis del coeficiente de atenuacion del sistema. De los

resultados obtenidos en la tltima parte, podemos mencionar las siguientes conclusiones.

= Se ha propuesto como modelo del plasma con impurezas un gas de electrones
en el ensamble gran-candnico con impurezas puntuales cargadas con una concen-
tracién y un potencial determinado. Este sistema ha sido descrito mediante el
hamiltoniano (5.12). Para simplificar el andlisis del problema se han considerado
las restricciones de la pagina 71, con las cuales el sistema pasa a ser descrito como
un gas de electrones no interactuante con impurezas cargadas fijas y distribuidas

en forma aleatoria (ecuacion 5.45).

» FEn la seccién 5.2 se ha demostrado que la seccion eficaz de dispersién de Comp-
ton de un electrén en un gas de electrones, no se ve afectada por la presencia de
impurezas. Por lo tanto se concluye que los efectos a nivel cuantico de la presen-
cia de impurezas en el gas de electrones esta ligada sélo a las variaciones en la

concentracion.

» A partir de la funcién de Green de promedio de desorden (5.51) se ha calculado
la variacién de la concentracién de electrones en el sistema (5.54). Realizando la
primera aproximacién en la expansion de la auto-energia (5.69), se observa que

tiene la misma forma que un gas de Fermi, pero con una fugacidad redefinida
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en (5.66). Esta redefinicion implica que el sistema se vuelve menos estable si el
desplazamiento respecto al potencial quimico es positivo y més estable si este es

negativo.

= Se ha asignado a las impurezas un potencial de Debye y se ha calculado la con-
centracién de electrones para este caso. Debido a que el resultado (5.76) depende
de seis parametros, se ha tomado los datos experimentales aproximados de var-
ios plasmas con impurezas de [26], los cuales se muestran en el Cuadro 5.1. Se
puede observar que en general son plasmas de altas temperaturas y bajas con-
centraciones. Los resultados de la variacion de la concentracién de electrones se
muestran en el Cuadro 5.2. De aqui se concluye que la presencia de impurezas
causan un aumento positivo en la concentracién de electrones. Esto se debe a que
los niveles de energia se desplazan positivamente respecto al potencial quimico
(ver Figura 5.12). Dado que estamos tratando con un ensamble gran-canénico,

se asume que los electrones adicionales ingresan al sistema de los alrededores.

» Para el andlisis del coeficiente de atenuacién, se ha tomado el plasma (10) del
Cuadro 5.2 que corresponde a un plasma de descarga rf. Para este plasma se ha
calculado el coeficiente de atenuacién considerando impurezas de aluminio. Usan-
do la forma (5.91) de la concentracién de electrones, se ha obtenido la expresién
(5.93) que se divide en una contribucién de las impurezas, el gas de electrones
libre y una contribucién asociada con los efectos cuanticos de la interaccion entre
las impurezas y los electrones. Estos resultados han sido graficados en la Figura
5.14 donde se ha observado que la contribucién mas notoria del gas de electrones
se presenta para energias del fotén de alrededor de 1 MeV. Esto se debe a que los

fotones interaccionan con el gas de electrones s6lo mediante el efecto Compton.

= Para observar los efectos que provoca la variacion de la concentracion de elec-
trones en el plasma con impurezas, se ha analizado el camino libre medio (5.94),
que es el inverso del coeficiente de atenuacién. En las Figuras 5.15 (a) y 5.15 (b)
se ha graficado el camino libre medio con y sin la influencia de las impurezas.
La disminucién del camino libre medio es una consecuencia del aumento en la

concentracion de electrones en el plasma con impurezas.

6.2. Recomendaciones

A continuacién presentamos ciertas recomendaciones y posibles aplicaciones de los re-
sultados tedricos obtenidos en esta investigacion. En cada caso se sugiere como ampliar

el campo de la investigacién segun el interés de cada area.
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= En la Fisica del Plasma, los resultados de esta investigacion pueden ayudar
a entender los efectos cuanticos de la presencia de impurezas en plasmas exper-
imentales [26, 27]. En este caso se pueden incluir los efectos de los iones en el
plasma. Para plasmas sometidos a campos electromagnéticos, es de interés obser-
var como se comporta la funcién de Green del plasma con impurezas en un campo
electromagnético, es decir, se debe aplicar una transformacién de los momentos

de los electrones a los momentos candnicos generalizados.

= Para plasmas no relativistas con coeficientes de acoplamiento bajos, las interac-
ciones por el potencial de Coulomb entre pares de electrones se vuelven significa-

tivas, por lo cual se recomienda considerar un gas de electrones interactuante.

= Se recomienda encontrar una mejor manera de estimar la carga de las impurezas
para mejorar la exactitud de los célculos, ya que la forma usada en (5.80), se
ha tomado del comportamiento tipico de los plasmas complejos experimentales

terrestres.

= Para un plasma con concentraciones de impurezas del mismo orden que la del
gas de electrones (n. ~ nimp), la probabilidad de interaccién de entre electores
e impurezas aumenta y se pueden presentar efectos dinamicos en los electrones.
Para esto, se recomienda analizar el comportamiento de la funciéon de Green al

incluir diagrams de mayor orden en la auto-energia (Figura 5.7 (b)).

= En Astrofisica, es de interés el estudio de la interaccién de fotones con la materia
debido a que los fenémenos fisicos se los analiza mediante la radiacién electro-
magnética que emiten, absorben o dispersan los cuerpos involucrados. El pre-
sente trabajo puede servir para analizar ciertos efectos radiativos, en especial los
asociados a la dispersion de Compton. Ademads puede ser de interés estudiar el
comportamiento de la funcion de Green en campos magnéticos fuertes con el fin
de mejorar ciertos modelos para plasmas astrofisicos, como discos de acrecion,

jets de nicleos de galaxias activas, atmédsferas estelares, etc.

= En Cosmologia, existen problemas relacionados con eras temprana del universo
posterior a la nucleosintesis (entre tres minutos y 300 000 afios después del Big-
Bang) donde se menciona la existencia de un plasma de electrones con nicleos
de hidrdgeno y helio [31]. En este caso se tendria un plasma relativista donde
es de interés analizar las funciones de Green que resuelvan la ecuacién de Dirac.
La teoria relativista de sistemas de muchas particulas, ha sido desarrollada para
estudios tedricos del niicleo [32], y puede ser de interés aplicarla en este problema

cosmologico.
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