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PRÓLOGO

Esta obra está dirigida a los estudiantes que están iniciando sus estudios
superiores en las diferentes carreras de ingeniería, así también como a
los docentes y personas en general que necesitan una obra de consulta.

El objetivo fundamental de esta obra es proporcionar una guía, para
plantear, analizar y resolver problemas de los diferentes temas del
álgebra Lineal.

El álgebra lineal es una rama de las matemáticas que estudia conceptos
tales como: matrices, determinantes, sistemas de ecuaciones lineales y,
su enfoque más formal que son los espacios vectoriales y sus
transformaciones lineales.

Es un espacio que tiene muchas conexiones con muchas áreas dentro y
fuera de las matemáticas como el cálculo vectorial y las ecuaciones
diferenciales, la ingeniería, etc.

La historia del álgebra lineal se remonta a los años de 1843 cuando
Willam Rowan Hamilton (de quien proviene el uso del término vector)
creo los cuaterniones; y de 1844 cuando Hermann Grassmann publicó su
libro La teoría de la extensión.

De manera formal el álgebra lineal estudia las estructuras matemáticas
denominadas espacios vectoriales, las cuales constan de un conjunto de
vectores definido en un campo, con una operación de suma de vectores,
y, otra de producto entre escalares y vectores que satisfacen ciertas
propiedades.

El lector debe aprender la parte teórica, las propiedades que se
describen en cada capítulo de este libro, para analizar cómo se aplican
en los ejercicios resueltos en clases y luego debe apropiarse de sus
métodos de análisis y de solución, para resolver los ejercicios
propuestos.

La favorable acogida que se brinde a este texto, servirá para continuar
trabajando a favor del proceso de enseñanza y aprendizaje. Las
sugerencias que permitan mejorar este trabajo, serán de mucha ayuda
para facilitar la comprensión y  el estudio.

Deseamos expresar nuestros sinceros agradecimientos a todas las
personas que de una u otra manera contribuyeron a la elaboración del
mismo.
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Capítulo 1
MATRICES

DEFINICIÓN
Una matriz A de nmx es un ordenamiento rectangular de m

por n números distribuidos en un orden definido de m filas y n

columnas:





























mnnjmm

inijii

nj

nj

aaaa

aaaa

aaaa

aaaa

A

......

...

......
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......

......

21

21

222221

111211

 ija es el elemento i,j-ésimo (pertenece a la fila i y a la columna j).

 A por conveniencia se escribe  ijaA  .

 Las matrices se denotan con letras mayúsculas.

 nmM x , es el conjunto de todas las matrices de orden m por n , definidas en el campo

K .

 La i-ésima fila de A es:  inijii aaaa ......21 y constituye la matriz fila de iA

 La j-ésima columna de A es:



























mj

j

j

j

a

a

a

a

.

.

1

2

1

y constituye la matriz columna jA

 A puede ser representada por matrices fila, así: A  mi AAAA ,,,,, 21 

 A puede ser representada por matrices columna, así: A  nj AAAA ,,,,, 21
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IGUALDAD
Sean las matrices  

mnijaA  y  
mnijbB  ,

ijij baBA 

Ejemplos

1. Las siguientes matrices son iguales 










43

21
A 











43

21
B

2. Las siguientes matrices no son iguales 



















43

21

43

21
BA

MATRIZ CUADRADA
Sea  

mnijaA  .

A es matriz cuadrada si y sólo si nm  . El conjunto de matrices cuadradas se nota

nnM x ó nM .

Ejemplos






























8510

987

012

72

51
 BA

MATRIZ NULA
Sea  

mnijaO  .

O es una matriz nula si y sólo si 0ija , es decir, es una matriz cuyos elementos son

iguales a cero.

Ejemplos

Las siguientes marices son nulas:














































0000

0000

0000

0000

000

000

000

00

00
432 OOO
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OPERACIONES CON MATRICES

SUMA DE MATRICES

Sean las matrices  
mnijaA  y  

mnijbB  .

La suma de BA y es la matriz BA de m filas y n columnas, dada por:

 

























mnmnmmmm

nn

nn

ijij

bababa

bababa

bababa

baBA









2211

2222222121

1112121111

La suma de matrices está definida cuando ambas matrices tienen el mismo tamaño.

Ejemplo




















































1043

116

364

611

011

043

432

105

321

DIFERENCIA DE MATRICES

Sean las matrices  
mnijaA  y  

mnijbB  .

La diferencia  de BA y es la matriz BA de m filas y n columnas, dada por:

)( BABA 

Ejemplos

1. 






 

















 
13

121

23

71

30

52

2.

























































311

422

494

1041

321

065

732

101

431
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MULTIPLICACIÓN POR UN ESCALAR

Si  
mnijaA  y  es un escalar, entonces A está dada por:

 




















mnmm

n

n

ij

aaa

aaa

aaa

aA
















21

22221

11211

Es decir, A se obtiene multiplicando por  a cada componente de A .

Ejemplos

1. 






 







 
535

1510

17

32
5

2. 





















820

160

410

80
2

3. Dadas  las matrices A y B , hallar BA 32  y BA 23 








 












10

13

01

32
BA

Solución:














32

95
32 BA












23

110
23 BA

DEFINICIÓN

AA  )1(
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PROPIEDADES

TEOREMAS

nmMCBAK x ,,,, , se cumple que:

1. CBACBA  )()(

2. ABBA 

3. AOA 

4. OAA  )(

5.  A =  A

6. AA .1

7.   AAA  

8.   BABA  

9. OA .0

Se demostrarán los teoremas 1, 3 y 5 los restantes teoremas se dejan como ejercicio.

DEMOSTRACIONES

1. A+(B+C)=A+(B+C) Axioma reflexivo

)()( ijijij cba  Cambio de notación

)( ijijij cba  Definición de suma

))(( ijijij cba  Propiedad de campo

=(A+B)+C

3. A+O=A+O Axioma reflexivo

)0( ijija  Notación

)( ija Propiedad de campo

=A
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5. AA )()(   Axioma reflexivo

)( ija Notación

))(( ija Propiedad de campo

)( A

MULTIPLICACIÓN DE MATRICES

Sean las matrices  
mnijaA  y  

npjkbB  .

El producto de A y B es la matriz  mpikcC  , donde





n

j
jkijik bac

1

.

En forma desarrollada:

pkipjkijkikiik babababac  2211 .

Esto se muestra en la figura



























mpmm

ipii

p

p

aaa

aaa

aaa

aaa











21

21

22221

11211
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nk

nk

bbbb

bbbb

bbbb









21

222221

111211





















mnmm

ik

n

ccc

c

cc

ccc









21

2221

11211

Observaciones

1. El elemento ki, -ésimo de AB es el producto escalar de la i -ésima fila de A y

la k -ésima columna de B .

2. Dos matrices BA y se pueden multiplicar solo si el número de columnas de la

primera es igual al número de filas de la segunda. De otra manera el producto no

estará definido.
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Ejemplo

Una empresa fabrica en su planta 3 productos A, B y C. Los almacenes principales se

encuentran en Quito, Guayaquil, Cuenca y Loja. Las ventas durante el año anterior en

Quito se cifraron en 400,100 y 500 unidades de los productos A, B y C en orden; las del

almacén de Guayaquil en 300, 150 y 400; las del almacén en Cuenca en 100, 100 y 200;

y las del almacén de Loja en 200,150 y 300. Los precios de venta de los productos

fueron 25, 50 y 80 USD para los productos A,B y C respectivamente.

a) Expresar las ventas de la empresa mediante una matriz A de orden 4x3.

b) Expresar mediante una matriz X de orden 3x1 el precio de cada producto.

c) ¿Qué es AX?

Solución:

a) Las ventas en el año anterior se pueden representar en una matriz A de orden

4x3 de tal forma que en cada fila aparezcan las ventas realizadas por cada uno

de los almacenes principales y en cada columna las proporcionadas a cada tipo

de producto. Así:

b) Los precios unitarios de cada producto se pueden escribir en X de orden 3x1 en

la forma

c) Si se consideran las matrices A y X definidas en los apartados a) y b), se tiene

que

AX es una matriz en la que se especifican los ingresos obtenidos en el año

anterior por cada uno de los cuatro almacenes principales de la empresa.





















300150200

200100100

400150300

500100400

A


















80

50

25

X





















500.36

500.23

000.47

000.55

AX
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Ejemplo

Comprobar que las siguientes identidades algebraicas

  222 2 BABABA 

22))(( BABABA 

no son ciertas si BA y son matrices cuadradas de orden n , usando las marices

















 


21

01

20

11
BA

¿Por qué las identidades dadas no son ciertas?

Modificar el segundo miembro de ambas identidades de manera que el resultado sea

válido para cualesquiera BA y matrices cuadradas.

Solución:

01-

10

41

12







 








 
 BABA

43

01

40

31 22
















 
 BA








 


42

20
AB








 


31

11
BA

Por lo tanto

  






 








 


167

72
2

156

63 222 BABABA

























03

30

14

21
))(( 22 BABABA

Las expresiones que se indican en el enunciado para  2BA y ))(( BABA  son

verdaderas si BA y son escalares, pero no son válidas si BA y son matrices, ya que el

producto de matrices no cumple la ley conmutativa a diferencia del producto de

escalares.

Las identidades algebraicas correctas para cualesquiera mxnMBA , son

  222 BBAABABA 

22))(( BBAABABABA 



9
MATRICES

ÁLGEBRA LINEAL

y como ordinariamente BAAB 

ABBAAB 2

OBAAB 

Por lo que

  222 2 BABABA 

22))(( BABABA 

Observación

No existe ley conmutativa para la multiplicación de matrices.

PROPIEDADES

TEOREMAS

pnnm MBMAK xx  ,,

10. )()( ABBA  

11. )()( ABBA  

12. )()(  BAAB 

pnnm MCBMA xx  ,,

13. ACABCBA  )(

pnnm MCMBA xx  ,,

14. BCACCBA  )(

qppnnm CMBMA xxx  ,,,

15. )()( BCACAB 

DEMOSTRACIONES

10. BABA )()(   Axioma reflexivo

))(( jkij ba Notación

))()(( jkij ba Multiplicación escalar por matriz

)(AB Notación
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13. )()( CBACBA  Axioma reflexivo

))(( jkjkij cba  Notación

 


n

j
jkjkij cba

1
)( Multiplicación de matrices

 


n

j
jkijjkij caba

1
)( Propiedad de campo

jk
n

j

n

j
ijjkij caba 

 1 1
Propiedad del sumatoria

ACAB  Notación

15. )()( BCABCA  Axioma reflexivo









 



p

k
kljkij cba

1

)( Notación









 



p

k
kljk

n

j
ij cba

11

Multiplicación de matrices

kl

p

k

n

j
jkij cba 

 










1 1

Propiedad del sumatoria

)(
1

kl

n

j
jkij cba 







 



Multiplicación de matrices

CAB)( Notación

MATRIZ TRANSPUESTA

Sea la matriz  
mnijaA  .

La transpuesta de A notada por tA , es la matriz mnx obtenida al intercambiar las filas y

las columnas de A , es decir, nmji
t aA )( .

Ejemplo








 


510

321
A


















53

12

01
tA
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PROPIEDADES

TEOREMAS

,, nmMBA x

16. ttt BABA  )(

17. AA tt )(

,, nmMAK x

18. tt AA  )(

pnnm MBMA xx  ,

19. ttt ABAB )(

DEMOSTRACIONES

16. tt BABA )()(  Axioma reflexivo

t
ijij ba )(  Notación

)( jiji ba  Definición de transpuesta

tt BA  Notación

18. tt AA )()(   Axioma reflexivo

t
ija )( Notación

)( jia Definición de transpuesta

)( jia Definición escalar por matriz

A Notación

19.










kjjk

jiij

bb

aa
, numéricamente

t
ik

t cAB )()( 

t
n

j
jkijba 







 

1

Producto de matrices
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n

j
kjjiba

1

Definición de transpuesta









 



n

j
jikj ab

1

Propiedad de campo

tt AB Notación

DEFINICIÓN

Sea la matriz nnMA x , se define

2. AAA 
n

vecesn

AAAA  .

MATRIZ SIMÉTRICA
Sea la matriz  

mnijaA  .

A es una matriz simétrica si y sólo si tAA 

Ejemplos

1. ,
32

21











A 













32

21tA , tAA   A es simétrica.

2.


















331

322

121

A ,


















331

322

121
tA , tAA   A es simétrica.

TEOREMA 20

Si BA y son matrices simétricas, BA es matriz simétrica.
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DEMOSTRACIÓN

Hipótesis
BB

AA
t

t











)2(

)1(

Sumando (1) y (2)

tt BABA 
tBA )(  (Teorema 16)

MATRIZ ANTISIMÉTRICA
Sea la matriz  

nijaA  .

A es antisimétrica si y sólo si tAA  .

Ejemplo

Si AAA t 


































































032

301

210

032

301

210

032

301

210

A es matriz antisimétrica.

MATRICES CONMUTABLES
Sean las matrices nnMBA x, .

BA y son conmutables si y sólo si .BAAB 

DIAGONAL DE UNA MATRIZ
La diagonal está definida para matrices cuadradas y forman parte de esta los elementos

jiaij que, tales, .

Ejemplo





















nnmm

n

n

aaa

aaa

aaa

A









21

22221

11211
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MATRIZ TRIANGULAR SUPERIOR
Sea la matriz  

nijaA  .

A es matriz triangular superior si y sólo si jiaij  ,0 .





















mn

n

n

a

aa

aaa

A









00

0 222

11211

MATRIZ TRIANGULAR INFERIOR
Sea la matriz  

nijaA  .

A es matriz triangular inferior si y sólo si jiaij  ,0 .





















mnmm aaa

aa

a

A









21

2221

11

0

00

MATRIZ DIAGONAL
Sea la matriz  

nijaA  .

A es matriz diagonal si y sólo si jiaij  ,0 y jiaij ,escalares .

Ejemplos

1. 










10

02
A

2. 









10

01
I

3.























200

030

001









D
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MATRIZ ESCALAR
Sea la matriz  

nijaA  .

A es matriz escalar si y sólo si jiaij  ,0 y jiaij ,constantees .





















500

050

005









A

MATRIZ IDENTIDAD
Sea la matriz  

nijaI  .

I es matriz identidad si y sólo si jiaij  ,0 y jiaij  ,1 .

Ejemplos

 













































100

010

001

,

100

010

001

,
10

01
,1 321









nIIII

MATRIZ NILPOTENTE
Sea la matriz  

nijaA  .

A es matriz nilpotente de orden k , si k es el menor entero positivo tal que OAk  .

Ejemplos

1. 









00

20
A es matriz nilpotente de orden 2, pues, OA 2

2.
















000

200

310

B es matriz nilpotente de orden 3, pues, OB 3
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TRAZA DE UNA MATRIZ

Sea nnMA x .

La traza de A es la suma de los elementos de la diagonal. Así:





n

i
ijaATr

1

)( .

Ejemplos

1. Si 










57

02
A , entonces 7)( ATr

2. Si

















643

122

401

A , entonces 5)( ATr

Propiedades

1. )(.)( ATrATr  

2. )()()( BTrATrBATr 

3. )()( BATrABTr 

TEOREMA 21

AIAMIMA nnnm  .que tal,, xx

DEMOSTRACION

Sean mnijaA )(

nnjkbI )( , donde kjbkjb jkjk  ,1,0





n

j
jkijik bac

1

nkinjkijkikiik babababac  2211
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si  k=1

112121111 ninjijiii babababac  

11 ii ac 

si k=2

222221212 ninjijiii babababac  

22 ii ac 

si k=j

njinjjijjijiij babababac  2211

ijijik acc 





n

j
ijjkijik abac

1

Por lo tanto AIA .

TEOREMA 22

AAIMIMA mmnm  ..quetal,, xx

Corolario

Sean las matrices nnMIA x,

AAIIA  ..

MATRIZ INVERTIBLE

Sea la matriz nnMA x .

A es matriz invertible si y sólo si existe una matriz nnMB x , tal que

IABBA  .. .
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Notas

1. B es matriz inversa de A , 1 AB , de la definición,

IAAAA   11 .

2. B es matriz invertible, 1 BA , de la definición,

IBBBB   11

TEOREMA 23
Sea nnMA x ,

Si A es matriz invertible, entonces su inversa es única.

DEMOSTRACION

Por contradicción:

Se supone que la inversa de A no es única, es decir, existen matrices 21 y BB , inversas

de A , tales que 21 BB  .

)1(11 IABAB  (1)

)2(22 IABAB  (2) (

IBB 11  (3)

Reemplazando (2) en (3)

)( 211 ABBB 

211 )( BABB 

Reemplazando (1) en (4)

21 IBB 

21 BB 

Lo que contradice la suposición.

Por lo tanto la inversa de A es única.

TEOREMA 24

Sea nnMA x , matriz invertible, entonces   AA 
 11
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DEMOSTRACION

IAAAA   11 , ( (

1A es matriz invertible, por lo tanto cumple que:     IAAAA   111111 ,,,,,,,,,,

Igualando

  11  AA

TEOREMA 25

Sean nnMBA x, , matrices invertibles, entonces

AB también es invertible y cumple que:

  111   ABAB

DEMOSTRACION

Si BA y son invertibles

existen matrices 11 y  BA

P.D. Existe una matriz D tal que:

)()( ABDDAB 

a) 1111 )()(   ABBAABAB

1)(  AIA

1 AA

I (1)

b) BAABABAB )()( 1111  

BIB )(1

BB 1

I (2)

Igualando (1) y (2)

IABABABAB
DD

  )()( 1111


Por lo tanto 111)(   ABAB
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TEOREMA 26

Sean nnn MAAA x,,, 21  , matrices invertibles, entonces:

  1
1

1
2

11
21 .,.   AAAAAA nn 

MATRIZ ORTOGONAL
Sea la matriz nnMA x .

A es ortogonal si y sólo si 1 AAt , es decir,

IAAAA tt  ..

Ejercicio

Comprobar que la matriz dada es ortogonal




















221

212

122

3

1

TEOREMA 27

OOAMOMA pnnm  .que tal,, xx

DEMOSTRACION

Sean las matrices npjkmnij bOaA )()(  , donde, 0 jkb

))(( jkij baAO 









 



n

j
jkijba

1









 



n

j
ija

1

0.

O
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TEOREMA 28

OAOMOMA nmpn  .que,tal,, xx

DEMOSTRACION

Se deja como ejercicio.

TEOREMA 29

quecumplese,, pnnm MBMA xx 

Fila i-ésima de AB=Fila i-ésima de A.B

DEMOSTRACION

A=  mi AAAA ,,,,, 21 

B=  Pi BBBB  ,,,, 21

Fila i-ésima de AB=  p
i

i
iii BABABABA ,,,, 21 

= BAi.

=Fila i-ésima de A.B

TEOREMA 30

Sea ie la fila i-ésima de nnMI x , entonces:

Fila i-ésima de AeA i .

DEMOSTRACION

Fila i-ésima de I AeA i . (Teorema 29)

AAI . , entonces

Fila i-ésima de AeA i .
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TEOREMA 31

Sean pnnm MBMA xx  ,

Si A tiene fila de ceros, AB también tiene fila de ceros.

DEMOSTRACION

iA es la Fila i-ésima de A

0,)(  ijiniji adondeaA

npjkbB )(

Fila i-ésima de AB=Fila i-ésima de A.B (Teorema 29)

BAi .

=O.B

pO1

Por lo tanto

AB tiene fila de ceros.

TEOREMA 32

Sea nnMA x

Si A tiene fila de ceros, entonces A no es invertible.

DEMOSTRACION

Por contradicción.

Se supone que A es invertible, por lo tanto

IAAAA   11

1AA tiene fila de ceros (Teorema 31)

I tiene fila de ceros

Lo que contradice la hipótesis, pues, la matriz identidad no tiene fila de ceros.

Por lo tanto:

A no es invertible.
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OPERACIONES ELEMENTALES

Una operación elemental se representa por e y se la puede aplicar sobre matrices.

Existen tres tipos de operaciones elementales:

1. Intercambio de filas o columnas )( Ie

jiji CCFF  ,

2. Multiplicación de una fila o columna por un escalar 0 )( IIe

iiii CCFF   ,

3. Sumar una fila o columna multiplicada por un escalar a otra fila o columna

)( IIIe

,, jiji CCFF  

OPERACIONES ELEMENTALES INVERSAS

Se expresan por 'e y son aquellas que cumplen que:

1)    AAee II '

2)    AAee IIII '

3)    AAee IIIIII '

MATRICES ELEMENTALES

Una matriz elemental se la representa por E , y se la puede obtener mediante la

aplicación  de una operación elemental sobre la matriz identidad.

TEOREMA 33
AEAe .)(  , siendo e , una operación elemental que se aplica tanto en

A como en I .
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MATRICES EQUIVALENTES

A es equivalente por filas o columnas a B si y sólo si B se obtiene por medio de una

aplicación sucesiva e infinita de operaciones elementales sobre A .

    AeeeeBBA KK 121  .

TEOREMA 34
Sea nmMA x , A es equivalente a A , es decir,

Toda matriz es equivalente a sí misma.

DEMOSTRACION

    AeeeeB KK 121  (1)

     AeeeBe KK 121
, 



    ABeee K ,,
2

,
1  (2)

Sustituyendo (1) en (2)

    AAeee K ,,
2

,
1 

Cambiando la notación

A es equivalente a A.

Corolario

Sean nmMBA x, .

Si A es equivalente a B , B es equivalente a A .

TEOREMA 35
Sean nmMCBA x,, .

Si A es equivalente a B y B es equivalente a C , entonces A es

equivalente a C .
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DEMOSTRACION

Si A es equivalente a B,

    AeeeeB KK 121  (1)

Si B es equivalente a C,

    BeeeeC JJ 121 (2)

Sustituyendo (1) en (2)

      AeeeeeeC KKJJ 1211  

Por lo tanto A es equivalente por filas a C .

TEOREMA 36

Toda matriz elemental es invertible y su matriz inversa es elemental.

DEMOSTRACION

E matriz elemental

E´ matriz inversa de A

     IeeIeeI ,, 

e(A)=EA

P.D.  EE´=E´E=I

a) EE´=I

   IIee ,

  IEe , (Teorema 33)

EE´=I (1)

b) E´´E=I

   IIee ,

e´(E)=I (Teorema 33)

EE´=I (2)

Igualando (1) y (2)

EE´=E´E=I
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TEOREMA 37

A es equivalente por filas a B si y sólo si B es un producto de

matrices elementales por A .

DEMOSTRACION

a) “Si A es equivalente por filas a B , entonces B es un producto de matrices

elementales por A ”

Si A es equivalente por filas a B ,

    AeeeeB KK 121  ,

   AEeeeB KK 121  , (Teorema 33)

   AEEeeeB KK 1231  ,



Por lo tanto:

AEEEEB KK 121

b) “Si B es un producto de matrices elementales por A , entonces A es

equivalente por filas a B ”.

Si B es un producto de matrices elementales por A .

AEEEEB KK 121

)( 121 AEEEEB KK 

  AeEEEB KK 121 (Teorema 33)



    AeeeeB KK 121  ,

Por lo tanto:

A es equivalente a B.

Corolario

Sean nmMBA x, .

A es equivalente a B si y sólo si PAB  , donde P es un producto de matrices

elementales por A .
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FORMA ESCALONADA DE UNA MATRIZ

MATRIZ ESCALONADA POR FILAS

Es una matriz cuyos elementos iguales a cero aumentan de izquierda a derecha, fila a

fila.

Ejemplos








 
210

321







 
200

321







 
200

021







 
5000

2300















 

000

000

432















 

500

310

124















 

000

010

231



















1000

0100

0010

0001

MATRIZ ESCALONADA REDUCIDA POR FILAS

Es una matriz escalonada cuyos primeros elementos son iguales a 1, y en sus respectivas

columnas son los únicos diferentes de cero.

Ejemplos

















000

010

001

















000

100

001

















000

210

301



















0000

0000

0310

0501



















1000

0100

0010

0001









2100

5001
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TEOREMA 38
Sea nmMA x .

A es equivalente por filas a una matriz escalonada por filas.

TEOREMA 39

Sea nmMA x .

A es equivalente por filas a una matriz escalonada reducida por filas

.

TEOREMA 40

Sea nnMA x . A es una matriz escalonada reducida por filas.

Si IA  , entonces A tiene fila de ceros.

DEMOSTRACION

“Si A no tiene fila de ceros, entonces IA  ” (Contra recíproca)

Si A no tiene fila de ceros,

nA  100000 

1nA  010000 



2A  000010 

1A  000001  ,

),,,,( 121 nn AAAAA  

IA  AA
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TEOREMA 41

Sea nnMA x .

A es invertible si y sólo si es equivalente por filas a I .

DEMOSTRACION

a) “Si A es invertible, entonces es equivalente por filas a I”

Por Contradicción:

Se supone que:

A es equivalente por filas a  IBB 

BEEEEA KK 121

Si IB 

B tiene fila de ceros (Teorema 40)

BEEEE KK 121 tiene fila de ceros (Teorema 31)

A tiene fila de ceros

A no es invertible (Teorema 32)

Lo que contradice la suposición.

Por lo tanto:

A es equivalente por filas a I .

b) “Si A es equivalente por filas a I , entonces A es invertible”

Si A es equivalente por filas a I ,

I es equivalente por filas a A (Corolario, Teorema 34)

IEEEEA KK 121 , (Teorema 37)

121 EEEEA KK  ,

Por lo tanto: (Teorema 21)

A es invertible. (Teoremas  25, 36)

Corolario

A es invertible si y sólo si es un producto de matrices elementales.
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TEOREMA 42
Si A es invertible y reducible a la matriz identidad por sucesión de

operaciones elementales, al aplicar a I esta sucesión, se obtiene 1A .

DEMOSTRACION

Si A es invertible,

A es equivalente por filas a I, (Teorema 41)

AEEEEI KK 121 (1) (Teorema 37)

AEEEEI KK )( 121

1
121

1 )( 


  AAEEEEIA KK 

IEEEEA KK )( 121
1 
 

    IeeeeA KK 121
1 
 

    AeeeeI KK 121  (2)

ALGORITMO PARA EL CALCULO DE 1A

Sea la matriz de bloques ( A ׀ B )

Al aplicar operaciones elementales

    IAeeee KK 121  , es decir,

      Aeeee KK 121  ׀       Ieeee KK 121 

( I ׀ 1A ).

Ejemplo

Hallar la inversa de la matriz 










22

31
A








 
























 8

1
8
2

8
5

8
2

8
1

8
2 10

01

10

0131

1280

0131

1022

0131








 


12

52

2
11A
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PROBLEMAS PROPUESTOS

1. Sean las matrices:








 


012

321
A


















23

12

01

B






















210

111

131

C












52

21
D




















134

321

012

E

Calcular:

a) C+E, AB, BA, 2C-3E, CB+D, AB+D 2 , 3(2A), 6A
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b) A(BD), (AB)D, A(C+E), AC+AE, 3A+2A, 5A
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c) A t ,   ,
ttA (AB) t , B t A t , (C+E) t , A(2B), 2(AB)
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2. Sea 









yz

x
A

0
. Hallar 432 ,, AAA

3. Sean las matrices A del problema anterior y 









2726

01
B . Determinar A tal

que BA 3 .
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4. Comprobar que

















200

210

321

A es raíz de IXXXXF 254)( 23  .

5. Las matrices A y B son conmutables si BAAB  . Hallar todas las matrices A

conmutables con B si 









dc

ba
A y 










10

11
B .
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6. Sean las matrices






















130

312

021

A e

















100

010

001

3I . Si R , calcular

AI 3

7. Calcular AB



































05312

64113

02315

41230

51321

24311

A


























16403

00310

32451

12312

10321

B
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8. Dadas las matrices











21

31

x

x
A























131

010

131

21 x

B






















x

x
C

1

0

12

31

a) Encontrar el valor de x tal qué   0CABTr t .

b) Calcular el rango (número de filas no nulas de la matriz escalonada

equivalente) de CA sí 0x .

9. Escribir una matriz simétrica 3MA ,  ijaA  tal que

  
ji

ji
aij 




11
, si ji 
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10. Reducir las siguientes matrices a su forma escalonada y luego a su forma

escalonada reducida por filas

a)
























1210

1012

0111

0321

b)






















0100

3120

0110

3210
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c)





















1012

0321

3101

11. Determinar la matriz inversa de

a) 







 31

21

b) 










13

34
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c)



















333

022

001

d)





















120

031

221

e)




















211

401

312
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12. Dadas las matrices



















011

102

111

P y

















100

110

001

J . Hallar

a) 1P y nJ .

b) A tal que 1 PJPA .

c) 1 PPJA nn . Verificar que IA 0 y AA 1 .



42
MATRICES

ÁLGEBRA LINEAL

13 Sea la matriz 













cos

cos

sen

sen
A . Hallar nA

Deducir la ley y demostrar por inducción.

14. Sea la matriz 









x

yx
A

0
. Hallar nA . Usar el Teorema del Binomio.
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15. Sea la matriz

















x

x

x

A

00

10

01

. Hallar nA . Usar el Teorema del Binomio.

16. Si nnK es una matriz diagonal cuyos elementos, sobre la diagonal, son todos

iguales a  k, demostrar que nnnnnn kAAK  .

17. Demostrar que la suma de dos matrices triangulares inferiores es una matriz

triangular inferior.
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18. Si A es una matriz simétrica probar que A t y A 2 son simétricas.

19. Sea A una matriz cuadrada sobre un campo K, K , , y IAB ..   (I es

la  matriz identidad del mismo orden que A . Demostrar que A y B conmutan

con el producto usual de matrices.
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20 Dadas la matrices
































23

12

013

010

411

021
CBA

Determinar la matriz X indicando su número de filas y columnas que cumple:

a) BXA 2

b) CXAt  2

c) tt BBABCX 
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21. Una matriz A es idempotente si y sólo si AA 2 . Dadas las matrices identidad

de orden n , esto es, nI y la matriz nMB , se define   tt
n BBBBIA

1
 .

Demostrar que A es una matriz idempotente.

22. Una matriz A es idempotente si y sólo si AA 2 . Probar que si A es

idempotente, entonces AIB  es idempotente y además OBAAB  .



47
MATRICES

ÁLGEBRA LINEAL

23. Probar que si A satisface OIAA 2 , existe una matriz inversa de A .

24. Demostrar que toda matriz cuadrada es la suma de una matriz simétrica y una

matriz antisimétrica.
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25. Demostrar que  
mnijaAR  , se cumple que OAOA  0.  .

26. Considerando 11 mnmn OXA  y 11 mnmn BXA  , sistemas definidos sobre los

reales, demostrar que:

a) Si H es solución de OAX  , R ,  H es solución de OAX  .

b) Si H y K son soluciones de OAX  , KH  es solución de OAX  .

c) Si H y K son soluciones de BAX  , KH  es solución de OAX  .
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Capítulo 2
DETERMINANTES

DEFINICIÓN
El determinante es una función que establece una correspondencia

entre el conjunto de matrices cuadradas y el campo real o complejo.

Asi:

KMf nn x:

A  )(Af )det(A

NOTACIÓN

Sea nijaA )( , el determinante de A se nota así:

)det( AA 

O también

nnnn

n

n

aaa

aaa

aaa

A









21

22221

11211



DEFINICIÓN

Sea 22xMA

Si 









2221

1211

aa

aa
A , entonces

12212211)det( aaaaA 
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DEFINICIÓN

Sea 33xMA

Si

















333231

232221

131211

aaa

aaa

aaa

A , entonces

3231

2221
13

3331

2321
12

3332

2322
11)det(

aa

aa
a

aa

aa
a

aa

aa
aA 

DESARROLLO POR MENORES Y COFACTORES

MENOR

Sea la matriz nijaA )( y ijM la submatriz de A de orden )1( n , obtenida por

eliminación de la i-ésima fila y la j-ésima columna de A . El determinante ijM se

denomina menor de ija .

COFACTOR

Sea  la matriz nijaA )( . El cofactor ijA del elemento ija se define como:

ij
ji

ij MA  )1(

TEOREMA DE LA EXPANSIÓN DE LAPLACE

Sea nijaA )( .

ijij

n

j

ji MaA 



1

)1()det( , ó

ij

n

j
ij AaA 




1

)det(
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PROPIEDADES

TEOREMAS

Sea nijaA )( .

1. Si A tiene fila o columna de ceros, el 0)det( A .

2. Si la i-ésima fila de A o la j-ésima columna de A, se multiplica

por (escalar) y se obtiene una matriz B, )det()det( AB  .

3. )det()det(, AAK n  .

4. Si las matrices ,,, CBA son idénticas, excepto en la j-ésima

columna (fila) tal que la j-ésima columna (fila) de C es la suma

de  las j-ésimas columnas (filas) de ByA ,

)det()det()det( BAC 

5. Si se intercambian dos filas (columnas ) de A , para obtener la

matriz B , )det()det( AB  .

6. Si la matriz A tiene dos filas (columnas) iguales, 0)det( A .

7. Si una fila (columna) de A es un múltiplo de una fila (columna)

de A , 0)det( A .

8. Si un múltiplo de una fila (columna) de A , se suma a otra fila

(columna) de A , el determinante no se altera.

9. )det()det( tAA  .

10. El determinante de una matriz triangular es igual al producto de

los elementos de la diagonal.

DEMOSTRACIONES

1. Sea A una matriz con una fila de ceros

ij

n

j
ij AaA 




1

,

Sea i la fila de ceros

0.0
1




ij

n

j

AA
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2. ij

n

j
ij BbB 




1

)det(

ij

n

j
ij BaB 




1

)det( 

ij

n

j
ij AaB 




1

)det( 

)det()det( AB 

3. )det()det(, AA n 

Por inducción

i) 1n

)( 111 aA  

)det(.)det( 1
1

1 AA  

ii) )det()det( K
K

K AA  

P.D. )det()det( 1
1

1 


  K
K

K AA 

Kijij

n

j

ji
K AaA  




 

1
1 )1()det(

ijij
K

n

j

ji
K AaA  




 

1
1 )1()det(

ijij
n

j

jiK
K AaA  






1

1
1 )1()det( 

)det()det( 1
1

1 


  K
K

K AA 

4. P.D. ),,,,det( 1 ni AAA  ),,,,det( 1 ni ABA   ),,,,det( 1 nii ABAA  

),,,,det( 1 nii ABAA   ijijij

n

j

ji Aba )()1(
1




 según la i-ésima fila

 



ijij

n

j

ji Aa
1

)1( ijij
n

j

ji Ab 




1
)1(

 ),,,,det( 1 ni AAA  ),,,,det( 1 ni ABA 
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5 Sean






























nnn

ni

ini

n

aa

aa

aa

aa

A













1

,11,11

1

111



























 

nnn

nii

nii

n

aa

aa

aa

aa

B













1

,1,

,11,1

111

P.D. )det()det( BA 





n

j
ijij AaA

1

)det(





n

j
jiji BbB

1
,1,1)det(

)1(
1)1( 
  iij

ji Na

)1()1)(1( 
  iij

ji Na





n

j
ijij Aa

1

)det(A

6. Sea






























nnn

ni

ini

n

aa

aa

aa

aa

A













1

,11,11

1

111

tal que las filas i,i+1 son iguales

Al intercambiar las filas i,i+1:

)det()det( BA  (Teorema 8)

)det()det( AA 

Ordenando la igualdad



54
DETERMINANTES

ÁLGEBRA LINEAL

0)det(2 A

0)det( A

7. Sea






























nnn

ni

ini

n

aa

aa

aa

aa

B













1

,11,11

1

111



)det()det( AB 

Pero, 0)det( A ,

Por lo tanto 0)det( B

8. Sea






























nnn

ni

ini

n

aa

aa

aa

aa

A













1

,11,11

1

111

Se obtiene B al sumar: fila i+1 + .fila i
































nnn

niini

ini

n

aa

aaaa

aa

aa

B













1

,11,111

1

111



Al aplicar el Teorema 7
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nnn

ini

ini

n

aa

aa

aa

aa

B













1

1

1

111

)det(


 +

nnn

nii

ini

n

aa

aa

aa

aa













1

,11,1

1

111

 

 

0 )det(A

)det()det( AB 

9. Se demuestra por inducción

i) Si 2n











2221

1211

aa

aa
A , 










2212

2111

aa

aa
At

22212211)det( aaaaA  (1)

22212211)det( aaaaAt  (2)

Igualando (1) y (2)

)det()det( tAA 

ii) Si kn 

)det()det( t
KK AA 

si 1 kn

)det()det( 11
t
KK AA  

Sean

 
1


KijaA

 
1


KijbB

jiij ab 

Desarrollando B según la fila 1:

Kjj

n

j

j BbB 11
1

1)1(


 (1)

Desarrollando A de acuerdo a la columna 1:

Kij

K

j

j AaA 11

1

1

1)1(




 (2)
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Pero, jj ba 11  , es decir,

 tjj AB 11 

  t

jj AB 11 

11 jj AB 

De (1)

Kjj

n

j

j AaB 11
1

1)1(




AB 

)det()det( 11
t
KK AA   ,

)det()det( tAA 

10. Se demuestra por inducción

i) Si 2n











22

1211

0 a

aa
A ,

2211aaA 

ii
i

aA 



2

1

ii) Si kn 

ii

K

i
K aA 




1
Hipótesis inductiva

ii

K

i
K aA 




 

1

1
1 Tesis inductiva








 

1

1
,1,1

1
1 )1(

K

j
jKjK

jK
K AaA según la fila 1K

00)1(0 1,11,1
11  
 

KKK
K Aa

KKKKK
K Aa 1,11,1

11)1( 








K

i
iiKK

K aa
1

1,1
22)1(
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K

i
iiKK aa

1
1,1





K

i
iia

1

DETERMINANTES DE MATRICES ELEMENTALES

1. 1E es una matriz elemental tipo I obtenida por intercambio de filas o columnas,

entonces: 11  IE .

2. 2E es una matriz elemental tipo II obtenida al multiplicar la i-ésima fila o

columna por  (escalar), entonces:   IE2 .

3. 3E es una matriz elemental tipo III obtenida al sumar  veces la fila o columna j

a la fila o columna i, entonces: 13  IE .

Observación 0E .

TEOREMA 11
Si E es una matriz elemental, entonces:

AEEA  , y

EAAE 

DEMOSTRACION

a) Intercambio de dos filas o columnas

1E

EA se obtiene intercambiando dos filas o columnas de A

AAEA )1(

Por lo tanto:

AEEA 

b) Se multiplica una fila o columna por  (escalar)

  IE
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AEA 

AEEA 

c) Se reemplaza una fila o columna por la suma de una de ellas multiplicada por 

1E

AAEA 1

AEEA 

De manera semejante se demuestra que

EAAE 

Corolario

Si A y B son equivalentes:

AEEEEB KK 121

TEOREMA 12

Sea nnMA x

A es invertible si y sólo si 0A

DEMOSTRACION

1. “Si A es invertible, entonces "0A

Si A es invertible,

A es producto de matrices elementales,

121 EEEEA KK  (M, Teorema 41)

121 EEEEA KK  (Teorema 11)

0A , puesto que 0 E

2. “Si 0A , entonces A es invertible”.

Se demuestra la contrarrecíproca:

Si A no es invertible, entonces 0A

Si A no es invertible,

A es equivalente a una matriz B que tiene fila de ceros,
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BEEEEA KK 121 es matriz con fila de ceros (M, Teorema 31)

BEEEEA KK 121 (Teorema 11)

0A

TEOREMA 13

Sean las matrices nnMBA x,

BAAB 

DEMOSTRACION

1. A es invertible

Si A es invertible

121 EEEEA KK  (1)

121 EEEEA KK  (2)

BEEEEAB KK 121

BEEEEBA KK 121 (3)

Sustituyendo (2) en  (3)

BAAB 

2. A no es invertible

Si A no es invertible

0A (Teorema (12)

AB no es invertible (M, Teoremas 31,32)

0AB

BAB .0

Por lo tanto:

BAAB 
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INVERSA DE UNA MATRIZ

TEOREMA 14

Sea nnMA x

02211  kninkiki AaAaAa  , si ki 

DEMOSTRACION

Sea B es la matriz obtenida al reemplazar la k-ésima fila de A por la i-ésima fila de A ,

así:































nnnn

knkk

ani

n

aaa

aaa

aaa

aaa

A















21

21

121

11211































nnnn

inii

ani

n

aaa

aaa

aaa

aaa

B















21

21

121

11211

B es una matriz con dos filas iguales, es decir, 0B

Desarrollando B según la k-ésima fila de B por menores y cofactores:

02211  kninkiki AaAaAa 

DEFINICIÓN

Sea nnMA x , se define como matriz adjunta de A a la transpuesta de

la matriz de los cofactores de los elementos ija .

Ejemplo








 


31

12
A 







 


21

13
)(ACof 











21

13
adjA
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TEOREMA 15

Sea nnMA x

IAadjAAAadjA  ..

DEMOSTRACION



















































nnknn

nk

nik

nnnn

ini

n

n

AAAA

AAAA

AAAA

aaa

aaa

aaa

aaa

adjAA





















212

222212

12111

21

211

22221

11211

.

El elemento ki, -ésimo de la matriz A .adj A es:

AAaAaAa kninkiki  2211 , si ki 

02211  kninkiki AaAaAa  , si ki  (Teorema 14)

es decir,





























A

A

A

adjAA













00

000

00

00

.

IAadjAAAadjA  ..

Corolario

Sea nnMA x y 0A , entonces

adjA
A

A .
11 
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Ejemplo

Dada la matriz

















402

283

421

A

a) Calcular A .

b) Hallar la matriz )(AAdj .

c) Comprobar que IAAAAdjAAdjA .).()(. 

d) Calcular 1A .

Solución:

a) 64)2(4)36(2
83

21
4

28

42
2

402

283

421




A

b)




























































2416

14416

36832

83

21

02

21

02

83
23

41

42

41

42

23
28

42

40

42

40

28

)(AAdj

c)



























































6400

0640

0064

2416

14416

36832

402

283

421

)(. AAdjA





























































6400

0640

0064

402

283

421

2416

14416

36832

).( AAAdj

d)
























2416

14416

36832

64

1
)(

11 AAdj
A

A























32/116/14/1

32/716/14/1

16/98/12/1
1A
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PROBLEMAS PROPUESTOS

1. Encontrar el valor de los siguientes determinantes

a)

112

321

011






b)

130

011

121





c)

103

120

1021





i

i
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d)

2143

3412

1234

4321

e)

a

a

a

a







1111

1111

1111

1111

f)

0991

7891

4891

102 x

, donde x es el último dígito del año actual.
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2. Determinar el valor de

a)

543216

432165

321654

216543

165432

654321

b)

654321

554321

444321

333321

222221

111111
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c)

1111

1

1

1

bac

acb

cba

i) 0 cba

ii) 3 cba
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d)

n

n

n

n

aaaa

aaaa

aaaa

aaaa








1

1

1

1

321

321

321

321











e)
333

222

zyx

zyx

zyx

f)

CCCsen

BBBsen

AAAsen

2coscos

2coscos

2coscos

22

22

22
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g)

06103

2138101

66082

501832

714073









i

i

i

i

3. Demostrar que:

43

0

0

0

0

a

aaa

aaa

aaa

aaa
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4. Demostrar que el determinante nnx

   bnaba

abbbb

babbb

bbabb

bbbab

bbbba

n )1(1  













5. Hallar el valor de

nnnn

n

n

bababa

bababa

bababa














21

22212

12111
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6. a) Demostrar que:

222

22

22

4 cba

acbaba

bcacab

cbcacb

A 





Verificar primero que:

2

0

0

0

ba

ca

cb

A 

b) Hallar el valor del determinante

22

22

22

babcca

bcacab

caabcb
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7. Demostrar que

   dcbadbca

dd

cc

bb

aa



2

2

2

2

10

01

10

01

8. ¿Para qué valores Rba , , el siguiente determinante es diferente de cero?

22

22

22

22

aababb

ababab

abbaab

bababa
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9. Probar que

 
 

 
 3

222

222

222

2 cbaabc

baba

ccaa

cbcb







10. Demostrar que

      434232413121

3
4

3
3

3
2

3
1

2
4

2
3

2
2

2
1

4321

1111

aaaaaaaaaaaa

aaaa

aaaa

aaaa


¿Cuál es la generalización de este resultado a determinantes de orden n ?
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11. Aplicaciones a la Geometría Analítica

a) Si ),(),,(),,( 333222111 yxPyxPyxP son tres puntos no colineales, la

ecuación de la parábola CBxAxy  2 que pasa por los puntos

321 ,, PPP puede escribirse de la forma:

2
333

2
222

2
111

2

1

1

1

1

xxy

xxy

xxy

xxy

=0

Hallar la ecuación de la parábola que pasa por los puntos:

).2,2(),6,2(),5,1( 
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b) Si ),(),,(),,( 333222111 yxPyxPyxP son tres puntos no colineales, la

ecuación del círculo que pasa por los puntos 321 ,, PPP , puede escribirse:

0

1

1

1

1

33
2
3

2
3

22
2
2

2
2

11
2
1

2
1

22








yxyx

yxyx

yxyx

yxyx

Hallar la ecuación del círculo que pasa por los puntos:

).2,2(),6,2(),5,1( 
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c) Si se conoce que:

,0: 1312111  ayaxaL

,0: 2322212  ayaxaL

,0: 3332313  ayaxaL

son tres rectas no paralelas, el área determinada por 321 ,, LLL es igual al

valor absoluto de:

333231

232221

131211

332313

1

AAA

AAA

AAA

AAA

Donde ijA es el cofactor de ija en A:

333231

232221

131211

aaa

aaa

aaa

A 

Hallar la superficie del triángulo cuyos lados son las rectas:

.01154,01529,02775  yxyxyx
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d) El volumen de tetraedro determinado en el espacio por los puntos

),,(),,,(),,,(),,,( 4444333322221111 zyxPzyxPzyxPzyxP , está dado por el

valor absoluto de D
6

1
, siendo D el determinante de:

1

1

1

1

444

333

222

111

zyx

zyx

zyx

zyx

)0,3,0(),6,2,1(),6,4,0(),5,2,1(  .
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12. Sea




















a

a

a

A

10

11

21

a) Determinar los valores de a para que para que A sea invertible.

b) Hallar la inversa de A cuando existe.
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13. Sea


















233

1

111

A

a) Determinar el valor de  para que A sea invertible.

b) Calcular con el valor de  para el cual 2A .1A
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14. Sea






















213

32

31




A

a) Determinar los valores de  para que para que sea invertible.

b) Hallar la inversa de cuando existe.

A

A
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15. Dada la matriz


















2

2

2

1

1

1

cc

bb

aa

A

a) Hallar A .

b) Encontrar )(AAdj .

c) Calcular 1A .
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Capítulo 3
SISTEMAS DE ECUACIONES LINEALES

DEFINICIÓN
Ecuación lineal, es una expresión del tipo:

bxaxaxa nn  2211 (1)

donde

1x = variable

,,, 32 nxxx = variables libres

ia = coeficientes de las variables

b = término constante

Kba ,

Kxi 

El conjunto solución de la expresión (1) es:   KttttCS in  :,,, 21 

Se consideran los siguientes casos:

I. Si 01 a

n
n x

a

a
x

a

a

a

b
x

1
2

1

2

1
1  

se puede obtener 1x dependiendo de los valores nxxx ,,, 32 

II. Si 0021  baaa n

Reemplazando en (1)

bxxx n  000 21 

b0

Para ningún valor se verifica la igualdad anterior. La ecuación (1) es

inconsistente, por lo tanto, no tiene solución, o se dice que CS Ø
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III. Si 0021  baaa n

De (1)

0000 21  nxxx 

00 

Se obtiene una identidad

La ecuación (1) se cumple para todos los valores de ix .

DEFINICIÓN
Los sistemas de ecuaciones lineales son expresiones del tipo:
















mnmnmm

nn

nn

bxaxaxa

bxaxaxa

bxaxaxa









2211

22222121

11212111

(1)

El sistema (1) es de m ecuaciones y n variables ).( nm .

Observaciones

1. Si 0 ib , (1) se llama sistema no homogéneo.

2. Si 0 ib , (1) se llama sistema homogéneo.

3. Resolver el sistema (1) es hallar las n -úplas ordenadas que al reemplazar en el

mismo dan identidades, es decir, satisfacen el sistema.

4. Si una de las ecuaciones de (1) es del tipo bxxx n  000 21  , el sistema es

inconsistente, es decir, no tiene solución, o no existen n -úplas ordenadas que

satisfacen el sistema (Teorema de Rouché-Fröbenius).

5. Si en una de las ecuaciones los coeficientes y el término constante son iguales a

cero, se tiene un sistema de 1m ecuaciones con n incógnitas.

En el siguiente cuadro se presenta un resumen de los diferentes tipos de sistemas, así:



83
SISTEMAS DE ECUACIONES

ÁLGEBRA LINEAL

Solución              Infinitas      Solución      Infinitas
única               soluciones      única       soluciones

no-trivial trivial        + trivial

SISTEMAS EQUIVALENTES

Son aquellos sistemas que tienen las mismas soluciones.

Para obtener un sistema equivalente de uno dado, se pueden realizar las siguientes

operaciones:

1. Intercambiar ecuaciones )( ji EE  .

2. Multiplicar por un escalar diferente de cero a una de las ecuaciones )( ii EE  .

3. Reemplazar una ecuación por la suma de otra ecuación multiplicada por un

escalar )( jii EEE  .

SOLUCIÓN DE SISTEMAS DE ECUACIONES

Las operaciones definidas sobre matrices y sobre ecuaciones son idénticas, por lo tanto,

es posible trabajar sobre un sistema representado en forma matricial. En este apartado se

describirán métodos para hallar todas las soluciones (si las hay) de un sistema de m

ecuaciones con n incógnitas.

SISTEMAS DE ECUACIONES

INCONSISTENTE CONSISTENTE

NO HOMOGÉNEO HOMOGÉNEO
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Del sistema (1),












































mnmnmm

nn

nn

b

b

b

xaxaxa

xaxaxa

xaxaxa











2

1

2211

2222121

1212111

























































mnmnmm

n

n

b

b

b

x

x

x

aaa

aaa

aaa











2

1

2

1

21

22221

11211

A X B

BAX  Es la ecuación matricial del sistema (1).



















mmnmm

n

n

baaa

baaa

baaa









21

222221

111211

(2)

La matriz (2) es la matriz ampliada ( A  B ) correspondiente al sistema (1).

Observaciones

1. A todo sistema BAX  le corresponde la matriz ampliada (2).

2. De toda matriz ampliada (2) se puede escribir el sistema BAX 

correspondiente.

3. Si la matriz ampliada ( A  B ) es equivalente a la matriz ampliada (C  D ), los

sistemas BAX  y DCX  son equivalentes.

MÉTODOS DE RESOLUCIÓN

Para resolver sistemas de ecuaciones se utilizarán los métodos de Gauss (o de la

triangulación), Gauss-Jordan y Cramer, los mismos que se detallan a continuación.
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MÉTODO DE GAUSS

Consiste en encontrar una matriz ampliada  escalonada equivalente por filas a la matriz

correspondiente al sistema original, se escribe el sistema equivalente conforme a la

matriz escalonada y se resuelve el sistema así obtenido. Si la matriz A tiene fila de

ceros y la matriz  ( A  B ) no tiene fila de ceros, el sistema es inconsistente.

MÉTODO DE GAUSS-JORDAN

Consiste en encontrar una matriz ampliada  escalonada reducida por filas equivalente

por filas a la matriz correspondiente al sistema original, se escribe el sistema

equivalente ajustado a la matriz escalonada  reducida por filas y se resuelve el sistema

así obtenido.

MÉTODO DE CRAMER

Este método sirve para resolver sistemas que tienen el mismo número de incógnitas que

de ecuaciones.

TEOREMA DE CRAMER
Sea un sistema de ecuaciones nxn donde:

A es matriz de los coeficientes

ix es la fila i-ésima de X (matriz de las variables)

iA es la matriz que tiene los mismos elementos de A , excepto los de la

i-ésima columna, en la que constan los términos independientes.

Si 0A , entonces
A

A
x i

i 

DEMOSTRACIÓN

Se expresa el sistema en forma matricial.

BAX 

De acuerdo a la hipótesis:

0A
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A es invertible y existe 1A

BAXAA 11 )(  

BAX 1

A

BadjA
X

.


























nnknn

nk

nik

AAAA

AAAA

AAAA

adjA









212

222212

12111

siendo





























nnnn

ini

n

n

aaa

aaa

aaa

aaa

A













21

211

22221

11211

.

Considerando la fila i-ésima de X

A

BadjAF
x i

i

).(


nniiii bcbcbcBadjAF  2211).( (1)

Se calcula iA

nnnnn

n

n

i

abaa

abaa

abaa

A









21

222221

111211
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Desarrollando por cofactores de acuerdo a la i-ésima columna:

inniii cbcbcbA  2211 (2)

Igualando (1) y (2)

A

A

A

BadjAF
x ii

i 
).(

Síntesis

Si nMA con 0A , entonces BAX  tiene como solución única:

nnnn

n

n

aab

aab

aab

A
x

2

2222

1121

1

1






nnnn

n

n

aba

aba

aba

A
x

1

2221

1111

2

1










nnn

n

baa

baa

baa

A
x

21

22221

11211

1






Observación

Este método es válido únicamente si el sistema es nnx .

Ejemplo

Resolver usando el método de Cramer













03

122

2

321

321

321

xxx

xxx

xxx
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Solución:



 012

113

212

111

A el sistema es de Cramer

2

1

12

110

211

112

1 





x

3

5

12

103

212

121

2 





x

6

1

12

013

112

211

3 





x














 

6

1
,

3

5
,

2

1
CS

Resumen

En ciencia y tecnología existe una gran variedad de situaciones que pueden expresarse

en términos matemáticos mediante sistemas de ecuaciones lineales, o bien acercarse a

un sistema de este tipo, de ahí el interés de su estudio.

Una vez que se ha planteado un sistema lineal de ecuaciones, se delinean tres cuestiones

importantes. La primera de ellas es conocer si tiene o no solución, la segunda es la

unicidad de la misma y, por último, el cálculo de la solución cuando existe.

A las dos primeras cuestiones da respuesta el teorema de Rouché-Fröbenius, tal como se

ilustra en este capítulo. En este punto del estudio es importante tomar en cuenta también

las propiedades que presentan los conjuntos de soluciones de los sistemas lineales

homogéneos y no homogéneos.

La cuestión referente al cálculo de las soluciones tiene múltiples respuestas, ya que

existen diversos métodos para determinarlas. Entre ellos, cabe destacar el método de

triangulación de Gauss y la regla de Cramer.
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PROBLEMAS PROPUESTOS

1. Resolver

a)













1635

6223

532

321

321

321

xxx

xxx

xxx

b)













144

232

5232

321

321

321

xxx

xxx

xxx

c)












2

2

1

321

32

21

xxx

xx

axx

Usar el método de Cramer



90
SISTEMAS DE ECUACIONES

ÁLGEBRA LINEAL

d)
   
 






iixxi

xixi

2122

521

21

21

Usar el método de Cramer

e)












42543

56852

2232

4321

4321

4321

xxxx

xxxx

xxxx

f)

















064

4352

523

222

321

321

321

321

xxx

xxx

xxx

xxx
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g)












14322

2623

31345

4321

4321

4321

xxxx

xxxx

xxxx

2. Determinar los valores de k tales que el sistema con las incógnitas 321 ,, xxx

tenga i)   Solución única,   ii) Infinitas soluciones, iii)   No tenga solución.

a)












1

1

1

321

321

321

kxxx

xkxx

xxkx
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b)













132

243

2

321

321

321

xxx

kxxx

kxxx

c)












12

22

33

321

321

31

kxxx

xkxx

xx
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3. Determinar los valores de  para que el sistema



















321

321

321

)1(2

322)1(2

1)1(

xxx

xxx

xxx

a) Tenga solución única. Hallarla

b) Tenga más de una solución. Hallarlas

c) No tenga solución.
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4. Determinar los valores de  para que el siguiente sistema:


















2
321

321

321

2

02

xxx

xxx

xxx

a) Tenga solución única. Hallarla.

b) Tenga más de una solución. Hallarlas.

c) No tenga solución.
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5. Determinar los valores de a y b para que el siguiente sistema:













bxaxx

xaxax

xxx

3)24(33

1)2()3(2

1

321

321

321

a) Tenga solución única. Hallarla.

b) Tenga más de una solución. Hallarlas.

c) No tenga solución.



96
SISTEMAS DE ECUACIONES

ÁLGEBRA LINEAL

6. Determinar los valores de a y b para que el siguiente sistema:













baxx

xxx

xxx

31

321

321

2

1

3

a) Tenga solución única. Hallarla

b) Tenga más de una solución. Hallarlas.

c) No tenga solución.
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7. Determinar los valores m para que el siguiente sistema:














1

0)1()1(

22)3()1()22(

321

32

321

mxxmx

xmxm

mxmxmxm

a) Tenga solución única. Hallarla

b) Tenga más de una solución. Hallarlas

c) No tenga solución.
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8. Determinar los valores para que el siguiente sistema













1)1()1(

1)1(

1)2(

31

321

321

mxmxm

mxxmmx

mxxxm

a) Tenga solución única. Hallarla

b) Tenga más de una solución. Hallarlas

c) No tenga solución.

m
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9. Determinar los valores de a para que el sistema

     
   













12

011

23122

321

32

321

xxx

xaxa

xaxaxa

a) Tenga solución única. Hallarla

b) Tenga más de una solución. Hallarlas

c) No tenga solución.
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10. Determinar los valores kcba y,, para que el sistema














2
3

2
2

2
1

2

321

321 1

kxcxbxa

kxcbxax

xxx

a) Tenga solución única. Hallarla

b) Tenga más de una solución. Hallarlas

c) No tenga solución.
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Capítulo 4
ESPACIOS VECTORIALES

DEFINICIÓN

Sean V un conjunto no vacío, K un campo, (+) una ley de composición interna

sobre V , llamada adición, ( ) una ley de composición externa, que relaciona ,y KV

llamada producto, entonces se dice que V tiene estructura de espacio vectorial sobre el

campo K , notada por  ,,, KV si cumple las siguientes propiedades:

1. (V, +) es un grupo conmutativo

i) | Axioma de clausura

ii) | Axioma de asociatividad

iii) |  veueuue 0 Axioma del neutro aditivo

iv) | Axioma del inverso aditivo

v) | Axioma de conmutatividad

2. | Axioma de clausura

3. )()(|,, uuVuK   Ley asociativa mixta

4. | Axioma del neutro

5. uuuaVuK   )(|,, Primera ley de distribución

6. vuvuVvuK   )(|,, Segunda ley de distribución

EJEMPLOS

1.  ,,, RRn es el espacio vectorial de las úplasn de números reales.

  niRaaaaR in
n ,,2,1,,,, 21  

Si R , nRvu , ,  naaau ,,, 21  ,  nbbbv ,,, 21  se definen

 nn bababavu  ,,, 2211  y  naaau  ,,, 21 

Vvu  , Vvu 

Vwvu  ,, )()( wvuwvu 

VuVe  ,!

VuVu  ,!, euuuu  ,,

Vvu  , uvvu 

VuK  , Vu

VuKe  ,! ueu  )1( e
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2.  ,,, RM nmx es el espacio vectorial de todas las matrices nmx .

 RanmAAM ijnmnmnm ,ordendematrizunaes| xxxx 

Donde + representa la suma usual de matrices y  la multiplicación usual de un

número real por una matriz.

3.  ,,, RF es el espacio vectorial de todas las funciones reales.

 funciónunaes:| RRffF 

Donde + representa la suma usual de funciones y  la multiplicación usual de un

número real por una función.

4.   ,,, RxPn es el espacio vectorial de todos los polinomios de grado n .

Donde + representa la suma usual de polinomios y  la multiplicación usual de

un número real por un polinomio.

Observaciones

1. Los elementos de V se llaman vectores, los elementos de K se llaman

escalares.

2. La operación (+) se llama suma vectorial, la operación ( ) se llama

multiplicación por un escalar.

3. El vector se llama vector nulo o vector cero.

El siguiente teorema es de mucho interés

TEOREMA 1

Sea  ,,, KV un espacio vectorial

KwvuK  ,,, se cumple que:

).()().(e)

0.d)

.c)

.0b)

a)

uuu

OuOu

OO

Ou

wuwvvu

VV

VV

v














DEMOSTRACIONES

V0
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a) Axioma del neutro

Axioma del inverso

Axioma de asociatividad

Hipótesis

Axioma de asociatividad

=u Axioma del inverso

Axioma del neutro

c) Axioma del neutro

Axioma reflexivo

Axioma reflexivo

(1) Axioma distributivo

(2) Axioma reflexivo

Sumando (1) y (2)

Axioma del inverso

Axioma del neutro

d) Por Contradicción

Se supone que:

,K tal que,



1

,0 

Hipótesis

Axioma del inverso

Lo que contradice la suposición

uu V  0

uvvu  ))((

uvvu  )()(

uvwv  )(

uwvv  )(

wV 0

wu 

VVV 000 

 

VVV 0)00(  

VVV 000  

uu ..  

)0(0))0(0(0 VVVVV  

VVV 000 

VV 00 

)00( Vu  

Vu 00 

VV 00 

Vu 0
11




















Vu 0.1 

Vu 0

Vu 00  
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SUBESPACIOS VECTORIALES

Sean V y S dos espacios vectoriales definidos en el campo K , entonces S es un

subespacio vectorial de V , si y sólo si, . De hecho, todos los espacios vectoriales

tienen subconjuntos que también son espacios vectoriales. Gráficamente se tiene

TEOREMA 2

Sea  ,,, KV un espacio vectorial, , Ø,

S es subespacio vectorial de V si y sólo si cumple que:

1. Svu  , ׀ Svu 

2. SuK  , |

DEMOSTRACION

1)

Se cumple pues

2.

P.D.  ,,, KS es un espacio vectorial

 ,S es un grupo conmutativo

a) | Axioma de clausura

Si cumple

b) | Axioma de asociatividad

Si cumple

c) | Axioma del neutro aditivo

P.D.

Si

VS 

VS  S

Su

""

VS 

""

Svu  , Svu 

Swvu  ,, )()( wvuwvu 

SuSe  ,! euue  )0( ve 

Se V  0

0

S
V
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Si cumple

d) | Axioma del inverso aditivo

P.D.

Si

es decir,

Si cumple

e) |

Si cumple

Puesto que se cumplen las propiedades de los espacios vectoriales.

Si S es espacio vectorial y , entonces S es subespacio vectorial de V.

Observación

pertenece a todo subespacio vectorial de .V

Corolario

, si S es subespacio vectorial de V , entones se cumple que:

1. Ø

2. |

COMBINACIÓN LINEAL

Sean  ,,, KV un espacio vectorial, VT  ,

Se dice que Vu es combinación lineal de T si y sólo si existen elementos del campo

K tal que se verifica la siguiente identidad:

nntttu   2211

uu 0

Vu 0

SV 0

SuSu  ,!, euuuu  ,,

Suu ,

1

uu .1

uu 

Su

Vvu  , uvvu 

VS 

VS 

V0

VS 

,0 SV  S

SvuK  ,, Svu 

 ntttT ,, 21
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CONJUNTO GENERADOR

Sean  ,,, KV un espacio vectorial, VS  , , Vu .

Si nnsssu   2211 ,entonces S es conjunto generador de V .

CÁPSULA LINEAL

Sean  ,,, KV un espacio vectorial, VS  , Ø,

La cápsula de S es el conjunto de los vectores que son combinaciones lineales de los

elementos de S , y se nota por decir,es,S

 KsssvVvS inn   ,| 2211 

TEOREMA 3

Sean  ,,, KV un espacio vectorial, VS  , Ø

La cápsula de S es subespacio vectorial de .V

DEMOSTRACION

1.  SSv y0 Ø

Sea

2. | Svu 

 nsssS ,, 21

S  nsssS ,, 21

S

Su

K 0

Vu 0

Vu 00 

Sv 0

Svu  ,

nn sssu   2211

nn sssv   2211

nnn sssvu )()()( 222111   

Svu 
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3. |

DEPENDENCIA E INDEPENDENCIA LINEALES

Sean  ,,, KV un espacio vectorial, VT  , ,

1. T es linealmente dependiente si y sólo si existen escalares no todos iguales

a cero, tales que:

2. T es linealmente independiente si y sólo si existen escalares únicos e

iguales  a cero, tales que:

a esta se llama combinación lineal trivial.

TEOREMA 4

Sean  ,,, KV un espacio vectorial, VSS  21

1. Si es linealmente dependiente., entonces también lo es.

2. Si es linealmente intependiente., entonces también lo es.

DEMOSTRACION

1  nsssS ,,, 211 

 rsssS ,,, 212 

SuK  , Su

nn sssu   2211

nn sssu   2211

ii  

nn sssu   2211

Su

 ntttT ,, 21

i

Vnnttt 02211   

i

Vnnttt 02211   

1S 2S

2S 1S
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Si es linealmente dependiente, , tales que:

vnnsss 02211   

Se puede escribir que:

vrnnn sssss 0.0.02211    ,

donde no todos los coeficientes son cero.

es linealmente dependiente

2. Por contradicción:

Se supone que es linealmente dependiente

es linealmente dependiente

es linealmente dependiente

Lo que contradice la suposición.

es linealmente independiente.

TEOREMA 5

Sean  ,,, KV un espacio vectorial, VS  .

S es linealmente dependiente si y sólo si ,  tal que,

es combinación lineal de los restantes vectores.

DEMOSTRACION

1.

Si S es linealmente dependiente, entonces , tales que:

, es decir,

, (en caso contrario se elige otro vector)

Despejando

Por lo tanto:

is es combinación lineal de los restantes vectores.

1S 01 

2S

1S

1S  21 SS 

2S

1S

Ssi 

is

""

0 i

Vnnii ssss 02211   

ii s nn sss   2211

01 

is

is nn sss   2211
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2.

Sea , tal que, es combinación lineal de los restantes vectores de S ,

(1)

(2)

Sumando (1) y (2) y reordenando

S es  linealmente dependiente.

TEOREMA  6  EL WRONSKIANO

es linealmente independiente si y sólo

si , tal que:

  0
'''

,,,

)1()1(
2

)1(
1

21

21

21 

 n
n

nn

n

n

n

fff

fff

fff

fffW








DEMOSTRACION

a)

Por contradicción

Se supone que 0W , entonces

Una fila o columna de W es combinación lineal de las restantes, por ejemplo:

, es decir, S es linealmente dependiente.

Lo que contradice la suposición.

b)

Por contradicción:

Se supone que S es linealmente dependiente, entonces

Una fila o columna de W es combinación lineal de las restantes, es decir,

0W , lo que contradice la suposición

Por lo tanto S es linealmente independiente.

""

Ssi 

is nniiii sssss     11112211

ii ss 

Vnniiiiii ssssss 011112211    



 nf fffSDx ,,,, 21 

fDx

""

nn fff   221

 0W

""
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BASE

DEFINICION

Sean  ,,, KV un espacio vectorial y VS  ,

S es una base de V , si y sólo si:

1. genera a V , y

2. es linealmente independiente.

TEOREMA 7

Sean  ,,, KV un espacio vectorial y VS  ,

Si es una base del espacio vectorial V , entonces todo

vector de S se puede expresar de una y solo una manera como

combinación lineal de los vectores de S. La combinación lineal es

única.

DEMOSTRACION

Sea

Se supone que la combinación lineal no es única, es decir,

(1)

(2)

Restando (1) y (2)

Si S es base de V , entonces S es linealmente independiente,

,

S

S

 nsssS ,, 21

Vu

nn sssu   2211

nn sssu   2211

ii  

nnn sssuu )()()()( 222111   

nnnV sss )()()(0 222111   

0 ii 

ii  



111
ESPACIOS VECTORIALES

ÁLGEBRA LINEAL

Lo que contradice la suposición.

Por lo tanto: la combinación lineal es única.

TEOREMA 8

Sean  ,,, KV un espacio vectorial y VS  ,

Si S es un conjunto finito de vectores no nulos que genera a V

entonces, S contiene a una base T de V .

DEMOSTRACION

a) Si S es linealmente independiente, entonces es base de V.  //

b) Si S es linealmente dependiente, existe un vector que es combinación lineal de

los restantes vectores (Teorema 6).

Si se considera el conjunto

es combinación lineal de

(1)

genera a V?

Sea

es combinación lineal de S

(2)

Se sustituye (1) en (2)

, es decir,

1S es generador de V .

Si es linealmente independiente, entonces es base.  //

c) Si es linealmente dependiente, se elimina un vector, que es combinación

lineal de los restantes, es decir,

, que es generador de V .

Al continuar con el proceso se encuentra un subconjunto T de S que es

linealmente independiente y que genera a V .  //

 11 sSS 

1s 1S

is nniiii sssss     11112211

1S

Vu

u

u nniiiiii ssssss     11112211

u nniiii sssss     11112211

1S

1S

 112  isSS
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TEOREMA 9

Sean  ,,, KV un espacio vectorial y VTS , ,

, es una base de V , y

es un conjunto linealmente independiente de V ,

entonces . Esto es, todo conjunto linealmente independiente no

tiene más que n vectores.

DEMOSTRACION

Se supone que:

rn 

Si S genera a V

es combinación lineal de S

Se despeja

(En caso contrario, si  se despeja otro)

genera a V

es combinación lineal de

si

, entonces

T es linealmente independiente

Lo que contradice la suposición.

Por lo tanto debe(n) existir algún(nos)

En caso contrario se elige otro

 nsssS ,,, 21 

 rtttT ,,, 21 

rn 

it

nni ssst   2211

Vns 0

)(
11

1122111 
















 nn

nn
n sss

a
t

a
s  

 11211 ,,,, tsssS n 

2t 1S

11122112 tssst nn   

Vt 02 

011  n 

12 tt 

0i

01 n

00  nVi at
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de donde,

genera a V

Repitiendo el proceso n veces, se encuentra el conjunto

que es base de V , pues genera y es linealmente independiente

(Teorema 4).

Si nr 

, entonces

T es linealmente dependiente

Lo que contradice la suposición.

Por lo tanto:

.

TEOREMA 10
Sean  ,,, KV un espacio vectorial, VTS , ,

, es una base de V , y

es otra base de V , entonces

DEMOSTRACION

Si S es base de V y T es linealmente independiente, (Teorema 9)

Si T es base de V y S es linealmente independiente, (Teorema  9)

Se concluye que .

Es decir, las diferentes bases de un mismo espacio vectorial tienen igual número de

vectores.

Corolario

Si S es base de V y tiene n vectores, un conjunto con 1n vectores es linealmente

dependiente.

)(
11

222211
1

2
1

1 


 
















 nn

nn
n sssts 




 212212 ,,,,, ttsssS n 

 nn tttS ,,, 21 

nnn tttt   22111

rn 

 nsssS ,,, 21 

 rtttT ,,, 21 

rn 

rn 

rn 

rn 
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DEFINICIÓN
Las coordenadas de un vector , respecto a una base dada S , son

los escalares que sirven para expresar como combinación lineal de

S , así:

, es el vector coordenadas de respecto a S .

DIMENSIÓN

Sean  ,,, KV un espacio vectorial, VS  , , es una base

de V , entonces la dimensión de V es igual a n , y se nota por nV dim . La

dimensión de espacio vectorial trivial se considera cero, esto es, dim  00 V .

DIMENSIÓN FINITA
Un espacio vectorial V es de dimensión finita si y sólo si la base de V tiene un finito

número de vectores.

Ejemplos: .

DIMENSIÓN INFINITA
Un espacio vectorial V es de dimensión infinita si y sólo si la base de V tiene un

infinito número de vectores.

Ejemplo: el espacio vectorial de todos los polinomios.

TEOREMA 11
Sean  ,,, KV un espacio vectorial, nV dim , VS  ,

, entonces

Si S es linealmente independiente, S es una base de V .

Vu

u

nn sssu   2211

 




















n

Su







2

1

u

 nsssS ,,, 21 

mnn
nn MPCR ,,,

P

 nsssS ,,, 21 
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DEMOSTRACION

Por contradicción

Se supone que S no es base de V ,

Si S no es base, entonces S no genera a V

tal que no es combinación lineal de S ,

es linealmente independiente

Lo que contradice la suposición.

Por lo tanto S es base de V .

TEOREMA 12

Sean  ,,, KV un espacio vectorial, nV dim , VS  ,

Si S es generador de V , entonces S es una base de V .

DEMOSTRACION

Por contradicción

Se supone que S no es base de V ,

Si S no es base, entonces S es linealmente independiente (Teorema 9)

, que es combinación lineal de los restantes,

1. Si es linealmente independiente, es base

Lo que  contradice la suposición.

2. Si es linealmente dependiente,

que es combinación lineal de los restantes vectores,

 112  iSSS

Vu

 usssS n ,,,, 21 

 nsssS ,,, 21 

Ssi 

 isSS 1

is nniiii sssss     11112211

1S

1dim  nV

1S

1 is
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Si es linealmente independiente, es base y

Lo que contradice la suposición.

Por lo tanto S es base de V .

TEOREMA 13

Sean  ,,, KV un espacio vectorial, nV dim , S es un conjunto

de vectores linealmente independientes, entonces existe una base T

de V que contiene a S .

DEMOSTRACION

Si S no es base, que es combinación lineal de S ,

es linealmente independiente

1. Si S es linealmente independiente y es generador, entonces es base

.

2. Si no es generador, no es base

que es combinación lineal de ,

es linealmente independiente

Si es linealmente independiente y es generador, entonces es base

.

Si es linealmente independiente, pero no es  generador, se repite el proceso

hasta encontrar un conjunto T generador de V .

TEOREMA 14

Sean  ,,, KV y  ,,, KW espacios vectoriales de dimensión

finita, si W es subespacio vectorial de V , entonces se cumple que

2S 2dim  nV

 jsssS ,,, 21 

Vu

 usssS j ,,,, 211 

  TSTS  ,1

1S

Vv 2S

 vusssS j ,,,,, 212 

2S

  TSTS  ,2

2S

VW dimdim 
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DEMOSTRACION

Si W es subespacio vectorial de V ,

, es decir,

1. Si

2. Si ,

Una base de W tiene menor número de vectores que una base de V,

Por lo tanto .

TEOREMA 15

Sea  ,,, KV un espacio vectorial. La intersección de cualquier

colección de subespacios vectoriales de V , es un subespacio

vectorial de V , es decir, si , son subespacios vectoriales

de V , entonces

, es subespacio vectorial de V .

DEMOSTRACION

1.

, , pues es subespacio vectorial

2. 

, ,

niVvVv ii

n

i

,...,2,1,,
1




Wvu 

VW 

VWVW 

VWVW dimdim, 

WuqtVuVW  ..,

VW dimdim 

VW dimdim 

nVVV ,,, 21 

i

n

i

VW 



1

Wv 0

iv V0 ni ,,2,1  iV

Wv 0

Wvu  , Wvu 

i

n

i

Vu 



1

iVu ni ,,2,1 

i

n

i

Vvu 



1
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3. 

i

n

i

VuWu 



1

entonces,

i

n

i
i VuVu 




1

entonces, 

WαuVu
n

i




entonces,
1

 .

DEFINICIÓN

Sean subespacios vectoriales del espacio vectorial

 ,,, KV ,  nVVVS ,,, 21  , y los vectores ii Vv  donde

, la suma de los subespacios de S se define por

 nnnn VvVvVvvvvvVVV  ,,, 22112121 

TEOREMA 16

Sean un espacio vectorial, y y subespacios

vectoriales de , entonces 21 WW  es un subespacio vectorial de V

TEOREMA 17

Sean un espacio vectorial, y y subespacios

vectoriales de . Si 21 y BB son bases de y y , entonces

2121 BBWW 

DEFINICIÓN

Sean un espacio vectorial y 21 y, WWU , subespacios

vectoriales de , 21 WWU  define la suma directa de 21 yWW si

 21221121 ,!! vvvWvWvVvWW 

,K Wu Wu.

nVVV ,,, 21 

ni ,,2,1 

 ,,, KV 1W 2W

V

 ,,, KV 1W 2W

V 1W 2W

 ,,, KV

V
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TEOREMA 18

Sean un espacio vectorial y 21 y, WWU , subespacios

vectoriales de dimensión finita de .

21 WWU  , si y sólo si 21 WWU  y  VWW 021  .

DEMOSTRACION



Por lo tanto son únicos.

Corolario

Sean un espacio vectorial y 21 y, WWU , subespacios vectoriales de

dimensión finita de , entonces

  2121 dimdimdim WWWW 

TEOREMA 19

Sean  ,,, KV un espacio vectorial, y un subespacio vectorial

de . entonces  existe un subespacio (complemento) del espacio

vectorial de V tal qué .

 ,,, KV

V

2221 , WvWu  22 vuv 

2211 vuvu 

1221 vvuu 

 VWWuu 02121 

 VWWvv 02121 

 Vuu 021 

21 uu 

 Vvv 021 

21 vv 



11 vu 

 ,,, KV

V

1W

V 2W

1WV   2W
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DEMOSTRACION

1.

.

2.

es subespacio vectorial propio de V , dim nV 

, base de , ,

, donde , nrj ,...,1

21 SS  es linealmente independiente y es base de V

, entonces

.

Ejercicio

Sea   cbdcbaxPdcxbxaxW  23
23

1 subespacio vectorial de

 xP3 . Hallar un subespacio vectorial 2W tal que   213 WWxP  .

TEOREMA 20

Sean y subespacios vectoriales de dimensión finita de un

espacio vectorial  ,,, KV , entonces

es un espacio vectorial de dimensión finita y además:

.

VW 1

 VW 02 

 VWW 021   1WV   2W

VW 1

1W

 rvvvS ,,, 211  1W nr 

11 WS 

 rr vvS ,,12  1Sv j 

22 WS 

 VWW 021 

nrr vvvvvWW ,,,,,, 12121  

 nrr vvvvvSS ,,,,,, 12121  

VSSVWW  2121

1WV   2W

1W 2W

21 WW 

)dim()dim(dimdim 212121 WWWWWW 
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DEMOSTRACION

Ø

Sea base de

S tiene k vectores y es parte de una base de y

es base de

 mk wwuuuS ,,,,,, 1212  es base de

 mnk wwvvuuuSS ,,,,,,,,, 112121 

tiene vectores

genera a (Definición)

P.D. es linealmente independiente

v
m

i
ii

n

i
ii

k

i
ii wvu 0

111



 (1)

Reordenando

1
111

)( Wvuw
n

i
ii

k

i
ii

m

i
ii  




Reordenando

Se obtiene una combinación lineal de , base de que tiene vectores

Se obtiene una combinación lineal de 1S , base de 1W que tiene nk  vectores

 21 WW

 kuuuS ,,, 21  21 WW 

1W 2W

 nk vvuuuS ,,,,,, 1211  1W

2W

21 SS  nmk 

21 SS  21 WW 

21 SS 

2
1

)( Ww
m

i
ii 





21
1

)( WWw
m

i
ii 









k

i
ii

m

i
ii uw

11

)( 





m

i
Vi

k

i
i wu

1
1

1
1 0

2S 2W mk 

kii ,,2,1,0 

mii ,,2,1,0 

V

n

i
ii

k

i
i vu 0

11
1 





kii ,,2,1,0 
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es linealmente independiente y genera a

.

TEOREMA 21

Sean y subespacios vectoriales de dimensión finita de un

espacio vectorial  ,,, KV .

es subespacio vectorial de V si y sólo si 21 WW  o

12 WW  .

DEMOSTRACION
a)

Por contradicción

Se supone que:





que es subespacio vectorial

, entonces

1. Si

nii ,,2,1,0 

21 SS  21 WW 

)()(dimdim 21 mknkWW 

kmnkWW  )(dimdim 21

)dim()dim(dimdim 212121 WWWWWW 

1W 2W

21 WW 

""

1221 WWWW 

1u 2111 WuWu 

2u 1222 WuWu 

2111 WWWu 

2122 WWWu 

2121 , WWuu 

2121 WWuu 

121 Wuu   221 Wuu 

121 Wuu 

1111 WuWu 

1211 Wuuu 

12 Wu 
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Lo que  contradice la suposición.

2. Si

Lo que  contradice la suposición.

b)

que es subespacio vectorial

Por lo tanto

es subespacio vectorial de V si y sólo si

CAMBIO DE BASE

En este apartado se estudia la relación entre dos vectores coordenadas para el mismo

vector, respecto a bases diferentes.

Sean el espacio vectorial  ,,, KV y, TS y bases ordenadas de

(I)

(II)

Considerando los vectores de como combinación lineal de

221 Wuu 

2222 WuWu 

2212 Wuuu 

21 Wu 

""

21 WW 

21 WW 

21 WW  1221 WWWW 

V

 nsssS ,,2,1 

 ntttT ,,, 21 

Vv

nn sssv   2211

nntttv   2211

S T
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(1)

(2)

(n)

Los vectores coordenadas de respecto a la base son:



Entonces se construye la matriz

      TnTTTS SSSP 21

En forma desarrollada





















nnnn

n

n

TS

aaa

aaa

aaa

P









21

22221

11211

TSP  es la matriz de cambio de base de a .

nntatatas 12121111  

nntatatas 22221212  



nnnnnn tatatas  2211

S T

 




















1

21

11

1

n

T

a

a

a

s


 




















2

22

12

2

n

T

a

a

a

s


 




















nn

n

n

Tn

a

a

a

s

2

1

S T
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Sustituyendo (1),(2),…,(n) en (I) e igualando a (II)

+

Reordenando

+

  nnnnnn taaa   2211

Escribiendo matricialmente

O también

   STST vPv 

Similarmente

   TSTS vQv 

STQ  es la matriz de cambio de base de a , además 1
  TSST PQ .

Ejemplo

Sean los conjuntos TS y bases ordenadas del espacio vectorial 3R , tales que

 )2,5,5(),1,3,4(),3,3,6( S , y

 )1,1,1(),0,2,1(),01,2(T

Hallar la matriz de cambio de base P de a .

Solución:

12211   nnttt  )( 1212111 nntatata   2 nntatata 2222121(  

n )( 2211 nnnnn tatata  

 nnttt  2211 11212111 )( taaa nn   22222121 )( taaa nn  



























































nnnnn

n

n

n aaa

aaa

aaa
















2

1

21

22221

11211

2

1

T S

S T
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)1,1,1(1)0,2,1(1)1,0,2(2)3,3,,6( u

 

















1

1

2

Tu

)1,1,1(1)0,2,1(1)1,0,2(2)1,3,,4( v

 
















1

1

2

Tv

)1,1,1(1)0,2,1(2)1,0,2(1)2,2,5( w

 

















1

2

1

Tw

La matriz requerida es

Resumen

En este capítulo se revela y se enseña una parte importante del Álgebra Lineal, ya que

se analiza la estructura de espacio vectorial, que es el ambiente de trabajo del que se

parte para la obtención de los resultados y desarrollos que se verán a continuación en los

siguientes temas.

Se comenzó reflexionando con vectores en el plano y en el espacio considerándolos

como segmentos de rectas orientados, junto con las posibles operaciones que pueden

realizarse entre ellos y sus propiedades. Una vez conocidos los espacios 2R y 3R como

conjuntos de vectores, se procedió a generalizar, en un proceso de abstracción, los

aspectos que los caracterizan, obteniéndose así la estructura de un espacio vectorial.

De la definición de subespacio vectorial W surge de manera inmediata el concepto de

conjunto generador, que permite definir, a partir de un número finito de vectores, todos

los elementos de W . Dentro de los conjuntos generadores interesan aquellos que

contienen el menor número de elementos y estos pueden encontrarse con ayuda de los

conceptos de dependencia e independencia lineales. Estos conjuntos generadores

“mínimos” se conocen como las bases de los espacios vectoriales y, el número de

elementos que las componen, la dimensión de los mismos.


















111

211

122

P
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PROBLEMAS PROPUESTOS

ESPACIOS VECTORIALES Y SUBESPACIOS

1. Sea nR el conjunto de n-uplas ordenadas en el campo R , con la

adición en nR y la multiplicación por un escalar, definidas por:

Donde Rkba ,, . Demostrar que nR es un espacio vectorial sobre R .

),,,( 21 naaa 

),,,( 21 naaa   ),,,( 21 nbbb  ),,,( 2211 nn bababa  

),,,( 21 naaak  ),,,( 21 nkakaka 
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2. Sea 2R el conjunto de parejas ordenadas de números reales. Demostrar

que 2R no es espacio vectorial sobre R con la adición en 2R y la multiplicación

por un escalar sobre R definidas por:

a) y

b) y

c) y

d) y

),( ba

),(),(),( cbdadcba  ),(),( kbkabak 

),(),(),( dbcadcba  ),(),( babak 

)0,0(),(),(  dcba ),(),( kbkabak 

),(),(),( dbcadcba  )0,0(),( bak
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3. El conjunto dado con las operaciones dadas no es un espacio vectorial. ¿Qué

propiedades  de la definición no se satisfacen?

a) Los reales positivos sobre los reales con las operaciones + y .

b) El conjunto de las ternas ordenadas de números reales con las

operaciones:

, y

c) El conjunto de las matrices 12xM tal que , donde ,

con las operaciones usuales en .

),,(),,(),,( ,,,,,, zzyyxxzyxzyx 

),1,(),,( zxzyxr 









y

x
0x

3R
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4. Sea el espacio vectorial de .

a)
































 1222 cba

c

b

a

W

b)
































 1ba

c

b

a

W

c)
































 cab

c

b

a

W 2

Determinar si W es subespacio vectorial de x13M .

x13M
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5. Determinar si el conjunto es subespacio vectorial de .

a)  0),,(  yezyxW x

b)  zxyzyxW  ),,(

c)  2),,( zxzyxW 

d)  020),,(  zxyxzyxW

e)  02),,(  zyxzyxW

W 3R
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6. Determinar si el conjunto W es subespacio vectorial de  xP2

a)  1)1()0()( 2  ppcbxaxxpW

b)  0)0('')0(')( 2  ppcbxaxxpW

b)  cbcbxaxxpW  )( 2

c)  )1(')0()( 2 ppcbxaxxpW 
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7. Sea el espacio vectorial   RfV  1,1: , VW  .

Determinar cuáles de los siguientes conjuntos son subespacios vectoriales de V .

a)   contínuaes1,1: fRfW 

b)   derivablees1,1: fRfW 

c)  






  

1

1-
0)(1,1: dxxfRfW

d)   )()(1,1: xfxfRfW 

e)   )0(1,1: 2
1 fRfW

f)     01,1: 2
1  fRfW
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COMBINACIONES LINEALES Y CONJUNTOS GENERADORES

1. Dado el espacio vectorial 2R . Expresar vector )21( u como combinación

lineal de T cuando es posible.

a)

b)

c)  ),1(),1,3( 3
1T

d)

 )1,2( T

 )2,1(),1,2( T

 )0,3(),5,2(),1,1( T
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2. Escribir si es posible el vector 3)4,1,1( Ru  como combinación lineal los

vectores de 3R

a) (1,1,2),((0,0,1)

b) (2,-2,0),(-1,1,2)

c) (3,0,-2),(2,-1,1)

d) (1,1,0),(1,0,1),(0,1,1)
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3. Determinar si el conjunto de vectores dado genera al espacio vectorial indicado.

a) . En 2R .

b) . En 2R

c)

















































3

2

1

,

3

2

1

S . En 13xM .

d)  1,3,1 22  xxxxS . En  xP2 .

e)























 


















06

52
,

03

14
,

00

21
,

01

01
S . En 22xM .

 )3,2(),1,1( S

 )0,1(),1,2(),,1,1( S
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4. Hallar la cápsula de en el espacio vectorial dado.

a)  3,2,1,0(),2,1,2,1( S . En 4R .

b) . En  tP2 .

c)
































3

2

1

S . En 13xM .

S

    1,1 2 ttS 
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5. ¿Para qué valor de  el vector (2,2,0) pertenece a la cápsula formada por el

conjunto de vectores  )0,,3(),1,1,1( B ?

6. Dado el conjunto de matrices















 
















 


11

10
,

10

01
,

00

11
S

a) Calcular .

b) Encontrar una base para .

S

S
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7. Sea el conjunto del espacio vectorial .

a) Hallar .

b) Probar que la matriz pertenece a .

c) Demostrar que es subespacio vectorial de .


















































1

0

1

,

0

1

1

S 13xM

S

















3

2

1

F S

S 13xM
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8. En el espacio vectorial indicado determinar el valor de  para que el conjunto

de vectores dado sea linealmente independiente y linealmente dependiente.

a)  )4,3,4(),0,2,1(),1,1,1(  T . En 3R .

b) . En 13xM .

c) . En  xP2 .



































































0

1

,

1

1

0

,

1

1

1

T

 ,1,1 222 xxxxxxS  
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9. Hallar un conjunto linealmente independiente en  xP2 que contenga a los

polinomios 12 x y 12 x . 1,1)(unObtener:Sugerencia 22  xxxp .

10. Hallar un conjunto linealmente independiente en 3R que contenga a los vectores

(2,1,2) y (-1,3,4). Considerar la sugerencia del ejercicio anterior.
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11. En el espacio vectorial 3R demostrar que los vectores      222 ,,1,,,1,,,1 ccbbaa

son linealmente independientes si cby,  caba .
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12. Cuáles de los siguientes conjuntos de son linealmente dependientes? Para los

que lo sean expresar uno de los vectores como combinación lineal de los

restantes (relación de dependencia).

a)

b)  )2,2,1(),1,0,1(),1,1,0(),10,1(

c)

3R

 2,4,3(),0,1,1(

 )0,0,0(),3,2,1(),3,2,0(),0,1,1(
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13. Considerar el espacio vectorial  tP2 . Hacer lo mismo que en ejercicio 12.

a)  3,2,12  ttt

b)  tttt ,3,2 22 

c)  13,53,12 22  ttttt
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14. Sea el espacio vectorial de las funciones continuas de valor real. Hacer lo mismo

que en el ejercicio 12.

a)

b)

c)

 tesentt ,,cos

 sentet t ,,

 ttsent 2cos,,cos 22
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BASES Y DIMENSION

1. Cuáles de los siguientes conjuntos forman una base en ? Expresar el vector

)1,1,2( u como una combinación lineal de los vectores del conjunto que

sea base.

a)

b)  )4,0,2(),3,1,2(),2,0,1( 

c)  )1,11(),0,1,1(),1,0,1(),3,1,1( 

3R

 )0,1,0(),3,2,1(),1,1,1(
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2. Hallar una base de que incluya a:

a) El vector

b) Los vectores , (0,1,3).

3. Hallar una base de  xP3 que incluya a los vectores 1, 23  xxx .

3R

)2,0,1(

)2,0,1(
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4. Sean las matrices y

a) Determinar las matrices 









dc

ba
M , tales que

b) Demostrar que las matrices forman un subespacio vectorial de x22M

c) Escribir una base de este subespacio vectorial.

d) Determinar la dimensión de este subespacio vectorial.











01

11
A 










11

10
B

MBAM 

M
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5. Sea  la matriz 











11

11
A

a) Determinar las matrices 









dc

ba
M tales que .

b) Demostrar que las matrices forman un subespacio vectorial de x22M

c) Escribir una base de este subespacio vectorial.

d) Determinar la dimensión de este subespacio vectorial.

OAM 

M
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6. Sea W el conjunto de las matrices simétricas de orden 2.

a) Demostrar que W es subespacio vectorial de 22xM .

b) Hallar una base y determinar la dimensión de W .
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7. Sea el conjunto W del espacio vectorial  tP2

 )1()()( 2 tptpcbtattpW 

a) Demostrar que W es subespacio vectorial de  tP2 .

b) Encontrar una base y la dimensión de W .
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8. Sea el conjunto W del espacio vectorial  xP2






















02

0

0

)( 2

cba

cb

cba

cbxaxxpW

a) Demostrar que W es subespacio vectorial de  xP2 .

b) Encontrar una base y la dimensión de W .
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9. Sea el conjunto W del espacio vectorial






















0

0

dca

cba

dc

ba
W

a) Demostrar que W es subespacio vectorial de .

b) Hallar una base y determinar la dimensión de W .

22xM

22xM
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10. Dado el subespacio vectorial de

 cbadcxbxaxxpW  )( 23

a) Determinar una base 1B de W y su dimensión.

b) ¿El polinomio Wxxp  1)( ?

c) A partir de 1B , completar una base 2B para el espacio vectorial  xP3 .

 xP3
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11. Sean bases ordenadas de  tP2

,

a) Hallar   Btp )( si 12)( 2  tttp

b) Encontrar  Ctp )( si  
















3

1

1

)( Btp

 1,2,12  tttB  1,,2 ttC 
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12. Dados 21 y WW los subespacios vectoriales de 4R

























02

0
),,,(y

0

0
),,,( 21 dca

dcba
dcbaW

dba

cba
dcbaW

a) Determinar .

b) Demostrar que es subespacio vectorial de 4R .

c) Hallar una base para 21 WW  y su dimensón.

21 WW 

21 WW 
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13. Dado 1W un  subespacio vectorial de 3R .

a) Hallar 1W explícitamente.

b) Hallar un subespacio vectorial 2W tal que 3
21 RWW  .

 1,01(),3,2,1(1 W
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14. Sean 1W y 2W subespacios vectoriales de 2R .

 032),(1  yxyxW

 045),(2  yxyxW

a) Hallar 21 WW  , 21 WW  y 21 WW  .

b) Establecer si 21 WW  es subespacio vectorial de 2R .

c) Determinar si 21
2 WWR  .
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15. Dados 321, WyWW subespacios vectoriales de .

 0),,(1  zyxzyxW

 zxzyxW  ),,(2

 00),,(3  yxzyxW

Demostrar que 21
3 WWR  , 31

3 WWR  y 32
3 WWR  e indicar cuando la

suma es directa.

3R
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16. Dados 21 yWW subespacios vectoriales de 3R

 0),,(1  yxzyxW

 0),,(2  zyzyxW

a) Calcular 212121 y, WWWWWW  .

b) Determinar cuáles de los subconjuntos anteriores son subespacios

vectoriales de 3R .

c) Comprobar si se verifica que 21
3 WWR  .
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17. Dados los sistemas de ecuaciones lineales













022

032

0

wzx

wzyz

wzyx








0

0242

wzy

wzyx

a) Hallar los conjuntos solución y subespacios vectoriales de .

b) Dar una base para y y sus dimensiones.

c) Demostrar que es subespacio vectorial de dar una base y su

dimensión.

d) Encontrar 21 WW  y 21 WW  , una base para cada subespacio vectorial y

su dimensión.

1W 2W 4R

1W 2W

21 WW  4R
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18. Dados los sistemas de ecuaciones lineales

0 cba













0442

02

0

wzyx

wzx

wzyx

 03  wzyx

a) Hallar los conjuntos solución 1W y 2W subespacios vectoriales de 4R .

b) Dar una base para 1W y 2W y sus dimensiones.

c) Dar una base para 21 WW  y determinar la dimensión de 21 WW  .

d) Demostrar que 21 WW  es subespacio vectorial de 4R dar una base y su

dimensión y determinar si 2121 WWWW  .

.
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Capítulo 5
PRODUCTO INTERNO

DEFINICIÓN
Sean ),,,( KV un espacio vectorial, un producto interno sobre V ,

es una función que asigna a cada par de vectores , un escalar

y cumple que:

1. ),(),(, uvvuVvu 

2. VV uuuuVu 000),( 

3. ),(),(),(,, vuvuvuVvuK  

4. ),(),(),(,, wvwuwvuVwvu 

Los espacios vectoriales dotados de producto interno se denominan espacios

euclidianos o euclídeos.

EJEMPLOS

1. Sea




n

i
iinn babababavu

1
2211),(  Producto interno usual en

2. Sea

Producto interno usual en

Vvu ,

Kvu ),(

nn RvuRR  ,,.),,(

 naaau ,,, 21 

 nbbbv ,,, 21 

nR

nn CvuCC  ,,.),,(

 nzzzu ,,, 21 

 nwwwv ,,, 21 







n

i

iinn wzwzwzwzvu
1

2211),(  nC
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3. Sea   nn MBARM  ,.,,

  )(, ABTrBA t Producto interno usual en nM

4. Sea   nn MBACM  ,.,,

   ABTrBA *,  Producto interno usual en nM

donde *B es la conjugada de la matriz transpuesta de B .

5. Sea F el espacio vectorial de las funciones reales continuas   Fgfba  ,, en

6. Sea F el espacio vectorial de las funciones complejas continuas en

  Fgfba  ,,

7. Sea     xPxqxpRxP nn  )(),(,.,,

n
nxaxaaxp  10)(

n
nxbxbbxq  10)(

  nnbababaxqxp  1100)(),( Producto interno usual en  xPn

NORMA DE UN VECTOR

Sea el espacio vectorial ),,,( KV

Terminología

u se lee: “norma de u ”.


b

a

dttgtfgf )()(),(





b

a

dttgtfgf )()(),(

Vu

),( uuu 
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Observación. Al referirse a los espacios euclidianos , la norma, es un número

real que representa la distancia entre el origen y el extremo del vector.

TEOREMAS
Sea ),,,( KV un espacio vectorial definido con producto interno.

1. Si ,

2. Si ,

3.

4.
Desigualdad de Cauchy-Schwartz

5.
Desigualdad triangular

DEMOSTRACIONES

1. Si ,

Si ,

Si ,

Si ,

3.

5.

32 ,, RRR

Vu 0 0u

Vu 0 0u

uu  

vuvu ),(

vuvu 

Vu 0 0u

Vu 0 0),( uu

0),( uu 0),( uu

0),( uu 0u

uu  

uu  

),( uu 

),(2 uu

),(2 uu

),( uu

u

vuvu 

 22
, vuvuvu 

),(),(2),( vvvuuu 
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1

Por lo tanto:

TEOREMA 6
Sea ),,,( KV un espacio vectorial definido con producto interno,

,

es el ángulo formado por y , entonces

DEMOSTRACION

(1)

(2)

Igualando (1) y (2)

1

, (Teorema 4)

22
),Re(2 vvuu 

22
),(2 vvuu 

22
2 vvuu 

 2vu 

vuvu 

Vvu , RKvu VV  0,0

 u v

vu

vu ),(
cos 

cos2
222

vuvuvu 

),(
2

vuvuvu 

22
),(2 vvuu 

zz )Re(

vuvuvu  ),(),Re(

)Re(2 zzz 
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Simplificando:

VECTORES ORTOGONALES

Sea ),,,( KV un espacio vectorial definido con producto interno, , y son

ortogonales si y solamente sí su producto interno es igual a cero, es decir,

En la ortogonalidad se da para vectores perpendiculares.

Observación.

El vector nulo se considera ortogonal a todo vector .

PROYECCIÓN ORTOGONAL

El vector es la proyección ortogonal de sobre si y solamente si .

CÁLCULO DE

Según la figura anterior:

es paralelo a , entonces

(1)

, pues es ortogonal a .

cos2
22

vuvu  22
),(2 vvuu 

cosvu 2),( vu

u

Vvu , u v

0
),(

cos 
vu

vu


32 , RR

Vv

w v u 0),(  wwv

w

w u

uw 

0),(  wwv wv  w
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(2)

Sustituyendo (2) en (1)

CONJUNTO ORTOGONAL

Sea ),,,( KV un espacio vectorial definido con producto interno, VT  .

T es un conjunto ortogonal si y solamente sí:



Ejemplo

Sea

es ortogonal.

TEOREMA 7
Sea ),,,( KV un espacio vectorial con producto interno, VT 

Si es ortogonal,  entonces es linealmente independiente.

DEMOSTRACION

Sea conjunto ortogonal

, donde

,es decir,

0),(  uuv 

0),(),(  uuuv 

),(

),(

uu

uv


2
),(

u

u
uvw 

)(,, vuTvu  0),( uv

3RT 

 )1,0,0(),0,2,0(),0,0,1( T

T

 ntttT ,,, 21 

Vnnttt 02211   

0),0( iV t ni 1

0),( 2211  inn tttt  

0),(),(),( 2211  innii tttttt  

0),( iii tt

0i
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Si , entonces es linealmente independiente.

Corolario

Sea ),,,( KV un espacio vectorial definido con producto interno, , es

conjunto ortogonal, entonces se cumple que si tiene n vectores, es base ortogonal

de V.

VECTOR UNITARIO

Sea . Se dice que es un vector unitario si su norma es igual a 1.

NORMALIZACIÓN DE UN VECTOR

Sea

CONJUNTO ORTONORMAL

Sea ),,,( KV un espacio vectorial definido con producto interno, VT  , es

ortogonal, entonces se cumple que: Si es unitario, entonces es ortonormal.

BASE ORTONORMAL

Sea ),,,( KV un espacio vectorial definido con producto interno, VT  , entonces

Si es conjunto ortonormal y es base de , entonces es base ortonormal de V.

Ejemplos

1. Sea el conjunto 2RT 

   jiT ,)1,0(),0,1(  es base ortonormal de 2R .

2. Sea el conjunto 3RT 

   kjiT ,,)1,0,0(),0,1,0(),0,0,1(  es base ortonormal de 3R .

0 i T

VT  T

T T

Vu u

Vu

1
u

u

T

Vu T

T V T
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TEOREMA 8   El Proceso de Gram-Schmidt
Sea ),,,( KV un espacio vectorial definido con producto interno,

es subespacio vectorial de . , entonces

tiene una base ortonormal.

DEMOSTRACION

1.

A partir de , se construye una base ortogonal.

Si

(1)

 


0

12 ,tt

(2)

Sustituyendo (2) en (1)

Si T es ortogonal , entonces es linealmente independiente (Teorema 7)

T es base de

es base ortonormal de .

2.

Se repite el proceso anterior

A partir de , se construye una base ortogonal

(1)

W V nDimV 

W

2DimW

 21 , ssS   2, ttT t

11 ts 

22112 sst  

),( 12 st ),( 12211 tss  

),( 12211 tst  

),(),( 122111 tstt  

),(),(0 122111 tstt  

),(

)(

11

1,2
21 tt

ts
 









 1

11

12
222 .

),(

),(
t

tt

ts
st 

W














2

2

1

1 ,'
t

t

t

t
T W

3DimW

 321 ,, sssS   32 ,, tttT t

3322113 sttt  

),(),( 133221113 tstttt  
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     133

0

122111 ,,,0 tstttt  


,

de donde:

(2)

     233222

0

211 ,,,0 tstttt  


(3)

Sustituyendo (2) y (3) en (1)

El proceso continua hasta obtener n vectores ortogonales  ( ), luego se

normalizan todos los vectores obteniendo una base ortonormal del espacio vectorial.

PRODUCTO CRUZ EN 3R

Sean tales que y , el producto cruz entre y

se define por:

Gráficamente xvu es un vector perpendicular al plano formado por y .

El producto cruz o producto vectorial sólo tiene sentido en 3R .

),(

),(

11

13
31 tt

ts
 

),(),( 233221123 tstttt  

),(

),(

22

23
32 tt

ts
 









 1

11

13
2

22

23
333 .

),(

),(
.

),(

),(
t

tt

ts
t

tt

ts
st 

nDimV 

3, Rvu   321 ,, aaau  ),,( 321 bbbv  u v























1221

3113

2332

baba

baba

baba

uxv

u v
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Ejemplo

Sea el espacio vectorial 4R . 4RS  .  321 ,, sssS  base de 4R .

)1,1,1,1(1 s , )1,1,1,1(2 s , )1,1,1,1(3 s

A partir de S hallar una base ortonormal de este espacio vectorial.

Solución:

Los vectores  321 ,, sss son linealmente independientes. Se va a encontrar una base

ortonormal  321
* ,, tttT  usando el proceso de Gram-Schmidt.

Primero se considera 11 st 





 

 )1,1,1,1(
4

2
)1,1,1,1(22 t





  )1,1,1,1(

2

1
)1,1,1,1(22 t

22 

)1,1,1,3()1,1,1,1(
4

2
)1,1,1,1(22 



 

t





  )1,1,1,1(

4

2
)11,1,3(

12

2
)1,1,1,1(33 t





  )1,1,1,1(

2

1
)11,1,3(

6

1
)1,1,1,1(33 t

4

6
2 





  )1,1,1,1(

2

1
)11,1,3(

6

1
)1,1,1,1(

4

6
3t

)2,1,1,0(3 t

 2,1,1,0(),1,1,1,3(),1,1,1,1( T es base ortogonal

41 t 32122 t 63 t









 2,1,1,0(
6

1
),1,1,1,3(

32

1
),1,1,1,1(

4

1*T es base ortonormal.









 1

11

12
222 .

),(

),(
t

tt

ts
st 









 1

11

13
2

22

23
333 .

),(

),(
.

),(

),(
t

tt

ts
t

tt

ts
st 
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DEFINICIÓN
Sean ),,,( KV un espacio vectorial definido con producto interno

y W un subespacio vectorial de V .  Un vector de V es ortogonal al

subespacio vectorial W si es ortogonal a cada uno de los elementos

de W .

Ejemplo

Sea el espacio vectorial 3R .

a) Hallar el conjunto W de todos los vectores ortogonales a  23,5 u .

b) Demostrar W que es subespacio vectorial de V .

c) Hallar una base de W y su dimensión.

Solución:

a)     0,:,, 3  uvRzyxvW

  0235,  zyxuv

 






  zyxRzyxvW

5
2

5
3

:,, 3

b) i. W
R
30

  00, 3 R
r

ii. ,,  wvR W | Wwv 
     wuvuwvu  ,,, 

     wuvuwvu ,,,  

  0,  wvu 

Por i. y ii. W es subespaio vectorial de 3R .

c) Cálculo de una base de W :







  zyzyv ,,

5
2

5
3














 1,0,

5
2

0,1,
5
3

zyv

    5,0,2,0,5,3B es base de W

Dim 2W
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DEFINICIÓN
Sean ),,,( KV un espacio vectorial definido con producto interno

y W un subespacio vectorial de V . El subespacio ortogonal de V

notado por W ┴  se define por:

W ┴   0wu,,:  WwVu

La definición anterior indica que el subespacio ortogonal W ┴ contiene a todos los

vectores de V que son ortogonales a cada uno de los elementos de W .

Ejemplo

Sea el espacio vectorial 4R . 4RW 

  03:,,, 4  wzyxRwzyxuW

a) Hallar W ┴.

b) Demostrar que WWR 4 ┴.

Solución:

a)  wzywzyu ,,,3 

     1,0,0,10,1,0,30,0,1,1  wzyu

        321 ,,1,0,0,1,0,1,0,3,0,0,1,1 uuuB 

B es base de W

W ┴     0,:',',',' 4  uvRwzyxv

W ┴ se obtiene de :   0, 1 uv ,   0, 2 uv ,   0, 3 uv

De donde













0''

0''3

0''

wx

zx

yx














''

'3'

''

xw

xz

xy

W ┴   `'','3','':',',',' 4 xwxzxyRwzyxv 

ó también:    1,3,1,1'','3,','  xxxxxv

W ┴  1,3,1,1 

b) Se deja como ejercicio.
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PROBLEMAS PROPUESTOS

1. Sea el espacio vectorial  tP1 ,  tPtqtp 1)(),(  , tales que )( 01 atatp  y

01)( btbtq  . Determinar si   00011011 8)(),( babababatqtp  define un

producto interno en  tP1 .
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2. Sean los vectores 3, Rvu 

   321321 ,,,,, yyyvxxxu  .

Determinar si 3323322211 2),( yxyxyxyxyxvu  define un producto

interno en 3R .
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3. Sea el espacio vectorial S de las matrices simétricas de orden 2.

a) Demostrar que   )(, ABTrBA  define un producto interno en S .

b) Sean las matrices 










43

31
A , 













08

80
B , 










31

12
C

Hallar CBABCACBBA  ,),,54(),,(),,(
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4. Sea V un espacio vectorial definido con producto interno, probar que ,, Vvu 

cumplen que
222

vuvu  si y sólo si   0, vu . Este resultado se conoce

como Teorema de Pitágoras.

5. Probar la Ley del Paralelogramo para dos vectores cualesquiera en un espacio

vectorial con producto interno:

2222
22 vuvuvu 
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6. En el espacio vectorial , determinar:

a) x , tal que (3,2) y  (1, x +2) sean ortogonales.

b) t , tal que sea unitario, .

7. Dada la base   321 ,, sssS 3R tal que

)1,1,1(),1,0,1(),1,1,2( 321  sss

A partir de S calcular una base T ortogonal de 3R conociendo que:
      4,,0,,0,,1 232113121  sssssssss

Nota: El producto interno dado no es el usual

2R

)22,1()(  tttu Rt 
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8. Dada la base del espacio euclidiano

 )0,1,1(),1,1,0(),01,1(B

Utilizar el proceso de Gram-Schmidt para obtener, una base ortonormal.

Aplicar el producto interno usual en 3R .

B 3R
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9. Dada la base del espacio euclidiano

 )1,0,0(),11,1,0(),01,1( B

Utilizar el proceso de Gram-Schmidt para obtener, una base ortonormal.

Aplicar el producto interno usual en .

B 3R

3R
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10. Sea W subespacio vectorial de las funciones reales, tal que

  contínua1,1: fRfW 

WS  , un conjunto linealmente independiente, donde  2,,1 ttS  . A partir

de S encontrar un conjunto ortonormal de W , si   


1

1
).().(, dttgtfgf , define

un producto interno en el espacio vectorial de las funciones reales en el intervalo

dado.
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11. Sea subespacio vectorial del espacio euclidiano donde,3R

a)  022),,(  zyxzyxW

b)  02),,(  zyxzyxW

c) )3,2,1(),1,1,1( W

Emplear el proceso de Gram-Schmidt para encontrar una base ortonormal de W .

Aplicar el producto interno usual en 3R .

W
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12. Sea W subespacio vectorial del espacio vectorial 3R

 0),,(  cbacbaW

a) Hallar una base de B de W y su dimensión.

b) Completar una base ortonormal para 3R usando los vectores de B .

13. Sea )2,3,1(),1,2,1( W , 3RW 

a) Hallar una base para el espacio complemento ortogonal de W .

b) Dar una descripción geométrica.
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14. Sean 21 y WW dos subespacios vectoriales del espacio vectorial  ,,,22 RM x

















 021 cba

dc

ba
W , y






















03

02
2 dcb

dcba

dc

ba
W

a) Calcular 21 WW  , una base y su dimensión.

b) Calcular una base ortogonal para 21 WW  , usando el producto interno

   tBATrBA .,  .
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15. Si   )1()()( 2  xpxpxPxpW un subespacio vectorial de  xP2 con el

producto interno definido por:

     dxxqxpxqxp 
1

0

)(),( .

Hallar el espacio complemento ortogonal de W , esto es, W ┴.
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16. Sea la matriz del espacio vectorial del problema 3.

Hallar el conjunto complemento ortogonal de A , esto es, A ┴.

A














32

21
A



188
PRODUCTO INTERNO

ÁLGEBRA LINEAL

17. Sea W subespacio vectorial de 4R .

 03),,,(  wyxwyyxW .

a) Hallar el subespacio vectorial W ┴.

b) Verificar que WWR 4 ┴

Usar el producto interno usual en .4R
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Capítulo 6
TRANSFORMACIONES LINEALES

DEFINICIÓN

Sean y dos espacios vectoriales definidos sobre el mismo

campo. Una función L de WV en que asigna a cada vector ,

un vector es una transformación lineal, si y sólo si,

, satisface los siguientes axiomas:

1.

2.

La definición anterior indica que L es una transformación lineal si y sólo si

VvvK ji  ,, |      jiji vLvLvvL  

Gráficamente:

Notación

Se escribe WVL : para indicar que L transforma el espacio vectorial V en el

espacio vectorial .W

Terminología

A las transformaciones lineales suele llamárseles operadores o aplicaciones lineales.

V W

Vv

WvL )(

VvvK ji  ,,

)()()( jiji vLvLvvL 

)()( ii vLvL  
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TEOREMA 1
Sea una transformación lineal, entonces se cumple que:

1.

2.

DEMOSTRACION

1.

2.

NÚCLEO

Sea una transformación lineal, entonces el núcleo de , notado por ,

es el subconjunto de , que contiene todos los elementos Vv , tales que sus imágenes

son iguales al vector nulo de W . Así:

 WvLVvLN 0)(|)( 

Al núcleo de L de le llama también Ker L .

TEOREMA 2
Sea una transformación lineal, entonces se cumple que:

El núcleo de es un subespacio vectorial de .

WVL :

WVL 0)0( 

)()()( jiji vLvLvvL 

)()( ii vLvL  

0

Viv 0

WVL 0)0( 

))1(()( jiji vvLvvL 

)1()( ji vLvL 

)()( ji vLvL 

WVL : L )(LN

V

WVL :

L V
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DEMOSTRACION

1.

2. 

Por las partes 1. y 2. es un subespacio vectorial de

Gráficamente:

IMAGEN

Sea una transformación lineal, entonces la imagen de , notada por ,

es el subconjunto de , que contiene todos los elementos Ww , que son imágenes de

vectores Vv debidas a la transformación L . Así:

 wvLVvWwL  )(,)Im(

A la imagen de L de le llama también rango o recorrido de L .

Se debe destacar que las definiciones de núcleo e imagen son muy importantes en el

estudio de las transformaciones lineales.

)(0 LNV 

WVL 0)0( 

)(0 LNV 

)(,, LNvvK ji  )(LNvv ji 



WW

jiji vLvLvvL

00

)(.)()(  

W0

)(LN V

WVL : L )Im(L

W

L
V W

)(LN
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TEOREMA 3
Sea una transformación lineal, entonces se cumple que:

La imagen de es un subespacio vectorial de

DEMOSTRACION

1.

2. 

Si , entonces , tales que:

(1)

(2)

Sumando (1) y (2)

Por las partes 1. y 2. es subespacio vectorial de .

Gráficamente:

WVL :

L .W

)Im(0 LW 

WVL 0)0( 

)Im(0 LW 

)Im(,, LwwK ji  )Im(Lww ji 

)Im(, Lww ji  Vvv ji ,

ii wvL )(

jj wvL )(

jj wvL  )(

jiji wwvLvL   )()(

)Im(Lww ji 

)Im(L W
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TEOREMA 4
Una transformación lineal queda totalmente determinada si se conocen

las imágenes de los elementos de la base del espacio de salida.

Sea una transformación lineal,

, una base de tal que

DEMOSTRACION

Si es base de y

Aplicando el operador lineal a los dos miembros

TEOREMA 5
Sea una transformación lineal,

DEMOSTRACION

Sea , una base de , donde:

Se puede extender este conjunto hasta una base de . Asi:

Sus imágenes son:

P.D. es base de

Se debe demostrar que en conjunto genera y es base de la imagen de L. Así:

WVL : nV dim

 nn vvvS ,,, 21  V Vvi 

)(,),(),()( 21 ni vLvLvLvL 

nS V Vvi 

nni vvvv   2211

L

)()()()( 2211 nni vLvLvLvL   

WVL : nV dim

)Im(dim)(dimdim LLNV 

 kvvvS ,,, 21  )(LN nk 1

V

 nkk vvvvvS ,,,,,, 121  

)(,),(),(,),(),( 1

0

21 nkk vLvLvLvLvL

W


  

 

 )(,),( 1 nk vLvLT 

T )Im(L
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1. genera

Sea tal que

Por lo tanto T genera a

2. es linealmente independiente

es linealmente independiente.

Por las partes 1. y 2. es base de

Por lo tanto:

INYECTIVIDAD, SOBREYECTIVIDAD Y BIYECTIVIDAD

Sea una transformación lineal

1. es inyectiva si y sólo si Vvv ji  , :

,   ó

2. es sobreyectiva si y sólo si ó

3. es biyectiva si y sólo si es inyectiva y es sobreyectiva.

T )Im(L

Wwi  Vvi 

ii wvL )(

nnkkkki vvvvvv     112211

)()()()()()( 11

0

2211 nnkkkki vLvLvLvLvLvL

W

   
  



)()()( 11 nnkki vLvLvL    

)Im(L

T

Wnnkk vLvL 0)()( 11   

Wnnkk vvL 0)( 11   

)(11 LNvv nnkk   

 nnkk vv  11 kk vvv   2211

 kk vvv  2211 Vnnkk vv 011   

0 ii 

T

T )Im(L

knL )Im(dim

)Im(dim)(dimdim LLNV 

WVL :

L

)()(1 jij vLvLvv 

jiji vvvLvL  )()(

L WVL )(

WL dim)Im(dim 

L L
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TEOREMA 6
Sea una transformación lineal.

es inyectiva si y sólo si

DEMOSTRACION

1. Si es inyectiva, entonces

Por contradicción:

Se supone que

2. Si , entonces es inyectiva

Por contradicción:

Se supone que no es inyectiva

Sean

, no es inyectiva (1)

(2)

Restando (1) y (2)

Lo que contradice la suposición, entonces

inyectiva.esL

Por las partes 1. y 2. el teorema queda demostrado.

WVL :

L  VLN 0)( 

L  VLN 0)( 

 VLN 0)( 

)0()( VLvL 

Vv 0



 VLN 0)( 

 VLN 0)(  L

L

jiji vvVvv  ,,

)()( ji vLvL  L

)()( jj vLvL 

Wjj vLvL 0)()( 

Wjj vvL 0)( 

Vjj vv 0

jj vv 
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Corolario 1

Sea una transformación lineal.

Si es inyectiva, entonces

Corolario 2

Sea una transformación lineal.

biyectiva si: 1.

)(dim)Im(dim2. WL 

Corolario 3

Sea una transformación lineal, . Las siguientes proposiciones

son lógicamente equivalentes:

)(dim)Im(dim0)(diminyectivaessobreesbiyectivaes WLLNLLL 

CONJUNTO DE LAS TRANFORMACIONES LINEALES L

Al conjunto de las transformaciones lineales de e n , se le notará por:

L  lineales|: LWVL 

Gráficamente:

IGUALDAD

L

WVL :

L 0)(dim LN

WVL :

L 0)(dim LN

WVL : WV dimdim 

),( WV

V W

),( WV

 ji LL , ),( WV

)()(: ijiiiji vLvLVvLL 

L
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OPERACIONES CON TRANFORMACIONES LINEALES

SUMA

L 

MULTIPLICACIÓN POR UN ESCALAR

L 

A continuación se presentan los siguientes teoremas que son de mucha utilidad.

TEOREMA 7

L se cumple que:

L

DEMOSTRACION

Sean L

Sea

Considerando que

L

,

Según  el axioma de clausura para los espacios vectoriales

Por lo tanto L .

 ji LL , ),( WV )()())(( vLvLvLL jiji 

 iLK , ),( WV )())(( vLvL ii  

 ji LL , ),( WV

 ji LL ),( WV

ji LL , ),( WV

Vvi 

iii wvL )(

,)( iij wvL 

ji LL , ),( WV

Www ii ,,

)()())(( ijiiiji vLvLvLL 

,
ii ww 

,
ii ww  W

 ji LL ),( WV
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TEOREMA 8

L se cumple que:

L

TEOREMA 9

L definido sobre el campo , con las operaciones de suma y

producto es un espacio vectorial ( L , ),, K .

DEMOSTRACION

Como ejemplo se demuestra el axioma de asociatividad:

L 

COMPOSICIÓN DE TRANSFORMACIONES LINEALES

Sean los espacios vectoriales definidos sobre el campo con las operaciones

usuales de adición y multiplicación.

Se define la siguiente operación:

L , L 

 iLK , ),( WV

iL ),( WV

),( WV K

),( WV

kji LLL ,,  ),( WV )()( kjikji LLLLLL 

   )()( vLLL kji   )()( vLLL kji 

)())(( vLvLL jji 

)())(()( vLvLvL jji 

 )())(()( vLvLvL jji 

))(()( vLLvL jii 

)( kji LLL 

ZWV ,, K

 jL ),( WV  iL ),( ZW ))(())(( vLLvoLL jiji 



199
TRANSFORMACIONES LINEALES

ÁLGEBRA LINEAL

Terminología

se lee:   “ compuesta ”

La siguiente figura ilustra la compuesta de este par de transformaciones lineales:

Los siguientes teoremas son de interés.

TEOREMA 10

L , L , se cumple que:

L ),( ZV

DEMOSTRACION

, Zz

Por lo tanto:

L ),( ZV

jioLL iL jL

 jL ),( WV  iL ),( ZW

jioLL

))(())(( voLLvoLL jiji 

))(( vLL ji

)(wLi

z

jioLL
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TEOREMA 11

L , L , se cumple que:

TEOREMA 12

L , L , se cumple que:

TEOREMA 13

 jLK , L , L , se cumple que:

1. 1.     jiji oLLoLL  

2. 2.    jiji LoLoLL  

3.

TEOREMA 14

L , L , L , se cumple que:

 iL ),( WV  km LL , ),( ZW

imikimk oLLoLLoLLL  )(

 ji LL , ),( WV  kL ),( ZW

jkikjik oLLoLLLLoL  )(

),( WV  iL ),( ZW

 kL ),( WV  jL ),( ZW  iL ),( UZ

kjikji oLoLLoLLoL )()( 
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TRANSFORMACIONES LINEALES INVERTIBLES

Sea L , es invertible si existe una transformación , tal que:

y .

Gráficamente:

iL ),( WV iL V: WL j

Wji IoLL  Vij IoLL 

1 ij LL

Wii IoLL 1

Vii IoLL 1
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TEOREMA 15

Sea una transformación lineal invertible de en , entonces:

1. vvLLVv   ))((: 1

2. wwLLWw   ))((: 1

DEMOSTRACION

1.

2.

TEOREMA 16
Sea L , si es invertible, entonces

es una  transformación lineal de en .

DEMOSTRACION

P.D.

L V W

))(())(( 11 voLLvoLL  

))((1 vLL

)(1 wL

w

))(())(( 11 wLoLwLoL  

))(( 1 wLL 

)(vL

w

L ),( WV L

1L W V

))(())((())()(( 111
jiji vLLvLLvLvLL   

WvLvL ji )(),(

))(())(( 11
jiji vvoLLvvoLL   

))(((1
ji vvLL  

))(())((( 11
ji vLLvLL  
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(Teorema 15)

TEOREMA 17
Sea la transformación lineal L ,

L es invertible si y solamente sí es biyectiva.

DEMOSTRACION

1. Si es invertible, entonces es biyectiva

a) es inyectiva

Sean

Se supone que:

))(())(( 11
jj vLLvLL  

es inyectiva

b) es sobreyectiva

Sea L ,

vwLVvWw   )(:, 1

es sobreyectiva

Por a) y b) es biyectiva

2. Si es biyectiva, entonces es invertible

P.D. 

(1)

ji vv 

))(())((( 11
ji vLLvLL   

L ),( WV

L

L

L

Vvv ji ,

)()( ji vLvL 

ji vv 

L

L

L ),( VW

)())(( 1 vLwLL 

wvL )(

L

L

L

VWL   :1
Wv ILoLIoLL   11

wvL )(
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 (2)

De (1)

(3)

De (2)

De (1)

(4)

Por (3) y (4) es invertible y .

MATRIZ ASOCIADA A UNA TRANSFORMACIÓN LINEAL

A toda transformación lineal de espacios vectoriales de dimensión finita n

y m , respectivamente, se le puede asociar una matriz nmMA x , tal que:

, donde

Recíprocamente a toda matriz se le puede asociar con una transformación lineal

.

Esto es de extrema utilidad. Considerando que:

1. Rango de = Rango de

(Rango es el número de filas no nulas de una matriz escalonada).

2.  nLDimN )( Rango de .

Por lo tanto, se puede determinar el recorrido, núcleo y sus dimensiones determinando

el recorrido y el núcleo de la matriz correspondiente. Además si se conoce AXXL )( ,

se puede conocer L(X) para todo X mediante una simple multiplicación matricial.

VvWw  , vwH )(

)())(( wHvLH 

vvLH ))((

vvHoL )(

VIHoL 

)())(( vLwHL 

wwHL ))((

wwLoH ))((

WILoH 

L HL 1

WVL :

AXXL )(





















nx

x

x

X

2

1

A

WVL :

)Im(LDim L A

A
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TEOREMA 18
Sea una transformación lineal, .

, base ordenada de

, base ordenada de , entonces

mxnMA! , tal que

donde: es una matriz cuya j-ésima columna es el vector

coordenadas de , .

DEMOSTRACION

1. Existencia

Sea

es combinación lineal de

(1)

(2)

es combinación lineal de

(3)

(4)

De (3)

(5)

De (1) aplicando el operador a los dos miembros

L mWnV  dim,dim

 ns vvvB ,,, 21  V

 ml wwwB ,,, 21  W

   BsBl vAvL )(

A

 
BljvL )( )( jvL nj 1

Vv

v Bs

nnvvvv   2211

 




















n

Bsv







2

1

)(vL W

)(vL Bl

mn wwwvL   2211)(

 




















m

BlvL







2

1

)(





m

i
ii wvL

1

)( 

L

)()( 2211 nnvvvLvL   

)()()()( 2211 nn vLvLvLvL   
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(6)

es combinación lineal de

(7)

Sustituyendo (7) en (6)

(8)

Igualando (8) y ((5)

Se cumple la igualdad anterior si

Desarrollando

También





n

j
jivvL

1

)( 

)( jvL W

)( jvL Bl

mnjjjj wawawavL  2211)(

 






















mj

j

j

Blj

a

a

a

vL

2

1

)(





m

i
iijj wavL

1

)(

 
 


n

j

m

i
iiji wavL

1 1

)( 

i

m

i

n

j
jij wavL  

 










1 1

)( 




m

i
ii w

1

 i

m

i

n

j
jij wa 

 










1 1







n

j
jiji a

1



niniii aaa   2211

nnaaa  12121111  

nnaaa  22221212  



nmmmm aaa   221
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Escribiendo matricialmente

, donde

2. Unicidad

Por contradicción

Se supone que no es única, entonces

tal que

(1)

(2)

Igualando (1) y (2)

Lo que contradice la suposición.

Por lo tanto es única.

REDEFINICIÓN DE NÚCLEO E IMAGEN

Sea una transformación lineal con matriz asociada  Bs
BlLA  , entonces

Imagen de

Núcleo de

























































nmnmm

n

n

m aaa

aaa

aaa
















2

1

21

22221

11211

2

1

  

 BlvL )( A  Bsv

   BsBl vAvL )(

      BlnBlBl vLvLvLA ((( 21 

A

'A AA '

   BsBl vAvL ')( 

   BsBl vAvL )(

'AA 

A

WVL :

:L

wAv 

:L

OAv 
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Observaciones

1. Rango de = Rango de

Rango es el número de filas no nulas de una matriz escalonada.

2.  nLDimN )( Rango de .

MATRIZ ASOCIADA A UNA COMPOSICIÓN DE FUNCIONES

Sea la siguiente composición de funciones:

La matriz asociada a , existe y cumple que:

      1
1
33

))(( B
B
BjiBji voLLvoLL 

TEOREMA 19

L , L , se cumple que:

)Im(LDim L A

A

jioLL

 jL ),( WV  iL ),( ZW

      1

2

2

3

1

3
. B

Bj
B

Bi
B

Bji LLoLL 

Base Base Base

dim
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DEMOSTRACION

=

(Teorema 18)

SEMEJANZA DE MATRICES

TEOREMA 20
Sea una transformación lineal, mWnV  dimlaydim .

, bases ordenadas de , con matriz de cambio de base SSP ' de

a , y y bases ordenadas de con matriz de cambio de base

TTQ ' de a . Entonces si   '
'

S
TLB  y   S

TLA 

SSTT PAQB 

 '

1
' ..

DEMOSTRACION

(1)

(2)

representa la j-ésima columna de

representa la j-ésima columna de

Si , entonces

   
33

)(()((
BjiBji voLLvoLL 

 
3

)((
Bji vLL

   
2

2

3 )(
Bj

B

Bi vLL

        1

2

2

31
1

3
. B

Bj
B

BiB
B

Bji LLvoLL 

      1

2

2

3

1

3
. B

Bj
B

Bi
B

Bji LLoLL 

WVL :

', SS V

'S S T 'T W

'T T

 nsssS .,, 21 

 ''
2

'
1

' .,, nsssS 

 ntttT .,, 21 

 ''
2

'
1

' .,, ntttT 

    'SS sPs 

    'TT tQt 

'
js P

'
jt Q

 STLA 
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(Teorema 18) (3)

(4)

Sustituyendo (4) en (2)

(5)

Igualando (5) y (3)

(6)

Sustituyendo (1) en (6)

(7)

Multiplicando a (7) por

Gráficamente:

Los conjuntos TTSS ,'y,' son bases ordenadas de WV y respectivamente.

Se definen las matrices asociadas BA y

 
 

 

 
 

  '' )(

)(

'
'

Ti

LB

Si

Ti

LA

Si

vLv

vLv

S
T

S
T

 

 





   ST sAsL )(

tsL )(

    ')( TT tQsL 

   ST sAsLQ ')(

    '')( ST sAPsLQ 

1Q

    ''
1)( ST sAPQsL 

  APQL S
T

1
'

'


P Q
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QP y son las matrices de cambio de base de TTSS a'deya' respectivamente.

Entonces se pueden considerar:

1. STA es la representación directa de L

2. SSSTTTTS PAQB 

 '
1
'''

Además:

3. STTTST AQB 1
''



4. SSSTTS PAB  ''

Corolario

Sea una transformación lineal y sean bases ordenadas de con matriz

de cambio de base SSP ' de a S . Entonces si   '
'

S
SLB  y   S

SLA 

SSSS PAPB 

 '

1
' ..

DEFINICIÓN

Sean las matrices nnMBA x, , es semejante a si existe una

matriz invertible, tal que, .

TEOREMA 21

Sean una transformación lineal y nmMBA x, . Las

matrices y son semejantes si y sólo si representan la misma

transformación lineal respecto a bases diferentes.

VVL : ', SS V

'S

B A

P APPB 1

WVL :

A B
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Observaciones

1. Si B es la matriz asociada a f respecto a la base 2B y A es la matriz asociada a

f respecto a la base 1B , entonces se tiene que , donde P es la

matriz de transición de la base 2B a la base 1B .

Este es uno de los casos que ocurre con mucha frecuencia en las aplicaciones a

la ingeniería.

2 El propósito de una representación matricial de la transformación lineal f es

permitir analizar f usando B . Trabajar con B presenta ventajas.  Como bases

distintas dan como resultado matrices asociadas distintas, la elección adecuada

de una base para obtener una matriz B sencilla es importante. Este es el objetivo

del siguiente capítulo.

Resumen

La teoría de matrices es una herramienta muy útil en muchas áreas del conocimiento, ya

que permite trabajar con grandes conjuntos de información de una forma cómoda y

activa. Sin embargo, el concepto de matriz consiste en algo más que una "tabla de

“números”, de hecho, es la representación de funciones definidas entre espacios

vectoriales que se conocen como transformaciones lineales. En este sentido, se ilustra en

distintos ejercicios la correspondencia uno a uno existente entre el conjunto de matrices

de orden mxn y el de las transformaciones lineales de WV en , que son espacios

vectoriales de dimensiones n y m respectivamente.

La conexión entre estos conceptos es tan estrecha que las operaciones entre

transformaciones lineales tienen una simetría en términos de matrices. Otra muestra

más, de esta relación, la ofrece el concepto de matriz inversa, que está asociado al de

transformación lineal inversa.

Así pues, los contenidos que se enfatizan en este capítulo son:

Transformaciones lineales.

Núcleo e imagen.

Isomorfismos.

Operaciones entre transformaciones lineales.

Matriz asociada a una transformación lineal.

Matriz asociada a una transformación lineal compuesta.

Matriz y transformación lineal inversa.

APPB 1
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PROBLEMAS PROPUESTOS

1. Determinar si la función dada es una transformación lineal

)(

:

xfyx

RRf





a) 2)( xxf 

b) baxxf )( , si :  i) 0b ii) 0b

c) senxxf )(

d) xexf )(

e) xxf )(
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2. Determinar si la función f es una transformación lineal

a)      2,,,

: 22

yxyxyxfyx

RRf





b)
t

nn

AAfA

MMf





)(

:



c)



b

a
dxxffFf

RVF

)()(

:


,  donde   contínuaes:, fRbafV 
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3. Sea la función

 
    xdcadbadcbafd)c,b,(a,

xPRf




),,,(

: 1
4



a) Hallar la imagen de f una base y su dimensión.

b) Encontrar el núcleo de f una base y su dimensión.
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4. Dada la función

 
xabbabafba

xPRf

)2()(),(),(

: 1
2





a) Demostrar que f es una transformación lineal.

b) Hallar la imagen de una base y su dimensión.

c) Encontrar el núcleo de f una base y su dimensión.

d) ¿f es inyectiva, es sobreyectiva?

f
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5. Sean 23: RRT  una transformación lineal y B una base de 3R tales que

 )1,1,1(),1,1,2(),1,0,1( B

.

a) Hallar ),,( zyxT explícitamente.

b) Encontrar la imagen de T , una base y su dimensión.

c) Calcular el núcleo de T , una base y su dimensión.

)3,1()1,1,1(),2,4()1.1,2(),1,3()1,0,1(  TTT
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6. Sean   3
2: RxPf  una transformación lineal y B una base de  xP2 tales

que:

Hallar:

a) )( 2cxbxaf  explícitamente.

b) Hallar la imagen de f , una base y su dimensión.

c) Encontrar el núcleo de f, una base y su dimensión.

 22 ,1,1 xxxxB 

   
   
   0,1,1

1,0,11

1,1,01

2

2







xxf

xf

xf
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7. Sea la transformación lineal

 
   cbacbacbacxbxafcxbxa

RxPf

 



,,

:
22

3
2



a) ¿Para qué valores de  , f es biyectiva?

b) Calcular 1f para 0 .
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8. Sea f : MR 3 una transformación lineal tal que

),,( zyxf 










zyxzyx

zyxzx

)1(322

222



donde es el espacio vectorial de las matrices simétricas de orden 2x2.

a) Hallar los valores de  para los cuales f es biyectiva.

b) Encontrar la inversa  de f si 0 .

M
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9. Dada 33: RRf  , una transformación lineal invertible tal que

 zxzyzyxzyxf 2,3,2),,( 
y. además,    )1,0,0(),1,1,0(),1,1,1(y)1,0,1(),1,1,0(),0,1,1( 21  BB , bases 3R .

a) Comprobar que f es invertible

b) Hallar   1
2

B
BfA  .

c) Si  
















1

3

1

)( 2Buf hallar u . Sugerencia:   1
1

 Au B   2)( Buf .
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10. Sea la transformación lineal































cacba

cbaba

dc

ba
f

dc

ba

MMf ss:



donde  simétricaes:22 AAM xs  es subespacio vectorial de 22xM , y





































































10

00
,

01

10
,

10

01
,

10

00
,

01

10
,

00

01
21 BB

son bases ordenadas del subespacio vectorial  ,,, RM S .

a) Hallar la matriz asociada   1
2

B
BfA  .

b) Encontrar  
2

)( BEf , conociendo que 









01

12
E .
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11. Sea el conjunto base de donde

)1,1,1(),1,0,1(),1,1,1( 321  uuu

Si es una transformación lineal, tal que

)(1 LNu  , )1,1,1()(),1,1,0()( 3322  uLvuLv

a) Hallar la matriz asociada  BBLA  .

b) Encontrar

c) ¿ es inyectiva, sobre, biyectiva?

d) A partir del conjunto completar una base ortogonal para .

 321 ,, uuuB  3R

33: RRL 

),,( zyxL

L

 32 ,vv 3R
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12. Dada la transformación lineal

     zyxzyxyxzyxLzyx

RRL




32,53,2,,,,

: 33



a) ¿Para qué valores de  , es biyectiva?

b) Hallar la matriz asociada a respecto a las bases canónicas

c) Encontrar una base B para la cual la matriz asociada a respecto a

tenga una columna de ceros. (Indicación: uno de los vectores de debe

pertenecer al núcleo).

L

L

L B

B
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13. Dada la transformación lineal

a) Comprobar que es invertible

b) Hallar

c) Encontrar la matriz asociada   C
BLA  , donde

 2,,1 xxC  y  22 1,,1 xxxxB  son bases de 2P .

d) Si , hallar usando la definición y usando A .

 p(x)-(x)p)    L(p(x)x)        p(

    PL:      P

2'
22





L

1L

22)( xxxp  ))(( xpL
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14. Sean una transformación lineal y B base de 3R , donde

   ,1,10,0,1 f ,    1,1,01,1,0 f ,    1,2,01,2,0 f

a) Encontrar

b) ¿Para qué valores de  , es biyectiva?

c) Hallar las bases del núcleo y la imagen de L usando b).

d) Calcular la matriz asociada  BBfA  cuando 2

33: RRf 

 )1,2,0(),1,1,0(),0,0,1(B

),,( zyxf

L
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15. Sean   3
2 , RtPf L y 21 y BB bases ordenadas de   3

2 , RtP respectivamente

 22
1 ,1, tttB  y       0,1,1,1,0,1,1,1,02 B

 






















111

111

111
1
2

B
BfA

a) Calcular explícitamente   3
2 , RtPf L .

b) Encontrar ))(( xpf de dos maneras: usando la matriz asociada y el

resultado en a). Considerar que 65)( 2  xxxp
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16. Sean las transformaciones lineales

     ,,,,,,

: 33

yxzyzxzyxfzyx

RRf





     zyxyxxzyxfzyx

RRg




,,,,,,

: 33



a) Hallar y  C
CgofA  .

b) Calcular  CCgB  y  CCfC 

c) Verificar que BCA 

gof
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17. Sea   3
2: RtPgof  , una transformación lineal tal que

))1(')0(),1('),0(())1('),0(())((())(( ppppppgtpfgtpgof  , y las bases

 
 
 )0,1,0(),1,01(),0,1,1(

)2,1(),1,1(

,,1

3

2

2
1






B

B

tttB

a) Encontrar   1
3

B
Bgof directamente.

b) Verificar que:       1
2

2
3

1
3 . B

B
B
B

B
B gggof  .
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18. Sea 33: RRf  una transformación lineal donde

  1

2

B
BfA 



















011

110

111

      0,1,0,1,0,0,0,0,11 B y       1,0,1,1,1,0,0,1,12 B son bases 3R .

a) Hallar f explícitamente.

b) Calcular  CCf , donde C representa la base canónica de 3R .

c) Encontrar )(uf de dos maneras. Considerar que . 
















1

2

1

1Bu
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19. Sea la transformación lineal

 dcbcba
dc

ba
f

dc

ba

RMf




















,

: 2
22



x














































10

00
,

11

00
,

01

10
,

10

01
B base ordenada de 22xM

a) Calcular  BCf . C representa la base canónica.

b) Encontrar  CCf . C representa la base canónica.

c) Determinar )(Ef usando a). Si . 




















2

0

1

1

BE
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20. Sean las bases del espacio vectorial

 2,,1 xxxxB  y  2,1,2 xxS 

a) Hallar la matriz de cambio de base de B a .S

b) Calcular  Sxp )( si  





















1

1

2

)( Bxp y determinar .

 xP2

)(xp
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21. Dadas las transformaciones lineales 2332 :y: RRgRRf  definidas por

)0,,(),( 2121 uuuuf 

),(),,( 3231321 vvvvvvvg 

a) Obtener la transformación lineal fogh  .

b) Expresar  CCfA  .

c) Hallar  BCgB  .

d) Encontrar  BBhE  .

 2,1,1(),3,2,0(),1,0,1( B y C son bases ordenadas de 3R .
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22. Sean las bases de 2R

 )1,0(),0,1(1 B y  )5,2(),3,1(2 B

a) Hallar la matriz de cambio de base Q de 21 a BB .

b) Encontrar la matriz de cambio de base P de 12 a BB .

c) Verificar que 1 QP .

d) Mostrar que     12 BB uQu  , donde ),,( zyxu  .

e) Mostrar que PAPB 1 , donde   ,2
2

B
BfB    1

1
B
BfA  , y además

)3,2(),,( yxyzyxf  .
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23. Sean las bases de 3R

 )1,0,0(),0,1,0(),0,0,1(1 B y  )0,0,1(),0,1,1(),1,1,1(2 B

a) Hallar la matriz de cambio de base Q de 21 a BB .

b) Encontrar la matriz de cambio de base P de 12 a BB .

c) Verificar que 1 QP .

d) Mostrar que     12 BB uQu  , donde ),,( zyxu  .

e) Mostrar que PAPB 1 , donde   ,2
2

B
BfB    1

1
B
BfA  , y además

)3,4,2(),,( xyxzyzyxf  .
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24. Dada la transformación lineal 22: RRf  si se conoce que

)1,3()3,2(y1211  f),(),f(

a) Calcular f explícitamente.

b) Hallar la matriz  CCfA  . C es la base canónica de 2R .

c) Encontrar la matriz   S
SfB  usando la matriz de cambio de base.

 )1,1(),1,1( S es base de 2R .
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25. Dadas la transformación lineal f y las bases SC y de 2R

     yxyxfyx

RRf




,,,

: 22



C es base canónica y  2,1(),1,1( S

a) Hallar  CCfA  .

b) Calcular  SSfB  usando la matriz de cambio de base.

c) Mostrar que BA y son semejantes.
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26. Dada la transformación lineal

    ),,2(,,,,

: 33

zzyxzxzyxfzyx

RRf





, y

C la base canónica de 3R

 )0,1,1(),0,1,0(),11,0,1(S base ordenada de 3R

a) Hallar  CCfA  .

b) Calcular  SSfB  usando la matriz de cambio de base.

c) Mostrar que BA y son semejantes.
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27. Dada la transformación lineal 23: RRf  donde

  












323

112B
CfA

 321 ,, eeeB  es base canónica 3R

 21 , ffC  es base canónica 2R

a) Si  ',','' 321 eeeB  donde

213

312

321

'

'

'

eee

eee

eee





Calcular   'B
Cf

b) Si  ','' 21 ffC  donde

 

 212

211

2

1
'

2

1
'

fff

fff





Calcular   '
'

B
Cf
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28. Dada la transformación lineal 22: RRf  donde

  












11

32B
CfA

 )3,2(),1,1( B es base 3R

 21 , eeC  es base canónica 2R

 21 ,' eeB  es base canónica 2R

 )1,2(),1,1(' C es base 3R

Hallar   '
'

B
Cf usando la matriz de cambio de base.
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Capítulo 7
VALORES Y VECTORES PROPIOS

DEFINICIÓN

Sean L , ),,,( KV ,

es valor propio de , si  y solo sí , tal que,

.

es vector propio de asociado con el valor propio

.

Gráficamente:

Observaciones

1. no es un vector propio

2. 0 si es un valor propio

L ),( VV K

 L Vvv V  ,0

vvL )(

,0, VvVv  L



V0
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Notación

representa al conjunto de vectores propios de la transformación lineal asociados

al valor propio , incluyendo al vector nulo.

   VvvLvV 0)(  

TEOREMA 1

es subespacio vectorial de ),,,( KV

DEMOSTRACION

1.

Si cumple por definición

2. 

(1)

(2)

(3)

Sustituyendo (1) y (2) en (3)

Por 1. y 2. es subespacio vectorial de .

VALORES Y VECTORES PROPIOS DE MATRICES

Sean y 1xnMX  .

y se llaman valor y vector propios de nnMA x , respectivamente si y sólo si

V L



V

VV 0

 VvuK  ,,  Vvu 

uuL )(

vvL )(

)()()( vLuLvuL  

vuvuL   )(

)( vu  

KVvu 

V V

K

 X

XAX 
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TEOREMA 2

Sean L , ),,,( KV , y 1xnMX  , entonces 

es un valor propio de , si y sólo si es un valor propio de la matriz

asociada .

DEMOSTRACION

1. Si es un valor propio de , entonces es un valor propio de

Si es un valor propio de ,

es un valor propio de

2. Si es un valor propio de , entonces es un valor propio de .

Seguir el proceso inverso

TEOREMA 3

Si es un valor propio de , ó también

 OXIACSV  )( 

DEMOSTRACION

Si es un valor propio de , entonces

 OXAIXCS  )( (1)

   10)( nKOXAIXV   (2)

Igualando (1) y (2)

L ),( VV  SSLA 

L 

A

 L  A

 L vvL )(

   SS vvL )(

   SS vvA 

XAX 

 A

 A  L

 A  OXAICSV  )(

 A

XAX 

OAXX 

OXAI  )(
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Corolario 1

)(Rango)(Rango IAnAInDimV  

Corolario 2

es valor propio de si y sólo si ó

TEOREMA 4

Sea nnMA x y sean valores propios diferentes de , con

sus vectores propios asociados , entonces es

linealmente independiente.

DEMOSTRACION

Se demuestra por inducción

1. Si

son vectores propios asociados a los valores propios

(1)

Multiplicando (1) por

(2)

Multiplicando (1) por

(3)

Restando (3)-(2)

, ya que, , y

(vector propio)

 OXAICSV  )(

 A 0)det(  AI 0)det(  IA 

n ,,, 21  A

nvvv ,,, 21   nvvv ,,, 21 

2n

21 ,vv 21 ,

Vvv 02211 

A

VAvAv 02211 

Vvv 0222111  

1

Vvv 0212111  

Vvv 0222212  

Vv 0)( 2212  

02  21  

Vv 02 
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De (1)

es linealmente independiente.

2.

Si es LI, entonces es linealmente independiente

(4)

Multiplicando (4) por

(5)

Multiplicando (4) por

(6)

Restando (6) de (5)

es linealmente independiente, entonces

De (4)

, por lo tanto

es linealmente independiente.

POLINOMIO CARACTERÍSTICO DE UNA MATRIZ

Sea nnMA x , )(p es el polinomio característico de si y solo si:

)det()det()( IAAIp  

ECUACIÓN CARACTERÍSTICA DE UNA MATRIZ

Sea nnMA x , 0)( p es la ecuación característica de si y solo si:

0)det()det()(  IAAIp 

01 

 21 ,vv

kn 

 nvvv ,,, 21   121 ,,,, nn vvvv 

Vvnvn vnvv 0112211   

A

Vnnnn AvAvAvAv 0112211   

Vnnnnnn vvvv 0111222111    

1n

Vnnnvnnnn vnvv 01111212111    

Vnnnnnn vvv 0)()()( 121221111    

 nvvv ,,, 21 

0,,0,0 11211   nnnn  

021  n 

01 n

 121 ,,,, nn vvvv 

A

A
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CÁLCULO DEL POLINOMIO CARACTERÍSTICO

Si AAtrpMA det)()( 2
22  x

Si   APPPAtrpMA det)()( 332211
23

33  x

Generalizando:

Si

        AAtrAtrAtrpMA nnnn
nn det)()()()( 0

3
3

2
21   

x

siendo )(Atri la suma de todos los menores de orden i que contienen en su diagonal

principal, i elementos de la diagonal principal de A .

TEOREMA 5

es un valor propio de nnMA x si y solo si es raíz de la

ecuación característica de .

DEMOSTRACION

a) Si es un valor propio de nnMA x , es raíz de la ecuación

característica de .

Si es un valor propio de , entonces

0)det()det()(  IAAIp 

 es raíz de la ecuación característica de .

b) Se sigue el proceso inverso

MULTIPLICIDAD ALGEBRAICA

Sea nnMA x y       0)( 2
2

1
1  nr

n
nnp   su ecuación característica

y son raíces de  p y las mismas son de multiplicidad algebraica (MA)

.

MULTIPLICIDAD GEOMÉTRICA

K 

A

K 

A

K A

A

n ,,, 21 

rnnn ,,, 21 

ii MGDimV  
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Observación

MATRICES SEMEJANTES Y DIAGONALIZACIÓN

DEFINICIÓN

Sean ., nnMBA x es semejante a si existe una matriz

invertible, tal que, .

DEFINICIÓN

Sea .nnMA x es diagonalizable si existe una matriz diagonal tal

que, es semejante a , es decir, .

TEOREMA 6

Sean nnMA x una matriz asociada a y L entonces, es

diagonalizable si y sólo si existe una base del espacio vectorial 1xnM ,

formada por vectores propios de .

DEMOSTRACION

a) Si es diagonalizable, existe una base del espacio vectorial 1xnM ,

formada por vectores propios de .

Si es diagonalizable,

Multiplicando a los dos miembros de la igualdad anterior por , se obtiene

ii MAMG  

A B P

APPB 1

A D

A D APPD 1

L L ),( VV A

A

A

A

A

APPD 1

P
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Se escriben y en forma desarrollada

Columna j-ésima de Columna j-ésima de , ( )

(1)

Columna j-ésima de Columna j-ésima de , ( )

(2)

Igualando (1) y (2)

(3)

De (3)

es un vector propio de asociado al valor propio . Generalizando,

existen vectores propios que constituyen una base de 1xnMA . (Teorema 4)

APPD 

D P





























n

k

D











2

1





























nnnjnn

jnjjjj

nj

nj

bbbb

bbbb

bbbb

bbbb

P

21

21

222221

111211







.. PDP  D jD

jDP.

.. ADA  P jP

jPA.

jDP. jPA.





























nj

jj

j

j

jj

b

b

b

b

DP




2

1

. 

jjj PDP .

jjj PPA .

jP A j

n
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b) Si existe una base de 1xnM formada por vectores propios de , entonces

es diagonalizable.

Sea base de

es combinación lineal de

(1)

(2)

Sustituyendo (2) en (1)

Reordenando

Escribiendo matricialmente

A A

 pnpp vvvS ,,, 21  1nK

Vv S

pnnpp vvvv   2211

)()()()( 2211 pnnpp vLvLvLvL   



















pnnpppn

ppp

pnppp

vvvvL

vvvvL

vvvvL















21

2212

2111

.0.0)(

.0..0)(

.0.0)(

  ).0..0().0.0()( 22122111 pnpppnpp vvvvvvvL 

).0.0( 21 pnnppn vvv   

  22211211 ).0..0().0.0()( pnpn vvvL 

pnnn v).0.0( 21   

 






















nn

n

n

SvL





..0.0

.0.0

.0.0

)(

21

221

211







 

   





  



Sv

nn

S

S
SLD

vL





















































2

1

2

1

)(
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es semejante a , entonces

es diagonalizable.

Corolario 1

Si tiene vectores propios, entonces es diagonalizable ( )

Corolario 2

Si es diagonalizable, la matriz diagonal semejante a tiene en su diagonal los

valores propios de .

Observación

Si   civ son las coordenadas del vector iv en la base canónica C , entonces   siv son

las coordenadas del vector iv en la base de vectores propios S de A y forman la matriz

P .

 
 

 

 
 

  Si

S
S

LD

Si

Ci

C
C

LA

Ci

vLv

vLv

)(

)(

 

 





DIAGONALIZACIÓN DE MATRICES SIMÉTRICAS

En este apartado se analiza la diagonalización de matrices simétricas ( )tAA  . Se hace

particular este caso, debido a que es más fácil de resolver que el caso general, y a que

las matrices simétricas se presentan en muchos problemas de aplicación.

TEOREMA 7
Todas las raíces de la ecuación característica de una matriz real y

simétrica son reales.

   SS vDvL )(

A D

A

nA n nA ii MAMG  

nA nA

nA

1P
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DEMOSTRACION

Se supone que existen valores propios C de que tales)( nnRMA x

(1)

Multiplicando (1) por

Lo que contradice la suposición, entonces

TEOREMA 8

Si nnMA x es matriz simétrica, entonces los vectores propios

asociados a valores propios distintos de son ortogonales.

DEMOSTRACION

Sean y vectores propios de con valores propios y , tales que:

(1)

(2)

(3)

Sustituyendo (1) en (3)

XAX 
__________

.XAX 
__________

. XXA 
tX

__________

. XXXAX tt 
__________

.)( XXXAX tt 

__________

.)( XXXAX tt 

__________

.)( XXXX tt  

__________

. XXXX tt  

__

 

R

A

1X 2X A 1 2

111 XAX 

222 XAX 

),(),( 211211 XXXX  

),( 211 XX
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(4)

Sustituyendo (2) en (4)

, donde (Hipótesis)

DEFINICION
Una matriz cuadrada A es ortogonal si su matriz inversa es igual a su

transpuesta, esto es, tAA 1 .

TEOREMA 9

Sea nnMA x , es ortogonal si y sólo si las columnas y las filas de

forman un conjunto ortonormal de vectores de nR .

TEOREMA 10
Si es una matriz real y simétrica, entonces existe una matriz

ortogonal , tal que . En consecuencia se dice que

la matriz A es ortogonalmente diagonalizable.

),(),( 21211 XAXXX 

),( 21 AXX

),(),( 221211 XXXX  

),(),( 212211 XXXX  

0),(),( 212211  XXXX 

0),)(( 2121  XX 0)( 21  

 0),( 21 XX

A A

A

P DAPPAPP t 1
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DEMOSTRACION

Si es  una matriz real y simétrica, existe una base de vectores de 1xnM ,  (Teorema 6)

existe una base de vectores ortonormales de 1xnM , entonces existe una matriz

ortogonal, tal que, , donde .

TEOREMA 11

Sea  la matriz nRMA )( .

Si A es simétrica, entonces es diagonalizable.

PROPIEDADES

Sea nxnMA

1. Si u y v son vectores propios asociados al valor propio  de A , si Vvu 0 ,

entonces vu  es un vector propio asociado con  .

2. Si u es un vector propio asociado con el valor propio  de A , ,0, kku

también es un vector propio asociado con  .

3. Si  es un valor propio de A y u es un vector propio asociado, para cualquier

entero no negativo k , k es un valor propio de kA y u es un vector propio

asociado.

4. A y tA tienen los mismos valores propios.

5. Si A es una matriz diagonal, triangular superior o triangular inferior, sus valores

propios son las componentes de su diagonal.

6. A es el producto de todas las raíces del polinomio característico de A . De

manera equivalente, A es el producto de los valores propios de A .

7. Matrices semejantes tienen los mismos valores propios.

8. A no es invertible si y sólo si 0 es un valor propio de A .

9. A es diagonalizable si y sólo si A tiene n vectores propios linealmente

independientes.

10. Si A tiene n valores propios distintos, A es diagonalizable.

A

P

tPP 1 DAPPAPP t 1
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TEOREMA DE CALEY - HAMILTON

TEOREMA 12

Si )(y)(  QP son polinomios en la variable escalar  , con

coeficientes matriciales cuadrados y si )).(()( AIQP   , entonces

.)( OAP 

DEMOSTRACION

n
nQ   2

210)( , donde 1 son coeficientes matriciales cuadrados

  AIP n
n   2

210)(

13
2

2
10

2
210)(  n

n
n

n AAAAP  

Si A

13
2

2
10

13
2

2
10)(   n

n
n

n AAAAAAAAP  

OAP )( //

TEOREMA 13
Toda matriz cuadrada satisface su ecuación característica, es decir, si

0)( P , es la ecuación característica de A , entonces OAP )( .

DEMOSTRACION

Considerando que

nnnn

n

n

aaa

aaa

aaa

AIP























21

22221

11211

)(

Cualquier cofactor de la matriz  AI  es un polinomio en  , entonces
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)()()(

)()()(

)()()(

21

22221

11211








nnnn

n

n

PPP

PPP

PPP

AIAdj









Esto es, se puede expresar  AIadj  como un polinomio )(Q .

Además:

     AIAIadjIAI   .det

   AIQIAI   ).(det (1)

Por otro lado

  )()(det  PIPIAI  (2)

Igualando (1) y (2)

 AIQP   ).()(

Si A

OAP )( // (Teorema 12)

CÁLCULO DE LA INVERSA DE UNA MATRIZ

Sea nnMA x invertible, entonces existe la matriz 1A .

La ecuación característica de A es

0)( 01
1

1  
 aaap n

n
n  

IIaIaIaIIp n
n

n .0)( 01
1

1  
  

OIaaaP n
n

n  
 01

1
1)(  

Si A

OIaAaAaAAP n
n

n  
 01

1
1)( 

OAaIaAaAAPA n
n

n  


 1
01

2
1

11 )(. 

 IaAaA
a

A n
n

n
1

2
1

1

0

1 1
 


 

Ejemplo
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Dada la matriz























112

123

411

A

a) Encontrar la ecuación característica

b) Verificar que OAP )(

c) Hallar 1A

Solución:

a) 0)()()( 332211
23  APPPAtrp 

0652)( 23  p

b) OIAAAAP  652)( 23























112

123

411

A



















813

1107

116
2A















 


51316

17429

22311
3A






















































































 


000

000

000

100

010

001

6

112

123

411

5

813

1107

116

2

51316

17429

22311

)(AP

OAP )(

c)  IAAA 52
6

1 21 























112

123

411

A






















813

1107

116
2A












































































500

050

005

224

246

822

813

1107

116

6

11A























531

1391

731

6

11A
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FORMAS CUADRÁTICAS Y CANÓNICAS

DEFINICION

Sea nnMA x , la función:

AXXxQx

RRQ

t
A

n
A





)(

:



se llama forma cuadrática asociada a la matriz A a la expresión

XAXxQ t
A )(

En forma desarrollada:

 






































nnnnn

n

n

nA

x

x

x

aaa

aaa

aaa

xxxxQ










 2

1

21

22221

11211

21)(

Observación

)(xQA puede ser representada por muchas matrices, pero solo por una matriz simétrica.

Particular

Sea 2
221

2
1)( cxxbxaxxQA  , su matriz simétrica esta dada por:











c

a
A

b

b

2

2

TEOREMA 12

Sea nnMA x , existe una matriz simétrica 1A , tal que

)()( 1 xQxQ AA  , XAXXAX tt
1

DEMOSTRACION

Sea  la matriz
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t
AAA

2

1
1

t
t t

AAA 





 

2

1
1

  11 2

1

2

1

2

1
AAAAAA ttt  , entonces

1A es matriz simétrica.

Sean







 

t
AAA

2

1
1 (1)

XAXXAX tt
11  (2)

Sustituyendo (1) en (2)

 XAAXXAX ttt 
2

1
.1

XAXXAXXAX tttt

2

1

2

1
1  (3)

  ttt XAXXAX  (4) pues es matriz 1x1

Sustituyendo (4) en (3)

ttttt XAXXAXXAX 







2

1

2

1
1

XAXXAXXAX ttt

2

1

2

1
1 

XAXXAX tt
1 //.

TEOREMA 13

Sea nnMA x una matriz simétrica y XAXxQ t
A )( su forma

cuadrática asociada. Existe un cambio de variable lineal BXY  , donde

nnMB x , y una matriz diagonal D , tal que )()( yQxQ DA  , es

decir, YDYXAX tt  .
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DEMOSTRACION

Si A es matriz simétrica, existe una matriz P invertible tal que:

tPDPPDPA  1 (1)

XAXxQ t
A )( (2)

Sustituyendo (1) en (2)

   XPDPXxQ tt
A )( (3)

Sea YXP t  , entonces

PXY tt  (4)

Sustituyendo (4) en (3)

YDYxQ t
A )( , es decir,

)()( yQxQ DA  //

Observación

D es matriz de los valores propios de A , y los vectores propios de P son ortonormales.

TEOREMA 14 Teorema de los ejes principales

Sea   0,2!,2
221

2
1  dcxxbxax , tal que la ecuación anterior

puede escribirse de la forma Dyy  2
22

2
11  . Donde 21 y yy son los

ejes principales de la gráfica de la ecuación cuadrática anterior,

obtenidos al rotar 21 y xx un ángulo en sentido antihorario, y, 21 y 

son los valores propios de la matriz asociada 









c

a
A

b

b

2

2 .

MATRIZ DE ROTACIÓN
Sea P una matriz real y ortogonal, entonces

1.. 1  tPPPP  1. tPP 1. PP 112  PP

Si 1P , entonces P se denomina matriz de rotación
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cos

cos

sen

sen
P , donde  20  .

Observación. Si 1P se intercambian columnas.

DEFINICIÓN
Se llaman invariantes de una curva, a todas las expresiones formadas

por los coeficientes de su ecuación, que no varían al realizar rotaciones

y traslaciones paralelas de los ejes coordenados.

SECCIONES CÓNICAS

Sea la curva

  022, 2211
2
2222112

2
11121  axaxaxaxxaxaxxf

Esta ecuación puede escribirse en forma matricial como

0 aBXAXX t

Como A es matriz simétrica es ortogonalmente diagonalizable, por lo tanto











2

1

0

0




APPt

Si PYX  , donde 









2

1

y

y
Y

      0 aPYBPYAPY t

  0 aBPYYAPPY tt

02221
2
22

2
11  aybybyy 

La ecuación anterior no tiene término de producto cruzado.

Los invariantes de una curva de segundo grado son:

1. La suma de los coeficientes de los cuadrados de las coordenadas

2211 aas 
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2. El determinante formado por los coeficientes de los términos principales

A
aa

aa


2221

1211

3. El determinante dado por

aaa

aaa

aaa

21

22212

11211



Las invariancias de y,s facilitan la reducción de la ecuación de la ecuación de la

curva a la forma canónica. Así,  si 02
22

2
11  czz  0 . Entonces

c

c
21

1

00

020

00




 (1)

21
2

1

0

0





  (2)

Sustituyendo (2) en (1) c



c

Por lo tanto 02
22

2
11 





 zz

0 Curva de tipo

elíptico

0 0s Elipse

0s Elipse imaginaria

0 Un punto o dos rectas imaginarias

que se cortan en dicho punto.

0 Curva de tipo

hiperbólico

0 Hipérbola

0 Dos rectas que se cortan.

0 Curva de tipo

parabólico

0 Parábola

0 Dos rectas paralelas

(Confundidas, distintas o imaginarias.
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Sus graficas se presentan a continuación.

Elipse

Hipérbola

Parábola
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Ejemplo

Dada la forma cuadrática

09222 2
2211  xxxx

Identificar y expresar en la forma canónica

Solución:

4s

03
21

12
 A es curva de tipo elíptico, 027

900

021

012






0108)27)(4( s es una elipse

0)1)(3(34)( 2  p

Los valores propios de A son

13 21  

Con vectores propios asociados

1

1
y

1

1
21 



















 vv




























1

1
,

1

1
B base ortogonal, entonces




























1

1

2

1
,

1

1

2

1*T base ortonormal












11

11

2

1
P











10

03
D

PP  1 es matriz de rotación

0 fDYY t

  9
10

03

2

1
21 
















y

y
yy

93 2
2

2
1  yy

La ecuación canónica de la elipse es

1
93

2
2

2
1 

yy
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Resumen

Una de las diferentes propiedades de las transformaciones lineales es la de proteger la

estructura de espacio vectorial. En concreto, si f es una transformación lineal definida

en el espacio vectorial V de dimensión n en sí mismo y W es un subespacio vectorial

de V , se verifica que su transformado es de nuevo subespacio vectorial de V . En

ocasiones, se tiene además que WWf )( , por lo que en este caso W permanece

invariante por f . Las nociones que permiten determinar los subespacios invariantes por

una transformación lineal f son los de valores y vectores propios de f o, exactamente,

dada la correspondencia uno a uno existente entre el conjunto nM y el de las

trasformaciones lineales L ),( VV , de su matriz asociada A .

Una vez mostrados los métodos analíticos de cálculo de valores y vectores propios de

una matriz A (o de la transformación lineal f que representa) se ilustran diversas

propiedades de ambos conceptos, que son de gran utilidad en el estudio de la

diagonalización de una matriz nMA . El indicado problema consiste en determinar

una base de V respecto de la cual la matriz asociada a la transformación lineal f sea

diagonal. Esta base, que se construye a partir de los vectores propios de A , no siempre

existe, tal como se analiza en este capítulo, y por ello no todas las matrices cuadradas

son diagonalizables.

La diagonalización de una matriz A permite realizar ciertas operaciones matriciales de

una manera más sencilla, como sucede con el cálculo de la potencia o de la exponencial

de A .

Las formas cuadráticas constituyen un instrumento del Álgebra Lineal de gran utilidad y

aplicación en Estadística, Econometría, Teoría de la Optimización, etc. Lo que justifica

su estudio en el ámbito de la ingeniería y ciencias.

Una forma cuadrática, tal como se aprendió, es una función con valores propios reales

definida por un polinomio cuadrático.

Todos estos aspectos se desarrollaron en los conceptos:

Valores y vectores propios.

Propiedades de los valores y vectores propios.

Diagonalización de una matriz.

Formas cuadráticas y canónicas.

Aplicaciones.
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PROBLEMAS PROPUESTOS

1. Sea u un vector propio de las transformaciones lineales gf y . Mostrar que u es

también vector propio de la transformación lineal gbfa  , donde ba y son

escalares arbitrarios.

2. Sean nnMBA x, . Probar y tienen los mismos valores propios.

3. Dada la matriz 









b

a
A

2

1
. Calcular los valores de los parámetros a y b para

que el vector  1,2 sea un vector propio asociado al valor propio 51  en la

matriz A . ¿Cuál es el otro valor propio en este caso?

4. Sea una transformación lineal invertible. ¿Si es valor propio de

, cuál es el valor propio de 1L ?

AB BA

VVL : 

L
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5. Dada la transformación lineal

     yxyxyxfyx

RRf




2,2,,

: 22



Calcular los valores y vectores propios, una base para cada espacio propio, du

dimensión y una base de vectores propios S tal que f esté representada con

respecto a S por una matriz diagonal.
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6. Probar que si es un valor propio de una matriz con vector propio asociado

y Nn es un entero positivo, entonces n es un valor propio de la matriz

nA con vector propio asociado .

7. Sea la matriz 









32

41
A . Hallar los valores y vectores propios de y .

 A

v

v

A 2A
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8. Sea la matriz con vectores propios

Encontrar los valores de .

9. Hallar una matriz 33xMA tal que sus valores propios son 22,1  con

vectores propios asociados  ,1,1,11 v y  1,1,22 v ,  y 33  con vector

propio asociado  ,2,1,13 v


















rqp

cbaA

111


















































0

1

1

,

1

0

1

,

1

1

1

rqpcba ,,,,,
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10. Demostrar que sí APPD 1 , entonces PAPD nn 1 . Usando el resultado

anterior hallar una expresión para nA .

11. Dada una matriz simétrica nMA con elementos reales, comprobar que si

todos sus valores propios son iguales a cero entonces A es una matriz nula.
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12. Determinar una matriz  de orden tres simétrica tal que

 rango   13 3  IA .

   034:,, 3  yxRxyxW es un espacio propio de A .

 7)( Atr .
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13. Para cada uno de los siguientes casos, si es posible, diagonalizar la matriz dada y

hallar las matrices D y , tales que, .

a)

b)

P APPD 1





















466

353

331





















266

157

113
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c)

d)



















022

122

113















 

000

020

123
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14. Para cada uno de los siguientes casos, si es posible, diagonalizar la matriz dada y

hallar las matrices D y (ortogonal), tales que, APPD t .

a)




















103

020

301

b)

P

















121

202

121
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c)

d)




















011

101

110






















311

151

113
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15. Identificar las siguientes curvas y reducir la ecuación de estas a la forma

canónica

a) 0142323 21
2
221

2
1  xxxxxx

b) 0242323 21
2
221

2
1  xxxxxx

c) 012 1
2
2

2
1  xxx

d) 03462 21
2
221

2
1  xxxxxx
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e) 035223 21
2
221

2
1  xxxxxx

f) 01642 21
2
221

2
1  xxxxxx

g) 034244 21
2
221

2
1  xxxxxx

h) 014244 21
2
221

2
1  xxxxxx

i) 024244 21
2
221

2
1  xxxxxx
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16) Del ejercicio anterior graficar las curvas:

a)

d)



278
VALORES Y VECTORES PROPIOS

ÁLGEBRA LINEAL

f)

17) ¿Para qué valores de k se obtiene elipse, hipérbola y parábola de la ecuación

09442 21
2
221

2
1  xxxxkxx ?



SIN INGENIEROS

Se murió un Ingeniero y se fue a las puertas del Cielo. Sabido es que los Ingenieros por
su honestidad siempre van al cielo. San Pedro buscó en su archivo, pero últimamente
andaba un poco desorganizado y no lo encontró en el montón de papeles, así que le dijo:
"Lo lamento, no estás en listas...". De modo que el Ingeniero se fue a la puerta del
infierno y le dieron albergue y alojamiento inmediatamente.

Poco tiempo pasó y el Ingeniero se cansó de padecer las miserias del infierno, y se puso
a diseñar y construir mejoras. Con el paso del tiempo, ya tenían ISO 9001, sistema de
monitoreo de cenizas, aire acondicionado, inodoros con drenaje, escaleras eléctricas,
equipos electrónicos, redes de telecomunicaciones, programas de mantenimiento
predictivo, sistemas de control visual, sistemas de detección de incendios, termostatos
digitales, etc. Y el Ingeniero se hizo de muy buena reputación.

Un día Dios llamo al Diablo por teléfono y con tono de sospecha le preguntó. “¿Y
qué…cómo están por allí en el infierno?”.

El diablo contestó:"¡¡Estamos REBIEN!! Tenemos ISO 9001, sistema de monitoreo de
cenizas, aire acondicionado, inodoros con drenaje, escaleras eléctricas, equipos
electrónicos, Internet, etc. Oye, apúntate mi dirección de e-mail, es:
eldiablofeliz@infierno.com. Y no sé cuál será la próxima sorpresa del Ingeniero!".

"¿QUÉ?, ¡¿QUÉ?! ¿¿TIENEN un Ingeniero allí?? ¡Eso es un error! Nunca debió haber
llegado ahí un Ingeniero. Los ingenieros siempre van al cielo, eso está escrito y resuelto
ya. ¡Me lo mandas inmediatamente!”.

“¡Ni loco!. Me gusta tener un ingeniero de planta en la organización y me voy a quedar
con él eternamente”.

“Mándamelo o … ¡¡TE DEMANDARÉ!!...”:

Y el Diablo, con la vista nublada por la tremenda carcajada que soltó, le contestó a
Dios: "¿¿Ah Sí?? ......y por curiosidad... ¡¿DE DÓNDE VAS A SACAR UN
ABOGADO?!" si todos están aquí.

Ofrece este mensaje a tus amigos y amigas para que tengan una idea de lo que es un
ingeniero




