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Resumen

En el presente trabajo se demuestra la existencia de un conjunto de Cantor conte-

nido en los números de Liouville y otro conjunto de Cantor contenido en los núme-

ros Diofantinos. Nombremos con L y con D los conjuntos de números de Liouville

y Diofantinos, respectivamente.

Mediante la estructura de los números de Liouville se construye un conjunto

cerrado no numerable contenido en L. Por el Teorema de Bendixson, se demuestra

la existencia de un conjunto perfecto no vacío C1, en L. Puesto que L es un conjunto

de medida de Lebesgue nula, λ(L) = 0, C1 es un conjunto de Cantor.

Utilizando la representación de L como intersección numerable de abiertos den-

sos, se expresa a D como la unión numerable de cerrados nada densos. Puesto que

D es no numerable, al menos uno es cerrado, no numerable y nada denso. Por el

Teorema de Bendixson, se demuestra la existencia de un conjunto perfecto no vacío

C2, en D. El conjunto C2 es un conjunto de Cantor pues es un perfecto, no vacío,

contenido en un conjunto nada denso.

También se ofrece la construcción de un conjunto de Cantor en cualquier sub-

conjunto de R cuyo complemento sea numerable.

Finalmente, se prueba una condición necesaria y suficiente para que un conjunto

dado contenga un conjunto de Cantor. A saber: que contenga un conjunto cerrado

no numerable.
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Abstract

In this document the existence of two different Cantor sets, one of them contai-

ned in the set of Liouville numbers and the other one inside the set of Diophantine

numbers, is proved.

By studying the structure of Liouville numbers we build an uncountable and

closed set in L. By Bendixson’s Theorem, we prove that there exists a non empty

perfect set C1, in L. Since the set L is a null set under the Lebesgue measure (i.e.

λ(L) = 0), C1 is a Cantor set.

Using the representation of L as a countable intersection of open and dense sets

(L is a dense Gδ set in the real line), D can be express as countable union of closed

and nowhere dense sets. Since D is uncountable, there exists at least one uncoun-

table, closed and nowhere dense set in D. By Bendixson’s Theorem, we prove that

there exists a non empty perfect set C2, in D. C2 is a Cantor set since it is a non empty

perfect set which is contained in a nowhere dense set.

Also, we build a Cantor set in every set of R whose complement is countable.

Finally, we obtain a necessary and sufficient condition for a set to contain a Can-

tor set. The condition is that the set contains an uncountable closed set.
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Notaciones

• Para cualquier conjunto A ⊂ R, se define el complemento de A por

Ac = {x ∈ R : x 6∈ A}.

• Para cualquier conjunto A ⊂ R, se define

P∗(A) = {K ⊂ A : K 6= ∅}.

• Para todo conjunto Lebesgue-medible A ⊂ R, se denota por

λ(A)

la medida de Lebesgue del conjunto A.

• N denota el conjunto de los números naturales dado por

N = {0, 1, 2, . . .}.

• Z se usa para denotar el conjunto de los números enteros.

• Z+ denota el conjunto de los números enteros positivos. Es decir, se tiene que

Z+ = {1, 2, . . .}.

• Q representa el conjunto de los números racionales. Es decir,

Q =

{
p

q
: p ∈ Z y q ∈ Z+

}

.

• L ⊂ R denota el conjunto de los números de Liouville.

• D = R \ L = Lc se usa para denotar el conjunto de números Diofantinos.
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• El supremo del conjunto A (si existe) será denotado por

sup(A).

• Dados a ∈ R y r > 0, se representa la bola abierta de centro a y radio r por

B(a, r) = {x ∈ R : |x − a| < r}.

Es útil recordar que, en los reales, se verifica que B(a, r) = (a − r, a + r).

• Sean a ∈ R y r > 0, se representa la bola cerrada de centro a y radio r por

B[a, r] = {x ∈ R : |x − a| ≤ r}.

• Una sucesión en un conjunto A ( o de elementos de A ), con A ⊂ R, es una

función x : N → A. Para cada n ∈ N, se representa la imagen de x respecto de

n por

x(n) = xn.

A modo de abreviación, se escribe (xn)n∈N en A, en lugar de

x :N → A

n 7→ xn.

• El conjunto de todas las sucesiones en {0, 1} se representa por 2N. Es decir,

2N = {(xn)n∈N : xn ∈ {0, 1} para todo n ∈ N}.

• Dada una función f : A → B donde A, B ⊂ R , se define el soporte de f por

supp ( f ) = {x ∈ A : f (x) 6= 0}.

• Sean a, b ∈ R. Se define el intervalo medio tercio de [a,b] por

tercio([a, b]) =

(
2a + b

3
,

a + 2b

3

)

.

• Sean a, b ∈ R. Sea r > 0 tal que r ≤ b−a
2 . Se define el intervalo medio tercio de

[a,b] de radio r por

tercio([a, b], r) =

(
a + b

2
− r,

a + b

2
+ r

)

.
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Capítulo 1

Introducción

Joseph Liouville fue un matemático francés nacido en 1809. Liouville fue el pri-

mero en demostrar la existencia de números trascendentes. En 1844, probó que todo

número de Liouville es un número trascendente ([7]). Posteriormente, probó que el

número
∞

∑
k=1

1
10k!

no es algebraico, y por lo tanto es trascendente.

Otra prueba de la existencia de números trascendentes, aunque no constructiva,

la hizo el matemático alemán Georg Cantor (1845-1918). Él demostró que el conjunto

de los números algebraicos es numerable. Puesto que R es no numerable, deben

existir números reales que no sean algebraicos.

El matemático H.J.S. Smith fue el primero en estudiar los conjuntos de Cantor.

Él dio un método para construir conjuntos nada densos en el año 1875. Cantor de-

fine sus conjuntos en el periodo de 1879 a 1884, en cinco artículos titulados Ueber

unendliche, lineare Punktmannichfaltigkeiten. Cantor construyó su conjunto triádico al

buscar un conjunto no vacío que sea perfecto y nada denso. Al conjunto de Cantor

se le puede ver como lo que está entre un punto y una recta. Por ejemplo, el con-

junto triádico de Cantor de [0, 1] no contiene ningún intervalo, pero posee la misma

cantidad de puntos que [0, 1]. Es decir, es un conjunto no numerable de medida de

Lebesgue nula ([16]).

Una forma de definir un número de Liouville, diferente a la que se aborda en

este documento, es a través del concepto de medida de irracionalidad de un número,

([21]): un número es de Liouville si tiene medida de irracionalidad infinita.

En el siguiente gráfico se ilustra el lugar que ocupan los números de Liouville en
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los reales.

Liouville

Q

Trascendentes

Algebraicos

R

Como se puede ver, ningún número de Liouville es algebraico. Además, se sabe

que existen números trascendentes que no son de Liouville. A saber, los números

π y π2 son números trascendentes que tienen medida de irracionalidad menor que

12.7 y 6.35, respectivamente ([9]).

Para demostrar la existencia de los conjuntos de Cantor en el conjunto de los

números de Liouville (L) y en el conjunto de los números Diofantinos (D), este

trabajo se ha organizado de la siguiente manera:

En el Capítulo 2 se hace una revisión de varias propiedades importantes de sub-

conjuntos de los números reales, tanto topológicas como de numerabilidad. Se enun-

cia y demuestra el Teorema de Bendixson, se enuncia el Teorema de categorías de

Baire y se definen los conceptos fundamentales de este trabajo.

En el Capítulo 3 se demuestra que todo conjunto cuyo complemento es nume-

rable contiene un conjunto de Cantor. Para esto, se prueban varios lemas y propo-

siciones sobre los conceptos de conexidad y sobre subconjuntos cerrados y abiertos

en los reales.

En el Capítulo 4 se prueba la existencia de un conjunto de Cantor en los números

de Liouville. Para esto, se construye un conjunto cerrado no numerable contenido

en L y se usa el Teorema de Bendixson.

En el Capítulo 5 se demuestra la existencia de un conjunto de Cantor en los nú-

meros Diofantinos. Para este fin, se expresa D como una unión numerable de con-

juntos cerrados y se utiliza el Teorema de Bendixson.

Finalmente, en el Capítulo 6 se muestran otros resultados importantes sobre los

conjuntos de Cantor, que se obtuvieron al realizar este trabajo de titulación.

Es importante decir que en todos los capítulos se distingue entre “proposición” y
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“teorema” en el sentido que se usan las últimas para dar propiedades que describen

hechos fundamentales sobre, R, L, D o sobre conjuntos de Cantor.
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Capítulo 2

Conceptos Fundamentales

A continuación, se enuncian algunas definiciones y proposiciones básicas en el

conjunto de los números reales, R, que serán de uso frecuente en este documento.

Para mayor detalle, se puede revisar [1].

2.1. Topología de R

DEFINICIÓN 2.1. Sea X un subconjunto de los números reales R. Se dice que a ∈ R

es punto de adherencia de X si para todo ǫ > 0, se verifica que

B(a, ǫ) ∩ X 6= ∅.

La clausura de X, notada por X, es el conjunto de los puntos de adherencia de X. Un

conjunto se dice cerrado si es igual a su clausura.

Se dice que el conjunto A es cerrado en X si existe un conjunto F tal que F es

cerrado en R y A = F ∩ X.

La siguiente proposición da una condición necesaria y suficiente para que un

conjunto sea cerrado.

PROPOSICIÓN 2.1. Sea X un subconjunto de los números reales R. Si X ⊂ X, enton-

ces X es cerrado.

Demostración. Por la definición de conjunto cerrado, solo falta probar que X ⊂ X. Si

X = ∅, no hay nada que probar pues el conjunto vacío, ∅, es subconjunto de todo
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conjunto. Si X 6= ∅, sean x ∈ X y ǫ > 0. Se deduce que

{x} ⊂ B(x, ǫ) ∩ X.

Esto prueba que B(x, ǫ) ∩ X 6= ∅. Por definición, se concluye que x ∈ X.

DEFINICIÓN 2.2. Sean X ⊂ R no vacío y (xn)n∈N en X. Si z ∈ X y para todo ǫ > 0,

existe N ∈ N tal que

n ≥ N =⇒ |z − xn| < ǫ,

se dice que la sucesión (xn)n∈N es convergente al punto z en el conjunto X y se denota

por

lı́m
n→∞

xn = z.

DEFINICIÓN 2.3. Sean X ⊂ R no vacío y (xn)n∈N en X. Se dice que (xn)n∈N es una

sucesión de Cauchy si para todo ǫ > 0, existe N ∈ N tal que para todos n, m ∈ N,

n, m ≥ N =⇒ |xn − xm| < ǫ.

Decimos que X es completo si toda sucesión de Cauchy de X es convergente en

X.

LEMA 2.2. Toda sucesión convergente es de Cauchy.

Demostración. Sea (xn)n∈N en R una sucesión convergente a z ∈ R. Sea ǫ > 0. Por

lo tanto, existe N ∈ N tal que para todo n ∈ N,

n ≥ N =⇒ |z − xn| <
ǫ

2
. (2.1)

Por lo tanto, por la desigualdad triangular y por 2.1 se tiene que para todo n, m ∈ N,

n ≥ N =⇒ |xm − xn| ≤ |xm − z|+ |z − xn| <
ǫ

2
+

ǫ

2
= ǫ.

Así, se concluye que (xn)n∈N.

El siguiente lema se va a usar para probar una caracterización importante de los

conjuntos cerrados.

LEMA 2.3. Sea X un subconjunto de los números reales R. Sean (xn)n∈N en X y

x ∈ R tal que lı́m
n→∞

xn = x. Entonces x ∈ X.

7



Demostración. Sea ǫ > 0; puesto que lı́m
n→∞

xn = x, existe N ∈ N tal que

n ≥ N =⇒ |x − xn| < ǫ.

Por lo tanto, xN ∈ B(x, ǫ). Además, como xn ∈ X para todo n ∈ N, en particular, se

tiene que xN ∈ X. Luego, se verifica que xN ∈ B(x, ǫ)∩ X, es decir, B(x, ǫ)∩ X 6= ∅.

Se concluye que x ∈ X.

La siguiente definición servirá para presentar el fundamental Axioma de Elec-

ción.

DEFINICIÓN 2.4. Sea X ⊂ R. Se dice que F : P∗(X) → X es una función de elección

del conjunto X si F(Y) ∈ Y para todo Y ∈ P∗(X).

AXIOMA (Axioma de Elección, [19]). Todo subconjunto de los reales tiene una fun-

ción de elección.

El siguiente lema muestra una aplicación del Axioma de Elección.

LEMA 2.4. Sea X ⊂ R. Sea C una colección de conjuntos no vacíos de X. Entonces

existe una función f : C → X tal que f (S) ∈ S para todo S ∈ C.

Demostración. Por el Axioma de Elección, existe F : P∗ → X tal que F(K) ∈ K para

todo K ∈ P∗. Puesto que C ⊂ P∗, ya que ∅ 6∈ C, se define la función f : C → X tal

que f (S) = F(S) para todo S ∈ C. Por lo tanto, f : C → X tal que f (S) ∈ S para

todo S ∈ C.

La siguiente proposición es un criterio muy útil para determinar si un conjunto

es cerrado.

PROPOSICIÓN 2.5. Sea X un subconjunto de los números reales R. El conjunto X es

cerrado si y sólo si toda sucesión (xn)n∈N convergente en X, tiene su límite en X. Es

decir, si lı́m
n→∞

xn = x, entonces x ∈ X.

Demostración. Se supone que X es un conjunto cerrado. Sean (xn)n∈N una sucesión

en X y x ∈ R tales que lı́m
n→∞

xn = x. Por el Lema 2.3, se verifica que x ∈ X. Puesto

que X es cerrado, se tiene que X = X. Así, se concluye que x ∈ X.

Recíprocamente, sea x ∈ X; por definición de punto de adherencia,

An :=
{

z ∈ X : |x − z| <
1
n

}

6= ∅
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para cada n ∈ Z+. Por el Lema 2.4, existe una función f : {An}n∈Z+ → X tal que

f (An) ∈ An para cada n ∈ Z+. Sea xk := f (Ak+1) ∈ Ak+1 para todo k ∈ N. Así,

|x − xk| <
1

k+1 para todo k ∈ N, de donde lı́m
k→∞

xk = x. Por la hipótesis, se verifica

que x ∈ X. Por la Proposición 2.1, se concluye que X es un conjunto cerrado.

Ahora, se definen los conjuntos perfectos.

DEFINICIÓN 2.5. Sea X un subconjunto de los números reales R. Se dice que a ∈ R

es punto de acumulación de X si toda vecindad de a posee puntos de X distintos de a.

El derivado de X, notado por X′, es el conjunto de los puntos de acumulación de X.

Un conjunto se dice perfecto si es igual a su derivado.

Observación: Por la definición de punto de adherencia y punto de acumulación,

para todo X ⊂ R, se tiene que X′ ⊂ X.

La siguiente proposición es muy utilizada para probar que un conjunto es per-

fecto.

PROPOSICIÓN 2.6. Sea X ⊂ R un conjunto cerrado. Si X ⊂ X′, entonces X es un

conjunto perfecto.

Demostración. Por la observación anterior y como X es un conjunto cerrado, se veri-

fica que

X′ ⊂ X = X.

De la última expresión y por la hipótesis, se sigue que X = X′. Es decir, X es un

conjunto perfecto.

La siguiente proposición prueba que el derivado de todo conjunto es cerrado.

PROPOSICIÓN 2.7. Para todo X ⊂ R, se tiene que X′ es un conjunto cerrado.

Demostración. Sea X ⊂ R. Sin pérdida de generalidad, se supone que X′ 6= ∅. Sean

x ∈ X′ y ǫ > 0. Por definición de la clausura, se deduce que B(x, ǫ
2) ∩ X′ 6= ∅. Sea

y ∈ B(x, ǫ
2) ∩ X′; una vez más, sin pérdida de generalidad, se supone que y 6= x. Se

toma r = mı́n{ǫ,|x−y|}
2 > 0, por definición del derivado, se verifica que

(B(y, r) \ {y}) ∩ X 6= ∅.

Sea z ∈ (B(y, r) \ {y}) ∩ X. Se considera las siguientes desigualdades:

|x − z| ≤ |x − y|+ |y − z| <
ǫ

2
+ r ≤

ǫ

2
+

ǫ

2
= ǫ,

9



donde la segunda desigualdad se verifica pues y ∈ B(x, ǫ
2) y z ∈ B(y, r). Además,

z 6= x pues |z − y| < r ≤ |x−y|
2 . En efecto, si x = z, de |z − y| < |x−y|

2 = |z−y|
2 , se

tendría que |z − y| < |z−y|
2 ; esto es absurdo pues el valor absoluto es una función no

negativa.

Por lo tanto, z ∈ (B(x, ǫ) \ {x}) ∩ X. Por definición, se concluye que x ∈ X′. Por

la Proposición 2.1, se concluye que X′ es cerrado.

Las siguientes proposiciones y los siguientes corolarios dan propiedades impor-

tantes de los conjuntos perfectos.

COROLARIO 2.8. Todo conjunto perfecto de R es cerrado.

Demostración. Se deduce inmediatamente de la Proposición 2.7 y de la definición de

conjunto perfecto.

PROPOSICIÓN 2.9. Si A, B ⊂ R, entonces A′ ∪ B′ = (A ∪ B)′.

Demostración. Primero se va a probar que A′ ∪ B′ ⊂ (A ∪ B)′. Sin pérdida de gene-

ralidad, se supone que A′ ∪ B′ 6= ∅. Sean x ∈ A′ ∪ B′ y ǫ > 0. Por definición del

derivado de un conjunto, se tiene que

(B(x, ǫ) \ {x}) ∩ A 6= ∅ o (B(x, ǫ) \ {x}) ∩ B 6= ∅.

Por lo tanto, se colige que

(B(x, ǫ) \ {x}) ∩ (A ∪ B) = ((B(x, ǫ) \ {x}) ∩ A) ∪ ((B(x, ǫ) \ {x}) ∩ B) 6= ∅.

Por definición de conjunto derivado, se concluye que x ∈ (A ∪ B)′.

Ahora, se va a probar que (A ∪ B)′ ⊂ A′ ∪ B′. Se supone que (A ∪ B)′ 6= ∅. Por

reducción al absurdo, se supone que existe x ∈ (A ∪ B)′ tal que x 6∈ A′ y x 6∈ B′.

Dado que x 6∈ A′, por definición, se tiene que existe ǫ > 0 tal que

(B(x, ǫ) \ {x}) ∩ A = ∅.

Como x 6∈ B′, por definición, existe δ > 0 tal que

(B(x, δ) \ {x}) ∩ B = ∅.

Se toma r := 1
2 mı́n{ǫ, δ} > 0. Como r < ǫ, entonces B(x, r) \ {x} ⊂ B(x, ǫ) \ {x} y

por lo tanto, se tiene que

(B(x, r) \ {x}) ∩ A ⊂ (B(x, ǫ) \ {x}) ∩ A = ∅.
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Por todo esto, se tiene que (B(x, r) \ {x}) ∩ A = ∅.

De manera similar, se tiene que (B(x, r) \ {x}) ∩ B = ∅. Ahora, se concluye que

(B(x, r) \ {x})∩ (A∪ B) = ((B(x, r) \ {x})∩ A)∪ ((B(x, r) \ {x})∩ B) = ∅∪∅ = ∅.

Esto contradice a que x ∈ (A ∪ B)′. Con lo que se prueba la segunda inclusión.

COROLARIO 2.10. Sea n ∈ Z+. Sean A1, A2, . . . , An ⊂ R. Entonces

n⋃

i=1

A′
i =

(
n⋃

i=1

Ai

)′

.

Demostración. Se deduce inmediatamente por el método de inducción matemática y

de la proposición anterior, pues si n ∈ Z+, se tiene que

(
n−1⋃

i=1

Ai

)′

∪ A′
n =

(
n⋃

i=1

Ai

)′

.

COROLARIO 2.11. En el conjunto de los números reales R, la unión finita de conjun-

tos perfectos es un conjunto perfecto.

Demostración. Es inmediato de la definición de conjunto perfecto y del corolario an-

terior.

DEFINICIÓN 2.6. Sea X un subconjunto de los números reales R. Se dice que a ∈ X

es punto interior de X si existe r > 0 tal que B(a, r) ⊂ X. El interior de X, notado por

int(X), es el conjunto de todos los puntos interiores de X. Un conjunto es abierto si

es igual a su interior.

Se dice que el conjunto A es abierto en X si existe un conjunto abierto U de R, tal

que A = U ∩ X.

El siguiente lema justifica las expresiones “intervalo abierto” e “intervalo cerra-

do". Pero antes se presenta la definición de intervalo.

DEFINICIÓN 2.7. Sea X un subconjunto de los números reales R. El conjunto X es

un intervalo si para todo x, y ∈ X tal que x < y, se verifica que

(x, y) ⊂ X.

LEMA 2.12. Todo intervalo abierto es un conjunto abierto y todo intervalo cerrado

es un conjunto cerrado.
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Demostración. Sean a, b ∈ R tales que a < b. Se va a probar que (a, b) es un conjunto

abierto y [a, b] es un conjunto cerrado.

Sea x ∈ (a, b). Se define r = mı́n{x − a, b − x} > 0.

Sea z ∈ B(x, r). Por la definición de bola abierta, se tiene que

|x − z| < r.

Esto es equivalente a que −r < x − z < r. Así x − r < z < x + r y se verifican las

siguientes desigualdades

a = x − (x − a) ≤ x − r < z < x + r ≤ x + (b − x) = b.

Por definición de (a, b), se verifica que z ∈ (a, b). Se concluye que (a, b) es un con-

junto abierto.

Ahora, por reducción al absurdo, supóngase que existe y ∈ [a, b] tal que y 6∈ [a, b];

es decir, y < a o y > b. Sea r = mı́n{a − y, y − b} > 0. Por lo tanto, existe w ∈ [a, b]

tal que |y − w| < r. Pero la última desigualdad implica

w < y + r ≤ y + a − y = a

y

w > y − r ≥ y − (y − b) = b,

lo cuál es imposible pues w ∈ [a, b]. Por lo tanto, lo supuesto es falso, por la Propo-

sición 2.1, se concluye que [a, b] es un conjunto cerrado.

La siguiente proposición establece una relación entre conjuntos abiertos y cerra-

dos.

PROPOSICIÓN 2.13. Sea X ⊂ R. El conjunto X es abierto si y sólo si Xc es cerrado.

Demostración. Sea X un conjunto abierto. Por reducción al absurdo, se supone que

Xc no es cerrado. Por la Proposición 2.1, se deduce que Xc no está contenido en Xc.

Sea a ∈ Xc tal que a 6∈ Xc. Por la definición de complemento de un conjunto, se

tiene que a ∈ X. Como X es abierto, existe r > 0 tal que B(a, r) ⊂ X. Por la última

contenencia, se deduce que B(a, r)∩Xc = ∅. Esto contradice el hecho de que a ∈ Xc.

Por lo tanto, se colige que Xc es cerrado.

Recíprocamente, se supone que Xc es cerrado. Si X = ∅ no hay nada que probar,

pues ∅ es un conjunto abierto. Si X 6= ∅, sea x ∈ X. Por la definición de complemen-

to de un conjunto, se tiene que x 6∈ Xc. Como Xc es cerrado, se tiene que X
c
= Xc.
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Se deduce que x 6∈ Xc. Por definición de clausura de un conjunto, existe r > 0 tal

que

B(x, r) ∩ Xc = ∅.

La última igualdad equivale a B(x, r) ⊂ X. Por lo tanto, X es un conjunto abierto.

Es importante no confundir el hecho de que un conjunto no sea cerrado no sig-

nifica que sea abierto ni viceversa. Por ejemplo, el intervalo (0, 1] no es ni abierto ni

cerrado.

Ahora, se da una propiedad fundamental de los conjuntos abiertos y cerrados.

LEMA 2.14. La unión arbitraria de conjuntos abiertos es un conjunto abierto. Análo-

gamente, la intersección arbitraria de conjuntos cerrados es un conjunto cerrado.

Demostración. Sea I un conjunto de índices arbitrarios.

1. Sean (Uα)α∈I una colección de conjuntos abiertos. Se define

U =
⋃

α∈I

Uα.

Sea x ∈ U. Por definición de la unión generalizada, existe i ∈ I tal que x ∈ Ui.

Como Ui es un conjunto abierto, existe r > 0 tal que B(x, r) ⊂ Ui. Además,

puesto que

Ui ⊂
⋃

α∈I

Uα,

se verifica que B(x, r) ⊂ U. Se concluye que U es un conjunto abierto.

2. Sean (Fα)α∈I una colección de conjuntos cerrados. Por la Proposición 2.13 y el

numeral anterior,
⋃

α∈I

Fc
α

es un conjunto abierto. Además, puesto que se tiene la identidad

⋂

α∈I

Fα =

(
⋃

α∈I

Fc
α

)c

,

por la Proposición 2.13, se concluye que

⋂

α∈I

Fα
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es un conjunto cerrado.

La siguiente proposición relaciona la noción de interior, clausura y complemento

de un conjunto.

PROPOSICIÓN 2.15. Sea X ⊂ R. Entonces, int(Xc) = X
c.

Demostración. Se tiene que:

a ∈ int(Xc) ≡ existe r > 0 tal que B(a, r) ⊂ Xc.

≡ existe r > 0 tal que B(a, r) ∩ X = ∅.

≡ a 6∈ X.

≡ a ∈ X
c
.

Esta cadena de equivalencias demuestra que int(Xc) = X
c
.

La siguiente definición sirve para la noción de compacidad de un subconjunto

de los reales.

DEFINICIÓN 2.8. Sea X ⊂ R. El conjunto X se dice acotado si existe M > 0 tal que

|x| ≤ M para todo x ∈ X.

DEFINICIÓN 2.9. Sea X ⊂ R. El conjunto X se dice compacto si X es un conjunto

cerrado y acotado.

Con el fin de presentar la noción de conjuntos homeomorfos, se dan las siguien-

tes definiciones.

DEFINICIÓN 2.10. Sean A, B ⊂ R. La función f : A → B es continua en a ∈ A si para

todo ǫ > 0, existe δ > 0 tal que para todo x ∈ A,

|x − a| < δ =⇒ | f (x)− f (a)| < ǫ.

Se dice que f es continua en S ⊂ A si para todo z ∈ S, f es continua en z.

El siguiente teorema va a ser muy importante para el Capítulo 3, para su demos-

tración se puede revisar [1].

TEOREMA 2.16 (Teorema 4.37 de [1]). Sea la función f : S → M. Sea X un subcon-

junto conexo de S. Si f es continua en X, f (X) es un subconjunto conexo de M.
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DEFINICIÓN 2.11. Sean A, B ⊂ R. La función f : A → B es un homeomorfismo si f es

biyectiva, continua y f−1 es continua. Cuando exista un homeomorfismo entre dos

conjuntos, se dice que estos conjuntos son homeomorfos.

A continuación, se da la noción de conjunto conexo, junto con varias de sus pro-

piedades.

DEFINICIÓN 2.12. Sea X un subconjunto de los números reales R. Se dice que A ⊂ X

es no conexo o disconexo en X si existen B y C abiertos de A en X; es decir, B = B1 ∩ A

y C = C1 ∩ A con B1 y C1 abiertos de X, no vacíos tales que A = B ∪ C y B ∩ C = ∅.

Si A ⊂ X no es disconexo en X, entonces se dice que A es conexo en X.

Observación: Si A = B ∪ C y B ∩ C = ∅, escribiremos

A = B
⊎

C

y se lee “A es unión disjunta de B y C”.

Para la demostración del siguiente teorema se necesita de la definición de supre-

mo:

DEFINICIÓN 2.13 (Supremo). Sea X ⊂ R. Se dice que a es el supremo de A si a es la

mínima cota superior del conjunto A.

y el siguiente Axioma.

AXIOMA (Axioma de Completitud). Todo subconjunto de los reales no vacío acota-

do superiormente posee un supremo.

TEOREMA 2.17. Un conjunto es conexo en R si y sólo si es un intervalo.

Demostración. Sea X ⊂ R un conjunto conexo en R. Por reducción al absurdo, se

supone que X no es un intervalo; es decir, existen dos elementos x, z ∈ X y y ∈ R

tales que x < y < z y y 6∈ X. Se toman U = (−∞, y) ∩ X y V = (y,+∞) ∩ X. Por lo

tanto,

X = U
⊎

V.

Los conjuntos U y V son abiertos en X pues son la intersección de un conjunto

abierto de R con X. Además, puesto que x ∈ U y z ∈ V, se tiene que U y V son no

vacíos. Así, se deduce que X es un conjunto no conexo en R lo cual es imposible.

Por lo tanto, lo supuesto es falso; es decir, X es un intervalo.

Recíprocamente, sea I un intervalo con más de un elemento. De nuevo, por re-
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ducción al absurdo, se supone que I es un conjunto no conexo en R. Existen U y V

abiertos no vacíos en X tales que

I = U
⊎

V. (2.2)

También, existen abiertos no vacíos U1 y V1 en R tales que

U = U1 ∩ I y V = V1 ∩ I. (2.3)

Sean x ∈ U1 ∩ I y y ∈ V1 ∩ I. Sin pérdida de generalidad, se puede suponer que

x < y. Puesto que x, y ∈ I, se deduce que [x, y] ⊂ I. Ahora se considera el siguiente

conjunto:

A = {z ∈ [x, y] : z ∈ U1} = [x, y] ∩ U1.

El Conjunto A es no vacío y acotado pues x ∈ A y A ⊂ [x, y]. Por el Axioma de

completitud, sea a = sup(A). Por la definición del supremo, a ≤ y pues y es una

cota superior de A. También de x ≤ a ≤ y se sigue que a ∈ I. Es verdad que

a 6∈ V1; en efecto, si a ∈ V1, del hecho de que V1 es abierto, existe r > 0 tal que

(a − r, a + r) ⊂ V1. Por otro lado, b := máx(a − r, x) ∈ I, se sigue que (b, a) ⊂

V1 ∩ I = V. Esta última contenecia y dado que (b, a) ⊂ I implican que

(b, a) ∩ U1 = (b, a) ∩ U = ∅,

esto es imposible pues a = sup(A).

De (2.2), (2.3) y del hecho que a ∈ I obtenemos que a ∈ U1. Dado que U1 es

un conjunto abierto en R, existe ru > 0 tal que (a − ru, a + ru) ⊂ U1. Se define

c := a + 1
2 mı́n{ru, y − a}, se sigue que c ∈ U1 y a < c < y. Por lo tanto, a < c y

c ∈ A, esto es imposible por la definición de supremo. Por lo tanto, lo supuesto es

falso; es decir, I es un conjunto conexo en R.

Se enuncia la siguiente definición para después mostrar una propiedad impor-

tante de los conjuntos de Cantor.

DEFINICIÓN 2.14. Sea X un subconjunto de los números reales R. El conjunto X

se dice totalmente disconexo si sus únicos subconjuntos conexos son el vacío y los

unitarios; es decir, aquellos conjuntos con un solo elemento.

Ahora se va a estudiar la numerabilidad de los conjuntos en R. Para esto se

consideran las siguientes definiciones y proposiciones.
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2.2. Numerabilidad en R

El siguiente concepto permite extender la noción de que dos conjuntos conten-

gan la misma “cantidad” de elementos.

DEFINICIÓN 2.15 (Conjuntos equipotentes). Sean X, Y ⊂ R. El conjunto X se dice

equipotente con el conjunto Y si existe una función biyectiva f : X → Y.

Observación: Es claro que si un conjunto X es equipotente a un conjunto Y, entonces

el conjunto Y es equipotente al conjunto X. En efecto, se deduce inmediatamente del

hecho de que la inversa de una función biyectiva también es biyectiva.

Ahora se puede introducir el siguiente concepto importante.

DEFINICIÓN 2.16 (Conjunto finito). Sea X ⊂ R. Se dice que X es finito si X es vacío

o si existe n ∈ Z+ tal que X y {0, . . . , n − 1} son equipotentes. Al natural n se le dice

el número de elementos de X.

Observación: Cuando un conjunto no vacío es finito, puesto que es equipotente (a

través de la función biyectiva φ) con {0, . . . , n − 1} para algún n ∈ Z+, se escribe

X = {x0, x1, . . . , xn−1},

donde φ(j) = xj para cada j = 0, . . . , n − 1.

LEMA 2.18. Todo subconjunto de uno finito es finito.

Demostración. Se va a probar que para todo n ∈ N,

X tiene n elementos y A ⊂ X =⇒ A finito.

Se va a proceder por inducción matemática. Sin pérdida de generalidad, se supone

que X 6= ∅. Si X es equipotente a {0}, sus únicos subconjuntos son el ∅ y todo X,

ambos finitos. Sea n ∈ Z+ tal que n ≥ 2 y supongamos que todo subconjunto de

uno de n − 1 elementos es finito. Sean X un conjunto de n elementos y A ⊂ X. Si

A = X, no hay nada que probar pues X es finito. Si A ( X, existe c ∈ X \ A. Sea

f : X → {0, 1, . . . , n − 1} una función biyectiva. Sea g : X → {0, 1, . . . , n − 1} la

17



función definida por

g(x) =







f (x) si x 6= c y f (x) 6= n − 1,

n − 1 si x = c,

f (c) si f (x) = n − 1.

.

La función g es inyectiva. En efecto, supongamos g(x) = g(y) con x, y ∈ X. Si

x 6= c, f (x) 6= n − 1, y 6= c y f (y) 6= n − 1, por la inyectividad de f , se sigue que

x = y. Por la símetría queda por analizar el caso x = c y f (y) = n − 1; por la

definición de la función g y por lo supuesto n − 1 = f (c). De f (y) = n − 1 = f (c),

se tiene que y = c = x. Así, f es inyectiva.

La función g también es sobreyectiva. En efecto, sea m ∈ {0, 1, . . . , n − 1}. Como

f es sobreyectiva, existe x ∈ X tal que f (x) = m. Si x 6= c y f (x) 6= n − 1, entonces

g(x) = m. Si x = c, de la definición de g y por la biyectividad de f , se sigue que

g( f−1(n − 1)) = f (c) = m. Finalmente, si f (x) = n − 1, entonces g(c) = n − 1 = m.

Por lo tanto, g es sobreyectiva.

Se va a probar que la función h : X \ {c} → {0, . . . , n − 2} tal que h(x) = g(x)

para todo x ∈ X \ {c} es biyectiva.

Por la inyectividad de g, la función h es inyectiva. Además, para cada m ∈

{0, . . . , n − 2}, existe x ∈ X tal que g(x) = m. Por la definición de g y puesto que

m 6= n − 1, se sigue que x ∈ X \ {c}. Por lo tanto, la función h es biyectiva; se sigue

que X \ {c} es un conjunto finito.

Puesto que A ⊂ X y c 6∈ A, se sigue que A ⊂ X \ {c}. Como X \ {c} es un

conjunto de n − 1 elementos, por la hipótesis de inducción, A es un conjunto finito.

Por el principio de inducción, todo subconjunto de uno finito es finito.

Es importante remarcar que ahora estamos en la capacidad de definir conjunto

infinito, simplemente al negar la propiedad de ser finito.

En la literatura hay varias definiciones de conjunto numerable. A continuación,

presentaré aquella con la que se va a trabajar en este documento.

DEFINICIÓN 2.17 (Conjunto numerable). Sea X ⊂ R. El conjunto X se dice numerable

si X es finito o si X es equipotente con los naturales N. Si el conjunto X es finito, se

dice que es numerable finito. Si X es equipotente con los naturales, se dice que es

numerable infinito.
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La siguiente proposición muestra una propiedad útil sobre los conjuntos nume-

rables.

PROPOSICIÓN 2.19. Sea X ⊂ R un conjunto infinito numerable, entonces X es equi-

potente con los enteros positivos Z+.

Demostración. Como X es infinito numerable, existe f : N → X biyectiva. Se define

g : Z+ → X tal que

g(n) = f (n − 1),

para todo n = 1, 2, . . .

Se va a probar que g es inyectiva. Se supone que g(n) = g(m), donde n, m ∈ Z+.

Por definición de g, se tiene que f (n − 1) = f (m − 1). Puesto que f es inyectiva, se

colige que n − 1 = m − 1, de donde se deduce que n = m.

Ahora, se va a probar que g es sobreyectiva. Sea x ∈ X, se va a buscar n ∈ Z+

tal que g(n) = x. Como f es sobreyectiva y x ∈ X, entonces existe m ∈ N tal que

f (m) = x. Se define n = m + 1. Como m ∈ N, entonces n = m + 1 ∈ Z+. Por

definición de g, se tiene que

g(n) = g(m + 1) = f (m + 1 − 1) = f (m) = x.

Por todo esto, se tiene que g es biyectiva. Se concluye que X es equipotente con

Z+.

Observación: Si X es un conjunto infinito numerable, por la proposición anterior,

existe una función biyectiva f : Z+ → X tal que se escribirá así

X = {x1, x2, . . .},

donde f (i) = xi ∈ X para todo i = 1, 2, . . . y xj 6= xk para todo j, k ∈ Z+ tales que

j 6= k.

El siguiente criterio es útil para demostrar la numerabilidad de un conjunto.

TEOREMA 2.20 (Teorema 2.26 de [19]). La composición de funciones biyectivas es

otra función biyectiva.

LEMA 2.21. Sean X, Y ⊂ R. Si X es numerable y equipotente con Y, entonces Y es

numerable.

Demostración. Puesto que X y Y son equipotentes, existe una función f : X → Y
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biyectiva. Como X es numerable, por definición, hay dos casos.

Si X es finito, existe n ∈ N tal que X y {0, 1, . . . , n − 1} son equipotentes. Así,

por el Teorema 2.26 de [19], {0, 1, . . . , n − 1} y Y son equipotentes. Se colige que Y

es un conjunto finito y por lo tanto numerable.

Si X es infinito, entonces existe g : N → X biyectiva. Se considera la función

h = f ◦ g : N → Y. Como f y g son funciones biyectivas, por el Teorema 2.26 de [19],

se deduce que h es biyectiva. Por lo tanto, Y es equipotente con los naturales. Se

concluye que Y es numerable.

COROLARIO 2.22. Sean X, Y ⊂ R. Si X es no numerable y X es equipotente con Y,

entonces Y es no numerable.

Demostración. Por reducción al absurdo, se supone que Y es numerable. Como X

es equipotente con Y y Y es numerable, por el lema anterior, se deduce que X es

numerable. Esto contradice la hipótesis, por lo tanto, lo supuesto es falso. Es decir,

Y es no numerable.

El siguiente lema se usa para demostrar que todo subconjunto de un conjunto

numerable es numerable.

DEFINICIÓN 2.18 (Conjunto bien ordenado). Sea X ⊂ R un conjunto no vacío. Se

dice que X es bien ordenado si todo subconjunto de X posee elemento mínimo.

TEOREMA 2.23 (El principio del buen orden). El conjunto de los números naturales

N es bien ordenado.

LEMA 2.24. Todo subconjunto de los naturales es numerable.

Demostración. Sea X ⊂ N. Sin pérdida de generalidad, se supone que X es infinito.

Se define f : N → X de forma recursiva. Sean F0 = X y f (0) = mı́n F0 ∈ X,

F1 = X \ { f (0)} y f (1) = mı́n F1. Además, Fn+1 = Fn \ { f (n)} y f (n+ 1) = mı́n Fn+1

para cada n ∈ N.

La función f es inyectiva. En efecto, por reducción al absurdo, supóngase que

existan n, m ∈ N tales que f (n) = f (m) con n < m. Puesto que Fm ⊂ . . . ⊂ Fn+1 ⊂

Fn y f (n) 6∈ Fn+1 = Fn \ { f (n)}, se deduce que f (n) 6∈ Fm. Puesto que f (m) =

mı́n Fm ∈ Fm, es imposible que f (n) = f (m).

La función f también es sobreyectiva. En efecto, sea x ∈ X. Puesto que {y ∈ X :

y < x} ⊂ {0, 1, . . . , x − 1}, por el Lema 2.18, existe k ∈ Z+ tal que {1, 2, . . . , k} es
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equipotente con {y ∈ X : y < x}. Por lo tanto, se tiene que Fk = {z ∈ X : z ≥ x}.

Así, f (k) = mı́n Fk = x.

Por lo tanto, se concluye que X es numerable.

El siguiente lema proporciona una manera frecuente de probar que un conjunto

es numerable.

LEMA 2.25. Todo subconjunto de un conjunto numerable es numerable.

Demostración. Sean A ⊂ R numerable y B ⊂ A. Sin pérdida de generalidad, se

supone que B es infinito. Por el Lema 2.18, se deduce que A es infinito. Como A es

numerable, entonces existe f : A → N biyectiva. Se define la función g : B → N tal

que g(x) = f (x) para todo x ∈ B.

Se va a probar que g es inyectiva. Sean x, y ∈ B tales que g(x) = g(y). Por

definición de la función g, se tiene que f (x) = f (y). Puesto que f es inyectiva, se

deduce que x = y.

Por todo esto, se tiene que g : B → N es inyectiva. Como g(B) ⊂ N, por el le-

ma anterior, se tiene que g(B) es numerable. Por la definición de sobreyectividad,

se deduce que g : B → g(B) es sobreyectiva. Por lo tanto, g : B → g(B) es biyec-

tiva. Entonces, B es equipotente con g(B). Por el Lema 2.21, se concluye que B es

numerable.

El siguiente lema es útil para probar que un conjunto es numerable.

LEMA 2.26. Sean X, Y ⊂ R. Si Y es numerable y existe g : X → Y inyectiva, entonces

X es numerable.

Demostración. Se define h : X → g(X) tal que h(x) = g(x) para todo x ∈ X. Como g

es inyectiva, se tiene que h es biyectiva.

Puesto que g(X) ⊂ Y y Y es numerable, por el Lema 2.25, se tiene que g(X) es

numerable. Como g(X) y X son equipotentes, por el Lema 2.21, se concluye que X

es numerable.

El siguiente teorema demuestra que existe una función biyectiva entre los con-

juntos N y Z+.

TEOREMA 2.27. El conjunto de los números enteros Z es numerable.
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Demostración. Se define la función f : Z → N tal que

f (x) =

{

2x − 1, si x ≥ 1,

−2x, si x ≤ 0.

Sean x, y ∈ Z tales que f (x) = f (y). Por la definición de f , se consideran 3 casos.

Si x, y ≤ 0, entonces se tiene que

−2x = f (x) = f (y) = −2y,

de donde es inmediato que x = y.

Si x, y ≥ 1, entonces

2x − 1 = f (x) = f (y) = 2y − 1;

luego también se tiene que x = y.

Ahora, se tiene que x o y sea no positivo y el otro sea positivo. Sin pérdida de

generalidad, se supone que x ≥ 1 y y ≤ 0. Por la definición de f , se tiene que

2x − 1 = f (x) = f (y) = −2y;

de esta igualdad, se colige que 2y = 1 − 2x. Esto es imposible pues como x, y ∈ Z,

2y es par y 1 − 2x es impar. Por lo tanto, no es posible que f (x) = f (y).

Por todo esto, se deduce que si f (x) = f (y), entonces x = y. Por lo tanto, f es

inyectiva y por el Lema 2.26, se concluye que Z es numerable.

El siguiente lema se va a usar para probar que Q es numerable.

TEOREMA 2.28 (Teorema de la división). Para todo n ∈ N y m ∈ Z+, existen r, k ∈

N únicos tales que

n = mk + r

con 0 ≤ r < m.

LEMA 2.29. Sean A, B ⊂ R. Si A y B son numerables, entonces C = A × B es un

conjunto numerable.

Demostración. Como A y B son numerables, existen 4 casos.

A y B son finitos. Sean n ∈ N y m ∈ N el número de elementos de A y B,

respectivamente. Por definición, para cada z ∈ A × B existen a ∈ A y b ∈ B tales

que z = (a, b). Como hay n elementos de A y m elementos de B, se verifica que C
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tiene mn elementos. Por lo tanto, C es finito. Se concluye que C es numerable.

A es infinito y B es finito. Como A es numerable, existe f : N → A tal que f es

biyectiva. Sin pérdida de generalidad, se supone que B es no vacío. Sea m ∈ Z+ el

número de elementos de B. Por lo tanto, se puede escribir

B = {b0, . . . , bm−1}, (2.4)

donde bi 6= bj para todo i, j ∈ {0, . . . , m − 1} con i 6= j. Para cada n ∈ N, por el

teorema de la división, existen k, r ∈ N únicos tales que n = mk + r y 0 ≤ r < m.

Luego, se puede definir la función h : N → C tal que h(n) = ( f (k), br). Se tiene que

h está bien definida pues k y r son únicos. Para ilustrar la función h, se calculan las

imágenes de 0, 1, m y m + 3: h(0) = ( f (0), b0), h(1) = ( f (0), b1), h(2) = ( f (0), b2),

h(m) = ( f (1), b0), h(m + 3) = ( f (1), b3), etc.

Se va a probar que h es biyectiva. Sean n, t ∈ N tales que h(n) = h(t). Por

el teorema de la división, existen únicos kn, rn, kt, rt ∈ N tales que n = mkn + rn,

t = mkt + rt y 0 ≤ rn, rt < m. Por lo tanto, se tiene que

( f (kn), brn) = h(n) = h(t) = ( f (kt), brt).

Luego, se tiene que f (kn) = f (kt) y brn = brt . Puesto que la función f es biyectiva,

se deduce que kn = kt. Por (2.4), se tiene que rn = rt. Por todo esto, se tiene que

n = mkn + rn = mkt + rt = t.

Se concluye que h es inyectiva.

Ahora se va a probar que h es sobreyectiva. Sea z ∈ C. Por la definición de

producto cartesiano, existen x ∈ A y y ∈ B tales que z = (x, y). Como f es biyectiva,

entonces f es sobreyectiva. Por lo tanto, existe k ∈ N tales que f (k) = x. Por la

definición del conjunto B, existe r ∈ N tal que br = y y 0 ≤ r < m. Se define

n = mk + r. Es inmediato que h(n) = (x, y) = z. Se concluye que h es sobreyectiva.

Por todo lo anterior h es biyectiva y C es numerable.

A es finito y B es infinito. Se demuestra de la misma manera que C es numerable:

solo se invierten los papeles de A y B.

A es infinito y B es infinito. Como A y B son numerables, entonces se puede

escribir

A = {a0, a1, . . .} y B = {b0, b1, . . .},

donde ai 6= aj para cada i, j ∈ N con i 6= j y también, bl 6= bk para l, k ∈ N con l 6= k.
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Se define la función h : C → N tal que h(ai, bj) = 2i3j para todos i, j ∈ N.

Se va a probar que h es inyectiva. Sean i, j, k, t ∈ N tales que h(ai, bj) = h(ak, bt).

Por definición de h se tiene que

2i3j = h(ai, bj) = h(ak, bt) = 2k3t.

Puesto que 2 y 3 son números primos y 2i3j = 2k3t, se deduce que i = k y j = t. Por

lo tanto, se tiene que ai = ak y bj = bt.

Por el Lema 2.26, se concluye que C es numerable.

Observación: El producto cartesiano finito de conjuntos numerables es numerable.

La demostración se la puede hacer por inducción y usando el teorema anterior.

El siguiente es un resultado sorprendente. Hay la misma cantidad de números

racionales como naturales.

TEOREMA 2.30. El conjunto de los números racionales Q es numerable.

Demostración. Como Z y Z+ son numerables, por el Lema 2.29, se tiene que C =

Z × Z+ es numerable. Se define la función f : Q → C tal que f (x) = (p, q) donde p

y q no tienen divisores en común (M.C.D.(p, q) = 1) y x = p
q para todo x ∈ Q.

Se va a probar que f es inyectiva. Sean x, y ∈ Q tales que f (x) = f (y). Por lo

tanto, existen p, r ∈ Z y q, s ∈ Z+ tales que f (x) = (p, q) y f (y) = (r, s) donde

x = p
q con M.C.D.(p, q) = 1 y y = r

s con M.C.D.(r, s) = 1. Así se tiene que

(p, q) = f (x) = f (y) = (r, s),

de donde p = r y q = s. Entonces x = p
q = r

s = y. Así, f es inyectiva y, por el

Lema 2.26, se concluye que Q es numerable.

PROPOSICIÓN 2.31. Sean (Ai)i∈N tal que Ai ⊂ R es numerable para cada i ∈ N.

Además, si Ai ∩ Aj = ∅ para cada i, j ∈ N tales que i 6= j. Entonces el conjunto

⋃

i∈N

Ai

es numerable.

Demostración. Para cada i ∈ N, como Ai es numerable, existe una función inyectiva

fi : Ai → N. Además, puesto que Ai y Aj son disjuntos para todos i, j ∈ N tales que
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i 6= j; dado x ∈
⊎

i∈N

Ai, existe un único k ∈ N tal que x ∈ Ak. Así, se puede definir

la función g de la siguiente manera:

g :
⊎

i∈N

Ai 7−→ N × N

x 7−→ (j, f j(x)),

donde x ∈ Aj con j ∈ J.

La función g es inyectiva. En efecto, sean x, y ∈
⊎

i∈N

Ai tales que g(x) = g(y). Por

la definición de unión generalizada, existen m, n ∈ N tales que x ∈ An y y ∈ Am. Por

lo tanto, g(x) = (n, fn(x)) y g(y) = (m, fm(y)). Puesto que g(y) = g(x), se sigue que

m = n y fn(x) = fm(y). Así, fn(x) = fm(x); pero del hecho de que fm(x) = fm(y) y

de que fm es inyectiva, se tiene que x = y.

Por el Lema 2.29, el Lema 2.26 y como g es inyectiva, se concluye que
⊎

i∈N

Ai es

numerable.

El siguiente teorema es muy importante para el presente trabajo.

TEOREMA 2.32. La unión numerable de conjuntos numerables es numerable.

Demostración. Sean (Ai)i∈N tal que Ai ⊂ R es numerable para cada i ∈ N. Se defi-

nen B0 = A0, B1 = A1 \ A0, B2 = A2 \ (A0 ∪ A1) y para cada n ∈ N tal que n ≥ 1,

se define Bn = An \
n−1⋃

i=0

Ai.

Por su construcción (Bi)i∈N es una sucesión de conjuntos disjuntos dos a dos. En

efecto, por reducción al absurdo, supongamos que existe x ∈ Bn ∩ Bm con m, n ∈ N

y m > n. Por lo tanto, x ∈ An \
n−1⋃

i=0

Ai y x ∈ Am \
m−1⋃

i=0

Ai. Así, x ∈ Bn y x 6∈
m−1⋃

i=0

Ai.

Puesto que n < m, se deduce que x 6∈ Bn. Esto es una contradicción, por lo tanto, lo

supuesto es falso; es decir, (Bi)i∈N es una sucesión de conjuntos disjuntos dos a dos.

También se tiene que
⋃

i∈N

Bi =
⋃

i∈N

Ai.

En efecto, para cada i ∈ Z+ se tiene que

Bn = An \
n−1⋃

i=0

Ai ⊂ An,
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lo que implica que
⋃

i∈N

Bi ⊂
⋃

i∈N

Ai. Por otro lado, para cada x ∈
⋃

i∈N

Ai, existe i0 ∈ N

tal x ∈ Ai0 . Se considera el conjunto

C = {i ∈ N : x ∈ Ai} ⊂ N.

Como i0 ∈ C, por el Principio del buen orden sea j = mı́n C. Así, se tiene que x ∈ Aj

y x 6∈ Ai para todo natural i < j. Luego, se tiene que x ∈ Bj. De esta manera se tiene

que
⋃

i∈N

Ai ⊂
⋃

i∈N

Bi.

Por la proposición anterior se concluye que
⋃

i∈N

Ai es un conjunto numerable.

LEMA 2.33. Sean X, Y ⊂ R tales que X ⊂ Y. Si X es no numerable, entonces Y es no

numerable.

Demostración. Por reducción al absurdo, se supone que Y es numerable. Como X ⊂

Y y como Y es numerable, por el Lema 2.25, se infiere que X es numerable. Esto es

absurdo, por lo tanto, lo supuesto es falso, es decir, Y es no numerable.

Ahora, se da un ejemplo de un conjunto que no es numerable.

TEOREMA 2.34. El conjunto 2N es no numerable.

Demostración. Por reducción al absurdo, se supone que 2N es numerable. Entonces

se puede escribir

2N = {x0, x1, x2, . . .},

donde xi 6= xj, para todo i, j ∈ N.

Además, por la definición de 2N, para todo i ∈ N se puede expresar

xi = (ai
0, ai

1, ai
2, ai

3, . . .),

donde ai
j = 0 o ai

j = 1 para todo j ∈ N.

Se va construir y ∈ 2N tal que y 6= xi para todo i ∈ N. Se define

y = (y0, y1, y2, . . .),

tal que

yi =

{

1, si ai
i = 0

0, si ai
i = 1

para todo i ∈ N. Este método es conocido como la Diagonal de Cantor.
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Así, para cada i ∈ N se tiene que yi 6= xi; luego y 6= xi para todo i ∈ N.

Esto es imposible pues y ∈ 2N, por lo tanto lo supuesto es falso; es decir, 2N no es

numerable.

Ahora, se va a probar que no existe una función biyectiva ente R y N. Para este

fin se da el siguiente teorema.

TEOREMA 2.35. El conjunto [0, 1] es no numerable.

Demostración. Se define la función f : 2N → [0, 1] tal que

f ((xn)n∈N) =
9
10

∞

∑
n=0

xn

10n
,

para cada (xn)n∈N ∈ 2N. Puesto que

0 ≤ f ((xn)n∈N) =
9
10

∞

∑
n=0

xn

10n
≤

9
10

∞

∑
n=0

1
10n

=
9
10

(
1

1 − 0,1

)

= 1

para toda (xn)n∈N ∈ 2N, la función f está bien definida.

La función f es inyectiva. En efecto, supongamos que f ((xn)n∈N) = f ((yn)n∈N),

por la definición de la función f , se tiene que

∞

∑
n=0

xn

10n
=

∞

∑
n=0

yn

10n
. (2.5)

Para probar que xn = yn para cada n ∈ N, se va a proceder por inducción matemá-

tica. De (2.5), se deduce que

|x0 − y0| =

∣
∣
∣
∣
∣

∞

∑
n=1

xn − yn

10n

∣
∣
∣
∣
∣
≤

∞

∑
n=1

|xn − yn|

10n
≤

∞

∑
n=1

1
10n

=
1
9
< 1,

así se colige que x0 = y0. Sea n ∈ Z+ y supongamos que xk = yk para todo natural

k < n. Por la hipótesis de inducción y de 2.5, se tiene que

∞

∑
j=n

xj

10j
=

∞

∑
j=n

yj

10j
,

aplicando el mismo procedimiento anterior, se verifica que

|xn − yn|

10n
=

∣
∣
∣
∣
∣

∞

∑
j=n+1

xj − yj

10j

∣
∣
∣
∣
∣
≤

∞

∑
j=n+1

|xj − yj|

10j
≤

∞

∑
j=n+1

1
10j

=
1

9 · 10n
.

La última expresión implica que |xn − yn| ≤
1
9 < 1, así xn = yn. Por el principio
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de inducción matemática, se deduce que xn = yn para cada n ∈ N. Por lo tanto, la

función f es inyectiva.

Por el contra recíproco del Lema 2.26 y por el teorema anterior, se concluye que

[0, 1] es un conjunto no numerable.

Las técnicas que se usaron para probar que la función f , del teorema anterior,

van a ser de gran utilidad en el Capítulo 4.

COROLARIO 2.36. El conjunto R es no numerable.

Demostración. Por el teorema anterior, [0, 1] no es numerable. Además, el intervalo

[0, 1] ⊂ R y por el Lema 2.33, se concluye que R es no numerable.

Las siguientes definiciones y proposiciones son importantes para la prueba del

Teorema de Bendixson.

DEFINICIÓN 2.19. Sea X un subconjunto de los números reales R. Un punto x ∈ R

es un punto de condensación de X si para todo ǫ > 0, se tiene que

B(x, ǫ) ∩ X es no numerable.

LEMA 2.37. El conjuntos de puntos de condensación de un conjunto está contenido

en la clausura del conjunto.

Demostración. Sea X ⊂ R. Sea T el conjunto de los puntos de condensación de X. Se

va a probar que T ⊂ X. En efecto, esto es verdad pues

T = {x ∈ R : para todo ǫ > 0, B(x, ǫ) ∩ X es no numerable}

⊂ {x ∈ R : para todo ǫ > 0, B(x, ǫ) ∩ X es no vacío} = X,

donde la última contenencia es verdad pues todo conjunto no numerable es no va-

cío.

TEOREMA 2.38 (Teorema del recubrimiento de Lindelöf). Supongamos que A ⊂ R y

que F es un recubrimiento abierto de A. Entonces existe una subcolección numerable

de F que también recubre a A.

LEMA 2.39. Sean E ⊂ R y T el conjunto de puntos de condensación de E. Entonces,

E \ T es numerable y T es cerrado.
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Demostración. Para cada x ∈ E \ T existe ǫx > 0 tal que B(x, ǫx) ∩ E es numerable.

Por lo tanto, se tiene que

E \ T ⊂
⋃

x∈E\T

B(x, ǫx) ∩ E. (2.6)

Por el Teorema de Recubrimiento de Lindelöf ([1]), existe {xn}n∈N ⊂ E \ T tal que

⋃

x∈E\T

B(x, ǫx) =
⋃

n∈N

B(xn, ǫxn).

Por lo tanto, se tiene que

⋃

x∈E\T

B(x, ǫx) ∩ E =




⋃

x∈E\T

B(x, ǫx)



 ∩ E =

(
⋃

n∈N

B(xn, ǫxn)

)

∩ E

=
⋃

n∈N

(B(xn, ǫxn) ∩ E) .

Por el Teorema 2.32, se concluye que el conjunto

⋃

n∈N

B(xn, ǫxn) ∩ E es numerable.

Por lo tanto, de (2.6) se sigue que E \ T es numerable.

Ahora se va a mostrar que T es cerrado. Sean x ∈ T y ǫ > 0, se va a demostrar

que B(x, ǫ) ∩ E es no numerable; es decir, x ∈ T.

Como ǫ
2 > 0 y x ∈ T, entonces B(x, ǫ

2) ∩ T 6= ∅. Sea y ∈ B(x, ǫ
2) ∩ T. Como

ǫ
2 > 0 y y ∈ T, entonces B(y, ǫ

2) ∩ E es no numerable. Ahora, se va a probar que

B(y, ǫ
2) ⊂ B(x, ǫ). Para esto sea z ∈ B(y, ǫ

2). Por la desigualdad triangular se tiene

que

|x − z| ≤ |x − y|+ |y − z| <
ǫ

2
+

ǫ

2
= ǫ,

donde la última desigualdad se verifica pues y ∈ B(x, ǫ
2) y z ∈ B(y, ǫ

2). Esto prue-

ba que B(y, ǫ
2) ⊂ B(x, ǫ). Se concluye que B(y, ǫ

2) ∩ E ⊂ B(x, ǫ) ∩ E. Luego, como

B(y, ǫ
2) ∩ E es no numerable, por el Lema 2.25, se deduce que B(x, ǫ) ∩ E también es

no numerable. Todo esto prueba que T es cerrado.

COROLARIO 2.40. Sean E ⊂ R no numerable y T el conjunto de los puntos de con-

densación de E. Entonces, E ∩ T es no numerable.

Demostración. Por reducción al absurdo, se supone que E ∩ T es numerable. Como

E = (E ∩ T) ∪ (E \ T)
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y E ∩ T es numerable (Lema 2.39), se concluye que E también lo es (Teorema 2.32),

lo que contradice la hipótesis de que E no es numerable.

Observación: En particular, se tiene del Lema 2.25, que si E es no numerable y T

denota el subconjunto de puntos de condensación de E, T es no numerable; ya que

E ∩ T ⊂ T.

TEOREMA 2.41. Sean E ⊂ R no numerable y T el conjunto de puntos de condensa-

ción de E. Entonces T es perfecto no vacío.

Demostración. Por la observación anterior, T es no vacío (pues el vacío es un conjunto

numerable ya que está contenido en N). Por el Lema 2.39, se tiene que T es cerrado.

Por la Proposición 2.6, para mostrar que T es perfect,o falta probar que T ⊂ T′.

Por reducción al absurdo, se supone existe x ∈ T tal que x 6∈ T′. Sea ǫ > 0 tal que

B(x, ǫ) ∩ T = {x}. Esto es equivalente a que

0 < |x − y| < ǫ =⇒ y 6∈ T.

La proposición y 6∈ T es equivalente a que existe ry > 0 tal que B(y, ry) ∩ E es

numerable. Es inmediato que

B(x, ǫ) ∩ E ⊂
⋃

0<|x−z|<ǫ

((B(z, rz) ∪ {x}) ∩ E) .

Por el Teorema de recubrimiento de Lindelöf ([1]), existe (yn)n∈N tal que 0 < |x −

yi| < ǫ para todo i ∈ N

⋃

0<|x−y|<ǫ

B(y, ry) =
⋃

n∈N

B(yn, ryn).

Por el Teorema 2.32, el conjunto del lado derecho de la última igualdad es numera-

ble. Como {x} es un conjunto numerable, se deduce que

⋃

n∈N

(B(yn, ryn) ∪ {x})

también lo es y puesto que se verifica

B(x, ǫ) ∩ E ⊂
⋃

n∈N

(
(B(yn, ryn) ∪ {x}) ∩ E

)
⊂

⋃

n∈N

(B(yn, ryn) ∪ {x}),

por el Lema 2.25 se tiene que B(x, ǫ) ∩ E es numerable, lo que es absurdo ya que

x ∈ T. Lo supuesto es falso; es decir, T ⊂ T′.
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A continuación se enuncian algunas definiciones y lemas importantes para el

presente trabajo según [20].

2.3. Conjunto nada denso

DEFINICIÓN 2.20 (Conjunto nada denso). Sea X ⊂ R un subconjunto de los reales.

Se dice que X es denso en ninguna parte o nada denso si se verifica que

int(X) = ∅.

El siguiente lema se usa frecuentemente para probar que un conjunto es nada

denso.

LEMA 2.42. Sean X, Y ⊂ R subconjuntos de los reales. Si X ⊂ Y y Y es nada denso,

entonces X es nada denso.

Demostración. Por la definición de clausura de un conjunto y como X ⊂ Y, se verifica

que

X ⊂ Y.

Además, por la definición de interior de un conjunto y la última contenencia, se

tiene que

int(X) ⊂ int(Y).

Puesto que Y es nada denso, se tiene que int(Y) = ∅; luego se colige que int(X) =

∅. Por lo tanto, se concluye que X es nada denso.

El siguiente lema da una condición suficiente para que un conjunto cerrado sea

nada denso.

LEMA 2.43. Sea X ⊂ R un subconjunto de los reales. Si X es cerrado y λ(X) = 0,

entonces X es nada denso.

Demostración. Puesto que X es cerrado, es suficiente probar que int(X) = ∅.

Por reducción al absurdo, sea a ∈ int(X). Por la definición de interior de un

conjunto, existe r > 0 tal que B(x, r) ⊂ X. Dado que λ(B(x, r)) = 2r, se tiene que

λ(X) ≥ 2r > 0. Esto es absurdo pues λ(X) = 0; por lo tanto, lo supuesto es falso; es

decir, X es nada denso.
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Ahora, se da la definición de conjunto denso en los reales.

DEFINICIÓN 2.21 (Denso). Sea X ⊂ R un subconjunto de los reales. Se dice que X

es denso si se verifica que

X = R.

Los conjuntos Q, Qc, los números de Liouville y los números Diofantinos son

ejemplos de conjuntos densos.

Observación: Para la demostración de que Q y Qc son densos, se puede revisar el

Ejercicio 3.32 de [1]. Mientras que la densidad L y D se prueba en el Capítulo 5.

PROPOSICIÓN 2.44. Sea X ⊂ R un subconjunto abierto. El conjunto Xc es nada

denso si y sólo si X es denso.

Demostración. Como X es abierto, por la Proposición 2.13, se deduce que Xc es ce-

rrado. Por lo tanto, se tiene que Xc = Xc.

Se supone que Xc es nada denso. Por la definición de nada denso y por hipótesis,

se colige que int(Xc) = int(Xc) = ∅. Por la Proposición 2.15, se verifica que

X
c
= int(Xc) = ∅.

Por lo tanto, se deduce que X = R. Es decir, X es denso.

Recíprocamente, se supone que X es denso, es decir, X = R. Por lo tanto, X
c
= ∅.

Por la Proposición 2.15, se tiene que

int(Xc) = X
c
= ∅.

Como Xc es cerrado, se verifica que int(Xc) = int(Xc) = ∅. Por definición, se con-

cluye que Xc es nada denso.

DEFINICIÓN 2.22 (Primera categoría). Sea X ⊂ R. Se dice que X es un conjunto de

primera categoría o magro si

X =
⋃

n∈N

An,

donde An es un conjunto nada denso para todo n ∈ N. Además, un conjunto que

no es de primera categoría se dice conjunto de segunda categoría.
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2.4. Conjunto de Cantor

Ahora, se enuncia la definición de Conjunto de Cantor.

DEFINICIÓN 2.23 (Conjunto de Cantor, [6]). Sea X un subconjunto no vacío de los

reales. Se dice que X es un conjunto de Cantor si es perfecto y nada denso.

El siguiente lema establece una condición suficiente para que un conjunto sea de

Cantor.

LEMA 2.45. Sea X ⊂ R no vacío. Si int(X) = ∅ y X es perfecto, entonces X es un

conjunto de Cantor.

Demostración. Por la definición de conjunto de Cantor, hace falta probar que X es

nada denso. Por el Corolario 2.8, se verifica que X es cerrado, es decir, X = X.

Además, puesto que int(X) = ∅. Se deduce que

int(X) = int(X) = ∅.

Se colige que X es nada denso. Por todo esto, se concluye que X es un conjunto de

Cantor.

En el siguiente teorema se prueba que los conjuntos de Cantor existen. Para este

fin se introduce la siguiente definición.

DEFINICIÓN 2.24. Primero, se define para n = 0: ∆0 = [0, 1] y C0
0 = ∆0 = [0, 1]; para

n = 1: ∆1,0 =
[

0, 1
3

]

, ∆1,1 =
[ 2

3 , 1
]

y

C1
0 = ∆1,0

⊎

∆1,1 =

[

0,
1
3

]
⊎
[

2
3

, 1
]

.

Procediendo recursivamente, supóngase que para n ∈ N, existen 2n intervalos ce-

rrados: ∆n,k para k = 0, 1, 2n − 1 y

Cn
0 =

2n−1⊎

k=0

∆n,k.

Cada intervalo cerrado ∆n,k se divide 3 intervalos iguales y se extrae el intervalo

abierto central, así se obtienen 2n+1 intervalos cerrados ∆n,k para k = 0, 1, 2n+1 − 1 y

se define

Cn+1
0 =

2n+1−1⊎

k=0

∆n+1,k.
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El conjunto Triádico de Cantor en el intervalo [0,1] está dado por:

C0 =
⋂

n∈N

Cn
0 .

TEOREMA 2.46 ([16]). El conjunto Triádico de Cantor C0 es un conjunto de Cantor.

Demostración. Para cada n ∈ N, Cn
0 , dado en la definición anterior, es la unión de

2n intervalos cerrados. Por el Lema 2.12 y por el Teorema 3.13 de [1], Cn
0 es cerrado.

Por lo tanto, Cn
0 es cerrado para cada n ∈ N. Por el Lema 2.14, C0 es un conjunto

cerrado.

Ahora, se va a proceder por inducción matemática para probar que para todo

n ∈ N, λ (Cn
0 ) =

( 2
3

)n
. Es inmediato que λ

(
C0

0

)
= λ ([0, 1]) = 1. Sea n ∈ Z+

y supóngase que λ
(

Cn−1
0

)

=
(2

3

)n−1
. Por la construcción de Cn−1

0 , λ (∆n−1,k) =

1
2n−1 ·

(2
3

)n−1
= 1

3n−1 para cada k = 0, . . . 2n−1 − 1. Así, λ (∆n,l) =
1
3 ·

1
3n−1 = 1

3n para

cada l = 0, 1, . . . , 2n − 1. Puesto que estos conjuntos son disjuntos entre sí, se prueba

que λ (Cn
0 ) =

2n−1

∑
l=0

1
3n

=

(
2
3

)n

. Por el principio de inducción,

λ (Cn
0 ) =

(
2
3

)n

para todo n ∈ N.

Sea x ∈ C0 y ǫ > 0. Puesto que lı́m
n→∞

(
2
3

)n

= 0, existe N ∈ N tal que
(2

3

)N
< ǫ.

Por la definición del conjunto C0, x ∈ CN
0 . Por la construcción del conjunto CN

0 , existe

un único j = 0, . . . , 2N − 1 tal que x ∈ ∆N,j. Se toma

y =

{

mı́n ∆N,j si x = máx ∆N,j,

máx ∆N,j caso contrario.

Así, y 6= x. Además, como mı́n ∆N,j y máx ∆N,j son extremos de un intervalo de CN
0 ,

a partir de la iteración N jamás se los retira. Por lo tanto, mı́n ∆N,j, máx ∆N,j ∈ Cm

para todo m ∈ N tal que m ≥ N. Pero como la sucesión (Cn
0 )n∈N es decrecien-

te y mı́n ∆N,j, máx ∆N,j ∈ CN
0 , se tiene que mı́n ∆N,j, máx ∆N,j ∈ C

j
0 para todo j ∈

{0, 1, . . . , n}. Así mı́n ∆N,j, máx ∆N,j ∈ C0. Por la Proposición 2.6, C0 es un conjunto

perfecto.

También, puesto que λ ([0, 1]|) = 1 y (Cn
0 )n∈N es decreciente; por el Lema 3.4,
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literal (b), de [3], se deduce que

λ(C0) = lı́m
n→∞

λ(Cn
0 ) ≤ lı́m

n→∞

(
2
3

)n

= 0.

Por el Lema 2.45 y puesto que 0 ∈ C0 6= ∅, por su construcción, se concluye que C0

es un conjunto de Cantor.

Observación: La medida de Lebesgue de un conjunto de Cantor puede ser positiva;

estos conjuntos son llamados fat Cantor. Un ejemplo se puede ver en la Sección 7.1

de [6].

La siguiente proposición prueba que todo conjunto de Cantor es totalmente dis-

conexo.

PROPOSICIÓN 2.47. Sea X ⊂ R. Si X es nada denso, entonces X es totalmente dis-

conexo en R. Además, si X es cerrado se tiene la proposición recíproca.

Demostración. Sea X ⊂ R tal que X es nada denso. Por reducción al absurdo, se

supone que X no es totalmente disconexo, entonces existe Y ⊂ X conexo con más

de un elemento.

Sean a, b ∈ Y tales que a < b. Como Y ⊂ R es conexo, por el Teorema2.17, Y es

un intervalo; así (a, b) ⊂ Y. Pero esto implica que x0 ∈ int(X) con x0 = a+b
2 . Esto

contradice que X sea nada denso. Por lo tanto lo supuesto es falso, y se tiene que X

es totalmente disconexo.

Recíprocamente, sea X ⊂ R, cerrado y totalmente disconexo. Por reducción al

absurdo, se supone que X no es nada denso, entonces int(X) = int(X) 6= ∅. Se

toma x0 ∈ int(X), por lo tanto, existe r > 0 tal que (x0 − r, x0 + r) ⊂ X. Como (x0 −

r, x0 + r) es conexo en X con más de un elemento, se tiene que X no es totalmente

disconexo. Esto es absurdo, por lo tanto lo supuesto es falso; es decir, X debe ser

nada denso.

Observación: En la Proposición 2.47 no se puede prescindir de la condición de que

X sea cerrado. En efecto, basta considerar que Q ⊂ R es totalmente disconexo, pues

todo intervalo contiene irracionales; luego ningún intervalo está contenido en Q.

Pero Q no es nada denso pues int(Q) = int(R) = R.
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2.5. Teorema de Baire

Para probar la siguiente proposición se usará el célebre Teorema de Categorías

de Baire, Sección 4.7-2 de [12]:

TEOREMA 2.48 (Baire, [12]). Sea X 6= ∅ un espacio métrico. Si X es completo, enton-

ces X es de segunda categoría.

TEOREMA 2.49 (Teorema 1.4-4 de [12]). Los conjuntos R y C (conjunto de los núme-

ros complejos) son completos.

El Teorema de Baire demuestra que el conjunto R es un conjunto de segunda

categoría, puesto que R es completo por el Teorema 1.4-4 de [12].

La siguiente proposición da una característica muy importante de los conjuntos

perfectos no vacíos. Además, prueba que todo conjunto de Cantor es no numerable.

TEOREMA 2.50 (Teorema 1.4-7 de [12]). Un subconjunto de un conjunto completo es

cerrado si y sólo si es completo.

PROPOSICIÓN 2.51. Sea X ⊂ R, X 6= ∅. Si X es perfecto, entonces X no es numera-

ble.

Demostración. Sea X ⊂ R, no vacío y perfecto. Por reducción al absurdo, se supone

que X es numerable, por lo tanto se puede escribir

X = {x1, x2, . . .}.

Como X es cerrado y R es completo (Teorema 1.4-4 de [12].), por el Teorema 1.4-7

de [12] se tiene que X es completo. Se considera a X como subespacio métrico de R.

Vamos a probar que int({xi}) = ∅ en X para todo i ∈ N. Sea i ∈ N y supongamos

que a ∈ int({xi}). Entonces, existe V abierto de X tal que a ∈ V y V ⊂ {xi}. De

donde se deduce que xi = a, luego V = {a}. Como V es abierto en X, se tiene que

existe U abierto en R tal que V = U ∩ X. En resumen se tiene que existe un abierto

U en R tal que U ∩ X = V = {xi}. Esto prueba que {xi} es un punto aislado de X;

es decir, x ∈ X pero x 6∈ X, lo cual contradice el hecho que X sea perfecto. Por lo

tanto, int({xi}) = ∅. Además, como {xi} es cerrado, se tiene que

int({xi}) = int({xi}) = ∅
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para todo i ∈ N. Por todo lo visto, se puede escribir

X =
⋃

i∈N

{xi},

donde {xi} es nada denso para todo i ∈ N. Por lo tanto, X es de primera categoría,

lo cual contradice el Teorema de Baire 2.48. Por lo tanto, lo supuesto es falso, es decir,

se concluye que X es un conjunto no numerable.

Observación: Sea Y espacio métrico completo, X ⊂ Y, X 6= ∅. Si X es perfecto,

X′ = X donde el derivado se lo hace en el sentido de la métrica de Y, entonces X es

no numerable.

Demostración. Este resultado se prueba de forma similar a la Proposición 2.51.

2.6. Teorema de Bendixson

El Teorema de Bendixson es muy importante para probar la existencia de los

conjuntos de Cantor en L y en D; por está razón, se lo enuncia y demuestra a conti-

nuación.

TEOREMA 2.52 (Bendixson). Todo subconjunto cerrado de R se puede expresar co-

mo la unión disjunta de un conjunto perfecto y uno numerable.

Demostración. Sea E ⊂ R un conjunto cerrado. Si E es numerable, se puede escribir

E = E
⊎

∅,

donde E es numerable y ∅ es perfecto.

Si E no es numerable, sea T el conjunto de los puntos de condensación de E. Por

el Lema 2.37, T ⊂ E = E, donde la última igualdad se da pues E es cerrado. Por el

Lema 2.39, se tiene que E \ T es numerable. Además, por el Teorema 2.41, se tiene

que T es no vacío y perfecto. Por todo esto se puede escribir

E = (E \ T)
⊎

T.

Esto prueba el Teorema de Bendixson.

Ahora, se da una noción importante para el entendimiento de la estructura del

conjunto de los números reales.
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DEFINICIÓN 2.25 (Números algebraicos). Se dice que un número real β es algebraico

si existe un polinomio p ∈ Z[X] ( con coeficientes enteros) tal que p(β) = 0. Un

número real que no es algebraico se llama trascendente.

2.7. Números de Liouville y Diofantinos

Las siguientes definiciones son las principales para el presente trabajo.

DEFINICIÓN 2.26. Se dice que α ∈ Qc es un número de Liouville si para todo n ∈ N,

existen enteros p y q con q > 1 tales que

0 <

∣
∣
∣
∣
α −

p

q

∣
∣
∣
∣
<

1
qn

. (2.7)

Un número que no es de Liouville se denomina Diofantino. El conjunto de los

números de Liouville se denota por L y el de los números Diofantinos por D.

Observación: En la definición anterior es suficiente considerar n ∈ Z+. En efecto,

suponga que dado n ∈ Z+, existen enteros p y q con q > 1 tales que

0 <

∣
∣
∣
∣
α −

p

q

∣
∣
∣
∣
<

1
qn

.

También, se puede concluir que

0 <

∣
∣
∣
∣
α −

p

q

∣
∣
∣
∣
<

1
qn

<
1
q0 = 1,

puesto que q > 1.

A continuación, se enuncia el teorema cuya demostración es el objetivo principal

de este trabajo.

TEOREMA 2.53. Existen dos conjuntos de Cantor C1 y C2, tales que C1 ⊂ L y C2 ⊂ D.

La demostración de este teorema se desarrollará en dos partes. La existencia del

conjunto de Cantor en L se probará en el Capítulo 4 y la del conjunto de Cantor

en D en el Capítulo 5. En las dos demostraciones primero se probará la existencia

de un conjunto cerrado que no es numerable en L y D; y finalmente el Teorema de

Bendixson implicará nuestro objetivo.

El siguiente resultado muestra una condición suficiente para que un número irra-

cional dado sea un número de Liouville.
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PROPOSICIÓN 2.54. Sea α ∈ R\Q. Si existe k ∈ Z+ tal que para todo r ∈ N con

r ≥ k, existen enteros p y q con q > 1 tales que

0 <

∣
∣
∣
∣
α −

p

q

∣
∣
∣
∣
<

1
qr

, (2.8)

entonces α ∈ L.

Demostración. Sea n ∈ N. Si n ≥ k, por la hipótesis, se obtiene (2.7). Se considera

ahora el caso para n < k. Se tiene entonces que qn
< qk. Luego, se concluye que

0 <

∣
∣
∣
∣
α −

p

q

∣
∣
∣
∣
<

1
qk

<
1
qn

.

Esto prueba que α ∈ L.

PROPOSICIÓN 2.55 (Irracionalidad). Todos los números reales que verifican la ex-

presión (2.7), en la definición de números de Liouville, son irracionales.

Demostración. Por reducción al absurdo, sea α = c
d con c, d enteros y d > 0, tal que

para todo n ∈ N existen enteros p y q con q > 1 tales que

0 <

∣
∣
∣
∣
α −

p

q

∣
∣
∣
∣
<

1
qn

.

Entonces, para todo p, q ∈ Z con q > 1, se tiene que

0 <

∣
∣
∣
∣
α −

p

q

∣
∣
∣
∣
=

∣
∣
∣
∣

c

d
−

p

q

∣
∣
∣
∣
=

∣
∣
∣
∣

cq − pd

dq

∣
∣
∣
∣

implica que 1 ≤ |cq − pd|, pues cq − pd es un número entero no nulo. Por otro lado,

puesto que lı́mk→∞ 2k−1 = ∞, existe n ∈ Z+ tal que 2n−1
> d. Y también, del hecho

que 2 ≤ q, se sigue que
∣
∣
∣
∣
α −

p

q

∣
∣
∣
∣
≥

1
dq

>
1

2n−1q
≥

1
qn

.

Por lo tanto, α no verifica la desigualdad (2.7) de la definición en los números de

Liouville. Esta contradicción prueba que lo supuesto es falso, es decir, se concluye

que α 6∈ Q.

Observación: La proposición anterior muestra que, en la definición de los núme-

ros de Liouville, se puede quitar la hipótesis de que el número sea irracional, pues

ningún número racional verifica la expresión (2.7).
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La siguiente proposición da un ejemplo de un número de Liouville, dado por

Joseph Liouville en 1851.

PROPOSICIÓN 2.56 ([15]). Si

x =
∞

∑
n=1

1
10n! ,

entonces x es un número de Liouville.

Demostración. Sea n ∈ N, por la Proposición 2.54, se puede suponer que n > 0. Se

considera q = 10n! y p = q
n

∑
k=1

1
10k! . Luego,

0 < x −
p

q
=

∞

∑
k=1

1
10k! −

n

∑
k=1

1
10k! =

∞

∑
k=n+1

1
10k! <

∞

∑
k=(n+1)!

1
10k

=
10

9(10(n+1)!)
<

10n!

10(n+1)!
=

1
10(n!)n

=
1
qn

.

Por todo esto, se concluye que

0 <

∣
∣
∣
∣
x −

p

q

∣
∣
∣
∣
<

1
qn

.

Esto prueba que x ∈ L.

Ahora, se prueban algunas características importantes sobre los números de Liou-

ville.

LEMA 2.57. El conjunto de los Números de Liouville se puede representar por

L =
⋂

n∈N

Tn,

donde

Tn =
∞⋃

q=2

⋃

p∈Z

[(
p

q
−

1
qn

,
p

q

)

∪

(
p

q
,

p

q
+

1
qn

)]

, ∀n ∈ N.

Demostración. Sean x ∈ L y n ∈ N. Por definición del conjunto L, existen p, q ∈ Z

tales que q ≥ 2 y

0 <

∣
∣
∣
∣
x −

p

q

∣
∣
∣
∣
<

1
qn

.

Esta desigualdad equivale a

x ∈

(
p

q
−

1
qn

,
p

q
+

1
qn

)

\

{
p

q

}

.
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Como p, q ∈ Z y q ≥ 2, se tiene que

(
p

q
−

1
qn

,
p

q
+

1
qn

)

\

{
p

q

}

⊂
∞⋃

q=2

⋃

p∈Z

[(
p

q
−

1
qn

,
p

q

)

∪

(
p

q
,

p

q
+

1
qn

)]

.

Por la definición de Tn, se verifica que x ∈ Tn. Se deduce que

L ⊂
⋂

n∈N

Tn.

Recíprocamente, sea x ∈
⋂

m∈N

Tm y n ∈ N. Por la hipótesis, se tiene que x ∈ Tn,

por la definición de Tn,

x ∈
∞⋃

q=2

⋃

p∈Z

[(
p

q
−

1
qn

,
p

q

)

∪

(
p

q
,

p

q
+

1
qn

)]

.

Luego, de la definición de unión generalizada, se sigue que existen p, q ∈ Z (con

q ≥ 2) y

x ∈

(
p

q
−

1
qn

,
p

q
+

1
qn

)

\

{
p

q

}

,

la última proposición equivale a

0 <

∣
∣
∣
∣
x −

p

q

∣
∣
∣
∣
<

1
qn

,

de donde, se deduce que x ∈ L. Así,
⋂

m∈N

Tm ⊂ L.

En resumen, se concluye que

L =
⋂

n∈N

Tn.

El lema anterior permite verificar que el conjunto L es “pequeño” en el sentido

de la medida de Lebesgue. En efecto, se tiene la siguiente proposición.

LEMA 2.58 (Lema 3.4 (a) de [3]). Sea µ una medida definida sobre una σ−algebra X.

(a) Si (En)n∈N es una sucesión creciente en X, entonces

µ

(
⋃

n∈N

)

= lı́m
n→∞

µ(En).
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(b) Si (Fn)n∈N es una sucesión decreciente en X y si µ(F1) < ∞, entonces

µ

(
⋂

n∈N

Fn

)

= lı́m
n→∞

µ(Fn).

Este lema se va en la siguiente proposición con µ = λ y la X = dom(λ).

TEOREMA 2.59 (Teorema 4.27 de [1]). Sea f : S → R una función continua con

S ⊂ R. Si f es continua en un subconjunto compacto X de S, entonces f (X) es

acotada.

PROPOSICIÓN 2.60 (Medida de L, [17]). La medida de Lebesgue del conjunto L es

nula.

Demostración. Por el lema anterior, se tiene que

L ⊂
∞⋃

q=2

⋃

p∈Z

(
p

q
−

1
qn

,
p

q
+

1
qn

)

para cada n ∈ N.

Para todo m ∈ Z+ y cada n ∈ N, se verifica que

L ∩

(

−m +
1
2

, m −
1
2

)

⊂
∞⋃

q=2

⋃

p∈Z

(
p

q
−

1
qn

,
p

q
+

1
qn

)

∩

(

−m +
1
2

, m −
1
2

)

(2.9)

Ahora, puesto que 1
qn ≤ 1

2 para todo n ∈ N y todo q ∈ {2, 3, . . .}, la contenencia

anterior se transforma en

L ∩

(

−m +
1
2

, m −
1
2

)

⊂
∞⋃

q=2

mq
⋃

p=−mq

(
p

q
−

1
qn

,
p

q
+

1
qn

)

.

Además, se tiene ∣
∣
∣
∣

(
p

q
+

1
qn

)

−

(
p

q
−

1
qn

)∣
∣
∣
∣
=

2
qn

.

Para n > 2, se tiene que

0 ≤ λ

(

L ∩

(

−m +
1
2

, m −
1
2

))

≤
∞

∑
q=2

mq

∑
p=−mq

2
qn

=
∞

∑
q=2

2(2mq + 1)
qn

=
∞

∑
q=2

(4m + 2
q )

qn−1

≤ (4m + 1)
∞

∑
q=2

1
qn−1 ≤ (4m + 1)

∫ ∞

1

dx

xn−1

=
4m + 1
n − 2

, (2.10)
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donde la penúltima desigualdad se da porque q ≥ 2 y la última desigualdad se da

pues la función 1
xn−1 con n > 2 es Riemman integrable en el sentido impropio en el

intervalo [1,+∞[ y su integral es el supremo de todas las sumas inferiores y, se tiene

que
∞

∑
q=2

1
qn−1 es una suma inferior correspondiente a

∫ ∞

1

dx

xn−1 .

Por este análisis, tomando el límite cuando n tiende a infinito en (2.10), se tiene

que λ
(

L ∩
(

−m + 1
2 , m − 1

2

))

= 0 para todo m ∈ N. Por lo tanto,

0 ≤ λ(L) = λ(L ∩ R) = λ

(

L ∩
⋃

m∈Z+

(

−m +
1
2

, m −
1
2

))

= lı́m
m→∞

λ

(

L ∩

(

−m +
1
2

, m −
1
2

))

= 0,

donde la última desigualdad se da por el Lema 3.4 (a) de [3].

El siguiente lema se usa para demostrar que todo número de Liouville es tras-

cendente.

LEMA 2.61. ([7]) Sea α un irracional y raíz de f (x) =
n

∑
j=0

ajx
j (con aj ∈ Z para cada

j ∈ {0, 1, . . . , n}), donde f no es constante. Entonces, existe A > 0 tal que

∣
∣
∣α −

a

b

∣
∣
∣ >

A

bn

para todo a ∈ Z y todo b ∈ Z+.

Demostración. Como f es un polinomio y [α − 1, α + 1] es un compacto, se sigue que

M := máxx∈[α−1,α+1] | f ′(x)| < +∞, por el Teorema 4.27 de [1]. Además, como f no

es constante, se tiene que M > 0. Sean α1, α2, . . . , αm las raíces, reales o complejas,

de f distintas de α. Ahora, sea

0 < A < mı́n
{

1,
1
M

, |α − α1|, |α − α2|, . . . , |α − αm|

}

.

Por reducción al absurdo, se supone que existen a, b enteros, b > 0, tales que

∣
∣
∣α −

a

b

∣
∣
∣ ≤

A

bn
.

Luego,

∣
∣
∣α −

a

b

∣
∣
∣ ≤

A

bn
≤ A < mı́n

{

1,
1
M

, |α − α1|, |α − α2|, . . . , |α − αm|

}

.
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Puesto que
∣
∣α − a

b

∣
∣ ≤ 1 y

∣
∣α − a

b

∣
∣ < |α − αi| para cada i ∈ {1, . . . , m}, se sigue que

a

b
∈ [α − 1, α + 1] y

a

b
6∈ {α1, α2, . . . , αm}.

Por el Teorema de Valor Medio, existe c entre a
b y α tal que

f
( a

b

)

= f
( a

b

)

− f (α) =
( a

b
− α

)

f ′(c).

Como a
b 6∈ {α1, α2, . . . , αm}, se sigue que f

(
a
b

)
6= 0. Luego, f ′(c) 6= 0. Por lo tanto, se

tiene
∣
∣
∣α −

a

b

∣
∣
∣ =

∣
∣
∣
∣

f ( a
b )

f ′(c)

∣
∣
∣
∣

.

Además, se tiene

∣
∣
∣ f
( a

b

)∣
∣
∣ =

∣
∣
∣
∣
∣

n

∑
j=0

aja
jbn−j

∣
∣
∣
∣
∣

bn
≥

1
bn

,

donde la última desigualdad se da pues a
b no es una raíz de f y

n

∑
j=0

aja
jbn−j es un

entero. Por todo esto, se concluye que

∣
∣
∣α −

a

b

∣
∣
∣ ≥

1
| f ′(c)|bn

≥
1

Mbn
>

A

bn
≥
∣
∣
∣α −

a

b

∣
∣
∣ ,

que es una contradicción. Esto prueba el lema.

TEOREMA 2.62. Sea α un irracional y raíz de f (x) =
n

∑
j=0

ajx
j (con aj ∈ Z para cada

j ∈ {0, 1, . . . , n}), donde f no es constante. Si k ≥ n, entonces existe A > 0 tal que

∣
∣
∣α −

a

b

∣
∣
∣ >

A

bk
,

para todo a ∈ Z y todo b ∈ Z+.

Demostración. Basta aplicar el Lema 2.61 al polinomio g(x) = xk−n f (x) y se obtiene

el resultado deseado.

PROPOSICIÓN 2.63 (Trascendencia de L, [7]). Todos los números de Liouville son

trascendentes.

Demostración. Por reducción al absurdo, sea α ∈ L tal que α algebraico. Sea n ∈ Z+

el grado del polinomio con coeficientes enteros cuya raíz es α dada por la función f .

Sea r ∈ N tal que 2r
>

1
A , donde A es la constante del Lema 2.61. Como n + r ∈ N
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y como α ∈ L, por la definición de L, existen a, b ∈ Z con b > 1 tales que

0 <

∣
∣
∣α −

a

b

∣
∣
∣ <

1
bn+r

≤
1

2rbn
<

A

bn
.

Esto contradice el Lema 2.61. Por lo tanto, α es trascendente.

Ahora se va a dar un ejemplo de otro número de Liouville.

Ejemplo: Se tiene que α :=
∞

∑
j=0

2−j! ∈ L.

Demostración. Sea n ∈ N, se toman

a := 2n!
n

∑
j=0

2−j! y b := 2n!.

Se nota que b > 1. Además, se tiene

0 <

∣
∣
∣α −

a

b

∣
∣
∣ =

∞

∑
j=n+1

2−j!
<

∞

∑
j=(n+1)!

2−j =
1

2(n+1)!−1
=

21−n!

2n(n!)
≤

1
2n(n!)

=
1
bn

.

La siguiente proposición da una forma de construir infinitos números de Liou-

ville.

PROPOSICIÓN 2.64. Para todo entero b > 1 y toda sucesión (ai)i∈Z+ de enteros no

negativos menores o iguales a b − 1, con soporte infinito. Si se define

x =
∞

∑
i=1

ai

bi! ,

entonces x ∈ L.

Demostración. Sean b ∈ N, b > 1 y (ai)i∈Z+ una sucesión en N con soporte infinito

tal que ai < b para todo i ∈ Z+. Sea

x =
∞

∑
i=1

ai

bi! .

Se va a utilizar la Proposición (2.54) para probar que x ∈ L. Por ello, sea n ∈ Z+.

Se definen q = bn! y p = q
n

∑
i=1

ai

bi! =
n

∑
i=1

aib
n!−i!. Como b ≥ 2, entonces q ≥ 2.

Como el factorial es una función creciente, se tiene que bn!−i! es un entero para cada

i = 1, 2, . . . , n; se sigue que p también lo es. Además, como ai ≥ 0 para todo i ∈ N y
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el soporte de (ai)i∈Z+ es infinito, se tiene que x >
p
q . Por lo tanto,

∣
∣
∣
∣
x −

p

q

∣
∣
∣
∣
= x −

p

q
=

∞

∑
i=n+1

ai

bi! . (2.11)

Como ai ≤ b − 1 para todo i ∈ Z+, se sigue que

∞

∑
i=n+1

ai

bi! ≤
∞

∑
i=n+1

b − 1
bi! .

Ahora, como
∞

∑
i=n+1

b−i!
<

∞

∑
i=(n+1)!

b−i, se tiene que

∞

∑
i=n+1

b − 1
bi! <

∞

∑
i=(n+1)!

b − 1
bi

= (b − 1)
∞

∑
i=(n+1)!

1
bi

=
1

b(n+1)!−1
.

También, como

bn(n!)

b(n+1)!−1
= b−(n+1)n!+1+n(n!) = b−n!+1 =

1
bn!−1 ≤ 1.

Por lo tanto, se tiene
1

b(n+1)!−1
≤ b−n(n!) =

1
qn

.

Así, de (2.11), se tiene que
∣
∣
∣
∣
x −

p

q

∣
∣
∣
∣
<

1
qn

.

Por la Proposición 2.54, se concluye que x ∈ L.

A continuación, se dan los detalles de la demostración de un resultado del primer

teorema, que aparece sin demostración, en [18].

PROPOSICIÓN 2.65 (Corolario 1 de [18]). La suma de números de Liouville es de

Liouville ó racional.

Observación: Lo que nos dice el siguiente teorema es que si se tiene un número de

Liouville α y un número racional z, entonces su suma es un número de Liouville, es

decir, α + z ∈ L. Así, se tiene que

Q + L = L.

PROPOSICIÓN 2.66. Si α ∈ L y z ∈ Q, entonces α + z ∈ L.

Demostración. Sea n ∈ N. Por la definición de número racional, existen r ∈ Z y
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s ∈ Z+ tales que z = r
s .

Como la función f (x) = 2x−n es estrictamente creciente y

lı́m
x→∞

f (x) = ∞,

existe m ∈ N tal que sn
< 2m−n y m > n.

Como α ∈ L y m ∈ N, existen p ∈ Z y q ∈ Z+ tales que q ≥ 2 y
∣
∣
∣
∣
α −

p

q

∣
∣
∣
∣
<

1
qm

.

Se necesita encontrar x ∈ Q tal que

α + z − x = α −
p

q
.

Por lo tanto, x = p
q + z = p

q + r
s =

ps+qr
qs . Por todo esto, se tiene que

∣
∣
∣
∣
α + z −

ps + qr

qs

∣
∣
∣
∣
= |α + z − x| =

∣
∣
∣
∣
α −

p

q

∣
∣
∣
∣
<

1
qm

<
1

qnsn
,

donde la última desigualdad se da pues,

sn
< 2m−n ≤ qm−n

lo que equivale a snqn
< qm. En resumen, se obtiene que

∣
∣
∣
∣
α + z −

ps + qr

qs

∣
∣
∣
∣
<

1
(qs)n

.

Todo esto prueba que α + z ∈ L.
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Capítulo 3

Construcción de un conjunto de

Cantor en un subconjunto de los

Números Reales de complemento

numerable

A continuación se presenta la construcción de un conjunto de Cantor en un con-

junto cuyo complemento es numerable. Para llevar acabo este propósito, se nece-

sitan de varios lemas, proposiciones y teoremas que se presentan en las siguientes

líneas.

El primer lema prueba que, en los reales, la conexidad es una propiedad intrín-

seca de un conjunto; es decir, un conjunto conexo en R es conexo en cualquier sub-

conjunto y viceversa.

LEMA 3.1. Sean A, X ⊂ R tales que A ⊂ X. El conjunto A es conexo en X si y solo si

A es conexo en R.

Demostración. Sea A un conjunto conexo en X. Por reducción al absurdo, se supone

que A no es un conjunto conexo de R. Por definición, existen abiertos no vacíos B y

C de A, bajo la topología heredada de R, tales que

A = B
⊎

C.

Además, existen abiertos B1 y C1 de R tales que

B = B1 ∩ A y C = C1 ∩ A.
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Se toman B2 = B1 ∩ X y C2 = C1 ∩ X. Luego, B2 y C2 son abiertos de X. También,

puesto que A ⊂ X, se tiene que

B2 ∩ A = (B1 ∩X)∩ A = B1 ∩ A = B y C2 ∩ A = (C1 ∩X)∩ A = C1 ∩ A = C.

Luego se deduce que B y C son conjuntos abiertos de A en X. Así, se verifica que A

no es conexo en X, lo que muestra que lo supuesto es falso; es decir, A es un conjunto

conexo en R.

Recíprocamente, sea A conexo en R. Por reducción al absurdo, se supone que A

no es conexo en X. Por la definición, existen abiertos no vacíos B y C de A en X, tales

que

A = B
⊎

C.

Además, existen abiertos B1 y C1 de X tales que

B = B1 ∩ A y C = C1 ∩ A.

También, existen B2 y C2 conjunto abiertos de R tales que

B1 = B2 ∩ X y C1 = C2 ∩ X.

Puesto que A ⊂ X, se tiene que

B = (B2 ∩ X) ∩ A = B2 ∩ A y C = (C2 ∩ X) ∩ A = C2 ∩ A.

La última expresión implica que B y C son conjuntos abiertos de A en R. Por lo

tanto, se colige que A no es un conjunto conexo en R. Esta contradicción muestra

que lo supuesto es falso; es decir, que A es un conjunto conexo en X.

Las siguientes proposiciones, lemas y corolarios se dan para probar que todo

intervalo con más de un punto, contiene un conjunto de Cantor.

PROPOSICIÓN 3.2. Sean A, B ⊂ R tales que B es un conjunto cerrado en R. Si A y

B son homeomorfos, entonces para todo conjunto de Cantor C ⊂ A, se tiene que

f (C) ⊂ B es un conjunto de Cantor.

Demostración. Por la definición de conjuntos homeomorfos, existe f : A → B tal que

f es biyectiva, continua y f−1 continua. Sea C ⊂ A un conjunto de Cantor. Se va a

probar que f (C) ⊂ B es un conjunto de Cantor.

Como el conjunto C es perfecto, entonces C es cerrado en R. Puesto que C ⊂ A,

se tiene que C = C ∩ A. Esto implica que C es un conjunto cerrado en A. Dado que

49



la función f−1 es continua, se colige que f (C) = ( f−1)−1(C) es un conjunto cerrado

en B; existe D un conjunto cerrado en R tal que

f (C) = D ∩ B.

Así f (C) es un conjunto cerrado en R pues la intersección de conjuntos cerrados es

también un conjunto cerrado.

Ahora, se va a probar que f (C) ⊂ ( f (C))′ en R. Sea y ∈ f (C) y ǫ > 0. Por

definición de f (C), existe x ∈ C tal que y = f (x). Como f es continua en x, existe

δ > 0 tal que para todo u ∈ A,

|u − x| < δ =⇒ | f (u)− f (x)| < ǫ. (3.1)

Puesto que C es un conjunto de Cantor, C = C′ en R, por la definición de punto de

acumulación, existe z ∈ C ⊂ A tal que

0 < |x − z| < δ. (3.2)

Dado que la función f es inyectiva, se verifica que f (x) 6= f (z). Por la continuidad

de f en x se verifica que | f (z)− f (x)| < ǫ. En particular, (3.1) es verdadero para z:

|z − x| < δ =⇒ | f (z)− f (x)| < ǫ.

Luego, por (3.2), se tiene que

| f (z)− f (x)| < ǫ. (3.3)

Pero, como f es inyectiva, de (3.2) se deduce que

f (x) 6= f (z),

así, de (3.3),

0 < | f (z)− f (x)| < ǫ.

Es decir, f (z) ∈ B( f (x), ǫ) \ { f (x)} lo que implica que

f (z) ∈ (B(y, ǫ) \ {y}) ∩ f (C).

Se concluye que y ∈ ( f (C))′. Por la Proposición 2.6, se colige que f (C) es un con-

junto perfecto. Además, como C 6= ∅, existe t ∈ C, de donde f (t) ∈ f (C) 6= ∅. Todo

esto, prueba que f (C) es un conjunto perfecto en R, no vacío y que está contenido

en B.
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Ahora, se va a probar que f (C) es nada denso. Como f (C) es cerrado en R,

es suficiente probar que int( f (C)) = ∅. Por reducción al absurdo, se supone que

int( f (C)) 6= ∅ en R. Sea y ∈ int( f (C)), por la definición de interior de un conjunto,

existe r > 0 tal que B(y, r) ⊂ f (C), de donde se verifica que

f−1(B(y, r)) ⊂ C.

Como B(y, r) es un conjunto conexo en R, por el Lema 3.1, se deduce que B(y, r)

es un conjunto conexo en B, ya que B(y, r) ⊂ B. Dado que la función f−1 es conti-

nua, del Teorema 2.16 se sigue que f−1(B(y, r)) es un conjunto conexo de A. Por el

Lema 3.1, se deduce que el conjunto f−1(B(y, r)) es un conjunto conexo en R.

Se definen u = y − r
2 y v = y + r

2 . Por definición de bola abierta, se verifica

que u, v ∈ B(y, r). Por la sobreyectividad de f , existen t, w ∈ A tales que u = f (t)

y v = f (w). Por la inyectividad de f y como u 6= v, se deduce que t 6= w. Por

definición de preimagen, se verifica que t, w ∈ f−1(B(y, r)).

Como los únicos conexos en R con dos o más elementos son los intervalos (Teore-

ma 2.17), se deduce que f−1(B(y, r)) es un intervalo. Además, como t, w ∈ f−1(B(y, r))

y f−1(B(y, r)) es un intervalo, se colige que (mı́n{w, t}, máx{w, t}) ⊂ f−1(B(y, r)).

Pero como f−1(B(y, r)) ⊂ C, se tiene que

(mı́n{w, t}, máx{w, t}) ⊂ int(C) = ∅,

donde la última igualdad es verdad pues C es un conjunto cerrado nada denso. Esta

contradicción implica que int( f (C)) = ∅.

Así se concluye que f (C) ⊂ B es un conjunto de Cantor.

PROPOSICIÓN 3.3. Sean a, b ∈ R tales que a < b. Entonces, los intervalos [0, 1] y

[a, b] son homeomorfos.

Demostración. La función f : [0, 1] → [a, b] tal que f (x) = (b − a)x + a para todo

x ∈ [0, 1]. Además, f es biyectiva y continua.

Además, f−1 : [a, b] → [0, 1] definida por f−1(x) = x−a
b−a para todo x ∈ [a, b]

también es continua. Se concluye que f es un homeomorfismo entre [0, 1] y [a, b] lo

que prueba que los intervalo [0, 1] y [a, b] son homeomorfos.

COROLARIO 3.4. Sean a, b ∈ R tales que a < b. Entonces, los intervalos (0, 1) y (a, b)

son homeomorfos.
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Demostración. En este caso la función f : (0, 1) → (a, b) tal que f (x) = (b − a)x + a

para todo x ∈ (0, 1) es un homeomorfismo.

COROLARIO 3.5. Sean a, b, c, d ∈ R tales que a < b y c < d. Entonces, los intervalos

[a, b] y [c, d] son homeomorfos.

Demostración. Por la Proposición 3.3, existen f : [a, b] → [0, 1] y g : [0, 1] → [c, d] tales

que f y g son homeomorfismos. Se define h : [a, b] → [c, d] por h = g ◦ f . Luego h es

un homeomorfismo. Esto prueba que los intervalo [c, d] y [a, b] son homeomorfos.

COROLARIO 3.6. Sean a, b, c, d ∈ R tales que a < b y c < d. Entonces, los intervalos

(a, b) y (c, d) son homeomorfos.

Demostración. Similar al del corolario anterior con la ayuda del 3.4.

LEMA 3.7. Sean c, d ∈ R tales que c < d. El conjunto (c, d) es no numerable.

Demostración. Por el Teorema 2.35, se tiene que el intervalo [0, 1) no es numerable.

Dado que [0, 1) ⊂ (−1, 1), del Lema 2.33 se deduce que el intervalo (−1, 1) no es

numerable. Por el Corolario 3.6, se tiene que (c, d) y (−1, 1) son homeomorfos; en

particular, (c, d) y (−1, 1) son equipotentes. Así, del Corolario 2.22, se concluye que

(c, d) es no numerable.

LEMA 3.8. Sean a, b ∈ R. Si a < b, entonces existe C ⊂ R un conjunto de Cantor tal

que C ⊂ [a, b].

Demostración. Sea C0 el conjunto triádico de Cantor en el intervalo [0, 1]. Por la

Proposición 3.3, existe f : [0, 1] → [a, b] tal que f es un homeomorfismo. Sea C =

f (C0) ⊂ [a, b], como el intervalo [a, b] es un conjunto cerrado, por la Proposición 3.2,

se verifica que f (C0) ⊂ [a, b] y es un conjunto de Cantor. Se define C = f (C0).

COROLARIO 3.9. Sean a, b ∈ R. Si a < b, entonces existe C ⊂ R un conjunto de

Cantor tal que C ⊂ (a, b).

Demostración. Se definen x = 2a+b
3 y y = a+2b

3 . Se tiene que

x =
2a + b

3
=

a + a + b

3
<

a + b + b

3
=

a + 2b

3
= y.

Por lo tanto, x < y. Además, se deduce que

x =
2a + b

3
>

2a + a

3
= a,
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y también que

y =
a + 2b

3
<

b + 2b

3
= b.

En resumen, se tiene que a < x < y < b. Por Lema 3.8, existe un conjunto de Cantor

C ⊂ [x, y] ⊂ (a, b).

El siguiente lema es muy importante para la prueba del Teorema 3.12.

LEMA 3.10. Sea X ⊂ R tal que Xc sea numerable. Para todo t < s, se tiene que

(t, s) ∩ X 6= ∅.

Demostración. Por reducción al absurdo, se supone que (t, s) ∩ X = ∅. Entonces, se

tiene que (t, s) ⊂ Xc. Por el Lema 3.7, se verifica que (t, s) no es numerable de donde

Xc no es numerable (Lema 2.33). Esto contradice la hipótesis. Por lo tanto, se tiene

que (t, s) ∩ X 6= ∅.

El siguiente teorema es una generalización de la siguiente proposición de [8].

PROPOSICIÓN 3.11 ([8]). Existe un conjunto no vacío, perfecto y nada denso en los

números irracionales.

TEOREMA 3.12. ([8]) Sea X ⊂ R. Si Xc es un conjunto numerable, entonces existe un

conjunto de Cantor C tal que C ⊂ X.

Demostración. Sean a, b ∈ X tales que a < b. Como Xc es numerable y [a, b] ∩ Xc ⊂

Xc, por el Lema 2.25, se deduce que [a, b] ∩ Xc es un conjunto numerable.

Hay 3 casos posibles.

Si [a, b] ∩ Xc = ∅, por el Lema 3.8 existe un conjunto de Cantor, C ⊂ [a, b]. Se

deduce que C ∩ Xc ⊂ [a, b] ∩ Xc = ∅. Por lo tanto, se tiene que C ∩ Xc = ∅. De la

última expresión, se concluye que existe un conjunto de Cantor, C, tal que C ⊂ X.

Si [a, b] ∩ Xc es finito y no vacío, existe n ∈ Z+ tal que

[a, b] ∩ Xc = {x1, x2, . . . , xn}, (3.4)

donde x1 < x2 < . . . < xn. Por el Corolario 3.9, existe un conjunto de Cantor C tal

que C ⊂ (x1, x2). Además, por la definición de xi para i = 1, 2, . . . , n, se tiene que

(x1, x2) ∩ Xc = ∅. Por lo tanto, se deduce que

C ⊂ (x1, x2) ⊂ X.

Se concluye que existe un conjunto de Cantor C tal que C ⊂ X.
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Si [a, b] ∩ Xc es infinito numerable, se puede escribir

[a, b] ∩ Xc = (a, b) ∩ Xc = {x1, x2, . . .},

donde xi 6= xj, i 6= j, i, j ∈ Z+.

A continuación, se da la construcción del conjunto C. Posteriormente se probará

que C es un conjunto de Cantor.

1. Construcción del conjunto C:

Se va a proceder de la misma forma en la que se construye el conjunto triá-

dico de Cantor C0, pero en este caso se va a agrandar la longitud del intervalo

que se va a remover en cada paso de tal manera que en el paso i se extraiga a

xi para todo i = 1, 2, . . . De esta forma, se va obtener un conjunto de Cantor

que no contiene a ningún xi para todo i ∈ Z+.

El siguiente gráfico muestra como sel conjunto C1 y C2 no contiene a x1 y a

x2, respectivamente. Es importante también asegurarse que en cada iteración

se remueva un intervalo de longitud mayor al tercio del presente pues la de-

mostración de que el conjunto C es de Cantor utiliza las mismas ideas que se

usaron para probar que C0 también lo es.

a b

a b

a b

C0

C1

C2 x1

x1

x1

x2

x2

x2

 

 

  

  

 

···

Sea C0 = [a, b], C0 es un conjunto cerrado y c1 = a+b
2 (el punto medio del

intervalo [a, b]). Sea

r1 = máx
{

|x1 − c1|,
b − a

6

}

> 0.

Se verifica que x1 ∈ B[c1, r1]  C0 = [a, b].

Los siguiente gráficos ilustran el conjunto B[c1, r1] cuando

• r1 = b−a
6 :

54



a

b
c1

|

︸ ︷︷ ︸

b−a
6

︸ ︷︷ ︸

b−a
6

︸ ︷︷ ︸

b−a
6

︷ ︸︸ ︷

b−a
6

︷ ︸︸ ︷

b−a
6

︷ ︸︸ ︷

b−a
6

| | | | |||

x1
 ][

• y r1 = |c1 − x1|:

a

b
c1

|

︸ ︷︷ ︸

b−a
6

︸ ︷︷ ︸

b−a
6

︸ ︷︷ ︸

b−a
6

︷ ︸︸ ︷

b−a
6

︷ ︸︸ ︷

b−a
6

︷ ︸︸ ︷

b−a
6

| | | | |||

x1

 ][

Por el Lema 3.10, (a, c1 − r1) ∩ X 6= ∅ y (c1 + r1, b) ∩ X 6= ∅. Se toman

z1
1 ∈ (a, c1 − r1) ∩ X y z2

1 ∈ (c1 + r1, b) ∩ X.

Se define

C1 = [z0
1, z1

1]
⊎

[z2
1, z3

1],

donde z0
1 = a, z3

1 = b. Además, por la definición de z1
1 y z2

1, se verifica que

z0
1 < z1

1 < z2
1 < z3

1,

y que z1
1 − z0

1 <
b−a

3 , z3
1 − z2

1 <
b−a

3 y x1 6∈ C1. En efecto,

z1
1 − z0

1 = z1
1 − a < (c1 − r1)− a ≤

a + b

2
−

b − a

6
− a

=
3a + 3b − b + a − 6a

6
=

2b − 2a

6
=

b − a

3
,

donde la primera igualdad se da pues z0
1 = a, la primera desigualdad se da

porque z1
1 ∈ (a, c1 − r1) y la última desigualdad cumple pues r1 ≥ b−a

6 . Ade-

más,

z3
1 − z2

1 = b − z2
1 < b − (c1 + r1) ≤ b −

a + b

2
−

b − a

6

=
6b − 3a − 3b − b + a

6
=

2b − 2a

6
=

b − a

3
,

donde la primera igualdad se da pues z3
1 = b, la primera desigualdad se da

pues z2
1 ∈ (c1 + r1, b) y la segunda desigualdad se da pues c1 = a+b

2 y r1 ≥ b−a
6 .

Por otro lado,

x1 − z1
1 > x1 − (c1 − r1) ≥ x1 − c1 + |x1 − c1| ≥ x1 − c1 + c1 − x1 = 0,
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donde la primera desigualdad se da pues z1
1 ∈ (a, c1 − r1), la segunda desigual-

dad se da pues r1 ≥ |x1 − c1| y la última desigualdad se da pues |w| ≥ w, para

todo w ∈ R. También, se cumple

z2
1 − x1 > (c1 + r1)− x1 ≥ c1 − x1 + |x1 − c1| ≥ c1 − x1 + x1 − c1 = 0,

donde la primera desigualdad se da pues z2
1 ∈ (c1 + r1, b), la segunda desigual-

dad se da pues r1 ≥ |x1 − c1| y la última desigualdad se da pues |w| ≥ w, para

todo w ∈ R.

Los dos últimos cálculos prueban que x1 ∈
(
z1

1, z2
1

)
. Así x1 6∈ C1.

a

z0
1

b

z3
1

c1

z1
1 z2

1x1
| |    ][][

︸ ︷︷ ︸

(a, c1 − r1)

︸ ︷︷ ︸

(c1 + r1, b)

Para el paso n = 2, hay dos casos.

Si x2 ∈ C1, entonces

x2 ∈ [z0
1, z1

1]
⊎

[z2
1, z3

1].

a

z0
1

b

z3
1z1

1 z2
1x2

 ][][

Por la definición de unión disjunta, existe un único j ∈ {0, 1} tal que

x2 ∈
(

z
2j
1 , z

2j+1
1

)

,

pues x2 ∈ Xc y z
2j
1 , z

2j+1
1 ∈ X.

Sea c2 =
z

2j
1 +z

2j+1
1

2 el punto medio del intervalo al que pertenece x2. Se define

r2 = máx

{

|x2 − c2|,
z

2j+1
1 − z

2j
1

6

}

.

Los siguiente gráficos ilustran el conjunto B[c2, r2] cuando

• r2 =
z

2j+1
1 −z

2j
1

6 :
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z
2j
1

z
2j+1
1

c2

|

︸ ︷︷ ︸

z
2j+1
1 −z

2j
1

6

︸ ︷︷ ︸

z
2j+1
1 −z

2j
1

6

︸ ︷︷ ︸

z
2j+1
1 −z

2j
1

6

︷ ︸︸ ︷

z
2j+1
1 −z

2j
1

6
︷ ︸︸ ︷

z
2j+1
1 −z

2j
1

6
︷ ︸︸ ︷

z
2j+1
1 −z

2j
1

6

| | | | |||

x2
 ][

• y r2 = |c2 − x2|:

z
2j
1

z
2j+1
1

c2

|

︸ ︷︷ ︸

z
2j+1
1 −z

2j
1

6

︸ ︷︷ ︸

z
2j+1
1 −z

2j
1

6

︸ ︷︷ ︸

z
2j+1
1 −z

2j
1

6

︷ ︸︸ ︷

z
2j+1
1 −z

2j
1

6
︷ ︸︸ ︷

z
2j+1
1 −z

2j
1

6
︷ ︸︸ ︷

z
2j+1
1 −z

2j
1

6

| | | | |||

x2

 ][

Como z
2j+1
1 − z

2j
1 > 0, entonces z

2j+1
1 −z

2j
1

6 <
z

2j+1
1 −z

2j
1

2 . También, como

x2 ∈
(

z
2j
1 , z

2j+1
1

)

= B

(

c2,
z

2j+1
1 − z

2j
1

2

)

,

se deduce que |x2 − c2| <
z

2j+1
1 −z

2j
1

2 . Por todo esto, se colige que r2 <
z

2j+1
1 −z

2j
1

2 .

Se verifica que

x2 ∈ B[c2, r2]  [z
2j
1 , z

2j+1
1 ] ⊂ C1.

Por el Lema 3.10, (z2j
1 , c2 − r2)∩ X 6= ∅ y (c2 + r2, z

2j+1
1 )∩ X 6= ∅. Se toman

z
4j+1
2 ∈ (z

2j
1 , c2 − r2) ∩ X y z

4j+2
2 ∈ (c2 + r2, z

2j+1
1 ) ∩ X.

z
2j
1 z

2j+1
1z

4j+1
2 z

4j+2
2

c2

x2
| |    ][][

︸ ︷︷ ︸
(

z
4j
2 , c2 − r2

)
︸ ︷︷ ︸
(

c2 + r2, z
4j+3
2

)

Sea k ∈ {0, 1} tal que k 6= j. Se define (uk, vk) = tercio([z2k
1 , z2k+1

1 ]).

Por Lema 3.10, se tiene que (z2k
1 , uk) ∩ X 6= ∅ y (vk, z2k+1

1 ) ∩ X 6= ∅. Se

toman

z4k+1
2 ∈ (z2k

1 , uk) ∩ X y z4k+2
2 ∈ (vk, z2k+1

1 ) ∩ X.

z2k
1 z2k+1

1z4k+1
2 z4k+2

2
    | |[ ] [ ]

︸ ︷︷ ︸

(uk, vk)
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Si x2 6∈ C1, entonces para k ∈ {0, 1} se define (uk, vk) = tercio([z2k
1 , z2k+1

1 ]).

Por el Lema 3.10, se tiene que (z2k
1 , uk)∩X 6= ∅ y (vk, z2k+1

1 )∩X 6= ∅. Se toman

z4k+1
2 ∈ (z2k

1 , uk) ∩ X y z4k+2
2 ∈ (vk, z2k+1

1 ) ∩ X.

z2k
1 z2k+1

1z4k+1
2 z4k+2

2
    | |[ ] [ ]

︸ ︷︷ ︸

(uk, vk)

Para cada l = 0, 1 se define z4l
2 = z2l

1 y z4l+3
2 = z2l+1

1 .

Por todo este análisis, se define

C2 =
3⊎

j=0

[z
2j
2 , z

2j+1
2 ],

donde zi
2 ∈ X para todo i = 0, 1, . . . , 7, z0

2 = a y z2n+1−1
2 = b. Además,

z
2j+1
2 − z

2j
2 <

b−a
9 para todo j = 0, 1, 2, 3 y x1, x2 6∈ C2.

a b

z0
2 z1

2 z2
2 z3

2 z4
2 z5

2 z6
2 z7

2x2
 [ ] [ ] [ ] [ ]

Sea n ∈ N tal que n > 2. Se supone que se ha realizado este proceso n

veces, entonces se tiene que

Cn =
2n−1⊎

j=0

[z
2j
n , z

2j+1
n ],

donde zi
n ∈ X para todo i = 0, 1, . . . , 2n+1 − 1, z0

n = a y z2n+1−1
n = b. Además,

z
2j+1
n − z

2j
n <

b−a
3n para todo j = 0, 1, . . . , 2n − 1 y xk 6∈ Cn para todo k =

1, 2, . . . n. Se va a definir por recurrencia los extremos del paso n + 1.

Hay dos casos posibles.

Si xn+1 ∈ Cn, entonces existe un único j ∈ {0, 1, . . . , 2n − 1}, tal que

xn+1 ∈
(

z
2j
n , z

2j+1
n

)

pues xn+1 ∈ Xc y z
2j
n , z

2j+1
n ∈ X.
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Sean cn+1 = z
2j
n +z

2j+1
n

2 y

rn+1 = máx

{

z
2j+1
n − z

2j
n

6
, |cn+1 − xn+1|

}

<
z

2j+1
n − z

2j
n

2
.

Por el Lema 3.10, (z2j
n , cn+1 − rn+1)∩ X 6= ∅ y (cn+1 + rn+1, z

2j+1
n )∩ X 6= ∅.

Se toman

z
4j+1
n+1 ∈ (z

2j
n , cn+1 − rn+1) ∩ X y z

4j+2
n+1 ∈ (cn+1 + rn+1, z

2j+1
n ) ∩ X.

Sea k ∈ {0, 1, . . . , 2n − 1} tal que k 6= j. Se define (uk, vk) = tercio([z2k
n , z2k+1

n ]).

Por el Lema 3.10, se tiene que (z2k
n , uk)∩X 6= ∅ y (vk, z2k+1

n )∩X 6= ∅. Se toman

z4k+1
n+1 ∈ (z2k

n , uk) ∩ X y z4k+2
n+1 ∈ (vk, z2k+1

n ) ∩ X.

Si xn+1 6∈ Cn, entonces para cada k ∈ {0, 1, 2, . . . , 2n − 1} se define (uk, vk) =

tercio([z2k
n , z2k+1

n ]).

Por el Lema 3.10, se tiene que (z2k
n , uk) ∩ X 6= ∅ y (vk, z2k+1

n ) ∩ X 6= ∅. Se

toman

z4k+1
n+1 ∈ (z2k

n , uk) ∩ X y z4k+2
n+1 ∈ (vk, z2k+1

n ) ∩ X.

Para todo l = 0, 1, 2, . . . , 2n − 1 se define z4l
n+1 = z2l

n y z4l+3
n+1 = z2l+1

n .

Por todo este análisis, se define

Cn+1 =
2n+1−1⋃

j=0

[z
2j
n+1, z

2j+1
n+1 ],

donde zi
n+1 ∈ X para todo i = 0, 1, . . . , 2n+2 − 1, z0

n+1 = a y z2n+2−1
n+1 = b.

Además, z
2j+1
n+1 − z

2j
n+1 <

b−a
3n+1 para todo j = 0, 1, . . . , 2n+1 − 1 y xk 6∈ Cn+1

para todo k = 1, 2, . . . n + 1.

Finalmente, se define

C =
⋂

n∈Z+

Cn,

donde xn 6∈ Cn para todo n ∈ Z+.

2. Cn es cerrado para todo n ∈ N.

Demostración. Sea n ∈ Z+. Por la construcción del conjunto Cn se tiene que
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Cn =
2n−1⋃

j=0

[z
2j
n , z

2j+1
n ] donde z

j
n ∈ X para todo j ∈ {0, 1, . . . , 2n − 1}. Por el

Teorema 3.13 de [1], se tiene que Cn es cerrado.

3. C es un conjunto cerrado.

Demostración. Por la definición de C, se tiene que

C =
⋂

n∈N

Cn.

Por el numeral anterior y por el Teorema 3.13 de [12], se tiene que

⋂

n∈N

Cn es cerrado.

Por lo tanto, se tiene que C es cerrado.

4. C ⊂ X ∩ [a, b].

Demostración. Por la construcción sabemos que C ⊂ [a, b], pues C0 = [a, b] y

C ⊂ C0.

Por reducción al absurdo, se supone que existe x ∈ C tal que x ∈ Xc ∩ [a, b].

Por lo tanto, existe i ∈ Z+ tal que x = xi.

Por la construcción de Ci, se tiene que x = xi 6∈ Ci. Esto es absurdo, pues

x ∈ C. Por lo tanto, lo supuesto es falso, es decir, C ⊂ X ∩ [a, b].

5. λ(C) = 0.

Demostración. Para cada n ∈ N, por el numeral 1., se tiene que Cn es la unión

de 2n intervalos disjuntos de longitud menor o igual que b−a
3n . Luego,

λ(Cn) ≤ 2n b − a

3n
.

Por lo tanto, se tiene que λ(Cn) ≤ (b − a)
(2

3

)n
. Puesto que λ([a, b]) = b − a y

(Cn)n∈N es decreciente. Por el Lema 3.4, literal (b), de [3], se deduce que

λ(C) = lı́m
n→∞

λ(Cn) ≤ lı́m
n→∞

(b − a)

(
2
3

)n

= 0.
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6. C es no vacío.

Demostración. Se va a probar que a = z0
n para todo n ∈ N mediante inducción

matemática. Puesto que C0 = [a, b] = [z0
0, z1

0], se tiene que a = z0
0. Se supone

que a = z0
n con n ∈ Z+. Por la construcción del conjunto C se define que

z0
n+1 = z0

n = a. Por lo tanto, a = z0
n para todo n ∈ N.

Ahora se va a probar que a ∈ Cn para cada n ∈ N. Sea n ∈ N. Se verifica

que a ∈ Cn pues

Cn =
2n−1⊎

j=0

[z
2j
n , z

2j+1
n ].

Por lo tanto, se concluye que

a ∈
⋂

n∈N

Cn = C,

de donde C 6= ∅.

7. C ⊂ C′.

Demostración. Sean x ∈ C y ǫ > 0. Como lı́m
n→∞

b − a

3n
= 0, existe n ∈ N tal que

b−a
3n < ǫ. Como x ∈ C, x ∈ Cn.

Por el numeral 1., se tiene que Cn =
2n−1⋃

j=0

[z
2j
n , z

2j+1
n ], donde zi

n ∈ X para todo

i ∈ {0, 1, . . . , 2n+1 − 1}. Como x ∈ Cn, entonces existe j ∈ {0, 1, 2, . . . , 2n−1} tal

que x ∈
[

z
2j
n , z

2j+1
n

]

. Sea y ∈
[

z
2j
n , z

2j+1
n

]

tal que

y =







z
2j
n si x ∈

(

cn+1, z
2j+1
n

]

,

z
2j+1
n caso contrario.

donde cn+1 = z
2j
n ,z2j+1

n
2 . Entonces, se tiene que x 6= y y además |x − y| ≤ z

2j+1
n −

z
2j
n ≤ b−a

3n < ǫ.

En los siguiente gráficos se ilustra la elección de y.

z
2j
n z

2j+1
n

cn+1x y
  

︷ ︸︸ ︷

y − x

61



z
2j
n z

2j+1
n

cn+1 xy
  

︷ ︸︸ ︷

x − y

Finalmente, como y es un extremo de un intervalo de Cn, a partir de la

iteración n jamás se lo retira. Por lo tanto, y ∈ Cj para todo j ∈ N tal que j ≥ n.

Pero como la sucesión (Cn)n∈N es decreciente y y ∈ Cn, se tiene que y ∈ Cj

para todo j ∈ {0, 1, . . . , n}.

En resumen, se tiene que y ∈ Cj para todo j ∈ N. Esto prueba que existe

y ∈
⋂

n∈N

Cn = C tal que x 6= y y |x − y| < ǫ. Por definición, se concluye que

x ∈ C′.

8. C es un conjunto perfecto.

Demostración. Por el numeral anterior, por el numeral 3. y por la Proposi-

ción 2.6, se deduce que el conjunto C es perfecto.

9. C es un conjunto nada denso.

Demostración. Por los numerales 5. y 3., y por el Lema 2.43, se deduce que C es

un conjunto nada denso.

10. C es un conjunto de Cantor.

Demostración. Por los numerales 6., 8. y 9., se concluye que C es un conjunto

de Cantor.

Por los numerales 4. y 10., se concluye que existe un conjunto de Cantor C tal

que C ⊂ X.

El teorema anterior prueba que Qc = R \ Q y los números trascendentes contie-

nen conjuntos de Cantor. En efecto, este resultado es inmediato pues Q y los núme-

ros algebraicos son conjuntos numerables.
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Capítulo 4

Existencia de un Conjunto de Cantor

en los Números de Liouville

Para probar la existencia de un conjunto de Cantor C1, tal que C1 ⊂ L, se definen

los conjuntos A ⊂ 2N y S ⊂ R. Primero se muestra que A no es numerable; este

hecho implica que S tampoco es numerable. Después se prueba que S es un conjunto

cerrado y está contenido en L. Finalmente, por el Teorema de Bendixson existe un

conjunto perfecto C1 ⊂ L y del Lema 2.43 se concluye que C1 es un conjunto de

Cantor.

Se empieza definiendo el conjunto

A = {x = (xn)n∈N ∈ 2N : x2n + x2n+1 = 1 para cada n ∈ N}.

PROPOSICIÓN 4.1. El conjunto A no es numerable.

Demostración. Se define f : A → 2N tal que para x ∈ A, f (x) = (yn)n∈N donde

yn =

{

1 si x2n+1 = 1

0 si x2n = 1,

para todo n ∈ N.

La función f es inyectiva. En efecto, se supone que x, z ∈ A tales que x 6= z.

Existe i ∈ N tal que xi 6= zi. Sin pérdida de generalidad, se supone que xi = 0 y

zi = 1.

Si i = 2k con k ∈ N, se tiene que ( f (x))k = 1 y ( f (z))k = 0; luego f (x) 6= f (z).

Si i = 2k + 1 con k ∈ N, se tiene que ( f (x))k = 0 y ( f (z))k = 1; nuevamente

f (x) 6= f (z).
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La función f también es sobreyectiva pues, dado (yn)n∈N ∈ 2N, para cada n ∈

N, (xn)n∈N se define por

x2n =

{

0 si yn = 1

1 si yn = 0

y

x2n+1 =

{

1 si yn = 1

0 si yn = 0.

Por lo tanto, x ∈ A y se verifica que f (x) = y.

Así se concluye que f es biyectiva. Por el Corolario 2.22 y el Teorema 2.34, se

colige que A no es numerable.

Ahora, si (xn)n∈N ∈ A, entonces |xn| ≤ 1 para todo n ∈ N. Por lo tanto, la serie

∑
n∈Z+

xn−1

10n!

converge. También se define

S =

{

∑
n∈Z+

xn−1

10n! ∈ R : (xn)n∈N ∈ A

}

.

LEMA 4.2. Dado (xn)n∈N y α ∈ R, si existe N ∈ N tal que

xn = α

para todo n ≥ N, entonces

lı́m
n→∞

xn = α.

Demostración. Sea ǫ > 0. Para todo natural n ≥ N, se tiene que

|xn − α| = |α − α| = 0 < ǫ.

Por lo tanto,

lı́m
n→∞

xn = α.

LEMA 4.3. Si (xn)n∈N ∈ 2N y existe x = lı́m
n→∞

xn, entonces

x ∈ {0, 1}.
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Más aún, existe N ∈ N tal que para todo n ≥ N,

xn = x.

Demostración. Puesto que (xn)n∈N ∈ 2N es una sucesión convergente, también es

de Cauchy. Así, para 1 > 0, existe N ∈ N tal que para todos n, m ∈ N tales que

n, m ≥ N, se tiene que

|xn − xm| < 1.

Además, puesto que xn − xm ∈ {−1, 0, 1} para todo n, m ∈ N; se sigue que si n ≥ N,

entonces xn = xN. Por el Lema 4.2 se tiene que

xn → xN.

Por la hipótesis y la unicidad del límite se concluye que x = xN ∈ {0, 1}.

El siguiente lema se va a usar para probar que A y S son equipotentes.

LEMA 4.4. Sea z = (zi)i∈Z+ tal que zi ∈ {−1, 0, 1} para cada i ∈ Z+. Si

∞

∑
i=1

zi

10i! = 0,

entonces zi = 0 para todo i ∈ Z+.

Demostración. Se va a proceder por inducción matemática. Como la serie converge

a 0, se puede escribir

−
z1

10
=

∞

∑
i=2

zi

10i! .

Luego,

∣
∣
∣

z1

10

∣
∣
∣ =

∣
∣
∣
∣
∣

∞

∑
i=2

zi

10i!

∣
∣
∣
∣
∣
≤

∞

∑
i=2

|zi|

10i! ≤
∞

∑
i=2

1
10i!

<

∞

∑
i=2!

1
10i

=
1

102

1 − 1
10

=
1
90

.

Entonces se verifica que |z1| <
1
9 < 1. Como los únicos valores que puede tomar z1

son elementos de {−1, 0, 1}, se concluye que z1 = 0.

Sea n ∈ N tal que n ≥ 2 y zk = 0 para k ∈ {1, 2, . . . , n − 1}. Se va a probar que

zn = 0. Como la serie converge a 0 y sus primeros n − 1 términos son 0, se puede
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escribir

−
zn

10n! =
∞

∑
i=n+1

zi

10i! .

Entonces,

∣
∣
∣

zn

10n!

∣
∣
∣ =

∣
∣
∣
∣
∣

∞

∑
i=n+1

zi

10i!

∣
∣
∣
∣
∣
≤

∞

∑
i=n+1

|zi|

10i! ≤
∞

∑
i=n+1

1
10i!

<

∞

∑
i=(n+1)!

1
10i

=
1

10(n+1)!

1 − 1
10

=
10
9

1
10(n+1)!

.

Así se verifica que

|zn| <
10
9

10n!

10(n+1)!
=

10
9

10n!(1−(n+1)) =
10
9

10−n(n!).

Como n ≥ 2, entonces n! ≥ 2. Se tiene que n(n!) ≥ 4 y −n(n!) ≤ −4. Por lo tanto,

|zn| <
10
9

10−n(n!) ≤
10
9

10−4 =
1

9000
< 1.

Una vez más, se tiene que |zn| < 1. Así se concluye que zn = 0, puesto que zn ∈

{−1, 0, 1}.

Los siguientes 3 teoremas prueban la existencia de un conjunto cerrado no nu-

merable contenido en L.

TEOREMA 4.5. El conjunto S no es numerable.

Demostración. Sea f : A → S tal que f (x) =
∞

∑
i=1

xi−1

10i! para todo x ∈ A. Por la defini-

ción de S, se verifica que f es sobreyectiva. Se va a probar que f es inyectiva. Sean

x, y ∈ A tales que f (x) = f (y). Por la definición de f , se verifica que

∞

∑
i=1

xi−1

10i! =
∞

∑
i=1

yi−1

10i! ,

esto equivale a
∞

∑
i=1

xi−1 − yi−1

10i! = 0.

Sea zi = xi−1 − yi−1 para todo i ∈ Z+. Por la definición de x y y se tiene que

zi ∈ {−1, 0, 1} para todo i ∈ Z+. Y, además

∞

∑
i=1

zi

10i! = 0.
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Luego, por el Lema 4.4, se colige que zi = 0 para todo i ∈ Z+, de donde se verifica

que xi−1 = yi−1 para todo i ∈ Z+. Se concluye que x = y, lo que prueba que f es

inyectiva.

En resumen, A y S son equipotentes y, como A no es numerable, se concluye que

S no es numerable (Corolario 2.22).

TEOREMA 4.6. El conjunto S es cerrado.

Demostración. Sea y ∈ R tal que lı́m
n→∞

xn = y, donde (xn)n∈N está en S. Se va a probar

que y ∈ S. Por la definición de S, para cada n ∈ N, se tiene que

xn =
∞

∑
i=1

xn
i−1

10i! ,

donde (xn
i )i∈N está en A. Se va a probar que la sucesión (xn

k )n∈N en R converge para

todo k ∈ N mediante inducción matemática.

Como la sucesión (xn)n∈N es convergente, (xn)n∈N es una sucesión de Cauchy.

Así, como 1
90 > 0, existe N0 ∈ N tal que si n, m ≥ N0, entonces

|xn − xm| =

∣
∣
∣
∣
∣

∞

∑
i=1

xn
i−1 − xm

i−1

10i!

∣
∣
∣
∣
∣
<

1
90

. (4.1)

Luego, por la desigualdad triangular y por (4.1) para todos naturales n, m ≥ N0 se

tiene que

|xn
0 − xm

0 |

10
≤

∣
∣
∣
∣
∣

∞

∑
i=1

xn
i−1 − xm

i−1

10i!

∣
∣
∣
∣
∣
+

∣
∣
∣
∣
∣

∞

∑
i=2

xn
i−1 − xm

i−1

10i!

∣
∣
∣
∣
∣
<

1
90

+
∞

∑
i=2

|xn
i−1 − xm

i−1|

10i!

≤
1

90
+

∞

∑
i=2

1
10i! <

1
90

+
∞

∑
i=2

1
10i

=
1
90

+
0,12

1 − 0,1
=

1
90

+
1

90
=

1
45

,

(recuérdese que |xn
i−1 − xm

i−1| ≤ 1 para todo i ∈ Z+ ya que xn, xm ∈ A). Puesto que

xn
0 − xm

0 ∈ {−1, 0, 1}, de |xn
0 − xm

0 | <
10
45 < 1 se concluye que xn

0 − xm
0 = 0; es decir, si

n, m ≥ N0, entonces xn
0 = xm

0 . Por el Lema 4.2 existe x0 ∈ {0, 1} tal que lı́m
n→∞

xn
0 = x0.

Sea k ∈ Z+. Se supone que xn
j → xj donde xj ∈ {0, 1} para todo j = 1, . . . , k. Se

va a probar que xn
k+1 converge cuando n → ∞.

Como la sucesión (xn)n∈N es convergente, entonces (xn)n∈N es una sucesión de

Cauchy. Para ǫ = 10
9 10−(k+3)!

> 0, existe N ∈ N tal que si n, m ≥ N, entonces

|xn − xm| =

∣
∣
∣
∣
∣

∞

∑
i=1

xn
i−1 − xm

i−1

10i!

∣
∣
∣
∣
∣
< ǫ.

67



Como (xn
j )n∈N es convergente para j = 0, 1, . . . , k en {0, 1}, por el Lema 4.3 existe

Nj ∈ N tal que (xn
j )n∈N es constante si n ≥ Nj. Sea Nk+1 := máxj<k+1{Nj, N}.

Entonces, si n, m ≥ Nk+1, se verifica que

|xn − xm| =

∣
∣
∣
∣
∣

∞

∑
i=k+2

xn
i−1 − xm

i−1

10i!

∣
∣
∣
∣
∣
< ǫ.

Luego, de la desigualdad triangular, para todo n, m ≥ Nk+1 se tiene que

|xn
k+1 − xm

k+1|

10(k+2)!
≤

∣
∣
∣
∣
∣

∞

∑
i=k+2

xn
i−1 − xm

i−1

10i!

∣
∣
∣
∣
∣
+

∣
∣
∣
∣
∣

∞

∑
i=k+3

xn
i−1 − xm

i−1

10i!

∣
∣
∣
∣
∣
< ǫ +

∞

∑
i=k+3

|xn
i−1 − xm

i−1|

10i!

≤ ǫ +
∞

∑
i=k+3

1
10i! < ǫ +

∞

∑
i=(k+3)!

1
10i

= 2ǫ

= 20
0,1(k+3)!

9
,

(recuérdese que |xn
i−1 − xm

i−1| ≤ 1 para todo i ∈ Z+ ya que xn, xm ∈ A). En resumen,

se tiene que

|xn
k+1 − xm

k+1| <
20
9

· 10(k+2)!−(k+3)! =
20
9

· 10−(k+2)!(k+2).

Como k ≥ 1, entonces (k + 2)! > 3!, se sigue que (k + 2)!(k + 2) > 3! · 3 = 18. Por lo

tanto,

|xn
k+1 − xm

k+1| <
20
9

· 10−18
< 1.

Puesto que xn
k−1 − xm

k−1 ∈ {−1, 0, 1}, se sigue que si n, m ≥ Nk+1, entonces xn
k+1 =

xm
k+1. Por los Lemas 4.2 y 4.3 existe xk+1 ∈ {0, 1} tal que lı́m

n→∞
xn

k+1 = xk+1.

Ahora, se va a probar que y =
∞

∑
i=1

xi−1

10i! ∈ S. Sea ǫ > 0. Puesto que ∑
∞
i=1

1
10i! es

convergente, lı́m
m→∞

∞

∑
i=m

1
10i! = 0. Por lo tanto, existe a ∈ Z+ tal que

∞

∑
i=a

1
10i! < ǫ.

Como xn
k → xk para cada k = 0, 1, . . . , a − 1, por el Lema 4.3 existe Nk tal que para

todo natural n ≥ Nk,

xn
k = xk.
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Sea Na = máx
0≤k<a

{Nk}. Así se tiene que para todo n ∈ N, si n ≥ Na, entonces

∣
∣
∣
∣
∣
xn −

∞

∑
i=1

xi−1

10i!

∣
∣
∣
∣
∣
=

∣
∣
∣
∣
∣

∞

∑
i=1

xn
i−1

10i! −
∞

∑
i=1

xi−1

10i!

∣
∣
∣
∣
∣
=

∣
∣
∣
∣
∣

∞

∑
i=1

xn
i−1 − xi−1

10i!

∣
∣
∣
∣
∣

=

∣
∣
∣
∣
∣

a−1

∑
i=1

xn
i−1 − xi−1

10i! +
∞

∑
i=a

xn
i−1 − xi−1

10i!

∣
∣
∣
∣
∣
=

∣
∣
∣
∣
∣

∞

∑
i=a

xn
i−1 − xi−1

10i!

∣
∣
∣
∣
∣

≤
∞

∑
i=a

|xn
i−1 − xi−1|

10i! ≤
∞

∑
i=a

1
10i! < ǫ.

Entonces, se verifica que

xn →
∞

∑
i=1

xi−1

10i! .

Por la unicidad del límite, se deduce que y =
∞

∑
i=1

xi−1

10i! .

Finalmente, se va a probar que x ∈ A. Sea k ∈ N, como cada xn ∈ A para todo

n ∈ N, se tiene que xn
2k+1 + xn

2k = 1 para todo n ∈ N. Por las convergencias de

(xn
2k+1)n∈N y (xn

2k)n∈N, existe N ∈ N tal que n ≥ N implica que xn
2k+1 = x2k+1 y

xn
2k = x2k. Por todo esto, se deduce que para n ≥ N,

x2k+1 + x2k = xn
2k+1 + xn

2k = 1.

Por definición, se deduce que x ∈ A. Ahora, por definición de S, se concluye que

y ∈ S. Todo esto prueba que S es cerrado.

El siguiente teorema prueba que todos los elementos de S son números de Liou-

ville.

TEOREMA 4.7. Se verifica que S ⊂ L.

Demostración. Sea y ∈ S, por definición del conjunto S, se puede escribir

y =
∞

∑
i=1

xi−1

10i! ,

donde x ∈ A. Por definición del conjunto A, se tiene que x2n+1 + x2n = 1 para todo

n ∈ N y por lo tanto, (xn)n∈N tiene soporte infinito. Además, como xi ∈ {0, 1} para

todo i ∈ N, por la Proposición 2.64 se verifica que

y =
∞

∑
i=1

xi−1

10i! ∈ L.

Todo esto prueba que S ⊂ L.
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Finalmente, se prueba el primer objetivo del presente trabajo.

TEOREMA 4.8. Existe C1 ⊂ L tal que C1 es un conjunto de Cantor.

Demostración. Como el conjunto S es cerrado, por el Teorema de Bendixson existe

un conjunto perfecto C1 tal que C1 ⊂ S. El conjunto C1 es no vacío, pues S es no

numerable.

Dado que el conjunto L es un conjunto de medida nula y C1 ⊂ S ⊂ L, se verifica

que C1 es un conjunto de medida nula. Además, C1 es cerrado (Corolario 2.8) y del

Lema 2.43 se sigue que C1 es nada denso.

En resumen, se concluye que C1 es un conjunto de Cantor tal que C1 ⊂ L.
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Capítulo 5

Existencia de un Conjunto de Cantor

en los Números Diofantinos

Primero se prueba que Tn, del Lema 2.57, es abierto y denso para cada n ∈ N.

Así se presentar a D cono la unión numerable de conjuntos cerrados y nada densos.

Se prueba que uno de esos conjuntos es no numerable y a través del Teorema de

Bendixson se demuestra la existencia de un conjunto de Cantor C2 ⊂ D.

Se recuerda que

L =
⋂

n∈N

Tn,

donde

Tn =
∞⋃

q=2

⋃

p∈Z

[(
p

q
−

1
qn

,
p

q

)

∪

(
p

q
,

p

q
+

1
qn

)]

, ∀n ∈ N.

PROPOSICIÓN 5.1. Para todo n ∈ N, Tn es abierto.

Demostración. Sea n ∈ N, para cada p, q ∈ Z tal que q ≥ 2, por el Lema 2.12, se tiene

que
(

p

q
−

1
qn

,
p

q

)

y
(

p

q
,

p

q
+

1
qn

)

,

son conjuntos abiertos. Por el Lema 2.14, se deduce que
(

p

q
−

1
qn

,
p

q

)

∪

(
p

q
,

p

q
+

1
qn

)

es abierto y por lo tanto,

∞⋃

q=2

⋃

p∈Z

[(
p

q
−

1
qn

,
p

q

)

∪

(
p

q
,

p

q
+

1
qn

)]
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también lo es; es decir, Tn es un conjunto abierto.

LEMA 5.2. Para todo n ∈ N, Q ⊂ Tn.

Demostración. Sean n ∈ N, z ∈ Q y ǫ > 0. Se va a demostrar que B(z, ǫ) ∩ Tn 6= ∅.

Como z ∈ Q, existen r ∈ Z y s ∈ Z+ tales que z = r
s . Se definen p = 2r y q = 2s.

Entonces z = p
q , p ∈ Z, q ∈ Z+ y q ≥ 2. Ahora, se toma

y = z −
1
2

mı́n{ǫ, q−n}.

Se tiene que y ∈ B(z, ǫ), pues z − y ≤ ǫ
2 < ǫ. Además, y ∈

(
p
q − 1

qn , p
q

)

, porque

p

q
−

1
qn

= z −
1
qn

≤ z − mı́n{ǫ, q−n} < z −
1
2

mı́n{ǫ, q−n} = y

y

y = z −
1
2

mı́n{ǫ, q−n} < z =
p

q
.

Ahora, se considera

∅ 6= B(z, ǫ) ∩

(
p

q
−

1
qn

,
p

q

)

⊂ B(z, ǫ) ∩ Tn.

Se deduce que B(z, ǫ) ∩ Tn 6= ∅, de donde se concluye que z ∈ Tn.

COROLARIO 5.3. Para todo n ∈ N, Tn es denso.

Demostración. Sea n ∈ N, por el lema anterior, Q ⊂ Tn. Dado que el conjunto Tn es

cerrado, se deduce que Q ⊂ Tn. Puesto que Q = R, se verifica que R ⊂ Tn; así se

concluye que Tn = R.

El siguiente corolario establece una propiedad importante del conjunto L.

COROLARIO 5.4. El conjunto L es denso.

Demostración. Por el Teorema de Categoría de Baire; es decir, la intersección nume-

rable de abiertos densos es un conjunto denso, como Tn es abierto y denso para todo

n ∈ N, se verifica que el conjunto
⋂

n∈N

Tn

es un conjunto denso. Por el Lema 2.57, L =
⋂

n∈N

Tn de donde se concluye que L es

un conjunto denso.
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El siguiente teorema da una característica importante del conjunto D.

TEOREMA 5.5. El conjunto D no es numerable.

Demostración. Por reducción al absurdo, se supone que D es numerable. Por la de-

finición de la medida de Lebesgue, se tiene que

λ(D) = 0.

Además, por la Proposición 2.60, λ(L) = 0. Por lo tanto, se verifica que

λ(R) = λ
(

L
⊎

D

)

= λ(L) + λ(D) = 0 + 0 = 0.

Pero λ(R) = +∞. Esta contradicción implica que D no es numerable.

Observación: El conjunto de los Números Diofantinos se puede representar por

D = Lc =

(
⋂

n∈N

Tn

)c

=
⋃

n∈N

Tc
n =

⋃

n∈N

Dn,

donde Dn = Tc
n para todo n ∈ N.

Ahora, se estudian las características de los conjuntos Dn para n ∈ N.

PROPOSICIÓN 5.6. Para todo n ∈ N, se tiene que Dn es cerrado y nada denso.

Demostración. Sea n ∈ N, por la Proposición 5.1, se tiene que Tn es un conjunto

abierto. Luego, por la Proposición 2.13, Dn = Tc
n es un conjunto cerrado.

Como el conjunto Tn es abierto y denso, por la Proposición 2.44, se colige que Dn

es nada denso.

Por todo esto, se concluye que Dn es cerrado y nada denso.

Finalmente, se demuestra el segundo objetivo del presente trabajo.

TEOREMA 5.7. Existe C2 ⊂ D tal que C2 es un conjunto de Cantor.

Demostración. Como el conjunto D no es numerable y como

D =
⋃

n∈N

Dn,

por el contra recíproco del Teorema 2.32, existe k ∈ N tal que Dk no es numerable.
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Por la proposición anterior, Dk es cerrado. Por el Teorema de Bendixson, existe

C2 ⊂ Dk tal que C2 es un conjunto perfecto. El conjunto C2 es no vacío, pues Dk es

no numerable.

También, por la proposición anterior, Dk es nada denso. Por el lema 2.42, C2 es

nada denso. Por definición, C2 es un conjunto de Cantor tal que

C2 ⊂ Dk ⊂
⋃

n∈N

Dn = D.

Así se concluye que existe un conjunto de Cantor C2, tal que C2 ⊂ D.
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Capítulo 6

Resultados adicionales

En este capítulo se dan algunos resultados importantes que se han probado al

cumplir los objetivos del trabajo.

No es necesario que un conjunto de Cantor sea compacto. Para convencerse de

este hecho, se da un conjunto de Cantor que no es acotado.

Demostración. Para cada n ∈ N, sea Cn el conjunto triádico de Cantor que se cons-

truye en [2n, 2n + 1]. Se define

C =
⊎

n∈N

Cn.

El conjunto C es no acotado pues por su construcción, 2n ∈ Cn ⊂ C para cada

n ∈ N.

También es cerrado. En efecto, sea (xk)k∈N en C tal que

xk → x.

Con 1
2 > 0, existe K ∈ N tal que si k ≥ K, entonces

|x − xk| <
1
2

. (6.1)

Como xK ∈ C existe un único j ∈ N tal que xK ∈ Cj. Así

k ≥ K =⇒ xk ∈ Cj.

En efecto, por reducción al absurdo. Supongamos que existe un natural m ≥ K tal

que xm ∈ Cn0 con n0 6= j. Por lo tanto, se tiene que

1 ≤ |xm − xK| ≤ |xm − x|+ |x − xk| <
1
2
+

1
2
= 1,
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donde la primera desigualdad se cumple pues xm ∈ Cn0 y xK ∈ Cj con j 6= K y la

tercera desigualdad se da por (6.1). Esta contradicción implica que lo supuesto es

falso.

Puesto que Cj es un conjunto cerrado y (xk)k≥K es una sucesión de Cj que con-

verge a x, por la Proposición 2.5, se verifica que x ∈ Cj. Se concluye que

x ∈ Cj ⊂ C.

Por otra parte, el conjunto C es de medida de Lebesgue nula, pues se tiene que

λ(C) = λ

(
⊎

n∈N

Cn

)

= ∑
n∈N

λ(Cn) = 0,

donde la última igualdad se da pues Cn es el conjunto triádico de Cantor trasla-

dado y la medida de Lebesgue es invariante por traslaciones y λ(Cn) = 0. Por el

Teorema 2.43, el conjunto C es nada denso.

También es perfecto. En efecto, sean x ∈ C y ǫ > 0. Existe j ∈ N tal que x ∈ Cj.

Se sabe que Cj es perfecto. Por lo tanto, existe y ∈ Cj tal que x 6= y y |x − y| < ǫ. Se

concluye que existe y ∈ C tal que 0 < |x − y| < ǫ.

Por todo lo anterior, C es un conjunto de Cantor no acotado.

La siguiente proposición prueba que todo conjunto perfecto no vacío contiene

un perfecto no vacío y acotado.

PROPOSICIÓN 6.1. Sea P ⊂ R un conjunto perfecto y no vacío. Entonces existe K ⊂

P tal que K es perfecto, no vacío y acotado. Además, K es compacto.

Demostración. Se tiene que

R =
⋃

n∈Z

[n, n + 1].

Por lo tanto,

P = P ∩
⋃

n∈Z

[n, n + 1] =
⋃

n∈Z

(P ∩ [n, n + 1]) .

Por la Proposición 2.51, P no es numerable. Por el contra recíproco del Teorema 2.32,

existe k ∈ Z tal que P ∩ [k, k + 1] es no numerable. El conjunto P es cerrado (Corola-

rio 2.8), se sigue que P ∩ [k, k + 1] es cerrado.

Por el Teorema de Bendixson, existe K ⊂ P ∩ [k, k + 1] tal que K es perfecto. El

conjunto K es no vacío, pues P ∩ [k, k + 1] no es numerable.
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Además, el conjunto K es acotado. En efecto, para todo x ∈ K, se verifica que

x ∈ [k, k + 1], se sigue que

|x| ≤ máx{|k|, |k + 1|}.

Así se concluye que K es compacto.

El siguiente lema y teorema se prueban para dar una condición necesaria y sufi-

ciente para que un conjunto contenga un conjunto de Cantor.

LEMA 6.2. Todo conjunto perfecto no vacío contiene un conjunto de Cantor.

Demostración. Sea P ⊂ R un conjunto perfecto, no vacío. Hay dos casos.

Si int(P) = ∅, por el Lema 2.45, P es un conjunto de Cantor.

Si int(P) 6= ∅, entonces se toma x ∈ int(P). Por la definición de interior de un

conjunto, existe r > 0 tal que

B(x, r) ⊂ P.

Por otro lado, existe un conjunto de Cantor C, por el Corolario 3.9, tal que

C ⊂ (x − r, x + r) = B(x, r).

Luego, se deduce que existe C ⊂ P.

En ambos casos se concluye que existe un conjunto de Cantor contenido en P.

TEOREMA 6.3 (Teorema 3.39 de [1]). Todo subconjunto cerrado de un compacto X ⊂

R es compacto

TEOREMA 6.4. Todo conjunto de Cantor tiene un subconjunto de Cantor compacto.

Demostración. Sea C ⊂ R un conjunto de Cantor. Por definición, C es un conjunto

perfecto y no vacío. De la Proposición 6.1, se colige que existe un conjunto P ⊂ C tal

que P es un conjunto perfecto, no vacío y acotado.

Por el Lema 6.2, existe K ⊂ P, tal que K es un conjunto de Cantor. El conjunto

K es compacto. En efecto, dado que K es cerrado, P es compacto y K ⊂ P, por el

teorema 3.39 de [1], se deduce que K es compacto.

Se concluye que K ⊂ C es un conjunto de Cantor compacto.

Finalmente, se da una condición necesaria y suficiente para que un conjunto con-

tenga un conjunto de Cantor.
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TEOREMA 6.5. Sea X ⊂ R. El conjunto X contiene un conjunto de Cantor si y solo si

X contiene un conjunto cerrado y no numerable.

Demostración. Si existe un conjunto de Cantor C ⊂ X. El conjunto C es un perfecto y

no vacío. Por el Corolario 2.8 y la Proposición 2.51, se deduce que C es un conjunto

cerrado y no numerable contenido en X.

Recíprocamente, si existe un conjunto S ⊂ X tal que S es cerrado y no numerable,

por el Teorema de Bendixson, existe P ⊂ S tal que P es un conjunto perfecto.

El conjunto P es no vacío pues S es no numerable. Así, por el lema anterior, existe

C ⊂ P tal que C es un conjunto de Cantor.
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Capítulo 7

Conclusiones y Comentarios

Conclusiones

• Todo conjunto que contenga un intervalo con más de dos elementos, contiene

un conjunto de Cantor (Corolario 3.9).

• En un conjunto, cuyo complemento sea numerable, se puede construir un con-

junto de Cantor (Teorema 3.12).

• Por el Teorema 6.5, un conjunto X ⊂ R contiene un conjunto de Cantor si y

solo si contiene un cerrado no numerable.

• A pesar de que en algunas publicaciones, como en [11], se tratan conjuntos

de Cantor solo en la forma de intervalos, en el presente trabajo se aborda este

concepto de una forma mucho más general.

Comentarios

• Una posible continuación de esta investigación es buscar la demostración de

que todo conjunto no numerable posee un conjunto cerrado no numerable o

de dar un contra ejemplo.

• El Teorema de Bendixson solo se cumple en espacios de Lindelöf; es decir,

donde todo recubrimiento contenga un sub-recubrimiento numerable. Por está

razón, algunos de los resultados probados en el presente trabajo podrían no

mantenerse en espacios métricos más generales.
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