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Resumen

En el presente trabajo se demuestra la existencia de un conjunto de Cantor conte-
nido en los niimeros de Liouville y otro conjunto de Cantor contenido en los ntiime-
ros Diofantinos. Nombremos con IL y con ID los conjuntos de ntimeros de Liouville

y Diofantinos, respectivamente.

Mediante la estructura de los ntiimeros de Liouville se construye un conjunto
cerrado no numerable contenido en IL. Por el Teorema de Bendixson, se demuestra
la existencia de un conjunto perfecto no vacio Cy, en IL. Puesto que IL es un conjunto

de medida de Lebesgue nula, A(IL) = 0, C; es un conjunto de Cantor.

Utilizando la representacién de IL como interseccion numerable de abiertos den-
s0s, se expresa a ID como la unién numerable de cerrados nada densos. Puesto que
D es no numerable, al menos uno es cerrado, no numerable y nada denso. Por el
Teorema de Bendixson, se demuestra la existencia de un conjunto perfecto no vacio
Cy, en D. El conjunto C; es un conjunto de Cantor pues es un perfecto, no vacio,

contenido en un conjunto nada denso.

También se ofrece la construccién de un conjunto de Cantor en cualquier sub-

conjunto de R cuyo complemento sea numerable.

Finalmente, se prueba una condicién necesaria y suficiente para que un conjunto
dado contenga un conjunto de Cantor. A saber: que contenga un conjunto cerrado

no numerable.
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Abstract

In this document the existence of two different Cantor sets, one of them contai-
ned in the set of Liouville numbers and the other one inside the set of Diophantine

numbers, is proved.

By studying the structure of Liouville numbers we build an uncountable and
closed set in IL. By Bendixson’s Theorem, we prove that there exists a non empty
perfect set Cy, in IL. Since the set IL is a null set under the Lebesgue measure (i.e.
A(IL) = 0), C; is a Cantor set.

Using the representation of IL as a countable intersection of open and dense sets
(L is a dense G; set in the real line), ID can be express as countable union of closed
and nowhere dense sets. Since D is uncountable, there exists at least one uncoun-
table, closed and nowhere dense set in ID. By Bendixson’s Theorem, we prove that
there exists a non empty perfect set Cp, in ID. C; is a Cantor set since it is a non empty

perfect set which is contained in a nowhere dense set.
Also, we build a Cantor set in every set of R whose complement is countable.

Finally, we obtain a necessary and sufficient condition for a set to contain a Can-

tor set. The condition is that the set contains an uncountable closed set.
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Notaciones

Para cualquier conjunto A C R, se define el complemento de A por

A= {xeR:x¢ A}

Para cualquier conjunto A C R, se define

P*(A) ={KC A:K +Q}.

Para todo conjunto Lebesgue-medible A C IR, se denota por
A(A)

la medida de Lebesgue del conjunto A.

IN denota el conjunto de los niimeros naturales dado por

N ={0,1,2,...}.

Z. se usa para denotar el conjunto de los ntimeros enteros.

Z" denota el conjunto de los ntimeros enteros positivos. Es decir, se tiene que

zt=1{1,2,...}.

Q representa el conjunto de los nimeros racionales. Es decir,

Qz{%:pEqu€Z+}.

L C R denota el conjunto de los niimeros de Liouville.

D = R\ L = LL® se usa para denotar el conjunto de niimeros Diofantinos.



El supremo del conjunto A (si existe) sera denotado por
sup(A).
Dados a € Ry r > 0, se representa la bola abierta de centro a y radio r por
B(a,r) ={x e R:|x—a| <r}.
Es util recordar que, en los reales, se verifica que B(a,r) = (a —r,a +r).
Seana € Ry r > 0, se representa la bola cerrada de centro a y radio r por

Bla,r] ={x e R:|x—a| <r}.

Una sucesion en un conjunto A ( o de elementos de A ), con A C R, es una
funciéon x: IN — A. Para cada n € IN, se representa la imagen de x respecto de
n por

x(n) = xy.
A modo de abreviacion, se escribe (x,),cN en A, en lugar de
x:IN— A

n Xy.

El conjunto de todas las sucesiones en {0, 1} se representa por 2N. Es decir,
2N = {(xp)pen @ X € {0,1} para todo n € N}.
Dada una funcién f : A — Bdonde A, B C R, se define el soporte de f por
supp (f) = {x € A: f(x) # 0}

Sean a,b € RR. Se define el intervalo medio tercio de [a,b] por

tercio([a, b]) = <2a;—b/a-§2b> .

Seana,b € R.Sear > 0tal que r < bz;“. Se define el intervalo medio tercio de

[a,b] de radio r por

tercio([a, b],r) = <a—2kb -7, a—;—b —|—r> .

N



Capitulo 1
Introduccion

Joseph Liouville fue un matemaético francés nacido en 1809. Liouville fue el pri-
mero en demostrar la existencia de nimeros trascendentes. En 1844, prob6 que todo
ntmero de Liouville es un ntimero trascendente ([7]). Posteriormente, prob6 que el

nuamero

no es algebraico, y por lo tanto es trascendente.

Otra prueba de la existencia de ntimeros trascendentes, aunque no constructiva,
la hizo el matemético aleman Georg Cantor (1845-1918). El demostr6 que el conjunto
de los ntimeros algebraicos es numerable. Puesto que R es no numerable, deben

existir nimeros reales que no sean algebraicos.

El matemético H.J.S. Smith fue el primero en estudiar los conjuntos de Cantor.
El dio un método para construir conjuntos nada densos en el afio 1875. Cantor de-
fine sus conjuntos en el periodo de 1879 a 1884, en cinco articulos titulados Ueber
unendliche, lineare Punktmannichfaltigkeiten. Cantor construy6 su conjunto triddico al
buscar un conjunto no vacio que sea perfecto y nada denso. Al conjunto de Cantor
se le puede ver como lo que estd entre un punto y una recta. Por ejemplo, el con-
junto triddico de Cantor de [0, 1] no contiene ningtin intervalo, pero posee la misma
cantidad de puntos que [0, 1]. Es decir, es un conjunto no numerable de medida de
Lebesgue nula ([16]).

Una forma de definir un namero de Liouville, diferente a la que se aborda en
este documento, es a través del concepto de medida de irracionalidad de un namero,

([21]): un namero es de Liouville si tiene medida de irracionalidad infinita.

En el siguiente grafico se ilustra el lugar que ocupan los ntimeros de Liouville en



los reales.

R
: \
Algebraicos \ Liouville
\\\
Trascendentes
Q

Como se puede ver, ningtin nimero de Liouville es algebraico. Ademas, se sabe
que existen nimeros trascendentes que no son de Liouville. A saber, los ntimeros
7y 7% son ntimeros trascendentes que tienen medida de irracionalidad menor que

12.7 y 6.35, respectivamente ([9]).

Para demostrar la existencia de los conjuntos de Cantor en el conjunto de los
ntimeros de Liouville (L) y en el conjunto de los nimeros Diofantinos (D), este

trabajo se ha organizado de la siguiente manera:

En el Capitulo 2 se hace una revisién de varias propiedades importantes de sub-
conjuntos de los ntimeros reales, tanto topolégicas como de numerabilidad. Se enun-
cia y demuestra el Teorema de Bendixson, se enuncia el Teorema de categorias de

Baire y se definen los conceptos fundamentales de este trabajo.

En el Capitulo 3 se demuestra que todo conjunto cuyo complemento es nume-
rable contiene un conjunto de Cantor. Para esto, se prueban varios lemas y propo-
siciones sobre los conceptos de conexidad y sobre subconjuntos cerrados y abiertos

en los reales.

En el Capitulo 4 se prueba la existencia de un conjunto de Cantor en los niimeros
de Liouville. Para esto, se construye un conjunto cerrado no numerable contenido

en L y se usa el Teorema de Bendixson.

En el Capitulo 5 se demuestra la existencia de un conjunto de Cantor en los nu-
meros Diofantinos. Para este fin, se expresa ID como una unién numerable de con-

juntos cerrados y se utiliza el Teorema de Bendixson.

Finalmente, en el Capitulo 6 se muestran otros resultados importantes sobre los

conjuntos de Cantor, que se obtuvieron al realizar este trabajo de titulacién.

Es importante decir que en todos los capitulos se distingue entre “proposicién” y
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“teorema” en el sentido que se usan las tltimas para dar propiedades que describen

hechos fundamentales sobre, IR, IL, ID o sobre conjuntos de Cantor.



Capitulo 2
Conceptos Fundamentales

A continuacién, se enuncian algunas definiciones y proposiciones bésicas en el

conjunto de los ntiimeros reales, R, que serdn de uso frecuente en este documento.

Para mayor detalle, se puede revisar [1].

2.1. Topologia de R

DEFINICION 2.1. Sea X un subconjunto de los ntimeros reales R. Se dice quea € R

es punto de adherencia de X si para todo € > 0, se verifica que
B(a,e)NX # @.

La clausura de X, notada por X, es el conjunto de los puntos de adherencia de X. Un

conjunto se dice cerrado si es igual a su clausura.

Se dice que el conjunto A es cerrado en X si existe un conjunto F tal que F es
cerradoenRy A = FNX.

La siguiente proposicién da una condicién necesaria y suficiente para que un

conjunto sea cerrado.

PROPOSICION 2.1. Sea X un subconjunto de los ntimeros reales R. Si X C X, enton-

ces X es cerrado.

Demostracion. Por la definicién de conjunto cerrado, solo falta probar que X C X. Si

X = @, no hay nada que probar pues el conjunto vacio, @, es subconjunto de todo



conjunto. Si X # @, sean x € Xy € > 0. Se deduce que
{x} C B(x,e)NX.
Esto prueba que B(x,€) N X # @. Por definicién, se concluye que x € X. O

DEFINICION 2.2. Sean X C R no vacio y (x,)nen en X. Siz € X y para todoe > 0,
existe N € N tal que
n>N=|z—x,| <e,

se dice que la sucesion (x,),eN es convergente al punto z en el conjunto X y se denota

por

Iim x, = z.
n—o00

DEFINICION 2.3. Sean X C R no vacio y (x,),eN en X. Se dice que (x,),eN €s una
sucesion de Cauchy si para todo € > 0, existe N € IN tal que para todosn,m € IN,

n,m>N = |x, — x| <e.

Decimos que X es completo si toda sucesion de Cauchy de X es convergente en
X.

LEMA 2.2. Toda sucesion convergente es de Cauchy.

Demostracién. Sea (x,)yen en R una sucesion convergente a z € R. Sea € > 0. Por
lo tanto, existe N € IN tal que para todon € IN,
€

nZN:>\z—xn|<2

(2.1)
Por lo tanto, por la desigualdad triangular y por 2.1 se tiene que para todon,m € IN,

€ €
HZN:>]xm—xn|§|xm—z]+]z—xn\<§+§:e,

Asi, se concluye que (x,)neN- O]

El siguiente lema se va a usar para probar una caracterizacion importante de los

conjuntos cerrados.

LEMA 2.3. Sea X un subconjunto de los numeros reales R. Sean (x,),cN en X y

x € R tal que lim x, = x. Entonces x € X.
n— o0



Demostracion. Sea € > 0; puesto que li_r>n x, = x, existe N € N tal que
n—oo
n>N=|x—x,| <e.

Por lo tanto, xy € B(x,€). Ademads, como x, € X para todo n € IN, en particular, se
tiene que xy € X. Luego, se verifica que xy € B(x,€) N X, es decir, B(x,e) N X # Q.
Se concluye que x € X. O

La siguiente definicién servird para presentar el fundamental Axioma de Elec-

cion.

DEFINICION 2.4. Sea X C R. Se dice que F : P*(X) — X es una funcién de eleccion
del conjunto X si F(Y) € Y paratodoY € P*(X).

AXIOMA (Axioma de Eleccion, [19]). Todo subconjunto de los reales tiene una fun-

cion de eleccion.

El siguiente lema muestra una aplicacion del Axioma de Eleccién.

LEMA 2.4. Sea X C RR. Sea C una coleccién de conjuntos no vacios de X. Entonces
existe una funcién f : C — X tal que f(S) € S paratodo S € C.

Demostracion. Por el Axioma de Eleccién, existe F : P* — X tal que F(K) € K para
todo K € P*. Puesto que C C P*, ya que @ ¢ C, se define la funcién f : C — X tal
que f(S) = F(S) paratodo S € C. Por lo tanto, f : C — X tal que f(S) € S para
todo S € C. O

La siguiente proposicion es un criterio muy ttil para determinar si un conjunto

es cerrado.

PROPOSICION 2.5. Sea X un subconjunto de los ntimeros reales R. EI conjunto X es
cerrado si y s6lo si toda sucesion (x,),eN convergente en X, tiene su limite en X. Es

decir, si lim x,, = x, entonces x € X.
n—oo

Demostracién. Se supone que X es un conjunto cerrado. Sean (x,),eN una sucesion
en Xy x € R tales que lim x, = x. Por el Lema 2.3, se verifica que x € X. Puesto
n—o0

que X es cerrado, se tiene que X = X. Asi, se concluye que x € X.

Reciprocamente, sea x € X; por definicién de punto de adherencia,

An::{ZEX:|x—z|<%}7§@



para cada n € Z*. Por el Lema 2.4, existe una funcién f : {A,},cz+ — X tal que

f(A;) € Ay paracadan € Z*.Sea x; := f(Ax,1) € Axyq para todo k € IN. Asi,

lx — x| < ﬁ para todo k € IN, de donde klim x, = x. Por la hipotesis, se verifica
—00

que x € X. Por la Proposicién 2.1, se concluye que X es un conjunto cerrado. [

Ahora, se definen los conjuntos perfectos.

DEFINICION 2.5. Sea X un subconjunto de los ntimeros reales R. Se dice que a € R
es punto de acumulacion de X si toda vecindad de a posee puntos de X distintos de a.
El derivado de X, notado por X', es el conjunto de los puntos de acumulacién de X.

Un conjunto se dice perfecto si es igual a su derivado.

Observacién: Por la definiciéon de punto de adherencia y punto de acumulacién,
para todo X C IR, se tiene que X' c X.

La siguiente proposicién es muy utilizada para probar que un conjunto es per-

fecto.

PROPOSICION 2.6. Sea X C R un conjunto cerrado. Si X C X', entonces X es un

conjunto perfecto.

Demostracion. Por la observacién anterior y como X es un conjunto cerrado, se veri-

fica que

X' cX=X.

De la ultima expresion y por la hipoétesis, se sigue que X = X'. Es decir, X es un

conjunto perfecto. O

La siguiente proposicién prueba que el derivado de todo conjunto es cerrado.

PROPOSICION 2.7. Para todo X C R, se tiene que X' es un conjunto cerrado.

Demostracion. Sea X C R. Sin pérdida de generalidad, se supone que X' # @. Sean
x € X'y € > 0. Por definicién de la clausura, se deduce que B(x,§) N X' # . Sea
v € B(x,5) N X’; una vez més, sin pérdida de generalidad, se supone que y # x. Se

tomar = w > 0, por definicién del derivado, se verifica que

(B(y, )\ {y}) N X # .

Seaz € (B(y,r) \ {y}) N X. Se considera las siguientes desigualdades:

ozl <lr-yl+ly -zl <5Hr<s4s=e

9



donde la segunda desigualdad se verifica pues y € B(x,5) y z € B(y,r). Ademads,
z #xpues|z—y| <r < @.Enefecto,six =z de|z—y| < @ = @,se
tendria que [z —y| < |Z;—y| ; esto es absurdo pues el valor absoluto es una funcién no

negativa.

Por lo tanto, z € (B(x,¢€) \ {x}) N X. Por definicion, se concluye que x € X'. Por

la Proposicién 2.1, se concluye que X' es cerrado. O

Las siguientes proposiciones y los siguientes corolarios dan propiedades impor-

tantes de los conjuntos perfectos.

COROLARIO 2.8. Todo conjunto perfecto de R es cerrado.

Demostracion. Se deduce inmediatamente de la Proposicion 2.7 y de la definicién de

conjunto perfecto. O

PROPOSICION 2.9. Si A, B C R, entonces A’ UB' = (AUB)".

Demostracién. Primero se va a probar que A’ UB’ C (AU B)'. Sin pérdida de gene-
ralidad, se supone que A’ UB’ # @. Sean x € A’ UB’ y € > 0. Por definicién del

derivado de un conjunto, se tiene que
(B(x,e)\{x})NA#D o  (B(xe)\{x})NB#Q.
Por lo tanto, se colige que
(B(x,€) \ {x}) N (AUB) = ((B(x,e) \ {x}) N A) U ((B(x,e) \ {x}) N B) # @.

Por definicién de conjunto derivado, se concluye que x € (AU B)'.

Ahora, se va a probar que (AU B)" C A’ UB’. Se supone que (AU B)’ # @. Por
reduccién al absurdo, se supone que existe x € (AUB) talquex ¢ A’y x ¢ B.

Dado que x ¢ A’, por definicion, se tiene que existe € > 0 tal que
(B(x,e)\ {x})NA=0.

Como x ¢ B', por definicién, existe 6 > 0 tal que
(B(x,0)\ {x})NB =Q.

Se toma r := 1 min{e, 6} > 0. Como r < ¢, entonces B(x,7) \ {x} C B(x,e)\ {x}y

por lo tanto, se tiene que
(B(x,r)\ {x})NA C (B(x,e)\ {x})NA=0.

10



Por todo esto, se tiene que (B(x,r) \ {x}) N A = Q.

De manera similar, se tiene que (B(x,7) \ {x}) N B = @. Ahora, se concluye que
(B(x, 1)\ {x})N(AUB) = ((B(x,7)\ {x}) N A)U((B(x,7) \{x})NB) = QUD = D.

Esto contradice a que x € (A U B)’. Con lo que se prueba la segunda inclusién. [

COROLARIO 2.10. Sean € Z'. Sean A1, As, ..., A, C R. Entonces

n n !
e (U Ai) |
i=1 i=1

Demostracion. Se deduce inmediatamente por el método de induccién matemética y

de la proposicién anterior, pues sin € Z7, se tiene que
n—1 ! n /
(UAi> ua, = A .
i=1 i=1

COROLARIO 2.11. En el conjunto de los niimeros reales IR, Ia unién finita de conjun-

O

tos perfectos es un conjunto perfecto.

Demostracion. Es inmediato de la definicién de conjunto perfecto y del corolario an-

terior. ]

DEFINICION 2.6. Sea X un subconjunto de los ntiimeros reales R. Se dice que a € X
es punto interior de X si existe r > 0 tal que B(a,r) C X. El interior de X, notado por
int(X), es el conjunto de todos los puntos interiores de X. Un conjunto es abierto si

es igual a su interior.

Se dice que el conjunto A es abierto en X si existe un conjunto abierto U de R, tal
que A=UNX.

El siguiente lema justifica las expresiones “intervalo abierto” e “intervalo cerra-

do". Pero antes se presenta la definiciéon de intervalo.

DEFINICION 2.7. Sea X un subconjunto de los ntiimeros reales R. El conjunto X es

un intervalo si para todo x,y € X tal que x < y, se verifica que
(x,y) C X.

LEMA 2.12. Todo intervalo abierto es un conjunto abierto y todo intervalo cerrado

es un conjunto cerrado.

11



Demostracion. Sean a,b € R tales que a < b. Se va a probar que (a,b) es un conjunto

abierto y [4, b] es un conjunto cerrado.
Sea x € (a,b). Se define r = min{x —a,b —x} > 0.

Sea z € B(x,r). Por la definicién de bola abierta, se tiene que
|x —z| <.

Esto es equivalente a que —r < x —z < r. Asix —r < z < x + r y se verifican las

siguientes desigualdades
a=x—(x—a)<x—r<z<x+r<x+(b—x)=0.

Por definicion de (a,b), se verifica que z € (a,b). Se concluye que (a,b) es un con-

junto abierto.

Ahora, por reduccién al absurdo, supéngase que existe y € [a,b] talquey & [a, b];
es decir,y <aoy > b.Sear = min{a —y,y — b} > 0. Por lo tanto, existe w € [a, ]

tal que |y — w| < r. Pero la tltima desigualdad implica

w<yt+r<yta—y=a

w>y—rzy—(y—b)=b,

lo cudl es imposible pues w € [a, b]. Por lo tanto, lo supuesto es falso, por la Propo-

sicion 2.1, se concluye que [a, b] es un conjunto cerrado. O

La siguiente proposicion establece una relacién entre conjuntos abiertos y cerra-

dos.

PROPOSICION 2.13. Sea X C R. El conjunto X es abierto si y sélo si X es cerrado.

Demostracion. Sea X un conjunto abierto. Por reduccién al absurdo, se supone que
X¢ no es cerrado. Por la Proposicién 2.1, se deduce que X no estd contenido en X°.
Sea a € X° tal que a ¢ X°. Por la definicién de complemento de un conjunto, se
tiene que 2 € X. Como X es abierto, existe » > 0 tal que B(a,r) C X. Por la tltima
contenencia, se deduce que B(a,r) N X = @. Esto contradice el hecho de quea € Xe.

Por lo tanto, se colige que X¢ es cerrado.

Reciprocamente, se supone que X es cerrado. Si X = @ no hay nada que probar,
pues @ es un conjunto abierto. Si X # &, sea x € X. Por la definicién de complemen-

to de un conjunto, se tiene que x ¢ X°. Como X¢ es cerrado, se tiene que X' = X
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Se deduce que x ¢ X¢. Por definicién de clausura de un conjunto, existe r > 0 tal
que
B(x,r)N X" =Q@.

La ultima igualdad equivale a B(x,r) C X. Por lo tanto, X es un conjunto abierto.
O

Es importante no confundir el hecho de que un conjunto no sea cerrado no sig-
nifica que sea abierto ni viceversa. Por ejemplo, el intervalo (0, 1] no es ni abierto ni

cerrado.

Ahora, se da una propiedad fundamental de los conjuntos abiertos y cerrados.

LEMA 2.14. La union arbitraria de conjuntos abiertos es un conjunto abierto. Andlo-

gamente, la interseccion arbitraria de conjuntos cerrados es un conjunto cerrado.
Demostracién. Sea I un conjunto de indices arbitrarios.

1. Sean (Uy)qer una coleccion de conjuntos abiertos. Se define

U= {JU.

wel

Sea x € U. Por definicién de la unién generalizada, existe i € I tal que x € U;.
Como Uj; es un conjunto abierto, existe ¥ > 0 tal que B(x,7) C U;. Ademads,
puesto que

U; C | U,

nel

se verifica que B(x,r) C U. Se concluye que U es un conjunto abierto.

2. Sean (Fy)qer una coleccién de conjuntos cerrados. Por la Proposicién 2.13 y el

numeral anterior,

UE

nel

es un conjunto abierto. Ademas, puesto que se tiene la identidad

oy

wel ael

por la Proposicién 2.13, se concluye que

NA

ael
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es un conjunto cerrado.

O

La siguiente proposicién relaciona la nocién de interior, clausura y complemento
de un conjunto.

C

PROPOSICION 2.15. Sea X C R. Entonces, int(X¢) = X .
Demostracion. Se tiene que:

a € int(X°) = existe r > 0 tal que B(a,r) C X°.
= exister > 0talque B(a,r) N X = Q.

<C

Esta cadena de equivalencias demuestra que int(X¢) = X' O

La siguiente definicién sirve para la nocién de compacidad de un subconjunto

de los reales.

DEFINICION 2.8. Sea X C . El conjunto X se dice acotado si existe M > 0 tal que
x| <M  paratodox € X.

DEFINICION 2.9. Sea X C R. EI conjunto X se dice compacto si X es un conjunto

cerrado y acotado.

Con el fin de presentar la nocién de conjuntos homeomorfos, se dan las siguien-

tes definiciones.

DEFINICION 2.10. Sean A, B C R. La funcién f: A — B es continua ena € A si para
todo € > 0, existe § > 0 tal que para todo x € A,

x—al <6 = |f(x)— f(a)|] <e.
Se dice que f es continuaen S C A si paratodoz € S, f es continua en z.

El siguiente teorema va a ser muy importante para el Capitulo 3, para su demos-

tracion se puede revisar [1].

TEOREMA 2.16 (Teorema 4.37 de [1]). Sea la funcién f : S — M. Sea X un subcon-

junto conexo de S. Si f es continua en X, f(X) es un subconjunto conexo de M.
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DEFINICION 2.11. Sean A, B C R. La funcién f: A — B es un homeomorfismo si f es
biyectiva, continua y f~! es continua. Cuando exista un homeomorfismo entre dos

conjuntos, se dice que estos conjuntos son homeomorfos.

A continuacion, se da la nocién de conjunto conexo, junto con varias de sus pro-

piedades.

DEFINICION 2.12. Sea X un subconjunto de los niimeros reales R. Se dice que A C X
es no conexo o disconexo en X si existen B y C abiertos de A en X; es decir, B= B1 N A
y C = C1 N A con By y Cy abiertos de X, no vacios talesque A=BUCyBNC=0Q.

Si A C X no es disconexo en X, entonces se dice que A es conexo en X.

Observaciéon: SiA = BUCy BN C = @, escribiremos
A=BlHC

y se lee “A es unién disjunta de By C”.

Para la demostracion del siguiente teorema se necesita de la definicién de supre-

mo:

DEFINICION 2.13 (Supremo). Sea X C R. Se dice que a es el supremo de A sia es la

minima cota superior del conjunto A.

y el siguiente Axioma.

AXIOMA (Axioma de Completitud). Todo subconjunto de los reales no vacio acota-

do superiormente posee un supremo.

TEOREMA 2.17. Un conjunto es conexo en R si y sélo si es un intervalo.

Demostracion. Sea X C R un conjunto conexo en IR. Por reduccién al absurdo, se
supone que X no es un intervalo; es decir, existen dos elementos x,z € Xyy € R
talesquex <y <zyy ¢ X.Setoman U = (—oo,y) N Xy V = (y,+0c0) N X. Por lo
tanto,

X=Uulyv.

Los conjuntos U y V son abiertos en X pues son la interseccién de un conjunto
abierto de R con X. Ademads, puesto que x € Uy z € V, se tiene que U y V son no
vacios. Asi, se deduce que X es un conjunto no conexo en R lo cual es imposible.

Por lo tanto, lo supuesto es falso; es decir, X es un intervalo.

Reciprocamente, sea I un intervalo con més de un elemento. De nuevo, por re-
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duccién al absurdo, se supone que I es un conjunto no conexo en R. Existen Uy V

abiertos no vacios en X tales que
I=ulyv. (2.2)
También, existen abiertos no vacios U; y V; en R tales que
U=unl y V=VvinlL (2.3)

Sean x € Uy NIyy € ViNI. Sin pérdida de generalidad, se puede suponer que
x < y. Puesto que x,y € I, se deduce que [x,y| C I. Ahora se considera el siguiente
conjunto:

A={zexyl:ze U} =[x,y NU.

El Conjunto A es no vacio y acotado pues x € Ay A C [x,y]. Por el Axioma de
completitud, sea a = sup(A). Por la definicién del supremo, a < y pues y es una
cota superior de A. También de x < a < y se sigue que a € I. Es verdad que
a ¢ Vi; en efecto, si a € Vj, del hecho de que V; es abierto, existe r > 0 tal que
(a —r,a+r) C Vj. Por otro lado, b := méx(a —r,x) € I, se sigue que (b,a) C
Vi NI = V. Esta tltima contenecia y dado que (b,a) C I implican que

(b,a) Uy = (b,a) NU = Q,

esto es imposible pues a = sup(A).

De (2.2), (2.3) y del hecho que a € I obtenemos que a € U;. Dado que U; es
un conjunto abierto en R, existe r, > 0 tal que (a —r,,a +r,) C Uj. Se define
c:=a+ %min{ru,y —a}, sesiguequec € Uy ya < c < y.Porlotanto,a < cy
c € A, esto es imposible por la definicién de supremo. Por lo tanto, lo supuesto es

falso; es decir, I es un conjunto conexo en RR. O

Se enuncia la siguiente definicién para después mostrar una propiedad impor-

tante de los conjuntos de Cantor.

DEFINICION 2.14. Sea X un subconjunto de los ntimeros reales R. El conjunto X
se dice totalmente disconexo si sus tinicos subconjuntos conexos son el vacio y los

unitarios; es decir, aquellos conjuntos con un solo elemento.

Ahora se va a estudiar la numerabilidad de los conjuntos en IR. Para esto se

consideran las siguientes definiciones y proposiciones.

16



2.2. Numerabilidad en R

El siguiente concepto permite extender la nocién de que dos conjuntos conten-

gan la misma “cantidad” de elementos.

DEFINICION 2.15 (Conjuntos equipotentes). Sean X,Y C IR. El conjunto X se dice

equipotente con el conjunto Y si existe una funcién biyectiva f : X — Y.

Observacion: Es claro que si un conjunto X es equipotente a un conjunto Y, entonces
el conjunto Y es equipotente al conjunto X. En efecto, se deduce inmediatamente del

hecho de que la inversa de una funcién biyectiva también es biyectiva.

Ahora se puede introducir el siguiente concepto importante.

DEFINICION 2.16 (Conjunto finito). Sea X C R. Se dice que X es finito si X es vacio
osiexisten € Z* tal que X y {0,...,n — 1} son equipotentes. Al natural n se le dice

el niimero de elementos de X.

Observacién: Cuando un conjunto no vacio es finito, puesto que es equipotente (a

través de la funcion biyectiva ¢) con {0,...,n — 1} para algtin n € Z™, se escribe
X ={x0,x1,..., -1},
donde ¢(j) = xj paracadaj=0,...,n—1.
LEMA 2.18. Todo subconjunto de uno finito es finito.
Demostracion. Se va a probar que para todon € IN,
X tiene n elementos y A C X == A finito.

Se va a proceder por induccién matemdtica. Sin pérdida de generalidad, se supone
que X # @. Si X es equipotente a {0}, sus tnicos subconjuntos son el @ y todo X,
ambos finitos. Sea n € Z™ tal que n > 2 y supongamos que todo subconjunto de
uno de n — 1 elementos es finito. Sean X un conjunto de 7 elementos y A C X. Si
A = X, no hay nada que probar pues X es finito. Si A C X, existe c € X \ A. Sea
f: X — {0,1,...,n — 1} una funcién biyectiva. Sea g : X — {0,1,...,n—1} la
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funcién definida por

f(x) six#cyf(x) £n—1,

gx)=<n—-1 six=c,

flc) sif(x)=n-—1.

La funcién g es inyectiva. En efecto, supongamos g(x) = g(y) con x,y € X. Si
x #c f(x) #n—1,y #cy f(y) # n—1, por la inyectividad de f, se sigue que
x = y. Por la simetria queda por analizar el caso x = cy f(y) = n—1; por la
definicién de la funcién g y por lo supueston —1 = f(c). De f(y) =n—1 = f(c),

se tiene que y = c = x. Asi, f es inyectiva.

La funcion ¢ también es sobreyectiva. En efecto, seam € {0,1,...,n — 1}. Como
f es sobreyectiva, existe x € X tal que f(x) = m.Six # cy f(x) # n — 1, entonces
g(x) = m.Si x = ¢, de la definicion de g y por la biyectividad de f, se sigue que
¢(f~Y(n—1)) = f(c) = m. Finalmente, si f(x) = n — 1, entonces g(c) =n — 1 = m.
Por lo tanto, g es sobreyectiva.

Se va a probar que la funciéon h : X\ {c} — {0,...,n — 2} tal que h(x) = g(x)
para todo x € X\ {c} es biyectiva.

Por la inyectividad de g, la funcién & es inyectiva. Ademads, para cada m €
{0,...,n — 2}, existe x € X tal que g(x) = m. Por la definicién de g y puesto que

m # n —1, se sigue que x € X \ {c}. Por lo tanto, la funcién & es biyectiva; se sigue

que X \ {c} es un conjunto finito.

Puesto que A C Xyc ¢ A, sesigue que A C X\ {c}. Como X\ {c} es un

conjunto de n — 1 elementos, por la hipétesis de induccién, A es un conjunto finito.

Por el principio de induccién, todo subconjunto de uno finito es finito. O

Es importante remarcar que ahora estamos en la capacidad de definir conjunto

infinito, simplemente al negar la propiedad de ser finito.

En la literatura hay varias definiciones de conjunto numerable. A continuacion,

presentaré aquella con la que se va a trabajar en este documento.

DEFINICION 2.17 (Conjunto numerable). Sea X C IR. El conjunto X se dice numerable
si X es finito o si X es equipotente con los naturales IN. Si el conjunto X es finito, se
dice que es numerable finito. Si X es equipotente con los naturales, se dice que es

numerable infinito.

18



La siguiente proposicion muestra una propiedad ttil sobre los conjuntos nume-

rables.

PROPOSICION 2.19. Sea X C R un conjunto infinito numerable, entonces X es equi-

potente con los enteros positivos Z.

Demostracion. Como X es infinito numerable, existe f: IN — X biyectiva. Se define
¢: Z" — X tal que

g(n)=f(n—-1),
paratodon =1,2,...

Se va a probar que g es inyectiva. Se supone que ¢(1n) = g(m), donde n,m € Z*.
Por definicion de g, se tiene que f(n — 1) = f(m — 1). Puesto que f es inyectiva, se

colige quen — 1 = m — 1, de donde se deduce que n = m.

Ahora, se va a probar que g es sobreyectiva. Sea x € X, se vaabuscarn € Z*
tal que g(n) = x. Como f es sobreyectiva y x € X, entonces existe m € N tal que
f(m) = x.Se define n = m+ 1. Como m € N, entonces n = m+1 € Z*. Por

definicién de g, se tiene que
gn) =g(m+1) = flm+1-1) = f(m) = x.

Por todo esto, se tiene que g es biyectiva. Se concluye que X es equipotente con
z". O

Observacién: Si X es un conjunto infinito numerable, por la proposicién anterior,

existe una funcién biyectiva f: Z* — X tal que se escribird asi

X = {Xl,XQ, .. .},

donde f(i) = x; € X paratodoi = 1,2,...y x; # x; para todo j,k € Z™ tales que
j#k
El siguiente criterio es ttil para demostrar la numerabilidad de un conjunto.

TEOREMA 2.20 (Teorema 2.26 de [19]). La composicion de funciones biyectivas es

otra funcioén biyectiva.

LEMA 2.21. Sean X,Y C R. Si X es numerable y equipotente con Y, entonces Y es

numerable.

Demostracion. Puesto que X y Y son equipotentes, existe una funciéon f: X — Y
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biyectiva. Como X es numerable, por definicién, hay dos casos.

Si X es finito, existe n € IN tal que X y {0,1,...,n — 1} son equipotentes. Asi,
por el Teorema 2.26 de [19], {0,1,...,n — 1} y Y son equipotentes. Se colige que Y
es un conjunto finito y por lo tanto numerable.

Si X es infinito, entonces existe g: IN — X biyectiva. Se considera la funcién
h=fog:IN —Y.Como fy gson funciones biyectivas, por el Teorema 2.26 de [19],
se deduce que h es biyectiva. Por lo tanto, Y es equipotente con los naturales. Se

concluye que Y es numerable. O

COROLARIO 2.22. Sean X,Y C R. §i X es no numerable y X es equipotente con Y,

entonces Y es no numerable.

Demostracién. Por reduccion al absurdo, se supone que Y es numerable. Como X
es equipotente con Y y Y es numerable, por el lema anterior, se deduce que X es
numerable. Esto contradice la hipétesis, por lo tanto, lo supuesto es falso. Es decir,

Y es no numerable. ]

El siguiente lema se usa para demostrar que todo subconjunto de un conjunto

numerable es numerable.

DEFINICION 2.18 (Conjunto bien ordenado). Sea X C R un conjunto no vacio. Se

dice que X es bien ordenado si todo subconjunto de X posee elemento minimo.

TEOREMA 2.23 (El principio del buen orden). EI conjunto de los ntimeros naturales

IN es bien ordenado.

LEMA 2.24. Todo subconjunto de los naturales es numerable.

Demostracion. Sea X C IN. Sin pérdida de generalidad, se supone que X es infinito.

Se define f: IN — X de forma recursiva. Sean Ffy = Xy f(0) = minF € X,

F=X\{f(0)}y f(1) = min F;. Ademas, F, .1 = F, \{f(n)} y f(n+1) = min F, 4
para cadan € IN.

La funcién f es inyectiva. En efecto, por reduccién al absurdo, supéngase que

existan n,m € N tales que f(n) = f(m) conn < m.Puesto que F, C ... C F,11 C

E,y f(n) € Fup1 = Fo. \ {f(n)}, se deduce que f(n) ¢ FE,. Puesto que f(m) =
min F,, € F,, es imposible que f(n) = f(m).

La funcion f también es sobreyectiva. En efecto, sea x € X. Puesto que {y € X :
y < x} C {0,1,...,x — 1}, por el Lema 2.18, existe k € Z™" tal que {1,2,...,k} es
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equipotente con {y € X : y < x}. Por lo tanto, se tiene que F, = {z € X : z > x}.
Asi, f(k) = min F, = x.

Por lo tanto, se concluye que X es numerable. O

El siguiente lema proporciona una manera frecuente de probar que un conjunto

es numerable.

LEMA 2.25. Todo subconjunto de un conjunto numerable es numerable.

Demostracion. Sean A C R numerable y B C A. Sin pérdida de generalidad, se
supone que B es infinito. Por el Lema 2.18, se deduce que A es infinito. Como A es
numerable, entonces existe f: A — IN biyectiva. Se define la funcién g: B — IN tal

que g(x) = f(x) para todo x € B.

Se va a probar que g es inyectiva. Sean x,y € B tales que g(x) = g(y). Por
definicion de la funcién g, se tiene que f(x) = f(y). Puesto que f es inyectiva, se

deduce que x = y.

Por todo esto, se tiene que g: B — NN es inyectiva. Como g(B) C N, por el le-
ma anterior, se tiene que g(B) es numerable. Por la definicién de sobreyectividad,
se deduce que g: B — g¢(B) es sobreyectiva. Por lo tanto, g: B — g(B) es biyec-
tiva. Entonces, B es equipotente con g(B). Por el Lema 2.21, se concluye que B es

numerable. [

El siguiente lema es ttil para probar que un conjunto es numerable.

LEMA 2.26. Sean X, Y C R. 51 Y es numerable y existe g: X — Y inyectiva, entonces

X es numerable.

Demostracién. Se define h: X — ¢(X) tal que h(x) = g(x) para todo x € X. Como g

es inyectiva, se tiene que / es biyectiva.

Puesto que g(X) C Y y Y es numerable, por el Lema 2.25, se tiene que g(X) es
numerable. Como ¢(X) y X son equipotentes, por el Lema 2.21, se concluye que X

es numerable. O

El siguiente teorema demuestra que existe una funcién biyectiva entre los con-
juntos Ny Z™.

TEOREMA 2.27. El conjunto de los ntimeros enteros Z. es numerable.
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Demostracién. Se define la funcién f: Z — IN tal que

) = { 2x—1, six>1,

—2x, six <O0.

Sean x,y € Z tales que f(x) = f(y). Por la definicién de f, se consideran 3 casos.

Six,y <0, entonces se tiene que

—2x = f(x) = f(y) = —2y,

de donde es inmediato que x = y.

Six,y > 1, entonces

2—1=f(x)=fly)=2y—-1

luego también se tiene que x = y.

Ahora, se tiene que x o y sea no positivo y el otro sea positivo. Sin pérdida de

generalidad, se supone que x > 1y y < 0. Por la definicién de f, se tiene que

2x—1=f(x) = f(y) = —2y;
de esta igualdad, se colige que 2y = 1 — 2x. Esto es imposible pues como x,y € Z,
2y es par y 1 — 2x es impar. Por lo tanto, no es posible que f(x) = f(y).

Por todo esto, se deduce que si f(x) = f(y), entonces x = y. Por lo tanto, f es

inyectiva y por el Lema 2.26, se concluye que Z es numerable. O

El siguiente lema se va a usar para probar que Q es numerable.

TEOREMA 2.28 (Teorema de la division). Para todon € N ym € Z*, existenr,k €
N tnicos tales que

n=mk+r
con0 <r<m.

LEMA 2.29. Sean A,B C RR. Si A y B son numerables, entonces C = A X B es un

conjunto numerable.

Demostracion. Como Ay B son numerables, existen 4 casos.

Ay B son finitos. Sean n € IN y m € IN el namero de elementos de A y B,
respectivamente. Por definicién, para cadaz € A x B existena € Ay b € B tales

que z = (a,b). Como hay n elementos de A y m elementos de B, se verifica que C
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tiene mn elementos. Por lo tanto, C es finito. Se concluye que C es numerable.

A es infinito y B es finito. Como A es numerable, existe f: N — A tal que f es
biyectiva. Sin pérdida de generalidad, se supone que B es no vacio. Seam € Z™ el

nimero de elementos de B. Por lo tanto, se puede escribir

B={bo...,by1}, (2.4)

donde b; # bj para todo i,j € {0,...,m —1} con i # j. Para cadan € N, por el
teorema de la division, existen k,r € IN tinicos tales que n = mk+ry 0 < r < m.
Luego, se puede definir la funcién h: N — C tal que h(n) = (f(k), b,). Se tiene que
h esta bien definida pues k y r son tinicos. Para ilustrar la funcién /, se calculan las
imégenes de 0, 1, my m + 3: h(0) = (f(0),bo), h(1) = (f(0),b1), h(2) = (f(0),bo),
h(m) = (f(1),bo), h(m +3) = (f(1),b3), etc.

Se va a probar que & es biyectiva. Sean n,t € IN tales que h(n) = h(t). Por
el teorema de la division, existen tnicos ky, t,, ki, v+ € IN tales que n = mky, + ry,

t = mki +71y 0 < ry,ry < m.Porlo tanto, se tiene que

(f(kn), br,) = h(n) = h(t) = (f (kt), br,)-

Luego, se tiene que f(k,) = f(k¢) y by, = by,. Puesto que la funcién f es biyectiva,

se deduce que k, = k;. Por (2.4), se tiene que r,, = ;. Por todo esto, se tiene que
n = mk, +r, = mky +r = t.

Se concluye que & es inyectiva.

Ahora se va a probar que h es sobreyectiva. Sea z € C. Por la definicién de
producto cartesiano, existen x € Ay y € B tales que z = (x,y). Como f es biyectiva,
entonces f es sobreyectiva. Por lo tanto, existe k € IN tales que f(k) = x. Por la
definicion del conjunto B, existe r € IN tal que b, = y y 0 < r < m. Se define
n = mk + r. Es inmediato que h(n) = (x,y) = z. Se concluye que h es sobreyectiva.

Por todo lo anterior / es biyectiva y C es numerable.

A esfinito y B es infinito. Se demuestra de la misma manera que C es numerable:

solo se invierten los papeles de A y B.

A es infinito y B es infinito. Como A y B son numerables, entonces se puede

escribir
A:{ﬂo,al,...} y B:{bo,bl,...},

donde a; # a; paracadai,j € N coni # jy también, b; # by paral,k € N con! # k.
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Se define la funcién h: C — N tal que /(a;, b;) = 2'3/ para todos i,j € N.

Se va a probar que h es inyectiva. Sean i, j, k,t € IN tales que h(a;, bj) = h(ag, by).

Por definicién de & se tiene que
213] = h(lll', b]) = h(llk, bt> = 2k3t.
Puesto que 2 y 3 son nimeros primos y 2/3/ = 2k3f, se deduce que i = ky j = t. Por

lo tanto, se tiene que a; = a; y b]- = b;.

Por el Lema 2.26, se concluye que C es numerable. O

Observacién: El producto cartesiano finito de conjuntos numerables es numerable.

La demostracién se la puede hacer por inducciéon y usando el teorema anterior.

El siguiente es un resultado sorprendente. Hay la misma cantidad de ntiimeros

racionales como naturales.

TEOREMA 2.30. EI conjunto de los ntimeros racionales Q es numerable.

Demostracion. Como Z y Z™" son numerables, por el Lema 2.29, se tiene que C =
Z x Z es numerable. Se define la funcién f: Q — C tal que f(x) = (p,q) donde p
y g no tienen divisores en comin (M.C.D.(p,q) = 1)y x = g para todo x € Q.

Se va a probar que f es inyectiva. Sean x,y € Q tales que f(x) = f(y). Por lo
tanto, existen p,r € Zy q,s € Z" tales que f(x) = (p,q) y f(y) = (r,s) donde

X = % con M.C.D.(p,q) =1yy =L con M.C.D.(r,s) = 1. Asi se tiene que

(pq) = f(x) = fy) = (r,5),

de donde p = r y q = s. Entonces x = g = L = y. Asi, f es inyectiva y, por el

Lema 2.26, se concluye que Q es numerable. O

PROPOSICION 2.31. Sean (A;);eN tal que A; C R es numerable para cadai € IN.
Ademads, si A; N Aj = @ para cadai,j € N tales quei # j. Entonces el conjunto

U A

icIN

es numerable.

Demostracion. Para cada i € IN, como A; es numerable, existe una funcién inyectiva

fi + Ai — IN. Ademas, puesto que A; y A; son disjuntos para todos ,j € IN tales que
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i # j,dado x € L—Ij Aj, existe un tnico k € IN tal que x € Ay. Asi, se puede definir
ieN
la funcién g de la siguiente manera:

g: L—lel- —  IN xIN
icN
x = (i fi(x),

donde x € Ajconj € J.

La funcién g es inyectiva. En efecto, sean x, y € L—lj A, tales que g(x) = g(y). Por
i€eIN

la definicién de unién generalizada, existenm,n € N talesquex € A, yy € Ay, Por

lo tanto, g(x) = (1, fa(x)) y &(y) = (1, fn(y)). Puesto que g(y) = g(x), se sigue que

m=mny fu(x) = fu(y). Asi, fu(x) = fi(x); pero del hecho de que f,(x) = fu(y) y
de que f;; es inyectiva, se tiene que x = y.

Por el Lema 2.29, el Lema 2.26 y como g es inyectiva, se concluye que L—Ij Ajes
ieN
numerable. u

El siguiente teorema es muy importante para el presente trabajo.

TEOREMA 2.32. La unién numerable de conjuntos numerables es numerable.

Demostracion. Sean (A;);en tal que A; C R es numerable para cada i € IN. Se defi-
nen By = Ao, By = A1\ Ao, B = A2\ (AgU Ay) y paracadan € IN tal que n > 1,

n—1
se define B, = A, \ | J A:.
i=0
Por su construccion (B;);en es una sucesion de conjuntos disjuntos dos a dos. En

efecto, por reduccién al absurdo, supongamos que existe x € B, N B, conm,n € N
n—1 m—1 m—1

y m > n. Por lo tanto, x € A, \ U Aiyx € An\ U AjAsi, x € Byyx & U A;.
i=0 i=0 i=0

Puesto que n < m, se deduce que x ¢ B,,. Esto es una contradiccién, por lo tanto, lo

supuesto es falso; es decir, (B;);cN s una sucesién de conjuntos disjuntos dos a dos.

También se tiene que

U Bi= U A

iEN iEN
En efecto, para cada i € Z™ se tiene que

n—1
Bn:An\ U AZCAn,
i=0
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lo que implica que U B; C U A;. Por otro lado, para cada x € U Aj, existeip € IN
i€N ieN ieN
tal x € A;,. Se considera el conjunto

C={ieN:xeA;} CN.

Como iy € C, por el Principio del buen orden sea j = min C. Asf, se tiene que x € A;

y x & A; para todo natural i < j. Luego, se tiene que x € B;. De esta manera se tiene

que U A; C U B;.

iEN iEN
Por la proposicién anterior se concluye que U A;j esun conjunto numerable. [J
iEN
LEMA 2.33. Sean X, Y C R tales que X C Y. Si X es no numerable, entonces Y es no

numerable.

Demostracion. Por reduccion al absurdo, se supone que Y es numerable. Como X C
Y y como Y es numerable, por el Lema 2.25, se infiere que X es numerable. Esto es

absurdo, por lo tanto, lo supuesto es falso, es decir, Y es no numerable. ]

Ahora, se da un ejemplo de un conjunto que no es numerable.

TEOREMA 2.34. EI conjunto 2N es no numerable.

Demostracion. Por reduccién al absurdo, se supone que 2N es numerable. Entonces
se puede escribir

2N — {x0,x1,%x2,...},
donde x; # xj, para todoi,j € IN.

Ademas, por la definicién de 2N, para todo i € IN se puede expresar
x; = (ab,al,ab,ab,...),
donde a§ =00 a§ = 1 paratodoj € IN.
Se va construir y € 2N tal que y # x; para todo i € IN. Se define
y=Woy1y2---),

tal que

|1, sial=0
S 0, sia§:1

para todo i € IN. Este método es conocido como la Diagonal de Cantor.
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Asi, para cada i € IN se tiene que y; # x;; luego y # x; para todoi € IN.
Esto es imposible pues y € 2N, por lo tanto lo supuesto es falso; es decir, 2N no es

numerable. ]

Ahora, se va a probar que no existe una funcién biyectiva ente R y IN. Para este

fin se da el siguiente teorema.

TEOREMA 2.35. El conjunto [0, 1] es no numerable.

Demostracion. Se define la funcién f : 2N — [0, 1] tal que

f((xn)nen) = 10

para cada (x,),en € 2N. Puesto que

0 < ((xuhuen) = 35 1 1o < 35

para toda (x,)nen € 2N, la funcién f estd bien definida.

La funcién f es inyectiva. En efecto, supongamos que f ((xXn)neN) = f ((Yn)neN),

por la definicién de la funcién f, se tiene que

o

10” Z yT 25)

Para probar que x, = y, para cada n € IN, se va a proceder por induccién matema-

tica. De (2.5), se deduce que

o

Xn — Yn > Xy — Yl 1 1
yow <yl 5 UL,
e | T =10 T =10t 9

X0 — Yol =

asi se colige que xp = yo. Sea n € Z* y supongamos que x; = vy para todo natural

k < n.Por la hipétesis de induccién y de 2.5, se tiene que
Y=L
aplicando el mismo procedimiento anterior, se verifica que

|x]' — 1

y]| Z L_
100~ 4,100 9-10"

X0 — Yn| _
107

<y

j=n+1

- XY
L 70

j=n+1

La ultima expresion implica que |x, — y,| < % < 1, asi x;, = yjy. Por el principio
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de induccién matematica, se deduce que x, = v, para cada n € IN. Por lo tanto, la

funcion f es inyectiva.

Por el contra reciproco del Lema 2.26 y por el teorema anterior, se concluye que

[0, 1] es un conjunto no numerable. O

Las técnicas que se usaron para probar que la funcién f, del teorema anterior,

van a ser de gran utilidad en el Capitulo 4.

COROLARIO 2.36. El conjunto R es no numerable.

Demostracién. Por el teorema anterior, [0, 1] no es numerable. Ademas, el intervalo

[0,1] C Ry por el Lema 2.33, se concluye que R es no numerable. O

Las siguientes definiciones y proposiciones son importantes para la prueba del

Teorema de Bendixson.

DEFINICION 2.19. Sea X un subconjunto de los ntimeros reales R. Un punto x € R

es un punto de condensacién de X si para todo € > 0, se tiene que
B(x,€e) N X es no numerable.

LEMA 2.37. El conjuntos de puntos de condensacién de un conjunto estd contenido

en la clausura del conjunto.

Demostracién. Sea X C R. Sea T el conjunto de los puntos de condensacién de X. Se

va a probar que T C X. En efecto, esto es verdad pues
T ={x € R: paratodoe > 0, B(x,€e) N X es no numerable}

C {x € R: paratodoe >0, B(x,e) N X es no vacio} = X,

donde la tltima contenencia es verdad pues todo conjunto no numerable es no va-

cio. ]

TEOREMA 2.38 (Teorema del recubrimiento de Lindelof). Supongamos que A C R y
que F es un recubrimiento abierto de A. Entonces existe una subcolecciéon numerable

de F que también recubre a A.

LEMA 2.39. Sean E C R y T el conjunto de puntos de condensacién de E. Entonces,

E\ T es numerable y T es cerrado.
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Demostracién. Para cada x € E\ T existe e, > 0 tal que B(x,ex) N E es numerable.

Por lo tanto, se tiene que

E\TcC |J B(xe)NE. (2.6)
x€E\T

Por el Teorema de Recubrimiento de Lindelof ([1]), existe {x, },en C E \ T tal que

U B(x,€ex) = U B(xp, €x,)-

x€E\T nelN

Por lo tanto, se tiene que

U Bx,ex)NE=| |J B(xex) | NE= <U B(xn,exn)>ﬂE

x€E\T x€E\T nelN

= |J (B(xn €x,) NE).

nelN

Por el Teorema 2.32, se concluye que el conjunto

|J B(xn,€x,) N E es numerable.
nelN

Por lo tanto, de (2.6) se sigue que E \ T es numerable.

Ahora se va a mostrar que T es cerrado. Sean x € T y € > 0, se va a demostrar

que B(x,€) N E es no numerable; es decir, x € T.

Como § > 0y x € T, entonces B(x,§)NT # @.Seay € B(x,5) N T. Como
§ > 0yy € T, entonces B(y,5) N E es no numerable. Ahora, se va a probar que
B(y,5) C B(x,€). Para esto sea z € B(y, 5). Por la desigualdad triangular se tiene

que
€
2

donde la tltima desigualdad se verifica pues y € B(x,5) y z € B(y, 5). Esto prue-

€
-zl < -yl +ly—zl < S+5 =

ba que B(y,5) C B(x,¢€). Se concluye que B(y,5) NE C B(x,e) N E. Luego, como
B(y,5) N E es no numerable, por el Lema 2.25, se deduce que B(x, €) N E también es

no numerable. Todo esto prueba que T es cerrado. O

COROLARIO 2.40. Sean E C R no numerable y T el conjunto de los puntos de con-

densacion de E. Entonces, E N T es no numerable.
Demostracion. Por reduccion al absurdo, se supone que E N T es numerable. Como
E=(ENT)U(E\T)
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y ENT es numerable (Lema 2.39), se concluye que E también lo es (Teorema 2.32),

lo que contradice la hipétesis de que E no es numerable. O

Observacién: En particular, se tiene del Lema 2.25, que si E es no numerable y T
denota el subconjunto de puntos de condensacién de E, T es no numerable; ya que
ENTCT.

TEOREMA 2.41. Sean E C R no numerable y T el conjunto de puntos de condensa-

cién de E. Entonces T es perfecto no vacio.

Demostracion. Por la observacion anterior, T es no vacio (pues el vacio es un conjunto

numerable ya que estd contenido en IN). Por el Lema 2.39, se tiene que T es cerrado.

Por la Proposicion 2.6, para mostrar que T es perfect,o falta probar que T C T'.
Por reduccién al absurdo, se supone existe x € T tal que x ¢ T'. Sea € > 0 tal que

B(x,e) N T = {x}. Esto es equivalente a que
O<|x—y|<e=y¢T.

La proposicion y ¢ T es equivalente a que existe r, > 0 tal que B(y,r,) NE es

numerable. Es inmediato que
B(x,e)nEC |J ((B(zr:)U{x})NE).
0<|x—z|<e

Por el Teorema de recubrimiento de Lindeldf ([1]), existe (yn)nen tal que 0 < |x —

yi| < e paratodoi € N
U B(%”y) = U B(yn’r]/n)‘
0<|x—y|<e nelN

Por el Teorema 2.32, el conjunto del lado derecho de la dltima igualdad es numera-

ble. Como {x} es un conjunto numerable, se deduce que

U (B(yn, ry,) U{x})
nelN
también lo es y puesto que se verifica
B(x,e)NE C U ((B(yn,1y,) U{x})NE) C U (B(yu,1y,) U{x}),

nelN nelN

por el Lema 2.25 se tiene que B(x,€) N E es numerable, lo que es absurdo ya que

x € T. Lo supuesto es falso; es decir, T C T". O
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A continuacién se enuncian algunas definiciones y lemas importantes para el

presente trabajo segtn [20].

2.3. Conjunto nada denso

DEFINICION 2.20 (Conjunto nada denso). Sea X C IR un subconjunto de los reales.

Se dice que X es denso en ninguna parte o nada denso si se verifica que
int(X) = @.

El siguiente lema se usa frecuentemente para probar que un conjunto es nada

denso.

LEMA 2.42. Sean X,Y C R subconjuntos de los reales. 5i X C Y y Y es nada denso,

entonces X es nada denso.

Demostracion. Por la definicién de clausura de un conjunto y como X C Y, se verifica
que
Xcy.

Ademds, por la definicién de interior de un conjunto y la dltima contenencia, se
tiene que
int(X) C int(Y).

Puesto que Y es nada denso, se tiene que int(Y') = @; luego se colige que int(X) =

@. Por lo tanto, se concluye que X es nada denso. O

El siguiente lema da una condicién suficiente para que un conjunto cerrado sea

nada denso.

LEMA 2.43. Sea X C R un subconjunto de los reales. Si X es cerrado y A(X) = 0,

entonces X es nada denso.

Demostracién. Puesto que X es cerrado, es suficiente probar que int(X) = @.

Por reduccion al absurdo, sea a € int(X). Por la definicién de interior de un
conjunto, existe r > 0 tal que B(x,r) C X. Dado que A(B(x,r)) = 2r, se tiene que
A(X) > 2r > 0. Esto es absurdo pues A(X) = 0; por lo tanto, lo supuesto es falso; es

decir, X es nada denso. O

31



Ahora, se da la definicién de conjunto denso en los reales.

DEFINICION 2.21 (Denso). Sea X C R un subconjunto de los reales. Se dice que X

es denso si se verifica que
X =R

Los conjuntos Q, Q°F, los ntimeros de Liouville y los ntiimeros Diofantinos son

ejemplos de conjuntos densos.

Observacién: Para la demostracion de que Q y Q° son densos, se puede revisar el

Ejercicio 3.32 de [1]. Mientras que la densidad IL y ID se prueba en el Capitulo 5.

PROPOSICION 2.44. Sea X C R un subconjunto abierto. El conjunto X° es nada

denso si y solo si X es denso.

Demostracion. Como X es abierto, por la Proposiciéon 2.13, se deduce que X° es ce-

rrado. Por lo tanto, se tiene que X¢ = X°.

Se supone que X es nada denso. Por la definicién de nada denso y por hipétesis,

se colige que int(X¢) = int(X¢) = @. Por la Proposicién 2.15, se verifica que
X = int(X°) = @.

Por lo tanto, se deduce que X = R. Es decir, X es denso.

Reciprocamente, se supone que X es denso, es decir, X = R. Por lo tanto, X = @.

Por la Proposicién 2.15, se tiene que

C

int(X%) = X* = .

Como X es cerrado, se verifica que int(X¢) = int(X®) = @. Por definicién, se con-

cluye que X° es nada denso. O

DEFINICION 2.22 (Primera categoria). Sea X C RR. Se dice que X es un conjunto de

primera categoria 0 magro si

X=|J Ay
nelN

donde A, es un conjunto nada denso para todo n € IN. Ademds, un conjunto que

no es de primera categoria se dice conjunto de sequnda categoria.
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2.4. Conjunto de Cantor

Ahora, se enuncia la definicién de Conjunto de Cantor.

DEFINICION 2.23 (Conjunto de Cantor, [6]). Sea X un subconjunto no vacio de los

reales. Se dice que X es un conjunto de Cantor si es perfecto y nada denso.

El siguiente lema establece una condicién suficiente para que un conjunto sea de

Cantor.

LEMA 2.45. Sea X C R no vacio. Si int(X) = @ y X es perfecto, entonces X es un

conjunto de Cantor.

Demostracion. Por la definicién de conjunto de Cantor, hace falta probar que X es
nada denso. Por el Corolario 2.8, se verifica que X es cerrado, es decir, X = X.

Ademas, puesto que int(X) = @. Se deduce que
int(X) = int(X) = @.

Se colige que X es nada denso. Por todo esto, se concluye que X es un conjunto de
Cantor. 0

En el siguiente teorema se prueba que los conjuntos de Cantor existen. Para este

fin se introduce la siguiente definicién.

DEFINICION 2.24. Primero, se define paran = 0: Ag = [0, 1] yCO = Ao = [0,1]; para
n=1A0= 03], 81 =[31]y
Cy=MplHA = 0,1 & Z1].
' ' 3 3
Procediendo recursivamente, supéngase que paran € IN, existen 2" intervalos ce-
rrados: A, parak = 0,1,2" — 1y

211
Ch =l Aug.
k=0

Cada intervalo cerrado A, se divide 3 intervalos iguales y se extrae el intervalo
abierto central, asi se obtienen 2" intervalos cerrados A, parak = 0,1,2"*1 — 1y

se define
2n+1_1

1
Cg+ — L‘!‘J Ai’k‘rl,k'
k=0
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El conjunto Triddico de Cantor en el intervalo [0,1] estd dado por:

Co= () G-
nelN

TEOREMA 2.46 ([16]). EI conjunto Triddico de Cantor Cy es un conjunto de Cantor.

Demostracién. Para cada n € IN, CJf, dado en la definicién anterior, es la unién de
2" intervalos cerrados. Por el Lema 2.12 y por el Teorema 3.13 de [1], Cj es cerrado.
Por lo tanto, Cj es cerrado para cada n € IN. Por el Lema 2.14, Cy es un conjunto

cerrado.

Ahora, se va a proceder por induccién matemadtica para probar que para todo
n € N, A(CH) = (2)". Es inmediato que A (CJ) = A([0,1]) = 1. Sean € Z*
y supéngase que A (C8_1> = (%)nil. Por la construccién de CJ %, A (A, _1x) =
T (%)n_l = sy paracadak =0,...2" 1 — 1. Asi, A (A,;) = 5 57 = 3 para
cadal =0,1,...,2" — 1. Puesto que estos conjuntos son disjuntos entre si, se prueba

=1 2\"
que A (Cf) = i (g) . Por el principio de induccion,
1=0
2 n
A =2
- (3)

2 n
Sea x € Cyy € > 0. Puesto que lim <§> =0, existe N € N tal que (%)N < €.

para todon € IN.

Por la definicién del conjunto Cp, x € Cé\] . Por la construccién del conjunto C N existe

un tnicoj =0,...,2N — 1 tal que x € Ay j- Se toma

minAy,; six =maxAy,
y —=

max Ay, caso contrario.

Asi, y # x. Ademds, como min A N,j Y max Ay ; son extremos de un intervalo de C(I)\[ ,
a partir de la iteracién N jamaés se los retira. Por lo tanto, min AN/j, max AN,]' € Cy
para todo m € IN tal que m > N. Pero como la sucesién (Cj),en es decrecien-
te y min Ay ;, maxAy,; € Cé\’, se tiene que min Ay j, maxAy,; € Cé para todo j €
{0,1,...,n}. Asimin Ay j, méxAy,; € Cop. Por la Proposicién 2.6, Cy es un conjunto

perfecto.

También, puesto que A ([0,1]|) = 1y (C})sen es decreciente; por el Lema 3.4,
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literal (b), de [3], se deduce que
2 n

Por el Lema 2.45 y puesto que 0 € Cy # @, por su construccién, se concluye que C

es un conjunto de Cantor. 0]

Observacién: La medida de Lebesgue de un conjunto de Cantor puede ser positiva;
estos conjuntos son llamados fat Cantor. Un ejemplo se puede ver en la Secciéon 7.1
de [6].

La siguiente proposicién prueba que todo conjunto de Cantor es totalmente dis-

conexo.

PROPOSICION 2.47. Sea X C R. Si X es nada denso, entonces X es totalmente dis-

conexo en R. Ademds, si X es cerrado se tiene la proposicién reciproca.

Demostracion. Sea X C R tal que X es nada denso. Por reduccién al absurdo, se
supone que X no es totalmente disconexo, entonces existe Y C X conexo con mas

de un elemento.

Sean a,b € Y tales que a < b. Como Y C R es conexo, por el Teorema2.17, Y es
un intervalo; asf (a,b) C Y. Pero esto implica que xy € int(X) con xg = 5. Esto
contradice que X sea nada denso. Por lo tanto lo supuesto es falso, y se tiene que X

es totalmente disconexo.

Reciprocamente, sea X C IR, cerrado y totalmente disconexo. Por reduccién al
absurdo, se supone que X no es nada denso, entonces int(X) = int(X) # @. Se
toma x( € int(X), por lo tanto, existe r > 0 tal que (xo —r,x9 +r) C X. Como (xg —
r,xo + 1) es conexo en X con més de un elemento, se tiene que X no es totalmente
disconexo. Esto es absurdo, por lo tanto lo supuesto es falso; es decir, X debe ser

nada denso. O

Observacién: En la Proposicién 2.47 no se puede prescindir de la condicién de que
X sea cerrado. En efecto, basta considerar que Q C R es totalmente disconexo, pues
todo intervalo contiene irracionales; luego ningtn intervalo estd contenido en Q.

Pero Q no es nada denso pues int(Q) = int(R) = R.
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2.5. Teorema de Baire

Para probar la siguiente proposicion se usard el célebre Teorema de Categorias
de Baire, Seccion 4.7-2 de [12]:

TEOREMA 2.48 (Baire, [12]). Sea X # @ un espacio métrico. Si X es completo, enton-

ces X es de segunda categoria.

TEOREMA 2.49 (Teorema 1.4-4 de [12]). Los conjuntos R y C (conjunto de los ntime-

ros complejos) son completos.

El Teorema de Baire demuestra que el conjunto R es un conjunto de segunda

categoria, puesto que R es completo por el Teorema 1.4-4 de [12].

La siguiente proposicion da una caracteristica muy importante de los conjuntos

perfectos no vacios. Ademas, prueba que todo conjunto de Cantor es no numerable.

TEOREMA 2.50 (Teorema 1.4-7 de [12]). Un subconjunto de un conjunto completo es

cerrado si y sélo si es completo.

PROPOSICION 2.51. Sea X C R, X # @. Si X es perfecto, entonces X no es numera-
ble.

Demostracion. Sea X C R, no vacio y perfecto. Por reduccién al absurdo, se supone

que X es numerable, por lo tanto se puede escribir

X ={x1,x,...}.

Como X es cerrado y R es completo (Teorema 1.4-4 de [12].), por el Teorema 1.4-7
de [12] se tiene que X es completo. Se considera a X como subespacio métrico de IR.
Vamos a probar que int({x;}) = @ en X paratodoi € IN. Seai € N y supongamos
que a € int({x;}). Entonces, existe V abierto de X tal quea € Vy V C {x;}. De
donde se deduce que x; = a,luego V = {a}. Como V es abierto en X, se tiene que
existe U abierto en IR tal que V = U N X. En resumen se tiene que existe un abierto
Uen R tal que UNX = V = {x;}. Esto prueba que {x;} es un punto aislado de X;
es decir, x € X pero x ¢ X, lo cual contradice el hecho que X sea perfecto. Por lo

tanto, int({x;}) = @. Ademds, como {x;} es cerrado, se tiene que

int(Tx;}) = int({x;}) = @
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para todo i € IN. Por todo lo visto, se puede escribir

X = U {xi} ,
ieN
donde {x;} es nada denso para todo i € IN. Por lo tanto, X es de primera categoria,
lo cual contradice el Teorema de Baire 2.48. Por lo tanto, lo supuesto es falso, es decir,

se concluye que X es un conjunto no numerable. O

Observacién: Sea Y espacio métrico completo, X C Y, X # . Si X es perfecto,
X" = X donde el derivado se lo hace en el sentido de la métrica de Y, entonces X es

no numerable.

Demostracion. Este resultado se prueba de forma similar a la Proposicién 2.51. [

2.6. Teorema de Bendixson

El Teorema de Bendixson es muy importante para probar la existencia de los
conjuntos de Cantor en IL y en ID; por esta razén, se lo enuncia y demuestra a conti-

nuacion.

TEOREMA 2.52 (Bendixson). Todo subconjunto cerrado de R se puede expresar co-

mo la unién disjunta de un conjunto perfecto y uno numerable.

Demostracién. Sea E C R un conjunto cerrado. Si E es numerable, se puede escribir
E=EHO,

donde E es numerable y @ es perfecto.

Si E no es numerable, sea T el conjunto de los puntos de condensaciéon de E. Por
el Lema 2.37, T C E = E, donde la tltima igualdad se da pues E es cerrado. Por el
Lema 2.39, se tiene que E \ T es numerable. Ademas, por el Teorema 2.41, se tiene

que T es no vacio y perfecto. Por todo esto se puede escribir

E=(E\T)YT.

Esto prueba el Teorema de Bendixson. O

Ahora, se da una nocién importante para el entendimiento de la estructura del

conjunto de los ntimeros reales.
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DEFINICION 2.25 (Numeros algebraicos). Se dice que un ntimero real  es algebraico
si existe un polinomio p € Z[X] ( con coeficientes enteros) tal que p(B) = 0. Un

niimero real que no es algebraico se llama trascendente.

2.7. Numeros de Liouville y Diofantinos

Las siguientes definiciones son las principales para el presente trabajo.

DEFINICION 2.26. Se dice que « € Q° es un niimero de Liouville si para todon € N,

existen enteros p y q con g > 1 tales que

0<

1
o« — E‘ <. 2.7)
1 49
Un nimero que no es de Liouville se denomina Diofantino. EI conjunto de los

ntimeros de Liouville se denota por IL y el de los ntimeros Diofantinos por ID.

Observaciéon: En la definicién anterior es suficiente considerar n € Z ™. En efecto,

suponga que dado n € Z*, existen enteros p y g con g > 1 tales que

1
q q
También, se puede concluir que
1 1
0< ‘X_E'<_n<_0:1’
q q q

puesto que g > 1.

A continuacién, se enuncia el teorema cuya demostracion es el objetivo principal

de este trabajo.

TEOREMA 2.53. Existen dos conjuntos de Cantor C; y C;, talesqueC; C Ly C, C D.

La demostracion de este teorema se desarrollara en dos partes. La existencia del
conjunto de Cantor en IL se probard en el Capitulo 4 y la del conjunto de Cantor
en ID en el Capitulo 5. En las dos demostraciones primero se probara la existencia
de un conjunto cerrado que no es numerable en L y ID; y finalmente el Teorema de

Bendixson implicard nuestro objetivo.

El siguiente resultado muestra una condicién suficiente para que un ndmero irra-

cional dado sea un ntiimero de Liouville.
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PROPOSICION 2.54. Sea « € R\Q. Si existe k € Z™ tal que para todor € IN con

r > k, existen enteros p y q con q > 1 tales que

0<

1
o« — E‘ <=, (2.8)
q
entoncesx € L.

Demostracion. Sean € IN. Si n > k, por la hipétesis, se obtiene (2.7). Se considera

ahora el caso para 1 < k. Se tiene entonces que " < g*. Luego, se concluye que

0< |a—*=

Esto prueba que a € IL. O

PROPOSICION 2.55 (Irracionalidad). Todos los ntimeros reales que verifican la ex-

presion (2.7), en la definicién de ntiimeros de Liouville, son irracionales.

Demostracion. Por reduccién al absurdo, sea o« = % con ¢, d enteros y d > 0, tal que
para todo n € IN existen enteros p y g con g > 1 tales que
1
0<|a— E‘ < —.

al 9"

Entonces, para todo p,q € Z con q > 1, se tiene que

“_B\:
q

0<

c_pPl_
d q|

cq — pd
dq

implica que 1 < |cq — pd|, pues cq — pd es un nimero entero no nulo. Por otro lado,
puesto que limy_,, 2571 = oo, existe n € Z* tal que 2" ! > d. Y también, del hecho

que 2 < g, se sigue que

Por lo tanto, & no verifica la desigualdad (2.7) de la definicién en los ntimeros de

Liouville. Esta contradicciéon prueba que lo supuesto es falso, es decir, se concluye
que « € Q. O

Observacién: La proposicion anterior muestra que, en la definicion de los ntime-
ros de Liouville, se puede quitar la hipétesis de que el ntimero sea irracional, pues

ningn nimero racional verifica la expresion (2.7).
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La siguiente proposicién da un ejemplo de un ntiimero de Liouville, dado por

Joseph Liouville en 1851.

PROPOSICION 2.56 ([15]). Si
1

10n! 4

n=1

entonces x es un numero de Liouville.

Demostracion. Sea n € IN, por la Proposicién 2.54, se puede suponer que n > 0. Se

n
1
considerag = 10"y p =g Z —- Luego,
k=1

10k!
0<x——:2__2_: 2—< Z —
gm0 10t k=n+1 10¢ k=(n+1)! 10¢
__ 10 . " 11
N 9(10(”+1)!) 10(n+1)! — 10(mHn g

Por todo esto, se concluye que

P‘ 1
X —— < —.
ql = q"

Esto prueba que x € L. O

0<

Ahora, se prueban algunas caracteristicas importantes sobre los niimeros de Liou-

ville.

LEMA 2.57. El conjunto de los Ntimeros de Liouville se puede representar por

L= )T

nelN

o p 1 P) (P p 1)}
T, = E-— S)u(S 24+ )|, VrneN
qL:JZPLGJZKq 7" q qq  q"

Demostracion. Sean x € IL y n € IN. Por definicion del conjunto IL, existen p,q € Z

donde

talesqueg > 2y

p

0< x——‘<—.
q

Esta desigualdad equivale a



Como p,q € Zyq > 2, se tiene que

1 1 ~ 1 1
(-5 e GYlG- 3922
9 974 q 9) " S Na ava) " \4'q g

Por la definicién de T}, se verifica que x € T;. Se deduce que

Lc () T
nelN

Reciprocamente, sea x € ﬂ T y n € IN. Por la hipétesis, se tiene que x € T,

o melN
por la definicién de T,

” p_1 P) <P p 1)]
x € E-—Blu(E 5+,

qL—szgZ [(q qtq qaq q"
Luego, de la definicién de unién generalizada, se sigue que existen p,q € Z (con
q=2)y . .

et
6 T + — - 4
(q g q" \ q

la Gltima proposicién equivale a

0< < —

q"’

x_E\ 1

de donde, se deduce que x € LL. Asi, ﬂ T, C L.
meN

En resumen, se concluye que

L= ) T.

nelN
L]

El lema anterior permite verificar que el conjunto IL es “pequefio” en el sentido

de la medida de Lebesgue. En efecto, se tiene la siguiente proposicion.

LEMA 2.58 (Lema 3.4 (a) de [3]). Sea 4 una medida definida sobre una o —algebra X.

(a) Si (E,)neN es una sucesion creciente en X, entonces

H ( U ) = nlgrolo,”(En)-

nelN
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(b) Si (Fy)uen es una sucesion decreciente en X y si y(F;) < oo, entonces
(f\ﬂ>—ygumﬂ
nelN
Este lema se va en la siguiente proposicion con pt = A y la X = dom(A).

TEOREMA 2.59 (Teorema 4.27 de [1]). Sea f : S — R una funcién continua con
S C R. Si f es continua en un subconjunto compacto X de S, entonces f(X) es

acotada.

PROPOSICION 2.60 (Medida de L, [17]). La medida de Lebesgue del conjunto IL es

nula.

Demostracion. Por el lema anterior, se tiene que

1 p 1>
L C ——=,"4+ =
qUszgZ<q qatq q"

para cadan € IN.

Para todom € Z* y cadan € N, se verifica que

1 1p 1 1 1
lLﬂ(—m—l—z,m )C U U ( —q—n,g‘l'q—n)ﬁ(—m—Fz,m—z) (29)

q=2peZ

Ahora, puesto que % < % para todon € Ny todo q € {2,3,...}, la contenencia

anterior se transforma en

* 1
ILO( m-l—lm——)CU < lnE-F—n).
22 p=—mgq 9 9

Ademas, se tiene
2+2)-(-3)-3
q q" q q" qr

Para n > 2, se tiene que

1 1 © Mo ®202mg+1) & (4m+7)
0§A<lﬂ<—m+§,m—§>>éz‘§:_ q_n:Z q" Z qnfl
q=2p=—mq q=2 9=2
(o] 1 (o) dx
S (4m + 1) Z n—1 (47’1’1 + ]‘) /1 xl’l—l
g=21
4m+1
-2 (2.10)



donde la pendltima desigualdad se da porque g > 2y la tltima desigualdad se da
pues la funciéon % con n > 2 es Riemman integrable en el sentido impropio en el

intervalo [1, +oco| y su integral es el supremo de todas las sumas inferiores y, se tiene
dx
xh—1"

0 00
que Z —— €s una suma inferior correspondiente a /
20" 1
q:

Por este anélisis, tomando el limite cuando 7 tiende a infinito en (2.10), se tiene
que A (IL N (—m + %,m — %)) = 0 para todo m € IN. Por lo tanto,

ogA(JL):A(leR)zA(Lm U <—m+%,m—%>>

mezZ+
—1’/\1Lﬂ—+1 ! =0
= st My mTL) )T
donde la tltima desigualdad se da por el Lema 3.4 (a) de [3]. O

El siguiente lema se usa para demostrar que todo ntiimero de Liouville es tras-

cendente.

LEMA 2.61. ([7]) Sea « un irracional y raiz de f(x) = i)ajxj (cona; € Z para cada
j€{0,1,...,n}) donde f no es constante. Entonces, e];iste A > 0 tal que
a A
=5l> &
paratodoa € Z y todob € Z™.

Demostracién. Como f es un polinomio y [« — 1, & + 1] es un compacto, se sigue que
M = méXye(y—1,4+1] |f (x)| < +00, por el Teorema 4.27 de [1]. Ademds, como f no
es constante, se tiene que M > 0. Sean «ay,ay, ..., &, las raices, reales o complejas,
de f distintas de a. Ahora, sea

1
0<A <min{1,M,\zx—az1|,|oc—oc2\,...,|oc—ocm\}.

Por reduccion al absurdo, se supone que existen a, b enteros, b > 0, tales que

a A
— Il < =
"" b’—b”
Luego,
a A 1
‘0(—5‘ S b_n SA<min{l,M,M—tXlH(X—062|,-~-/|“_“m|}-
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Puesto que |« — #| <1y |a — | < |a —a;| paracadai € {1,...,m}, se sigue que

a
€la—1,a+1] Yy Z{ag, a0, ..., 0}

SR

Por el Teorema de Valor Medio, existe ¢ entre % y a tal que
D (1 — (24 F
7(5)=F () —f0=(5-a) flo.
Como § & {ay,a2,...,4n}, se sigue que f (%) # 0. Luego, f'(c) # 0. Por lo tanto, se
f(%)
f'(c)

tiene

(S RNY

-3-

Ademas, se tiene

n . .
) b
j=0

0[N
donde la tltima desigualdad se da pues ; no es una raiz de f y i ajaj V" es un
entero. Por todo esto, se concluye que .
‘“—E)Z ! > ! >é2‘zx—g,
b |f'(c)|b™ — Mb" ~ b" b
que es una contradiccion. Esto prueba el lema. O

n
TEOREMA 2.62. Sea « un irracional y raiz de f(x) = Y ajx/ (conaj € Z para cada
j=0
j€{0,1,...,n}), donde f no es constante. Si k > n, entonces existe A > 0 tal que

e
b bk’
paratodoa € Z y todob € Z*.

Demostracion. Basta aplicar el Lema 2.61 al polinomio g(x) = x¥~" f(x) y se obtiene

el resultado deseado. ]

PROPOSICION 2.63 (Trascendencia de I, [7]). Todos los ntimeros de Liouville son

trascendentes.

Demostracién. Por reduccion al absurdo, sea a € IL tal que « algebraico. Sean € Z*
el grado del polinomio con coeficientes enteros cuya raiz es « dada por la funcioén f.

Sear € N tal que 2" > %, donde A es la constante del Lema 2.61. Comon +r € IN
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y como « € IL, por la definicién de I, existen a,b € Z con b > 1 tales que

0 a - 1 A
<l-3l<mmzm<im
Esto contradice el Lema 2.61. Por lo tanto, « es trascendente. O

Ahora se va a dar un ejemplo de otro nimero de Liouville.
Ejemplo: Se tiene que « := Z 277 € L.
j=0

Demostracion. Sea n € IN, se toman
i 1 il i
a:=2"Y 27 y  b:=2"

Se nota que b > 1. Ademds, se tiene

27! 2— 1 —Zlin!< 1 —1

La siguiente proposiciéon da una forma de construir infinitos niimeros de Liou-

ville.

PROPOSICION 2.64. Para todo entero b > 1 y toda sucesion (a;);cz+ de enteros no

negativos menores o iguales a b — 1, con soporte infinito. Si se define
(o)
=y 4
- i’
i=b
entonces x € L.

Demostracién. Seanb € IN, b > 1y (a;);cz+ una sucesion en IN con soporte infinito

tal que a; < b paratodoi € Z*. Sea
oy G
o = pit

Se va a utilizar la Proposicion (2 54) para probar que x € IL. Porello, sean € Z™.

Se definen ¢ = b y p = g Z i Zu,b”' * Como b > 2, entonces g > 2.
i=1
Como el factorial es una func10n creciente, se tiene que b "' es un entero para cada

i=1,2,...,n;sesigue que p también lo es. Ademads, como a; > O paratodoi € Ny
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el soporte de (a;);cz+ es infinito, se tiene que x > g. Por lo tanto,

Como a; < b—1paratodoi € Z7, se sigue que

00 a; o ph_
i:;}—l bt = Z bi!

i=n+1

—_

[ee) o0
Ahora, como Z b < Z b~ se tiene que
i=n+1 i=(n+1)!

© p-1 & b1
)y

i=n+1 i=(n+1)! i=(n+1)!

1 1

También, como

pr(n!)

_ = (n+)nl4+1+n(n!) _ —nl41 _
p(n+1)i-1 b =0 - opnt-1 <L
Por lo tanto, se tiene . .
—n(n!) _ =
b(i’l‘i‘l)!*l < b q”l'
Asi, de (2.11), se tiene que
P’ 1
X — — -
q q

Por la Proposicién 2.54, se concluye que x € LL.

R DI T UVl DR -l v

(2.11)

O

A continuacién, se dan los detalles de la demostracién de un resultado del primer

teorema, que aparece sin demostracion, en [18].

PROPOSICION 2.65 (Corolario 1 de [18]). La suma de niimeros de Liouville es de

Liouville 6 racional.

Observacién: Lo que nos dice el siguiente teorema es que si se tiene un niimero de

Liouville # y un niimero racional z, entonces su suma es un namero de Liouville, es

decir, « + z € IL. Asi, se tiene que
Q+L=1.

PROPOSICION 2.66. Six € IL yz € Q, entoncesa +z € L.

Demostracion. Sea n € IN. Por la definicién de ntimero racional, existen r € Z y
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+ __r
s € Z" talesquez = .

Como la funcién f(x) = 2" es estrictamente creciente y

lim f(x) = oo,

existe m € N tal que s” < 2" "y m > n.

Comoa € Lym € N, existenp € Zyq € Z* talesqueq > 2y

1
q q
Se necesita encontrar x € Q tal que
zx+z—x:zx—E.
q
Por lo tanto, x = %4—2: 54—2: psq—tqr.Por todo esto, se tiene que
S+ qr 1 1
ochz—u:|1Jc+z—x|:oc—E < =< ,

donde la dltima desigualdad se da pues,
ST’Z < 2771—11 < qm—n

lo que equivale a s"q" < q"'. En resumen, se obtiene que

1
(gs)™

ps+qr
qs

a+z—

Todo esto prueba que « +z € IL.
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Capitulo 3

Construccion de un conjunto de
Cantor en un subconjunto de los
Numeros Reales de complemento

numerable

A continuacioén se presenta la construccién de un conjunto de Cantor en un con-
junto cuyo complemento es numerable. Para llevar acabo este prop6sito, se nece-
sitan de varios lemas, proposiciones y teoremas que se presentan en las siguientes

lineas.

El primer lema prueba que, en los reales, la conexidad es una propiedad intrin-
seca de un conjunto; es decir, un conjunto conexo en R es conexo en cualquier sub-

conjunto y viceversa.

LEMA 3.1. Sean A, X C R tales que A C X. El conjunto A es conexo en X si y solo si

A es conexo en R.

Demostracion. Sea A un conjunto conexo en X. Por reduccién al absurdo, se supone
que A no es un conjunto conexo de IR. Por definicién, existen abiertos no vacios B y

C de A, bajo la topologia heredada de R, tales que
A=BHC.
Ademds, existen abiertos By y C; de R tales que

B=B1NA y C=CNA.
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Se toman B, = B N Xy C; = C; N X. Luego, By y C; son abiertos de X. También,

puesto que A C X, se tiene que
BzﬂA:(BlﬂX)mA:BlﬂA:B y CzﬂA:(ClﬂX)ﬁAzclmA:C.

Luego se deduce que B y C son conjuntos abiertos de A en X. Asi, se verifica que A
no es conexo en X, lo que muestra que lo supuesto es falso; es decir, A es un conjunto

conexo en IR.

Reciprocamente, sea A conexo en R. Por reduccién al absurdo, se supone que A
no es conexo en X. Por la definicién, existen abiertos no vacios By C de A en X, tales
que

A=BHC.

Ademds, existen abiertos By y C; de X tales que
B=B1NA y C=CnNA.
También, existen B, y C, conjunto abiertos de IR tales que
By =BNX y CGi=0CGnNnX.
Puesto que A C X, se tiene que
B=(BbNX)NA=B,NA y C=(CNX)NA=CNA.

La dltima expresion implica que B y C son conjuntos abiertos de A en RR. Por lo
tanto, se colige que A no es un conjunto conexo en IR. Esta contradiccién muestra

que lo supuesto es falso; es decir, que A es un conjunto conexo en X. O

Las siguientes proposiciones, lemas y corolarios se dan para probar que todo

intervalo con mas de un punto, contiene un conjunto de Cantor.

PROPOSICION 3.2. Sean A, B C R tales que B es un conjunto cerradoen R. Si A y
B son homeomortfos, entonces para todo conjunto de Cantor C C A, se tiene que

f(C) C B es un conjunto de Cantor.

Demostracion. Por la definicién de conjuntos homeomorfos, existe f: A — B tal que
f es biyectiva, continua y f~! continua. Sea C C A un conjunto de Cantor. Se va a

probar que f(C) C B es un conjunto de Cantor.

Como el conjunto C es perfecto, entonces C es cerrado en IR. Puesto que C C A,

se tiene que C = C N A. Esto implica que C es un conjunto cerrado en A. Dado que
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la funcién f~! es continua, se colige que f(C) = (f~!)~!(C) es un conjunto cerrado

en B; existe D un conjunto cerrado en RR tal que
f(C)=DnB.

Asi f(C) es un conjunto cerrado en R pues la interseccion de conjuntos cerrados es

también un conjunto cerrado.

Ahora, se va a probar que f(C) C (f(C)) enR.Seay € f(C)ye > 0. Por
definicién de f(C), existe x € C tal que y = f(x). Como f es continua en x, existe

0 > 0 tal que para todo u € A,
lu—x| <6=|f(u) — f(x)| <e. (3.1)

Puesto que C es un conjunto de Cantor, C = C’ en R, por la definicién de punto de

acumulacion, existe z € C C A tal que
0<|x—z| <6 (3.2)

Dado que la funcion f es inyectiva, se verifica que f(x) # f(z). Por la continuidad

de f en x se verifica que |f(z) — f(x)| < e. En particular, (3.1) es verdadero para z:
|z—x| <d=|f(z) — f(x)| <e
Luego, por (3.2), se tiene que

f(z) = f(x)| <e. (3.3)

Pero, como f es inyectiva, de (3.2) se deduce que

f(x) # f(2),

asi, de (3.3),
0<|f(z) - f(x)| <e.

Es decir, f(z) € B(f(x),e) \ {f(x)} lo que implica que
f(z) € (B(y,€) \ {y}) N f(C).

Se concluye que y € (f(C))’. Por la Proposicion 2.6, se colige que f(C) es un con-
junto perfecto. Ademads, como C # @, existe t € C,de donde f(t) € f(C) # @. Todo
esto, prueba que f(C) es un conjunto perfecto en IR, no vacio y que esta contenido

en B.
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Ahora, se va a probar que f(C) es nada denso. Como f(C) es cerrado en R,
es suficiente probar que int(f(C)) = @. Por reduccién al absurdo, se supone que
int(f(C)) # @enR.Seay € int(f(C)), por la definicién de interior de un conjunto,
existe ¥ > 0 tal que B(y,r) C f(C), de donde se verifica que

fH(Bly,n) cC.

Como B(y,r) es un conjunto conexo en R, por el Lema 3.1, se deduce que B(y, )
es un conjunto conexo en B, ya que B(y,r) C B. Dado que la funcién f~! es conti-
nua, del Teorema 2.16 se sigue que f~(B(y,r)) es un conjunto conexo de A. Por el

Lema 3.1, se deduce que el conjunto f~!(B(y,)) es un conjunto conexo en RR.

Se definen u = y — 5 y v = y + 5. Por definicion de bola abierta, se verifica
que u,v € B(y,r). Por la sobreyectividad de f, existen t,w € A tales que u = f(t)
y v = f(w). Por la inyectividad de f y como u # v, se deduce que t # w. Por

definicion de preimagen, se verifica que t,w € f~1(B(y,r)).

Como los tnicos conexos en R con dos 0 mas elementos son los intervalos (Teore-
ma 2.17), se deduce que f ' (B(y, r)) es un intervalo. Ademds, como t,w € f~1(B(y,r))
y fY(B(y,r)) es un intervalo, se colige que (min{w, t}, max{w,t}) C f~1(B(y,r)).

Pero como f~!(B(y,r)) C C, se tiene que
(min{w, t}, méx{w, t}) C int(C) = Q,
donde la tltima igualdad es verdad pues C es un conjunto cerrado nada denso. Esta
contradiccion implica que int(f(C)) = @.
Asi se concluye que f(C) C B es un conjunto de Cantor. O

PROPOSICION 3.3. Sean a,b € R tales que a < b. Entonces, los intervalos [0,1] y

[a, b] son homeomorfos.

Demostracién. La funcion f: [0,1] — [a,b] tal que f(x) = (b — a)x + a para todo
x € [0,1]. Ademas, f es biyectiva y continua.

Ademés, f~1: [a,b] — [0,1] definida por f~'(x) = §=2 para todo x € [a,D]
también es continua. Se concluye que f es un homeomorfismo entre [0,1] y [a,b] lo

que prueba que los intervalo [0,1] y [a, b] son homeomorfos. O

COROLARIO 3.4. Seana, b € R tales quea < b. Entonces, los intervalos (0,1) y (a,b)

son homeomorfos.
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Demostracién. En este caso la funcion f: (0,1) — (a,b) tal que f(x) = (b—a)x+a

para todo x € (0,1) es un homeomorfismo. O

COROLARIO 3.5. Seana,b,c,d € R tales quea < b y c < d. Entonces, los intervalos

la,b] y [c, d] son homeomorfos.

Demostracién. Por la Proposicién 3.3, existen f: [a,b] — [0,1] y ¢: [0,1] — [c, d] tales
que f y g son homeomorfismos. Se define : [a,b] — [c,d] por h = go f. Luego h es
un homeomorfismo. Esto prueba que los intervalo [c,d] y [, b] son homeomorfos.

Ll

COROLARIO 3.6. Seana,b,c,d € R tales quea < b y c < d. Entonces, los intervalos

(a,b) y (¢,d) son homeomorfos.

Demostracion. Similar al del corolario anterior con la ayuda del 3.4. O

LEMA 3.7. Sean ¢,d € R tales que ¢ < d. El conjunto (c,d) es no numerable.

Demostracién. Por el Teorema 2.35, se tiene que el intervalo [0, 1) no es numerable.
Dado que [0,1) C (—1,1), del Lema 2.33 se deduce que el intervalo (—1,1) no es
numerable. Por el Corolario 3.6, se tiene que (¢,d) y (—1,1) son homeomorfos; en
particular, (¢,d) y (—1,1) son equipotentes. Asi, del Corolario 2.22, se concluye que

(¢,d) es no numerable. O

LEMA 3.8. Sean a,b € R. Sia < b, entonces existe C C R un conjunto de Cantor tal
que C C [a,b].

Demostracién. Sea Cy el conjunto triddico de Cantor en el intervalo [0,1]. Por la
Proposicion 3.3, existe f: [0,1] — [a,b] tal que f es un homeomorfismo. Sea C =
f(Co) C [a,b], como el intervalo [a, b] es un conjunto cerrado, por la Proposicién 3.2,

se verifica que f(Cy) C [a,b] y es un conjunto de Cantor. Se define C = f(Cp). O

COROLARIO 3.9. Sean a,b € R. S5ia < b, entonces existe C C R un conjunto de
Cantor tal que C C (a,b).

Demostracion. Se definen x = # yy = ”“5—2b Se tiene que

_2a+b_a+a+b<a+b+b_a+2b_
YT T T3 3 3

Por lo tanto, x < y. Ademads, se deduce que

x_2u+b>2a+a_a
3 3 7
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y también que
_a+2b - b+2b
=3 5=
En resumen, se tiene que a < x < y < b. Por Lema 3.8, existe un conjunto de Cantor

C C [x,y] C (a,b). O

b.

El siguiente lema es muy importante para la prueba del Teorema 3.12.

LEMA 3.10. Sea X C R tal que X sea numerable. Para todo t < s, se tiene que
(t,s)NX # @.

Demostracion. Por reduccion al absurdo, se supone que (t,5) N X = @. Entonces, se
tiene que (t,s) C X°. Por el Lema 3.7, se verifica que (¢, s) no es numerable de donde
X no es numerable (Lema 2.33). Esto contradice la hipétesis. Por lo tanto, se tiene
que (t,5) N X # Q. O

El siguiente teorema es una generalizacion de la siguiente proposicién de [8].

PROPOSICION 3.11 ([8]). Existe un conjunto no vacio, perfecto y nada denso en los

numeros irracionales.

TEOREMA 3.12. ([8]) Sea X C RR. Si X¢ es un conjunto numerable, entonces existe un
conjunto de Cantor C tal que C C X.

Demostracién. Sean a,b € X tales que a < b. Como X¢ es numerable y [4,b] N X° C

X¢, por el Lema 2.25, se deduce que [a,b] N X es un conjunto numerable.
Hay 3 casos posibles.

Si [a,b] N X¢ = @, por el Lema 3.8 existe un conjunto de Cantor, C C [a,b]. Se
deduce que CN X® C [a,b] N X = @. Por lo tanto, se tiene que CN X = @. De la

altima expresion, se concluye que existe un conjunto de Cantor, C, tal que C C X.

Si [a,b] N X€ es finito y no vacio, existe n € Z™ tal que
[a,b) N X = {x1,x2,..., %1}, (3.4)

donde x; < x2 < ... < x,. Por el Corolario 3.9, existe un conjunto de Cantor C tal
que C C (x1,x2). Ademds, por la definicién de x; parai = 1,2,...,n, se tiene que

(x1,x2) N X = @. Por lo tanto, se deduce que
CcC (xl,xz) C X.
Se concluye que existe un conjunto de Cantor C tal que C C X.
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Si [a,b] N X€ es infinito numerable, se puede escribir
[a,b] N X = (a,b) N X = {x1,x2,...},

donde x; # x;,i # j,i,j € Z™.
A continuacién, se da la construccién del conjunto C. Posteriormente se probara

que C es un conjunto de Cantor.

1. Construccién del conjunto C:

Se va a proceder de la misma forma en la que se construye el conjunto tria-
dico de Cantor Cy, pero en este caso se va a agrandar la longitud del intervalo
que se va a remover en cada paso de tal manera que en el paso i se extraiga a
x; para todoi = 1,2,... De esta forma, se va obtener un conjunto de Cantor

que no contiene a ningun x; para todoi € Z™.

El siguiente gréafico muestra como sel conjunto C; y C; no contiene a x; y a
xp, respectivamente. Es importante también asegurarse que en cada iteraciéon
se remueva un intervalo de longitud mayor al tercio del presente pues la de-
mostraciéon de que el conjunto C es de Cantor utiliza las mismas ideas que se

usaron para probar que Cy también lo es.

& ]
C1 [ . | ° F :
X2 X1 b
Cr —— e — . — —
Sa X X1 b
Sea Cy = [a,b], Cp es un conjunto cerrado y ¢; = “¢ (el punto medio del

intervalo [a, b]). Sea

B b—a
r1 = max |X1—C1‘, 6 > 0.

Se verifica que x1 € Blc1,71] & Co = [a,]].
Los siguiente gréficos ilustran el conjunto B[cy, 71| cuando
b—a

*n=-g:
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6 6 6
— s, — b
al T A Ead I T 1

b—a b—a b—a
6 6 6
o yr =|c1—x:
b—a b—a b—a
6 X1 6 C1 6
— [ — b
al T [ v A T J T 1
b—a b—a b—a
6 6 6

Por el Lema 3.10, (a,¢c1 —r1) N X # Dy (c1 +11,b) N X # D. Se toman
z% €(ac—r)NX vy z% € (c1+r,b)NX.

Se define
Cr = [}, z1] W[z}, 23],

donde z0 = 4, z3 = b. Ademads, por la definicion de z{ y z2, se verifica que
N <zl <2<,

yquezl —z9 < b54, 23 — 22 < bty xy ¢ Cy. En efecto,

b b-

R R A CRIO B e
_3a+3b—-b+a—6a 2b—2a b—a
N 6 6 37

donde la primera igualdad se da pues z? = 4, la primera desigualdad se da

porque z{ € (a,¢c1 — r1) y la dltima desigualdad cumple pues r; > b_T“. Ade-

mas, -
z?—z%:b—z%<b—(cl+r1)gb—a; — ga
_6b—3a—-3b—b+a 2b—2a b—a
B 6 6 37
donde la primera igualdad se da pues z} = b, la primera desigualdad se da

pues zZ € (c1 +11,b) y lasegunda desigualdad se da pues ¢; = ‘“;—b yry > b%“.
Por otro lado,

Xp—z1>x1—(cp—r) >x—cp+|x—c| >x1—c14+cp—x =0,
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donde la primera desigualdad se da pues zi € (a,c; —r1), la segunda desigual-

dad se da pues ;1 > |x1 — c1| y la dltima desigualdad se da pues |w| > w, para
todo w € R. También, se cumple

z%—xl >(c1+r)—x1>a—x+x1—al>a—x1+x—c =0,
donde la primera desigualdad se da pues z7 € (c; + 1, b), la segunda desigual-
dad se da pues r; > |x1 — c1| y la tiltima desigualdad se da pues |w| > w, para
todo w € R.

Los dos tltimos calculos prueban que x; € (z%, Z%) Asi x1 & Cy.

0 1 2 .3
2 2 X 21 7
[ )| L L]
£ T P ! -
a b
(a,c1 —11) (c1 +1,b)
Para el paso n = 2, hay dos casos.
Si x, € Cq, entonces
0 .1 2.3
x2 € 21, z1] [z, 73]
0 1 2 .3
z3 o z] zi zy
a b

Por la definicién de unién disjunta, existe un tnico j € {0,1} tal que

2j _2j+1
X € (zlj,zlj >,
2j _2j+1
pues x; € X° }7,21],,21]+ € X.
220t
Sea c; = ~—'— el punto medio del intervalo al que pertenece x. Se define

2j+1  _2j

) Zl]+ _Zl]
rp = méx< |xp — CZ"T )

Los siguiente gréficos ilustran el conjunto B[cy, 12| cuando

2j4+1  _2j
I s
® 7y =
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AR A AR
6 (6)) 2j+1
—— F—’% X2 ?—’H 21
22] H,_/L H/_J ——
1 Z%Hlfzij Z%]+17Z%] Z%]Jrlfz?
6 6 6
o yry=|cp— Xt
S, G G
6 C 2j+1
—— N [ ,_/\ﬁz ,_h le
2j q_z ——— N—_——
1 Z%]-H—Z%] Z?+1_Z? 2 Z%]—H_Z%]
. . 241 2 241 2
2i+1 2 z —Z z —Z .,
Como zl] — 21] > 0, entonces ~——1 < = L También, como
2j+1 2j
2/ _2j+1 S
Xy € (zl,z1 > =B Cz,T ,

L2 L2
se deduce que |x; — c3| < ——L. Por todo esto, se colige que rp < ——L.

Se verifica que
2i  2j+1
xy € Blea,ra] G 27,7 ] € C1.

Por el Lema 3.10, (z%j, c—1)NX#QDy (c2+12, z%jﬂ) N X # @. Se toman

4j+1 2j 4j42 2j+1
22]+ €(z,a—-rn)NX y z)7€(+rnz)NX
Z%] Z;LJ-H 2421]—1—2 Zfﬁl
X2
[ ] : e : L ]
£ A o L |
4 4j43
(szr C2 — 72) <Cz + 12, 22] )

Sea k € {0,1} tal que k # j. Se define (u, vg) = tercio([z%k, z%kﬂ]).

Por Lema 3.10, se tiene que (z3,uy) N X # @y (v, 2% N X # @. Se
toman

zgk“ € (z%k, u)NX 'y :2‘2”‘+2 € (vg, z%k“) N X.

Z%k Z§k+1 Zzzik+2 Z%kntl
[ 1 | [ ]
4 ] L 1
(1x, vk)

57



Si x, ¢ Cy, entonces para k € {0,1} se define (uy, vy) = tercio([z2¥, z2F1]).

Por el Lema 3.10, se tiene que (225, 1) N X # @y (v, z%kﬂ) N X # @.Se toman

2 e (B u)nX y 22 e (v, nXx

Z%k Z§k+1 Z§k+2 Z%kJrl
[ 1 | [ ]
4 ] — L 1

(tx, vg)

Para cada | = 0,1 se define z3' = z%' y Z%l+3 = Z%Z—H.

Por todo este anélisis, se define

3
27 2i+1
G =z,

j=0
donde zé € X paratodoi = 0,1,...,7, zg =ay z%nﬂ*l = b. Ademas,
z%jﬂ - zgj < b%” paratodoj=0,1,2,3y x1,x2 € Ca.
29 z3 “ z2 zgz[i‘:f Z[g%jf
[,%%%%a]- - ‘F"""""""} - -
a b

Sean € IN tal que n > 2. Se supone que se ha realizado este proceso n
veces, entonces se tiene que

21 2j+1
Cn = H‘J [Zn]/Zn] ]/
j=0
donde zil € X paratodoi =0,1,.. Lantl ) zg =ay z%nﬂ_l = b. Ademds,

zf,jﬂ — zﬁj < b;,f para todoj = 0,1,...,2" =1y x¢ ¢ C, para todo k =
1,2,...n.Se va a definir por recurrencia los extremos del paso n + 1.

Hay dos casos posibles.
Si x,11 € Cp, entonces existe un tnico j € {0,1,...,2" — 1}, tal que

2j _2j+1

2 2j+1
Xpy1 € (Zn 1 Zn /

) pues x,.1 € X°yz/,z]" € X.
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Sean ¢, = 11—

2j41  _2j
oz Zy — Zn
Tpe1 = MAx e lcne1 — Xpa1| ¢ < -

Por el Lema 3.10, (zij, Cnt1 —tnt1) VX #Dy (cpy1+ rn+1,zij+l) NX # Q.

Se toman

4j+1 4j42

2j 2j+1
Zyyq € (Zi, ot — 1) NX y 2,07 € (1 gz ) NX

Seak € {0,1,...,2" —1} tal que k # j.Se define (uy, vy) = tercio([z2, z2*+1]).
Por el Lema 3.10, se tiene que (225, u;) N X # @y (v, 225t1) N X # @. Se toman

4k+1 2k 4k+2 2k+1
Zyh € (z u)NX y Zyr € (v, 27 )N X,

Six,i1 € Cy, entonces paracadak € {0,1,2,...,2" —1} se define (uy, v) =
tercio([z2X, z2K+1)).
Por el Lema 3.10, se tiene que (225, u;) N X # @y (v, 22F1) N X # @. Se

toman
= Co TN aD'¢ y 2442 ¢ (v, 2 N X,

n+1 n+1
_ : 41 21 4143 _ 21+1
Paratodo!/ =0,1,2,...,2" — 1 se define Zpi1 =Zn Y Zpaq = Zn -

Por todo este anélisis, se define

2n+1_1
B 2 2j+1
Cnt1 = U [Zn+1’zn+l I
j=0
. s n+2_
donde z!, ; € X paratodoi=0,1,...,2""2—1,20 | = ayz%Jrl L —p.

Ademas, zijill - zijﬂ < % para todoj = 0,1,.. L2t g y xx & Cyia
paratodok=1,2,...n+ 1.

Finalmente, se define

C= () Cu

neZ+t

donde x,, ¢ C, paratodon € Z™.

. Cy es cerrado para todo n € IN.

Demostracion. Sea n € Z™*. Por la construccion del conjunto C, se tiene que
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-1 _

G = | 7,27 donde 2}, € X para todo j € {0,1,...,2" — 1}. Por el
j=0

Teorema 3.13 de [1], se tiene que C,, es cerrado. O

. C es un conjunto cerrado.

Demostracion. Por la definicién de C, se tiene que
C= ﬂ Cy.
nelN

Por el numeral anterior y por el Teorema 3.13 de [12], se tiene que

ﬂ C,, es cerrado.
nelN

Por lo tanto, se tiene que C es cerrado. O
.Cc Xnla,b).

Demostracion. Por la construccion sabemos que C C [a,b], pues Cy = [a,b] y
C c .

Por reduccién al absurdo, se supone que existe x € C tal que x € XN [a, b].

Por lo tanto, existe i € Z* tal que x = x;.

Por la construcciéon de C;, se tiene que x = x; ¢ C;. Esto es absurdo, pues

x € C. Por lo tanto, lo supuesto es falso, es decir, C C X N [a,b]. O
. A(C) =0.

Demostracion. Para cada n € IN, por el numeral 1., se tiene que Cj, es la unién

de 2" intervalos disjuntos de longitud menor o igual que bs,_ﬂ“. Luego,

b—a

N(CHES

Por lo tanto, se tiene que A(C,) < (b —a) (%)n Puesto que A([a,b]) =b—ay
(Cn)nen es decreciente. Por el Lema 3.4, literal (b), de [3], se deduce que

A(C) = lim A(C,) < lim (b —a) <§> 0.

n—oo 3
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6. C es no vacio.

Demostracién. Se va a probar que a = z, para todo n € IN mediante induccién

matematica. Puesto que Cy = [a,b] = [z),z}], se tiene que a = z{. Se supone

— 50
que a = z,

0 — 0
Zn+1—Zn

con n € Z*. Por la construccion del conjunto C se define que

= g. Por lo tanto, a = 22 para todon € IN.

Ahora se va a probar que a € C, para cadan € IN. Sea n € IN. Se verifica

que a € C, pues
N 241
U 2,72,
Por lo tanto, se concluye que

ae () Ci=C
nelN

de donde C # @. O

7.CccC.

b—a
Demostracién. Sean x € Cy € > 0. Como h_r)n T = 0, existe n € IN tal que
n— o0

21
Por el numeral 1., se tiene que C,, = U [zn] , zfl] H] donde z/, € X para todo

j=0
i€ {0,1,...,2""1 —1}. Como x € C,, entonces existe j € {0,1,2,...,2" 1} tal
que x € [zn],znﬁl} Seay € [zn],zfﬁ ] tal que

Y=19 21 .
Zy caso contrario.
2j _2j+1

donde cn+1 22— Entonces, se tiene que x # yy ademads |x — y| < 2t
Z}’l _

En los siguiente gréficos se ilustra la elecciéon de y.

iy _ 2j+1

X Cnt1 y
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10.

Finalmente, como y es un extremo de un intervalo de C,, a partir de la
iteracién 1 jamds se lo retira. Por lo tanto, y € C; paratodoj € N tal que j > n.
Pero como la sucesion (Cy),enN es decreciente y y € Cy, se tiene que y € C;
paratodoj € {0,1,...,n}.

En resumen, se tiene que y € C; para todo j € IN. Esto prueba que existe

ye () Cu=Ctalquex # yy |x—y| < e. Por definicion, se concluye que
nelN
xeC. O

. C es un conjunto perfecto.

Demostracién. Por el numeral anterior, por el numeral 3. y por la Proposi-

cién 2.6, se deduce que el conjunto C es perfecto. O
C es un conjunto nada denso.

Demostracion. Por los numerales 5.y 3., y por el Lema 2.43, se deduce que C es

un conjunto nada denso. ]
C es un conjunto de Cantor.

Demostracion. Por los numerales 6., 8. y 9., se concluye que C es un conjunto
de Cantor. 0

Por los numerales 4. y 10., se concluye que existe un conjunto de Cantor C tal
que C C X. O

El teorema anterior prueba que Q° = R \ Q y los niimeros trascendentes contie-

nen conjuntos de Cantor. En efecto, este resultado es inmediato pues Q y los name-

ros algebraicos son conjuntos numerables.

62



Capitulo 4

Existencia de un Conjunto de Cantor

en los Numeros de Liouville

Para probar la existencia de un conjunto de Cantor Cy, tal que C; C L, se definen
los conjuntos A C 2Ny S C RR. Primero se muestra que A no es numerable; este
hecho implica que S tampoco es numerable. Después se prueba que S es un conjunto
cerrado y estd contenido en L. Finalmente, por el Teorema de Bendixson existe un
conjunto perfecto C; C IL y del Lema 2.43 se concluye que C; es un conjunto de

Cantor.

Se empieza definiendo el conjunto
A={x= (xp)nen € 2N : x2, + X3, 11 = 1 paracadan € N}.
PROPOSICION 4.1. El conjunto A no es numerable.

Demostracién. Se define f: A — 2N tal que para x € A, f(x) = (yu)nen donde

1 si Xop+1 = 1
Yn = .
0 sixy, =1,

para todon € IN.

La funcién f es inyectiva. En efecto, se supone que x,z € A tales que x # z.
Existe i € N tal que x; # z;. Sin pérdida de generalidad, se supone que x; = 0y
Zi = 1.

Sii =2k conk € N, se tiene que (f(x))r =1y (f(z))r = 0; luego f(x) # f(z).

Sii = 2k+1conk € N, se tiene que (f(x))r = 0y (f(z))x = 1; nuevamente
f(x) # f(2).
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La funcién f también es sobreyectiva pues, dado (Yn)neN € 2N para cada n €

N, (x4)nen se define por

Por lo tanto, x € A y se verifica que f(x) = y.
Asi se concluye que f es biyectiva. Por el Corolario 2.22 y el Teorema 2.34, se

colige que A no es numerable. O

Ahora, si (x,)neN € A, entonces |x,| < 1 para todo n € IN. Por lo tanto, la serie

Xy
y T

neZ+

converge. También se define

Xpy—
S:{ Z #11'16]1{(3(”%/161[\1614}

neZ+t

LEMA 4.2. Dado (x,)neN Y & € R, siexiste N € IN tal que
Xn =K

para todon > N, entonces

lim Xn = K.
n—oo

Demostracion. Sea € > 0. Para todo natural n > N, se tiene que
|, —a| =|a—a] =0<e.

Por lo tanto,

Iim x, = a.
n—o0

LEMA 4.3. Si (x;)en € 2N y existe x = lim x,, entonces
n—oo

x € {0,1}.
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Mas atin, existe N € N tal que para todon > N,
.Xn = X.

Demostracion. Puesto que (x,)nen € 2N es una sucesién convergente, también es
de Cauchy. Asi, para1l > 0, existe N € IN tal que para todos n,m € IN tales que
n,m > N, se tiene que

Ademas, puesto que x,, — x,; € {—1,0,1} paratodon, m € IN; se sigue quesin > N,

entonces x, = xy. Por el Lema 4.2 se tiene que
xn — xN.
Por la hipétesis y la unicidad del limite se concluye que x = xy € {0,1}. O

El siguiente lema se va a usar para probar que A y S son equipotentes.

LEMA 4.4. Seaz = (z;);cz+ tal que z; € {—1,0,1} paracadai € Z*. Si

entonces z; = 0 para todoi € Z™.

Demostracion. Se va a proceder por induccion matematica. Como la serie converge

a 0, se puede escribir

Z1 Zj
“10 - Ao
Luego,
EYR y eyl oy L
1 =1 it = = 10 — = 10
0o 1
1 107 1
< —_— — - .
ig 100 1-5 9

Entonces se verifica que |z1] < % < 1. Como los tinicos valores que puede tomar z;

son elementos de {—1,0,1}, se concluye que z; = 0.

Sean € Ntalquen >2yzy =0parak € {1,2,...,n—1}. Se va a probar que

zy = 0. Como la serie converge a 0 y sus primeros n — 1 términos son 0, se puede
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escribir

Zn o Z
10m™ i 107
Entonces,
ERTR RS I I
10n! i=n+1 101' B i=n+1 1 t i=n+1 1 a
1
= n ! 10 1
< ¥ 100 “1> _
i=(n+1)! 10° 1- 10 9 10(n+1)!
Asi se verifica que
10 10" 10— (1)) _ 1000
|Zn| < 310(714-1) = 9 —10 = ?10

Como n > 2, entonces n! > 2. Se tiene que n(n!) > 4y —n(n!) < —4. Por lo tanto,

10, 0-n(m) < 10

1

4 [
910" =550 <L

Una vez mas, se tiene que |z,| < 1. Asi se concluye que z, = 0, puesto que z, €
{-1,0,1}. O

Los siguientes 3 teoremas prueban la existencia de un conjunto cerrado no nu-
merable contenido en L.
TEOREMA 4.5. El conjunto S no es numerable.

(e 9]

Demostracién. Sea f: A — S tal que f(x) = Z

1 01' para todo x € A. Por la defini-

cién de S, se verifica que f es sobreyectiva. Se va a probar que f es inyectiva. Sean

x,y € Atales que f(x) = f(y). Por la definicién de f, se verifica que

o X1y Vit
L ~ Lo

=1

esto equivale a

Xi—1—Yi—1 _
Lo ¢
Sea z; = x;_1 — y;_1 para todo i € Z*. Por la definiciéon de x y y se tiene que
z; € {—1,0,1} para todoi € Z".Y, ademas
00 z;
Lg1 0
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Luego, por el Lema 4.4, se colige que z; = 0 para todo i € Z*, de donde se verifica
que x;_1 = y;_1 para todoi € ZT. Se concluye que x = y, lo que prueba que f es
inyectiva.

En resumen, A y S son equipotentes y, como A no es numerable, se concluye que

S no es numerable (Corolario 2.22). O

TEOREMA 4.6. El conjunto S es cerrado.

Demostracién. Seay € R tal que 1211 x" = y,donde (x"),cN estd en S. Se va a probar
n—oo

que y € S. Por la definicién de S, para cada n € IN, se tiene que

[e’e] xl’l
=) 1101'1’

i=1

donde (x}');ci estd en A. Se va a probar que la sucesién (x}!),cn en R converge para

todo k € IN mediante induccién matemética.

Como la sucesion (x"),ecn es convergente, (x),cN es una sucesion de Cauchy.

Asi, como % > 0, existe Ng € IN tal que si n, m > Nj, entonces

< —. (4.1)

Luego, por la desigualdad triangular y por (4.1) para todos naturales n,m > Ny se

tiene que

m |x1 1_x1 1|

+ Z 01'

1 1 0,12 1,1 1

\xo _xo

I
1 ad 1 e
<5t ; <ot L

100 90 '1-0,1 =90 90 15

(recuérdese que |xI' | — x| <1 para todoi € Z" ya que x",x™ € A). Puesto que

xll —xft € {—1,0,1}, de [x — x| < 32 < 1se concluye que x} — x2 = 0; es decir, si

n,m > Ny, entonces x; = x;'. Por el Lema 4.2 existe xg € {0,1} tal que 11_r>n X = Xp.
n—oo

Sea k € Z*. Se supone que x}q — xjdonde x; € {0,1} paratodoj=1,... k. Se

va a probar que x,; converge cuando n — oo,

Como la sucesion (x™),cn es convergente, entonces (x"),cn €s una sucesion de
Cauchy. Para € = %10_(“3)! > 0, existe N € N tal que si n,m > N, entonces

(o] m

Z Tor

i=1

| — x| = <e.
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Como (x}“)n@N es convergente para j = 0,1,...,ken {0,1}, por el Lema 4.3 existe
N; € N tal que (x;?)neN es constante si # > N;. Sea Ny = maxj<41{Nj, N}.
Entonces, si n,m > N1, se verifica que

oo} n _
Xi1—Xiq

Z = 101‘!

i=k+2

< €.

X" — x| =

Luego, de la desigualdad triangular, para todo n, m > Nj se tiene que

|k — %] < i Xiq =X, i Xiq =X, <ed i X} — x4
1okt = A, 10 i“rs 107 s 107

ad 1 s 1

§€+.%3W<€+,(;3)'W:2€
1= 1=(k+3)!
0,1 (k+3)!

20

9

(recuérdese que |x | — x| < 1paratodoi € Z* yaque x",x™ € A). En resumen,

se tiene que

20 ker2)— (k) _ 200 L (k)
X1 — x4l < 5 10(k+2)!=(k+3)! 510 (k+2)!(k+2)

Como k > 1, entonces (k+2)! > 3!, se sigue que (k+2)!(k+2) > 3!-3 =18. Por lo

tanto, 0
lxi o — Xl < 5 10718 < 1.

Puesto que x;_; — x{' ;| € {—1,0,1}, se sigue que si n,m > Nj,1, entonces xZH =
x{', ;- Por los Lemas 4.2y 4.3 existe x;1 € {0,1} tal que nlgrt}o Xp1 = Xk

oo
X
Ahora, se va a probar que y = Z 1’01.,1 € S.Sea € > 0. Puesto que ) ;°; # es
i=1

(0]
convergente, liin Z o7 = 0. Por lo tanto, existe a € Z* tal que
m—roo = :

Y <e

i=a
Como x}! — x; paracadak = 0,1,...,a — 1, por el Lema 4.3 existe Ny tal que para
todo natural n > N,

Xy = X.
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Sea N, = max {Ny}. Asi se tiene que para todo n € IN, si n > N,, entonces

0<k<a
o0 o0 n o0 o0 n
v -y = L - LA = | e
101 | 10" 101 | 101!
i=1 i=1 i=1 i=1
| X i J”%j:x?q Xi-1 ixZH Xi1
- i il il
i=1 10 i=a 10 i=a 10
00 |xi_’l x—l’ 00
< 1—1 1 < €

o

Por la unicidad del limite, se deduce que y = Z ?O_Z,l .
i=1

Finalmente, se va a probar que x € A. Sea k € IN, como cada x" € A para todo

n € IN, se tiene que x3;, ; + x5 = 1 para todo n € IN. Por las convergencias de
(1) neN ¥ (X5 )nen, existe N € IN tal que n > N implica que x5, = Xox11 Y

x5, = Xpx. Por todo esto, se deduce que paran > N,
_|_ _ n _I_ n __ 1
Xok41 T Xok = Xppqq T X = L.

Por definicién, se deduce que x € A. Ahora, por definicién de S, se concluye que

y € S. Todo esto prueba que S es cerrado. O

El siguiente teorema prueba que todos los elementos de S son nimeros de Liou-

ville.

TEOREMA 4.7. Se verifica que S C L.

Demostracion. Seay € S, por definicién del conjunto S, se puede escribir

i
y=2 Jo1

i= 107
donde x € A. Por definicién del conjunto A, se tiene que xp,+1 + X2, = 1 para todo
n € Ny por lo tanto, (x,),eN tiene soporte infinito. Ademads, como x; € {0,1} para

todo i € IN, por la Proposicion 2.64 se verifica que

o Xi_1
= e

Todo esto prueba que S C L. O



Finalmente, se prueba el primer objetivo del presente trabajo.

TEOREMA 4.8. Existe C; C L tal que C; es un conjunto de Cantor.

Demostracion. Como el conjunto S es cerrado, por el Teorema de Bendixson existe
un conjunto perfecto C; tal que C; C S. El conjunto C; es no vacio, pues S es no

numerable.

Dado que el conjunto IL es un conjunto de medidanulay C; C S C L, se verifica
que C; es un conjunto de medida nula. Ademads, C; es cerrado (Corolario 2.8) y del

Lema 2.43 se sigue que C; es nada denso.

En resumen, se concluye que C; es un conjunto de Cantor tal que C; C L. O
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Capitulo 5

Existencia de un Conjunto de Cantor

en los Numeros Diofantinos

Primero se prueba que Tj, del Lema 2.57, es abierto y denso para cada n € IN.
Asi se presentar a ID cono la unién numerable de conjuntos cerrados y nada densos.
Se prueba que uno de esos conjuntos es no numerable y a través del Teorema de

Bendixson se demuestra la existencia de un conjunto de Cantor C, C D.

Se recuerda que

L= )T

nelN

Tn:DpLEJZKS_l P>U<Eﬁ+l>}, Vn € N.

et q) \q'q g

donde

PROPOSICION 5.1. Para todon € IN, T, es abierto.

Demostracion. Sean € IN, paracada p,q € Z tal que g > 2, por el Lema 2.12, se tiene

p 1 P) <p p 1)
- T s _1_+_ 7
(q 7 q) Y \gq g

son conjuntos abiertos. Por el Lema 2.14, se deduce que

(B_i,ﬁ)u<ﬁ,ﬁ+i>
9 9" 9 49 49"

que

es abierto y por lo tanto,




también lo es; es decir, T, es un conjunto abierto. L]

LEMA 5.2. Paratodon € N, Q C T,,.

Demostracién. Seann € N,z € Q y € > 0. Se va a demostrar que B(z,e) N T, # @.

Comoz € Q, existenr € Zys € Z" tales que z = L. Se definen p = 2ry q = 2s.
Entonces z = %, pEZ, g€ Z" yqg>2. Ahora, se toma

y=z— %min{e,q”}.

Se tiene que y € B(z,¢€), puesz —y < § < €. Ademds, y € (g - qln, g), porque

Z_qin:z—qln <z-—min{e,q "} <z—%min{€,q_n} =Y
Y 1
_ _ 1 —n :E
y=z me{e,q } <z 7

Ahora, se considera
p_1p
@ # B(z,e) N <— — —,—> C B(z,e) N T,.
q q9vq !
Se deduce que B(z,€) N T,, # @, de donde se concluye que z € Ty,. O

COROLARIO 5.3. Para todon € IN, T, es denso.

Demostracion. Sea n € IN, por el lema anterior, Q C T,,.. Dado que el conjunto T, es
cerrado, se deduce que Q C T,. Puesto que Q = R, se verifica que R C T,; asi se

concluye que T,, = R. O

El siguiente corolario establece una propiedad importante del conjunto L.

COROLARIO 5.4. El conjunto IL es denso.

Demostracion. Por el Teorema de Categoria de Baire; es decir, la interseccién nume-
rable de abiertos densos es un conjunto denso, como T}, es abierto y denso para todo

n € IN, se verifica que el conjunto

N,

nelN

es un conjunto denso. Por el Lema 2.57, IL = ﬂ T,, de donde se concluye que LL es

nelN
un conjunto denso. O
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El siguiente teorema da una caracteristica importante del conjunto ID.

TEOREMA 5.5. El conjunto ID no es numerable.

Demostracion. Por reduccion al absurdo, se supone que ID es numerable. Por la de-

finicién de la medida de Lebesgue, se tiene que
A(D) =0.
Ademas, por la Proposicion 2.60, A(IL) = 0. Por lo tanto, se verifica que
A(R) = A (]LUjID) = A(L) + A(D) =0+0 = 0.
Pero A(IR) = +oo. Esta contradiccién implica que ID no es numerable. O

Observacién: El conjunto de los Ntimeros Diofantinos se puede representar por

c
D=L= (ﬂ Tn> =J Ti= U Dn,
nelN nelN nelN
donde D, = T} para todon € IN.

Ahora, se estudian las caracteristicas de los conjuntos D, para n € IN.

PROPOSICION 5.6. Para todon € IN, se tiene que D, es cerrado y nada denso.

Demostracion. Sea n € IN, por la Proposicion 5.1, se tiene que T, es un conjunto

abierto. Luego, por la Proposicién 2.13, D,, = T}, es un conjunto cerrado.

Como el conjunto T; es abierto y denso, por la Proposicion 2.44, se colige que Dy,

es nada denso.

Por todo esto, se concluye que D, es cerrado y nada denso. ]

Finalmente, se demuestra el segundo objetivo del presente trabajo.

TEOREMA 5.7. Existe C; C D tal que C;, es un conjunto de Cantor.

Demostracién. Como el conjunto ID no es numerable y como

D= |J Dy,
nelN

por el contra reciproco del Teorema 2.32, existe k € IN tal que Dy no es numerable.
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Por la proposicién anterior, Dy es cerrado. Por el Teorema de Bendixson, existe
Cy C D tal que C; es un conjunto perfecto. El conjunto C; es no vacio, pues Dy es

no numerable.

También, por la proposicién anterior, Dy es nada denso. Por el lema 2.42, C; es

nada denso. Por definicién, C; es un conjunto de Cantor tal que

C,C D, C U D, = D.
nelN

Asf se concluye que existe un conjunto de Cantor C,, tal que C, C ID. O
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Capitulo 6
Resultados adicionales

En este capitulo se dan algunos resultados importantes que se han probado al

cumplir los objetivos del trabajo.

No es necesario que un conjunto de Cantor sea compacto. Para convencerse de

este hecho, se da un conjunto de Cantor que no es acotado.

Demostracion. Para cada n € IN, sea C;, el conjunto triddico de Cantor que se cons-
truye en [2n,2n + 1]. Se define

C=[H Cu
nelN

El conjunto C es no acotado pues por su construccién, 2n € C, C C para cada
n € N.

También es cerrado. En efecto, sea (x¢)xen en C tal que
X — X.

Con % > 0, existe K € IN tal que si k > K, entonces

1
|x — xx| < 5 (6.1)

Como xg € C existe un tnico j € N tal que xg € C;. Asi
k>K=— x; € C]'.
En efecto, por reduccién al absurdo. Supongamos que existe un natural m > K tal

que x; € Cy, con 1y # j. Por lo tanto, se tiene que

1 1
1§|xm_x1<|§’xm_x|+|X—xk|<§+§:1,
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donde la primera desigualdad se cumple pues x,, € Cyy y xxk € Cjconj # Ky la
tercera desigualdad se da por (6.1). Esta contradiccién implica que lo supuesto es

falso.

Puesto que C; es un conjunto cerrado y (xx)i>k €s una sucesién de C; que con-

verge a x, por la Proposicién 2.5, se verifica que x € C;. Se concluye que

XEC]'CC.

Por otra parte, el conjunto C es de medida de Lebesgue nula, pues se tiene que

AC) =2 ( O, cn) = Y AMCu) =0,

nelN nelN

donde la dltima igualdad se da pues C, es el conjunto triddico de Cantor trasla-
dado y la medida de Lebesgue es invariante por traslaciones y A(C,) = 0. Por el

Teorema 2.43, el conjunto C es nada denso.

También es perfecto. En efecto, sean x € Cy € > 0. Existe j € N tal que x € C;.
Se sabe que C; es perfecto. Por lo tanto, existe y € C; tal que x # yy [x —y| < €. Se
concluye que existe y € Ctal que 0 < |x —y| < e.

Por todo lo anterior, C es un conjunto de Cantor no acotado. O

La siguiente proposicién prueba que todo conjunto perfecto no vacio contiene

un perfecto no vacio y acotado.

PROPOSICION 6.1. Sea P C R un conjunto perfecto y no vacio. Entonces existe K C

P tal que K es perfecto, no vacio y acotado. Ademads, K es compacto.

Demostracion. Se tiene que

R = |J[nn+1].
nez

Por lo tanto,

P=pPn|Jmn+1]=J (PNn[nn+1]).
neZ neZ

Por la Proposicion 2.51, P no es numerable. Por el contra reciproco del Teorema 2.32,
existe k € Z tal que PN [k, k 4 1] es no numerable. El conjunto P es cerrado (Corola-

rio 2.8), se sigue que P N [k, k + 1] es cerrado.

Por el Teorema de Bendixson, existe K C PN [k, k + 1] tal que K es perfecto. El

conjunto K es no vacio, pues P N [k, k 4+ 1] no es numerable.
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Ademas, el conjunto K es acotado. En efecto, para todo x € K, se verifica que

x € [k, k + 1], se sigue que
|x| < max{|k|, |k+1|}.
Asf se concluye que K es compacto. [

El siguiente lema y teorema se prueban para dar una condicién necesaria y sufi-

ciente para que un conjunto contenga un conjunto de Cantor.

LEMA 6.2. Todo conjunto perfecto no vacio contiene un conjunto de Cantor.

Demostracion. Sea P C R un conjunto perfecto, no vacio. Hay dos casos.
Siint(P) = @, por el Lema 2.45, P es un conjunto de Cantor.

Si int(P) # @, entonces se toma x € int(P). Por la definicién de interior de un
conjunto, existe r > 0 tal que
B(x,r) C P.

Por otro lado, existe un conjunto de Cantor C, por el Corolario 3.9, tal que
CC(x—r,x+r)=B(xr).

Luego, se deduce que existe C C P.
En ambos casos se concluye que existe un conjunto de Cantor contenidoen P. [

TEOREMA 6.3 (Teorema 3.39 de [1]). Todo subconjunto cerrado de un compacto X C

R es compacto

TEOREMA 6.4. Todo conjunto de Cantor tiene un subconjunto de Cantor compacto.

Demostracion. Sea C C R un conjunto de Cantor. Por definicién, C es un conjunto
perfecto y no vacio. De la Proposicion 6.1, se colige que existe un conjunto P C C tal

que P es un conjunto perfecto, no vacio y acotado.

Por el Lema 6.2, existe K C P, tal que K es un conjunto de Cantor. El conjunto
K es compacto. En efecto, dado que K es cerrado, P es compacto y K C P, por el

teorema 3.39 de [1], se deduce que K es compacto.

Se concluye que K C C es un conjunto de Cantor compacto. O

Finalmente, se da una condicién necesaria y suficiente para que un conjunto con-

tenga un conjunto de Cantor.
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TEOREMA 6.5. Sea X C R. El conjunto X contiene un conjunto de Cantor si y solo si

X contiene un conjunto cerrado y no numerable.

Demostracion. Si existe un conjunto de Cantor C C X. El conjunto C es un perfecto y
no vacio. Por el Corolario 2.8 y la Proposicién 2.51, se deduce que C es un conjunto

cerrado y no numerable contenido en X.

Reciprocamente, si existe un conjunto S C X tal que S es cerrado y no numerable,

por el Teorema de Bendixson, existe P C S tal que P es un conjunto perfecto.

El conjunto P es no vacio pues S es no numerable. Asi, por el lema anterior, existe

C C P tal que C es un conjunto de Cantor. O
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Capitulo 7
Conclusiones y Comentarios

Conclusiones

e Todo conjunto que contenga un intervalo con mas de dos elementos, contiene

un conjunto de Cantor (Corolario 3.9).

e En un conjunto, cuyo complemento sea numerable, se puede construir un con-

junto de Cantor (Teorema 3.12).

e Por el Teorema 6.5, un conjunto X C IR contiene un conjunto de Cantor si y

solo si contiene un cerrado no numerable.

e A pesar de que en algunas publicaciones, como en [11], se tratan conjuntos
de Cantor solo en la forma de intervalos, en el presente trabajo se aborda este

concepto de una forma mucho mds general.

Comentarios

e Una posible continuacién de esta investigacion es buscar la demostracién de
que todo conjunto no numerable posee un conjunto cerrado no numerable o

de dar un contra ejemplo.

e El Teorema de Bendixson solo se cumple en espacios de Lindelof; es decir,
donde todo recubrimiento contenga un sub-recubrimiento numerable. Por esta
razén, algunos de los resultados probados en el presente trabajo podrian no

mantenerse en espacios métricos més generales.
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