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Resumen

El presente trabajo de titulacién se enfoca dentro del marco de la Teoria del Funcional de
la Densidad Sin Orbitales (OF-DFT). Utilizando una aproximacién para los funcionales de
la energia cinética, de intercambio, y correlacidn sin orbitales, se deducen las ecuaciones de
Euler-Lagrange correspondientes para minimizar el funcional de energia completo, respecto

a la densidad electrénica.

A estas ecuaciones se las resuelve numéricamente utilizando el potencial central corres-
pondiente a dtomos aislados, tanto con espines balanceados como desbalanceados, para
obtener la densidad electrénica que minimice el funcional de la energia, y por tanto corres-
ponda al estado base de los dtomos. Se presentan los resultados para la densidad electrénica
y la energia y se da un anélisis bibliografico a las posibles razones de algunos problemas
de convergencia que se tuvieron durante la resolucién de las ecuaciones. Este trabajo sirve
como método ilustrativo de como realizar este tipo de investigaciones en el futuro, pero se
debe seleccionar cuidadosamente las aproximaciones a los funcionales de energia para evitar

estos problemas.



Abstract

The present titulation project focuses on the Orbital Free Density Functional Theory
(OF-DFT). Using approximations for the kinetic, exchange, and correlation energy functio-
nals, we can deduce the corresponding Euler-Lagrange equations to minimize the entire

energy functional with regards of the electronic density.

This equations are solved numerically using the central potential for isolated atoms,
both with balanced and unbalanced spin, to obtain the electronic density that minimizes
the energy functional, and therefore corresponds to the ground state of the atoms. Results
are presented for the electronic density and the energy, and a bibliographical revision is
presented for the possible reasons of some convergence errors that were met during the
resolution of the equations. This work serves as an illustration for this kinds of research,
but in the future the approximated functionals must be selected carefully to avoid this

problems.



1. Introduccion

Dentro de la teoria del funcional de la densidad (que en lo posterior se denotarad por DFT
por sus siglas en inglés, Density Functional Theory), el uso de orbitales para la descripcién
del funcional de energia genera una dependencia con el niimero de electrones N del sistema,
al describirlo con el conjunto de orbitales de Kohn-Sham {¢X*(7)} ;. Cuando N es grande,
esto produce un elevado costo computacional, debido a que se debe resolver N ecuaciones de
Kohn-Sham acopladas. Sin embargo, existen otras formas de tratar el problema que evitan
el uso de orbitales, al usar funcionales que dependen solamente de la densidad electrénica.
Este tratamiento reduce significativamente el costo computacional, y permitiria estudiar
sistemas con muchas particulas con una exactitud comparable a la de los métodos Ab initio
[1]. El costo computacional se reduce debido a que, no se tienen que resolver N ecuaciones
de orbitales acoplados, sino sélo dos ecuaciones que contienen la densidad electrénica de

cada espin [2].

La mayor dificultad que existe para el uso de este enfoque, es la falta de un funcional
exacto para la energia cinética que dependa solo de la densidad, puesto que la exactitud de
este funcional debe ser cercana a la exactitud necesaria para calcular la energia total del
sistema, porque la contribucidn de la energia cinética es igual a la energia total del sistema
pero con signo opuesto (segtin el teorema del virial). Este hecho explica por qué hasta la

actualidad no se haya alcanzado un funcional cinético definitivo [1, 3, 4].

Ademas se tiene el mismo problema con la energia de intercambio y correlacion, pues

éstas también forman parte importante de la energia total del sistema, pero no tienen una



dependencia explicita con la densidad electrénica. Sin embargo, la energia de correlacién es
aproximadamente un 1% de la energia total y la energia de intercambio es del orden de un

10 % de la energia total [1].

En este trabajo se usan aproximaciones para los funcionales de las energias: cinética [6],
intercambio [7], y correlacién [8], todas sin orbitales, para plantear un funcional completo
para la energia, y a partir de éste, obtener las ecuaciones de Euler-Lagrange para minimizar
la energia del sistema, y asi encontrar la densidad electrénica del estado base, y el valor de

energia asociado a este al ingresar esta densidad en el funcional.



2. Marco teérico!l

2.1. Mecanica cuantica: ecuacion de Schrodinger

En mecénica cudntica, para describir un sistema multielectrénico (como por ejemplo:
atomos, moléculas, sélidos, etc.) se ha propuesto la existencia de una funcién que depende
de las posiciones de cada electrén y que contiene toda la informacion fisica del sistema. Esta
funcién se denomina funcién de onda W(7r7,73,...,7x, ) [9]. Para encontrar esta funcién se
utiliza la ecuacién no relativista de Schrodinger independiente del tiempo, cuyo operador

de energia (Hamiltoniano) tiene la siguiente forma [10]:

ﬁQ N N A N
- o 2 — — —
H = —% i_glvﬁ—i_ i_EIU(Ti)+2 i;jw(\n—rj]) (21)

donde N es el nimero de electrones, m la masa de un electrén, v(r;) es el potencial

externo que actua sobre los electrones, \ es una constante de acoplamiento de interaccion

62
471'6[)

electrén-electrén cuyo valor es

(con e la carga del electrén) en el caso de interaccidn
— — o — — -1 D

de Coulomb, con w(|r; — 75|) = |r; — rj|~'. Hay que notar que la Ecuacién (2.1) hace

uso de la aproximacién de Born-Oppenheimer. Esta aproximacién se basa en el hecho de

que el nicleo es mucho mas masivo que los electrones, lo que implica una velocidad muy

1Esta seccién es una extraccién de un trabajo previo de E. Salazar et al. [5], la cual se ha modificado
para adaptarse al presente trabajo. Se agradece a los autores de este trabajo por facilitar el uso de este

desarrollo.



pequeiia del nicleo y por tanto una contribucidn despreciable al valor total de la energia del
sistema. Por facilidad (y en el resto del escrito) se emplearan unidades atémicas (Hartrees),

en donde se tiene:

h=m=e=\=1 (2.2)

Esto significa que las energias se miden en Hartrees, y las longitudes en radios de Bohr

[10], esto reduce la forma del Hamiltoniano a:

1 al 1 ¢
A= =33 Va4 Y o) + 5 Y wlii - 75) (2.3)
i=1 i=1 i#£]

Entonces, la ecuacién de Schrodinger no relativista e independiente del tiempo quedaria

formalmente representada por:

HY(ri,r3,...,ry) = EV(ri,75,...,7x) (2.4)
Donde E es la energia del sistema en el estado W(77,73,...,7x) (valores y funciones

propias, respectivamente, del operador Hamiltoniano).

2.2. Aproximacion de Hartree-Fock

Una de las formas mas utilizadas para resolver la ecuacién (2.4), es el método de Hartree-
Fock [12, 21]. Este consiste en aproximar la funcién de onda exacta del sistema (Were<t),

con una funcién de onda antisimétrica (W), formada a partir de un determinante de Slater

N

con orbitales monoelectrénicos {1;(7;)};';—; (ndtese que aquf las variables #; representan

el conjunto de las tres variables espaciales y el espin):



1 | i(@s)  ¥o(Zy) - Un(72) 1

VN VNI

\I,ezacta ~ \IJHF —

det[11¢s - - - Yy ]

(2.5)

Esta aproximacién nacié al suponer que en primera aproximacion los electrones se com-
portan como particulas independientes. La aproximacién de Hartree-Fock es la mejor apro-

ximacién al modelo de particulas independientes. [12].

Entonces, si obtenemos el valor esperado del Hamiltoniano del sistema, obtendriamos

el valor esperado de la energia:

N N
Enp = <x11HF|ﬁ|anF> =Y "H + % 3" (U — Ky) (2.6)
i=1 ij=1
donde
Ho= [G@ 57+ @@ (27)
1
Ty = [ wtEwi@) e @ @) az (28)
1
Ky = [ [ @) @ @) (29)

Donde H; es la energia correspondiente al electrén i-ésimo, .J;; es |a energia de repulsion
de Coulomb entre el electrén i-ésimo, con el j-ésimo, y K;; es la energia de intercambio
entre el electrén i-ésimo, con el j-ésimo. También hay que notar que la sumatoria se puede

realizar sobre todos los valores de “i" y “j" porque el factor % cuenta las interacciones de

pares repetidos, y los valores J;; se anulan con los Kj;.

Para optimizar las funciones de onda ); estas deben dar el menor valor de energia
posible, y estar sujetas a la condicién de ortonormalidad [ 4;(Z)¢;(Z)dZ = 6,5, dando

entonces el principio variacional:



5{EHF[{wz ( [ @@ u>}:o (2.10)

donde los €;; son multiplicadores de Lagrange no determinados.

Al desarrollar esta dltima ecuacidn, obtenemos las ecuaciones de Hartree-Fock:

w3 | [l v@-X | [ v @] v - an)

J#i j#i
(2.11)

donde h(7;) = —%V?—i—v(f}) es el operador de energia de un solo electrén no interactuante,
y €; es el valor de energia asociado al orbital ;. Al resolver estas ecuaciones (usualmente
mediante métodos de autoconsistencia), se obtienen las funciones {1;} que minimizan la

energia para la funcién de onda W con la forma de un determinante de Slater (ecuacién

(2.5)) (Ver [12][21]).

2.3. Densidad de carga electrénica

En mecdnica cuantica, se define a la densidad de carga electrénica p(7) como la integral
sobre todas las coordenadas espaciales de todos los electrones menos uno, del producto entre

la funcién de onda que describe el sistema y su conjugado, es decir:

p(7) :N/dr}---/dr}{f\IJ*(F,TE,...,TTV)\IJ(F,TE,...,T_&)
:N/drg.-./drmf(f,rg,...,r7v)|2 (2.12)

donde 1) se encuentra en el espacio de funciones antisimétricas complejas de cuadrado
integrable (L£%(R3"))[10]. Notemos que p(7) nos da un ndmero real no negativo asociado
a cada posicién espacial, y es la probabilidad de encontrar cualquiera de los N electrones

del sistema en la posiciéon 7 cuando los demas N-1 electrones estan en cualquier lugar



del espacio. Si expresamos ¥ como un determinante de Slater con un grupo de orbitales

monoelectrdnicos {¢;(7)}~,, podemos escribir p(7¥) como [11]:

p() = Z EXGIR (2.13)

Por definicién la densidad electrénica debe satisfacer las siguientes condiciones:

p>0 (2.14)

/ dip(7) = N (2.15)

Donde la primera condicion es por definicion matematica de densidad de probabilidad
y la segunda condicién nos dice que la integral en todo el espacio de la densidad debe
determinar el nimero de particulas del sistema. Ahora surge una pregunta, jPorqué seria
buena idea tratar de estudiar un sistema mecanico cuantico de muchos cuerpos a través
de la densidad?, esto es justificado por las siguientes observaciones y propiedades de la

densidad [11]:

= La densidad de un electrén de un sistema de muchos electrones es un observable y

puede ser medida experimentalmente [13].

= |a estructura matematica de la densidad de un electrén permite considerar una sim-
plificacion computacional en quimica cudntica ya que el mapeo de p(7), reduce drasti-

camente el nimero de variables de 3N a 3.

= Las posiciones 7 donde la densidad presenta maximos casi siempre (ya que depende
del sistema de referencia empleado [14, 15]) coinciden con las posiciones R, de los
nicleos. En estos puntos una densidad electrdnica p(7) satisface la llamada condicién
de cuspide electro-nuclear tipo Kato [11]:

1fm [(aar + 2Za> pm,(r)] =0 (2.16)

= Rq



donde Z, es la carga nuclear del a-ésimo atomo y

punlr) = 5 [ 4046 sen(0) 10,0, (2.17)

es el promedio (sobre los dngulos) de la densidad electrénica. La condicién de cdspide
(2.16) juega un importante rol matematico en definir adecuadamente la interaccién

energética entre electrones y nicleos.

= | a densidad presenta un comportamiento asintético de rango largo en regiones ale-

jadas a los niicleos [16]:
p(7) o< Ar®" 'Exp(—2v/2Luim ) (2.18)

Donde A es una constante,

= (2[1111’11)_1/2 <Z Za)

Lin es el potencial de ionizacién mas bajo del estado dado del sistema multielectréni-

co en cuestion.

Por lo mencionado anteriormente se puede decir que la densidad electrénica (densidad
de un electrén) del estado base contiene toda la informacién necesaria para caracterizar el
sistema al que es correspondiente [11]. Por tanto, mediante el estudio de p(7") uno obtiene
la posicién {FZQ} de los nicleos, cuyas cargas pueden ser determinadas via la condicién
de cispide (2.16). Teniendo en mente que todas las interacciones entre particulas en un
sistema de muchos electrones son de tipo Coulomb, el conocimiento de N, {R,} y {Z,}
completamente define el Hamiltoniano del sistema de N-particulas [11]. Una vez conocido
este Hamiltoniano, el sistema puede ser descrito por la funcién W(7,73,...,7x) la cual se

obtiene como solucién de la Ecuacién de Schrodinger (Ecuacién (2.4)).

10



2.4. Teoria del funcional de la densidad (DFT)

La teoria del funcional de la densidad (DFT) se basa en los teoremas propuestos por
Hohenberg y Kohn, en los que se demuestra que la energia total (£) del estado fundamental
no degenerado de una molécula puede ser representada como un funcional (E|[p]) de la
densidad electrénica del estado fundamental p(7). A continuacién revisaremos brevemente

los teoremas de Hohenberg-Kohn y las ecuaciones de Kohn-Sham.

2.4.1. Primer teorema de Hohenberg-Kohn: La relaciéon entre el

potencial externo y la densidad electronica

Teorema 1. (P. Hohenberg y W. Kohn. [10, 17, 18]) Existe una relacién uno a uno entre
el potencial externo v(7) y la densidad del estado fundamental p(7) correspondiente al

Hamiltoniano determinado por ese potencial externo.

Demostracion. Primero, es necesario demostrar que dos potenciales que se diferencian en

solo una constante, representan exactamente el mismo sistema:

Sabemos que H[v]¥[v] = E[v]¥[v] [10], con ¥[v] y E[v] funcién y valor propio de H|[v],
respectivamente y v el potencial externo de este sistema. Sea v + a = w otro potencial

externo con a = cte. Entonces:

H[p)U[v] = E[v]¥[v]
H[v)U[v] + (a —a)T] = E[v]¥[v]
H[p][v] + a¥[v] = (E[v]+ a)¥[v]
H[v+a]¥[v] = Elv+a¥v]
Hw] W] = E[w][] (2.19)

Si tomamos en cuenta también que se debe cumplir la ecuacién de Schrodinger para el

potencial w (H[w]¥[w] = E[w]¥[w]), entonces al ver la ecuacién (2.19) vemos esta

11



ecuacién de Schrodinger, pero con W[v] en lugar de W[w], por lo que deben ser equivalentes
las funciones de onda, es decir: v — w = cte — V[v] = ¥[w] — p[v] = p[w]. Asi, dos

potenciales representan diferentes sistemas solo si su diferencia es en mdas de una constante.

Ahora, el Hamiltoniano para un sistema de N particulas esta definido como:

H=T+V+U (2.20)
donde
1 N
T—_= 2 2.21

V=3 u) (2.22)

i=1
T
U= S 2.23
27— (2:2)
1>7

Donde 7 es el operador de energia cinética de todo el sistema, V es el operador del
potencial externo al sistema, y U es el operador de interaccién de Coulomb repulsiva del
sistema. Si asumimos que existe otro potencial externo v'(7) tal que su diferencia con v(7)
no sea constante: v(7) — v'(7) # cte, pero que den origen a la misma densidad p(7). Es
claro que v(7) y v/(F) pertenecen a diferentes Hamiltonianos H y H’, los mismos que dan

origen a diferentes funciones de onda ¥ (77,73,...,78) y Y (51,73, ..., TN).

Debido al principio variacional, ninguna funcién de onda puede dar una energia menor

que la energia de W(rq,73,...,7x) para H. Por tanto

E = <\I/(r_i,r§, . ,r?v)]f[\\lf(r_i,@, . ,r}'\;)> < <\I"(7"_i,772, . ,TTV)\H]\I/’(TE,TE, . ,r}{;)>
(2.24)

La desigualdad es estricta ya que asumimos que el estado base es no degenerado (es

decir, que no existe dos 0 mas estados base con la misma energia). Ya que en un inicio

12



consideramos dos Hamiltonianos para una misma densidad del estado base, podemos escribir

el valor esperado de la Ecuacién (2.24) de la siguiente forma

<\IJ'(ﬁ, T, ... ,7“7\/)|fl|\1/'(ﬁ, T3, ... ,T7v)>

~

_ <qﬂ(f1,rg, O H ' - (R, ,ﬁv)>

S

V(7% R+ V) = VA5, )
N
—E'—i—Z/dﬁ/df'z---/dFNU(ﬁ)\\If’(r_Lr},...,7“7\7)|2
i=1
N
—Z/df'l/dfg'--/dFNv’(ﬁ)hI”(ﬁ,rE,...,TTV)IQ (2.25)
j=1

Pero debido a la antisimetria que existe en las funciones de onda W'(r7,73,...,7x)
respecto al intercambio entre dos electrones (al intercambiar 7; y 7; se obtiene la misma
funcién de onda pero cambiada de signo, debido al principio de exclusién de Pauli)[25, 26]?,
la suma de los términos integrales es en realidad el mismo término sumado N veces, con lo

cual obtenemos:

<\If’(ﬁ,r§,..., OHY (77, *)>

_E’+N/d7"v /dr2 /drN\\I! (7 7, )P
—N/dFv’(F)/ng---/dFN|\lf’(F,F2,...,FN)]2 (2.26)

Y debido a la definicién de densidad electrénica (ecuacién (2.12)):

2Dentro de las ramas cientificas se utiliza el término ‘antisimetria’ para describir varias propiedades de
las funciones, pero en este caso se refiere a esta propiedad de la funcién de onda respecto al intercambio
entre electrones. Hay que tomar en cuenta que la funcién de onda también incluye un término de espin por
cada electrén que no esta escrito de forma explicita en esta ecuacidn, pero debe tomarse en cuenta dentro

del principio de exclusién y por tanto en la ‘antisimetria’ de la funcién de onda[25, 26].
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<q/(ﬁ,7~3, TR H| (5,7, J’Tv)>
iy / 4Fo(7) () — / 47 (7)ol (7)
_p. / dFo(F) — v/ (PP () (2.27)

Si ahora repetimos el procedimiento pero intercambiando los términos primados y no

primados, obtenemos:

<wwm3“wﬁmﬁwm1@w“¢m>:E—/ﬁmmﬁ—mmwm (2.28)

Si sumamos las ecuaciones (2.27) y (2.28), tomando en cuenta la desigualdad (2.24)

obtenemos:

E+E<E+E+/ﬁwﬁ—ﬂmMﬁ—ﬂW (2.29)

Pero como asumimos que p(7’) = p'(7°), entonces la integral a la derecha de esta dltima

ecuacion es cero, y se concluye que:

E+FE <E+F (2.30)
Lo cual es una contradiccidon. Esto prueba el teorema por reduccién al absurdo. Ol

Por tanto, si p[v'] # p[v] entonces v/(7) # v(F) y como v'(7) — v(F) # cte — p[v'] #
p[v], se demuestra entonces la relacién uno a uno de la densidad del sistema y el potencial

externo que define al Hamiltoniano.
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2.4.2. Segundo teorema de Hohenberg-Kohn: Funcional de energia

Hemos demostrado que el potencial externo que define al Hamiltoniano del sistema tiene
una relacién univoca con la densidad de carga electrénica, pero Hohenberg y Kohn también
demostraron que esta densidad permite representar al estado fundamental del sistema por

medio de un funcional de la densidad en su segundo teorema(ver referencias [17, 18]):

Teorema 2. (P. Hohenberg y W. Kohn. [10, 17, 18]) Se puede definir un funcional universal
para la energia E|p| en términos de la densidad. El estado base exacto es el minimo global

de este funcional.

Demostracion. Como se probd en el teorema anterior, el potencial externo es (nicamen-
te determinado por la densidad, y como el potencial también determina de forma (nica
(salvo situaciones de degeneracién) la funcién de onda del estado fundamental, todos los
otros observables del sistema, tales como la energia cinética se determinan de forma Unica.

Entonces uno puede escribir la energia como un funcional de la densidad [18].

Blp) = [ dro(@p(r) + Flo (2.31)
donde
Flp] = <\II(F17F2, e PO+ U)U(F, s . ,FN)> (2.32)

es un funcional universal (ya que las formas de la energia cinética y potencial de interaccién
repulsiva de tipo Coulomb son las mismas para cualquier sistema), vélido para cualquier
nimero de particulas y cualquier potencial externo. En el estado base la energia es definida

por la dnica densidad del estado base, p'(7)

E =E) = <\I/’(F1,F2,...,FN)\H’]\I/’(Fl,FQ, . ,FN)>

< <\If”(F1,F2,...,FN)|fI’]\I/”(F1,F2,...,FN)> — " (2.33)
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De esto se deduce que minimizando con respecto de p(7) la energia total del sistema escrita
como un funcional de p(7), uno encuentra la energia total del estado base, en otras palabras,

la correcta densidad que minimiza la energia es entonces la densidad del estado base. [

2.4.3. Ecuaciones de Kohn-Sham

Si bien es cierto que los teoremas de Hohenberg-Kohn muestran la existencia de un
funcional de la densidad para la energia de un sistema de muchos cuerpos, su forma es

desconocida [1]. A pesar de ello podemos expresar la energia como [19]:

Elp] = / dFv(7)p(F) + % / / dfdﬁ[m +Glp] (2.34)

donde p(7) es la densidad y G[p] es un funcional universal de la densidad. Esta expresidn

también es un minimo para el correcto funcional de la densidad p(7). Escribimos:

Glp) = Ts[p] + Exclp) (2.35)

donde: N
1
Tl =3 > [ a6 VE )
1=1

es la energia cinética de un sistema de electrones no interactuantes con ¢;(7) orbitales
mono-electrénicos y N el nimero de electrones. E,.[p] es, por definicién, la energia de
intercambio y correlacién (donde “"xc” corresponden a sus siglas en inglés: exchange and
correlation) de un sistema interactuante con densidad p(7), cuya forma no se conoce. Sin

embargo, si p(7) varia lo suficientemente lento, se puede mostrar [19] que:

E.. = / d7p(Feacp() (2.36)

donde €,.(p) es la energia de intercambio y correlacién por cada electrdn de un gas uniforme

de electrones con densidad p(7). La energia de intercambio y correlacién es el resultado de
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la interaccién entre electrones, pero cuyo origen es cuantico, sin un equivalente cldsico[24].

Debido a que el nimero de electrones en un sistema se puede considerar fijo, digamos
Ny, lo cual se representa por:

/de(F) = Ny (2.37)

se debe considerar esta restriccién dentro de la derivada variacional, al utilizar un multipli-

cador de Lagrange.

Para encontrar la densidad que minimiza la energia, la derivada funcional debe igualarse

a cero. Esto se conoce como el principio estacionario [20, 21]:

5{EM—5</@%@y—MO}:O (2.38)

donde ¢ es un multiplicador de Lagrange, que fisicamente representa el potencial quimico
del sistema [20]. Si la variacién funcional la realizamos con respecto a ¢} () y empleando

la regla de la cadena para derivadas funcionales tenemos:

0E[p] _ 8Ty[p] ; S () OBl | op(F) L
o e 'O PR e e )
desarrollando esto un poco mas obtenemos:
g 5 7). Seel)] o
QVﬁ +U(7"") +/d’l” |F_7:;| +5xc<p) +,0(7') 5P<F) ] QSZ(F) 51¢z(r) (240)

Si tomamos en cuenta que (Ecuacién (2.13)):

N
GEDAG] (2.41)
i=1
entonces llegamos a las ecuaciones de Kohn y Sham [18]:

va ; veffm] 6:(7) = £:64(7) (242)

N
p(7) = |oi(7)? (2.43)
i=1
donde V_;f es el potencial efectivo (effective potential), dado por:

p(r) dezc(p)
|7 — 77| op(7)

V;ff(F) = U(F) + /d?"_; -+ 6xc<ﬂ) + ﬂ(F) (244)
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3. Teoria del funcional de la densidad

sin orbitales

En la ecuacién (2.34) se tiene el funcional de energia dado por:

Elp] = /drv //drd ! ; ;) + Gp] (3.1)

En donde el funcional G[p] es un funcional que depende de la densidad electrénica de forma
implicita, pero que no tiene una forma explicita exacta. Sin embargo, este término se puede

descomponer:

Glpl = Tilp] + Eaclp] (32)

Donde T}[p| es la energia cinética no interactuante (la suma de energias cinéticas de cada
electrén del sistema como si no interactuaran entre ellos), y E,.[p] es la energia de inter-
cambio y correlacién del sistema (es la suma de todas las contribuciones de la interaccién

entre electrones, excepto la energia de repulsién de Coulomb)[24].

La energia de intercambio y correlacion también se puede separar en sus componentes
[24]:
Exc[p] - Ex[p] + Ec[p] (33)

Donde E,[p] es la enegia de intercambio, y E.[p] es la energia de correlacién.

Tomando esto en cuenta, entonces el funcional de energia completo es:
Elp| = /drv // dFdr’ == /|) + Ti[p] + Exlp] + Ee[p] (34)
|7 —r
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Donde los tres tltimos términos no tienen una forma explicita exacta que dependa Unica-
mente de la densidad electrénica. Sin embargo, se pueden usar aproximaciones para cada

uno de estos [7, 8, 23].

Por otro lado, el uso de orbitales para la descripcion del funcional de energia genera
una dependencia con el nimero de electrones del sistema (N), al describirlo con el conjunto
de orbitales de Kohn-Sham {¢X5(7)}& . El tiempo de convergencia en estos casos crece
proporcionalmente a V3, cuando N es grande, esto produce un elevado costo computacional,

debido a que se debe resolver N ecuaciones de Kohn-Sham acopladas.

Al evitar el uso de orbitales mediante funcionales que dependen solamente de la densidad
electronica, se reduce significativamente el costo computacional, de tal forma que el tiempo
de convergencia crece proporcionalmente con N, y no con N3, lo que permite estudiar
sistemas con muchos electrones con una exactitud comparable a la de los métodos Ab
initio [1]. Este tratamiento se conoce como DFT Sin Orbitales (OFDFT debido a sus siglas
en inglés Orbital Free Density Functional Theory). El costo computacional se reduce debido
a que, no se tienen que resolver N ecuaciones de orbitales acoplados, sino solo una ecuacién

que contiene la densidad electrénica del sistema [2].

En esta seccidn del trabajo se describen las aproximaciones utilizadas para los funcionales
siguientes [6, 7, 8]: para la energia cinética no interactuante, la energia de intercambio, y
la energia de correlacién. Estas aproximaciones no utilizan orbitales para obtener los valores

de estas energias, sino solo la densidad electrénica.

3.1. Energia cinética no interactuante

Al usar la definicién del operador de energia cinética no interactuante (Ecuacién (2.21)),

y al suponer que la funcién de onda puede escribirse como un determinante de Slater
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(Ecuacién (2.5)), el valor esperado correspondiente tiene la forma exacta:

N
I NI (e - 1 . .
<\I’(’I"1,’f’2,...,’I"N)‘T|\IJ(T1,T2,...,TN)> = _2Z/drl¢z (rl)V%gbZ(rl) (35)
i=1

Sin embargo, este funcional no depende explicitamente de la densidad, pero Liu y Parr han

propuesto un funcional aproximado sin orbitales para esta energia [22]:

Ti[p] = Cry / p°3(F)dF + Crpo [ / p4/3(F)dF]2+C’T3 { / p“/g(F)dFr (3.6)

donde los {C'r; }?_, son constantes, cuyos valores son* [6]: C71 = 3,26422, Cry = —0,02631,
y Crs = —0,000498.

Ademas, E. Salazar et al. ([6]) han propuesto una aproximacién para el segundo y tercer
término del lado derecho de la ecuacién (3.6) que reemplaza las integrales con polinomios

dependientes del nimero atémico (para atomos neutros) e independientes de la densidad:

/ (VA7 = Pyjs(2°)

= —0,9691803682 + 0,7854208699 * Z + 0,0776145852 * Z* — 0,0001581219 % Z3
(3.7)

/Pu/g(f')df— Pri1/9(2?)

= —0,7540383360 + 0,8813316184 * Z + 0,0373453207 7% — 0,0001408691 73
(3.8)

Finalmente, aunque el funcional dado por (3.6) da resultados bastante buenos para el calculo
de la energia cinética total [22], no genera tan buenos resultados en la energia cinética local,
debido a que se debe considerar un término integral del laplaciano de la densidad (V?p)
[6], cuya integral en todo el espacio es cero, pero que afecta a la energia cinética local. Con

estas consideraciones, el funcional aproximado de la energia cinética que se va a utilizar en

1En el paper original de Liu y Parr [22] existe un error tipografico, y reportaba un valor de C3 = 0,00498,

pero esto ha sido corregido como se muestra en: [6] y [23]
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este trabajo es el siguiente:
2 3
Tl = Crs [ 90+ Cras | [ 50007 +Crax | [ 00| 40 [ 9t
(3.9)

donde \ = % fue ajustada para los primeros 36 dtomos neutros de la tabla periédica [6].

3.2. Energia de correlacion

La energia de correlacién esta definida como la diferencia entre la energia exacta de un
sistema (correspondiente a la funcién de onda exacta del sistema), y la energia de Hartree-
Fock del mismo sistema (correspondiente a la funcién de onda de Hartree-Fock dada por
la ecuacién (2.5)) [24]:

B [Ueet] = plpemet] — p[ghT) (3.10)

Dado que esta energia es, por definicion, la diferencia entre la energia exacta, y una
energia aproximada, entonces no tiene una férmula explicita exacta para calcularla con una

funcién de onda aproximada.

Sin embargo, si existen aproximaciones para calcular esta energia. En particular, la
aproximacién que utilizaremos es la aproximacién de Lee, Yang y Parr [8], la cual consta de
dos férmulas, una para cuando se tiene el mismo nimero de electrones para cada orientacién
de espin (representados por ay [3) (capa cerrada), y otra cuando se tiene diferentes niimeros

de electrones por espin (capa abierta):

Para sistemas con capa cerrada se tiene:

1 _ _..—1/3 17 |Vp]2 7
Ecerv’ada _ b 2/3 ,—cp C 5/3 _ —% 7v2 dr
¢ (] a/l—i—fpl/?’ <P+ p e FpP 2 ) +24 P T

Donde a = 0,04918, b = 0,132, ¢ = 0,2533, f = 0,349, y Cp = 3(37%)%/? es la
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constante de Fermi. Se recuerda que todas las unidades son atémicas (Hartrees).

Por otro lado, para los dtomos con un desequilibrio en los espines tenemos:

p—1/3

abierta Y 77 be_c ) —
B p) = —a / H;p)l/g <p+ —5 " (9,0(V2p) +3pa(V?pa) +3p5(V2pp)

—9\Vpl2 + |Vpal® + [Vps|? + 72 223C (p;/3 + ,03/3)) )df (3.12)

2 2
. p2+p . . -
donde: y(7) = 2 (1 - ﬂ); a 'y [ representan las orientaciones de los espines de los
electrones; la densidad total p es igual a la suma de densidades de los electrones con cada

orientacién: p = p, + pg. Y los valores de a, b, c, f, y Cr son los mencionados antes.

3.3. Energia de intercambio

La energia de intercambio y correlacion se define como la diferencia de la interaccion
total entre electrones y su interaccién de repulsién clasica de Coulomb [24], es decir, es |a

interaccién puramente cuantica entre electrones:

Exc[\llemact] _ <\Pezact’f/;e|\1jexact> o ECoul [pezact] (313)

Pero como se ha descrito antes (ecuacién (3.3), [24]), esta energia se puede separar
en sus componentes (E,. = E, + E.) de intercambio (FE,), y correlacién (E.), donde
esta Ultima esta definida por la ecuacién (3.10). Considerando esto, entonces la energia de

intercambio se puede escribir como:
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Er[qjemact] — Emc[\:[/e:ract] o EC[\I[exact]

= B0 (T | =T () (B[ |~ Eoaal ")+ (Bl o)~ Ecol ™)
(3.14)

donde T [V Ecou[p] y Eew|p®] son las energias: cinética, repulsién de Coulomb
y potencial externo correspondientes a la funcién de onda exacta de los electrones en el
sistema. T[V2F] Ecoulpt]y E.ut[pF] son las energias: cinética, repulsién de Coulomb y
potencial externo correspondientes a la funcién de onda obtenida mediante la aproximacién
de Hartree-Fock para el mismo sistema, y £, [UF] es la energia de intercambio de Hartree-

Fock, que esta definida como la sumatoria de las integrales de intercambio (ecuacién (2.9)):
| N

Aunque la energia de intercambio de Hartree-Fock (Ecuacién (3.15)) es una buena apro-
ximacién para esta energia total, esta no considera la contribucién de la energia cinética
cuando los electrones interactiian, ni la funcién de onda exacta del sistema, por lo que con-
tiene errores internos. Ademas, es dependiente de orbitales, y no de la densidad electrénica,
y al igual que la energia de correlacién, no existe una férmula explicita exacta que dependa

solo de dicha densidad.

Afortunadamente, también se pueden hacer aproximaciones para esta energia, que de-
penden explicitamente de la densidad electrénica. En particular, vamos a utilizar la aproxi-

macién de A. D. Becke [7]:

2
pY3 (O + B o dr 3.16

O_ZQ:B/ < X 1+6B:CUArcSenh(33(,)> " (3.16)

donde z, = IVf/;' es una cantidad sin unidades, o representa la orientacién del espin de

o

los electrones, y la suma se hace sobre todas las densidades de espines diferentes (a y (3);

Cx = 3 (4ﬂ)1/3, B = 10,0042, y todas las cantidades se encuentran en unidades atémicas.
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Ahora, con las ecuaciones (3.4), (3.9), (3.11), (3.12), y (3.16) tenemos todas las apro-
ximaciones necesarias para expresar la energia total del sistema como un funcional que

dependa explicitamente de la densidad electrénica sin orbitales.
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4. Ecuacion de Euler-Lagrange

Ahora que ya tenemos un funcional de la energia que depende exclusivamente de la
densidad, podemos minimizar la energia respecto a esta, pero teniendo en cuenta el nimero

de electrones fijo del sistema (ecuacién (2.37)), para lo cual debemos considerar el principio

o{ el = ([ arir - M) | =0 (a.1)

donde 1 es un multiplicador de Lagrange, que fisicamente representa el potencial quimico?

variacional:

del sistema [21], por lo que podemos utilizar la siguiente férmula para aproximar esta
cantidad [21]:
I+ A

p=-— (4.2)

Donde I es la energia de ionizacién (I = E™" — Emeu™o) 'y A |a afinidad electrénica

(A _ Eneutro _ Eion—).

Hay que tener en cuenta también que la densidad electrénica p es la suma de las dos

densidades de espines: p = p, + pg, asi que la minimizacién se debe hacer respecto a ambas

11 a definicién formal del potencial quimico [21] es el limite de temperatura zero de la variacién de la
energia libre de Helmholtz del sistema respecto al niimero de particulas (A = F — 0S5, A es la energia

libre de Helmholtz, E la energia interna del sistema, 6 es la temperatura, y S la entropia). Entonces la

forma explicita del potencial quimico es: j = % = g—f, — Hg—f,, pero también se ha demostrado que el
potencial quimico es el negativo de la electronegatividad de Pauling y Mulliken g = —x s = —%. Para

un desarrollo mas detallado de estas definiciones vea [21, cap. 4]
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densidades:

5 {E[p] . (/ drp(7) — N0>} _ / (% _ Ma) 5padf+/ <5;§F) - /w) 5padi = 0

(4.3)

Como resultado de esta variacién, tenemos dos ecuaciones acopladas, las cuales tienen

la misma forma, pero intercambiados los espines « por [ y viceversa:

SE
= Ho
605 (7)

donde o debe ser reemplazado por a y/o f.

(4.4)

Si usamos la férmula del funcional de la energia (ecuacién (3.4)), cada ecuacién se

transforma en:

—

oE . 1/ - p(r’) 0T, 0B, 0k,
—=v(r)+ = [ dr — + — + + = Uiy 45
T Y A o R o I P G R T B

donde v(7) es el potencial externo, el cual, para dtomos aislados toma la forma:

o) = ————= (4.6)

Donde R es el vector posicidn del nticleo atémico, pero si colocamos el niicleo en el centro

de coordenadas, este potencial se reduce a la forma:

Z
() = —— (4.7)
r
El término integral que aparece en la ecuacién (4.5), es la repulsién clasica de Coulomb,
y los demas términos son las derivadas de cada uno de los funcionales para las energias:

cinética, intercambio, y correlacién, las cuales fueron calculadas?, obteniendose los resulta-

dos presentados en las siguientes secciones.

2E| desarrollo del calculo de estas derivadas se encuentra resumido en el anexo D
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4.1. Derivada variacional de la energia cinética

Si recordamos la aproximacion elegida para el funcional de energia cinética (ecuacién

(3.9)):

T.[p] = Cr / pP/3(F)di+ Crpo [ / p4/3(F)dFr+CT3* [ / p”/9(F)dF]3+>\ / V2p(F)dF
(4.8)

donde \ = %.

Desarrollando un poco la derivada variacional de la energia cinética, se tiene:

0T, 6T, Op(F)  OT.
5007~ 30() Opa(® 59 (4:9)

donde se ha aplicado la regla de la cadena para derivadas variacionales®, y una derivada

parcial (recordando que p = p, + pg, entonces gp’;(% =1).

Entonces la derivada variacional se reduce a:

ST, 5 ., 8 . 11 2\
5p = OTlglOQ/d + Cngpl/B (/ ,04/3d7"> =+ CT3§PQ/9 (/ Pn/gdr> (4.10)

Si recordamos ademds que se pueden reemplazar los términos integrales (ecuacién (3.7)

y (3.8)) por los polinomios en Z Py/3(Z%) y Pi1/9(Z?), entonces tenemos

o7, 5 2 8 1 ) 11
5o () = CT1§P2/3(F) + Crpg * P4/3(Z3)§P1/3(F) + Crs * (P11/9(Z3))2§P2/9(f> (4.11)

4.2. Derivada variacional de la energia de intercambio

La energia de Intercambio en este trabajo es aproximada por la ecuacién (3.16):

3Ver Anexo D
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2

_ _4/3 Ty -
Exlp) Z / Po <OX i Bl + GBxaArcSenh(xU)> ar (4.12)

o=a,8

donde , = 7% es una cantidad sin unidades, o representa la orientacion del espin de
o
los electrones, y la suma se hace sobre todas las densidades de espines diferentes (o y f3);

Cx =3 (%)1/3; B = 0,0042, y todas las cantidades se encuentran en unidades atémicas.

Entonces, la derivada funcional de la energia de intercambio respecto a p, (siendo o

cualquiera de las dos orientaciones de espines):

5E, 4 6 B>
L= B —Ox + Ba2A? 1 - —=2=| | -
dpo 30 < * 7 1+ a2

2 1 1+4A
L a2Bpiaa? |34 <1 4 385 x“) — 24Ba? b=
3 1+ a7 (1+a22)*?  /1+a2
ABp*3Vp, |1+ A1 - 6Bz _ +34°B*0,* [Vpo -V (IVpel?)] | ——5
o a 1+1‘Z_ e g o (1_._:1;3)3/2

N 2 oA 6Bx?2 1 N ArcSinh[z,] 1294 (1 6Bx?2
1+ 22 L+a2 /1 +a2 Ty 1+ a2
(4.13)
donde se tiene: A = [1 + 6Bz, ArcSinh(z,)] "
Hay que notar que la derivada de la energia de intercambio respecto a cualquiera de

las densidades, no depende de la otra densidad (es decir, si se deriva respecto a p, no se

tendra dependencia en este término con pg).

4.3. Derivada variacional de la energia de correlacion

Debemos considerar que se tiene una diferencia de aproximaciones, dependiendo de si
se tiene el mismo ndmero de electrones en cada orientacién de espin (capa cerrada), o no

(capa abierta).
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Cuando se tiene el caso de capa cerrada, la energia de correlacién estd representada por

la ecuacién (3.11):

1 93 —ep—1/3 17|Vpl|? .

cerrada - _ 2/3 —cp C 5/3 2 d
EY (] a/ =T <p+ bp~*"e Fp 2 + V T
(4.14)

donde a = 0,04918, b = 0,132, ¢ = 0,2533, f = 0,349, y Cp = 3 (37%)%/* es la constante

de Fermi.

La derivada variacional de este término estd dada por:

(5Eccer7"ada B 5Egerrada ap(r—‘) - 6Eccer7"ada
3po () op(r)  Ops(F)  op(T)

donde se ha aplicado la regla de la cadena para derivadas variacionales, y una derivada

parcial (recordando que p = p, + pg, se tiene B (?) = 1). Entonces tenemos:

(4.15)

§ Ecerrada . ecp_l/3 —1/3 F ecp_1/3 —10/3
o, ahbe™ /3{ b +Cp+F 3 ! —— +Cr(c+ fF) +p216 Vol

[7 (f2F12 + (c+ fF1) ) — 39,01/3(c+ fF) — 15p2/3] - ( (c+ fF) + 3,01/3) v p}

36
(4.16)
donde Fy = (1+ fp/3) ™"

Por otro lado, la energia de correlacién para capa abierta estd dado por la ecuacidn

(3.12):

p—1/3

abierta i F be_c —5/
Eertp] = —a / 1+]£p)1/3 <p+ 35 o <9p(V2p) +3pa(V2pa) + 3p5(VZpp)

—9|Vp|? + |V pal® + [Vps|* + 72 22/3C (p;/3 ,08/3)))df (4.17)

2+
donde: (7)) =2 (1 -2 pB) y las demas constantes son las mencionadas antes.
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Entonces la derivada variacional de este término respecto a p, es:

abierta —cp~1/3
OE? ae

Spa P2 = Tos g
{65F§p"‘/3 (41Vpal*(16pa — Tps) + [V ps|*(=8pa + 52p5)) —

36670P71/3F2,010/3 (12F202/3,0ﬁ o (2](' + 3p1/3) p5/3,}/) +

(Foc — (10F; + p'/%) p'/?) [126 (IVpal® = 1V 0s1*) Falpa — ps)(4pa + 3ps)+

b (=3IVpal? + [Vpsl?) Fop®y| = 72 22C Py [Sszm/ 05+ o (4 )
(12Fsp5 + (Facp® — (10F; + p7*) p) 7) } +
bV [p4/3 ((=280f% = 519fp!/* — 207p""%) po + (=100f* = 237fp'/* — 143*7) ) 7~
Fiep*(4pa +3ps) (1203 + ) + Fy (12p4/3 (4 (25 + p'%) pa + 3 (4F% + p'?) pg) +
cp ((6TF5 +80"%) po + (43Fy + 6p7%) pp) 7)} +
3bp"/? [sz (V205 (34F> +7p'%) p+2V2pa (10£(2pa + ps) + p*(24pa + 13p5)) ) 7+

F3 (=2V2pa(4pa + 3ps) (120 + cp*y) + V205 (=12 (30" + p% + p3) — Tcp™*)) ] }

(4.18)

2 2
donde Fy = (f + p'/3) y y =2 (1 - p“;pﬁ>

La derivada respecto a ps es idéntica a esta, excepto que se intercambian los subindices

ay f.

4.4. Aproximacion radial y ecuacion recursiva

Debido a que el potencial externo en nuestro caso de estudio es producido por el niicleo

en reposo y en el origen de coordenadas, entonces el potencial depende exclusivamente
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de la distancia hacia el origen de coordenadas (|7] = r). Debido a esto, no se tiene una
direccion preferencial para la distribucion electrénica, por lo que se puede aproximar la

densidad electrénica como simétrica respecto a la distancia radial:

p(r) = p(r) (4.19)

Esta aproximacion simplifica la ecuacién de Euler Lagrange significativamente, en especial

los términos de intercambio y correlacion.

4.4.1. Derivada variacional de la energia de intercambio (radial)

Si reemplazamos la ecuacién (4.19) en (4.13), y realizamos algunas manipulaciones

matemadticas, podemos escribir la ecuacion resultante como:

oE, 20/ 4 .. 4 .
= (F/(Ig) ( p04/3 =+ p};/dxtr> - *P}/d (F(xa) + IEFN(IU)))

o <F<><m 4 Py +pf/3xz,> B,
4 o =

1/ 5E372
(po,7) + Py (po,7) (4.20)

7 2 paxs 0po 0po
Donde
B 2
F(z,) = Cx + To (4.21)

1 + 6Bz, ArcSenh(zx,)

y también F'(z,) = %. F'(xz,) = d25$(§°). Ty = Ipiz(/g)l
o o Po

4.4.2. Derivada variacional de la energia de correlacién (radial)

Si consideramos la ecuacién (4.19), entonces la ecuacién (4.16) para la derivada varia-

cional de la energia de correlacién de capa cerrada se transforma en:
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5Ece’r7'ada 8 19abG (p)
% | _4(F F - - ! 5/3 -
e { a(Fi(p) + pFi(p)) — abCr <3G1(p)+pGl(ﬂ)>p +< or
9GP\ o (e o) — Lanpc () (002 (o) (22 LaboGi(p)) =
o Pt —qabGilp) — 5,abpGi(p) ) (P)7| +(p") | —1gabGilp) — 15abeGi(p) | =
OE. OE.
Lo, 1)+ p' —2(p,r) (422
m(/}) papg(p)( )
Donde
1
Y
Gi(p) = Fi(p)p e (4.24)

Son funciones dependientes de la densidad, y sus correspondientes derivadas tambien son

tomadas respecto a p.

Similarmente, para el caso de capa abierta, se puede escribir la derivada de correlacién

(4.18) como:
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5Eabierta aefcpfl/?’
5pe  LOSFEpl/3
+0l5(30°+pa403))—6bF2p” (cFa(Tplyp+804 pact6pl,08) —p" (05 (34 ' +410")+20], (10 f (2patps)

+0'3(24pa+13p5))))7) — T2x 20 Cp Fyp* > (8 Fap? o3 v+ (0% >+ 0 *) (12 Faps+cFap®

1/3

1
Fop*(—12F2ps+2f py+3p"*y)+=(=720F5 p** (20, ps(4pat3p5)

r

(36

—10fpy—11p"*4))+bF5(p* (—12(cFa =10 £ p = 11p**)(pa—ps) (4pa-+3ps) +6 F2p™* (—8pa+52ps)
+(cFR—=10fp"P=11p*%) p°7)+3p, > (8 Fap™*(16pa—Tps)+4(cFo—10f p'*=119"") (pa—ps) (4pa+3ps)
+(=cF+10f ' +119%%) %)) 4 b (=p** (10 f2(23po +10pg) + 11p**(27pa + 13pp)

+3f0 2 (173pa+T9p5) )y —cF5p*" (Apa+3ps) (120" +c7)+ Fy (48 £ p** (2pa+3p5)+360™* (4pa+5p5)

+cfp(67pa + 43p5)7 + cp™*(T5pa + 49p5)7)))

—1/3
cp
., abe

+PB(W(

—1/3

—12F5(3p + p%, + p) — TeFop™ Py + 34 fpy + 41p7/%y))

abe™ P

1872, (P(10F (20 + pa) + 9" (24pa + 13p3))y = Falpa + 3p5) (1295 +cp**)))

2
5Eabierta 5Eabierta 5Eabie7’ta

_ c1 1 c2 " c3 4.25

I PR PN (4.25)

Jo

donde F, = f + p'/.

4.4.3. Ecuacion recursiva

Tomando en cuenta las ecuaciones: (4.11), (4.20), y (4.22), podemos expresar la ecua-

cién (4.5) completa para los dtomos de capa cerrada en la siguiente forma:

E o7, JE,, OB, o OB,
5y, = Vet Fvcou(p, 1)+ M P )+ (P, T 4065 (o )45 B p )05 B o) = o
(4.26)
donde .
1 . 7
vCoul(pa T) - = /drlp(r)—» (427)
2 |7 =]
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Es la repulsién de Coulomb entre electrones, ve. (1) = —% es el potencial externo, y los

demds términos estan dados por sus respectivas ecuaciones.

Para resolver esta ecuacidn, se utilizard un algoritmo recursivo. Se desea tener dos
ecuaciones con la forma:

PZ = G[pow PB, T] (428)

Donde o puede reemplazarse por o 0 3, y no haya términos de segunda derivada en la parte

de la derecha.

Ahora, la ecuacién (4.26) tiene dependencia con las derivadas de segundo orden de p, y
ps (p" = po,+ pj3), asi que es necesario manipular algebrdicamente las dos ecuaciones para
obtener la forma sefialada en la ecuacién (4.28), lo cual al final nos genera dos ecuaciones

que también son simétricas en su forma:

(%

0ps op 0Pa
SE,, SE,, SE,, SE,, SE,,
+ yT') | — oy 1) + 1)+ o — a,T) * T
0) |52 00+ 52200 o = | /{5200 52 0

op 0pa
2(p,r 2(pa,T) + 2 T 4.29
= >[5pa<p )+ 520 >}}< )

_l’_

Para el caso de capa abierta, se tiene:

, { SE., 0F., (5EC3 5E12> <6Ecl SF
=— + + +

X1 5TS
+ Veat + VCoul +—— - Ha

§ SE,, SE,, SE,, 5T,
Po = {_ (pﬁvr) |: (pvr)+7(pavr)+Uezt(r)+UCoul<p;r)+E(pyr) —/L:|

“ L 0ps Opa ops  Ops ) \ 0pa  Opa op

SE., <5E$1 e 0T )} / {6EC2 SE., <6ECS . 5E12> <5E03 . 6E>}
- Vex VCou - ,U/ -

0pa \ 0pp cre T 6pa Ops 0pa Opa ops  Ops

Se tiene ecuaciones idénticas en forma para pj; pero intercambiando los subindices o y

Esta ecuacién es la que se utilizard para obtener la densidad electrénica. Para esto,

usamos una aproximacién para la densidad electrénica a elegir, y la reemplazamos en el
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lado derecho de esta ecuacién. Esto genera una funcién que depende exclusivamente de r.
Para encontrar la siguiente expresion de la densidad, se utiliza la aproximacién de la segunda

derivada de la densidad como:

o)~ LT AT 22":;“) +po(r = Ar) (4.31)

donde Ar es un ndmero pequefio distinto de cero (0 < Ar < 1).

Usando esta expresion, podemos despejar la expresién para p,(r + Ar):

pa(r+ Ar) = (Ar?) # py(r) + 2p5(r) — po(r — Ar) (4.32)

Entonces, para encontrar la densidad de un punto (r + Ar), hace falta conocer solo los
valores de la densidad en dos puntos anteriores (r y  — Ar), con los tres puntos separados
por la misma distancia (Ar). Esto genera la necesidad de tener dos condiciones iniciales,
las cuales se pueden conseguir de la ecuacién de Schrodinger cerca del niicleo para atomos

hidrogenoides [25, eq (4.35) - eq (4.59)]:

La densidad electrénica, estd dada por (2.41) como p(7) = S°N | |¢:(7)|?, y para dtomos
podemos escribir los orbitales como ¢(7) = R(r)Y (6, ¢). Nos interesa solo la parte radial
de esta aproximacién cuando estamos muy cerca del niicleo, por lo que solo es necesario
analizar la ecuacién radial que se obtiene (para ver el desarrollo completo de esto ver la

referencia [25], y se recuerda que aqui se usan unidades atémicas donde m, = h =e = 1):

d [ ,dR\ 2% Z
- (r dr) - [-= —ER=I1+1R (4.33)
Podemos reescribir esta ecuacién més facilmente al hacer un reemplazo de variable u(r)=r*R(r):
1 d*u Z 1l(+1)
—éﬁ—.‘ |:_7"+2 2 u= Fu (434)

Si hacemos que r tienda a cero, en esta ecuacion se vuelve predominante el término centrifu-

go (debido a que %2 crece mucho mas répido que los demds términos cerca del nicleo), lo
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cual reduce la ecuacién a:

d®u U+ 1)
Tm = (4.35)

la solucién a esta ecuacién es u(r) = Cri*1+Cyr~! (C} y Cy son constantes), pero debido a
que el segundo término tiende al infinito, debe ser descartado. Por lo tanto la tnica solucién
aceptable cerca del niicleo estd dada por: u(r) = Cir'*!, y como u(r) = r * R(r), esto
significa:

lim R(r) ~ Cyr' (4.36)

r—0

Donde | es el niimero cuantico de momento angular del electrén bajo estudio.

Por lo tanto, podemos aproximar la densidad electrénica cerca del nticleo atémico a:

GET S (4.37)

Donde K es solo una constante que estd presente para que la integral de la densidad
electrénica sea siempre el nimero de electrones del sistema (condicién (2.37)), la cual se

determina durante la resolucién del algoritmo.

La implementacién de este algoritmo para el dtomo de Helio (como ejemplo de dtomo
de capa cerrada) se puede encontrar en el anexo A, y para el dtomo de Litio (como ejemplo

de dtomo de capa abierta) en el anexo B.

36



5. Resultados y discusion

5.1. Resultados

En la figura 5.1 se puede observar el flujograma que representa el algoritmo de resolucién

explicado en la seccién anterior.

Las siguientes condiciones han sido utilizadas para resolver dicho algoritmo:

1. Se tomd la densidad obtenida de los orbitales radiales presentados en las tablas de
Clementi-Roetti [27] como densidad electrénica inicial para calcular el lado derecho

de las ecuaciones (4.29), y (4.30).

2. La resolucién se realizé para los valores de 7 entre § = 0,02 y un miltiplo del radio
de Bohr correspondiente al dtomo en estudio, para los dtomos de Litio, Berilio, y
Boro, fue suficiente con 10 veces el valor del radio de Bohr, pero en los dtomos de
Helio, Flior y Nedn fue necesario considerar 20 veces este valor, debido a que el valor
limite de r en estos casos era demasiado pequefio para abarcar el 95 % de la densidad

electrénica esperada.

n2

El radio de Bohr de un dtomo con Z protones y apantallamiento p es: rgop, = 7

donde n es el nivel energético mas alto ocupado por los electrones, y el apantalla-

miento estd dado por las reglas de Slater presentadas a continuacién [28]:

Se agrupan los atomos segtin los orbitales que ocupan en la forma:
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Flujograma de recursion
para la resolucidn de la

ecuacion de Euler-Lagrange
|

[ Calcular Condiciones iniciales J

I1
)

Seleccionar densidad
para realizar calculos

[ Calcular valores integrales J

con la densidad

Calcular la densidad del
siguiente puntor

Iteracidn 1
é5Se alcanzo el

valor limite de r?

Normalizar la densidad
obtenida

Iteracidn 2
{Lla densidad
anterior y la nueva

son cercanas?

Calcular la energia con el
funcional

L 4

[ Finalizar J

Figura 5.1: Flujograma de resolucién de la ecuacién de Euler Lagrange.
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(1s)(2s,2p)(3s,3p)(3d)(4s,4p) (4d)(4f)...

donde se tiene la forma “nx", donde “n” es el ndmero atémico principal, y “x" el

nimero atémico de momento angular.

Se analiza el electrén en el orbital ocupado nx, con x = s, p,d, f. Si el orbital ocupado
final (orbital con electrénes) es ns o np, los electrones en el mismo grupo contribuyen
con 0.35 al apantallamiento, los que estan en los grupos con n-1 contribuyen con 0.85,
los que estan en los grupos con n-2 o inferiores contribuyen con 1. Los que estdn en
los demas grupos a la derecha no contribuyen al apantallamiento. Si el orbital final
ocupado es nd o nf, los electrones en el mismo grupo contribuyen con 0.35, los que
estan en grupos a la izquierda contribuyen con 1, y los que estdn a la derecha, no

contribuyen al apantallamiento.

Hay que sefalar que el radio de Bohr del dtomo de hidrégeno ag = 5,29 x 10~ [m)]
es una constante [25], y en unidades atémicas, tiene valor 1, por lo que es la unidad

de longitud que se usa en este trabajo.

3. Las condiciones iniciales estan dadas en » = 0,02 y r = 0,03, por medio de la

aproximacién de la ecuacién (4.37).
4. La separacién entre puntos de muestreo es Ar = 0,01.

5. Los valores para el Potencial Quimico () se han obtenido al utilizar la férmula (4.2),
utilizando los valores para la energia de ionizacién de las tablas de NIST ([29]) y para
la afinidad electrénica se utilizé los datos dados por Hotop et al. [30], y por Andersen
[31] para los dtomos con afinidad electrénica negativa. Los valores presentados en
estas fuentes se encuentran en electronvoltios (eV), pero fue necesario transformarlos
a unidades atémicas (Hartrees) para que estén en concordancia con las unidades

usadas en este trabajo. La equivalencia estd dada por: 1 Hartree = 27.211 eV).

Con estos valores se han obtenido los resultados mostrados en las siguientes secciones,

correspondientes a varios atomos de la segunda fila de la tabla periddica y el Helio. Se
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muestran las funciones de derivadas variacionales (lado izquierdo de la ecuacién (4.5))
obtenidas a partir de la aproximacién de la densidad con las funciones de Hartree-Fock de
las tablas de Clementi-Roetti [27]. Ademds se muestra la densidad obtenida al aplicar el
algoritmo de resolucién explicado en el capitulo anterior (ecuacién (4.29), (4.30), y figura
5.1). También se presenta una comparacién entre los dos lados de la ecuacién (4.29) y
(4.30), donde se observan puntos de divergencia que podrian indicar la causa de algunos

problemas que se obtuvieron durante la resolucién de las ecuaciones de Euler-Lagrange.

En las tablas de energia se muestran los valores calculados con los funcionales correspon-
dientes a cada tipo de energia, comparando los valores obtenidos con la densidad electrénica
de las tablas de Clementi, y la densidad producida por el algoritmo de resolucién de la ecua-
cién (4.29) y (4.30). Para calcular los valores de energia se usaron los funcionales: cinético
(3.9), intercambio (3.16), correlacion cerrada (3.11), correlacién abierta (3.12), coulomb,
nuclear (ambos con sus respectivas partes en la ecuacién (3.1)), y total (suma de todas las
anteriores (3.4)). Los valores de tablas fueron tomados de las siguientes fuentes: cinética
[6], intercambio [7], correlacién [8], y los valores para la energia de Coulomb, y nuclear
fueron calculados con las partes correspondientes a la ecuacién (2.6), usando los orbitales
de Clementi [27], éstos coinciden con la energia de los funcionales correspondientes. El error

relativo esta calculado respecto a la energia de tablas y la energia de la densidad calculada.

5.2. Helio (He)

Caracteristicas y Constantes Utilizadas

Ndmero total de electrones = 2.

Capa cerrada (1 electrén por espin)

Potencial Quimico = — G111 1 — () 0898054

nivel de energia maximo de ocupacién = 1
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= apantallamiento = 0.35

= rango de célculo para r: 0,02 < r < 20 radios de Bohr

Potencial obtenido de la derivada variacional

OE del funcional de energia del Helio
- —(T) [Hal
| 0pa
L L 1 1 1 1 1

8 2 4 6 8 10 12
-02+

- pat
-04 -
-0.6 -
-0.8+
-1.0-

Figura 5.2: Suma de todos los potenciales correspondientes al lado izquierdo de la ecuacién

(4.5), obtenida con la densidad electrénica para el atomo de Helio (He) de las tablas de

Clementi-Roetti.

Tabla 5.1: Comparacién de resultados de energias para el 4tomo de Helio

cinetica | intercambio | correlacion | coulomb | nucleo total
densidad Clementi | 2,87211 | -1,32191 -0,04382 | 2,05145 | -6,73220 | -3,17437
densidad Obtenida | 0,02746 | -0,10478 -0,01558 | 0,18614 | -0,43653 | -0,34329
Tablas 2,87500 | -1,02600 -0,04200 | 2,05145 | -6,73220 | -2,87375
Error Relativo 0,99045 | 0,89787 0,62903 | 0,90927 | 0,93516 | 0,88054

Después de realizar varias iteraciones sobre la densidad (iteracién 2 del flujograma de la

figura 5.1), se obtuvieron resultados muy pobres para la densidad electrénica y la energia

asociada a esta, como se puede observar en la figura 5.3, una densidad baja cerca del
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Densidad obtenida con la ecuacion de 2 % p(r) [ag] Densidad Hartree-Fock del Helio
p(r) [a7?) Euler-Lagrange del Helio 014 !

0.12
0.00015 -

0.10
0.00010 —p 0.08
0.06
0.00005 0.04

0.02

o
IS
o
o0
=53
=1

Figura 5.3: Al lado izquierdo, se tiene la densidad electrénica total (p = p, + ps) obtenida
al ejecutar el algoritmo de resolucién para las condiciones del dtomo de Helio (He). Al lado
derecho se tiene la densidad electrdnica total correspondiente a la parte radial de las tablas

de Clementi [27] multiplicado por 2.

nucleo, y un aumento lineal de la densidad cuanto mas alejado se encuentra, a diferencia de
la densidad esperada que tiene una concentracién elevada cerca del niicleo y un decaimiento
exponencial lejos del nticleo. En la tabla 5.1 se observan los valores de energia obtenidos
con ambas densidades, y los valores esperados de cada uno de ellos. Se observa un error en

la energia total de 88.054 %.

Para buscar la fuente del problema, se hizo una comparacién entre la funcién obtenida
en el lado derecho de la ecuacién (4.29), al reemplazar la densidad de Hartree-Fock (con
los orbitales de Clementi-Roetti), y la segunda derivada de esta densidad, ya que esta
ecuacion indica que deberian ser iguales. Los resultados de esta comparacion se muestran
en la figura 5.4, donde se observa una clara diferencia entre ambas funciones, ademds de
un comportamiento asintético cerca del niicleo (r=0), y cerca de r =~ 0,94 para la funcién
del lado derecho de la ecuacién (4.29). Esto podria explicar el pobre comportamiento que

presentan la densidad y la energia.
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Comparacién de ambos lados de la
ecuacién recursiva para el Helio

pa(r) lag”]
100

HE!
S
EL"
Pa
50
L
15 2.0

=50

—100 -

Figura 5.4: Comparacién de ambos lados de la ecuacién (4.29) obtenidas con la densidad de
Hartree-Fock. En azul esta el lado derecho de esta ecuacién, y en morado estd la segunda
derivada de la densidad de Hartree-Fock. Se obtuvieron dos puntos de discontinuidad para

la funcién obtenida del lado derecho: uno en r =0, y otro en r ~ 0,94.
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5.3. Litio (Li)

Caracteristicas y Constantes Utilizadas

Ndmero total de electrones = 3.

Capa abierta (1 electrén de diferencia)

Potencial Quimico = — 230001804 1 — (7,11042894

nivel de energia maximo de ocupacién = 2

apantallamiento = 1.7

rango de calculo para r: 0,02 < r < 10 radios de Bohr

Potencial obtenido de la derivada variacional
del funcional de energia del Litio

Lor () [Hd

0.5

-0.5

-1.0

-1.5

LA, L L A L

-2.0

Figura 5.5: Suma de todos los potenciales correspondientes al lado izquierdo de la ecuacién
(4.5), obtenida con la densidad electrénica para el dtomo de Litio (Li) de las tablas de

Clementi-Roetti.
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Densidad obtenida con la ecuacion de
p(r) [a;*] Euler-Lagrange del Litio

0.00002 -

0.000015 -

0.00001 -

51070 F

2
r2

0.10

0.08

0.06

— Pa 0.04

— P
0.02}

% p(r) [ag"]

Densidad Hartree-Fock del Litio

— Pa
— Ps

I I
15 20

I I
25 30

L
25

Figura 5.6: Al lado izquierdo, se tiene la densidad electrénica correspondiente a las densida-

des p, y ps, obtenidas al ejecutar el algoritmo de resolucién para las condiciones del 4&tomo

de Litio (Li). Al lado derecho se tiene las mismas densidades electrénicas correspondientes

a la parte radial de las tablas de Clementi [27] multiplicado por r?

Tabla 5.2: Comparacién de resultados de energias para el atomo de Litio

cinetica | intercambio | correlacion | coulomb | nucleo total
densidad Clementi | 7,47031 | -2,27614 -0,05343 | 4,05984 | -17,05040 | -7,84982
densidad Obtenida | 0,00837 | -0,0716869 | -0,01022 | 0,16660 | -0,38895 | -0,29588
Tablas 7,48700 | -1,78100 -0,04500 | 4,05984 | -17,05040 | -7,32956
Error Relativo 0,99888 | 0,95975 0,77297 | 0,95896 | 0,97719 | 0,95963
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Después de realizar varias iteraciones sobre la densidad (iteracién 2 del flujograma de la
figura 5.1), se obtuvieron resultados muy pobres para la densidad electrénica y la energia
asociada a esta, como se puede observar en la figura 5.6, las densidades p, y ps son muy
bajas cerca del ntcleo, y tienen un aumento lineal cuanto mas alejados se encuentran del
nucleo, a diferencia de la densidad esperada que tiene una concentracién elevada cerca
del nicleo y un decaimiento exponencial lejos del nicleo. En la tabla 5.2 se observan los
valores de energia obtenidos con las densidades resultantes del algoritmo de resolucién, y
la densidad de las tablas de Clementi, ademds de los valores esperados de cada una de las

energias. Se observa un error en la energia total de 95.963 %.

Para buscar la fuente del problema, se hizo una comparacién entre la funcién obtenida
en el lado derecho de la ecuacién (4.30), al reemplazar la densidad de Hartree-Fock (con
los orbitales de Clementi-Roetti), y la segunda derivada de esta densidad, ya que esta
ecuacion indica que deberian ser iguales. Los resultados de esta comparaciéon se muestran
en la figura 5.4, donde se observa una clara diferencia entre ambas funciones, ademas de
un comportamiento asintético en los puntos » = 0, r ~ 0,64, r ~ 0,81 para la funcién
del lado derecho de la ecuacién (4.30). Esto podria explicar el pobre comportamiento que

presentan la densidad y la energia.

5.4. Berilio (Be)

Caracteristicas y Constantes Utilizadas

Ndmero total de electrones = 2.

Capa cerrada (1 electrén por espin)

Potencial Quimico = — G011 1 — () 0898054

nivel de energia maximo de ocupacién = 1
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Comparacién de ambos lados de la
ecuacién recursiva para el Litio
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Figura 5.7: Comparacién de ambos lados de la ecuacién (4.30) obtenidas con la densidad de
Hartree-Fock. En azul esta el lado derecho de esta ecuacién, y en morado estd la segunda
derivada de la densidad de Hartree-Fock. Se obtuvieron tres puntos de discontinuidad para

la funcién obtenida del lado derecho: en r =0, r &~ 0,64, y r ~ 0,81.

47



= apantallamiento = 0.35

= rango de célculo para r: 0,02 < r < 10 radios de Bohr

051

Potencial obtenido de la derivada variacional
del funcional de energia del Berilio

_ %(T) [Ha]

—0.5F
~1.0}

-1.5

Figura 5.8: Suma de todos los potenciales correspondientes al lado izquierdo de la ecuacién

(4.5), obtenida con la densidad electrénica para el dtomo de Berilio (Be) de las tablas de

Clementi-Roetti.

Tabla 5.3: Comparacién de resultados de energias para el atomo de Berilio

cinetica | intercambio | correlacion | coulomb | nucleo total
densidad Clementi | 14,65280 | -3,39430 -0,09469 | 7,15152 | -33,31450 | -14,99917
densidad Obtenida | 0,03001 | -0,152263 | -0,02407 | 0,44268 | -1,03609 | -0,73973
Tablas 14,68200 | -2,66700 -0,09400 | 7,15152 | -33,31450 | -14,24198
Error Relativo 0,99796 0,94291 0,74397 | 0,93810 | 0,96890 | 0,94806

Después de realizar varias iteraciones sobre la densidad (iteracién 2 del flujograma de la

figura 5.1), se obtuvieron resultados muy pobres para la densidad electrénica y la energia

asociada a esta, como se puede observar en la figura 5.9, una densidad baja cerca del
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Figura 5.9: Al lado izquierdo, se tiene la densidad electrénica total (p = p, + ps) obtenida
al ejecutar el algoritmo de resolucién para las condiciones del dtomo de Berilio (Be). Al
lado derecho se tiene la densidad electrénica total correspondiente a la parte radial de las

tablas de Clementi [27] multiplicado por 72

nicleo, y un aumento lineal de la densidad cuanto mas alejado se encuentra, a diferencia de
la densidad esperada que tiene una concentracion elevada cerca del niicleo y un decaimiento
exponencial lejos del nicleo. En la tabla 5.3 se observan los valores de energia obtenidos
con ambas densidades, y los valores esperados de cada uno de ellos. Se observa un error en

la energia total de 94.806 %.

Para buscar la fuente del problema, se hizo una comparacién entre la funcién obtenida
en el lado derecho de la ecuacién (4.29), al reemplazar la densidad de Hartree-Fock (con
los orbitales de Clementi-Roetti), y la segunda derivada de esta densidad, ya que esta
ecuacion indica que deberian ser iguales. Los resultados de esta comparacidon se muestran
en la figura 5.10, donde se observa una clara diferencia entre ambas funciones, ademds
de un comportamiento asintético en los puntos: r = 0, r =~ 0,12, r = 0,32, r =~ 0,50,
r ~ 1,08 para la funcién del lado derecho de la ecuacién (4.29). Esto podria explicar el

pobre comportamiento que presentan la densidad y la energia.
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Comparacion de ambos lados de la
ecuacién recursiva para el Berilio
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Figura 5.10: Comparacién de ambos lados de la ecuacién (4.29) obtenidas con la densidad
de Hartree-Fock. En azul esta el lado derecho de esta ecuacidn, y en morado esta la segunda
derivada de la densidad de Hartree-Fock. Se obtuvieron varios puntos de discontinuidad para

la funcién obtenida del lado derecho.
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5.5. Boro (B)

Caracteristicas y Constantes Utilizadas

= Ndmero total de electrones = 3.

= Capa abierta (1 electrén de diferencia)

_5,391714761+0,618049 1 = 0.11042894

m Potencial Quimico = 5 57311

= nivel de energia maximo de ocupacién = 2
= apantallamiento = 1.7

= rango de calculo para r: 0,02 < r < 10 radios de Bohr

Potencial obtenido de |la derivada variacional

(SE . Vs
475(,4) (Had del funcional de energia del Boro
: - [)ﬂHF
2_
7 [ao]
1 1 1 1 1
2 4 8 T0 12
=21
—4H

Figura 5.11: Suma de todos los potenciales correspondientes al lado izquierdo de la ecuacién
(4.5), obtenida con la densidad electrénica para el dtomo de Boro (B) de las tablas de

Clementi-Roetti.
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Densidad obtenida con la ecuacién de
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Figura 5.12: Al lado izquierdo, se tiene la densidad electrénica correspondiente a las densida-

des p, y ps, obtenidas al ejecutar el algoritmo de resolucién para las condiciones del 4&tomo

de Boro (B). Al lado derecho se tiene las mismas densidades electrénicas correspondientes

a la parte radial de las tablas de Clementi [27] multiplicado por r?

Tabla 5.4: Comparacién de resultados de energias para el atomo de Boro

cinetica | intercambio | correlacion | coulomb nucleo total
densidad Clementi | 24,31950 | -4,71943 -0,12834 | 11,55960 | -56,10480 | -25,07347
densidad Obtenida | 0,07656 | -0,273509 | -0,03975 | 0,92105 | -2,15718 | -1,47283
Tablas 24,49600 | -3,74400 0,12500 | 11,55960 | -56,10480 | -23,66820
Error Relativo 0,99687 0,92695 1,31800 | 0,92032 | 0,96155 | 0,93777
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Después de realizar varias iteraciones sobre la densidad (iteracién 2 del flujograma de la
figura 5.1), se obtuvieron resultados muy pobres para la densidad electrénica y la energia
asociada a esta, como se puede observar en la figura 5.12, las densidades p, y pg son
muy bajas cerca del nicleo, y tienen un aumento lineal cuanto mds alejados se encuentran
del nicleo, a diferencia de la densidad esperada que tiene una concentracion elevada cerca
del ndicleo y un decaimiento exponencial lejos del mismo. En la tabla 5.4 se observan los
valores de energia obtenidos con las densidades resultantes del algoritmo de resolucién, y
la densidad de las tablas de Clementi, ademds de los valores esperados de cada una de las

energias. Se observa un error en la energia total de 93.777 %.

Para buscar la fuente del problema, se hizo una comparacién entre la funcién obtenida
en el lado derecho de la ecuacién (4.30), al reemplazar la densidad de Hartree-Fock (con
los orbitales de Clementi-Roetti), y la segunda derivada de esta densidad, ya que esta
ecuacion indica que deberian ser iguales. Los resultados de esta comparaciéon se muestran
en la figura 5.13, donde se observa una clara diferencia entre ambas funciones, ademas de
un comportamiento asintético en los puntos r =0, r ~ 0,1, r = 0,25, r =~ 0,4, r ~ 0,45,
r~ 0,8, r~ 198, r ~ 3,57 para la funcién del lado derecho de la ecuacién (4.30). Esto

podria explicar el pobre comportamiento que presentan la densidad y la energia.

5.6. Fluor (F)

Caracteristicas y Constantes Utilizadas

Ndmero total de electrones = 3.

Capa abierta (1 electrén de diferencia)

_5,391714761+0,618049 1 = 0.11042894

Potencial Quimico = 5 oI

nivel de energia maximo de ocupacién = 2
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Comparacion de ambos lados de la
ecuacion recursiva para el Boro
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Figura 5.13: Comparacién de ambos lados de la ecuacién (4.30) obtenidas con la densidad
de Hartree-Fock. En azul estd el lado derecho de esta ecuacién, y en morado esta la segunda
derivada de la densidad de Hartree-Fock. Se obtuvieron varios puntos de discontinuidad para

la funcién obtenida del lado derecho.
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= apantallamiento = 1.7

= rango de célculo para r: 0,02 < r < 20 radios de Bohr

Potencial obtenido de la derivada variacional

15p % (r) [Ha]

del funcional de energia del Fldor

HF

— Fa

Figura 5.14: Suma de todos los potenciales correspondientes al lado izquierdo de la ecuacién

(4.5), obtenida con la densidad electrénica para el atomo de Fldor (F) de las tablas de

Clementi-Roetti.

Tabla 5.5: Comparacién de resultados de energias para el atomo de Flior

cinetica | intercambio | correlacion | coulomb nucleo total
densidad Clementi | 93,57310 | -11,85500 | -0,31269 | 46,61470 | -225,88100 | -97,86089
densidad Obtenida | 0,19532 | -0,586801 | -0,08722 | 2,98417 | -6,98902 | -4,48355
Tablas 98,98200 | -10,00000 | -0,32000 | 46,61470 | -225,88100 | -90,60430
Error Relativo 0,99803 0,94132 0,72745 | 0,93598 0,96906 0,95052

Después de realizar varias iteraciones sobre la densidad (iteracién 2 del flujograma de la

figura 5.1), se obtuvieron resultados muy pobres para la densidad electrénica y la energia

asociada a esta, como se puede observar en la figura 5.15, las densidades p, y pg son
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Figura 5.15: Al lado izquierdo, se tiene la densidad electrénica correspondiente a las densida-
des p, y ps, obtenidas al ejecutar el algoritmo de resolucién para las condiciones del dtomo
de Flior (F). Al lado derecho se tiene las mismas densidades electrénicas correspondientes

a la parte radial de las tablas de Clementi [27] multiplicado por 72

muy bajas cerca del nicleo, y tienen un aumento lineal cuanto mds alejados se encuentran
del nicleo, a diferencia de la densidad esperada que tiene una concentracion elevada cerca
del nicleo y un decaimiento exponencial lejos del mismo. En la tabla 5.5 se observan los
valores de energia obtenidos con las densidades resultantes del algoritmo de resolucién, y
la densidad de las tablas de Clementi, ademds de los valores esperados de cada una de las

energias. Se observa un error en la energia total de 95.052 %.

Para buscar la fuente del problema, se hizo una comparacién entre la funcién obtenida
en el lado derecho de la ecuacién (4.30), al reemplazar la densidad de Hartree-Fock (con
los orbitales de Clementi-Roetti), y la segunda derivada de esta densidad, ya que esta
ecuacion indica que deberian ser iguales. Los resultados de esta comparaciéon se muestran
en la figura 5.16, donde se observa una clara diferencia entre ambas funciones, ademds
de un comportamiento asintético en los puntos » = 0, » =~ 0,05, r =~ 0,16, r ~ 1/4,
r ~ 1,98 para la funcién del lado derecho de la ecuacién (4.30). Esto podria explicar el

pobre comportamiento que presentan la densidad y la energia.
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Comparacion de ambos lados de la
ecuacion recursiva para el Fldor
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Figura 5.16: Comparacién de ambos lados de la ecuacién (4.30) obtenidas con la densidad
de Hartree-Fock. En azul esta el lado derecho de esta ecuacidn, y en morado esta la segunda
derivada de la densidad de Hartree-Fock. Se obtuvieron varios puntos de discontinuidad para

la funcidén obtenida del lado derecho.
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5.7. Neén (Ne)

Caracteristicas y Constantes Utilizadas

= Numero total de electrones = 2.

= Capa cerrada (1 electrén por espin)

= Potencial Quimico = — A3 WOZIND 1 — 0898054

= nivel de energia maximo de ocupacién = 1
= apantallamiento = 0.35

= rango de calculo para r: 0,02 < r < 20 radios de Bohr

Potencial obtenido de la derivada variacional
SE del funcional de energia del Nedn
30 - —(T) [Hal
0pa
HF

20

0.5 Lo —F5— 20 2.5 3.0

-20

-30

Figura 5.17: Suma de todos los potenciales correspondientes al lado izquierdo de la ecuacién
(4.5), obtenida con la densidad electrénica para el atomo de Neén (Ne) de las tablas de

Clementi-Roetti.
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Densidad obtenida con la ecuacion de
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Figura 5.18: Al lado izquierdo, se tiene la densidad electrénica total (p = p, + ps) obtenida

al ejecutar el algoritmo de resolucién para las condiciones del dtomo de Nedn (Ne). Al lado

derecho se tiene la densidad electrdnica total correspondiente a la parte radial de las tablas

de Clementi [27] multiplicado por 72

Tabla 5.6: Comparacién de resultados de energias para el 4&tomo de Nedn

cinetica | intercambio | correlacion | coulomb nucleo total
densidad Clementi | 142,04600 | -15,43210 | -0,37981 | 67,66330 | -309,10000 | -115,20261
densidad Obtenida | 0,29121 | -0,756367 | -0,11187 | 4,14048 | -9,69362 -6,13017
Tablas 128,90000 | -12,11000 | -0,38700 | 67,66330 | -309,10000 | -125,03370
Error Relativo 0,99774 0,93754 0,71093 | 0,93881 0,96864 0,95097
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Después de realizar varias iteraciones sobre la densidad (iteracién 2 del flujograma de la
figura 5.1), se obtuvieron resultados muy pobres para la densidad electrénica y la energia
asociada a esta, como se puede observar en la figura 5.18, una densidad baja cerca del
nucleo, y un aumento lineal de la densidad cuanto mas alejado se encuentra, a diferencia de
la densidad esperada que tiene una concentracion elevada cerca del niicleo y un decaimiento
exponencial lejos del nticleo. En la tabla 5.6 se observan los valores de energia obtenidos
con ambas densidades, y los valores esperados de cada uno de ellos. Se observa un error en

la energia total de 95.097 %.

Para buscar la fuente del problema, se hizo una comparacién entre la funcién obtenida
en el lado derecho de la ecuacién (4.29), al reemplazar la densidad de Hartree-Fock (con
los orbitales de Clementi-Roetti), y la segunda derivada de esta densidad, ya que esta
ecuacion indica que deberian ser iguales. Los resultados de esta comparacion se muestran
en la figura 5.10, donde se observa una clara diferencia entre ambas funciones, ademds
de un comportamiento asintético en los puntos: r = 0, r =~ 0,04, r =~ 0,16, r ~ 1,40,
r ~ 1,98 para la funcién del lado derecho de la ecuacién (4.29). Esto podria explicar el

pobre comportamiento que presentan la densidad y la energia.

5.8. Discusion

Esta tesis tenia varios objetivos:

El primer objetivo fue presentar un modelo para la descripcién de dtomos, moléculas
y materia condensada dentro del formalismo de OF-DFT (Orbital-Free Density Functional
Theory) utilizando el funcional de la energia cinética recientemente propuesto por Salazar
el al.,[6] el cual viene definido enteramente en términos de la densidad. Este modelo se
lo construye afiadiendo al funcional de energia cinética de Salazar et al., el funcional de

intercambio de Becke, [7] y el funcional de correlacién de Lee-Yang-Parr [8].

El segundo objetivo era obtener las ecuaciones de Euler-Lagrange de este funcional por
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Comparacién de ambos lados de la
ecuacién recursiva para el Nedn
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Figura 5.19: Comparacién de ambos lados de la ecuacién (4.29) obtenidas con la densidad
de Hartree-Fock. En azul esta el lado derecho de esta ecuacién, y en morado esta la segunda
derivada de la densidad de Hartree-Fock. Se obtuvieron varios puntos de discontinuidad para

la funcidén obtenida del lado derecho.
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medio de la aplicacién del calculo de variaciones. Este objetivo se ha cumplido a satisfaccion
ya que se han obtenido estas ecuaciones para los funcionales seleccionados. Cabe anotar que
debido a que el funcional de Salazar et al., es un funcional novedoso, las correspondientes
ecuaciones de Euler-Lagrange son también novedosas. En este sentido la presente Tesis

contribuye con ecuaciones nuevas a la teoria del funcional de la densidad sin orbitales

(OF-DFT).

El tercer objetivo era aplicar un método numérico para la solucién de las ecuaciones
de Euler-Lagrange obtenidas. Este objetivo no pudo realizarse a cabalidad como se puede
apreciar en los resultados obtenidos para las energias y densidades presentados en la seccién
anterior. A continuacién se dard una revisién bibliografica para explicar las razones de por

qué no se han podido obtener los resultados deseados para este ultimo objetivo:

Este objetivo presenta un problema bastante delicado ya que la experiencia de muchos
investigadores indica que hay inestabilidades numéricas y falta de convergencia en muchos

de los métodos usados.

El método escogido para la solucién del presente trabajo es un método iterativo que

puede expresarse en la ecuacién recursiva (4.28):

Po = Glpa: ps. 7]
Este tipo de ecuacién fue utilizada por Tal y Bader [32] en la solucién del dtomo de Helio
(He) dentro de la aproximacién del modelo de particulas independientes, pero expresado

como una ecuacién de la densidad, similar, pero menos compleja a la que tratamos aqui.

Se elaboré en Mathematica un algoritmo basado en este método iterativo. Los progra-
mas para resolver las ecuaciones (4.29) y (4.30) para los casos independiente de espin y

dependiente de espin, respectivamente, estan dados en el Anexo A y B.

Los resultados presentan inestabilidades y conducen a representaciones no realistas de
las densidades. Cabe indicar, que al reprogramar el método de Tal y Bader precisamente

para el ejemplo que presentan estos autores para la resolucion del atomo de helio, se noté la
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presencia de inestabilidades numéricas. Este analisis se presenta en el Anexo C.

Ahora bien, la presencia de dificultades numéricas para resolver las ecuaciones de Euler-
Lagrange para la densidad electrénica, no es un problema reciente y de hecho, en los tltimos
anos se ha hecho un gran esfuerzo para determinar las razones matematicas que dan origen

a estas dificultades numéricas.

A continuacién se presentan algunos trabajos que analizan el origen de los problemas
matemdticos subyacentes al funcional de la energia del tipo OF-DFT vy a las ecuaciones de

Euler-Lagrange correspondientes.

Chen et al. [33] estudian un problema exactamente como el que se enfoca el presente

trabajo, el cual puede presentarse por medio del siguiente funcional de la energia:
1
E(O) = [ (@lVo(a) + Vie)o*(@) + (@)oo [ [ 61K (@ - y)dady
Q 4 Ja Jag2a(x)

en donde la densidad viene dada por p = ¢?, y en donde el funcional estd sujeto a la

/Q|¢2|dx— Z

Se supone que la funcién ¢ : R — R estd asociada con un potencial local 91; a través de:

siguiente condicidn restrictiva:

S
e(s) = / My (t)dt
0
El dltimo término del funcional representa en general la parte no local del problema.

Este tipo de funcional aparece en el tratamiento de la aproximacién OF-DFT. La solucién
numérica de este problema no-lineal y equivalentemente de la ecuacién de Euler-Lagrange
que se obtiene a partir del funcional y de la restriccién impuesta, presenta dificultades
precisamente porque [33]:

1. El funcional de la energia no es convexo.

2. Existen términos no-lineales en el funcional.
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3. No hay mucha disponibilidad de algoritmos eficientes para tratar problemas no lineales

de autovalores.

Con respecto al problema de la no convexidad de los funcionales tipicos que aparecen
en OF-DFT, cabe anotar que solamente para la aproximacién mas simple, en el que la
energia cinética no interactuante estd dada por el funcional de Thomas-Fermi, ha sido
posible determinar la existencia de una cota inferior, y por tanto un minimizante [34],[35].
Para funcionales de la energia que tienen términos no-lineales, tales como las ecuaciones de
Hartree-Fock, también este problema ha sido analizado.[36] Sin embargo, en forma general,
estos funcionales, segtin ha sido determinado por Cances et al., [37] no tienen una cota

inferior.

Chen et al., han demostrado que para la ecuacién de Thomas-Fermi-Weizsacker y los
modelos no-locales de Wang-Teter [38], a pesar de la no-convexidad, es posible encontrar
cotas para los errores y asi proporcionar una justificacion para aproximaciones numéricas. A
una conclusién similar llegan también Garcia-Cervera [39] donde se prueba que el funcional
minimizador cumple una ecuacién diferencial eliptica alin en los puntos en que la densidad
es cero. Esto da la posibilidad de desarrollar métodos numéricos para la solucién de este
problema. Otras posibilidades de métodos numéricos ha sido explorada por Gavini et al.,
[40] Similarmente, Jiang y Yang [41] han propuesto métodos optimizacién por medio de

gradientes conjugados.

En cuanto a si el problema presentado en esta tesis es solucionable, se ha probado
([42]) que para desarrollos del tipo de Liu-Parr, es posible tener una solucién variacional
en la cual la densidad se expande en términos de una combinacién lineal de orbitales
atémicos y el funcional de la energia se minimiza con respecto a los coeficientes de este
desarrollo. Este trabajo, realizado recientemente por Kristyan en el 2013 [42] muestra que,
usando los métodos tradicionales de la quimica cuantica, es posible obtener un minimo
para la energia en el caso en que tanto el funcional de la energia cinética como el de la

energia de interaccion electrén-electrén se desarrollen por medio de combinaciones lineales
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de funcionales homogéneos de la densidad, esto es del tipo Liu-Parr.

Un esfuerzo muy reciente para desarrollar software para tratar el problema del OF-DFT,
ha sido propuesto por Mi et al., [43] a través de la generacién del programa ATLAS. En
general, la actividad cientifica en torno a la construcciéon de métodos computacionales que
permitan utilizar OF-DFT en forma rutinaria, demuestra que este en un problema de alta

prioridad en la fisica de materiales.

Para finalizar, queremos reiterar que los resultados de esta tesis se enmarcan en una
gran cantidad de esfuerzos dirigidos a crear métodos que puedan resolver la ecuacién de
Schrodinger para muchos cuerpos en forma mas rapida y econémica que lo que provee

actualmente la solucidn de las ecuaciones de Kohn-Sham en la Teoria del Funcional de la

Densidad, DFT.
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6. Conclusiones

El presente trabajo es un ejemplo de cémo se pueden realizar investigaciones dentro de
la teoria del funcional de la densidad sin orbitales. El proceso en este caso se puede resumir

como:

1. Seleccién de funcionales.

2. Obtencidn de la ecuacién de Euler-Lagrange.

3. Seleccién de un algoritmo de resolucién para la ecuacién de Euler-Lagrange
4. Obtencién de densidad electrénica y energias correspondientes.

5. Comparacién de resultados con otras investigaciones.

Si bien los resultados obtenidos no fueron del todo satisfactorios, se puede decir que el
trabajo presentado es exitoso en demostrar el método usual para este tipo de investigaciones.
Se ha obtenido una ecuacién de Euler Lagrange para un funcional nuevo de la energia
cinética. Se ha explorado la posible solucién de esta ecuacién usando un método iterativo. Se
encontraron dificultades numéricas en este método. Como se discute en la seccién anterior,
estas dificultades numéricas son inevitables para este tipo de ecuacién, debido a que los
funcionales no son convexos y presentan inestabilidades debido a su naturaleza no-lineal.
Sin embargo, es posible dirigir una futura investigacion para mejorar el enfoque que se ha

dado aqui y obtener mejores resultados.
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A. Script de resolucion para atomos de

capa cerrada (Helio)

El siguiente script fue hecho para resolver la ecuacién (4.29), utilizando el programa
Mathematica 9.0 y obtener la densidad electrénica y la energia correspondiente a los &tomos

de capa cerrada, en este caso se usa como ejemplo el dtomo de Helio (He).

ClearAll["Global‘x"]

(¥Las siguientes constantes van asociadas a cada &dtomo: zet= numero \
atomico, nmax=nivel electronico ocupado maximo, pant=apantallamiento \
de los electrones internos sobre el electron mas externo,coefRad= \
coeficiente del radio de Bohr para tener una cantidad considerable de \
distancia desde el nicleo, Ioniz= energia de ionizacién (en electron \

volteos), AfinElec= afinidad electrénica (en electron volteos)*)

zet = 2;
nmax = 1;
pant = 0.35000;
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coefRad = 20;

Ioniz = 24.58741;

AfinElec = -19.7;

constanteNormalizacion[n_, zeta_] :=
Module [{const}, const = (2 zeta) (n + 1/2)/Sqrt[(2 n)!];

Return[const]]

funcionChi[n_, zeta_, r_] :=
Module[{chi},
chi = constanteNormalizacion[n, zeta] r"(n - 1) Expl[-zetax*r];

Return(chi]]

funcionHelio[r_] :=
Module [{funcionlS},
funcionlS =
0.76838 funcionChil[l, 1.41714, r] +
0.22346 funcionChil[l, 2.37682, r] +
0.04082 funcionChil[1l, 4.39628, r] -
0.00994 funcionChi[l, 6.52699, r] +
0.00230 funcionChil[1l, 7.94252, r]l;

Return[funcioniS]]
densidadHeliol[r_] :=

Module[{densidad}, densidad = 1/(2 \[Pi]) (funcionHeliol[r]) "2;

Return[densidad]]
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radioBohr[nl_, Z1_, pantalla_] := nl1"2/(Z1 - pantalla);

funcionCoulombl[p_, r_] := (2 Pi)/r p[#]*#72 &;

funcionCoulomb2[p_] := 2 Pi p[#]x# &;

integralCoulomb[deltal_, x1_, nl_, Z1_, p1_] :=
Module [{integralCoulombTotall},
integralCoulombTotal =
NIntegrate[funcionCoulombl[pl, x1][x], {x, deltal, x1}] +
NIntegratel[
funcionCoulomb2 [p1] [x], {x, x1,
coefRad*radioBohr[nl, Z1, pant]}];

Return[integralCoulombTotal]];

integralCoulombl =
Interpolation[
Table[{r, integralCoulomb[0.02, r, nmax, zet, densidadHeliol}, {r,

0.02, coefRad radioBohr [nmax, zet, pant], 0.01}]]

integralCinetical[Z1_] :=
Module[{Cinetical},
Cinetical = \[Minus]0.9691803682 + 0.7854208699 Z1 +
0.0776145852 Z1°2 \[Minus] 0.0001581219 Z1°3; Return[Cineticalll]

integralCinetica2[Z1_] :=
Module[{Cinetica2},
Cinetica2 = \[Minus]0.7540383360 + 0.8813316184 Z1 +
0.0373453207 Z1~2 \[Minus] 0.0001408691 Z1°3]
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calculalntegralesCineticas[Z1_] := Module[{},
intCinetical = integralCineticall[Z1];

intCinetica2 = integralCinetica2(Z1];]

calculalntegralesCineticas[zet]

energiaCineticalrl_, pl_] :=
Module[{enerCinet, cT1 = 3.264220, cT2 = -0.02631, cT3 = -0.000498%},
enerCinet =
cT1 5/3 CubeRoot[pl[ri]~2] +
cT2 4/3 CubeRoot [p1[r1]] (intCinetical) +
cT3 11/9 CubeRoot [CubeRoot [pl[r1]~2]] (intCinetica2) 2;

Return[enerCinet] ;]

potenciallrl_, Z1_] := -(Z1/rl);

F2[Xs_] = (Cx + (B Xs72)/(1 + 6 B Xs ArcSinh[Xs])) /. {B -> 0.0042000,
Cx -> 3/2 CubeRoot[(3/(4 \[Pi]))]1}

derivF2[Xs_] = D[F2[Xs], Xs] // FullSimplify

deriv2F2[Xs_] = D[derivF2[Xs], Xs] // FullSimplify

xs[rl_, psl_, derivPs_] := Module[{Xs, ModGrad},

ModGrad = Abs[derivPs];

Xs = ModGrad/CubeRoot [ps1[r1]~4];

Return[Xs]]
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derivFuncionalDeExS1[r1_, psl_, derivPs_] :=
Module[{intercambiol, Ps, Xs},

Ps

psilril;
Xs

xs[rl, psl, derivPs];
intercambiol = (derivF2[
Xs] ((2 derivPs)/(CubeRoot[Ps~4] rl Xs) +
4/3 CubeRoot[Ps] Xs) -
4/3 CubeRoot[Ps] (F2[Xs] + deriv2F2[Xs] Xs72));

Return[intercambiol]]

derivFuncionalDeExS2([r1_, psl_, derivPs_] :=
Module[{intercambio2, Ps, Xs},

Ps

psilril;
Xs

xs[rl, psl, derivPs];
intercambio2 = ((deriv2F2[Xs] derivPs~2)/(Ps”4 Xs~2) + (
derivF2[Xs] (-derivPs”~2 + CubeRoot[Ps~8] Xs°2))/(Ps~4 Xs°3));

Return[intercambio?2]]

derivHelio[x_] := (

densidadHelio[x + 0.001] - demnsidadHelio[x - 0.001]1)/0.002

deriv2Helio[
x_] := (1/(0.001°2)) (derivHelio[x + 0.001] - 2 derivHeliol[x] +
derivHelio[x - 0.001])

derFunExSO1[rl_, ps_] :=

Module [{xs, F2, derivF2, deriv2F2, Laplaciano, B = 0.00420000,
Cx = 3/2 CubeRoot[(3/(4 \[Pi]))], intercambio, derivPs, deriv2Ps,
Ps},
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Ps = ps([ri];
derivPs[x_] := (ps[x + 0.001] - pslx - 0.001]1)/0.002;
deriv2Ps[x_] := (ps[x + 0.001] - 2 ps[x] + ps[x - 0.001])/0.001"2;
xs = Abs[derivPs[r1]]/CubeRoot [Ps~4];
Laplaciano = (2 derivPs[r1])/rl + deriv2Ps[rl];
F2 = (Cx + (B x872)/(1 + 6 B xs ArcSinh[xs]));
derivF2 = (
B xs (2 - (6 B xs72)/Sqrt[1 + xs”2] + 6 B xs ArcSinh[xs]))/(1 +
6 B xs ArcSinh[xs])"2;
deriv2F2 = (2 B (36 B"2 xs"4 Sqrt[l + xs72] + (1 + xs72)7(3/2) -
3B xs"2 (6 +5 xs872) -
18 B"2 xs73 (2 + xs72) ArcSinh[xs]))/((1 + xs72)"(
3/2) (1 + 6 B xs ArcSinh[xs])"3);
intercambio =
derivF2 ((2 derivPs[r1])/(Ps~(4/3) rl xs) + 4/3 Ps~(1/3) xs) -
4/3 Ps~(1/3) (F2 + deriv2F2 xs~2) +
deriv2Ps[
r1] ((deriv2F2 derivPs[r1]°2)/(Ps~4 xs°2) + (
derivF2 (-derivPs[r1]"2 + Ps~(8/3) xs°2))/(Ps"4 xs73));

Return[intercambio]]

derFunEcCerradaO11[rl_, pl_, derivP_] :=
Module [{pirl, EcCerradal, F1, derivFl, G1, derivGl, deriv2G1,
a = 4918/100000, b = 0.13200, c = 2533/10000, f = 349/1000,
cF = 3/10 CubeRoot[(3 \[Pi]"2)"2]},
pirl = pi[ri]l;
F1 = 1/(1 + £ CubeRoot[plri]~-1);
derivF1 = (f CubeRoot[pir1])/(3 pirl (f + CubeRoot[plri])~2);
Gl = F1 CubeRoot[plri~-5] E~(-(c/CubeRoot[plri]));
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derivGl = (E~(-(c/
CubeRoot [
plr1])) (c £ + (¢ - 4 £ - 5 CubeRoot[plrl]) CubeRoot[
pir1]))/(3 pilr1~6 CubeRoot[pir1~-10] (f + CubeRoot[plri])~2);
deriv2Gl =
1/(9 plr1~7 CubeRoot[plr1~-8] (f + CubeRoot[plri])~3)
E~ (- (c/CubeRoot [piril))
c ((c72 - 26 c f + 28 £72) pirl +
CubeRoot [
plrl] (c”2 £°2 - 14 c pirl + 66 f plrl +
2 (c (c -6 f) f + 20 pirl) CubeRoot[piri]));
EcCerradal = -a (F1 + derivF1l plrl) -
a b cF ((8 G1)/3 + derivGl plrl) CubeRoot[
plr1~5] + (-((19 a b G1)/(9 r1)) - (7 a b derivGl pir1l)/(
6 r1)) derivP + (-(59/72) a b derivGl -
7/24 a b deriv2Gl plrl) derivP"2;

Return[EcCerradall ;]

derFunEcCerrada012[ri_, pl_] :=
Module[{pirl, EcCerrada2, F1, derivFl, G1, derivGl, deriv2G1,
a = 4918/100000, b = 0.13200, ¢ = 2533/10000, f = 349/1000,
cF = 3/10 CubeRoot[(3 \[Pi]"2)"2]},
pirl = pi[ri];
F1 = 1/(1 + £ CubeRoot[plri]~-1);
Gl = F1 CubeRoot[plr1i~-5] E~(-(c/CubeRoot[pliri]));
derivGl = (E~(-(c/
CubeRoot [
plr1])) (c £ + (¢ - 4 £ - 5 CubeRoot[plrl]) CubeRoot[
plr1])) /(3 plr1~6 CubeRoot[plr1~-10] (f + CubeRoot[pirl])~2);
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EcCerrada2 = (-(19/18) a b G1 - 7/12 a b derivGl pirl) ;

Return[EcCerrada?] ;]

Plot[integralCoulombl[rl] + energiaCineticalrl, densidadHelio] +
potencial(ri,
zet] + (derivFuncionalDeExS1[rl, densidadHelio, derivHelio[ri1]] +
deriv2Helio[r1]=*
derivFuncionalDeExS2[rl, densidadHelio,
derivHelio[r1]]) + (derFunEcCerradaOi1[rl, densidadHelio,
derivHelio[r1]] +
derFunEcCerrada012[rl, densidadHelio]*deriv2Heliolr1]), {r1, 0.02,
12}, PlotRange -> {-1, 0.1}]

Plot [{(-derivFuncionalDeExS2[r1,
densidadHelio [#]/
2 &, (densidadHelio[rl + 0.01] -
densidadHelio[r1])/(2*%0.01)]*(derFunEcCerrada0il[ril,
densidadHelio[#] &, (densidadHelio[rl + 0.01] -
densidadHelio[r1])/(0.01)] +
derivFuncionalDeExS1[r1,
densidadHelio [#]/
2 &, (densidadHelio[rl + 0.01] -
densidadHelio[r1])/(2%0.01)] +
energiaCineticalrl, densidadHelio[#] &] +
integralCoulombl [r1] +
potencial[ri,
zet] - (-((Ioniz + AfinElec)/2) (1/
27.211))))/(derivFuncionalDeExS2[r1,
densidadHelio [#]/
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2 &, (densidadHelio[rl + 0.01] -
densidadHelio[r1])/(2*0.01)]*
derivFuncionalDeExS2([r1,
densidadHelio [#]/
2 &, (densidadHelio[rl + 0.01] -
densidadHelio[r1])/(2%0.01)] +
derFunEcCerrada0i12[ril,
densidadHelio[#] &]*(derivFuncionalDeExS2([r1,
densidadHelio [#]/
2 &, (densidadHelio[rl + 0.01] -
densidadHelio[r1])/(2%0.01)] +
derivFuncionalDeExS2[r1,
densidadHelio [#]/
2 &, (densidadHelio[rl + 0.01] -
densidadHelio[r1])/(2%x0.01)])), (densidadHeliol
rl + 0.002] - 2*densidadHelio[rl + 0.001] + densidadHelio[r1])/
0.00172}, {r1, 0.02, 2(*radioBohr [nmax,zet,pant]*)},
PlotRange -> {-100, 100}]

condicionesIniciales[deltal_, 11_, nEl_, dx1_] :=
Module [{pDelta, pDeltaDr, i},
i=1;
pDelta = O;
pDeltaDr = O;
Label[1];
pDelta = pDelta + deltal”(2*11[i]);
pDeltaDr = pDeltaDr + 2 11[i] deltal”(2*11[i] - 1);
i=1+1;

If[i <= nEl, Goto[1]];
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pDelt
pCond
pCond

pDel

numeros

funcion :

Module
deri
cont
deri
deri
segu

plnic
poten
nElA
nE1lB
p =
PA =
pPB =
pl :=
n=n
z =z

drl =

deltal

vuelt
Label
rl =

vuelt

aDr = pDeltaDr*dxl + pDelta;

Inic[1] = pDelta;

Inic[2]

taDr;]; (xen este contexto 11[i] es un vector con todos los \

angulares de los nEl electrones.*)

[{pInicial, pA, pB, pAl, pBl, p, pl, derivaPAl, derivPAl,
vaPB1, derivPB1, nElA, nEl1B, deltal, vuelta, contador,
adorl, rl, n, z, drl, 1A, 1B, energPotencialCoulombYCinetica,
vFunExA1l, derivFunExA2, derivFunExB1, derivFunExB2,
vFunEcCerradal, derivFunEcCerrada2, segundaDerivPA,
ndaDerivPB, potencialQuimico, integralAl, integralBl},
ial := densidadHeliol[#]/2 &;

cialQuimico = -((Ioniz + AfinElec)/2) (1/27.211);

=1;

=1;

pA[#] + pB[#] &;

pInicial [#] &;

pInicial [#] &;

pAL[#] + pBL[#] &;

max;

et;

0.0100000;

0.02;

a
[2];
deltal;

1;

a = vuelta + 1;
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r(1] = r1;
contador = 1;

1A[1]

0;
0;

1B[1]
condicionesIniciales[deltal, 1A, nElA, dri];

pA1[1]

pCondInic[1];

pA1[2] = pCondInic[2] - 0.1;

integralAl = (pA1[1] r172 + pA1[2] (rl + drl)~2)*drl/2;

(#Si no hay al menos una pequeila diferencia entre los valores de \
los puntos, el valor total de todo se dispara,

debido a esto se resta el valor 0.1%)

condicionesIniciales[deltal, 1B, nElB, dril];

pB1[1]

pB1[2]

pCondInic[1];

pCondInic[2] - 0.1;
integralBl = (pB1[1] + pB1[2])*
dr1/2; (xSi no hay al menos una pequefla diferencia entre los \
valores de los puntos, el valor total de todo se dispara,
debido a esto se resta el valor 0.1%)
integralCoulombl =
Interpolation[
Table[{r, integralCoulomb[deltal, r, n, z, pl}, {r, deltal,
coefRad*radioBohr[n, z, pant], dri}]];
calculalntegralesCineticas[z];
energPotencialCoulombYCinetica =
Interpolation[
Table[{r,
potencial[r, z] + integralCoulombl[r] +
energiaCineticalr, pl}, {r, deltal,

coefRad*radioBohr[n, z, pant], dri}]];
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derivaPA1[x_] (pAlx + 0.001] - pA[x - 0.0011)/0.002;

derivaPB1[x_] (pB[x + 0.001] - pB[x - 0.001]1)/0.002;
Label[1];

contador = contador + 1;

rl = rl + dri;

r[contador] = ri;

derivPA1l

derivaPAl([ri1];

derivPB1 = derivaPB1[ri];
If [Mod[contador, 100] == 0, Print[contador]; Print[ri]];

derivFunExAl = derivFuncionalDeExS1[rl, pA, derivPAl];

derivFunExA2 = derivFuncionalDeExS2[r1l, pA, derivPA1l];

derivFunExB1 = derivFuncionalDeExS1[r1, pB, derivPB1];

derivFunExB2 = derivFuncionalDeExS2[r1, pB, derivPB1];
derivFunEcCerradal = derFunEcCerradaO1l[rl, p, derivPAl + derivPB1];
derivFunEcCerrada2 = derFunEcCerrada012[rl, pl;

(*segundaDerivPA=(-derivFuncionalDeExS2[r1,pB,
derivPB1] * (derFunEcCerrada0O11[rl,p,derivPAl+derivPB1]+
derivFuncionalDeExS1[rl,pA,derivPAl]+energiaCineticalrl,p]+
integralCoulombl [r1]+potencial[r1l,z]-(-((Ioniz+AfinElec)/2) (1/
27.211))))/(derivFuncionalDeExS2[r1,pA,derivPA1] *
derivFuncionalDeExS2[r1l,pB,derivPBl1]+derFunEcCerrada012[ri,
pl*(derivFuncionalDeExS2[r1,pA,derivPAl]+derivFuncionalDeExS2[r1,
pB,derivPB1])) ;%)
segundaDerivPA = (-derivFunExB2 (energPotencialCoulombYCinetical
r1l] + derivFunEcCerradal + derivFunExAl -
potencialQuimico) +
derivFunEcCerrada2 (-derivFunExA1l +
derivFunExB1))/(derivFunExA2 derivFunExB2 +

derivFunEcCerrada2 (derivFunExA2 + derivFunExB2));

79



segundaDerivPB = (-derivFunExA2 (energPotencialCoulombYCinetical
r1] + derivFunEcCerradal + derivFunExB1 -
potencialQuimico) +
derivFunEcCerrada2 (-derivFunExAl +
derivFunExB1))/(derivFunExA2 derivFunExB2 +
derivFunEcCerrada2 (derivFunExA2 + derivFunExB2));
pAl[contador + 1] = (segundaDerivPA dr172) + 2 pAl[contador] -
pAl[contador - 1];
pBl[contador + 1] = (segundaDerivPB dr1°2) + 2 pBl[contador] -
pBl[contador - 1];
integralAl =
integralAl + (pAl[contador + 1]*(r[contador] + drl)~2 +
pAl[contador] *r[contador] "2)*drl/2;
integralBl =
integralBl + (pBl[contador + 1]*(r[contador] + drl)~2 +
pBl[contador] *r[contador] "2)*drl/2;
If[rl1 <= coefRad radioBohr[n, z, pant], Goto[1]];
contador = contador + 1;
contadorFinal = contador;
r[contador] = rl1 + dri;
pA2 = Interpolation[
Table[{r[i], pA1[i]#*nE1A/(4 \[Pi] integralA1)}, {i, 1,
contador}]];
pB2 = Interpolation[
Table[{r[i], pB1[i]#*nE1B/(4 \[Pi] integralB1)}, {i, 1,
contador}]];
PA = pA2;
pB = pB2;
If[vuelta <= 1, Goto[2]]
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1;

funcion

4 \[Pi] NIntegratel[

pA2[r1] r1~2, {r1, 0.02, coefRad radioBohr[nmax, zet, pant]}]

Plot[pA2[r] + pB2[r], {r, 0.02, coefRad radioBohr[nmax, zet, pant]}]

Plot[r"2 densidadHeliol[r], {r, 0.02,

coefRad radioBohr [nmax, zet, pant]}, PlotRange -> Full]

integralEnergiaCineticalp_] :=

Module[{cinetica, cT1l = 3.26422, cT2 = -0.02631, cT3 = -0.000498},

cinetica =
cT1 4 \[Pi] NIntegratel
CubeRoot [(p[r])~5] r~2, {r, O,
coefRad radioBohr [nmax, zet, pant]}] +
cT2 (4 \[Pi] NIntegratel
CubeRoot [(p[r])~4] r~2, {r, O,
coefRad radioBohr [nmax, zet, pant]}])"2 +
cT3 (4 \[Pi] NIntegratel[
CubeRoot [CubeRoot [(p[r])~11]] r~2, {r, O,
coefRad radioBohr[nmax, zet, pant]}])~3;

Return[cineticall]

energialntercambio[pA_, pB_] :=

Module[{intercambioA, intercambioB, intercambio, derivA, derivB,
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cx = 3/2 CubeRoot[(3/(4 \[Pi]))], B = 0.004200, xA, xB},

derivA[x_] := (pAlx + 0.001] - pA[x - 0.001])/0.002;
derivB[x_] := (pB[x + 0.001] - pB[x - 0.001])/0.002;
xA = CubeRoot[4 \[Pi]] Abs[derivA[#]]/CubeRoot[pA[#]~4] &;

xB

CubeRoot[4 \[Pi]] Abs[derivB[#]]/CubeRoot [pB[#]"4] &;
intercambioA = -4 \[Pi] NIntegratel[
CubeRoot [
pAlr]~4] (cx +
B xA[r]"2/(1 + 6 B xA[r] ArcSinh[xA[r]])) r~2, {r, 0.02,
coefRad radioBohr[nmax, zet, pant]}];
intercambioB = -4 \[Pi] NIntegratel[
CubeRoot [
pBlr]~4] (cx +
B xB[r]"2/(1 + 6 B xB[r] ArcSinh[xB[r]])) r~2, {r, 0.02,
coefRad radioBohr[nmax, zet, pant]}];
intercambio = intercambioA + intercambioB;

Return[intercambio]]

energiaCorrelacion([p_] :=
Module[{correlacion, derivadaP, laplaciano, a = 0.0491800,
b = 0.13200, ¢ = 0.253300, £ = 0.34900,
cF = 3/10 CubeRoot[(3 \[Pi]"2)"2]},
derivadaP[x_] := (p[x + 0.001] - p[x - 0.0011)/0.002;
laplaciano[
x_] := ((2 derivadaP[x])/r + (
plx + 0.001] - 2 plx] + plx - 0.0011)/0.001°2);
correlacion = -a 4 \[Pi] NIntegratel[
rr2 1/(1 +
f CubeRoot[(p[r])~-11) (plr] +
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b Exp[-c CubeRoot[(pl[r])~-111/(
72 CubeRoot[(p[r])~5]) (-17 Abs[derivadaP[r]]"2 +
21 plr] laplaciano[r] + 72 cF CubeRoot[(p[r])~8])), {r,
0.02, coefRad radioBohr[nmax, zet, pant]}];

Return[correlacion]]

energiaNucleo[p_] := Module[{nucleo},
nucleo =
4 \[Pi] NIntegratel
r~2 potenciallr, zet] plr], {r, 0.02,
coefRad radioBohr [nmax, zet, pant]}];

Return[nucleo]]

energiaCoulomb[p_] := Module[{coulomb},
coulomb =
8 \[Pi]"2 (NIntegratel[
rl p[rl] NIntegrate[r2~2 p[r2], {r2, 0, ri}], {r1, 0.02,
coefRad radioBohr[nmax, zet, pant]}] +
NIntegratel[
r1°2 p[r1] NIntegratel[
r2 plr2], {r2, r1, coefRad radioBohr[nmax, zet, pant]}], {ri,
0.02, coefRad radioBohr [nmax, zet, pant]}]);

Return[coulomb] ]

cinetical = integralEnergiaCineticaldensidadHelio]

intercambiol =

energialntercambio[densidadHelio[#]/2 &, densidadHeliol[#]/2 &]
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correlacionl = energiaCorrelacion[densidadHelio]

coulombl = energiaCoulomb[densidadHelio]

nucleol = energiaNucleo[densidadHelio]

energiaTotal [cinetica_, intercambio_, correlacion_, coulomb_,

nucleo_] := Module[{enerTotal},

enerTotal = cinetica + intercambio + correlacion + coulomb + nucleo;

Return[enerTotall]

energiaTotal[cinetical, intercambiol, correlacionl, coulombl, nucleol]

cinetica2 = integralEnergiaCinetical[pA2[#] + pB2[#] &]

intercambio2 = energialntercambio[pA2[#] &, pB2[#] &]

correlacion2 = energiaCorrelacion[pA2[#] + pB2[#] &]

coulomb2 = energiaCoulomb[pA2[#] + pB2[#] &]

nucleo2 = energiaNucleo[pA2[#] + pB2[#] &]

energiaTotal [cinetica2, intercambio2, correlacion2, coulomb2, nucleo2]
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B. Script de resoluciéon para atomos de
capa abierta (Litio)
El siguiente script fue hecho para resolver la ecuacién (4.30), utilizando el programa

Mathematica 9.0 y obtener la densidad electrénica y la energia correspondiente a los &tomos

de capa abierta, en este caso se usa al Litio (Li) como ejemplo.

In[270]:= ClearAll["Global‘*"]

In[271]:

(¥Las siguientes constantes van asociadas a cada atomo: \
zet= numero atomico, nmax=nivel electronico ocupado maximo, \
pant=apantallamiento de los electrones internos sobre el electron mas \
externo,coefRad= coeficiente del radio de Bohr para tener una \
cantidad considerable de distancia desde el niicleo, Ioniz= energia de \
ionizacidén (en electron volteos), AfinElec= afinidad electrénica (en \

electron volteos)*)

In[272] := zet = 3;
In[273] := nmax = 2;
In[274] := pant = 1.7000;
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In[275]:

coefRad = 10;

In[276] := Ioniz = 5.391714761;
In[277] := AfinElec = 0.618049;
In[279] :=

constanteNormalizacion[n_, zeta_] :=
Module [{const}, const = (2 zeta) " (n + 1/2)/Sqrt[(2 n)!];

Return[const]]

In[280]:=
funcionChil[n_, zeta_, r_] :=
Module [{chi},
chi = constanteNormalizacion[n, zeta] r"(n - 1) Expl[-zetax*r];

Return(chil]

In[281] :=
funcionLitiolS[r_] :=
Module [{funcion1S},
funcionlS =
0.89786 funcionChil[l, 2.47673, r] +
0.11131 funcionChil[1l, 4.69873, r]

0.00008 funcionChi[2, 0.38350, r] +
0.00112 funcionChi[2, 0.66055, r] -
0.00216 funcionChi[2, 1.07000, r] +
0.00884 funcionChi[2, 1.63200, r];

Return[funcion1S]]
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In[282] :=

funcionlLitio2S[r_] :=

Module [{funcion2S},

funcion2S = -0.14629 funcionChil[1l, 2.47673, r] -

0.01516 funcionChi[1l, 4.69873, r] +
0.00377 funcionChi[2, 0.38350, r] +
0.98053 funcionChi[2, 0.66055, r] +
0.10971 funcionChi[2, 1.07000, r] -
0.11021 funcionChi[2, 1.63200, r];

Return[funcion2S]]

In[283]:

NIntegrate[funcionLitio2S[r]~2 r~2, {r, 0, 20}]

In[284]:
densidadlLitioA[r_] :=
Module[{densidadA},
densidadA = 1/(4 \[Pi]) (funcionLitiolS[r]"2 + funcionLitio2S[r]"2);
Return[densidadA]]

In[285]:= 4 \[Pi] NIntegrate[densidadLitioA[r] r~2, {r, 0, 20}]

In[286] :

densidadLitioB[r_] :=
Module[{densidadB}, densidadB = 1/(4 \[Pi]) (funcionLitiolS[r]"2);
Return[densidadB] ]

In[287]:= 4 \[Pi] NIntegrate[densidadLitioB[r] r~2, {r, 0, 20}]
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In[288]:= radioBohr[nl_, Z1_, pantalla_] := nl1"2/(Z1 - pantalla);

In[289]:= funcionCoulombl[p_, r_] := (2 Pi)/r p[#]*#°2 &;
In[290] := funcionCoulomb2[p_] := 2 Pi p[#]*# &;
In[291]:=

integralCoulomb[deltal_, x1_, nl_, Z1_, p1_] :=
Module[{integralCoulombTotal},
integralCoulombTotal =
NIntegrate[funcionCoulombl[pl, x1][x], {x, deltal, x1}] +
NIntegratel[
funcionCoulomb2[p1] [x], {x, x1,
coefRad*radioBohr[nl, Z1, pant]}];

Return[integralCoulombTotall];

integralCoulombl =
Interpolation[
Table [{r,
integralCoulomb[0.02, r, nmax, zet,
densidadLitioA[#] + densidadLitioB[#] &]}, {r, 0.02,

coefRad radioBohr[nmax, zet, pant], 0.01}]]

In[294]:=
integralCinetical[Z1_] :=
Module[{Cinetical},
Cinetical = \[Minus]0.9691803682 + 0.7854208699 Z1 +
0.0776145852 Z1°2 \[Minus] 0.0001581219 Z1°3; Return[Cinetical]l]
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In[295] :=
integralCinetica2[Z1_] :=
Module [{Cinetica2},
Cinetica2 = \[Minus]0.7540383360 + 0.8813316184 Z1 +
0.0373453207 Z1~2 \[Minus] 0.0001408691 Z1"3]

In[296] := calculalntegralesCineticas[Z1_] := Module[{},

intCinetical = integralCineticall[Z1];

intCinetica2 = integralCinetica2[Z1];]

calculalntegralesCineticas[zet]

In[298]:=
energiaCineticalrl_, pil_] :=
Module [{enerCinet, cT1 = 3.264220, cT2 = -0.02631, cT3 = -0.000498},
enerCinet =
cT1 5/3 CubeRoot[pl[r1]~2] +
cT2 4/3 CubeRoot[p1[r1]] (intCinetical) +
cT3 11/9 CubeRoot [CubeRoot[p1[r1]~2]] (intCinetica2)"2;

Return[enerCinet] ;]

In[300] := potenciallrl_, Z1_] := -(Z1/rl);
In[303]:=
F2[Xs_] = (Cx + (B Xs72)/(1 + 6 B Xs ArcSinh[Xs])) /. {B -> 0.0042000,

Cx -> 3/2 CubeRoot[(3/(4 \[Pil))]1}

Out [303]= (3 (3/\[Pi])~(1/3))/(2 27(2/3)) + (0.0042 Xs72)/(
1 + 0.0252 Xs ArcSinh[Xs])
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In[304]:

derivF2[Xs_] = D[F2[Xs], Xs] // FullSimplify

In[305] :

deriv2F2[Xs_] = D[derivF2[Xs], Xs] // FullSimplify

In[306] :

xs[rl_, psl_, derivPs_] := Module[{Xs, ModGrad},
ModGrad = Abs[derivPs];

Xs = ModGrad/CubeRoot [ps1[ri]~4];

Return[Xs]]

In[307]:=
derivFuncionalDeExS1[r1_, psl_, derivPs_] :=
Module[{intercambiol, Ps, Xs},

Ps

psilril;

Xs = xs[rl, psl, derivPs];
intercambiol = (derivF2[
Xs] ((2 derivPs)/(CubeRoot[Ps"4] rl Xs) +
4/3 CubeRoot[Ps] Xs) -
4/3 CubeRoot [Ps] (F2[Xs] + deriv2F2[Xs] Xs"2));

Return[intercambiol]]

In[308] :=
derivFuncionalDeExS2[r1_, psl_, derivPs_] :=

Module[{intercambio2, Ps, Xs},

Ps = psi[ri];

Xs

xs[rl, psl, derivPs];
intercambio? = ((deriv2F2[Xs] derivPs~2)/(Ps”4 Xs~2) + (
derivF2[Xs] (-derivPs”~2 + CubeRoot[Ps~8] Xs°2))/(Ps~4 Xs°3));

Return[intercambio?2]]
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In[309]:=
derivLitioA[x_] := (

densidadLitioA[x + 0.001] - demnsidadLitioA[x - 0.001]1)/0.002

In[310]:=
deriv2LitioA[x_] :=
1/0.001"2 (densidadLitioA[x + 0.001] - 2 densidadLitioA[x] +
densidadLitioA[x - 0.001])

In[311]:=
derivLitioB[x_] := (

densidadlLitioB[x + 0.001] - densidadLitioB[x - 0.001])/0.002

In[312]:=
deriv2LitioB[x_] :=
1/0.001"2 (densidadLitioB[x + 0.001] - 2 densidadLitioB[x] +
densidadLitioB[x - 0.001])

In[313]:=

derFunExSO1[r1_, ps_] :=

Module [{xs, F2, derivF2, deriv2F2, Laplaciano, B = 0.00420000,
Cx = 3/2 CubeRoot[(3/(4 \[Pi]))], intercambio, derivPs, deriv2Ps,
Ps},
Ps = ps(ri];
derivPs[x_] := (ps[x + 0.001] - ps[x - 0.001]1)/0.002;
deriv2Ps[x_] := (ps[x + 0.001] - 2 ps[x] + ps[x - 0.001])/0.001"2;
xs = Abs[derivPs[r1]]/CubeRoot [Ps~4];

Laplaciano = (2 derivPs[r1])/rl + deriv2Ps[rl];

91



F2 = (Cx + (B x872)/(1 + 6 B xs ArcSinh[xs]));
derivF2 = (
B xs (2 - (6 B xs72)/Sqrt[1 + xs”2] + 6 B xs ArcSinh[xs]))/(1 +
6 B xs ArcSinh[xs])"2;
deriv2F2 = (2 B (36 B"2 xs"4 Sqrt[l + xs72] + (1 + xs72)7(3/2) -
3 B xs"2 (6 + 5 xs72) -
18 B2 xs73 (2 + xs72) ArcSinh[xs]))/((1 + xs72)"(
3/2) (1 + 6 B xs ArcSinh[xs])"3);
intercambio =
derivF2 ((2 derivPs[r1])/(Ps~(4/3) rl xs) + 4/3 Ps~(1/3) xs) -
4/3 Ps~(1/3) (F2 + deriv2F2 xs72) +
deriv2Ps [
r1] ((deriv2F2 derivPs[r1]"2)/(Ps”4 xs72) + (
derivF2 (-derivPs([r1]~"2 + Ps~(8/3) xs°2))/(Ps”4 xs°3));

Return[intercambio]]

In[316] :=
derFunEcAbiertaO1[rl_, pil_, p2_] :=
Module[{p, derivP, derivPAlpha, derivPBeta, pAlpha, pBeta, \[Gamma],
F3, EcAbiertal, a = 4918/100000, b = 0.13200, ¢ = 2533/10000,
f = 349/1000, cF = 3/10 CubeRoot[(3 \[Pi]~2)"2]},
pAlpha = pi[ri];
pBeta = p2[ri];
p = pAlpha + pBeta;
derivPAlpha = (pi[rl + 0.001] - pi[r1l - 0.001])/0.002;
derivPBeta = (p2[r1 + 0.001] - p2[r1 - 0.001])/0.002;
derivP = derivPAlpha + derivPBeta;
\ [Gamma] = (4 pAlpha pBeta)/p~2;
F3 = f + CubeRoot[p];
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EcAbiertal =
1/(108 F3"3 CubeRoot [p~14])
a E"(-(c/
CubeRoot [
pl)) (36 E~(c/CubeRoot [p])
F3 p"4 (-12 F3 pBeta + 2 f p \[Gamma] +
3 CubeRoot [p~4] \[Gamma]) +
1/r1 (=72 b F37"2 CubeRoot[
p~4] (2 derivPAlpha pBeta (4 pAlpha + 3 pBeta) +
derivPBeta (3 p~"2 + pAlpha”2 + pBeta®2)) -
6 b F3 p™2 (c F3 (7 derivPBeta p + 8 derivPAlpha pAlpha +
6 derivPAlpha pBeta) -
CubeRoot [
p] (derivPBeta (34 f p + 41 CubeRoot[p~4]) +
2 derivPAlpha (10 f (2 pAlpha + pBeta) +
CubeRoot [p] (24 pAlpha + 13 pBeta)))) \[Gamma]) -
72 27(2/3)
b cF F3 CubeRoot [
p~4] (8 F3 p~2 CubeRoot[
pAlpha”5] \[Gamma] + (CubeRoot[pAlpha~8] +
CubeRoot [pBeta”8]) (12 F3 pBeta +
c F3 CubeRoot[p~2] \[Gamma] - 10 f p \[Gamma] -
11 CubeRoot[p~4] \[Gammal)) +
b F3 (derivPBeta"2 (-12 (c F3 - 10 f CubeRoot[p] -
11 CubeRoot[p~2]) (pAlpha - pBeta) (4 pAlpha +
3 pBeta) +
6 F3 CubeRoot [
p~4] (-8 pAlpha + 52 pBeta) + (c F3 -
10 £ CubeRoot[p] - 11 CubeRoot[p~2]) p~2 \[Gamma]) +
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+

3 derivPAlpha~2 (8 F3 CubeRoot[p~4] (16 pAlpha - 7 pBeta)

4 (c F3 - 10 f CubeRoot[p] - 11 CubeRoot[p~2]) (pAlpha

pBeta) (4 pAlpha + 3 pBeta) + (-c F3 +

+

10 £ CubeRoot[p] + 11 CubeRoot[p~2]) p~2 \[Gamma]))
b derivP"2 (-CubeRoot[p~4] (10 £°2 (23 pAlpha + 10 pBeta) +
11 CubeRoot[p~2] (27 pAlpha + 13 pBeta) +
3 f CubeRoot[p] (173 pAlpha + 79 pBeta)) \[Gamma] -
¢ F372 CubeRoot[

+

p~2] (4 pAlpha + 3 pBeta) (12 CubeRoot[p] + c \[Gamma])
F3 (48 f CubeRoot[p~4] (2 pAlpha + 3 pBeta) +
36 CubeRoot[p~5] (4 pAlpha + 5 pBeta) +
c f p (87 pAlpha + 43 pBeta) \[Gamma] +
¢ CubeRoot[p~4] (75 pAlpha + 49 pBeta) \[Gammal)));

Return[EcAbiertall] ;]

In[318]:=
derFunEcAbierta02[rl_, pil_, p2_] :=
Module[{p, derivP, derivPAlpha, derivPBeta, pAlpha, pBeta,
F3, \[Gamma], EcAbierta2, a = 4918/100000, b = 0.13200,
¢ = 2533/10000, f = 349/1000, cF = 3/10 CubeRoot[(3 \[Pi]~2)"2]},
pAlpha = pi[ri];
pBeta = p2[ril;
p = pAlpha + pBeta;
derivPAlpha = (pi[ri + 0.001] - pi[r1 - 0.001]1)/0.002;
derivPBeta = (p2[rl + 0.001] - p2[r1 - 0.001])/0.002;
derivP = derivPAlpha + derivPBeta;
\ [Gamma] = (4 pAlpha pBeta)/p~2;
F3 = f + CubeRoot[p];
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EcAbierta2 =
1/(36 F3"2 CubeRoot[p~10])
ab E“(-(c/
CubeRoot[p])) (-12 F3 (3 p~2 + pAlpha~2 + pBeta"2) -
7 ¢ F3 CubeRoot[p~5] \[Gamma] + 34 f p~2 \[Gamma] +
41 CubeRoot[p~7] \[Gamma]);

Return[EcAbierta?2] ;]

In[320]:=
derFunEcAbierta0O3[rl_, pl_, p2_] :=
Module[{p, derivP, pAlpha, pBeta, F3, \[Gamma], EcAbierta3,
a = 4918/100000, b = 0.13200, c = 2533/10000, f = 349/1000,
cF = 3/10 CubeRoot[(3 \[Pi]"2)"2]},
pAlpha = pi[ri];
pBeta = p2[ri];
p = pAlpha + pBeta;
\ [Gamma] = (4 pAlpha pBeta)/p~2;
F3 = f + CubeRoot[p];
EcAbierta3 =
1/(18 F3"2 CubeRoot [p~10])
a b E (-(c/
CubeRoot [
pl)) (p (10 £ (2 pAlpha + pBeta) +
CubeRoot [p] (24 pAlpha + 13 pBeta)) \[Gamma] -
F3 (4 pAlpha + 3 pBeta) (12 pBeta + c CubeRoot[p~2] \[Gamma]));

Return [EcAbierta3] ;]

Plot[integralCoulombl [r1] +
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energiaCineticalrl, densidadLitioA[#] + densidadLitioB[#] &] +

potenciallri,

zet] + (derivFuncionalDeExS1[r1, densidadLitioA, derivLitioA[ri1]] +
deriv2LitioA[r1]*
derivFuncionalDeExS2[r1, densidadLitioA,

derivLitioA[r1]]) + (derFunEcAbiertaO1l[rl, densidadLitioA,

densidadLitioB] +
derFunEcAbierta02[rl, densidadlLitioA, densidadLitioB]=*
deriv2LitioB[r1] +
derFunEcAbierta03[rl, densidadlLitioA, densidadLitioB]*

deriv2LitioA[r1]), {r1, 0.02, 12}, PlotRange -> {-2, 1}]

Plot [{(-derFunEcAbiertaOl[rl, densidadLitioB,
densidadLitioA] derFunEcAbierta02[rl, densidadLitioA,
densidadLitioB] + (derFunEcAbierta03[rl, densidadlLitioB,
densidadLitioA] +
derivFuncionalDeExS2[r1, densidadLitioB, (1/
0.002) (densidadLitioB[rl1 + 0.001] -
densidadLitioB[rl - 0.001])]) (derFunEcAbiertaO1[rl,
densidadLitioA, densidadLitioB] +
derivFuncionalDeExS1[r1, densidadLitioA, (1/
0.002) (densidadLitioA[rl + 0.001] -
densidadLitioA[rl - 0.001])] + potencial[rl, zet] +
integralCoulombl [r1] +
energiaCineticalri,
densidadlLitioA[#] + densidadLitioB[#] &] +
0.11042893978538093) -
derFunEcAbierta02[rl, densidadLitioA,

densidadLitioB] (derivFuncionalDeExS1[rl, densidadLitioB, (1/
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0.002) (densidadLitioB[rl + 0.001] -
densidadLitioB[rl - 0.001])] + potenciall[rl, zet] +
integralCoulombl [r1] +
energiaCineticalri,
densidadlLitioA[#] + densidadLitioB[#] &] +
0.11042893978538093) )/ (derFunEcAbierta02[rl, densidadLitioA,
densidadLitioB] derFunEcAbierta02[rl, densidadLitioB,
densidadLitioA] - (derFunEcAbiertaO3[rl, densidadLitioA,
densidadLitioB] +
derivFuncionalDeExS2[r1, densidadLitioA, (1/
0.002) (densidadLitioA[r1 + 0.001] -
densidadLitioA[rl - 0.001])]) (derFunEcAbiertaO3[rl1,
densidadLitioB, densidadLitioA] +
derivFuncionalDeExS2[r1, densidadLitioB, (1/
0.002) (densidadLitioB[rl1 + 0.001] -
densidadLitioB[rl - 0.0011)1)),
1/0.001"2 (densidadLitioA[rl + 0.001] - 2 densidadLitioA[rl] +
densidadLitioA[r1l - 0.0011)}, {r1, 0.02, 1},
PlotRange -> {-500, 500}]

In[325]:=
condicionesIniciales[deltal_, 11_, nEl_, dx1_] :=
Module [{pDelta, pDeltaDr, i},
i=1;
pDelta = O;
pDeltaDr = 0;
Label[1];
pDelta = pDelta + deltal” (2*11[i]);
pDeltaDr = pDeltaDr + 2 11[i] deltal”(2*11[i] - 1);
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i=1+1;
If[i <= nEl, Goto[1]];

pDeltaDr = pDeltaDr*dxl + pDelta;

pCondInic[1] = pDelta;

pCondInic[2]

pDeltaDr;]; (*en este contexto 11[i] es un vector con todos los \

numeros angulares de los nEl electrones.*)

In[326]:=
funcion :=
Module[{pA, pB, pAl, pBl, p, pl, derivaPAl, derivPAl, derivaPB1,
derivPB1, nE1A, nE1B, deltal, vuelta, contador, contadorl, rl, n,
z, drl, 1A, 1B, energPotencialCoulombYCinetica, derivFunExAl,
derivFunExA2, derivFunExB1, derivFunExB2, derivFunEcAbiertalA,
derivFunEcAbierta2A, derivFunEcAbierta3A, derivFunEcAbiertalB,
derivFunEcAbierta2B, derivFunEcAbierta3B, segundaDerivPA,
segundaDerivPB, potencialQuimico, integralAl, integralB1},
potencialQuimico = -((Ioniz + AfinElec )/2) (1/27.211);
nElA = 2;
nElB = 1;
p := pA[#] + pB[#] &;
pA = densidadLitioA[#] &;
pB = densidadLitioB[#] &;
pl := pAl[#] + pB1[#] &;

n nmax;
z = zet;
drl = 0.0100000;

deltal

0.02;

vuelta 1;
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Label[2];

rl = deltal;

vuelta = vuelta + 1;
r[1] = ri;

contador = 1;

1A[1] = 0;
1A[2] = 0;
1B[1] = 0;

condicionesIniciales[deltal, 1A, nElA, dri];

pA1[1]

pCondInic[1];

pA1[2] = pCondInic[2] - 0.1;

integralAl = (pA1[1] r172 + pA1[2] (rl + drl)~2)*drl/2;

(*Si no hay al menos una pequefia diferencia entre los valores de \
los puntos, el valor total de todo se dispara,

debido a esto se resta el valor 0.1%)

condicionesIniciales[deltal, 1B, nElB, dril];

pB1[1]

pCondInic[1];

pB1[2] = pCondInic[2] - 0.1;
integralBl = (pB1[1] r1"2 + pB1[2] (rl + drl) 2)*
dr1/2; (xSi no hay al menos una pequefla diferencia entre los \
valores de los puntos, el valor total de todo se dispara,
debido a esto se resta el valor 0.1%)
integralCoulombl =
Interpolation[
Table[{r, integralCoulomb[deltal, r, n, z, pl}, {r, deltal,
coefRad radioBohr([n, z, pant], dri}]];
calculalntegralesCineticas[z];

energPotencialCoulombYCinetica =

Interpolation[
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Table[{r,
potencial[r, z] + integralCoulombl[r] +
energiaCineticalr, pl}, {r, deltal,
coefRad radioBohr([n, z, pant], dri}]];
(pAlx + 0.001] - pAlx - 0.0011)/0.002;

derivaPAl[x_]

derivaPB1[x_] (pB[x + 0.001] - pB[x - 0.001])/0.002;
Label[1];

contador = contador + 1;

rl = rl + dri;

r[contador] = ril;

derivPA1l

derivaPAl([ril];

derivPB1 derivaPB1[ri];

If [Mod[contador, 100] == 0, Print[contador]; Print[ri]l];

derivFunExAl = derivFuncionalDeExS1[r1, pA, derivPAl];
derivFunExA2 = derivFuncionalDeExS2[r1, pA, derivPAl];
derivFunExB1 = derivFuncionalDeExS1[r1, pB, derivPB1];

derivFunExB2 = derivFuncionalDeExS2[r1, pB, derivPB1];

derivFunEcAbiertalA = derFunEcAbiertaOl[rl, pA, pB];
derivFunEcAbierta2A = derFunEcAbierta02[rl, pA, pB];
derivFunEcAbierta3A = derFunEcAbiertaO3[rl, pA, pB];
derivFunEcAbiertalB = derFunEcAbiertaOl[rl, pB, pAl;
derivFunEcAbierta2B = derFunEcAbierta02[rl, pB, pAl;
derivFunEcAbierta3B = derFunEcAbiertaO3[rl, pB, pAl;

segundaDerivPA = (-derivFunEcAbiertalB derivFunEcAbierta2A + \
(derivFunEcAbierta3B + derivFunExB2) (derivFunEcAbiertalA +
derivFunExAl + energPotencialCoulombYCineticalrl] -
potencialQuimico) -
derivFunEcAbierta2A (derivFunExB1 +

energPotencialCoulombYCinetical[rl] -
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potencialQuimico))/(derivFunEcAbierta2A derivFunEcAbierta2B \
- (derivFunEcAbierta3A + derivFunExA2) (derivFunEcAbierta3B +
derivFunExB2)) ;
segundaDerivPB = (-derivFunEcAbiertalA derivFunEcAbierta2B -
derivFunEcAbierta2B (derivFunExAl +
energPotencialCoulombYCinetical[rl] -
potencialQuimico) + (derivFunEcAbierta3A +
derivFunExA2) (derivFunEcAbiertalB + derivFunExB1 +
energPotencialCoulombYCinetical[rl] -
potencialQuimico))/(derivFunEcAbierta2A derivFunEcAbierta2B \
- (derivFunEcAbierta3A + derivFunExA2) (derivFunEcAbierta3B +
derivFunExB2)) ;
pAl[contador + 1] = (segundaDerivPA dr1°2) + 2 pAl[contador] -
pAl[contador - 1];
pBllcontador + 1] = (segundaDerivPB dr1°2) + 2 pBl[contador] -
pBl[contador - 1];
integralAl =
integralAl + (pAl[contador + 1]x(r[contador] + drl)~2 +
pAl[contador]*r[contador] "2)*drl/2;
integralBl =
integralBl + (pBl[contador + 1]*(r[contador] + drl)~2 +
pBl[contador]*r[contador] “2)*drl/2;
If[r1 <= coefRad radioBohr[n, z, pant], Goto[1]];
contador = contador + 1;
contadorFinal = contador;
r[contador] = rl1 + dri;
pA2 = Interpolation[
Table[{r[i], pA1[il*nElA/(4 \[Pi] integralA1)}, {i, 1,
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contador}]];
pB2 = Interpolation[
Table[{r[i], pB1[i]*nE1B/(4 \[Pi] integralB1)}, {i, 1,

contador}]];

PA = pA2;
pPB = pB2;
If[vuelta <= 1, Goto[2]]

1;

funcion

4 \[Pi] NIntegratel[
pA2[r1] r1~2, {r1, 0.02, coefRad radioBohr [nmax, zet, pant]}]

4 \[Pi] NIntegratel
pB2[r1] r1~2, {r1, 0.02, coefRad radioBohr[nmax, zet, pant]}]

Plot [{pA2[r], pB2[rl}, {r, 0.02, coefRad radioBohr [nmax, zet, pant]}]

Plot[{r"2 demnsidadLitioA[r], r~2 densidadLitioB[r]}, {r, 0.02,

coefRad radioBohr[nmax, zet, pant]}, PlotRange -> Full]

integralEnergiaCineticalp_] :=

Module[{cinetica, cT1 = 3.26422, cT2 = -0.02631, cT3 = -0.000498%},

cinetica =
cT1 4 \[Pi] NIntegratel[
CubeRoot [(p[r])~5] r~2, {r, 0.02,

coefRad radioBohr[nmax, zet, pant]}] +
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cT2 (4 \[Pi] NIntegratel[
CubeRoot [(p[r])~4] r~2, {r, 0.02,
coefRad radioBohr [nmax, zet, pant]}])~2 +
cT3 (4 \[Pi] NIntegratel
CubeRoot [CubeRoot [(p[r])~11]] r~2, {r, 0.02,
coefRad radioBohr[nmax, zet, pant]}])"3;

Return[cineticall]

energialntercambio[pA_, pB_] :=
Module [{intercambioA, intercambioB, intercambio, derivA, derivB,

cx = 3/2 CubeRoot[(3/(4 \[Pi]))], B = 0.004200, xA, xB},

derivA[x_] := 1/0.002 (pA[x + 0.001] - pA[x - 0.001]);
derivB[x_] := (pB[x + 0.001] - pB[x - 0.001]1)/0.002;
xA = CubeRoot[4 \[Pi]l] Abs[derivA[#]]/CubeRoot [pA[#]~4] &;

xB = CubeRoot[4 \[Pil] Abs[derivB[#]]/CubeRoot [pB[#]~4] &;
intercambioA = -4 \[Pi] NIntegratel[
CubeRoot [
pAlr]~4] (cx +
B xA[r]"2/(1 + 6 B xA[r] ArcSinh[xA[r]])) r~2, {r, 0.02,
coefRad radioBohr[nmax, zet, pant]}];
intercambioB = -4 \[Pi] NIntegratel[
CubeRoot [
pBlr]~4] (cx +
B xB[r]"2/(1 + 6 B xB[r] ArcSinh[xB[r]])) r~2, {r, 0.02,
coefRad radioBohr[nmax, zet, pant]}];

intercambio = intercambioA + intercambioB;

Return[intercambio]]

energiaCorrelacion[pl_, p2_] :=
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Module[{correlacion, p, \[Gamma], F3, G3, derivadaPl, derivadaP2,

laplacianoPl1, laplacianoP2, a 0.0491800, b = 0.13200,

c = 0.253300, £ = 0.34900, cF
p = pi[#] + p2[#] &;
\[Gamma] = (4 p1[#] p2[#])/(p[#]1)"2 &;
F3 = (CubeRoot[p[#]] \[Gamma] [#])/(f + CubeRoot[p[#]]) &;
F3[#]*CubeRoot [p [#] "-5]*E" (- (c/CubeRoot [p[#]1])) &;

3/10 CubeRoot[(3 \[Pi]"2)"2]},

G3

derivadaP1[x_] (pilx + 0.001] - pi[x - 0.001]1)/0.002;

(p2[x + 0.001] - p2[x - 0.001])/0.002;

derivadaP2[x_]
laplacianoP1[x_] := (pl[x + 0.001] - 2 pi[x] + pl[x - 0.001])/
0.001"2 + (2 derivadaP1[x])/x;
laplacianoP2[x_] := (p2[x + 0.001] - 2 p2[x] + p2[x - 0.001])/
0.001"2 + (2 derivadaP2[x])/x;
correlacion = -a 4 \[Pi] NIntegratel[
r172 (F3[r1] plri] +
1/12 b G3[r1] laplacianoP1[rl] (3 pl[ri] + pilri]) +
1/12 b G3[r1] laplacianoP2[rl] (3 plrl] + p2[r1]) +
1/36 b G3[
r1] (72 27(2/3)
cF (CubeRoot[pl[r1]~8] + CubeRoot[p2[r1]~8]) -
9 (derivadaP1[r1] + derivadaP2[r1])"2 + derivadaP1[r1]"2 +
derivadaP2[r1]"2)), {r1, 0.02,
coefRad radioBohr[nmax, zet, pant]}];

Return[correlacion]]

energiaNucleo[p_] := Module[{nucleo},
nucleo =
4 \[Pi] NIntegratel[

r~2 potenciallr, zet] plr], {r, 0.02,
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coefRad radioBohr[nmax, zet, pant]}];

Return[nucleo]]

energiaCoulomb[p_] := Module[{coulomb},
coulomb =
8 \[Pi]"2 (NIntegratel
rl plrl] NIntegrate[r2~2 p[r2], {r2, 0.02, r1}], {r1, 0.02,
coefRad radioBohr [nmax, zet, pant]}] +
NIntegratel[
r1°2 plr1] NIntegratel
r2 pl[r2], {r2, rl, coefRad radioBohr[nmax, zet, pant]}], {ri,
0.02, coefRad radioBohr [nmax, zet, pant]}]);

Return[coulomb]]

cinetical =

integralEnergiaCineticaldensidadLitioA[#] + densidadLitioB[#] &]

intercambiol = energialntercambio[densidadLitioA, densidadLitioB]

correlacionl = energiaCorrelacion[densidadLitioA, densidadLitioB]

coulombl = energiaCoulomb[densidadLitioA[#] + densidadLitioB[#] &]

nucleol = energiaNucleo[densidadLitioA[#] + densidadLitioB[#] &]

energiaTotal[cinetica_, intercambio_, correlacion_, coulomb_,

nucleo_] Module [{enerTotal},

enerTotal = cinetica + intercambio + correlacion + coulomb + nucleo;

Return[enerTotall]
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energiaTotal [cinetical, intercambiol, correlacionl, coulombl, nucleol]

cinetica2 = integralEnergiaCinetical[pA2[#] + pB2[#] &]

intercambio2 = energialntercambio[pA2, pB2]

correlacion2 = energiaCorrelacion[pA2, pB2]

coulomb2 = energiaCoulomb[pA2[#] + pB2[#] &]

nucleo2 = energiaNucleo[pA2[#] + pB2[#] &]

energiaTotal[cineticaQ, intercambio?, correlacion2, coulomb2, nucleo2]
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C. Script de Tal y Bader para el helio
(He). Presenté comportamiento ines-

table

ClearAll["Global ‘*"]

constanteNormalizacion[n_, zeta_] :=
Module [{const}, const = (2 zeta) " (n + 1/2)/Sqrt[(2 n)!];

Return[const]]

funcionChil[n_, zeta_, r_] :=
Module [{chi},
chi = constanteNormalizacion[n, zeta] r"(n - 1) Expl[-zetax*r];

Return[chil]
funcionHelio[r_] :=
Module [{funcion1S}, funcioniS = 1.00000 funcionChil[1, 1.69, rl;

Return[funcioni1S]]

densidadHelio[r_] :=
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Module[{densidad}, densidad = 1/(2 \[Pi]) (funcionHelio[r]) 2;

Return[densidad]]

ulr_] = Sqrtl[densidadHelio[r]]

integralNumerica[nf_, rO_, rN_, q_, f_] :=
Module [{rn, rnl, rn2, n, hn, hnl, hO = (xN (g - 1))/(q"nf - 1),
integralRequerida},

If[rN < rO, Gotol[1], Gotol[2]];

Label[1];

Print ["ERROR: ’rN’ debe ser mayor a ’r0’"];
Return["end"];

Goto[5];

Label[2];

n=20;

rn = r0;

integralRequerida = O;

Label[3];

hn = hO g"n;

rnl = rn + hn;

hni

hOo g~ (n + 1);
rn2 = rnl + hnil;
integralRequerida =
integralRequerida +
integralSimpson[rn, rnl, rn2, f[rn], fl[rnl], f[rn2]];
n=mn-+ 2;
rn = rn2;
If[n <= nf, Gotol[3]];
Label[4];
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Return[integralRequeridal;

Label[5]];

integralNumerica[999, 0, 20, 1.005, 4 \[Pi] ul#]"2 #°2 &]

r[0] = 0;

For[n = 0, n <= 999, n++,

r[n + 1] = r[n] + (20 (1.005 - 1))/(1.0057999 - 1) 1.0057°n]

Vel[ui_, rx_] := Module[{funcionAIntegrar, coulomb},

funcionAIntegrar([ri_, r2_] :=

If[rl > r2, Return[i/rl1 uilr2]"2 r2°2], Return[uil[r2]°2 r2]];
If[rx == 0, Goto[1], Goto[2]];
Label[1];
coulomb =

2 \[Pi] (integralNumerica[999, rx, 20, 1.005, uil[#]°2 # &]);
Goto[5];
Label[2];

If [rx >= 20, Goto[3], Goto[4]];

Label[3];

coulomb =

2 \[Pi] (1/rx integralNumerical[999, 0, rx, 1.005, uil#]°2 #°2 &]);
Goto[5];

Label[4];

coulomb =

2 \[Pi] (integralNumerica[999, 0, 20, 1.005,

funcionAIntegrar([rx, #] &]);

Label[5];
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Return[coulomb]]
Ve = Interpolation[Table[{r[n], Vell[u, r[nll}, {n, 0, 10003}]]
Ve [0]
Plot[{Velr], ulrl}, {r, 0, 20}, PlotRange -> {0, 2}]
lambdafui_, Z_] := Module[{lamb, laplaciano},

laplaciano[rx_] = D[rx~2 D[uilrx], rx], rx];

lamb = 2 \[Pi] integralNumerica[999, 0, 20,

1.005, (-(1/2) uil#] laplaciano[#] +
uil#]°2 (-Z## + #°2 Vel[#])) &J;

Return[lamb]]

lambdal = lambdalu, 2]

Plot[V2[u, x, lambdal, 2], {x, 0, 20}, PlotRange -> {-1, 8}]

V31[ui_, r_, \[Lambdal_, Z_]

Module [{funcionAIntegrar, Potencial3},

funcionAIntegrar([rl_, r2_]
If[rl > r2, Return[0], Return[V2[ui, r2, \[Lambdal, Z]]];
Potencial3 = (integralNumerica[999, 0, 20, 1.005,
funcionAIntegrar[r, #] &]);

Return[Potencial3]]

V3 = Interpolation[
Table[{r[n], V31[u, r[n], lambdal, 2]}, {n, 0, 10003}]1]
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Plot[V3[x], {x, 0, 5}, PlotRange —-> Full]

ullrx_] := Module[{funcionAIntegrar, uNuevol},
funcionAIntegrar([ri_, r2_] :=
If[rl > r2, Return[1/r1 V3[r2]], Return([0]];
If[rx == 0, Goto[1], Goto[2]];
Label[1];
uNuevo = V3[rx];
Goto[3];
Label[2];
uNuevo = (integralNumerica[999, 0, 20, 1.005,
funcionAIntegrar([rx, #] &]);
Label[3];

Return [uNuevo]]

up = Interpolation[Table[{r[n], ullr[n]ll}, {n, 0, 1000}]]

NIntegrate[4 \[Pi] up[x]~2 x~2, {x, 0, 20}]

Plot [{up[x], ulxl}, {x, 0, 5}, PlotRange -> Full]

iteracion[ui_] := Module[{uNuevo, integral, minimo},
Print["Calculando Ve'"];
Ve = Interpolation[Table[{r[n], Vell[uil[#] &, r[nl]l}, {n, 0, 1000}]1];
Print["Calculando lambda"];
lambdal = lambdalui, 2];
Print["Calculando V3"];
V3 = Interpolation[
Table[{r[n], V31[ui, r[n], lambdal, 21}, {n, 0, 1000}1];
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Print["Calculando uNuevo"];

uNuevo = Interpolation[Table[{r[n], ullr[nll}, {n, O, 1000}1];
(¥*Print ["Buscando minimo"];

minimo=uNuevo [r[0]];

For [n=0,n<=1000,n++,If [minimo>uNuevo [r[n]] ,minimo=uNuevo [r[n]]]];
Print["Calculando integral"];

integral=4\[Pi] integralNumerica[999,0,20,1.005,uNuevo [#] " 2#"2&];
Print["integral="];

Print[integrall;

Print["normalizando"];
uNuevo=Interpolation[Table[{r[n],Sqrt[2/integral]uNuevo[r[n]]},{n,0,
1000317 ;%)

Return[uNuevo] ;]

ulnicial[rx_] = Sqrt[1/(0.125 \[Pi])] Exp[-2 rx]

NIntegrate[4 \[Pi] uInicial [rx]~2*rx~2, {rx, 0, 20}]

Plot [{ulnicial([x], ulx]}, {x, 0, 5}, PlotRange -> Fulll

up = iteracion[u]

Plot [{up[x], ulxl}, {x, 0, 5}, PlotRange -> Full]

up = iteracion[up]

Plot [{up[x], ulx]}, {x, 0, 5}, PlotRange -> Full]
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C.1. Resultados para éste algoritmo

Al hacer correr este algoritmo, la primera vez, se obtiene una densidad electrénica muy
cercana a la densidad correcta, sin embargo, al usar esta nueva densidad y pasarla una

segunda vez por el algoritmo, se obtiene una divergencia muy grande, como se puede

observar en la figura C.1

L, . . Comparacién de la densidad obtenida con el
Comparacién de la densidad obtenida con el algoritmo de Tal y Bader y la de Hartree-Fock:
algoritmo de Tal y Bader y la de Hartree-Fock: Segunda iteracién

3 Primera iteracién \ . . . 7 o]
p(r) lag”]
1 2 3 4 5

TB
—
pl”’"

=50
-100

p(r) lag”]

Figura C.1: Al utilizar el algoritmo de Tal y Bader en la primera iteracién (figura izquierda) se
obtiene una densidad electrénica (linea azul) similar a la densidad correcta (linea morada).
Pero al hacer correr este algoritmo una segunda vez (lado derecho), se observa que la
densidad nueva (linea azul) ya no es ni cercana a la correcta (linea morada), de hecho

incluso es negativa, lo cual solo demuestra que el algoritmo es muy inestable.
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D. Desarrollo de las derivadas variacio-

nales

En esta seccién se dard una descripcién de cémo se obtuvieron los resultados para
las derivadas variacionales presentadas en el capitulo 4 del presente trabajo. Esta seccidn
estd dividida en dos partes: la primera se da un método general para obtener la derivada
variacional de cualquier funcional que depende de tres variables espaciales (en coordenadas
rectangulares), y la segunda seccién es la aplicacién de la férmula general obtenida sobre

cada uno de los términos del funcional de la densidad.

D.1. Férmula general

El método presentado aqui es una generalizacién del método presentado en el libro de
Bruce van Brunt [44, cap. 2], donde se usa un funcional que depende de una sola variable,

y su primera derivada para obtener la ecuacién de Euler-Lagrange.

Se define el espacio normado de funciones reales de cuadrado integrable (X, ||-||), donde
X es el espacio de funciones reales, con derivadas continuas, y de cuadrado integrable que
dependen de tres coordenadas espaciales. Y la norma de una funcién f € X, f: R* - R

estd definida por:

1]l = ¢ /V (FP2 + [V 112) dF (D.1)
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Y la distancia entre dés funciones f y ¢ asociada a esta norma, esta dada por:

Hf—ﬂ%—¢K}Uﬁ?—ﬂﬁP+ﬁﬂf—wPﬁW (D-2)

Entonces, sea F': X — R un funcional definido en el espacio (X, || -||). Se dice que el
funcional F' tiene un maximo local en la funcién fsi existe un ndmero real € > 0 tal que
F(f)— F(f) > 0 para toda funcién f que cumpla con ||f — f|| < e. Similarmente, se dice
que el funcional F' tiene un minimo local en la funcién fsi existe un niimero real € > 0 tal

que F(f) — F(f) < 0 para toda funcién f que cumpla con ||f — f|| < e.

Ahora, cualquier funcién arbitraria f € X puede tener una “vecindad-¢", es decir, un

conjunto de funciones que estdn a una distancia menor a € respecto a f:

Vi={feX:||f—fll<e (D.3)

Entonces podemos escribir cualquiera de las funciones del conjunto H como una perturba-
cién de f:
f=f+eh (D.4)

donde h € X cumple con ||h|| < 1.

Por ahora, vamos a enfocarnos en un espacio de coordenadas rectangulares, es decir,
cada punto del espacio se puede describir con tres variables independientes 77 = (z,y, 2),

que cumplen con —co < & < 00, —00 < Y < 00, —00 < 2z < Q.

Sea C[x1, xa][y1, y2][21, 22] €l conjunto de funciones continuas y derivables en el volumen
definido por {7 = (z,y,y) : v1 <z < 9,y1 <y < yo,21 < 2 < 25}, entonces definimos

el funcional F' : Clxy, xa][y1, yo][21, 22] — R con la forma:

F(f) = / O 2 o fon Fos for Foas o for)F (D.5)

1,Y1,21

donde w es una funcién que debe tener derivadas parciales continuas respecto a cada uno

de los términos de los que depende; las derivadas parciales de f son: f, = %5 conq e x,y,z;

. . 2
las derivadas parciales de segundo orden de f son: f,, = 2—115 conqeEx,y,z.
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Digamos que el funcional I tiene un extremal, digamos un minimo, en f dentro de una
vecindad-€ de funciones de Clx1, s][y1, y2][21, 22]. Entonces, vamos a tomar una funcion f
dentro de la vecindad-¢ que tenga los mismos valores que f, y sus derivadas también sean

iguales en los bordes del volumen. Es decir, la funcion f se puede expresar como:
f=Ff+eh (D.6)
donde h € Clxy, xa|[y1, y2][21, 22] cumple con:
[|h]| <1 (D.7)

h, =h

xr1 |z2 ’yl = h‘yz = h’zl - h‘zg = 0 (D8)

Y las derivadas de h (hy, hy, h,) deben cumplir las mismas condiciones de borde que h:

Vh|, = Vhl|,, = Vh|, = Vh| = Vh| = Vh|_ =0 (D.9)

x1

Como asumimos que F' tiene un minimo en f entonces existe una vecindad-¢ alrededor
de f, donde cualquier funcién f incluida en esta vecindad debe cumplir: F(f) — F(f) < 0.

Esta diferencia de forma explicita se puede escribir:

F(f)_F(f) :/w(Fff fyvfmfzxafyy»fu)dr /w(ﬁfafxafyvfmfrxafyyafZZ)dF:
[ (00T Fer iy o Fars o o) = 00 o Sy fo o o ) (D10

Si € es suficientemente pequeio, podemos aplicar el teorema de Taylor sobre la funcién

w que define al funcional F"

w(:r,y,z,f, fwvfy7fzufacxafyy7fzz) -
w($7y727f+ €h, ]Ex + €hyg, fy + Ehyy fz +€h., fx:c + €hyg, fyy + Ehyyyfzz + 6hzz> =
ow ow ow ow

w(:c,y,z,f,fgc,fwfz,fm,fyy,fzz)+e{ o7 hwafx+hyafy+hzaﬂ+




Notese que para hacer esta aproximacion, las funciones f, f, h, y sus derivadas, estan todas

evaluadas en un punto especifico del espacio 77 = (z,y, z), aunque este punto es aleatorio.

Si reemplazamos este resultado en la ecuacién (D.10), obtenemos el siguiente resultado:

p ow ow ow ow
F(f)—F(f)_/(e{ o Hhegr thvf Hheo

+ 0(62)> dr

:€/<h8uj h 8w+hy8w+h 8w+hm8w +hyy8w +hzzaw>d +O(e )
of Ofe afy of. O fow O fyy Of..

— ¢ 0F[h, f] + O() (D.12)

Donde 6 F'[h, f] es la primera variacién de F'. Se puede apreciar que 0 F[—h, f] = —6F[h, f],
y que el signo de F(f) — F(f) esta determinado por el mismo signo de la variacién 0 F'[h, f]
excepto cuando la variacidn sea cero, y siempre que € sea suficientemente pequefio. Sin
embargo, como habiamos determinado que F' tuviera un extremal (un minimo, o maximo)
en la funcién f, entonces, se debe cumplir que la diferencia F'(f) — F(f) debe mantener
su signo para todas las funciones f dentro de la vecindad-¢ de f esto incluye a la funcién
f+ehy f—eh. Por lo tanto, se debe cumplir que el signo de dF1h, f] sea igual al signo
de 6F[—h, f], y esto solo se puede cumplir si 6 F[h, f] = 0:

Flh, f] :/(hauerhIalAUJrh Ow g 0wy, Oy OU g O ) 7 =0

of = of. Tof, Tof. T 0fw 9y df..
(D.13)

Ahora, consideremos los términos que incluyen las derivadas de h. Veamos por ejemplo el

término con h, = %, y realicemos una integracidn por partes en x:

/ h 2V 4p = 20| / hd<aw>da@ (D.14)
1 8fm fr 1 dx aff

Debido a que tomamos el caso en que h[, = h|,, = 0 (ecuacién (D.8)), el primer término

x1

integral es cero, y nos queda solo el segundo término.

/ 7o 2 g — —/ hd <aw> dx (D.15)
T afz 1 af
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Se puede obtener resultados idénticos para los términos con hy, y h..

Si ahora tomamos el término integral que depende de h,, y realizamos dos veces la

integracion por partes respecto a x:

/ B gy — 1, 20 —/ Bt ( ou ) dx
x1 afmx afaﬁ?ﬁ T x1 dI 8faca:

2 2 9 2
L A (&m) +/ hd—2 < Ow >dx (D.16)
afxx 1 dl’ afmz T 1 dl’ 8fz:)c

Como también habiamos asumido que los valores de las derivadas de h serian cero en

los bordes de integracién (ecuacién (D.9)), tanto el primero como el segundo término se

T2 T2 2
/ e 2y — / hd—2 (‘97“") dx (D.17)
xr1 afxz x1 d.%' 8fzm

Se puede obtener resultados idénticos para los términos con hy, y h...

anulan, obteniéndose:

Al reemplazar las ecuaciones (D.15) y (D.17), y sus equivalentes en y y z en la ecuacién

(D.13) obtenemos:
P ow d [Ow d [ ow d (ow
el g [ [af‘dx 5F) - (w) - (57)

2 2 2
() (2)+ (2] a0 o
dx &fm dy 8fyy dz afzz

Si f es un extremal del funcional F, entonces la ecuacién (D.18) debe cumplirse para
cualquier funcién dentro de su vecindad-¢, por lo que debe cumplirse para cualquier funcién
h que cumpla con las condiciones (D.7), (D.8) y (D.9). Esto solo puede darse si el término

entre corchetes es cero:
%_d(ﬁw>_d v _d<8w)
of dv\of.) dy\of,) d=\of.

2 [0 a2 [0 > (0
TRl <w> T ) <w> =0 (D.19)
dx afxw dy afyy dz afzz
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Esta es la derivada variacional, y la ecuacién de Euler-Lagrange asociada al funcional F'.
Esta férmula se puede utilizar para cualquier funcional, o suma de funcionales con la forma
dada por (D.5), y serd la utilizada para dar las derivadas variacionales de cada término de

los funcionales de energia.

También es necesario aclarar que la derivada variacional dada por la ecuacién (D.19)
es una suma de derivadas de funciones respecto a diferentes variables reales, por lo que se
cumple la regla de la cadena para la derivada, es decir, si un funcional GG se puede expresar
como dependiente de una funcién g(f (7)), entonces la derivada variacional de G respecto

a f se puede expresar como:
0G oG 89

5= et (D.20)

D.2. Energia de Coulomb y potencial externo

El funcional de energia completo estd dado por la ecuacién ecuacién(3.4):

Elp] = /dm )o(7) + = // rar 0P )—i—T[]—f—EI[p]—i-Ec[p] (D.21)

=7

El primer término es la energia dada por el potencial externo a los electrones, y el segundo
es la repulsion de Coulomb entre electrones. Se puede ver que ambos funcionales dependen
solo de la densidad electrénica y no de sus derivadas, por lo que la derivada variacional de
estos, dada por la ecuacién (D.19) seria:

6Eezt _ 8
) 9p(r)

3o
0Bcou _ 0 (1 [ p(@)p( ﬁ
50(r) w( 5 ) = yr—r'y (023)

Hay que notar que en esta tltima ecuacién, aunque la funcién p(7) y p(r') son iguales

(0(7)p(r)) = v(7) (D.22)

cuando 7 = 1/, deben ser consideradas como dos funciones separadas, debido a que las
variables de las que dependen son diferentes, y por eso la derivada respecto a p(7) no

afecta a la funcién p(r') [1].
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D.3. Energia cinética no interactuante

La ecuacién (3.9) representa el funcional de energia cinética no interactuante dado por:

2 3
Tl = Crs [ 90+ Cras | [ 5000 +Cnax | [ 00| 0 [ 97

(D.24)
Se puede apreciar que este funcional depende de p, y sus segundas derivadas V?p =

Pz + Pyy + p==. Entonces, el primer término de su derivada variacional es:

ot 5 8 11 2
8; = CT1§p2/3 + CT2§p1/3 * |:/ p4/3d7{| + CngIOQ/g * |:/ pll/g(F)dF:| (D25)

Los términos que dependen de las primeras derivadas de p son todos cero, y si analizamos

la derivada de los términos que dependen de las segundas derivadas de p, obtenemos:

Ot

= A (D.26)
d> [ Ot
£ o21)

Este resultado es idéntico para los términos de y y z.

Entonces la derivada variacional completa del término de energia cinética es:

o7, 5 8 11 2
2 = O+ Cragp' s { / p4/3df] + Oy 717 [ / p“/g(v?)df] (D.28)

Donde se puede reemplazar los términos integrales por los polinomios de las ecuaciones

(3.7) y (3.8)
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D.4. Energia de correlacion

D.4.1. Capa cerrada

La energia de correlacién para capa cerrada estd dada por la ecuacién (3.11) que se

puede escribir como:

1

7 7
Eccerrada[p] _ _a/ <F1p+bG1 <—72|Vp|2—|—24pv2p—|—cppg/3>> dr (D29)

Que depende de p, el médulo del gradiente |Vpl, y el laplaciano V?p, y donde se definen

los términos:

1
Fi(p) = (=T (D.30)
Gi(p) = Fi(p)p e (D.31)

Entonces los términos de su derivada variacional son los siguientes:

aegerrada ) 7 8
16 | = (Ewp) + L pvro+ cop| L (D.32)
! 72 24
d aec 17 ’ 2
dz = T D.

Los términos de y y z son idénticos al reemplazar x por la coordenada correspondiente. La

suma de los tres términos se puede escribir como:

d [ Oe d [ Oe d ( Oe 17
J— c s c - c _ - b / 2 2 D 4
dx (6%) Ty <8py> T <8pz> 3570 (GLIVol + GiVp) (D-34)
d2 (960 7 / " /
a2 <8pm> = =579 (2G1 + pGY)p; + (G1 + pG1) paa) (D.35)
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Los términos de y y z son idénticos al reemplazar x por la coordenada correspondiente. La

suma de los tres términos se puede escribir como:

iQ e + d72 e + iQ Oe. —
da? \Opew ) — dy? \Opyy) =~ dz? \Op..)

7
= 510 (GiV2p+ pGi|Vp* + Gy (2VpI* + pV?p))  (D.36)

Al sumar los términos anteriores con los signos correspondientes, y realizar un desarrollo

algebraico, se obtiene la derivada variacional mostrada en la ecuacién (4.16)

§ Eeerrada 13 ecp*1/3 p71/3 fF1€CP71/3 p710/3
——— = —aFibe” " C C F Vol?
op e { b Oty p HOrlet SR Vel

(7 (f2F} + (c+ fF1)?) = 39p"3(c + fFy) — 15p*7] +'0362 (T(c+ fF) + 3p"%) v%}

(D.37)

D.4.2. Capa abierta

La energia de correlacién de capa abierta estd dada por la ecuacién (3.12), la cual se

puede escribir como:

. 1 1
Eabiertalg) — g / [ppg + Eb(;*NQpa(?)p + pa) + EbGQV%@p + ps)

1 _,
+ 55b0h (72 x 22B3Cw(p%% + pif*) — 9Vl + [Vpal® + yvpﬂﬁ) }dr (D.38)

o Patr} =5/30=(c/P'*) NG imetrf
donde: (7)) = 2 (1 - = ) s = m, Gy = F3p~%/3e(/P"") Nétese la simetria
entre las densidades p, y ps. Esto implica que sus derivadas funcionales son totalmente
simétricas (pudiendo intercambiarse los subindices Alpha y Beta para obtener la derivada

de la otra densidad), por lo que solo debe obtenerse una de estas.
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Los términos de la derivada variacional respecto a p, de este funcional son entonces

de, bG bGo 16 bG!
a; = —a F3 + Jv2pa + 7V2 Pp + Féﬂ + ?22/3(70 G 05/3 122 v2pa(3p + pa)
bG" bG,,
+ 25V p(3p+ pa) + 2 (72 % 2 Cr (ol + ) = IVl + [Vpul? + Vsl |
(D.39)

donde Fj y GY son las derivadas de F3 y (G5 respecto a p,,.

d [ Oe, ab e=(c/p'?)
N (ap ) 54 |:3G2(8pa:rx+9pﬁm) (f + p1/3)2p13/3 (8paq:+9pﬁq;) (12(f+p )(,()a—p/a)x
(—Pazps + paps,) + (cf + (c—=4F)p""* = 5p*) p°/*(pa, + pﬁx)vﬂ (D.40)

d de. d de,. d oe. B ab 1
dx (apaz) - df?/ <8pay> dz <8paz> 54 [3G2(8V Po ov? pﬁ) p10/3~2 X

1
(*Fan 171V = [Vpal® + [Vpsl*) (cf+(c=4f)p > =5p*%) 0 Py 4+6Gap'*(
(IVo1(8pa — 995) — [V pal*(8pa + Tp3) + [Vpsl(10pa + 9p2)) 7) | (D.41)

—pp) X

d? Oe, abG 1
( >: 2(— M[—3p3pam7+(3p+pa)(12(pa—ma)(pampﬁ—papam)

dr? \ 0pay, 4
) . 1 .
0" pn (=7 + p'P(F3 + 47)) )} +27p14/3’y2{_36p2/ *(PazPs—PaPs,) (p(pm(—Gpa—pﬁ)

(3P+pa)pﬁz)+3(P+Pa)(Pa_PB)Px)'Y_6CP10/ PPV~ (3p+pa) 02 (Fsp™® — cpy + 4p"/37)”

+px[ 7/ ( (— £ Papet30"2 (2005 +Tpe) )+ (—6cppatdcpaps—150"2 popet+24p" (paytps)) )

Y230+ pa) (£ Fap?pa(Fot47) ~24(pa=p3) (Pasps—paps,) (—ev + 94 (Fs + 49) ) | })
(D.42)
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d? de. d? Oe. d? Oe.. abGly , 1
da? di? dz2 - - 12 (e a
dx* <8ﬂam)+dy2 <5Payy>+d22 (fmzz) 4 { v p+9p3'y< (3ppa)(pa=ps)*

1
— 5 X
27P14/3’Y2

[fFBIVp\Qﬂ”?’(i%p + pa) (B3 +47) + [Vp|*(=3p — pa) (F3p™ — cpy + 4p*3)?

(—paV2pa+03Vpa)=30* YV patp”* V2 p(3p+pa) (—cv + p™*(Fs + 47)) >+

= 6ep™**Vpa- Vot p"y (7( —6¢|Vp*p+4c|Vpl* po — 15|V p[* 0! po.+ 249" *(|V pI?
V00 V) +Fs (—f 190 pa + 30 (TIV 0l + 290 - V) ) 369"y ( (6pa-+05) 1V palps
—pana-Vpﬁ)+(3p+pa)(paIVpﬁlz—pﬁvpa-vm)) +(pa—pp) (108p2/ *(p+pa)V(=p5V pa-Vp

+0aV sV p)+24p" 2 (Bp+pa) (—cv + p"*(Fs + 47)) (—psV pa - Vo + paVps - V) )} }
(D.43)

Si tomamos en cuenta la regla de multiplicacién de vectores para reemplazar el producto

punto entre gradientes:

2

Al sumar los términos obtenidos, y realizar bastante algebra, se puede llegar a la ecuacion

(4.18):

5-521[(55%)2—52—62} (D.44)
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abierta —cp~1/3
OE? ae

8P [Pon pﬁ] = 108p14/3F23 X
{65F3p4/3 (41Val*(16pa — Tps) + [V ps|*(=8pa +52p5)) —

1

36" Fyp'®® (12F5p*ps — (2f + 30"/%) p*3) +
(Fac — (105, + p'/%) p'/?) [1% (IVpal? = IV 051?) Fa(pa — pg)(4pa + 3pp)+
b(=3Vpal? + Vosl?) Fapy| = 72 22 0C Py [8F P33l + P (7 4 g )
(12Fops + (Facp®® — (10F; + p'/*) p) ) } +
b|Vp|? [p‘*/?’ ((=230f% = 519fp"/* — 297p*/3) po + (=100f% — 237 f p*/* — 143p*%) pg) v—
Fcp*®(4pa + 3pg) (129" + ¢v) + Fy <12p4/3 (4 (2F; + ') po + 3 (4Fs + p'/?) pg) +
cp ((67Fy +8p%) po + (43F5 + 6p'%) ps) fyﬂ -

3bp*/? [FQp (V2ps (34F5 + Tp"3) p + 2V%p (10£ (200 + ps) + p"/3(24p0 + 13pp))) v+
F3 (=2V2pa(4pa + 3pg) (12p5 + cp**) + V2ps (=12 (30 + o, + p) — Tep®*7)) ] }

(D.45)

donde I = (f + p'/?).

D.5. Energia de intercambio

La energia de intercambio estd dada por la ecuacién (3.16)

2
413 o dF D.46
Uzo;ﬁ / < 1 + GBxUATCSGHh($0)> " (D.46)

Que es la suma de dos términos idénticos, pero con densidad p,, y pg respectivamente, y

\Y o
donde z, = ‘4/; |

sigma
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Podemos escribir este término como:

Eufo] =) / Crodr” (D.47)

con
Czy = —p/3F, (D.48)
donde se tiene la funcidon
C i
Fy = B g D.49
! < X+ Py + 6BxUArcSenh(:z;g)> ( )

que depende exclusivamente de z,.

Hay que notar que el término de E, que depende de la densidad p, deja de lado el
término que depende de pg, y viceversa. Entonces, la derivada respecto a p, no depende
de pg y viceversa, por lo que se obtienen los siguientes términos de la derivada variacional

respecto a cualquiera de las densidades:

0€,4 4 13

op, 37

(Fy — xUFD (D.50)

donde cualquier derivada de F) se toma respecto a z,.

d (Oe dr, Ox d [ Ox 4 Or
vo \ _ 2P0 YPo a3 g @ Do\ aj3  F g UFo 173 ; D 51
dx (apog) Y de 8pgxp” Ydz \ Opo, Ps 3 45Paxpa Po. (D.51)

Se tienen ecuaciones idénticas para las coordenadas y y z. Al sumar los tres términos y

reemplazar las derivadas de z,, se obtiene el siguiente resultado:

i aeaﬁa + i aema' + i aexo' o
dx \ 0p,, dy \ 9po, dz \0p,. )

(6F108/*V2pa2 = SFLp 2} +3 (Yo, - VIVpo2) (—Fi + 2, FY)) (D.52)

- 6phad

Al sumar los términos con los signos correspondientes y reemplazar las derivadas de F},
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obtenemos la derivada variacional de intercambio dada por la ecuacién (4.13):

0E, 4 14 9 42 6 B>
—Cx+Br A (1 - —==| | —
5pg 3p0' X o 1+xg-

36 B2zt 1 1+4A
La2Bla2 |34 < Z ) 24812 =
3 1+ a7 (1422 \/1+a2

1
ABp; V2, [1+ A1 — +34°B%p," [Vp, Voo | ———
Po ( P (| Po| )] (142 >3/2
2 2
. 2 o4 63(1:02 B n ArcSinh[z,] 14941 65
V1+a2 1+ 1+x2 V1+a2
(D.53)

donde A = [1 + 6Bz,ArcSinh(z,)] "
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