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Resumen

En el presente trabajo se analiza la dindmica de un fluido no viscoso e incompre-
sible, definido sobre un dominio acotado Q0 C IR®. Considerando que los sistemas
hamiltonianos permiten el estudio de la evolucién temporal de un sistema de parti-
culas, vamos a analizar una formulacién hamiltoniana para este fluido. Con esto en
mente, empezamos abordando temas para conocer la base del formalismo hamilto-

niano y luego poder extender algunos conceptos.

Analizamos el movimiento de este fluido, que es un sistema infinito dimensional
de particulas. Se trabaja a través de sus variables eulerianas y se llega a la formula-
cién de las ecuaciones de Euler. Estudiamos los espacios sobre los cuales se formulan
estas ecuaciones, obteniendo asi un espacio conformado por las soluciones de dos
de estas ecuaciones, éste resulta ser un espacio de Hilbert y lo denotamos por L2(Q)).

Nos queda por analizar una sola ecuacién en el espacio L2(Q).

En cualquiera de los casos, que el campo de velocidades se encuentra en 2 o
3 dimensiones, existe una formulacién hamiltoniana para esta ecuacién respecto a
la velocidad. Particularmente, cuando consideramos la velocidad como un campo
bidimensional con dominio en R2, también existe una formulacién hamiltoniana

respecto a la vorticidad.

Para un dominio Q) C R se desea conocer que sucede respecto a la variable vor-
ticidad. Estudiamos ciertos subespacios de L2(Q)) donde es posible analizar lo que
sucede con esta ecuacion respecto a esta variable. Se determina ciertos problemas
que no tenemos en el caso bidimensional, se trabaja sobre éstos y describimos lo que

sucede en estos espacios.
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Abstract

In this work we study the motion of an incompressible inviscid fluid on a three-
dimensional domain. Taking into account that the Hamiltonian systems allow us to
study the time-evolution systems, we analyze a Hamiltonian formulation for this
fluid. With this aim in mind, we begin with the basis of this theory to extend some

concepts.

When we analyze the motion of this fluid, we notice that we are working with
an infinite-dimensional system. We work with Eulerian variables to obtain the Euler
equations. We study the spaces where these equations are formulated and we obtain
a space where two of these equations are satisfied, this is a Hilbert space denoted by
L2(Q)).

Later we work with the residual equation and formulate it as a Hamiltonian
system regarding the velocity. When we work with a domain Q) C RR?, there exist
also a Hamiltonian formulation regarding the vortex for this equation. In the case
Q C R3? we want to know how possible is to extend that. We study subspaces
contained in L2(Q) where is possible to analyze the Euler equation regarding the

vortex, and we study about the new problems encountered.
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Capitulo 1
Introduccién

El estudio de la evolucién temporal de un sistema de particulas da origen a los
sistemas Hamiltonianos, los cuales descritos de manera rigurosa, se definen sobre
variedades simplécticas, pero este concepto es posible extenderlo sobre variedades
de Poisson y luego sobre otros espacios mucho mas generales. Usualmente un sis-
tema Hamiltoniano llega a estar determinado mediante un corchete de Poisson y
una funcién llamada Hamiltoniano que representa la energia del sistema. De forma
mucho més general, un sistema Hamiltoniano es posible definirlo sobre un espacio
de funciones W y se asocia con una ecuacién de la forma

dg
ar J(€ )aé H
donde ¢ € W, H es el Hamiltoniano del sistema y J({) se denomina Operador de

Poisson, el cual posee las propiedades de linealidad y antisimetria.

En el capitulo 2 y 3 se trabaja considerando sistemas de dimensién finita. En el
capitulo 2 se observa las herramientas que la geometria diferencial nos provee para
analizar estos sistemas, se define formalmente un sistema Hamiltoniano, y ademads,

se observa las propiedades que posee el corchete de Poisson.

En el capitulo 3, se observa como se obtienen estos sistemas, unos los podemos
obtener respecto a coordenadas candnicas a través de la segunda ley de Newton,
mientras que otros se obtienen haciendo uso del célculo de variaciones. Aqui se
obtienen las ecuaciones de Hamilton en forma canénica respecto a coordenadas ge-
neralizadas, para lo cual se parte de la formulacién Lagrangiana y se usa la tranfor-

mada de Legendre.

El tema principal de nuestro trabajo es el estudio del movimiento de un fluido

no viscoso e incompresible en un dominio acotado (). Este sistema es de dimensién



infinita por lo cual resulta complicado describirlo mediante variables Lagrangianas.
En el capitulo 4 se hace una descripcién de este sistema respecto a las variables

Eulerianas, llegando asi a modelarlo mediante las ecuaciones de Euler.

Es necesario considerar los espacios sobre los cuales es posible formular las ecua-
ciones de Euler; en el capitulo 5 se definen espacios de campos vectoriales apropia-
dos para esto. Se determina un espacio cuyos elementos son soluciones de dos de
estas ecuaciones, éste es un espacio de Hilbert y se lo denota por L2(Q}). Se plantea
en este espacio la ecuacién que falta por analizar. Consideramos Q0 C R? donde es
posible caracterizar de cierta forma a los elementos de L2(Q)), lo que nos permite
estudiar esta ecuacion respecto a la vorticidad, se generaliza la nocién de sistema

Hamiltoniano y se define el operador de Poisson J(w) para este caso.

Finalmente, en el capitulo 6 se estudia el caso en que () C R3, en este caso, los
elementos de L2(Q) no se caracterizan como cuando Q C IR?, pero se desea analizar
que sucede con la ecuacién de euler respecto a la vorticidad. Para esto, definiremos
espacios sobre los cuales serd posible formular esta ecuacion respecto a esta variable,

y estudiaremos los problemas que se encuentran en este caso.



Capitulo 2

Sistemas hamiltonianos con finitos

grados de libertad

En el presente capitulo vamos a ver el concepto de sistema hamiltoniano desde
el punto de vista de la Geometria Diferencial, para lo cual es fundamental cono-
cer la nocién de variedad simpléctica. A continuacién se introducen las siguientes

definiciones:

Definicién 2.0.1. Sea M un espacio topoldgico y V un abierto de R". Una n-carta de
M representada como (U, ¢), es una aplicacion biyectiva ¢ : U — V, donde U es un

subconjunto de M. Si p € U, se dice que (U, ¢) es una carta en p.

Definicién 2.0.2. Dos n-cartas (U, ¢) y (V, ) de M se dicen compatibles si:

e UNV =Q;0

e SiUNV # @, entonces los conjuntos ¢(UN V) y (U N V) son abiertos en
R" ademés que po ¢~ ! : p(UNV) — (U N V) es un difeomorfismo de clase
C*™.

Definicién 2.0.3. Un atlas de dimensién n sobre un conjunto M es una familia 4 =

{(Uy, pa)} de n—cartas dos a dos compatibles y cuyos dominios recubren a M.

Una variedad diferenciable de dimensién 7 es una pareja (M, A) donde M es un
conjunto y A es un atlas de dimensién n sobre M. Usualmente a la variedad se la

nota por M pero estd implicito que es de la forma como la hemos definido.



2.1. Variedad simpléctica

Las siguientes nociones se definen generalmente sobre variedades, pero por fa-

cilidad de comprensién lo haremos en IR".

2.1.1. Forma externa

Definicién 2.1.1. Se llama forma de orden 1 (o 1-forma) a una funcién lineal w' :
R" — IR, es decir para todo A; € Ry para todo 1,52 € R”

W' (ME + &) = Mo (&) + 0l (&)

Definicién 2.1.2. Se llama forma externa de orden 2 (o 2-forma) a una funcién bi-

lineal y antisimétrica w? : R" x R” — R, es decir, para todo A € R y para todo
‘:l/ CZI 63 S ]Rn

i) w?(AZ1 + 82,83) = Aw?(81,83) + w? (82, 83),

i) w?(&y, &) = —w?(8, &)

Observacién: La linealidad respecto a la segunda componente, se verifica por medio

de la antisimetria.

Ejemplo: La siguiente es una forma externa de orden 2

w? R? x R? — R
((81,62),(61,02)) = 162 — G201.

Definicién 2.1.3. Se llama forma externa de orden k (o k-forma) una funcién defini-

da sobre k vectores, k veces lineal y antisimétrica.

La antisimetria se define de la siguiente forma:

wk(gli ey Ck) = (_1>vwk(éi1/ ey gik)

0 silapermutacién iy, ..., iy es par,
1 sila permutacion iy, ..., iy es impar.
Ejemplo: La siguiente es una 3-forma sobre R®

W RERxRPxR? — R
(¢, 0,x) > C16x3 — C201x3 + 01x283 — x10283 + x18205 — C1x205.

4



Observacion: Toda k-forma en R” con n < k es cero.

Definicién 2.1.4. El producto externo w* A w! de la k-forma w* en R" por la I-forma

w! en R" es una k + I-forma w**! en R" definida por

wk N wl(gll s §k+1) = Z(_l)vwk(gilr R gik)wl (gikJrl/ s gikH)

icl

donde:

I.= {1 = (il,..., ik, ik+1/---/ik+l) S U({l,,k+l}) << ik/ ik+1 <. < ik+l}

o({1,...,.k +1}) representa el conjunto de permutaciones de los numeros desde 1

hasta k + [ y v se considera como en la definicién anterior.

2.1.2. Espacio tangente

Definicién 2.1.5. Sean M y N variedades, una aplicaciéon F : M — N se dice dife-
renciable en p € M si existen una carta (U, ¢) en p y una carta (V, ) en F(p) € N
tal que F(U) C V y la composicién o Fo ¢! : o(U) — (V) es de clase C* en
una vecindad de ¢(p). Ademas, si F es diferenciable en todo punto de M, se dira

que F es (simplemente) diferenciable.

El conjunto de las aplicaciones diferenciables de M en N se denota C®°(M, N) y
si ademdas N = IR se denota C®(M).

Se representa como C®(x) al conjunto F = {(U, f) : U es una vecindad (abierta)
de xy f € C®(U)} particionado por la relacién de equivalencia la cual define que

(U, f) y (V,g) son equivalentes, si existe una vecindad W C U NV de x tal que
flw=glw-
Definicién 2.1.6. Se llama espacio tangente a M en x y se lo denota por TM,, al

espacio de todas las funciones X : C®(x) — R tal que satisfacen la regla de Leibniz,

es decir
X(fg) = f(x)X(g) + g(x)X(f).

Definicién 2.1.7. Sea F : M — N una aplicacién diferenciable. Dado p € M, el
diferencial de F en p, dF, : TyM — Tp(,) N es una aplicacion lineal definida tal que
acada X € TyM le corresponde dF,(X) definido de la siguiente forma

dFy,(X): C®(F(p)) — R
g — X(goF).



La unién disjunta de los espacios tangentes respecto a cada punto de una varie-

dad se llama fibrado tangente y se de nota por TM.

TM = | J {x} x TM,. (2.1)
xeM

El fibrado tangente TM de una variedad M es también una variedad, cuya di-
mension es el doble de la dimensién de M. Observemos la forma del atlas de T M.

A partir de (2.1), se define la proyecciéon 7 : TM — M de la forma (x,v) — x.
Entonces dado el atlas {(Ux, ¢«)} de M se construye un atlas {(Vg, )} para TM
de la siguiente forma:

o V= ﬂil(ui).

e La aplicacién ; se define por

$i: V. — R
(x,0) — (9 (x), ., 9 (x), (dx@;, 0), -, (dxg], 0)),

donde (dy (pg, v) representa la componente j-ésima de w € R", el cual identifica

al elemento d¢;(v) € Ty R".

2.1.3. Forma diferencial

La nocioén de fibrado nos sera de gran utilidad para definir varios conceptos im-

portantes relacionados a este tema.

Definicién 2.1.8. Sea E una variedad. Un fibrado vectorial de rango r sobre una
variedad M es una aplicacién diferenciable sobreyectiva 7 : E — M que satisface

las siguientes propiedades:

i) Para cada p € M, el conjunto E, = 7~ !(p) (llamado fibra de E en p) estd

dotado de una estructura de espacio vectorial sobre R de dimensién r.

ii) Para cada p € M existe un entorno U de p en M y un difeomorfismo x :
71 (U) - U xR, tal que 7y o x = 7, donde 71 : U x R” — U es la proyec-
cién sobre la primera coordenada, y la restricciéon de x a alguna fibra, sea un

isomorfismo entre los espacios E, y {p} x R".

El espacio E se lo conoce como espacio total del fibrado, pero por abuso de lenguaje

es quien usualmente recibe el nombre de fibrado.
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Definicién 2.1.9. Sea M una variedad diferenciable n-dimensional y T M, su espacio
tangente en el punto x. El espacio dual de TM, lo llamaremos espacio cotangente a
M en x, y se lo notard como T*M,. Cada elemento de este espacio toma el nombre
de vector cotangente y coincide ser una 1-forma externa sobre T M. Este espacio es

n-dimensional.

La unién disjunta de los espacios cotangentes la llamaremos fibrado cotangente
y lo notaremos por

T*"M = |J T"M; x {x}.
xeM

El fibrado tangente y el fibrado cotangente poseen, efectivamente, la estructura
de un fibrado. En lo que sigue vamos a denotar por f : T*M — M a la proyecciéon

natural que hace corresponder cada 1-forma sobre T* My el punto x, asi
f: T*M — M
p=(px) — x.

Esta sera una aplicacion diferenciable.

Se introduce ademés A¥(T*M,) para denotar el espacio de las k-formas externas
en x. Si tomamos la unién disjunta de estos espacio se obtiene el fibrado de las k-

formas externas, el cual se nota por A*M.

Definicién 2.1.10. Sea 7t : E — M un fibrado vectorial. Una seccién de E es una
aplicacion diferenciable s : M — E tal que 7w o s = idyy, y para esto, s(p) € E, para
cadap € M.

Definicién 2.1.11. Un campo vectorial sobre una variedad M es una seccién del
tibrado tangente T M.

Una k-forma diferencial sobre M es una seccién del fibrado de las k-formas ex-
ternas. El espacio vectorial de las k-formas diferenciales se lo nota por A*(M). El

espacio de las O-formas diferenciales es A°(M) := C*(M).
2.1.4. Diferencial externo
Dada una variedad de dimensién 7, indicaremos por
A*(M)
el espacio de las formas diferenciales sobre M.

7



TEOREMA 2.1.12. Sea M una variedad n-dimensional. Entonces existe una tnica

aplicacion lineal d : A*(M) — A®(M) que satisface las siguientes condiciones:

e d(A"(M)) C A"*! paracadar € N,
e Sif € C®°(M) entoncesdf € A'(M) es el diferencial de f,

e Siw e A"(M) yn € A*(M) entonces
dlwAn) =dwAny+(—1)'wAdy,
e dod=0.

Esta aplicacion satisface ademads la siguiente propiedad:

Si (x!, ..., x™) son coordenadas locales en un abierto de M, entonces

d( Yoo wy,dxh A...Adxfr> = Y dw, i, AdxT A AdX"

1<i<..<iy<n 1<i<..<ir<n
n ; ; . . .
= Y ) awll}:'l’dxf Adx'UA A dx
\<iy<ciy<nj=1 0%
La demostracién de estos resultados, la encontraremos en [1, pag. 222]. A ésta apli-

cacion lineal se la conoce como diferencial externo de una forma diferencial sobre M.

Definicion 2.1.13. Una forma diferencial w sobre la variedad M se dice cerrada si

su diferencial externo es cero.

Definicién 2.1.14. Una forma diferencial w se dice no degenerada si para todo o # 0,

existe € TM, tal que w(c,n) # 0.

2.1.5. Variedad simpléctica

Definicién 2.1.15. Sea M una variedad diferenciable de dimensién par. Se llama
estructura simpléctica sobre M una 2-forma diferencial w cerrada no degenerada. A

la pareja (M, w) se la llama variedad simpléctica.

TEOREMA 2.1.16. Sea N una variedad diferenciable n-dimensional. El fibrado cotan-
gente T* N posee una estructura simpléctica natural. Sus coordenadas se escriben de
la siguiente forma

n
w?> =dpAdg = dei/\dqi.
i=1



Demostracion. En este caso nuestra variedad la cual queremos mostrar que es sim-
pléctica es M := T*N. Habiamos dicho que existe una proyeccién natural diferen-
ciable f : M — N. Sea df; : TMy — TNg(p su diferencial, donde j = (p,x),
conp € T*Ny (p : TNy — R es una 1-forma). Notar que para un ¢ € TMj dado
df5(¢) € TNy, definimos la 1-forma w! sobre M como

w': TM; — R
¢ pldfp(E))

sin olvidar que M tiene dimensién 2n, consideramos (p,q) € M, f se identifica
con ¢, entonces df con dg, (si & = Z?:l(pia%i + qiaith), entonces df5(8) = L, qia%)
entonces esta 1-forma es del tipo w! = YI'; pidg;, de la cual aplicando el Teorema

2.1.12 tenemos la 2-forma

que es cerrada. Aplicando la propiedad que involucra al mismo teorema tenemos
n
w* =dpndg =Y dp; Ndg;
i=1
que es una forma no degenerada y por lo tanto T*N posee una estructura simpléctica

de manera natural. ]

Observacién: En el teorema anterior la parte esencial para que esta variedad tenga

estructura simpléctica, es que la variedad estd formada por 1-formas.

En una variedad simpléctica (M, w), para cada x se define una correspondencia
I : T"M, — TM,, que es un isomorfismo, y cuya inversa hace corresponder

o € TM; ala 1-forma definida por

wl(n) =w(o,y) V5 € TM,.
Sea M una variedad de dimensién 21, se conoce que T' M, tiene la misma dimen-

sion. M estd dotada de la siguiente estructura simpléctica

w: TMxTM — R
(gll CZ) — w(gl/ CZ) - er’lzl Piqi - qipi/

con &1 = (pP1, P2, - P, 91,92, - Gn), C2 = (pL, p?, -, ", 9", 4%, ..., 4"). Se observa que

w(@n) =¢"p=7"¢n=wsn)

1Observemos que I no tiene que ver con la identidad

9



con

] _ On In .
_In On
Notaremos que la aplicacién inversa de I es

t: T™My — T* My
¢ o wr=]7'¢

2.2. Sistemas hamiltonianos

El espacio vectorial de los campos vectoriales sobre M se denotard por 7 (M).

Observemos ahora que para cada h € C*(M), es posible aplicar el diferencial
externo, obteniendo asi una 1-forma diferenciable dh. En un punto p especifico se
obtiene una 1-forma externa, a la cual le podemos aplicar I para obtener un elemento
zp, € TMy; asi, asociado a dh existird un campo de vectores que lo denotaremos por
Xp.

Definicién 2.2.1. Sea (M, w) una variedad simpléctica y H : M — R una funcién
diferenciable. Definimos el campo vectorial hamiltoniano asociado a H, Xp, como

el tnico campo vectorial que cumple:
w(Y,Xy) = (dH,Y)
para todo Y € 7 (M). Esto indica mds bien que para cada x € M

w(Y(x), Xp(x)) = (dHy, Y(x))

Ala terna (M, w, H) se la denomina sistema hamiltoniano.

Sea (M, w, H) un sistema hamiltoniano. Puesto que H € C®(M), se tiene que
dH, es una 1-forma, la cual al pasarla como argumento del isomorfismo I, le corres-
ponde un ¢ = I(dHy) € TM,. Al campo vectorial hamiltoniano asociado a H se lo

denotard también por IdH. Observemos lo siguiente:

IdH: M — TM;
x +— I(dHy)

Si consideramos M = T*V el espacio de fases de la ecuacién canénica de Hamil-
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ton, entonces el campo de las velocidades de fase estd determinado por

el cual proviene de las ecuaciones de Hamilton

,— _OH . _dH

2.3. Estructura de Poisson

Definicién 2.3.1. Una élgebra de Lie es un espacio vectorial V, sobre un campo K
el cual estd dotado de una operacién entre vectores [-,-] : V x V — V, tal que para

todou,v,w € Vya,b € Ksatisface las siguientes propiedades

i) [u,0] = —[v,u],
ii) [au + bo, w] = a[u, w] + b[v, w]

iii) Identidad de Jacobi: [u, [v, w|] + [v, [w, u]] + [w, [u,v]] =0

Al operador [, -] se la conoce como corchete de Lie. Se puede observar que las con-

diciones i) y ii) implican bilinealidad.

Observacién: Un espacio vectorial dotado de esta operacion es un algebra no aso-

ciativa, debido a la identidad de Jacobi.

Definicién 2.3.2. Una estructura de Poisson sobre un espacio vectorial V, es un ope-
rador {-,-} : V x V — V que satisface las propiedades del corchete de Lie, y ademads

satisface la regla de Leibniz
{fg, h} = f{g h}+g{f h}.
Esta estructura también se la conoce como corchete de Poisson.

Para una variedad M es posible definir sobre el espacio C*°(M) un corchete de
Lie (o también un corchete de Poisson). Una variedad M, tal que estd definido un

corchete de Poisson sobre C*(M) se llama variedad de Poisson.

En una variedad de Poisson, analizando la estructura {-, -}, debido a las propie-

dades del corchete de Poisson, {f, -} determina un campo vectorial X para el cual
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se cumple lo siguiente

{f, 8} = (dg, Xy) para todo g € C* (M),

por la antisimetria
{fr g} = —{df, Xq)-

Mas atin, existird una 2-forma que se relaciona con el corchete de Poisson mediante

{f,8} = w(Xy Xg).

Para mayor detalle de lo aqui descrito, se recomienda ver [8].

Esta 2-forma no tiene que ser necesariamente una forma simpléctica. Es por esto
que las variedades simplécticas son un caso particular de las variedades de Poisson.

Por todo lo visto anteriormente, se puede hacer uso de la notacién:
Xs(g):==1{f.8} g C™(M).

Asi, el concepto de sistema hamiltoniano se lo puede extender. El corchete de
Poisson define una 2-forma, la cual no necesariamente serd no degenerada. A esta

2-forma es posible asociar un operador | : T*M, — TMy,, tal que
x = J(x)dH(x). (2.2)

En el caso en el que la 2-forma sea degenerada, el nticleo (y también el rango) de |
dependera de x, surgen elementos C(x) tales que J(x)dC(x) = 0 (a éstos se los llama
elementos Casimir). Cuando se buscan los puntos de equilibrio del sistema, es decir

se considera x = 0, se observa que se cumple
JdH(x) = Jd[H(x) + C(x)] = 0.

En el caso que | sea degenerado, al sistema lo llamaremos sistema hamiltoniano
no canoénico. Observemos que este sistema estd determinado a través de los espa-
cios T*M y TM; el operador J; y una funcién H que se relacionan por medio de la

ecuacion (2.2).
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Capitulo 3

Calculo en espacios de funciones

3.1. Calculo de variaciones

La formulacién hamiltoniana de un sistema con un ntimero finito de particulas
se lo realiza a partir de la formulacién lagrangiana, para lo cual se hace uso del
célculo de variaciones y del principio de Hamilton. En esta seccién se visualizara
algunas de las herramientas que intervienen en la formulacién hamiltoniana de un

sistema de particulas.

3.1.1. Distribuciones

Definicién 3.1.1. Sea ¢ : R” — R una funcién infinitamente diferenciable que se

hace cero fuera de un dominio acotado. ¢ dice ser una funcién test.

El espacio de las funciones test se denota por D, es decir:
D = {¢ € C*(R") : U C R" acotado tal que ¢(x) = 0,Vx ¢ U}.

Ademas, vamos a definir su espacio dual D’, el cual estd formado por las funciones
lineales y continuas sobre D. Para ello necesitamos tener la nocién de continuidad
enD.

Definicién 3.1.2. Sean (¢y),eN Y @ funciones test. Se dice que la sucesion de fun-

ciones ¢, converge a ¢ en D (¢, e @) si se satisfacen las siguientes condiciones:

e Para todo 1, ¢, y ¢ desaparecen fuera de algtin conjunto acotado S C IR".
e D*@, converge uniformemente a D*¢ para todo multi-indice a.

13



Definicién 3.1.3. Un funcional F : D — R se llama distribucion si

a) F(agp +by) = aF(¢) + bF(¢) paratodoa,b € Ry ¢, € D.
b) F(¢n) — F(¢) siempre que ¢, = ¢

En otras palabras, el espacio D’ es el espacio de distribuciones; ademas, se usa
la notacién (F, ¢) en lugar de F(¢), donde (-,-) es conocido como el producto de
dualidad.

Definicién 3.1.4. Una distribuciéon F € D’ se llama regular si existe una funcioén

localmente integrable f tal que

F, o) = d
(F, ) R fodx
para todo ¢ € D.

A una distribucién que no es regular se la llama singular.

Definiciéon 3.1.5. Sea F una distribucién, entonces la derivada distribucional de F

en la direccién k-ésima 5?75( estd definida por

oF B o
<an,(p> = <F,an> para todo ¢ € D.

Ademas, si & es un multi-indice, entonces denotamos por D*F el funcional definido

por
(D*F, ¢) = (—1)!*I (F,D*¢) para todo ¢ € D.

3.1.2. Derivadas funcionales

Definicién 3.1.6. Sea V un espacio de funciones. Una aplicacién que toma elementos

de V y los transforma en elementos de IR se llama funcional.

EJEMPLO 3.1.7. Consideramos la energia cinética de un fluido unidimensional, aco-
tado, con densidad constante y que fluye desde la posicion x( hasta la posicion x1,

como el funcional

pe
Tlu] = % ; " 12dx
0

donde u representa la velocidad del fluido y pg la densidad.

Para las siguientes definiciones consideramos en general E y W espacios de Ba-
nach, U C E abiertoy F : U — W una funcién.
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Definicién 3.1.8. Sean u € U, h € E. Se dice que F es derivable en u en la direcciéon
h si existe .
OF(u)(h) = lim — (F(u + th) — F(u)).
t—0 t

Entonces a 6F(u)(h) la llamamos derivada direccional de F en el punto u y en la
direccién h. Si ademads, este limite existe para todo h € E, entonces F se llama direc-

cionalmente diferenciable en u.

Definicién 3.1.9. Sea u € U y F una funcién en u derivable para todo & € E tal que
O0F(u)(h) = ¢(h), donde ¢ es un operador lineal y continuo respecto a /. Entonces a
¢ se lo llama la derivada de Gateaux de F en u. Si existe tal ¢, a F se llama funcién

Gateaux diferenciable.

Definicién 3.1.10. Sean X un espacio vectorial de funciones, V C X, F: V — Run
funcional, uy € Vy h € X. Suponemos que {u = ug+¢h : |¢| < gp} C V, para algtn
g9 > 0. Se define
¢$: (—€o,e0) — R
€ —  Flug + €hl.

Entonces si ¢’(0) existe, notamos por 6F(up; h) := ¢'(0) y la llamamos primera va-

riacién de F en ug en la direccién de h.

En el caso en que X es un espacio de Banach, entonces la derivada de Gateaux
de F en ug evaluada en h coincide con la primera variacién de F, §F[ug; h]. En un
caso particular, en el cual un funcional F[u], con u que depende de x € I C R, se lo

pueda escribir de la forma

Flu] = / " K[u]dx,

0
la primera variacion de F en el punto u y en la direccién v (6F[u, v]) tiene la siguiente
forma SK
X1
0F[u,v] := / v—dx.
X0 ou

Si tomamos una direcciéon v € D, podemos usar la siguiente notacién

<(5K > 1 6K
—,0 ) = / v—dx
ou xo Ou

57[(
ou

donde a

se lo llamara derivada funcional.

Esta notacion enfatiza el hecho que corresponde a un gradiente en el espacio de
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funciones y ademads es la variacién de K respecto de u.

Para un caso un tanto particular, en el que consideramos un funcional de la si-

guiente forma
X
Flu] :/ 1F(x,u,u’,u”,...,u(”))dx
X

0

n . . ., . . 2 . .
donde u(") = ZT’;. Su primera variacién en una direccién v € D es la siguiente

X1
SF[u;v] = / (a]:v—i— ajv' - oF o 4.+ a]:v(”)>dx,
X0

ou ou' ou'! Jum)

luego, mediante integracién por partes tenemos

X1
oF doF d* oF ,dt oF
OF[u;v] / (&t_cbciw+ziac28u” —et (=) dx”au(n)>vdx
X0

(8]—" oF )"1
+ | =—0v+—0 +..

ou’ ou’ %0
con lo cual
OF[u;v] = le gvdx, (3.1)
donde SE  9F dar &2 aF an oF
o o avaw Tawaw TV G 62

3.2. Sistemas con finito nimero de particulas

Antes de hacer uso de lo desarrollado en la seccién anterior y del principio de
Hamilton, se estudiardn los sistemas de particulas desde el punto de vista de la
mecédnica newtoniana y expresaremos la segunda ley de Newton en términos de la

funcién lagrangiana.

Empecemos observando que para una sola particula, cuyo movimiento se rige
por las leyes de Newton, usando un sistema de referencia adecuado las ecuaciones
seran descritas de forma sencilla. Analizaremos un ntimero finito de particulas don-
de las fuerzas se consideran conservativas, es decir estdn derivadas de una energia

potencial que depende sélo de sus coordenadas, es decir,

F, = (FXiIPyi’PZi) = —V‘G(xi,]/i,zi)-
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Observemos que V es un campo escalar. Formamos un sistema macroscopico del
cual la particula 7 tiene masa m; y posicion (x;,y;,z;) y de acuerdo con la segunda
ley de Newton tenemos
d2
miﬁ<xi/yi12i) - (in/Fyi/PZi)-

Notemos que

dp; d ,
% = o (mit;). (3.3)

Ademas, la energia cinética T; de cada particula se define por

L . .
Tp = omi(x® +yi* + 2%)
y la energfa cinética de un sistema de particulas es
1 dl‘i dl‘i
T=) Ti=) -m|—— | (5]
; ’ ;2'”’ <dt> (dt)

Al relacionar la energia cinética del sistema con la energia potencial, observando

(3.3) se tiene para cada particula i:
d (0T;\ d (0T;\ d (9JT; ov; oV; aVi]
{dt (axi) it <8y',~) it (az)] - {axi' oyi’ ozi) G4
La energia de cada particula es
E,=T,+V,.

Considerando lo visto anteriormente se tiene

dE; dT; av,

A ot ar
_ B Y A2 OVidy; | oVidy; | OVidz
=gy Yy TR G T Sy dt T dys dt | oz dt
d.
—u- (P vw)
~0.

En general, la energia es una funcién dindmica, pero si una particula esta bajo
la acciéon de fuerzas conservativas su energfa es una constante de movimiento la
cual no cambia respecto al tiempo cuando la particula se mueve a lo largo de la

trayectoria. Observemos que en nuestro caso ésto se cumple para cada particula.
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Ahora, definimos la funcién lagrangiana L como la diferencia entre la energia

cinética y la energia potencial
L= T<xi/yi/ Zl) - V(-xi/yi/ Zi)'

En este caso se observa que

o _or
ox; ox;’
v
axi a axi’

de esta forma la ecuacioén (3.4) se la escribe en términos de la funcién lagrangiana
d (LY oL _
dt \ 9x; ox;
4oy oL
dt a]/l ayl -

d(oLy oL _
dt aZi azi_ !

las cuales se conocen como ecuaciones de Lagrange; que en este caso describen el

como

movimiento de cada particula.

Estas son las ecuaciones de Newton vistas en términos de la funcion lagrangiana,
la cual estd considerada respecto a las coordenadas cartesianas. Sin embargo, mu-
chos problemas pueden ser resueltos en otro tipo de coordenadas, es por esto que
podemos generalizar este desarrollo a un tipo de coordenadas que las llamaremos
coordenadas generalizadas, cuyo nombre estd justificado porque la naturaleza de
éstas no son especificas, pueden ser distancias, &ngulos, dreas u otro tipo de magni-
tudes tales que sus valores sean conocidos. Estas nuevas coordenadas, las cuales las
notaremos ¢, definen a las coordenadas cartesianas en un sistema de n particulas,
es decir

xi = xi(q1,q2, -, 3, 1)

vi = ¥i(q1,92, - G3u, 1)
zZj = Zi(q]/ q2, -1 Y93n, t)

entonces las ecuaciones de Lagrange escritas en términos de coordenadas generali-

zadas se representan de la siguiente forma
4oLy oL
dt aql aq, N
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Este resultado se lo puede observar con mas detalle en [4, cap. 7].

3.2.1. Formulacién lagrangiana

Ahora bien, si las ecuaciones de Lagrange constituyen una descripciéon adecuada
a la dindmica de particulas, las ecuaciones que estan descritas con las leyes de New-
ton deberian estar de acuerdo con éstas . Para esto es necesario conocer el principio

de Hamilton, que se enuncia a continuacion.

“De todas las trayectorias posibles que puede seguir un sistema dindmico para
desplazarse de un lugar a otro en un intervalo de tiempo determinado, la trayectoria
que sigue es aquella que hace minima la integral temporal de la diferencia entre las

energias cinética y potencial”.

Vamos a analizar ésto desde el punto de vista del célculo de variaciones. Para
esto consideramos que a todo sistema con n grados de libertad con coordenadas ge-
neralizadas q1(t), ..., qu(t), le corresponde una funcion U(g;, 4;, t) llamada potencial,
que describe las interacciones, caracteriza y determina el movimiento. Ademas, le

corresponde la funcién T(4;), que representa la energfa cinética del sistema.

Sea L(q(t),4(t)) = T(4;) — U(qi,4;,t) la funcién lagrangiana. El principio de

Hamilton requiere que se minimice la siguiente funcién

() = [ Lla(o)4(0)i,
por lo tanto, considerando algtin w € D, queremos que

dS[q;w] =0,
y para que esto se cumpla, considerando (3.1) y (3.2), es necesario que

oL ([ d oL
" (dtaq'l) = 0. (3.5)

Definimos los momentos generalizados conjugados de las variables generaliza-

das como -
y a partir de (3.5) tenemos que
. dL
pi = 3 (3.7)
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3.2.2. Formulacién hamiltoniana
Transformada de Legendre

Sea una funcién f(g;, sj) (i=1,.,n),(j =1,..,n) suficientemente regular, que
depende de dos conjuntos de variables. Se llama transformada de Legendre de f

respecto al conjunto de variables s; a la funcién

G(g;,p') : Z p'si— f(qis))

donde las nuevas variables p/ se definen por

J .= L
P s
y éstas se llaman variables conjugadas de las variables s;.

Para que haya sido posible realizar el cambio de variable en f eliminando las
sj a cambio de las pl, éste cambio de variable debe ser regular, lo que se expresa

mediante el Jacobiano de la transformacién

ol 02 f
det [851} = det lasjasi] # 0.

Al tomar el diferencial de G, se tiene que

S of of
— s.dvl + vids: — 2L dag. — 2L ds.
dG = s;dp’ + p/ds; aqidql asjds]

o

= sidp/ —
P 94

e identificando las derivadas parciales de G

G

o
G  af
aqi aqz

Se define la funcién de Hamilton como la transformada de Legendre del lagran-

giano L respecto al conjunto de variables 4;, es decir

H(‘h; s Gny P1seees pn) - Z Pi‘?i - L(‘hz s ny qll (Y] Qn)
i=1
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Tomando el diferencial a ambos lados tenemos

" 9H " 9H
dH = Z a—qidqi + ; a—pidpi,
" 9L

- Z aidql/

i—1 %4

oL
idp; — Zaqldqﬂrﬂ{n aq-l_]d%'/

i=1

M:

™ 9L
[piddi + Gidpi _Z (30,0

N
Il
—

Il
m:

luego por (3.6) y (3.7) se obtiene

.._8H
‘71 - api/
. 0H
pl_ aql

Estas se conocen como ecuaciones de Hamilton, las cuales también se las puede

analizar desde el punto de vista geométrico, como hemos indicado en la secciéon 2.2
del capitulo anterior.

El conjunto de valores que puede tomar p;, q;, se denomina espacio de fases del
sistema, al cual se le asocia a una variedad M la cual es de dimensién 2.

Ahora considerando un sistema de particulas con n grados de libertad, tomamos
f € C®(R?") una funcién definida sobre el espacio de fases. Al tomar su derivada

respecto al tiempo tenemos

af i df dg; af@
dt — =\ og; dt ap,- dt
_ i (afaH N afaH)
i—1 09;90p;  Op; 9q; )

Definimos la siguiente forma bilineal

{-,-}: C®(R?") x C*(R¥") —s C®(R?)
(f,8) — {f,.g} =L (%%‘%%)

la cual resulta ser un corchete de Poisson. Ademas se observa que para toda f defi-

nida sobre el espacio de fases, se cumple

P~ i1y,
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Cuando se consideran las funciones p;, g; descritas de la forma

pi: R — R gi: R — R
(pq) — pi (pa) — 4
las ecuaciones de Hamilton se las puede escribir mediante el corchete de Poisson de
la forma
pi = {pi H},
ji = {qi, H}.
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Capitulo 4
Ecuaciones de Euler

En el presente capitulo se dan a conocer las principales ecuaciones que provie-
nen del estudio de un fluido al considerarlo como un sistema de particulas infinito

dimensional, veremos cémo surgen éstas y cudl es su interpretacion fisica.

4.1. Descripcién de un fluido ideal

1

Las ecuaciones que describen el movimiento de un fluido no viscoso" e incom-

presible son las siguientes:
oru+ (u-Vju=—-Vp en ()

V-u=0 en ()
u-n=20 sobre 0Q)

Q) es un dominio acotado, suave en IR? y frontera 9Q).
e n es el vector unitario normal exterior a 0().

e u es una representacion del campo vectorial tridimensional de velocidades,

dependiente de la posiciéon x € () y el tiempo ¢ € I.

e p es un campo escalar que representa la presién del fluido dependiente de
x € Q.

A continuacién se presentan algunos resultados para Q C RN, donde N = 2 o 3.

Mis adelante nuestro interés se centra cuando N = 3.

1A los fluidos no viscosos también se los llaman fluidos perfectos
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4.1.1. Caracteristicas del dominio

Vamos a definir formalmente el dominio de clase C¥, también llamado de fron-

tera suave o frontera Ck .

Definicién 4.1.1. Sea Q C RN un dominio acotado con frontera 9Q). El dominio Q)
se dice de clase CF, si para cada x € d(), existe un sistema de coordenadas locales
(v, yn) :== (y1, - YN-1,YN) con origen en x, una bola B(x) y una funcién vy definida
en un entorno ' C RN~1 de iy = 0’ tal que:

yeCW),  (0)=0

L- 00N B(x) ={(y,yn) :yn =7(y),y € N'}.

2-QNBx)={ yn) :yn > 7(¥) ¥ € N}

En otras palabras un dominio (2 se dice de clase Ck si9Q) es una CK superficie. A este
tipo de dominio () se lo puede caracterizar de otra forma y para esto se consideran
los siguientes conjuntos:

IR])[ ={x=(x,x,) RN :xy >0}

Q={x= " x) e RN: x| <1,|xn| <1}

Qy = QNRY

Qo={x=(x,0) e RN : |x'| <1}

donde |x’| denota la norma euclidiana de x'.

Definicién 4.1.2. Sea m > 1 un entero. () se dice de clase C™, si para cada punto
x € d(), existe un entorno abierto O de x y una aplicacién biyectiva H : Q — O tal

que

HeC™Q), H'eC"®), H(Q:)=QnO y H(Q) =0OnNaQ.

El siguiente lema nos provee una propiedad del dominio, la cual sera de utilidad

en el siguiente capitulo.

LEMA 4.1.3 (Particién de la unidad). Sea I' un compacto de RN y sean Oy, ..., Ok
subconjuntos abiertos de RN tales quel C Ule O;, entonces existen k+1 funciones
00,01, ..., 6 en C®°(RN) tales que:

a) 0 < 0;(x) <1 para todo x € RN, y cualquieri = 0,1, ..., k.
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b) Y ,6:(x) =1 para todo x € RN.
c) supp(0;) es un compacto y supp(8;) C O;, paratodoi =1, ..., k.

d) supp(6y) C RN\T.

Ala familia (6;)p<;<x se le denomina una particiéon de la unidad subordinada al

recubrimiento (O;)1<;<i deT.

Considerando () C RY abierto y acotado, si aplicamos este lema a I' = 9(), se

observa ademads que 6y|q € D(Q).

4.2. Formulacion euleriana de un fluido

Cuando trabajamos en un medio continuo, para realizar esta formulacién, se ha-

cen las siguientes consideraciones:

e [a mecéanica de fluidos estd descrita enteramente en términos de variables eu-

lerianas.

o (Hipotesis del medio continuo). Un fluido estd modelado por una coleccién de
particulas, para esto vamos a suponer que en cada punto del espacio (conti-
nuo) existe una particula, lo cual no es del todo cierto, por esto a estas particu-

las las llamaremos particulas fluidas.

e Para iniciar la descripcién de un fluido se toma en cuenta a las variables la-

grangianas y las eulerianas.

Variable Lagrangiana: A cada particula del fluido le corresponde una trayectoria,
la cual recorre el dominio en funcién del tiempo, si denotamos a la posicién inicial

£“ _rr

de cada particula por “a” y la identificaremos con cada particula fluida, entonces al

“" 1

punto “a” lo llamaremos variable lagrangiana.

Variable Euleriana: Si fijamos un punto “x” del dominio del fluido, es posible
observar ciertas propiedades sobre este punto; ademds en diferentes instantes de
tiempo se puede encontrar diferentes particulas. El punto “x” se denomina variable

euleriana.
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Trayectoria de una particula

Sea a una particula (en nuestro caso un punto material), sean )y y (); abiertos de

R3, I C R. La trayectoria de una particula va a ser descrita por una funcién

$: Qo xIxI—

(a,to, t) —> x

lo cual indica que la particula pasa de la posicién a en el tiempo ty a la posicion
x en el tiempo t. Ademads, si consideramos que a siempre serd la posicién inicial,

podemos omitir ¢y y consideraremos
(P o X I —
(a,t) — x = (¢i(a, t),...,pn(a,t)).
Velocidad y aceleraciéon de una particula

La velocidad de una particula material es la velocidad que tiene la particula que

se encuentra en la posicion x en el tiempo ¢, es decir
d
u=u(xt)= a—(’f(a,to,t).

De igual manera la aceleracion, se considerara respecto a un punto x del dominio

en el tiempo ¢
2

0
’)/ = ')/(xl t) - Tg(a/ tO/ t)

Derivadas eulerianas y lagrangianas

Considerando una particula M, la cual ocupa la posicion “a” al tiempo t = 0y la
posicion x al tiempo ¢, para una funcién f = f(M, t) asociada a dicha particula M

tenemos dos formas de representarla:
e Respecto a la variable lagrangiana: existe g : ()g x I — () tal que
fM 1) = g(a,t)
e Respecto a la variable euleriana: existe 1 : )y x I — () tal que

f(M,t) = h(x,t).
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Se supone g y h suficientemente regulares. Ademds, considerando x = ¢(a,t), se

tiene

h(¢(a ), 1) = g(at).

Al calcular la derivada respecto al tiempo se tiene
0g
8 Z a k
ah
x,t).

A esta derivada la vamos a llamar derivada material y la denotaremos de la siguien-

8 oh
4’" (a,t) + 5, (x,8),

te forma oh 3 ”
vn_og _on
D~ ot o5 + (u-V)h. 4.1)

Representacion euleriana de la aceleracion

En particular, cuando se toma & como la velocidad se tiene lo siguiente

u(x,t) = u(@(a,t),6) = hix, ) = g(a,6) = P(a1)

92
1w t) = S,
_ 9%
= §(a,t),
oh oy oh (x, 1)
at k a 4 4
~ Ju u
== (x,t) —|—Zuk x, 1) 8 k(x,t),
_ du
=5 + (u-V)u.

Observacién: La velocidad y aceleracion se las puede describir tanto en términos de
las variables eulerianas como en términos de variables lagrangianas. Generalmente
se usa la representacion euleriana para fluidos y la representacién lagrangiana para

sélidos.

4.2.1. Conservacion de la masa

Definiremos el concepto de masa a través de la siguiente hipotesis:
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Para todo sistema material S, en cada tiempo t, existe una medida positiva y; en
) llamada distribucién de masa. Suponemos que esta medida es regular, entonces

existird p suficientemente regular tal que
due(x) = p(x, t)dx.

Ahora, para obtener algunos resultados, se usa el siguiente lema y la siguiente
proposicion:
LEMA 4.2.1 (Diferenciacién de un determinante). Dada una familia de operadores
lineales S = S(t) € L(RN), t € I, tal que det S(t) # 0, para todo t € I. Entonces:
d das
& 1aet(5(1))] = det[S(1)] - tr [dt (1S~ (t)} .

En esta seccion tinicamente vamos a dejar enunciado este lema, su demostracién

la podemos ver en [18].

Para la siguiente proposicién vamos a considerar lo siguiente:
K(t) = / C(x, t)dx
QO

donde C = C(x,t) es una funcién escalar dada.

PROPOSICION 4.2.2. Suponemos que C(x, t) es una funcién de clase C! para x € Q)
yt eI, yqueu esC! conrespecto a x y t. Entonces

dK aC .
S = /Q Iy (ot [ dio(Cu) (x )dx

Demostracion.

;t / o(a,b), )det(Vap))da
ac aC 99

0
o E -det(Vq¢) + Z ax; ot -det(V,¢) +nget(vﬂgb) da

s
-

kle aC
/Oo at+za u]+Cd1vu]det( ap)da

/Qt [ + div ( Cu)} dx.

la identidad

aatdet(Va(p) = div u det(Vq¢)
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se obtiene a partir del lema anterior, el calculo de tr[fl—f(t)s “1(t)],con S = V,¢ lo

encontraremos en el apéndice. O

Definicion 4.2.3. La masa total de un sistema en el tiempo t es la integral
m= [ du(x).
o, ()

Ademas, si la medida es regular se escribe:

= ,t)dx.
m= [ ol dx

PROPOSICION 4.2.4. Si consideramos un sistema material S que llena el dominio ()

en el tiempo t € I. Entonces para toda x € (); y paratodat € I

dp _
3 + div(pu) =

donde p(x,t) es la densidad de la masa volumétrica y u(x,t) es la velocidad de la

particula que ocupa la posicién x al tiempo t.

Demostracion. Sea Q) C (), como se supone que la masa es constante, entonces

;t/ apr(x) =0,

d/ / (x,£)d
dt dpu ot

- {¥+mwwﬂ

pero

lo cual se obtiene al aplicar la Proposicion 4.2.2, ademds para todo Q} C ()

o

9%
T div (pu)} =0

por lo cual necesariamente

ap

5 T div (pu) =0

para todo (x,t) € O x I.
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4.2.2. Ley fundamental de la dindmica

Definicién 4.2.5. Sea U(x) un campo vectorial en R>. Se dice que U es un campo
vectorial helicoidal (CVH) si existen w, b € R3 tal que

U(x) =wAx+Db

donde w se llama resultante (lineal) de U(x)2. Sea xg € R®, entonces U(xg) es su
momento resultante (resultante angular) en x. {U(x(), w} se los conoce como sus

elementos de reduccion en xg del campo vectorial U.
Observemos que para U(x) un CVH, para todo x,x’ € R3 tenemos
U =U(x)+wA (¥ —x)

PROPOSICION 4.2.6 (Transporte de Reynolds). Sea S un sistema material tridimen-
sional que ocupa el dominio Q) al tiempo t y sea C una funcién de clase C! en x y

en t, entonces:

d DC
7 QtC(x,if)p(x,if)dx = /Qt Di (x,t)p(x,t)dx

donde % = % + u - V es la derivada material mostrada en (4.1).

Demostracién. De acuerdo a la Proposicion 4.2.2 se tiene:

a / C(x, t)p(x, t)dx = / 8£p + Cap +VC-pu+CVp-u+Cpdivu | (x,t)dx
dt Jo, ot ot

luego, por la Proposicion 4.2.4 tenemos

d
Clt/QtC(xt

-VC\)d
= [, (oo o) o

/ Df (x,t)p(x, t)dx.

o, D

Momento lineal, angular y sus correspondientes campos vectoriales helicoidales
(CVH)

Los tipos de campos vectoriales helicoidales asociados a un sistema material son

momento y cantidades de aceleracion.

2recordemos que w A X = (wyX3 — W3Xp, W3X] — W1X3, WXy — WX1)
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Dado un sistema material S en movimiento, se define en cada t el momento,

cuyos elementos de reduccién en el sistema de referencia de origen 0 son:
e Momento lineal del sistema
R = /Ot u(x, t)dus(x).
e Momento angular en 0 del sistema
Um):A;xAMLO@Mﬂ.
El momento angular en el punto z estda dado por
0(z) =0(0) +RAz.

Asi, {0(z)}. es el momento del sistema y se lo puede escribir como

o(z) = /Qf(x —z) Au(x, t)du(x).

Cantidades de aceleracion y su correspondiente CVH

Similarmente, definimos las cantidades de aceleraciéon cuyos elementos de re-

duccién son:
e Resultante dindmica del sistema
Q= [ ().
e Momento dindmico en 0
5(0) = [ x Ayl Dp).
El momento dindmico en el punto z estd dado por
0(z) =6(0) +SAz.

{6(2)}: es el campo vectorial helicoidal cantidades de aceleracion del sistema en el

tiempo t, observemos que se lo ve de la forma

5@y:/<x—@A7@¢ﬂm@y

o)
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PROPOSICION 4.2.7. En un marco de referencia dado, el campo vectorial helicoidal
“cantidades de aceleracion” de un sistema es igual a la derivada respecto al tiempo

de su campo vectorial helicoidal “momento".

Demostracién. aplicando la Proposiciéon 4.2.6, con C = u; (es decir, respecto a cada

componente del campo vectorial helicoidal R) se tiene

Dui
dt/ (x,t)due(x) = /QtDt(x,t)dyt(x)

lo que significa que

R = [ (s Dapl).

Ahora, para verificar que 6(0) = d‘;(to) se cambia a variables Lagrangianas y

usando la de conservacion de masa se tiene:
50) = | % Av(x Dp(x)
_/ (a,t) 824;( a,t)dpio(a)
% | 90007 % @ duo(a)
dt O ot *

d
= dt o, x Au(x, t)dp(x)

~ do(0)
Codt

Fuerzas

Dados dos sistemas materiales S v S’ en movimiento, en todo lo que tiene que
y q q

ver con fuerzas ejercidas por S’ sobre S, hacemos las siguientes suposiciones.

En cada tiempo t, las fuerzas ejercidas por S’ sobre S son representadas por un vector

medida d¢;(x) que se realiza sobre ().

Consideraremos en la practica cuatro tipos de medidas:
e Medidas que son regulares con respecto a dx. En este caso
dgs(x) = f(x,t)dx,
con x € ().
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e Medidas que se realizan sobre una superficie ¥; y son regulares respecto a la

medida de superficie d%;.

e Medidas que se realizan sobre una curva I'; y son regulares respecto a la me-

dida de longitud de arco dI;

e Medidas concentradas en un punto, que ocurren en el caso de puntos de fuer-

za.
Consideraremos estos cuatro casos que pueden ocurrir en un medio continuo

tridimensional.

Su correspondiente campo vectorial helicoidal

Asociado a las fuerzas ejercidas por S’ sobre S estd un campo vectorial helicoidal

cuyos elementos de reduccién en el punto 0 son

| do)y [ xndp(x).

A lo siguiente llamamos resultante lineal

|, do)

y en z el momento resultante serd

/Qt(x —z) Ade(x).

Ley fundamental de la dindmica
“Existe al menos un sistema de referencia R, llamado Galileano, tal que en cada tiempo t y
para todo sistema material S, los campos vectoriales helicoidales asociados a las cantidades

de aceleracion de S y a las fuerzas externas de S son iguales. "

Tomando un sistema S, se tiene un sistema de referencia en el cual en cada tiempo ¢

S, 70t = [ dou()
/th/\y(x,t)dyt(x) :/th/\d(pt(x).

Hipétesis sobre las fuerzas de cohesién

Dado un sistema material S expresado de la forma S = S; N Sy, cuyos dominios

correspondientes son ()1 y (), respectivamente, para un determinado tiempo. La
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frontera que es comun entre (0 y () ( X ), la vamos a suponer suficientemente

regular.

En lo que tiene que ver con las acciones ejercidas por S, sobre Sy, se hacen las

siguientes suposiciones:

H1 Las fuerzas ejercidas por S, sobre S; son fuerzas de contacto, lo cual significa
que pueden ser representadas por un vector medida d¢ concentrado en ¥ =
00 Noy.

H2 La medida es absolutamente continua respecto a la medida de superficie d%,

asi,
dp = Tdx

donde T es el vector densidad superficial de las fuerzas.

H3 La funcién T depende sélamente del punto x de X y del unitario normal a =
en el punto x, es decir
T =T(x,n)

H4 Para un 7 fijo, la funcién x — T(x,n) es continua.
PROPOSICION 4.2.8. Para todo x € Q) y para todon € R? con |n| = 1, se tiene

T(x,n) = —T(x, —n)

La demostracién de esto se encuentra en [18, pag. 44-45]. El vector T(x,n) se

llama vector de esfuerzos en x para la direccién n.

Tensor de esfuerzos de Cauchy

Iniciemos estudiando T(x,n) y observemos qué sucede cuando x = 0. Conside-

ramos e1, €, e3 los vectores unitarios a los ejes cartesianos y fijamos
T(O, e,') = 0’1']'6]'

donde para cada punto x se define una matriz ¢ de coordenadas ¢;;(x). Vamos a
considerar de una forma muy simple un dominio {); que serd un tetraedro (que
contendrd a un sistema material S1), cuyos vértices corresponderdn al origen Oy a

tres puntos en los ejes coordenados Aq, Ay, As.

34



El plano que se genera al extender la cara del tetraedro, cuyas aristas estan for-

madas por los puntos diferentes del origen, estard determinado por
n1X1 + NoXo + n3x3 = h.

Este tetraedro es elegido de tal forma que n; > 0,i =1,2,3.

Suponiendo que d¢ sea la medida asociada a las fuerzas externas (dp = f(x)dx),
v la aceleracién en un marco de referencia Galileano y du la distribucién de masa de

S1, aplicando la ley fundamental de la dindmica al sistema S se tiene

J, 7@ = [ dg(x) + R @2)

donde R es la resultante de las fuerzas ejercidas por S sobre S;. De acuerdo a las

hipétesis de Cauchy (enumeradas en la pagina anterior), tenemos

R = T(x, —ey)dxpdxs + / T(x, —e3)dx1dxy + / T(x, —ey)dxydxs
0ArA3 0A1A; 0A143

+ / T(x,n)d%.
Ay Ay As

Tomando en cuenta que la funcién T es continua respecto a x, se tiene que
T(x,e1) = a1j(x)ej = [09;(0) + o(a)]e;

con a = (ay,4ap,a3), donde 4; indica la magnitud que lleva la direccion e; del vector

0A; en el tetraedro descrito anteriormente, luego
/ T(x,e1)dxpdxs = area(0A2A3)[01;(0)e; + o(1)]
0ArA3
= ny - area(A;A2A3z)[o1j(0)ej +o(a)].
Ademas, para el plano formado por los puntos A1, Ay, y Az (A1A2A3) se tiene
/ T(x,n)dE = area(Ay A2 A3)[T(0,n) + o(a)).
A1ArA;
Sin pérdida de generalidad vamos a suponer que area(A;ApA3) = 1, entonces
R = R(a) = [T(O, n) - 7’11'0'1']'(0)6]' + o(a)]

Ahora, si consideramos un tetraedro a una escala mucho mas pequefia cuyos vérti-

ces se indican por ¢a, se sigue que

R(ea) = *[T(0,n) — n;c;j(0)e; + o(ea)]. (4.3)

35



Por otro lado, de acuerdo a (4.2) y observando que las funciones son regulares
R(ea) = [ (x)dpu(x)— [ 4
(ea) = J, v(®)dux) = | do(x)
= [r(x)o(x) = f(x)]dx

0 (a)

= 0(°)[7(0)p(0) — £(0)]-

De (4.3), al dividir R(ca) para ¢* y haciendo ¢ — 0, tenemos
3
T(0,n) = ) _ 0ij(0)nje;
iji=1
para todo n tal que |n| = 1y n; > 0. Esto nos sugiere considerar el operador lineal
3
n—on= Z ojinje;.

i,j=1

Partiendo del hecho de que esta definicion no dependa del sistema de referencia

e1, s, €3, obtenemos

Gracias a esto, el vector de esfuerzos en x para la direccién n es una funcién lineal
de las componentes de n. El vector de esfuerzos ahora es posible definirlo incluso

cuando n no es unitario.

3
T(x,n) = Z O'i]'(x)nie]'
i,j=1
3
=) [T(x,¢)-ejlejn;.
i,j=1

Se define entonces para cada x € () el siguiente operador lineal

c(x): R® — R3

n — o(x)n=T(x,n).

Este operador se llama tensor de esfuerzos de Cauchy en x e introduciendo el
tiempo se lo nota por o(x,t), el cual es una funcién lineal de clase, al menos ct,

respectoa xyat.
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4.2.3. Ecuacién general del movimiento

TEOREMA 4.2.9. Dado un cuerpo cuya densidad de masa es p(x,t) y estd sujeta a

fuerzas externas con densidad volumétrica f(x,t), se tiene
pyi = fi +div (oy).

Demostracion. Consideremos S’ C S que ocupa el volumen ()} en el tiempo ¢, donde
Qf C (O, ysea T, = 9Q)}. Las fuerzas externas sobre S’ son las fuerzas de volumen
definidas por la medida fdx y las fuerzas de contacto ejercidas por S — S’ sobre
S" estan definidas por la medida TdI' concentrada en I'j. Por la ley fundamental
de la dindmica (péag. 33), considerando cada componente de los campos vectoirales

correspondientes, se tiene parai =1,..., N
Dl iz = [ Tomdr+ [ fi(xt)d
Joy Pl x = [ TiComar + [ it
= o;i(x -n~dF+/ (x,t)dx
Jg 0 T+ [ i)

ademas, por el teorema de la divergencia

= iii d / i ,td
/Q;(T],](x) x+ Qgf(x )dx

L, (e D730, 8) = 0 (3) = flx,1) dx = 0

f
por lo tanto
p(x,t)7i(x,t) —0y,(x) — fi(x,t) = 0.

Para un fluido no viscoso el tensor de esfuerzos es de la forma
0’1']‘ = —p(Si]'.

donde p es la presion del fluido. Recordemos que en nuestro caso no existen fuerzas

externas, por lo tanto obtenemos

p(x, £)yi(x,t) + px, =0

lo cual, escrito de otra forma es

o (881: + (u- V)u) = —Vp.

37



Condiciones de frontera

Como es usual en la solucién de EDPs, la determinaciéon de una solucién par-
ticular exige conocer datos iniciales tanto para p o para u, y datos de contorno. La

siguiente condicién indica el caso de paredes impermeables
u-n=20 sobre d().
Si se refiere a paredes permeables, entonces

un=g sobre d().

Por todo esto, al considerar la dindmica de un fluido perfecto incompresible y

homogéneo, se tiene:
e Por la condicion de incompresibilidad: g—’t) =0.

e Por la condicién de homogeneidad: Vp = 0.

Entonces normalizando la densidad, se considera p = 1, y asi nos quedan las si-

guientes ecuaciones.

du+ (u-Vju=—-Vp en) (4.4)
V-u=0 en() (4.5)
u-n=0 sobred() (4.6)

donde u representa la velocidad y p la presion del fluido. Notemos ademés que la

ecuacion de Euler (4.4) puede ser escrita de la forma

|uf?
atu:ux(qu)—V T‘i‘P ’

cuya demostracién se puede observar en el apéndice y | - | representa la norma eu-

clidiana en IR3.

4.3. Hamiltoniano

4.3.1. Ley dela conservacion de la energia

Al describir la evolucién de nuestro sistema de particulas, se observa que tienen

energia cinética de traslacion (como si fuesen masas puntuales), pero también tienen
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energia cinética de rotacion e incluso de vibracién. Al considerar su conjunto a escala

macroscopica, éstos tipos de energia se denominara energia interna.

Las leyes de la termodindmica nos ayuda a entender los intercambios de energia
anivel macroscépico y la relacion del calor con el trabajo. Empezamos admitiendo la
existencia de una serie de magnitudes llamadas variables de estado termodindmicas
que describen el estado energético del sistema en un momento dado. Una de estas
variables es la densidad p y postulamos la existencia de una magnitud escalar e que
la llamaremos energia interna especifica, la cual la vamos a entender como energia
interna por unidad de masa. La energia interna esta intimamente relacionada con la
temperatura.

La mayoria de variables dindmicas y las termodindmicas se rigen por leyes que
se relacionan entre si, es decir por sistemas de ecuaciones diferenciales acoplados.
En algunos casos el sistema se desacopla y podemos estudiar la dindmica sin te-
ner que preocuparnos de los procesos térmicos. El desacoplamiento de la dindmica
ocurre en los procesos incompresibles, debido a que se anula el término de acopla-
miento crucial, el cual relaciona la variacién de la energia cinética con la variacion
de la energfa interna. Es por esto que en los fluidos perfectos incompresibles no es

necesario considerar la energia interna.

Se postula una ley de conservacién para la energia total de un sistema, contenida

en el volumen (),

1
E(Q :/ ~u®+e).
@)= [ plyut+0)
El término de acoplamiento crucial es
3
oc:D = ZO}]DU
if
=-p(V-u)

el cual se anula. 3, #

En general, para los fluidos perfectos compresibles se considera la siguiente ecua-

3Desla parte simétrica del tensor Vu
1 (ou; Ou;j
D= - | 22 4 77
Y 2 (ax] + 8x,>

“La operacién : se la llama producto de contraccién de dos matrices.
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cién, respecto a las variables termodindmicas

% w-VetrEv.u=—o.
ot o

Regresando al caso incompresible, la derivada material de la energia interna es

De
E—O

debido a que en un fluido no viscoso incompresible la energia interna permanece

constante a lo largo de las lineas de flujo, por lo tanto, en este caso se tiene

de
&—_U'Ve

entonces, como ya habiamos dicho, ésta queda desacoplada de las ecuaciones de
movimiento. Es por esto que la variacién de la energia interna no afecta a la varia-
cién de la energia cinética y viceversa. Por tales razones consideramos en este caso
el hamiltoniano del sistema a )

H(w) = 3 lulf’

el cual solamente representa la energia cinética del sistema, donde || - || serd precisa-

do en el préximo capitulo.

40



Capitulo 5

Dindamica hamiltoniana no canonica

5.1. Ecuaciones de Euler en espacios funcionales

En el presente capitulo consideramos las ecuaciones de Euler

ou =ux (Vxu)—Vp en Q) (5.1)

V-u=0 en () (5.2)

u-n=0 sobre 9() (5.3)

donde O C R" es abierto y acotado, u = (uy,...,uy) es el campo vectorial de
2

velocidades y f = |uz| + p (con p la presion del fluido), que se analizan en espa-

cios funcionales adecuados. Més adelante usaremos w para denotar V x u. Ademas,
consideraremos el estado estacionario del sistema, entonces de aqui en adelante su-
ponemos d;u = 0y el dominio sobre el cual se trabajard no depende del tiempo. Por

razones de notacién, continuaremos incluyendo dyu en la ecuacién (5.1).

Ahora, suponemos que u; € L?(Q) para todo i € {1,...,N}. Puesto que L?(Q)

es un espacio de Hilbert, si dotamos del producto escalar

N
,V) = -vdx = /u-v-dx,
(u,v) /Qu % ; o i

al espacio (L?(Q)))N, éste también lo sera.

Observacién: Se denotardn con n y N las dimensién del dominio () y del campo
vectorial, respectivamente. En lo que viene a continuacion, se trabajard con n = N,

éstos tomaran valores de 2 6 3.

Para describir la condicién de incompresibilidad (5.2) y la condicién de con-
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torno (5.3) sobre este tipo de espacios, introducimos las siguientes definiciones.

Definicién 5.1.1. Sean u € L?(Q) ei € {1,...,n}. Una funcién ¢ € L2(Q) se llama

derivada parcial débil de u respecto a x; si
/ u—(P dx = / gpdx, Vo € Ci’(Q)).
dx;

A la derivada parcial débil de u respecto a x; se la representa por (—‘37”

Desde otro punto de vista, una derivada débil es una derivada en el sentido de

las distribuciones. De acuerdo a esto, se define el espacio

H'(Q) = {u cL}(Q): gx € L*(Q),Vi= 1,...,n}
1
y cabe mencionar que también es un espacio de Hilbert dotado del siguiente pro-

ducto escalar.
(u,0)n = (1,0) 12+ (Du, Dv);2

Definicién 5.1.2. H} denota la clausura de C}(Q) en H'(Q))

H}(Q) equipado con el producto escalar de H! es un espacio de Hilbert. Existen
varias caracterizaciones de este espacio, las cuales las podemos observar a detalle
en [3, pag. 287-289].

Definicién 5.1.3. Sea u tal que existe g%; € L*(Q) Vi=1,.,N . Se dice que u tiene

divergencia cero notada por V - u = 0 si se verifica

o c0
/Qv <121 axl) dx =0 VYo e C(Q).
Recordando que C(Q) es denso en H}(Q2), en la topologia de H!(Q)), esta ecua-

ci6n se verifica también para todo v € H}(Q).

Consideramos el dominio () C IR" acotado y de clase C? (basta tipo Lipschitz),
entonces lo podemos asociar con n(x) que es un campo de vectores normales unita-
rios. Para u € (L?(Q))N queremos interpretar la ecuacién (5.3). Se observa que 9Q)
tiene medida de Lebesgue n-dimensional cero, entonces u; € L?(Q)) podria no estar
definido en 9Q), por lo tanto no se puede restringir u; € L?(Q) a 9Q) en el sentido
usual. Sin embargo, podemos definir los valores que puede tener u; en la frontera

mediante el teorema de la traza. Para ello vamos a introducir el espacio L?(3Q).

De acuerdo a la seccién 4.1.1, debido a que () se supone de clase C? y por la

compacidad de (), existe {O;};cq1,. 4 que es un recubrimiento finito de abiertos
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de dQy H; : Q — O; tal que verifican
H; € C*(Q), H;'eC*0;), Hi(Q+)=QNO; y Hi(Q)=0;n0Q (54)
Definicién 5.1.4. Se dice que A C d() es c-medible si para todo 1 <i < k, H;” 1 (A)

es un subconjunto Lebesgue medible de R 1.

Sea f : ) — RR. Se dice que f es c-integrable si para todo 1 < i < k la funcién
f(H;(y',0)) es integrable en Qg respecto de la medida de Lebesgue en R" 1.

De acuerdo al teorema de particion de la unidad, tomando (6;)o<;<x que es la

Gl-f : Oi No) — R
x = 6i(x)- f(x)
Definicién 5.1.5. Dada f : 02 — R c-integrable en d(), se define su integral en 0Q2
por

k
ICLORD W RIRCHICIE

donde:

N

1/2
(6:f) (Hi(y',0)) <Z<ﬁir(y,/0))2> dy’

r=1

k
Y [ @) = |

lyl<1

1
i

~ oH
Hir(y) = det (a ]

v (y)}lﬁléN,l#r,léjSN—1>
]

con Hll la componente [-ésima de H;.
Definimos el espacio
12(9Q) = {f:80—>IR:/aQ\f]2da< oo}
que es un espacio de Hilbert dotado del siguiente producto escalar

(F,8)iacy = [ f@)g(do(x),  Vf,g € 2(00).

TEOREMA 5.1.6 (Teorema de la traza). Suponemos que () C R" acotado y de clase

C!. Entonces existe un operador lineal acotado

v : HY(Q) — L2(0Q))
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tal que

(i) v(u) = ulan siu € H(Q)NC(Q),

@) [|7(u)ll200) < Cllullgq) para todo u € H'(Q), con C > 0 que depende de
Q.

Este resultado es un caso particular del teorema de la traza que se puede observar

en [5]. Para lo que viene, vamos a introducir un subespacio de (L2(Q))N
(H{(Q)N = {u — (1, uy) : Uj € Hl(n)},

el cual es un espacio de Hilbert con el siguiente producto escalar
N
(u,v) = / u-vdx+ 2/ (Vu;) - (Vo) dx.
0 = Ja

De acuerdo con el teorema anterior, en el caso en que u € (H'(Q))N, v(u;) €
L2(9Q)) define a u; en Q). Considerando ademas el campo n(x) de vectores norma-

les unitarios a dQ) se introduce la siguiente notacién

N
Ta(u) =Y niy(u;) (5.5)
i=1

y la llamamos traza normal de u.

Teorema de Stokes generalizado

Para los siguientes resultados vamos a definir el espacio de Sébolev H'/2(30}).

Para ello necesitamos definir primero el siguiente espacio
HY2(R") = {u € L2(R") : (1+ |y|)V20 e LZ(]R”)}

donde i representa la transformada de Fourier de u. Ademas, se define la siguiente

norma

Jull = ([ + wPlawiay)

R”

Sea u € L?(9Q)), entonces se lo puede escribir de la forma

k

u=1y (Bju)

j=1
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donde (fju) : O;N Q) — R. Ademas, consideramos A = {y € R" ! : |y| < 1}

(observamos que para todo y’ € A tenemos (i/,0) € Qp) y definimos la aplicacién
v A— R
y' — (0u)(H;(y',0)).
Entonces definimos el siguiente espacio
HY2(3Q)) = {u co; € HYA(R'Y),j = 1,..,k}.
Ademés, utilizando el operador traza del Teorema 5.1.6 se tiene que
Y(HY(Q)) = H/2(30))

La demostracién de un resultado analogo a éste se lo encuentra en [9]. Se considera
ademas
H2(00) = (H?(00)))".

TEOREMA 5.1.7 (Teorema de Green). Sea Q) un abierto acotado de RN de clase C!,

que permanece en el mismo lado de la frontera 9Q). Sea u,v € H'(Q)), entonces para

1<i<n, 5
v
/ ax1 = — /Q a—xiu dx + /m'y(u)'y(v)ni ds,

Su demostracion se la encuentra en [14].

Observemos en particular para u € H'(Q) y para v € H}(Q), este teorema

vaudx——/ a—vudx.
ox; ;

verifica

Seau = (ug,up,u3) € (HY(Q))N yv € H'(Q). Aplicando el teorema anterior a

cada u;

8u1
Qvaxl /8 U; dx+/ v)n; ds,

sumando en 7 resulta
/Qv(V-u) dx+/QVv-udx:/aQyn(u)7(v) ds vue (H(Q)N,ve H(Q).

Este resultado se lo conoce como Teorema de Stokes Generalizado. Puesto que y(v) €
H'/2(30)), entonces ,(u) define un elemento en H~1/2(30)) pues H'/2(9Q)) C
L*(0Q) c H/2(3Q0).
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Ahora definimos un nuevo espacio
E(Q) = {u e (L*(Q))N : divu € L*(Q)},
el cual es un espacio de Hilbert con el siguiente producto escalar
(u,v) = /Qu -vdx + /Q(div u)(div v) dx.

Observemos que se tiene H! (Q)N < E(Q) C L?(Q)N con inyecciones continuas.

Sea u € E(Q), de acuerdo con [20] y [19], le podemos asociar 7, (u) € H~1/2,

donde 7, es la traza normal definida en (5.5). Ademas
/ o(V - u) dx +/ Vo udx = (ya(u),7(0)) Vue E(Q),0 € H(Q).
QO QO
Por lo tanto la condicién (5.3) equivale a

(Ta(u),w) =0  Vw e H2(3Q).

Observacion: Sea u € E(Q) tal que verifica (5.2), entonces (5.3) la entendemos por
/Q(Vv-u) dx =0 Yo e HY(Q).
Si definimos el siguiente espacio
V={veCy(Q): dive=0},
su clausura respecto de (L2(Q))N es
L2(Q) = {uec (I*(Q)N|V-u=0en, wu-n=0sobred}

por lo que un elemento de L2(Q) que cumpla (5.1) serd solucién de las ecuacio-

nes de Euler. Observemos que L2(Q) C E(Q), pero no tiene ninguna relacién de

contenencia respecto a (H'(Q))N.

5.2. Proyeccién de Leray

Para simplificar un poco las cosas, vamos a enunciar el teorema que se lo conoce
como la descomposicién de Hodge-Codaira, pero antes de esto cabe mencionar un

par de problemas que serdn muy Ttiles en la demostracion de este teorema.

Problema de Dirichlet para el Laplaciano
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Sea f € H1(Q), y consideramos

—Au=f en () (5.6)
u=20 en 0Q)

Se dice que una funcién u € H}(Q) es solucién débil del problema (5.6) si cumple
LLVM-V¢dx:<ﬂ¢> Vo € Hi(Q).

PROPOSICION 5.2.1. Para toda funcién f € H-'(Q), el problema (5.6), tiene una

tinica solucién u € H}(Q), la cual satisface la desigualdad

[l < Cllf Il

donde C > 0 depende tinicamente de ().

Este resultado es un caso particular de las ecuaciones elipticas presentadas en [5].
Problema de Neumann con condicién de borde no homogéneo.

Sea g € (L?(0))VN, ademas

Au=divg en (), (5.7)

ou
5, - 8m sobre 0().

Una funcién u € H!(Q)) es solucién débil de (5.7) si
/(Vu—g)-Vgodx:0 Vo € H'(Q).
0

PROPOSICION 5.2.2. Para toda funcién g € (L*(Q))N de divergencia cero, el pro-

blema (5.7) tiene una solucién tinica u € H'(Q), la cual satisface la desigualdad.
[ll g < Cligllr2-

Este resultado se lo encuentra en [16].

TEOREMA 5.2.3 (Descomposicién de Hodge-Codaira). Sea () C R” con frontera C!,
entonces el espacio de las funciones cuadrado integrables en () se puede representar

mediante la siguiente suma directa:
(> Q)N=12¢VHleVvZ
donde Z = {z € H' : Az =0 en Q}.
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Demostracién. Seau € (L*(Q))N, vamos a mostrar que u se puede representar de la
forma
u=v+Vw+ Vz (5.8)

tal que v € L2(Q), w € H}(Q), z € Z. Planteamos el siguiente problema

Aw = divu en (),

w=0 en 0Q).

Gracias a la Proposicion 5.2.1, este problema tiene solucién tinica w € H}(Q2). Ob-

servando que (u — Vw) € (L?(Q)))N formulamos ahora el problema

Az =0 en (), (5.9)
(Vz—(u—Vw)) - n=0 en 9Q).

Gracias a que div(u — Vw) = 0y a la Proposicién 5.2.2, éste tiene solucién tnica en

H'(Q), por lo tanto para verificar (5.8) basta probar que v € L2(Q).
Observemos que

v=u—Vw-—Vz

Por la segunda condicién del problema (5.9) se verifica inmediatamente v-n = 0
sobre 0Q). Para verificar la condicion V - v = 0 tomamos ¢ € C§°(Q)) y observamos

que

(divv, @) = (v,Vo)
(u—Vw—Vz Vo)
(divu—Aw — Az, ¢)
0

esto indica que V - v = 0 entonces v € L2(Q)).

Ahora para finalizar, basta mostrar que los espacios en cuestién, son ortogonales
entre si, para ello tomaremos atencién a que C5°(Q)) es denso en Hé (Q)) en su res-
pectiva topologfa. Iniciamos tomando v € L2(Q) y w € H}(Q), por el teorema de

Stokes generalizado se tiene

(v, V) = = [ (divv)wdx+ (3(v), y(w)) = 0
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sivel2(Q)yzeZ
(v, Vz) = — /Q (div v)z dx + (yu(v),7(z)) = 0
siw € C3°(Q) y z € Z, entonces
(Vz, Vo) = —(Az,®) =
y extendiendo para w € H}(Q) tenemos

(Vz,Vw) =0

A partir de este teorema, es posible definir la proyeccién

Pr: (L2(Q)Y — L3(Q)
u — Pyu.

Como LZ(Q) es un subespacio vectorial cerrado de (L2(Q))N, entonces es un es-
pacio de Hilbert con el producto escalar de (L?(Q))N. Ademés, vamos a suponer
que u verifica u;0yuj, u;jdyu; € L%(Q) para i # j, para esto podremos suponer que
Iy i € L*(Q), Vi, k € 1,...,n ademds se toma por hipétesis que Vi se encuentra en
alguno de los espacios ortogonales a L2(Q)). Como en L2(Q)) se verifican ya dos de
las ecuaciones de Euler, por lo tanto, vamos a plantear la ecuacién que falta sobre

este espacio. Analizaremos
Py(dpu—ux w+ Vp) =0.
que equivale a analizar
(Qu—-uxw+Vpv)=0 Vveli(Q)
por el teorema anterior esto se simplifica y se obtiene

(Ou—ux w,v) =0 Yv e L2(O) (5.10)
Observacién: De aqui en adelante, cuando hablamos de la ecuacion de Euler, nos

estamos refiriendo especificamente a la ecuacién (5.10), la cual a su vez proviene de

una simplificacién de la ecuacion (5.1).
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5.3. Sistemas hamiltonianos no canonicos

Introducimos ahora la nocién de operador de Poisson, el cual, generaliza el con-
cepto de corchete de Poisson y a su vez extiende el concepto de sistema hamilto-

niano. Sea W un espacio de funciones, { € W, consideramos la siguiente ecuacion

& = J(€)3:H (5.11)

donde J (&) es un operador lineal antisimétrico, H un funcional definido sobre W,
tal que dzH representa su gradiente. El operador [J (&) se lo conoce como operador

de Poisson y H como el hamiltoniano del sistema.

Un sistema hamiltoniano viene descrito a través de W, ] y H asociados a una
ecuacion del tipo (5.11). En la siguiente seccion y el siguiente capitulo vamos a des-
cribir, dependiendo de la dimensioén del dominio sobre el cual se definen los campos
vectoriales, en cada caso, un sistema en el que estd involucrada la ecuacién de Eu-
ler descrita por medio de un operador de Poisson. Luego de esto observamos si es

posible asociarlo a un sistema hamiltoniano.

5.4. Ecuacion de Euler con dominio bidimensional

En la presente seccién se considera ) C R? y ademés se considera

; curlv—%—%
’ C 0x; Oxn

_dp. 09,
curl(p—a—le o

LEMA 5.4.1. Sea Q C R2, todo campo vectorial bidimensional u que satisface las

condiciones:
a) V-u=0enQ
b) n-u = 0enad)

se lo puede escribir como

u=curl ¢

donde ¢ : () — R, visto de otro modo; se verifica

L2(Q) = {curl ¢ : ¢ € HY(O)}.
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Demostracion. Definimos el espacio
X = {curl 9: 9 € H(Q).}
Seau € X, observemos que

V-u=V-(curl ¢)
=0

ademads para verificar su condicién en 9Q). Sea v € H!(Q)

Vo-udx= [ Vo (curl ¢)d
/Qvux Qv(curq))x

= /Q[curl (Vo)]e dx
=0

entonces n - u = 0. Por lo tanto u € L2 y se concluye X C L2. Ahora suponemos

u € L2(Q), vamos a encontrar ¢ € H'(Q) tal que u = curl ¢.

Para esto, extendemos u hacia todo R? de la siguiente forma.

. u en ()
u:
0 enRZ—0

y se introduce la transformada de Fourier para cada i; coni = 1, 2.
ﬁl(é’) = /]RZ 6*2”i(x1§1+x2§1)gi(x) dx,
gracias a la transformada inversa, se obtiene

divi= [ 2 8) d 7ri (F ) + Eilly) dE
R

Por lo que la condicion de divergencia nula equivale a
Guily + Gy = 0 (5.12)

Definimos una funcién ¢, de la siguiente forma

. 1 5
=iz, (5.13)

la cual, gracias a la condicién (5.12) cumple

N
= Tomig,

B, (5.14)
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Asi, tomando ¢ a la transformada inversa de ¢, es decir,
o(x) = /R AT 8n)i) g

se tiene 5 5
99 _ - _9% _ -
aJC2 - y aX] =

Es necesario mostrar ademas que ¢ € L?(IR?), para ello vamos a mostrar que
@ € L*(R). Dado que iI; € L?(R) y considerando (5.13) y (5.14), basta mostrar que

¢ estd acotado en una vecindad del origen. Gracias a (5.12) tenemos entonces

ﬁl (611 0) =0,
puesto que 7 es holomorfa, entonces al considerar su serie de Taylor tenemos

o1y

11(¢1,82) = Cza?z(gl,()) +o(|&2]%),

a'f(
P(E1,82) = 5 35 (81,0) + o([2a)

por lo tanto ¢ estd acotado en una vecindad del origen, por lo que se encuentra en

L%(IR?), luego se concluye que ¢ € L?(IR?), mas atin, ¢ € H'(Q)
[]

Observacién: Todo campo vectorial bidimensional u = (11, u3), es posible conside-
rarlo como un campo en tres dimensiones de la forma @ = (11, uy,0), asi, el campo
curl ¢ se lo puede expresar por medio de V¢ x e donde e representa el vector
(0,0,1).

5.4.1. Ecuacién respecto a la vorticidad

Sea () C IR?, el vértice para los elementos de L2(Q) (considerados como campos en

tres dimensiones u = (14, u2,0)) se lo representa por
w=Vxu=—(Aple=we

se verifica ademds w = w - e. Ademads considerando nuevamente el problema de

Dirichlet para el Laplaciano

—Ap=w en()
@ =0 sobreoQ)
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y gracias a la Proposicién 5.2.1 vamos definir un operador K € L(H~1(Q), H}(Q)))

que provee la solucién débil de este problema como sigue
K:HYQ) — H)}(Q)

w — Q.

Seaa € H™!, se define el Operador de Poisson respecto de a como sigue

J(a): Hy(Q) — H Q)
b — J(a)b=—[VaxVb|-e

observemos que

LEMA 5.4.2. La siguiente ecuacién en H!(Q), representada por
(iw — J(w)Kw,p) =0 Vo € H Q) (5.15)
es equivalente a la ecuacién de Euler en L2(Q)).

Demostracién. Considerando la topologia de L2(Q), y debido a la descomposiciéon

ortogonal la ecuacion de Euler se plantea de la forma
(dju—ux w,v) =0 Vv € L2(Q),

para que esto tenga sentido, u;w € L?(Q)), (para esto suponemos w € L®(Q))) ade-
mas por el lema anterior, cada v € L2(Q) es de la forma v = V¢ X e, por lo tanto se

puede representar

(dru—uxw,V x (¢pe)) = (e-V x (dju—u X w), p)
=(e-Vxdu—e VX (uxw)ae)

observemos que e - V x (dju — u X w) € H~1(Q). Ademaés por un lado
e-V xdu=oiw
y por otro lado, considerandou = V¢ x e

e- VX (uxw)=e- VX (—wdypi—wdyej)
= —0xwdy@ + dywi P
= J(w)g-
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En H~1(Q) se tiene

oiw = J(w)e
w=—Ag

considerando el operador K, se tiene

(du—ux w, V¢ xe) = (dw — J(w)Kw, p).

5.4.2. Hamiltoniano

Una vez dicho en la seccién 4.3.1 que la variacion de la energia interna no inter-

viene en la variacion de la energia cinética, el Hamiltoniano queda definido por

1

H(w) = ofu]l? = 5 (uu).

Parau € L2(Q), existe ¢ tal que u = dy¢ i — dx¢ j, ademds observando que

(u, Vo x )12 :/Qulay(p dx—/ouzax(p dx
—/Qayulgo dx—f—/naxuz(p dax
- /Q (=0, 111 + dyttn) @ dx (5.16)
:/Q[e~(V><u)](pdx
— (e (V xu),@)

el Hamiltoniano se lo puede representar como

H(g)
H(g)
H(w) =

=(e-V xu,9)
Ag, )

{w,¢)

(=
_1
2
el Hamiltoniano queda en funcién de w € H !y de ¢ € H}(Q). Haciendo uso de
K lo ponemos en funciéon de w € H-1(Q)
1
H(w) = 3 (0, K(w))

Definicién 5.4.3 (Gradiente en espacios de Hilbert). Sea ® : X — R un funcional

definido tal que X es un espacio de Hilbert. Si existe la derivada de Gateaux de ®
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en u, es decir existe

[D(u + eil) — P(u)]

tal que § € X*, entonces a § lo llamaremos gradiente de @ y lo notaremos por
au(b.

Mediante el teorema de representaciéon de Riesz, es posible también asociar el gra-

diente con g € X tal que (i1) = (g, i).

Vamos a buscar el gradiente de H, pero antes de esto observaremos la siguiente
propiedad sobre K. Sea u,v € H}(Q)
(u, Kv) = (—=AKu, Kv)
- / VKu - VKo dx
Q

= (—AKv, Ku)
= (v, Ku).

Ahora analizando el gradiente de H(w)

H(w+eu) — H(w) = = [(w+eu, K(w + eun)) — (w, Kw)]

[(eu, Kw) + (w, K(eu)) + eZ(u,lCuﬁ

[e(u, Kw) + e(u, Kw) + €*(u, ICu)}

D NIRNRN -

(u, Kw) + O(€?).

Se observa que
awH — ICCU,

en este caso éste gradiente esta considerado en H}(Q), por lo tanto en H™1(Q) se

expresa
atw = ](w)awH
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Capitulo 6

Ecuaciones de Euler en Q) C R>

En el capitulo anterior, se pudo observar que para () C R?, cada campo vectorial
bidimensional u € L2(Q) se identifica con un elemento de la forma (curl ¢), a partir
de esto la ecuacién de Euler formulada en L2(Q)) se la reformula en funcién de la
variable vorticidad, obteniendo asf un sistema hamiltoniano en H~1(Q). En el pre-
sente capitulo vamos a analizar lo que sucede cuando Q C IR®. Observaremos casos
especificos respecto al campo de velocidades y reformularemos la ecuaciéon de Euler
nuevamente respecto a la variable vorticidad. Definiremos entonces el operador de
Poisson que nos permita expresar la ecuacion de Euler a través de éste, ademds que

sea posible asociarla a un sistema hamiltoniano.

A continuacién la ecuacién de Euler formulada respecto a la variable velocidad

vamos a expresarla por medio de un operador de Poisson.

En L2(Q) la ecuacién de Euler equivale a
Jdru = Pr(u X w).
Considerando el hamiltoniano H(u) = }||u[|%, observemos que

uH(h) = lim 1 [H(u +ch) — H(u)]

= lim [(u,h) +¢(h, h)]

= (u,h),

por lo tanto, su gradiente es
duH =u
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Se define el operador de Poisson (no canénico) que depende de u

J(w): LE(Q) — LE(Q)
v +— —DP;((Vxu)xv)

Este operador es lineal y ademads es antisimétrico respecto al producto escalar en

L2(Q)). A continuacion se muestra la antisimetria.

Seav,v’ € L2(Q), observemos que
(Pr((V xu) xv),v)=((Vxu) xv,V)
puesto que el término (V x u) X v — (P,((V X u) X v) es ortogonal a v'ii. Ademds
(wxv,V)= /Q v} (w03 — w3v2) + vy (w301 — wW1v3) + V5 (vawy — viwWs) dx
=— (v,w x V)
Por lo tanto, tenemos:

(J(u)v,v') = —((V xu) x v,V)
= (v,(Vxu)xVv)
- (v J)V).

Se observa entonces que la ecuacion de Euler en L2(Q)) se escribe de la forma
atu = ] (u)auH

Asi obtenemos un sistema hamiltoniano respecto a la variable u. Observemos que
todo esto también se cumple en el caso Q C RR?, pero en aquel caso fue posible
caracterizar a los elementos de L(Q)) y analizar esta ecuacion respecto a w. En un
principio, no se conoce si es posible hacer 1o mismo al considerar Q C R3, por lo cual
se estudiaran subespacios de L2(()) tal que sean espacios de Hilbert, y trabajaremos

con la ecuacion de Euler dentro de éstos.

6.1. Espacio en funcién de campos escalares
Para construir el primer espacio, vamos a analizar lo que sucede cuando u tiene

una forma similar al caso bidimensional. Para dar sentido a las 3 dimensiones del

campo vectorial resultante usaremos e = V¢ con §(x,1,z) = x +y + z y analizare-
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mos el espacio formado por elementos del tipo V¢ x e, donde ¢ € H}(Q).

LEMA 6.1.1. Sea Q) C IR, definimos el siguiente conjunto
Y ={Vepxe:qgcH}(Q)}
entonces la siguiente inclusion se verifica
YcClL2
pero la otra inclusion no se verifica.

Demostracion. Seau = V@ X e € Y, observemos que

Vo xe= (¢y— @z)i+ (¢ — ¢x)j + (¢x — @y)k
=V X (¢pe)

por lo cual

V-u=V-(Vx(pe))=0.
Ademés, sea v € H!(Q),

/QVU-udx:/QVZJ-(VX(goe))dx

:/Q(VXVU)-((pe) dx
=0

por esto se cumple
u-n=0 sobre 0()

Ademas, para analizar en que falla la igualdad entre estos espacios, considera-

mos u ortogonal a Y y observamos

eV Xu=dyuz — dzup + 011 — xUz + dylip — dyliq

(u,Vp xe)p = /Q U0y P — U102 + U0, — U0 + U30xp — uzdy@ dx  (6.1)
= /Q —0yU1Q + 02U P — D U + OxUo @ — DxUzP + dyUz P dX
= /Q(ayu3 — 07Uy + 0zU1 — OxU3 + Oxlip — Jyli1) @ dx

=(e-Vxue)
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=0 VoeH\(Q)

por lo que tenemos e - V x u = 0, y a partir de u € L2(Q)), expresamos el siguiente

sistema
eV xXu+V-u=0dyus +dyup + dyuz + d;uz — dzu + 0z11 — OxUz + dyxlip — dyliq
e -V Xu—V-u= —dyuy —dyup — dzu3 + dyUz — dzUp + ;11 — OxlUs + dxlip — dyliq
haciendo el siguiente cambio de variable
U1 = U1 — Up + U3

Uy = Uy + Uy — U3

U3 = U1 — Uy — U3
se tiene
0,0y — ayvg, +0d,v1 =0
_axvl - ayv2 + azv3 == O

por lo cual en este caso el complemento ortogonal del conjunto Y respecto a L2(Q))
serd diferente de {0}, lo que implica que Y no es, por lo menos, denso en L2(Q)), por

lo cual se verifica la contenencia Y C L2(Q)) estricta. O

Recordemos que para un espacio de Hilbert H, y un conjunto X C H denso
en H, se tiene que X+ = {0}. Observemos que todo u € Y es un campo vectorial
de la forma u = (uy,up, —(u1 + uy)) (de cierta forma un campo bidimensional),
ademads Y resulta ser un espacio vectorial, por lo cual es un espacio de Hilbert con
el producto escalar heredado de L2(Q)). Al plantear la ecuacién solamente en este
espacio tenemos

(u—uxw,v)=0 Vvey. (6.2)

LEMA 6.1.2. Si trabajamos sobre el espacio Y C L2(Q)), la ecuacién de Euler (6.2) es

equivalente a la siguiente ecuacién en H~1(Q))
(@ +u-Va,9) =0 Vo c H}(Q)
donde @ =e- (V x u).
Demostracion. Seav € Y, entonces v = V¢ x e, ademads, por (6.1) se obtiene
(du—uxw,V x (¢ge)) = (e-V X (du—uxw),p).
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Ahora al desarrollar la parte derecha de esta ecuacion se observa
e-VXx((du—uxw)=e-Vxdu—e VX (uxw)
y desarrollando la segunda parte de ésta tenemos

u X w =(upws — uzwy )i+ (Uzwy — u1ws)j + (Urwy — upwq )k
V x (ux w) = (9y(u1wy — upw) — 0z (Uzwy — uqws))i
+ (92 (tpws3 — uzwy) — Oy (Ugwn — tpwy))j
+ (0x (Uzwy — uqw3) — 9y (urwz — uzws) )k
e -V x (uxw)=(us +uz)dywy — (w1 + ws3)dyuz

+ (U2 + u3)0xw1 — (w2 + w3)dxi
+ (U1 + up)0,w3 — (w1 + wy)0u3
+ w10y (uz + u3) — u10x(wa + w3)
+ wpdy (U1 + uz) — uxdy(wy + ws)
+ w30, (uy + u1) — uz0;(wy + wq)

= (11 + uz)dyws — (w1 + w3)dyun + U0y wy — wWydyly
+ (U2 + u3)0xw1 — (w2 + wW3)dxUy + U1dxw) — W10kl
+ (11 + up)9,w3 — (wy + wy)0zU3 + U30,w3 — W30U3
+ w10y (U + u3) — u10x (w2 + w3z) — (U10xw1 — W10xU7)
+ w0y (uy + u3) — udy (w1 + w3) — (U20ywo — wWrdyi)
+ w30z (U + up) — u30z(wy + w1) — (U303 — wW30;U3)

=(u-e)(dxwq + dyws + 0;w3) — (w - e)(9xuy + dyup + 9,u3)
+ (w10x(u-e) + w29y (u-e) + w30 (u-e))
— (u10x(w - ) + updy(w - e) + u30;(w - e))

=(u-e)(V-w)—(w-e)(V-u)+w-V(u-e)—u-V(w-e)

dado que u € Y se verifica

u-e=20
V-u=0
por lo tanto
e VX (uxw)=—-u-[V(w-e)]
= —u-[Va]



Entonces la ecuacién de Euler se puede expresar como
(@ +u-Va,9) =0 VYo Hj(Q).
O

Ademés, el hamiltoniano del sistema es H(u) = 1||u||?, pero a H lo queremos
considerar en funcién de @, lo cual seria posible s6lo para los elementos Vg x e € Y.

Para estos elementos se tiene

H(@) = 5 (@, )

Se observa que el gradiente de H(@) se lo podria relacionar con ¢.

Observemos la siguiente relacién en este caso.

e VXx(uxw)=—-u-[V(w-e)
= —[Ve xe] [V(®)]
=e- (Vo x V@)
=—e- (Vo x Vo).
Ademas, observemos el siguiente el corchete de Poisson
{,-}: C°(Q) xC®(Q) — C®(QY
(a,b) — {a,b} = —-VaxVb-e

escrito de otra forma
{a,b} = 9,a0,b — 0.bdya + 0xad;b — 0,adxb + dyadyb — d,adyb

éste posee efectivamente las propiedades de un corchete de Poisson (ver apéndice).
A partir de éste, vamos a definir el operador de Poisson del espacio H}(Q)) en
H~1(Q) como sigue:
J(@): Hy(Q) — HH(Q)
p +— J(@)p=—-VaoxVe-e
Ahora, solamente si fuese el caso que la solucién u de (6.2) tenga la forma V¢ X e,

se cumple:
(@@ —J(@)g,¢) =0 Y € Hy(Q). 6.3)
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Observemos la relaciéon que tienen w y ¢ para los elementos de Y

w=Vxu
=[(Iyxp — Ayy@) = (9229 — 92x9)]i + [(9zy @ — 9229) — (Ixxp — Iy @)]]
+ [(0xzp — 0xx@) — (dyyp — Dz )]k
=[0x(dy@ + 929) — (dyy + 0229)]i + [0y (Oxp + 929) — (dxxp + 9z )]
+ [02(0x@ + 9y @) — (Oxx + Iyy )]k
=[0x(Ve-e) = Agli+ [0y (Ve-e) = Aglj+[0:(Vg-e) — Aglk
=V(Vg-e)—(Ag)e

notemos que al trabajar con este campo e, se tiene
O=w-e=(-2A+Y)p.

Aqui definimos ¥ = 0y, + dyz + 0zx + dyx + 0zy + Jx.. Esta vez expresamos @ en

relacién directa con ¢ mediante
@ = [-2A +¥]o

pero no se conoce si a cada elemento @ € H~!(Q) se lo puede relacionar con un
tinico ¢ € H}(Q). En este caso obtenemos el sistema en H~1(Q)).
0w — J(@w)p =0
@ =[-20+Y]¢p
Observemos que una solucién a este sistema, implica una solucién para la ecua-
ci6n de Euler en L2(Q), pero no es un problema equivalente. Ahora, para expre-
sar (6.3) en funcién de @ solamente, es necesario definir un operador inverso a
[—2A + ¥]. Este operador inverso se espera definir mediante la solucion del siguien-

te problema, en el caso que tenga una tnica solucién.
Seaw € H 1(Q)

{ Ly =@(x,y,z) enQ) 6.5)

=0 sobre 0Q)
donde L = [—2A + ¥]. El cual puede ser visto de la forma

2 -1 1] [a,
L=—oc 9y o] [-1 2 -1 [g
1 -1 2 |,
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Observemos que este operador L no es eliptico, pues uno de los valores propios de
la matriz en cuestién es cero. Por lo tanto vamos a tomar un adecuado cambio de
variable, y reformular el problema.

Tomamos
= X
= x+y
= x+ty+z

N < =

en este caso
o(x,y,2) =¢(u,o—u1t—0)=¢(u,o,71)
ademas se define un nuevo dominio Q.

Q={(u,v1): (,v—u,1v—2v) €}

Al hacer este cambio de variable, se reformula el problema (ver apéndice). El nuevo

problema se lo escribe de la forma:

Lp =@(u,v—u,t—0v) en()
=0 sobre 90)

donde:
5 2 1) |9y
P—_ [au av} [1 2] lav].

Esta vez el operador no tiene dependencia de 7, ademads es un problema eliptico res-
pecto de las variables u, v, por lo tanto, si fijamos 7, éste se trasforma en un problema

paramétrico, para éste se considera un nuevo dominio
Or ={(w,0) : (u,0,7) € O}

y un problema

{ Ly =@(u,o—u,t—0v) enQr 6.6)

=0 sobre 9Q);

observamos que éste es un problema eliptico. La forma bilineal asociada al operador

L se lo escribe como sigue

Blg, ¢] := /Q 234 @Bup + Do) + uPdod + Do PIuep.

Ademés diremos que ¢ € H}(Q)r) es una solucién débil del problema (6.6) si verifica
Blg,¢] = (@, ¢)
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para todo ¢ € H}(Q). B[, ¢] es un operador bilineal, continuo y coercivo, ademds
(@, ¢) representa un funcional lineal y acotado en H}(Q). Por el teorema de Lax-
Milgram cada uno de estos problemas tiene una tnica solucién ¢ en Hj (Q-).
Sea
Q: Q — R
(u,0,7) — ¢(u,v)

por lo tanto, se obtiene una solucién paramétrica de (6.5).

Observemos que no se verifica necesariamente ¢ € H}(Q}), el problema radica
en que dados 77 y T2, no conocemos la relacién que guardan @, con ¢, entonces la
derivada respecto a T puede no estar definida. Hasta mientras no podemos asegurar

que exista una tnica solucién del problema (6.5)

Debido a que no logramos definir un operador [—2A + ¥] !, por el momento no

se puede hablar de una funcién

Ka: HYQ) — H)(Q)

w _— @

por lo tanto se complica definir el gradiente d; H, entonces hasta mientras es posible
definir el sistema (6.4), tal que si se obtiene una solucién para éste, implica que se

obtenga una solucién para la ecuacién de Euler en Y.

El problema que se puede observar en un comienzo es que todo se hace en base a
w - e, pero es posible encontrar facilmente w; y w; diferentes tal que w; - e = wy - e.
El hecho por el cual le damos sentido al problema es que nada nos asegura que cada

w; sea precisamente de la forma V x (V¢ X e).

6.2. Espacio en funcion de campos vectoriales

Con el fin de atacar el problema que se tiene cuando se trabaja sobre w - e ademas
de la dimensién del espacio formado por elementos del tipo u = V¢ x e vamos a
definir un espacio més grande que Y, pero que sigue contenido en L2(Q}). Para ello

se introduce el siguiente espacio

(HY(Q) = {o = (91, 92.95) : 9 € HH( D) }

64



el cual resulta un espacio de Hilbert dotado del siguiente producto escalar

3
(@ 9) = )_ (91,911 00)-

i=1
Se define el siguiente espacio
z={u=Vxgipe (H(Q)]}
A continuacién mostramos que Z C L2(Q).
Observemos que para todo u € Z se tiene
i) V.-u=V-(Vxg) =0;

ii) Seav € H'(Q),

/QVv~udx:/Q(V><(Vv))-(pdx:0

por esto se tiene Z C L2(Q), por lo cual Z C L2(Q). El espacio Z resulta un subes-
pacio vectorial, por lo tanto viene a ser un espacio de Hilbert. La ecuacién de Euler

en este espacio se la puede representar de la siguiente forma

(ru—uxw,V xe)2=0
(Vx(u—uxw),e)=0.
Por un lado estudiaremos V x (u x w) € ((H}(Q))%)'. Analizando sus componen-

tes tenemos

VX (uxw)=w-Vu;—u-Vuw;

de lo que se llega a las ecuaciones en ((H}(Q)))3)’

{ ow; =w-Vu;—u-Vw; parai=1,2,3 67)
w=Vxu
Ahora, consideramos el espacio F := (C°(Q2))? cuyos elementos son de la forma

w = (w1, wy, w3), sobre este espacio definimos el siguiente corchete de Poisson

{,}: ExF — F
(v,w) — (w-Vo;—v-Vwy,w-Vo, —v-Vwy,w-Vos—v-Vws)

que es bilineal, antisimétrico y satisface la identidad de Jacobi. Con el objetivo de

extenderlo, y ya que hemos planteado la ecuacion de Euler respecto a la vorticidad
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vamos a definir el operador de Poisson J(w), (ahora respecto a la vorticidad).

J(w): L3Q) — ((Hy(Q))%)
u +— Vx(uxw)

7

debido a que el hamiltoniano del sistema viene dado en funcién de u, usando este

operador, el sistema (6.7) se lo puede reescribir de la forma

{ 0w = ](w)auH

w=Vxu

Ademds, para los elementos de Z, es posible expresar el hamiltoniano, en funcién

de w

H(w) = 5 (w,9)

donde u = V x ¢. Se analiza para estos elementos la relacién entre w y ¢, se observa

up = (dy@3 — 0:¢2), Uz = (0291 — 9x@3), Uz = (OxP2 — Ay P1).

V xu =(dyx@2 — dyy@1) — (02291 — 02xp3) + OxxP1 — Oxx @1i
+ (9293 — 02:92) — (Oxx P2 — OxyP1) + Ay P2 — Iy P2j
+ (0xz91 — 0xx@3) — (dyyP3 — Ayz2) + Oxx @1 — Oxx 1k
= — A1+ 0x(0x@1 + 9y@2 +9.¢3) i
— A2 + 9y (9x g1 + dypa +9:¢3) |
— A@3 +0;(0x @1 + dy@2 + 0:93) k

por lo tanto tenemos
w=V(V-9)—(Lp) (6.8)

con Ly = A@q i+ Agy j+ Az k, visto de otro modo
wj = —A¢i + 95 (V - @)

Pero debido a que Z no se conoce si es 0 no cerrado, no se puede asegurar esta
caracterizacion para todo el espacio Z. De todas formas, resulta interesante obser-
var si es posible o no, obtener mediante los métodos ya conocidos ¢ € (H}(Q))3
dado w € ((H§(€2))?). Asi que planteamos el siguiente problema y analizaremos

su existencia.

La ecuacion (6.8) tiene la forma de una ecuacién eliptica. Dado w € ((Hg(Q2))3)/,

definimos como solucén débil de esta ecuacion a ¢ € (H}(Q))? tal que cumple que:
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Para todo ¢ € (H}(Q2))?
Blp, ¢] = w(¢)
donde
Blo, ¢] = /Q Iy @10yP1 + 0291021 — 0xP20y¢1 — 0x@30z¢p1 dx
+Am%%@+%m%@—%%%%—%%%@h

+ /Q ay(l)Say¢3 + ax(l)Bax(PS - az¢1ax¢3 - az(/’zay(PS dx

Pero se puede observar que B es lineal y continuo, pero veamos qué sucede respecto

a la coercividad.

Sea p > 0, dado que B no depende de d,¢1 d,¢> ni de 9, @3, es posible encontrar
@ tal que Blg, 9] = 0 y ademés

/Q ax(p% + ay(p% + az(/% dx #0,

entonces para tal ¢ se cumple
Blo, 9] < Bllg|

por lo tanto no es coercivo. Hasta el momento no se puede asegurar que se obtiene

0 no ¢, para w dado.
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Capitulo 7

Conclusiones y recomendaciones

7.1.

1.-

Conclusiones

El estudio del teorema 5.2.3 (Descomposicion de Hodge-Codaira) y de los es-
pacios que lo involucran, es fundamental para el desarrollo de este trabajo,
puesto que nos permite simplificar la ecuacién de Euler cuando la planteamos

sobre el espacio L2(Q)).

La ecuacién de Euler expresada en L2(Q) es posible interpretarla a través de
un operador de Poisson respecto a la variable velocidad, que posee las propie-

dades de linealidad y antisimetria.

El hecho de que los espacios a los cuales denominamos Yy Z no aseguren ser
cerrados, impide que todos los elementos de los espacios Y y Z tengan una

caracterizacion similar al caso bidimensional.

El hecho que L2(Q) sea Hilbert nos permite analizar la ecuacién de Euler en
funcién de la variable vorticidad, en el espacio sobre el cual ésta se encuentra
definida.

La ecuacion de Euler en Z, es posible interpretarla mediante un sistema de
dos ecuaciones en el espacio dual de (H}(Q2))?, en términos de las variables
velocidad y vorticidad, en el cual una de estas ecuaciones es posible expresarla

usando un operador de Poisson.

Es posible encontrar subespacios de L2(Q)) tal que sus elementos se los puedan
considerar como campos vectoriales bidimensionales y la ecuaciéon de Euler se

la pueda escribir mediante un sistema de ecuaciones en el espacio H~!(Q).
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7.- Se encuentra una solucién paramétrica al problema

Lo =@&(x,y,z) enQ) 7.1)
=0 sobre 0() .

donde @ € H'}(Q),yL =[-2A+Y¥],con¥ = Oxy + dyz + 0zx + Jyx + 92y +
axz

7.2. Recomendaciones

1.- Realizar un estudio mds a fondo sobre la relacién entre los espacios L2(Q)) y
Z.

2.- Estudiar subespacios sobre los cuales sea posible obtener solucién tinica para

cada uno de los sistemas:

En H1(Q)

at(I) — {(I),(P} =0
@ = [-2A + ¥]g

En ((Hp)®)'
{ oww; =w-Vu;—u-Vw; parai=1,2,3

w=Vxu

3.- Estudiar los puntos de equilibrio de estos sistemas.
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Apéndice

Ecuaciones de Euler

Conservacion de la masa

En la demostracién de la proposicién 4.2.2 se requiere probar lo siguiente:

Dado un campo vectorial ¢(a,t) suficientemente regular, con x; = ¢;(a,t) y
_ 9i(at)
ui(x,t) = =57, entonces
divu =tr d(Z:@(t)(Vaqb)_l(t) :

Sea S = V¢, observemos que

aal(Pl aﬂz‘Pl aﬂ3¢1
5= aﬂlqbz aﬂquz aﬂ3¢2
aal $3 aaz $3 aﬁs ¢3

ademds, su matriz inversa es

Oy 0200593 — 0030200, §3 3200, P3 — 0y 9200393 Oay P2040,$3 — Iy P20, 3
Sil - M aaz(P?)aﬂg(Pl - aﬂchlaﬂg(l)?) 8034)381114)1 - aa3¢1aﬂ1¢3 aﬂl(l)laaz(l)?) - aa2¢1aﬂl¢3
aa2¢1aa3¢2 - aa3¢1aa2472 aa3(,blaa1(,b2 - aa1¢1aﬂ3¢2 alll 4)18112472 - aachlaﬂl(PZ

La matriz %—f(t), es la que se obtiene al derivar respecto al tiempo cada compo-
nente. Ademds, como ¢(a, t) es suficientemente regular se observa que sus compo-
nentes tienen la siguiente forma

2 0y _ 2 o,
ot aﬂ] aﬂ] ot
. aui
all]'
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aui
- aixlaﬂ](Pl

Por lo tanto, las componentes de la diagonal de la matriz [%S_l] son las siguientes:

as _ 1 ou
[dts 1} . detS( 1aa1¢1[aa2¢28a3¢3 aa3¢28ﬂ2¢3]+

Ju Ju
aixiaaz(f’l [aa2¢3au3¢1 - au2¢1aa3¢3] + aixiaasqbl [aﬂ2¢1aa3¢2 - aa3¢1aa2¢2])

o
_axl
as . _ 1 au2
auz ou Us
aaz(PZ[ a3¢3aa1¢1 a3<Pl ﬂ1473] + aﬂ3¢2 [8“34)18“1472 - a“1('1)1(-)”3("[)2]
o
_axz
dS _ 1 8u3
[dts 1} 33 det5< a“1¢3[aa1¢28a2¢3 aaz¢2aﬂ1¢3]
8u3 us
aa2¢3[ 1114)1 a3 — a24)1 111473] + all34’3[ ﬂ14)1 a2 — azq)laﬂl(:bz])
o
_axg'
Por lo tanto is
tr [Sl} = div u.
dt

Ecuacién general del movimiento

En el siguiente desarrollo se muestra que la ecuacion de Euler (4.4) puede ser

escrita de la siguiente forma

juf?
ou=ux (Vxu) -V T+p .

0 0 ) .
o + l/l2@ + u3a> [uqi + upj + ngk]] - Vp

ou u ou ou u oy \ .
(u11+ 2ayl+ugal>l—|—<u12+ 2a—;+ 382>]

ox J
Ju ou ou
+ (1 ax3+uza—;+ 3 83> k} - Vp
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T tox oy oz Pox | Pox fox Cox

n _ula;;z B uzauz olp o1y ou3 ouq 8u3] i

oy M, Thgy, T, g, Ty,
I ou3 o3 o3 oy o1y duly ouq
Ty Ty, Ty, Ty, Ty, Tl “1az}" vp
0 0 0 0 ) 0 0 0 0 )
- [_uz TN us]w{_ duz w+ulm+u3us]]
y dy dy
dus BL duy duy

3 8u1 auz 8u3 .
Ty gy Ty +”1az] k=Vp+ {‘”wx T u38x] 1

i y Zay 3ay J 1oz >0z 30z

|y, (P2 _Qua) _ (Om dus\|. [ (du dup) o (duy duz))|.
>\ ox ay P\ oz ox ! dy  ox >\ oz ay J

dup duz) | (dus duaN | lgoa o a oy
+[u1<az 8x> uZ(E)y az)]k 2V(u1—{—u2+u3) Vp

Ecuaciones de Euler con dominio en tres dimensiones

Operador de Poisson

Sea () C RR3. El operador {-,-} definido en la seccién 6.1 cumple las siguientes
propiedades:

Sea f,g,hen C®(Q)).

e Antisimetria

{f.g}=—[VfxVg]-e
= —[VgxVf]-e
=—{g f}

e Bilinealidad

{f+agh}t=—[V(f+ag) x Vh]-e
= —[VfxVh]-e—a[Vgx Vh|-e
={f, h} +a{g h}.
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Identidad de Jacobi
A hiy g i fi} + 1 if, 81} = 0. (7.2)
Para probar la identidad (7.2) observemos que

{f{gh}} == VfxV{ghj-e
=(9yf — 0zf)0ox{g h} + (9-f — 9xf)oy{g I}
+ (0xf — 02f)0z{g, h}
=(Vf xe)-V{g h}

0x{g h} =0x(0.89,h — 9,80;:h + 0xg0:h — 0,80:h + 9,89, h — 9,80:h)
=0yh0x,8 + 0:80xyh — 9yg0xzh — 0;hdxyg
+ 0x80xzh + 0:h0xx g — 028031 — 0xh0xzg
+ 0y§0xxh + 0xhdyyg — 0x80xyh — 0yhdxxg
=0xx8(0z1 — Oyh) + dxxh(9yg — 0:8)
+ 0xyg(dxh — 9:h) + 0xyh(028 — 9xg)
+ 0x:8(9yh — 9xh) + 0xzh(9xg — 9yg)

Anélogamente se tiene para d,{g, 1} y para 0,{g, }. Para simplificar un poco
las cuentas se observa que para cualquier funcién ¢ € C®(Q}), introducimos

una nueva notacion

Vi xe= (ayg —028)i+ (028 — 0xC)j + (0x8 — ay@k
= 11+ Coj + 3k

en lugar de ¢, tomaremos f, g, h. Veamos cémo nos queda {f,{g,/1}} en rela-

cién de la nueva notacién, ademds de tomar en cuenta lo precedente

—Vf xV{g h}- -e=— fioxghi + fioxxhg1 — f10xyghs + f10x,hg2

— f19x28h3 + f19x2hg3
— f20yxgh + f20yxhg1 — f20yygha + f20yyhgo
— f20y28hs + f20y:hgs
— f30228h1 + f302xhg1 — f302ygho + f302hg2
— f302:8h3 + f30::hg3.
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Con un procedimiento similar para {g, {h, f} } y para {h, {f,g}} se obtiene:
{fAg ) +{g A f1} +{h{f &t} =0.

e Regla de Leibniz

{fg.h} = =V (fg) x Vh-e
= —[fVg+gVf]xVh-e
= —f[Vgx Vh-e]—g[Vfx Vh-e]

= f{g h} +g{f h}.

Equivalencia de problemas

Sea ¢ € H}(Q), el operador L = [—2A + ¥}, si tomamos el siguiente cambio de
variable.
u= x
v= x+y
T= Xxt+y+z
considerando

o(u,0,7) = p(u,v —u, T —0) = 9(x,v,2),

entonces

Lo=1L¢g

L=—[u o] E ;] EJ

Para esto, vamos a observar las derivadas parciales de ¢

donde

aqu) — axq)_ayq)
do@ = 0yp —0z¢
arfp = az(P,

y también sus segundas derivadas

Ouu@ = Oxx® — dxy@ — Oyx@ + dyy @
Qun® = axy(P — Oz — ayy(P + ayz(P
Ooud = ayx§9 - ayy(/’ —Ozx¢p + azyﬁo
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doo@ = dyyP — 9yz — dzyP + 9229,

analizando —L¢ tenemos

[2A —¥]@p =202 + 20y + 20220 — OxyP — Oyx P — OxzP — 02xP — 0z — Oy @
=20xx¢ — 20xy ¢ — 20yxp + 20yy ¢ + xy@ — 0z — Iy @ + 0z
+ 0yx — Oyy@ — 0zxp + 02y @ + 20y ¢ — 202 ¢ — 202y + 2022¢p
=20y P — Oy P — IpuP + 200§
=—1L¢

Ecuacion respecto a la vorticidad

Para el sistema (6.7).

Considerando los elementos u € L2(Q)), tal que V - u = 0 tenemos

V X (ux w); =0y (uwy — upwy) — 9z (uzwr — uyws)
=0yU1wy + U10ywr — dyllpwi — dywilly — O U3wW1 — U307 W1
+ 0zujw3 + 1107 w3
=w1(—0yuy — dzu3) — wWa(dyu1) — w3(dzu1)
+ 11 (9ywy + 9,w3 + Oxwn)
— U10xW1 — U0yW1 — U307 W1

=w - -Vu; —u-Vw

se trabaja de la misma forma parai = 2,3.
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