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Resumen

En el presente proyecto realizamos el anéalisis de los problemas de control éptimo pa-
rabolicos con controles finitos, con y sin dependencia del tiempo y con un funcional de
costo cuadratico. Luego anadimos dispersion al problema para el caso finito. Ademas
realizamos la caracterizacion de la dispersion del control 6ptimo mediante una férmula
de proyeccion. Implementamos los métodos: Primal dual de conjuntos activos y De
coordenadas descendentes, el cual es paralelizable. Finalmente presentaremos algunos
experimentos numéricos obtenidos de la aplicacion de los algoritmos desarrollados, para

la comparaciéon de los mismos.

Palabras clave: Control 6ptimo, Controles Finitos, Método Primal Dual de Con-

juntos Activos, Método de Coordenadas Descendentes, Paralelizacion.



Abstract

The purpose of this project is to solve parabolic optimal control problems with finite
controls, with and without dependence on time and a cuadratic functional. Then, we
add sparcity to the problem for the finite case. We also make a characterization of the
optimal control by a projection formula. We implement the methods: Primal Dual Ac-
tive set and Coordinate descent that has parallelization properties. Finally, we present

some numerical experiments obtained from the application of the developed algorithms.

Keywords: Finite control, Primal dual active set, Coordinate descent, Parallelization.



Capitulo 1

Introduccion

Es de interés controlar las ecuaciones en derivadas parciales de tipo parabdlico, ya que
nos permiten modelar fenémenos evolutivos. Las cantidades destinadas para la reali-
zacion del control pueden ser coeficientes de funciones prefijadas, la cuales representan
alguna fuente que alimenta al fenémeno estudiado, o incluso coeficientes de la solu-
cion de la ecuacion. Por ejemplo: el enfriamiento de paneles de acero es un proceso
fundamental en las acerias y de muy alto costo, por lo cual es importante tener una
estrategia optima. Otros ejemplos son el proceso de sublimacion para la produccion
de monocristales de SiC que es un elemento utilizado en la elaboracién de dispositivos

electronicos, la terapia de hipertermia para el tratamiento del cancer, entre otros.

Una vez modelados los fendmenos nos interesa controlarlos de forma 6ptima, por
lo que los problemas de control 6ptimo son importantes para este tipo de aplicaciones.
En el caso del enfriamiento del acero es de gran interés realizarlo de manera eficaz y
localizado en los paneles de acero ya que reduciria en gran manera el costo c.f. [1],
también en el proceso de sublimacion para la produccién de mono-cristales de SiC se
desea controlar el calor y su frecuencia en los hornos de Grafito c.f. [2], ademas en la
terapia de hipertermia para tratamiento de tumores se debe optimizar la distribucién
de temperatura generada dentro del cuerpo del paciente de tal manera que el tumor
sea calentado, sin afectar el tejido sano c.f. [3]. En todos estos problemas los controles
estan representados por cantidades que se distribuyen en el dominio o donde se los apli-

ca o sobre su frontera c.f. |4], y que deben ser escogidas para tener un resultado deseado.

Ademas, hay aplicaciones en las que no es posible implementar los dispositivos de

control o actuadores en todo el dominio ya que es muy costoso o no es realista. Los



controles dispersos proporcionan informacion acerca de donde es més eficiente ponerlos,
debido a que estos controles son cero en amplias zonas del dominio c.f. [5].

Las ventajas de utilizar este tipo de controles son:

e Simplicidad en la aplicacion del control

e Disminuye en gran manera los costos de aplicacion

e Nos dan una idea de cudles son los parametros més relevantes de control.

Otra estrategia de control es la de usar cantidades finitas en lugar de funciones.
Estas cantidades son conocidas como controles finitos. En la actualidad, se encuentra
alguna literatura en cuanto a los controles finitos aplicados a ecuaciones en derivadas
parciales elipticas c.f. [5], [4], [6], en todos estos casos sin dispersion. En cuanto a ar-
ticulos en los cuales podamos encontrar controles finitos con dispersion, hasta donde
conocemos este serfa el primer trabajo en el que se considera control 6ptimo de E.D.P.

con este tipo de controles.

El aporte del presente trabajo es en primer lugar el analisis de los problemas de con-
trol 6ptimo parabolicos con controles finitos, al obtener las condiciones de optimalidad
para el caso de controles finitos con y sin dependencia del tiempo sin dispersion y para
el caso finito con controles dispersos. Ademas la caracterizacion de la dispersion del
control 6ptimo mediante una férmula de proyeccion. Basandonos en estas condiciones

y caracterizacion hemos desarrollado los siguientes algoritmos numeéricos:

e De tipo Conjuntos Activos (PDAS) para el caso funcional | finito sin dispersion

y finito con controles dispersos,

e De tipo de Coordenadas Descendentes (CGDM) para el caso finito con controles

dispersos, el cual es paralelizable.

Ademas se han realizado la implementacion numérica y sus respectivos experimen-
tos. Kste proyecto de titulacion estd organizado en seis partes: en el Capitulo 1 se
introducen conceptos tedricos y se resumen trabajos preliminares relevantes para los
objetivos de la investigacion. En el Capitulo 2 se analiza el problema lineal - cuadrético
con penalizacion en norma f5. El Capitulo 3 analiza la formulacion de nuestro problema
lineal cuadratico disperso pues tiene la segunda penalizacion en norma £; y utilizaremos
los método PDAS y CGDM para su implementacién numérica. En el Capitulo 4 se reali-

za la paralelizacion del algoritmo de coordenadas descendentes (CGDM) implementado



en el capitulo 3. Finalmente, en el Capitulo 5 se presentan algunas conclusiones sobre

el trabajo realizado.

1.1 Notaciones

A lo largo de este trabajo utilizaremos la siguientes notaciones:

Vf(z) El gradiente de una funcion f diferenciable en z

Y = % Primera derivada parcial de una funcion y con respecto a t
Q Un dominio Lipschitz acotado en R.

r Frontera de (2.

() Representa el producto escalar en L*(Q)

|- {20 La norma correspondiente al espacio funcional L*((2)

]|, = (32, 22)2  La norma euclideana de R”

lzlle, =, || Lanorma ¢,

t Variable del tiempo

(1.1)

Para indicar las iteraciones de los algoritmos se utilizaran super-indices, y para
cada componente de los vectores sub-indices, es decir, la notacién 2% hace referencia
a la componente i-ésima de la k-ésima iteracion de algan algoritmo, para el caso de
control Optimo con controles finitos se tendra la notacion z;(k) donde se hace referencia
a la componente i-ésima de la k-ésima iteracion de algin algoritmo. Las matrices se

denotaran con letras mayusculas y los vectores con mintsculas.

1.2 Formulacién del problema

De manera general estudiamos el problema:

min F(y,u) :== f(y,u) + vP(u), (1.2)

donde f es un funcional diferenciable cuadratico que depende de las variables de
estado y y del control u. P es una funciéon propia convexa y semi-continua inferior, la
cual no es necesariamente diferenciable y contiene el término responsable de inducir
dispersion en las soluciones.

La variable y considerada en (1.2) debe satisfacer la ecuacion de estado, que esté

dada por la ecuacion parabdlica lineal:



yp—Ay+y = YL up, Q,
Oy = 0, 3, (1.3)
¥(0,°) = Yini, Q.
donde @ = Q2 x (0,7), ¥ =T x (0,7), Ay es el Laplaciano de y, con T > 0 un
tiempo fijo final y v > 0 una constante fija. Asumamos que v;,,; € L*(Q) es una funcion
dada y que ¢; € L*(Q), parai=1,2,3,....m

En nuestro caso tomamos P = vl - ||, + xuv,, €l control 6ptimo pertenece a un
espacio de dimension finita ya que el control w se toma como una combinacién lineal
de un nimero finito de funciones (¢;);=1. ». En nuestro primer problema analizaremos
(1.2), donde v = 0 y los controles estan en un espacio de dimension finita. Luego, en
nuestro segundo caso tendremos v = 0 con controles que son dependientes del tiempo,

para terminar abordando el tema de controles dispersos con v > 0.

Continuaremos entonces en la siguiente secciéon con el estudio de la ecuacién de

estado.

1.3 Estudio de la ecuacion de estado

1.3.1 Soluciones débiles en el espacio W (0,7

Empezaremos con las definiciones tomadas del libro de control 6ptimo para E.D.P. de

Fredi Troltzsch c.f. |7, pag 141|, necesarias para nuestro estudio.

Definicion 1. Cualquier funcion definida de [a,b] C R en un espacio de Banach X se

llama funcion vectorial.

Definicién 2. Sea {X,| - | x} un espacio de Banach real. Decimos que una funcion
vectorial y : [a,b] — X es continua en el punto t € [a,b] si ngi ly(T) —y(t)||x = 0.
Denotamos el espacio de todas las funciones vectoriales que son continuas en todo punto
t € [a,b] por C([a,b],X). El espacio C([a,b], X) es un espacio de Banach con respecto

a la norma

wslx) = max |[y(t 1.4
Iolleqes ) = mix ()15 (14)

Definicion 3. Una funcion vectorial y : [a,b] — X se llama funcién de pasos si hay

un nimero finito de y; € X y conjuntos disjuntos M; C [a,b] lebesgue medibles, con m



tal que 1 < i < m, y[a,b]:UMi y y(t) = y; para todo t € M;, 1 <i < m.
i=1

Definicion 4. Una funcion vectorial y : |a,b] — X se dice medible si eriste una

sucesion {yy}, de funciones de pasos yy : [a,b] — X tal que y(t) = kh’m yk(t) para casi
— 00

todo t € [a, b].

Definicién 5. Espacios LP
(1) Denotamos por LP(a,b; X), 1 < p < 0o, los espacios lineales de todas las (clases de

equivalencia) funciones vectoriales medibles y : [a,b] — X que tienen la propiedad

[ Ivto)ipt < o (13)

El espacio LP(a,b; X) es un espacio de Banach con respecto a la norma

Iyl = ( / b oot " (1.6)

(17) Denotamos por L= (a,b; X) el espacio de Banach de todas (clases de equivalen-

cia) las funciones vectoriales medibles y : [a,b] — X que tienen la propiedad

1Y/l a3 = ess Sup ly(®)llx < o0 (1.7)

En los espacios definidos, las funciones que difieren en un subconjunto de [a,b] de
medida de lebesgue 0 pertenecen a la misma clase de equivalencia y se los toma como
iguales. También sabemos que C([a,b], X) C LP(a,b; X) C L9(a,b; X) para 1 < ¢ <
p < 0.

Distribuciones Vectoriales

En la siguiente seccion presentaremos algunos conceptos sobre distribuciones vectoria-
les c.f. [7, pag 145].

Definicion 6. Tenemos el espacio de Banach V = HY(Q). Para un y € X, definimos

una distribucion vectorial T : C3°(0,T) — V' como sigue

T :—/0 y(t)e(t)dt Yo e C(0,T). (1.8)



Introduciremos también la derivada de 7 como una distribucion vectorial en tér-

minos de la integral de Bochner c.f. |7, pag 145]:

T e ::—/0 y(t)¢ (t)dt. (1.9)

Observemos que y es una funcién vectorial, mientras ¢ es real. Si existe una funciéon
w=w(t) € L'(0,T;V) tal que

T = _/0 y(t)'(t)dt —/0 w(t)p(t) dt Yo e C(0,T), (1.10)

entonces 7' puede ser identificada con w, ya que es inducida por ésta. Dado que

identificamos 7 con y y T’ con w, hacemos lo mismo para ¢ y definimos:

Y () = wit), (1.11)
en este sentido, tenemos que y' € L'(0,T;V).

Definicion 7. Tenemos V = H*(Q) un espacio de Banach y V* su dual, denotamos
por W(0,T) al espacio lineal de todas las y € L*(0,T; V) que tienen una derivada (en
el sentido de distribuciones) y' € L*(0,T;V*), cuya norma estd definida por

T 1/2
HyHW(O,T):(/O (Ily(t))II%JrIIy’(t))Igv*)dt> : (1.12)

El espacio W(0,T) = {y € L*(0,T;V) : v/ € L*(0,T;V*)} es un espacio de Hilbert

con el producto escalar
T T
(u, v)w o) = / (u(t),v(t))ydt —|—/ (', 0" )yedt (1.13)
0 0

1.4 Ecuaciones paraboélicas lineales

Para poder resolver los problema de control 6ptimo que planteamos en este proyecto
lo primero que debemos evaluar es la ecuaciéon diferencial, conocida como ecuaciéon de
estado. La resoluciéon de la ecuacion de estado es importante ya que es la que puede
modelar fenémenos como la propagacion del sonido o del calor, electrostatica, electro-

dindmica, dinamica de fluidos, elasticidad, mecanica cuantica entre otros. Como caso



particular tenemos una ecuaciéon parabélica lineal, para la cual se discutird sobre la

existencia de las soluciones y sus propiedades.

Sea © C RN un dominio Lipschitz acotado con frontera I' = Q\ Q y sea T > 0 un
tiempo fijo final.

Consideramos el problema:

yt_Ay+y = fv QX(OvT)7

Oy = 0, Xx(0,7), (1.14)
Y(0,4) = Yini, Q,
donde,
Q=Qx(0,7),
Y =Tx(0,7), (1.15)
fec*(9),

con las hipotesis del problema (1.3).

Para analizar (1.14) debemos dividirlo en dos subproblemas.

Definicién 8. Sea Q2 C RN un dominio Lipschitz acotado con frontera T' = Q\ Q y
sea T > 0 un tiempo fijo final.

Tenemos el problema

w—Ay+y = f, Q,
dy = 0, %, (1.16)

y(07 ) = 0,

2

y

Definicién 9. Sea Q C RN un dominio Lipschitz acotado con frontera T' = Q\ Q y
sea T > 0 un tiempo fijo final.

Tenemos el problema

yO,t - A?JO + Yo = 07 Q7
o - 0, % (1.17)
y0(0> ) = Yini, Q7

donde QQ y X se toman como antes.

Empezaremos realizando la formulacion variacional de (1.16) en H'((2). Para en-

contrar la solucion débil, buscamos y € W(0,T') tal que para todo v € H' tengamos



L%v+lkWVv+Ayw:Afv (1.18)

Definicion 10. La forma bilineal, continua y coerciva a(y,v,t) asociada a la formula-

cion variacional en (1.18) estd definida por

ay,v,t) := /QVyVU +/va = (Vy, Vv) + (y,v) (1.19)

cony € W(0,T) yve HY(Q) donde (-,-) representa el producto escalar en L*(£2),

ademds definimos el funcional lineal F(v,t) por

F(v) ::/va (1.20)

por los teoremas (3.9), (3.12) y (3.13) en el libro de Troltzsch c.f. |7, pag 140,149,150],
aplicados para i = 1,...m, f = f, a =0, ¢ = 1y ¢ = 0 podemos formular (1.19)

como una ecuacion diferencial ordinaria

(yi,v) + aly,v,t) = F(v) ct.p. t€][0,T], (1.21)

la cual tiene una solucion, gy € W(0,T") que es tnica.

Ahora vamos a considerar el problema con la condicién inicial en el tiempo, reali-

zando su formulacion variacional. Buscamos yo € W(0,T) tal que para todo v € H'

/yo,tv+/vyon+/y0v—0 (1.22)
Q Q Q

Haciendo referencia a la definicion (10) tenemos el operador definido anteriormente

tengamos

a y tomamos el funcional F' = 0, por los teoremas (3.13), (3.12) y (3.9) en el libro
de Troltzsch c.f. |7, pag 140,149,150|, aplicados para f =0, a =0, g =1,g =0y
Yo = VYini tenemos que la ecuacion diferencial ordinaria

(yt,v) + aly,v,t) =0 ct.p. t€[0,T] (1.23)

tiene una solucion, yo € W(0,T) que es tnica.

Definiremos entonces la solucion de (1.14) de la siguiente manera

y =1+ (1.24)



por lo tanto, obtenemos que la solucion del problema (1.14) existe y es unica.

Continuidad de las Soluciones

Una vez halladas las soluciones de las ecuaciones parabélicas nos interesa la continui-
dad de las mismas por lo que en esta seccion citaremos el lema de estimaciones a priori

de Troltzsch |7, pag 378| aplicado a nuestro problema.

Lema 1.4.1. Sea 2 C R™ un dominio Lipschitz acotado, y supongamos que que hay
funciones acotadas dadas f € L*(Q), y yo € C(Q), donde r > N/2+1ys > N+ 1.

Entonces la solucion débil y de la ecuacion parabilica lineal

wtAy+y = f, enQ,
oy = 0, end, (1.25)

pertenece a W(0,T) N C(Q). Ademds, existe una constante ¢ > 0, que no depende
de f o o, tal que

lyllw o) + Yllc@) < cllfllz2@) + llwollc@))- (1.26)



Capitulo 2

Problemas de Control Optimo con

regularizacién en norma L?

En este capitulo vamos a resolver problemas de control 6ptimo de tipo parabolico
con funcionales del tipo lineal - cuadratico con regulaciones L? y controles finitos sin
dependencia del tiempo y con dependencia del tiempo. Estos problemas se rigen por
ecuaciones diferenciales parciales parabdlicas, las cuales fueron presentadas en el capi-
tulo anterior. Analizamos la existencia y unicidad de las soluciones para el problema
de control 6ptimo y derivamos sus condiciones de optimalidad. Desarrollamos un al-
goritmo para su resoluciéon numérica basado en el método primal-dual de conjuntos
activos (PDAS) que se describirda mas adelante. Mostramos aspectos practicos de im-
plementacién y por tltimo presentaremos los resultados obtenidos por medio de los
experimentos numéricos realizados.

Si bien es claro que el algoritmo primal-dual es directamente aplicable en este tipo de
problemas, éste requiere algunas modificaciones y consideraciones que no se encuentra
en literatura existente, ni tampoco experimentos numéricos. Es interesante notar que
si bien el algoritmo de Newton semi-suave es equivalente al PDAS (bajo ciertas condi-
ciones) un esquema de Newton semi-suave no aprovecha la estructura de los controles
finitos. Veremos mas adelante que el algoritmo PDAS aprovecha dicha estructura de

manera natural.
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2.1

2.1.1 Formulacion del Problema

Control Optimo con controles finitos

Para empezar vamos a fijar algunas hipotesis generales en los datos dados, que seran

de utilidad.

Hipoétesis 2.1.1. Sea Q C RN un dominio Lipschitz acotado con frontera T = Q\ Q,
Y=Tx(0,T)yQ=Q2x(0,T), conT >0 un tiempo fijo final y X > 0 una constante
fija. Asumamos que yg € L*(Q) es una funcion dada y uq,uy, € R™ tal que u, > up.
Ademds p; € L*(Q), parai=1,2,3,....m

Sea el subconjunto de los controles admisibles definido de la siguiente manera

Uw={ueR" :u, <u<u}.

(2.1)

Procedemos entonces a definir el problema como sigue bajo las hipotesis anteriores.

\

min  J(y,u) = %Hy - yd||2LZ(Q) + %HUH%Z(QT;RWL)

sujeto a:
Yy — Ay +y = YL wp, Q,
avy - 07 E?
y(07 ) = Yini, Q,
u e Uad~

2.1.2 Analisis del problema de control 6ptimo

La existencia y unicidad del problema se estudiard usando el hecho de que el conjunto

de los controles estd en un espacio de dimension finita. A cada control finito se le

relaciona un estado mediante la siguiente ecuaciéon

y—Ay+y = D wp, Q,
oy = 0, Y,
Y (2.3)
y(07 ) = Yini, Q7
u € Uyy.

se puede dividir en m subproblemas definidos como en (1.16) tomado f = p;; v las
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soluciones de estos m subproblemas estan dados por y; donde y; satisface

Yie —Ayi +yi = @i,

con i = 1,2,3,...,m. Adicionalmente se considera el subproblema (1.17) cuya solu-
cion esta dada por yy. Las soluciones correspondientes existen y son tnicas como lo
demostramos en la primera seccion (1.4).

Multiplicamos los m subproblemas por w; con 1 =1,2,3,...,m,

m
Yy = Zuiyiy
i=1
Y = Zui%’tv (2.5)
i=1
Ay = ZuiAyi.
i=1

Para las condiciones en la frontera tenemos

Oy i U;Y; = i u;0py; = 0. (2-6)
i=0 i=1

Entonces para la ecuacion

y—Ay+y = D1 wp, Q,
a’l)y - 07 E? (27)
y(0,-) = 0, Q.

Usamos el principio de superposicion citado en el apéndice (A.1) tomando ¢; = ug,
fi =1 ,c0 =us y fo =y y obtenemos la solucion y15 = u1y; + usys, luego tomamos
o = u3z y fa = @3 con la solucidon y13 = uiy; + usys + ugys y asi sucesivamente por
lo tanto podemos escribir que por el principio de superposicién la solucién existe, es

unica y esta dada por

Y= Zuiyi + Yo, (2.8)
=1

donde yq es la solucion de la ecuacion parabolica lineal dada por (1.17).
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Problema Reducido

Para tratar el problema de existencia, vamos a reescribir el problema de control 6ptimo
(2.2) como un problema de optimizacion en términos de u. Para esto reemplazamos en
y definido en (2.2) por el operador de control - estado que definiremos en la siguiente

seccidon

Operadores lineales de Control-Estado

Para poder resolver un problema de optimizacion debemos relacionar la solucion de la
ecuacion de estado con la funciéon independiente, lo realizaremos mediante la definicién
de operadores lineales que nos permite escribir el problema de optimizaciéon en términos
de u. A continuacién se describe una forma general de los operadores.

Tenemos que la solucion de la ecuacion parabolica lineal esta dada en (2.8), los opera-

dores estan definidos entonces por

Definiciéon 11. Seai=1,....m y sean G; y Gy los operadores definidos por

Gi: R — W(0,T)
u =Y )

tal que y; es solucion del problema (1.16).

Ast mismo definimos Gg de la siguiente manera

Go: R — W(0,T) 2.10)
Uy > y~0a
tal que g es solucion del problema (1.17)

Definimos el operador de control-estado

Definiciéon 12. Sea S el operador de control-estado definido por
S: R™ — W(0,T)
u = y=5Su=Gu)+ Golu),
donde G(u) =>"1"  Gi(u) y y es solucion del problema (2.2)

(2.11)

Una de las propiedades inmediatas de este operador esta en el siguiente lema

Lema 2.1.2. EL operador S es afin-lineal y continuo.
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Demostraciéon La afin lienalidad se sigue de la definicion de Gy G, pues las G;
son lineales y Gy es constante, por lo tanto S es afin-lineal.
La continuidad tenemos del hecho de que los operadores G; estan acotados por las
estimaciones a priori en (1.26) por lo tanto son continuos, y como Gy es constante
tenemos que S es continuo. =

Ahora, para obtener el problema reducido debemos calcular el funcional de costo

F. Partimos de la solucion y de (2.2). Tenemos que
y = Su, (2.12)

reemplazando en el funcional de costo J definimos F' : R™ — R como F(u) =
J(S(u),u)
1 2 A 2
Fu) = S180) ~ yalfa + 5 llulln (213
Asi hemos obtenido el funcional de costo. A continuaciéon estudiamos la existencia

del control 6ptimo.

Existencia del Control Optimo

Ahora demostraremos la existencia del control 6ptimo usando su formulaciéon reducida.

Teorema 2.1.3. Eziste un control dptimo u para el problema (2.2), que es unico y

estd acotado.

Demostracion

Como U,y es convexo, cerrado y acotado. I’ es continua, pues los operadores Gy y
G; son continuos, ademas es convexa, por lo tanto por el teorema de Weierstrass |8] el
operador S alcanza sus valores minimos en U,y

|

Para obtener informacion sobre la solucion del problema (2.2) es necesario caracteri-
zarla mediante las condiciones de optimalidad. Estas condiciones proveen informacion
esencial para el diseno de algoritmos numéricos. Dado que tratamos con problemas
cuadraticos lineales, y por tanto convexos. Las condiciones necesarias de primer orden
también son suficientes. Por tanto, si un control satisface dichas condiciones enton-
ces estd garantizado que es la solucion buscada. A continuaciéon utilizamos la técnica

Lagrangeana para deducir dichas condiciones en términos de un sistema de optimalidad
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2.1.3 Condiciones de Optimalidad

Para calcular las condiciones de optimalidad utilizaremos el método del Lagrangeano.

Por lo tanto definimos en lagrangeano como

L(y7uap7 ﬂa7ub) -

1 2 >\ 2 g =

5 1y = wdllz2ig) + 5 lullem + ; Qp(yt — Ay +y— Y wipr)dedt (2.14)
1

+ (Has Ua — w) + (o, U — Up)

donde p, i, y pp son los multiplicadores de Lagrange que penalizan las restricciones

del control dadas por u, y up, respectivamente.

Las condiciones de optimalidad se obtienen hallando los puntos criticos del La-
grangeano y observamos para que expresiones se cumple las condiciones necesarias de
optimalidad.

Buscamos @ € L*(0,T,R™), y € W(0,T), p € W(0,T) y pta, ity € R™ tales que

Dy(g7a7p7 ,uaalub) =0 (215)

Du(g,ﬂ,p, :uanub) =0 (2'16)

La primera ecuacion nos lleva a la ecuacion adjunta c.f. |7], por lo tanto la derivada

nos queda:

T
Dy(9, U, p, fa; o)y = / / (¥ — ya) ydmdt+// — Ay +y)dxdt
0 Q

T

= //Z/ Ya) yda:dtJr/ /ytpda:dt (2.17)
0
/ /Aypd:cdt+/ /ypdxdt

Integrando por partes respecto a la variable temporal y utilizando la férmula de Green
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en la variable espacial obtenemos

T T
Dy(y,,p, pra; p)y = / /(y Ya) y dx dt — Py dt
0 TQ Q
/ VyVp dxdt+/ /ypdmdt
0o Ja (2.18)
]( 2)p(0,2) — y(T,2)p(T, z))d

/ /vapdsdt

aplicando la formula de green nuevamente

Dy(Y, 4, p, fta, )Y / / U —Ya ydwdt—/ /pty dt
/ /yApdxdt—i—/ /ypdxdt
(2.19)

/ (0,2)p(0,z) —y(T,z)p(T, z)) dz

// Wyp — Oppy) dsdt.

Notemos ahora que si en particular y € C§°(Q), las expresiones y(7T', z), y(0,x), O,p

y O,y se anulan en  y 3 respectivamente, por lo tanto tenemos:

T T
/ /(?J—yd)ydl‘dH/ /(—pty—Apy+py)dxdt_o (2.20)
0 Q 0 Q

como C5°(Q) es denso en L*(Q)) tenemos

/OT/Q(_Pt—VPV +p)yd$dt:/oT/Q(yd—gj))ydxdt (2.21)

de donde obtenemos

—Ap+p=ys—y en Q (2.22)

Ahora vamos a considerar y € C1(Q), tal que y||s =0y y(0,2) = 0, y como C(Q)

es denso en L?(Q) concluimos

y(Mp(T) =

o(T) _ (2.23)
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Ahora vamos a considerar que y € C’l(Q) y obtenemos que

/Q/OT dupy =0 (2.24)

como sabemos que C'(Q) es denso en L*(X), concluimos formalmente que el si-

guiente sistema es un candidato para ser la ecuaciéon adjunta

—p—Ap+p = ya—17Y, enQ
o,p = 0, en X

2.25
p(T, ) 0, en € (2.25)

El problema parabolico (1.20) tiene solucion débil tnica p € W, (Q) por el Lema
3.17 del libro de Troltszch [7] en la pagina 157.
En cuanto a la ecuaciéon del gradiente podemos proceder de la siguiente manera:

para todo u € R™ se tiene que:

T
DuL(ga ﬂ7p7ua7,ub)(u) — )\UTU_/ /pQDT uy dx dt
0 Q

—Hg uFpy U

= )\uTu—//pudsdt

= / /pcp wdrdt — (pg — )" u (2.26)

= ()\u+,ua )" u—(/ /pgp dxdt) U
= <Au—// Jepdx + py — ua,U>
Rm

De donde se obtiene la ecuacion del gradiente:

A\ — / / o) ldx dt + py — pta = 0. (2.27)

Asi tenemos el siguiente sistema de optimalidad:
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Ecuacion de estado 4, —Ag+75 = > " uipi(z), en @

0,y = 0, en X
y(0,)) = o, en ()
Ecuacion adjunta —pe—Ap+D = Y—yq en @ (2.28)
op = 0 en X
ﬁ(T? ) =0 en {2

T
Ecuacion del Gradiente Au — / /]5(337 Yo(x) dx dt + py — pra = 0
\ 0 Q
Podemos ver en este caso que obtenemos una doble integral en la ecuacion del
gradiente en el término que contiene a p, pues como estamos en el caso que u no depende
del tiempo ni del espacio entonces solamente quedan las integrales de la funcion p(x,t).
Calcularemos el operador adjunto S* para esto volvemos a definir el operador de

control - estado S de la siguiente manera

S: R"™ — L*Q)

= 2.29
u — Su= Z Ui Ys ( )
i=1
Por lo que el operador control-estado se escribe como u — Su + 1.
Lema 2.1.4. FEl operador adjunto S* de S estd dado por
S*: LA(Q) — R™
T
foT fﬂ nv
v 2.30
v Ly Gy — o fQ Y2 (2.30)
T
Jo Joymv
Demostraciéon
Tenemos que
(Su,v)2(g) = (u, S™v)pm (2.31)

Por lo tanto reemplazando tenemos

18



T
(Su,v) 2 = / Suv
0o_Ja

m T (2.32)
= > [ [
0 Q

= u
- (uvg)R”U

donde ( es el vector de componentes (; = fOT fQ y;v;. Finalmente obtenemos que el

operador S* esta definido por

S*: L*(Q) — R™
fonlev

T
v . S fo fﬂ Y2v (2.33)

T
fo fQ YmV

2.2 Control Optimo con controles dependientes del

tiempo

2.2.1 Formulacion del Problema

Para empezar vamos a fijar algunas hipotesis generales en los datos dados, que seran
de utilidad.

Hipoétesis 2.2.1. Sea Q C RN un dominio Lipschitz acotado con frontera T = Q\ Q,
Y=Ix(0,T)yQ=2x(0,T), conT >0 un tiempo fijo final y A > 0 una constante
fija. Asumamos que y; € L*(Q) es una funcion dada y u.(-),us(-) € L*(0,T;RY) tal
que ug(t) > uy(t) para casi todo t € [0,T]. Ademds p; € L*(2), parai=1,2,3,...m

Sea el subcojunto de los controles admisibles definido de la siguiente manera

Usa = {u € L*(0, T;R™) s uy(t) < u(t) < wy(t)} (2.34)
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Procedemos entonces a definir el problema de control 6ptimo como sigue bajo las

hipotesis anteriores.

min  J(y,u) = %Hy - Z/d”%z(Q) + %”uH%uo,T;Rm)
sujeto a:
y—Ay+y = 3w, en @, (2.35)
o,y = 0, en X,
y(0,-) Yini, en €2,
u € Uy

2.2.2 Analisis del problema de control Optimo

Para poder tratar el problema de control 6ptimo lo primero que haremos es definir el

operador de control-estado. Para esto debemos resolver la ecuacion de estado. Notese

que para este caso el principio de superposiciéon no

se aplica.

Tenemos que la ecuacion de estado es una ecuacion parabolica lineal como en (1.14)

con f=u= Zui%‘; notese que f depende de (z,

i=1
particular para este problema la ecuaciéon de estado

el primero definido como en (1.16), esto es

U — Ay +y s
avg = 07
@(0, ) = 0,

t) yaque u=u(t) y ¢ = ¢(z). En

se puede dividir en 2 subproblemas,

en (),
en X,

en .

(2.36)

Es claro que esta ecuacion tiene solucion, ya que es un caso particular de (2.36)

en la seccion (1.4) tomando f = > w;p;. Notese que f estd en L*(Q) y como u; €

L?(0, T;R™) la ecuacion tiene solucion en W (0,T)
Y el segundo subproblema dado como en (1.17)

U — Ay +y 0,
avg = 0,
g(oa ) = Yini,

y es lnica.

en (),
en X,

en €.

(2.37)

el cual también tiene una solucion tinica como lo vimos en (1.4) y esta dada por yq
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que cumpla (2.37).
Por lo tanto la ecuacion de estado del problema (2.35) tiene solucién tinica y esta

dada por
Y =19+ (2.38)

Problema Reducido

Ya con la solucién de la ecuaciéon de estado, vamos a reescribir el problema de control
6ptimo (2.35) como un problema de optimizacion en términos de u. Para esto vamos a

definir el operador de control-estado

Operadores lineales de Control - Estado

Para poder resolver un problema de optimizacion debemos relacionar la solucion de la
ecuacion de estado con la funcién independiente, esto lo realizamos por medio de la
definicion de operadores lineales que nos permiten escribir el problema de optimizacion
en términos de u. A continuacién se describe una forma general de los operadores.

Tenemos que la solucion de la ecuacion parabolica lineal esta dada en (A.1), los ope-

radores estan definidos entonces por

Definiciéon 13. Sean G y Gq los operadores definidos por

G: L*(0,T;R) — W(0,T)

) (2.39)
u — y s

tal que § es solucion del problema (2.36) Asi mismo definimos el operador Gy dado por

Go: L*0,T;R) — W(0,T)

- (2.40)
Ug = Yo
tal que o es solucion del problema (2.37)
Definimos el operador de control-estado como
Definicion 14. Sea S el operador de control-estado definido por
S: L*0,T;R W0, T
u = g =Su)=Gu)+ Gy

donde G(u) y Gy, estin dados por (13)
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Una de las propiedades inmediatas de este operador esta en el siguiente lema
Lema 2.2.2. EL operador S es afin lineal y continuo.

Demostracion Tenemos que el operador S, esta asociado a los operadores G(u) y
Gy. El operador Gy no depende de u por lo que determina el término afin, por lo tanto
la linealidad esta dada por en el operador G(u).

Sea z una solucién de la ecuacion

Gz—Az+z = D0 (wi(t) +av(t)e, Q,

avz = 07 Ev (242)
2(0,-) 0, Q0.
Ahora tomemos z, como solucion de la ecuacion
5tzu - AZu + Zu = Z:il Uz(t)s% Qa
8vzu = 0; E, (243)
2,(0,) = 0, Q.
Vv 2z, como solucion de
5tzv - sz +2z, = Z;il Oﬂ)i(t)(pia Qa
szv = 07 27 (244)

2,(0,:) = 0, Q.

Para demostrar la linealidad de G debemos probar que G(z, + az,) = G(z,) +

aG(z,). Multiplicando (2.44) por un escalar y sumando con (2.43) tenemos

O(zu + azy) — Azy + azy) + (24 + a2,) = w;(t)pi + avi(t)p;,

L

e (2.45)
5t(zu + azv) - A(Zu + Oézv) + (Zu + azv) = Z(ul(t) + avi(t))gpia
i=1
para las condiciones de frontera tenemos que
Opzy =0
- (2.46)
0,0z, =0
por lo tanto
Oy(zy +az,) =0 (2.47)
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por lo que tenemos G(u) es lineal. Y como S(u) = G(u)+ Gy, entonces S(u) es afin
lineal.

Para demostrar la continuidad de G(u), demostraremos que esta acotado, usando (1.26)

1G(W)wer < C||Zu eillz2(Q),

(2.48)

< Z/ /ul Joi(x)dz dt,

Utilizando la desigualdad de Holder tenemos

|G lwea < cz / K (w0 oo

< Z\/‘Q / ui(t) dt |lgill 2,
2.49
< ¢ VRIS, lulzom ol (249)

i=1
<

c VIQ lullz0.7zm) m?XH(piHLQ(Q)v

< V|9 m?X||<Pi||L2(ﬂ)||U||L2(0,T,Rm),

A

IN

¢ |lullzeo,rmm)

donde ¢ es una constante que no depende de u y contiene a /|Q| y max; ||¢;|| 2o
Por lo tanto el operador es acotado, entonces es continuo. Como S es la suma de un

operador continuo mas un constante, también es continuo. m

Ahora reemplazamos en el funcional de costo J. Definimos F': L*(0,T,R™) — R
como F(u) = J(S(u),u) donde

1 A
Fu) = 5”5(@4) - de%Z(Q) + §||u||L2(0,TA]R) (2.50)

Asi hemos obtenido el funcional de costo F'. A continuacion estudiamos la existencia

del control 6ptimo.

Existencia del Control Optimo

Teorema 2.2.3. FEziste un control éptimo @ para el problema (2.35), que es unico y

estd acotado.

Demostracion Sea una sucesion (u,,) C U,q que minimiza f, es decir, f(u,) — j

23



cuando n — oo. Como L?(Q) es reflexivo ya que es un espacio de Hilbert, y (u,) es
acotado, tenemos que existe una subsucesion u,, tal que u,, — @ en L?(2) cuando
k — oo.

Como U,q es convexo y cerrado, por tanto es débilmente cerrado y f es continua, pues
los operadores Gy y G son continuos, ademas es convexa, por lo que tenemos que es

débilmente semicontinua inferior, de donde podemos deducir que

j =i f(n,) = lim inf f(un,) > (@) (251)

por definicion de infimo tenemos entonces que j = f(u), por lo tanto, @ es un
minimo para f. La unicidad se sigue de la convexidad estricta de f en caso que A > 0
]

Para obtener informacion sobre la solucion del problema (2.35) es necesario carac-
terizarla mediante las condiciones de optimalidad. Estas condiciones proveen informa-
cion esencial para el diseno de algoritmos numéricos. Dado que tratamos con problemas
cuadraticos lineales, y por tanto convexos. Las condiciones necesarias de primer orden
también son suficientes. Por tanto, si un control satisface dichas condiciones enton-
ces esta garantizado que es la solucion buscada. A continuaciéon utilizamos la técnica

Lagrangeana para deducir dichas condiciones en términos de un sistema de optimalidad

2.2.3 Condiciones de Optimalidad

Sea w un control 6ptimo de (2.35). En esta seccion investigamos las condiciones que @
debe satisfacer si asumimos que es 6ptimo,
Consideremos primero controles que son funciones de la variable t solamente. Es

decir,

Ua = {u € L*(0, T R™) : ug(t) < u(t) < up(t)}. (2.52)

donde ug, up € L*(0,T,R™) y u, < up casi todo punto en ¢t € (0, 1), entendiéndose

7

la relacion 7 <7 componente-a-componente.

Introducimos el lagrangeano asociado al problema (2.35) como

L(ya U,p,/,La,,LLb) =

1 2 A g -

5 ly = vallz2(q) + 5 lullz2(0,75mm) + Qp(yt —Ay+y— Zuz’@i)dxdt (2.53)
0 1

+ (ttay g = w) + (i, u = wp)
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donde p, i, y iy son los multiplicadores de Lagrange que penalizan las restricciones

del control dadas por u, y up, respectivamente.

Las condiciones de optimalidad se obtienen hallando los puntos criticos del La-
grangeano y observamos para que expresiones se cumple las condiciones necesarias de
optimalidad.

Buscamos u € L*(0,T,R™), 5y € W(0,T), p € W(0,T) ¥ pa, t» € L*(0, T, R™) tales
que

Dy(4, @, p, pta; ) = 0 (2.54)

Du(?jva7pa Mavlub) =0 (255)

La primera ecuacion nos lleva a la ecuacion adjunta [7], por lo tanto la derivada

nos queda:

T
Dy(y,u,p, fla, 5)y = / / U —Ya ydde// — Ay +y)dzdt
0 Q

T

= / / Y—Yd ydxdt+/ /ytpdxdt (2.56)
0
//Aypdxdt+/ / pdx dt

Integrando por partes respecto a la variable temporal y utilizando la formula de Green

en la variable espacial obtenemos

T T
Dy(g7a7pvﬂa7,u/b)y = / /(y yd)yd‘rdt_/ /pty dt
/ /Vpr da:dt+/ /ypdxdt
(2.57)

j( 2)p(0, %) = y(T, 2)p(T’ x))d

/ /&,ypdsdt
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aplicando la formula de green nuevamente

D (7,1, p, fta, i5)Y / / U—Ya ydwdt—/ /pty dt
/ /yApd:L'dt—i-/ /ypdxdt
(2.58)

]( (0,2)p(0, 2) = y(T', 2)p(T’ x)) dx

_/ /(avyp _avpy) ds dt.
0 r

Notemos ahora que si en particular y € C§°(Q), las expresiones y(7T', z), y(0,x), O,p

y Oyy se anulan en ) y X respectivamente, por lo tanto tenemos:

T T
/ /(Q—yd)ydIdH/ /(—pty—Aperpy)dxdt:O (2.59)
0 Q 0 Q

como C5°(Q) es denso en L*(Q)) tenemos

/OT/Q(—I%—Ap+p)ydxdt:/OT/Q(yd—y))ydxdt (2.60)

de donde obtenemos

—p—Ap+p=ys—9y en () (2.61)

Ahora vamos a considerar y € C1(Q), tal que y||z = 0y y(0,2) = 0, y como C(Q)

es denso en L?(Q) concluimos

y(T)p(T) =
p(T) =

Ahora vamos a considerar que y € C*(Q) y obtenemos que

/Q/OT Bupy =0 (2.63)

como sabemos que C1(Q) es denso en L*(X), concluimos formalmente que el si-

(2.62)

guiente sistema es un candidato para ser el sistema de la ecuacidon adjunta
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- —Ap+p = ya—1y, enQ
O,p = 0, en Y

2.64
p(T,z) = 0, en ) (2.64)

El problema parabolico (1.20) tiene solucion débil anica p € W, (Q) por el Lema
3.17 del libro de Troltszch |7] en la pagina 157.

Ahora vamos a considerar la derivada con respecto a u del Lagrangeano. Sea ¢ =
(Qpl, P25 ey gpm) € (LQ(Q))m

T T
D, L(y,u,p, tha, )V = )\/ uTvdt—/ /pgoTvydxdt
0 0o Jao
T

— /OT pa ()" v dt +/ ()" v dt

0

T
= /\/ T dt—i—//pvdsdt
0 2 5

_ T/pSDT vdx dt _/ (Ma(t) _ Mb(t))T v dt (2.65)

= /OT A(ﬂT—/stonIﬂL(ua(t) _Mb(t»T} v dt
= </\uT - /Qp(% VT dz + py(t) _Ma(t)7v>
0

L2(0,T)

de donde se obtiene la ecuaciéon del gradiente

i [ bl )o@ do + i =0, (2.66)
Q

por lo tanto obtenemos el sistema de optimalidad como sigue:
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Ecuacion de estado 7 —Ag+7y = >..° u(t)pi(x), en @
0y = 0, en X
y(0,) = o, en

Ecuacion adjunta  —p, —Ap+p = yqg— 7, en ) (2.67)
op = 0, en Y
p(T,z) = 0, en )
Ecuacion del Gradiente: A\u — /p(x, Yp(z) dx + py — pa = 0

Q

\

Notese el caracter integral de la ecuacion del gradiente, se debe a que los controles

dependen de t pero no de .

2.3 Resoluciéon Numérica

En esta seccion vamos a deducir un método primal-dual de conjuntos activos [5], que
hemos utilizado para implementar el problema de optimizacion. Ademas presentaremos
el mismo método, para el caso finito con lo que luego pasaremos a la implementacién

y a los experimentos numeéricos.

2.3.1 Meétodo Primal Dual de Conjuntos Activos (PDAS) para
el caso con controles finitos
El método primal-dual de conjuntos activos (PDAS) utiliza informacion de los multi-

plicadores de Lagrange y la subsecuente actualizacién de los conjuntos activos. En lo

que sigue definimos los conjuntos activos y mostramos el algoritmo de éste método.

Definicién 15. Seai € S = {1,2,...,m} un conjunto de indices tal que u = (u(1),u(2), ...

con u(i) € R yc >0, los conjuntos activos estdin definidos de la siguiente manera.

A = {l € Sfuk(z) + % > ub(i)} , (2.68)

Ap,, = {i € Slup(i) + ’z < ua(i)} . (2.69)
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Ahora presentaremos el algoritmo

Algoritmo 1 PDAS

1: Inicializar ug, po y k = 1.

2: Calcular y;, i = 1,...,m donde y; es la solucion de la ecuacion (2.7)

3: Determinar los conjuntos activos como en (2.68) y (2.69) y luego obtenemos Zj 41 =
0.7\ (AfL, UAL,).

4: mientras Si k > 2, A, # A, A, # A,y L1 # 1), hacer

5: Calcular (Y41, pri1, uks1) tal que

Y1 = Zukﬂ(i)?/kﬂ + Yo,

p— (2.70)
Pe+1 = S(Yg — Yr+1),
donde
up(i), si i€ Al
U1 = & uqa(1), sii€ Ay, (2.71)
%foT fgpkﬂ% st 1€ Ly
6: Actualizar pyyq = fOT [ Prr1p — Mg
7 k< k+1.
8: fin mientras
Tomando S* como en (2.30), esto es S*(v;) = fOT fQ y;v; Ademas
(Sug+yo—va) = (SO weiy+vo— va)
i
= D ui(Goi, §+ yo — va)
' (2.72)

= i:ui(gp,G*(y+y0—yd))

por lo tanto,

/OT/QPIH-ISOZ- _ /OT/Q(g + Yo — Ya)Vi (2.73)

Podemos escribir un nuevo algoritmo PDAS cuya implementacién no dependa de

la resolucion de la ecuacion diferencial adjunta de la siguiente manera,
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Algoritmo 2 PDAS
1: Inicializar wug, po y k= 1.

2: Calcular y;, i = 1, ...,m donde y; es la solucion de la ecuacion (2.7)

3: Determinar los conjuntos activos como en (2.68) y (2.69) y luego obtenemos Zy,1 =
0,71\ (AL, UAL).

4: mientras Si k > 2, A, # A, A, # A,y Tj11 # I, hacer

5: Calcular (ygy1,uxs1) tal que
Yk+1 = z Uk+1(i)yk+1 + Yo, (2.74)
i=1
donde
up(i), si i€ A,
Upr1 = ug(1), si 1€ Agy, (2.75)

T . .
3o JoWker +v0 —ya)yi, si i € L.

6: Actualizar py 1 = fOT J (W1 + Yo — Ya)yi — Mg
7 k< k+1.

8: fin mientras

2.3.2 Analisis de convergencia (PDAS) - Caso Controles Finitos

La convergencia del método PDAS para el problema (2.35) se obtiene directamente
de los resultados presentados en en el articulo de K. Kunisch y A. Rosch [30| ya que
nuestro problema es un caso particular de problemas de control 6ptimo parabélicos
lineales. Por tanto, si se toma A\ adecuadamente y segiin lo especificado [30] Toremas
2y 3y Corolario 4 en [30, pags. 328,330,328, la sucecion (u,, Y, Pn, ftn) converge a la

soluciéon 6ptima (u, g, p, 1) con velocidad de convergencia superlineal.

2.3.3 Meétodo Primal Dual de Conjuntos Activos (PDAS) para

el caso con controles dependientes del tiempo

Empezaremos definiendo los conjuntos activos colo lo hicimos en la seccién anterior

Definicion 16. Sea ¢ > 0 y sean (ug)g, (tra)r, (Lo, Sucesiones que aproriman a

U, fbq Y My respectivamente, los conjuntos activos se definen de la siguiente manera.

Lo ()

Ab = {t € [0,7]

U (t) +

> wy(t) } (2.76)
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wt) + P <) } . (2.77)

C

ol = {t € [0,7]

Ahora presentaremos el algoritmo

Algoritmo 3 PDAS
1: Inicializar ug, po y k = 1.

2: Calcular y;

3: Determinar los conjuntos activos Af,, (2.76) y A, (2.77) y luego obtenemos
Ty = [0, T\ (A U AL

4: mientras k > 2, A7 | # A, A # Ap v Zewr # Ii hacer

5: Calcular (yxi1, prs1) tal que

Ybtt t — DYps1 + Y1 = Do U api(T), en Q
Owpr1 = 0, en 2 (2.78)
yk+1(07 ) = Yo, €1 Q
—Dit1 t — APkt +Pey1 = Ypt1 —Ya en Q
Oprs1 = 0 en X (2.79)
per(T,-) = 0 en )
donde
up(t), st te A,':H,
uk+1<t) = ua(t)v stote ‘AI;—H’ (280)

T [oprrip, it € Ty

6: Actualizar pyp 1 = fQ Pri10 — MUgyq-
7 k<+ k-+1.

8: fin mientras

2.3.4 Analisis de convergencia (PDAS) - Caso controles depen-

dientes del tiempo

De la misma manera que en el caso anterior, la convergencia del método PDAS para el
problema (2.35) se obtiene directamente de los resultados presentados en en el articulo
de K. Kunisch y A. Résch [30] ya que nuestro problema es un caso particular de pro-
blemas de control 6ptimo parabolicos lineales. Por tanto, si se toma A adecuadamente

y segin lo especificado [30] Teoremas 2 y 3 y Corolario 4 en [30, pags. 328,330,328],
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la sucecion (U, Yn, Pn, in) converge a la solucion optima (u,y,p, i) con velocidad de

convergencia superlineal

2.4 Implementacion

La implementacion del algoritmo requiere resolver numéricamente las EDPs de estado
y adjunta. Aplicaremos una semidiscretizacién. Es decir, la discretizacion espacial se
hara usando elementos finitos lineales de lagrange mientras que la EDO resultante se
resolvera con el método de Euler implicito, tanto para la ecuacion de estado como para

la ecuaciéon adjunta como se explica a continuacion.

Aproximaciéon de la Ecuaciéon de Estado

Siguiendo la metodologia en Grossmann [9, pAig 173], resolvemos numéricamente usan-
do el método de semidiscretizacion, el cual consiste en discretizar la variable espacial
en cada instante de tiempo usando elementos finitos lineales de Lagrange, lo cual da
como resultado un sistema de EDO que es resuelto con el método de Euler implicito.
Tomando V = H' en la definicion (7) y sea V}, un subespacio de dimension finita en

H(Q). Tomemos & = &(x) (i = 1,2,..n) funciones suaves tales que,
{&}i_, es una base ortonormal de V}, , (2.81)

Ahora en la formulacion variacional que obtuvimos en (1.21) tomamos

yzzyifi (2.82)

f=Y_f&
i=1

y reemplazando obtenemos el siguiente sistema de ecuaciones diferenciales ordina-

rias:
m

Zy;(é.mé.]) + Zyla(€27€]7t) = Zfl (5i7§j)L27 .7 = 17 w1 (283)
i=1 i=1

i=1
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Si reescribimos abriendo el operador a(-, -, t) obtenemos

Zyg@,@-) + Zyz- (V& VE) + (6.6)) = Zfi (&, &), (2.84)

D U6 &) + Y wil(VEVE) + D il &) = Y fi (6.6), (2.85)
i=1 i=1 i=1 i=1
donde (-, ) representa el producto escalar en L?. Definimos ahora
M = (ﬁj,fi) K = (V@,Vﬁz) \V/Z = 1, N (286)

las matrices de masa y rigidez respectivamente, luego volvemos a escribir el problema
como sigue

My +Ky+My=M f (2.87)

Ahora volvemos a la variable temporal y utilizando el método de Euler implicito tene-

mos
M#EEE 4 Kyy + Mygy = M f

Mypi1 + 0t(K + M)yp1 = Myy + 6tM f (2.88)

(M + 0t(K + M))yr+1 = Myy, + 0tM f
Nota Para el caso de controles finitos la solucién de la ecuacion de estado esta
dada por la resolucion de m subproblemas como en (1.16), donde se toma f = ¢; para
1 =1,...,m debido al principio de superposiciéon. =
Aproximaciéon de la Ecuacién Adjunta

Analogamente haremos la aproximacion de la ecuacion adjunta por medio de elementos

finitos. Sea V;, C H' un subespacio de dimension finita. Tomando la misma base {&.}7_,

p=>_p&
j=1

tenemos

(2.89)

7=>_ U
j=1
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donde ¢ es la solucion de la ecuacion de estado. Reemplazando en (1.21), obtenemos

Zp;(fj, &)+ ija(fj, &) = h. + kjjk, loim,op.u,0.p £ —i.pu,o0.pi — m.pmP :|P :JOP] ::]P % P %
j=1 j=1

(2.90)

Si reescribimos abriendo el operador a(-, -) obtenemos

D P& E) + D ni(VEVE) + Y pi(6,6) = Y (0 —v)(€,6). (2.91)

=1 =1 j=1 j=1

Vamos a tomar M y K como antes, las matrices de masa y rigidez respectivamente,

luego volvemos a escribir el problema como sigue
Mp' + Kp + Mp = M(y - yo) (2.92)
Utilizando el método de Euler implicito tenemos

MEE=L 4 Ky + Mpe—y = M(§ — yo),
(2.93)
(M — 6t(M + K))pr—1 = Mpy — StM (7 — yg)-

Nota La implementacion del método de Conjuntos activos se lo realiza mediante
el algoritmo detallado en la seccion (2.3). Cabe destacar que para el caso con controles

dependientes del tiempo la parte de la ecuacion del gradiente

/pgod:cszcp (2.94)
Q

se lo hace mediante la matriz de masa calculada al implementar la resolucion de la
ecuacion de estado y adjunta.

Para el caso con controles finitos tenemos
T T
/ /(y + Yo — ya)yi dx dt = / (U + yo — ya)M y; dt (2.95)
o Jo 0

donde se utiliza la matriz de masa para la integral espacial y el método del trapecio

para poder discretizar la integral con respecto al tiempo. m
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Experimento | Descripcion
2.1 Caso Unidimensional con Controles en R
2.2 Caso Unidimensional con Controles dependientes del tiempo

Tabla 2.1: Resumen de los experimentos

2.5 Experimentos Numéricos

En esta seccion realizaremos experimentos variando algunos pardmetros de interés.
Previamente implementamos el algoritmo del método primal-dual de conjuntos activos
dado en la seccion (2.3). Haremos experimentos unidimensionales y bidimensionales.

Volvemos al problema (2.35) bajo las hipotesis definidas en (2.2.1):

;

min J(y,u) = glly — ol + 2lullizg
s.a.
v —Ay+y = YL wip, enQ, (2.96)
d,y = 0, en X,
y<07x) = Yo, en Qa

\

donde hemos realizado los siguientes experimentos, con los datos que se describen

a continuacion.

Caso unidimensional con controles finitos
Experimento 2.1

Para el experimento tenemos los siguientes datos N = 1750, n = 280, uy = ones(10, 1),
Mu=0,pup=1,ub=2%ug, ua =—1%ug, A =1
Tomaremos m = 10, las funciones estan dadas como el experimento anterior mos-

tradas en la figura 2.4 y y4 estd dada por

30sin(m z) cos(m t), 0,25 <t < 0,75,
ya = —10, x < 0,5, (2.97)
—80, casocontrario.
Mostramos en las figuras la ecuacion de estado (2.2) y la evolucion del funcional de

costo en la figura (2.1)

Para el Caso unidimensional con controles que no son dependientes del tiempo se
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x 10* Evolucién del Funcional de costo por cada iteracion
3 T T T T T T

Valor del Funcional de Costo

NUmero de lteraciones

Figura 2.1: Evolucién del funcional de Costo del segundo experimento (A = 1)

Solucion de la ecuacion de estado

NS N

Valorde y
~

-6

Variable Espacial 0

Variable Temporal

Figura 2.2: Solucion de la ecuacion de estado del segundo experimento (A = 1)
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A0.3 0.6 1 1.4

Funcional de costo || 760 761 764 766
Nro. Iteraciones || 12 8 8 8
tiempo de ejecucion (s) || 5.4779 3.7146 3.7807 3.7198

Tabla 2.2: Resultados del experimento 2 con la primera discretizacion

| AJo3 06 1 14 |

Funcional de costo || 761 764 766 769
Nro. Iteraciones || 12 8 8 8
tiempo de ejecucion (s) || 0.31 0.25 0.21 0.22

Tabla 2.3: Resultados del experimento 2 con una discretizacion mas gruesa

realizard experimentos variando A, de donde tenemos los resultados mostrados en la
tabla (2.2)

Ademas realizaremos los mismos experimentos para una discretizacion mas gruesa,
esto es N = 150, n = 80, los resultados se presentan en la tabla (2.3)

Podemos observar que al tomar un discretizacién méas gruesa los tiempos de ejecu-
cion disminuyen de manera considerable. Pero con la discretizacion mas fina se obtiene

un valor menor para el funcional de costo ya que tenemos una mejor aproximacion.

Velocidad de Convergencia del Método

En esta subseccion estimaremos la velocidad de convergencia del algoritmo PDAS para
controles finitos mediante la estimacion del error. Para esto consideraremos como solu-
cion exacta el control @ obtenido en la tltima iteracion del algoritmo del experimento

(2,2) y el error dado por:

error = ||u — u||gm (2.98)

Tenemos que el error evoluciona como se muestra en la tabla (2.4) y en la figura
(2.3) la cual tiene el eje y a escala logaritmica
Tenemos que el valor del error en la tltima iteracion siempre sera 0, por la solucion
que estamos tomando como éptima.
Podemos ver que la convergencia del método empieza desde la tercera iteracion. Tene-
mos que la relacién entre errores de dos iteraciones consecutivas esta dada por:
@ — w2

= 2.99
L (2.99)
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Iteraciones H error ‘

76.244193211
0.807562236
8.262430754
1.426498856
0.704843612
0.007800367
0.000088624
0

CO ~1 O UL = W N +—

Tabla 2.4: Evolucion del error por cada iteracion, PDAS-controles finitos

Evolucién del error por cada iteracion

Valor del error (escala logaritmica)

1 2 3 4 5 6 7
NUmero de lteraciones

Figura 2.3: Evolucién del error en cada iteracion, PDAS-controles finitos
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Tteraciones H Relacion v

0.010591786
10.231323833
0.172648812
0.494107379
0.011066805
0.011361593
0

~ O Ot i W N

Tabla 2.5: Relacion de dos errores consecutivos, PDAS-controles finitos

Obtenemos la tabla (2.5) donde podemos ver que v se comporta como una funcion

que tiende a 0 por lo tanto el error converge superlinealmente.

Caso unidimensional con controles dependientes del tiempo

Experimento 2.2

En el presente ejemplo seleccionamos los siguientes valores:
N = 1750, n = 280, up = 0,5« ones(N,10), Mu =0, u =1, up =1, u, = =1,A =1

y con las siguientes funciones ¢;, i = 1,....m

Y1
V2
¥3
P4
s
Y6
Y7
¥8
%9
¥10

1,

r—1,

(z—1)%,

(x = 1),

= (2.100)
sin(m x),

cos(m x),

5log(3(x + 1)),
exp(—(z — 0,5)?),
(sen(4m x)) + cos(4m x),

con z € [0,1] y que estan graficadas en la figura 2.4. Como estado deseado tomamos

30sin(m x) cos(m t), 0,25 <t < 0,75,

Ya = _107
—80,

z <05, (2.101)

caso contrario.

En la figura (2.6) podemos ver los resultados de la ecuacion de estado, la solucion de

la ecuacion adjunta en la figura (2.7) y el control en la figura (2.8) que es dependiente
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Funciones Test para los experimentos

Valor de las Funciones test

Variable Espacial Funciones Test

Figura 2.4: Funciones ¢; con i = 1, ..., 10 del primer experimento

AJo025 05 1 1.4
Funcional de Costo || 760 765 769 771
Nro. Iteraciones || 21 7 6 6

tiempo de ejecucion (s) || 0.4533 0.1559 0.1341 0.1396

Tabla 2.6: Resultados del experimento 1 con la primera discretizacion

del tiempo y se muestra el funcional de costo en cada iteracion en la figura (2.5).

Se realiza el experimento variando la constante A, de donde tenemos los resultados
mostrados en la tabla (2.6)

Ademaés realizamos los mismo experimentos para una discretizacién més fina to-
mando: N = 1750, n = 280. Los resultados se pueden observar en la tabla (2.7)

Velocidad de Convergencia del Método

En esta subseccion estimaremos la velocidad de convergencia del algoritmo mediante

la estimacion del error. Para esto consideraremos como solucion exacta el control «

A[[025 05 1 14

Funcional de Costo || 762 763 765 767
Nro. Iteraciones || 15 9 8 8
tiempo de ejecucion (s) || 3.37 2.04 1.98 1.82

Tabla 2.7: Resultados del experimento 1 con la segunda discretizacion
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5 X 10* Funcional de Costo

25

n

Valor del Funcional de Costo
- &)

0.5

1 2 3 4 5 6 7 8
NUmero de lteraciones

Figura 2.5: Evolucién del funcional de Costo del primer experimento (A = 1)

Solucién de la ecuacién de estado

Valordey

Variable Espacial 0]

Variable Temporal

Figura 2.6: Solucion de la ecuacion de estado del primer experimento (A = 1)
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Solucion de la ecuacion adjunta

]
w

Valor de p
=

-15

-20

0.6
0.4

0.2
Variable Espacial 0

Variable Temporal

Figura 2.7: Solucion de la ecuacion adjunta del primer experimento (A = 1)

Control Optimo

_ 05
Q
€
8
> 0
o
S
2 o5
N
1
0.5
Variable Temporal 0 Controles u u

1700

Figura 2.8: Control Optimo del primer experimento (A = 1)



Tteracion H error

73.884303345
3.488970421
2.561304716
0.425171734
0.092681806
0.000193071
0.000002546
0

00 ~J O U = W N+

Tabla 2.8: Evoluciéon del error por cada iteracion, PDAS - Controles dependientes del
tiempo

Tteraciones H Relacion v ‘

1 || 0.047222079
1.593967287
0.076451796
0.217986756
0.002083162
0.013184963
0

~ O Tt = W N

Tabla 2.9: Relacién de dos errores consecutivos, PDAS - Controles dependientes del
tiempo

obtenido en la ultima iteracion del algoritmo del experimento (2,1) y el error dado por:

error = (/01 [|lu(t) — u(t)||2); (2.102)

Tenemos que el error evoluciona como se muestra en la tabla (2.8) y en la figura (2.9)
la cual tiene el eje y a escala logaritmica
Podemos ver que la convergencia del método empieza desde la tercera iteracion.
Tenemos que la relacion entre errores de dos iteraciones consecutivas esta dada por:
= k+1
U el 1% (2.103)
[ — u¥]| 2
Obtenemos la tabla (2.9) donde podemos ver que v se comporta como una funcion
que tiende a 0 cuando k£ aumenta, por lo tanto el error tiene una convergencia mayor a
lineal. Esto confirma los resultados de convergencia conocidos y que fueron mencionados

en la Seccion (2.3.2) de que el orden de convergencia es superlineal.
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Evolucién del error por cada iteracion

Valor del error (escala logaritmica)

Figura 2.9: Evolucion
tiempo

Numero de lteraciones

del error en cada iteracion, PDAS - Controles

dependientes del
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Capitulo 3

Problemas de Control Optimo con

regularizacion en norma /;

En este capitulo vamos a tratar con un tipo especial de controles, llamados sparse o po-
co densos ya que el término || -||¢, induce una estructura de las soluciones que contienen
una gran cantidad de entradas nulas del vector que las representa. Esto es util, pues
un vector con pocas componentes no nulas es mas facil de interpretar e implementar,
sobre todo si se trabaja con una gran cantidad de datos.

Nos concentraremos en establecer métodos adaptados a las particularidades que exhi-
ben este tipo de problemas, utilizaremos el método primal-dual de conjuntos activos y
luego extenderemos algoritmos de coordenadas de descenso, inspirado en optimizacion

en dimension finita.

3.1 Motivacion

Si queremos colocar dispositivos disponibles de una manera 6ptima, la norma ¢; combi-
nado con controles finitos da informacion acerca de la ubicacion 6ptima de los disposi-
tivos de control y nos permite encontrar los controles mas relevantes para el fendémeno
[5]. Las regularizaciones no suaves para problemas de optimizaciéon en EDP han sido
principalmente utilizados para problemas inversos con parametros finitos, véase, por
ejemplo, [10], [11], [12]. En particular, el uso de la norma ¢; ha dado lugar a mejores
resultados para la recuperacion de los datos de las mediciones de ruido que la regula-

rizacion suave |5|.
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Consideraremos el siguiente problema de control 6ptimo de tipo parabdlico con
término regularizante ¢; en el funcional de costo.
Ademas sea el subconjunto de los controles admisibles definido de la siguiente ma-

nera

U ={ueR™ 1 u, <u<uy}. (3.1)

Procedemos entonces a definir el problema como sigue bajo las hipotesis anteriores.

min J(y,u) = 311y = yall 2.0 + 3 lullfe + vl
sujeto a:
ye—Ay+y = Y uip, en @, (3.2)
al/y = 0; en E,
y(0,:) = yo, en Q,
L u € Uyy.

donde ¢; € L*(Q), y ademas,

Q=0x(0,T) yo€ L*(Q) yg€ L*Q)

(3.3)
S=Tx(0,T) g up€R™

3.2 Analisis del problema de Control Optimo

Tenemos que la ecuaciéon de estado estd dada por la ecuaciéon parabodlica

yw—Ay+y = u, enQ,
dy = 0, end, . (3.4)

y(0,) = wyo, en €.

La existencia de una solucion para esta ecuacion ya se analizo en el capitulo (2),

por lo tanto tenemos que la misma esta expresada por (2.38), que es
y=>5Su) = Zuiyi + Yo, (3.5)
i=1

donde y; satisface la ecuacion (2.36) con f = ¢; para i = 1,...,m. Con esta solu-
cion procederemos a determinar el problema reducido para obtener la existencia y las

condiciones de optimalidad del problema de Control Optimo.
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Problema Reducido

En esta subsecciéon vamos a definir el problema reducido pues es necesario para de-

terminar la existencia del control 6ptimo. Tenemos que la solucion de la ecuacion de

m

estado es y = S(u) = Zuiyi + %o, por lo tanto vamos a definir un problema de op-
i=1

timizacion en términos de u reemplazando (3.5) en el funcional de costo definido en

(3.2), asi obtenemos

Definiciéon 17. Sea F el funcional de costo tal que

F: R - R
(3.6)
u = F(u)

donde F(u) esta definido por

1 A y
F(u) = 5 18(u) — yallfs + 5l + Ll (37

Siguiendo la metodologia en el libro de Tto - Kunisch [13] vamos a reescribir el

problema de optimizacion como la suma de dos funciones, tomando

1 A
) = SIS = yallt + Slull,
. (3.8)
<@ = Fluls.

Tenemos entonces que el problema reducido se puede expresar de la siguiente ma-

min F(u) = f(u) + <(u) (3.9)

u€Uqq

para u € U,g, donde f(u) es una funcién convexa continuamente diferenciable,
y ¢(u) es una funcion propia convexa, semi-continua inferior, pero no diferenciable.
Utilizaremos algunos resultados de analisis convexo expuestos en la seccion (A.1) para

lidiar con la no suavidad de «.

Existencia del Control Optimo
A continuacién deducimos la existencia del control 6ptimo

Teorema 3.2.1. Existe un control dptimo u para el problema (3.2), que es unico y

estd acotado.
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Demostracion Tenemos que en el problema (3.2) F(u) es continua y ademas esta
definido en un espacio de dimension finita. U,y es cerrado y acotado en R™ por las
restricciones del control, por lo tanto, por el teorema de Weierstrass existe un minimo

para (3.2) y es unico m

3.3 Condiciones de Optimalidad

Procederemos entonces a calcular las condiciones de optimalidad del problema. Empe-
zaremos obteniendo la desigualdad variacional, para esto vamos a aplicar el teorema
(4.42) en la pagina 110 del libro de Ito - Kunisch [13] a nuestro caso, con lo que

obtenemos el siguiente teorema

Teorema 3.3.1. Una condicion necesaria y suficiente para que u € Uyq sea un minimo

en (3.9) estd dada por
(f'(w),u—1a) +s(u) —c(a) >0, para todo u € Uyy. (3.10)

donde f es una funciéon convexa continuamente diferenciable, y ¢(u) es una funcion
propia convexa, semi-continua inferior pero no necesariamente diferenciable.

Tenemos que la derivada de f en direccién v esta dada por

f@v = (f(a),v) + Ma,v)

(3.11)
= (Su+yo — ya, Sv) + A u,v)

ademas tenemos que el operador adjunto S* (2.30) definido en la seccion (2.1.3)

cumple con la condicién
(Su,v)2(g) = (u, S™0)rm, (3.12)

donde S* esta definido por:

S*: L*(Q) — R™
fonlev

T
. ., g fo nygv (3.13)

T
fo fQ YmV

Aplicando (3.12) en (3.11) obtenemos que
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fl@o = (57(Su+yo —ya),v) + A1, v)

(3.14)
= (S*(Su+yo — ya) + A\, v),

y si reemplazamos (3.14) en (3.10) obtenemos la desigualdad variacional que esta

dada por
(S*(Su+yo — ya) + Na,u —a) +y(|uly, — |aly) >0, Vu€Uy (3.15)

donde S* esta dado por (3.13).

Ahora trabajamos con la parte no diferenciable del problema (3.9). Para esto uti-
lizamos los resultados obtenidos en el Capitulo 1 en la Seccién A.1. Denotamos por

0s(u) el subdiferencial de ¢ en @, es decir,
Js(a) ={p e R™:¢(v) —¢(u) > (u,v —u), YveR"}. (3.16)

Ademas, por el Teorema 4.43 y 4.45 del libro de Ito - Kunisch [13] en la pagina (113)
se puede deducir que si @ es un minimizador de (3.9) entonces existe un i € ds(u) tal

que el par (@, i) € (Uyq, Os(u)) satisface:
(S*(Su+yo—ya) + Au+ f,u—a) >0, Yu€ Uyy. (3.17)
Lema 3.3.2. Como [i € Os(u) tenemos en particular que
€ Mg i ={p €R™ : [u] <~} (3.18)

donde la iltima desigualdad se entiende componente-a-componente.

Demostracion Tenemos que ¢(u) = 7v||lu|le, ¥ que el subdiferencial esta definido
por
Oc(u) ={pn e R:<c(u) —<(a) = (p,u—u)} (3.19)

reemplazando ¢ obtenemos que
Oc(u) ={p e R™ :y(lulle, — llulle,) = (u,u— @), VueR"} (3.20)
es decir

ph(u—a) < y(llulle, = llalle). (3.21)
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Si en particular tomamos

{ui st Z7£.77
v =

v sio1=],

donde u,; < v; < up;. Reemplazando u = v tenemos:

pilo =) < A ful oyl = D fal = )
i7#] JFi
= (il = fas)

entonces
w5 (05 — u5) < y(lvl = |5]) < ylv; — 4

de donde, como v; varia en R, se tiene que

;] <7,

para cualquier j =1,...m. =

(3.22)

(3.23)

(3.24)

(3.25)

Ahora vamos a incluir las restricciones de caja de los controles, para esto tenemos

como en [14] utilizaremos multiplicadores de Lagrange asociados a las restricciones:

U, —u <0y u—u, <0 de donde obtenemos la siguiente igualdad

S5+ yo ~ya) + MA Lt iy = pa =0

Asi la solucion 6ptima se describe en el siguiente teorema:

(3.26)

Teorema 3.3.3. La solucion dptima de (3.2) @ se caracteriza por la existencia de

(fi, fia, fip) € Ngg X R™ X R™ tal que

S*(Stu+yo — ya) + AN+ [+ [ — fio = 0
fp >0, up —u >0, fiy(up —u) =0
fla >0, @ —uq >0, fla(t —u,) =0
p=v ctp. en {xeQ:u>0}
g <~ ctp. en {xeQ:u=0}
p=—y ctp. en {x €Q:u<0}

3.27a
3.27b
3.27c
3.27d
3.27e
3.27f

P U
—_— — O~~~ ~—

Demostracion Sea (fi, jiq, i) € Agg X R™ x R™ la solucion 6ptima de (3.2). Para
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(3.27a) tenemos que esta dada por (3.26) y (3.27e) por (3.3.2).
Las ecuaciones (3.27b) y (3.27c¢) son las condiciones complementarias para las restric-

ciones de caja que define U,y. Por tltimo tenemos que

Y Ui > 07
ped|lulla) =49 — u; <0, (3.28)
[—v,7] st uw; =0,

de donde obtenemos (3.27d) y (3.27f) m
Con este resultado derivamos el sistema de optimalidad para (3.2). Primeramente

vamos a obtener la ecuacion adjunta, tomado ¢ := S*(Su + yo — yq4) y reemplazando

en (3.27) tenemos

T
/ /dedt+)\ﬂ+ﬂ+ub—ua—0. (3.29)
o Ja

aplicando el operador S en (3.29) se sigue que

So=5Su+yo—yi=1Y+Yo— Ya, (3.30)
de donde el problema adjunto esta dado por
= Ap+p = Y—vya, enQ,

oyp = 0, en Y, (3.31)
p(T,x) = 0, en €.

Ahora estudiaremos las condiciones complementarias representandolas de manera
compacta. Para esto, vamos a condensar los multiplicadores de Lagrange siguiendo la

metodologia en |5|, donde se define un multiplicador 7 de la siguiente manera
N = — flg + [ip- (3.32)

Como tenemos que uy; < Up;, ¢ = 1,...,m esta condensacion puede ser revertida, es

decir, para u dada, se puede calcular [, (i, (1, de la siguiente manera

ﬂ = min(77 mé‘X(_rY) ’Fl)a
/Itl - - min(ov 7_] + 7); (333)
py = méx((), n— ’Y)
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Las funciones max y min se entienden componente-a-componente. Gracias al Lema
2.2 en [5] tenemos que 77 € R™ tal que (u,7n) satisface (3.34) y fi, 4, /i pueden ser
obtenidas de (3.33). Ademas, se tiene que la condensacion (3.32) permite reformular el

sistema (3.27), tomando ¢ > 0 en una sola ecuacion no suave definida por:

C(u,7) :=u—max(0,u + (i — 7)) — min(0, @ + ¢(7 + 7))
+ méx(0, (@ — up) + (7 — 7))+
+min(0, (@ —u,) +c(7+7)) =0 (3.34)

En el siguiente teorema se resumen las condiciones de la ecuacion adjunta y de la

desigualdad variacional para el problema (3.2)

Teorema 3.3.4. La solucion (y,u) € W(0,7') x R™ de (3.2) es caracterizada por la
existencia de (p,7n) € H () x R tal que

g = SU"‘?JOa

= 57(4 = va), 539

i — max(0,a + ¢(ij — 7)) — min(0, @ + (7] + 7))
+ méx(0, (u — up) + (7 — 7))
+min(0, (@ —u,) +c(f+7)) =0 (3.36)
con ¢ > 0.

Notese que en particular el caso sin regularizacion ¢; tomando v = 0 se puede

expresar la ltima ecuacion de la siguiente manera.

%+ max (0,7 4+ ¢ (@ — up)) +min(0,7 + ¢ (@ — u,)) = 0. (3.37)

El sistema de optimalidad esta dado por
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Ecuacion de estado 4, — Ag+y = >..° uipi(z,t), en @

0,y = 0, en X
27(07 ) = Yo, en
Ecuacion adjunta - —Ap+D = yi—U, en ()
op = 0, by
p o (3.38)
p(T,z) =0, en §2

Ecuacion del Gradiente @ — méx(0,a + ¢(7 — 7))
—min(0,a + ¢(7 + 7))
+max(0, (@ = up) + (7 = 7))
+min(0, (@ — u,) +c(7+ 7)) =0.

\

3.4 Resolucion Numeérica

Resolvemos el problema con dos métodos numéricos distintos. El primero es el Método
Primal Dual de Conjuntos Activos visto anteriormente, en este caso lo aplicaremos
también al problema con regularizacién de tipo disperso utilizando el sistema de opti-
malidad obtenido (3.38) siguiendo la metodologia dada en [5]. El segundo método que
usaremos para la implementacion del problema es el de Coordenadas Descendentes que
transforma nuestro problema (3.2) a un problema de dimension finita cuya resolucion
numérica es menos costosa que el de conjuntos activos. El método de Coordenadas Des-
cendentes implica calcular el gradiente del funcional de costo, para ello nos apoyaremos
en resultados de analisis convexo puesto que debemos lidiar con la no diferenciabilidad

del mismo.

3.4.1 Meétodo Primal Dual de Conjuntos Activos (PDAS)

Para resolver este problema por medio del método de conjuntos activos vamos a tomar
en cuenta las condiciones de optimalidad (3.35) y ademas los resultados obtenidos por
Georg Stadler [5| (pagina 12).

Definicion 18. Sea ¢ > 0 y sea S = {1,2,3,...,m}. Los conjuntos activos se definen

de la stquiente manera:
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el = J1ES u’f(i)""nkT(i)"‘%Sua(i)}’

., = {i€S Ua(i)<uk(i)+7]kT(i)+%§O}

A = i |fui)+ 52 <3} (3.39)
o = fres i <uo)

o~ {reofuorat 5 w0)

con esta definicion tenemos que el algoritmo esta dado por

Algoritmo 4 PDAS
1: Inicializar ug, 19, poy k = 1.

2: Calcular y;
3: Determinar los conjuntos activos como en (3.39)
4: mientras Sik >2 Ay, £ AL AL #F AL AL, AALT L AL YL, £ L

hacer
5: Calcular (Yxi1, pr1, uks1) tal que
m
Yk+1 = Uk+1Pk+15
’ z_; I (3.40)
Prr1 = S*(upt1)
y ademés
wp, st t e Ajy,
0 si te A,
Uk+1 = § 1, si te Ay, (3.41)
1 /7
/ /pkﬂgpi caso contrario
Ao Ja
6: Actualizar
—7y st tel .,
~ +
M1 =14 s 1€ Ly, (3.42)

T
/ / DPrr1Pi — M1 caso contrario
0o Jao

T: k+ k-+1.

8: fin mientras

Tomando S* como en (2.30), esto es S*(v;) = fOT Jo Yivi- Ademés,
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(Su,§+yo—yae@ = (SZ Uii, U + Yo — Yd)L2(Q)
7
= > wilGei i+ Yo — Ya)r2(Q)
= Z ui (¢, G* (T + Yo — Ya)) 12(Q)

= Zui(%p)w(cg)

donde G = 3" G; y G; es el operador lineal dado por la definicion (11) y G* es

su operador adjunto, por lo tanto,

/OT/kaJrlSDi:/OT/Q(y+yo—yd)yi_ (3.44)

Gracias a (3.44) podemos escribir un nuevo algoritmo PDAS cuya implementacion

(3.43)

no dependa de la resoluciéon de la ecuacion diferencial adjunta. Cuya implementacioén

es més eficiente ya que no se debe resolver otra ecuacion diferencial.
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Algoritmo 5 PDAS
1: Inicializar ug, 19, po y k = 1.

2: Calcular y;
3: Determinar los conjuntos activos como en (3.39)
4: mientras Sik >2, A, # A, A F AL AL A ALL L #F L yILL # T

hacer
5: Calcular (ygy1,uxs1) tal que
Y1 = Zukﬂ@k-s—h (3.45)
i=1
y ademas
ub Si t 6 A%-‘rl?
0 si te A,
Ukl = 4 q, si te A, (3.46)
1 [T
)\/ /(yk+1 + Yo — Ya) Vi caso contrario
0o Ja
6: Actualizar
- st te I,;H,
- +
Mesr =14 7 si P €L, (3.47)

T
/ /(yk + Yo — Ya)¥i — A\Upgs1 caso contrario,
o Jo

7: k+ k—+1.

8: fin mientras

3.4.2 Convergencia del método Primal Dual de Conjuntos Ac-
tivos (PDAS)

El analisis de convergencia del algoritmo PDAS para el caso con penalizacion ¢; es un
problema abierto y su analisis no fue considerado en esta tesis. Sin embargo, una de las
formas de probar su convergencia podria ser demostrar la equivalencia con el método
de Newton Semismooth cuando existen penalizaciones con norma ¢;. Otra forma de
analizar la convergencia podria ser adaptando la misma teoria desarrollada en [30],

la diferencia radica en que se debe incluir el multiplicador asociado a la restriccién
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no diferenciable en el analisis, se podria esperar que el andlisis se aplique sin mayores
dificultades ya que el multiplicador asociado a las restricciones ¢; se encuentra en R™

y la regularidad del multiplicador no implica dificultades adicionales.

3.4.3 Meétodo de Coordenadas descendentes (CGDM)

El método de coordenadas descendentes es un método proximal, estos métodos son
especificamente adaptados para optimizar una funciéon objetivo que se puede descom-
poner en dos funciones, una que sea Lipschitz diferenciable, y otra que no sea diferen-
ciable. Por lo que debemos calcular el subgradiente del funcional (3.2) eficientemente.

Para aprovechar este método de la mejor manera vamos a reescribir el problema
(3.2) considerando las restricciones de caja U,q del control u con una funcion indicadora
de Uad

(

min J(y,u) = 3lly = vall iz + 3lull?, +vllule + Plu)

s.a.
(3.48)
ye—Ay+y = u, en(@,
oy = 0, enX,
y(07 ) = Yo, en Q>
donde P esta dado por
0 siu, <u<up,
P(u) = { ot ==t (3.49)
00 caso contrario.

v ug < 0 < uy son las condiciones de frontera del control wu.

Seguiremos la metodologia utilizada en [14], expresaremos el funcional J(y,u) como
funcion solo de u, esto es J(y,u) = F'(u) por medio del operador S(u) = y definido en
(3.5), esto es

1 A
Fu) = 115w = yall72g) + S llullz, +yllulli, + Pu) (3.50)

separaremos ademas F' en dos funciones f que es la parte diferenciable de F'(u) y

® que es la parte no diferenciable, de la siguiente manera

1 A
1) = 5118t = yalagg) + 5 Il (351)
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O(u) = yllulle + Plu) (3.52)

con lo que obtenemos que el problema a resolver es

min F(u) = f(u) + ®(u) (3.53)

Tenemos que el algoritmo basico de coordenadas descendentes resuelve problemas de
optimizacion mediante el calculo sucesivo de las diferentes direcciones que minimizan el
problema [15]. Consiste en determinar la direccion de descenso por medio del gradiente

de f en la i-ésima componente. Tenemos por tanto que el algoritmo esta dado por:

Algoritmo 6 CGDM
1: Inicializar ug, v, A, yq y 0.

2: para k= 1:m hacer
3: Calcular

1
d

4: Actualizar ug, 1 = up + g di.

5: fin para

donde H* es la matriz Hessiana de f calculada para cada componente k = 1,...m

y 0x se obtiene por medio de la regla de armijo

Inicializar 6;"" > 0 y sea 0 el elemento més grande de

{gimit, 77}]‘:0’17.“ tal que satisfaga

donde 0<n<1,0<o<1,0<p<ly

Ak = Vf(uk)Tdk—l—p dszdk—i-(I)(um—dk)—CI)(uk) (3.56)

Como podemos ver en el método de coordenadas descendentes debemos calcular
la direccion por cada componente del control por separado, por esto debemos definir
un subproblema cuadratico unidimensional. Este es un problema de optimizacién que

depende de la direccion dy, y se resuelve calculando un operador proximal asociado al
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término de regularizaciéon ® ya que esto proporciona una interesante generalizaciéon de
cambios en el gradiente, esto es una gran ventaja ya que es un problema en dimension
finita y el operador proximal calcula de forma explicita la soluciéon del problema auxiliar.
En efecto, el operador proximal que nosotros denotaremos como Prox(u) asigna a un
vector u la solucién tnica del subproblema cuadréitico dado por: Sea H la matriz

Hessiana y d la direccién tenemos

1
mdl'nﬂ =Vf(uld+ idTHd + ||w; + d||e, + P(u; + d) (3.57)
Calcular el operador proximal es fundamental para obtener tasas de convergencia
rapida en los métodos proximales [14|. Por lo tanto, nos centramos en su célculo para
nuestro caso.

Subproblema Cuadratico

Consideremos el subproblema cuadratico

1
min F} = Viu)'d+ 5dTHd + |lwi + dlle, + P(u; + d) (3.58)
con d la direccion y H la matriz Hessiana de f.

Debemos encontrar V f(u) y la matriz Hessiana H, para esto partimos del funcional

de costo

) 1 A
min F(u) = S]1Su—yall* + Sllully, + Yl + Plw) .

1 A
= 5 (Su—ya, Su—ya) + 5 {u,u) +llulle + Plu)

Para luego encontrar V f(u)?d como sigue

Viwrd = {(Su—1yq, Sd)+ Nu,d)
= (5"(Su—ya),d) + Mu,d) (3.60)
= (S*(Su—yq) + Au, d)

por tanto,

Vf(u) = S"(Su—yq) + Au. (3.61)

Ahora vamos a calcular H obteniendo la segunda derivada de f. Para esto definimos

g(u) = ||Su — y4||?, por lo que obtenemos
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g(u) = (Su—ya, Su—ya)
= (Z Wil — Y, Z Uil — Ya) (3.62)

sw=|[ ] yy}m (369

por lo que las componentes de H estan dadas por

derivando dos veces

T
0 Q

Existen varias posibilidades en la definicion del subproblema cuadratico. En parti-
cular, estamos interesados en el algoritmo de coordenadas descendentes que optimiza
el problema coordenada a coordenada, por lo cual consideramos el subproblema cua-

dratico unidimensional asociado a cada coordenada, el cual estd dado por:

1
rrclljn Fi = Vf(ul)le -+ id?szz + 7HU1 + dinl + P(Ui + dz) (365)

Reemplazando H; y V f(u;) con

a=vis = [ [0+ x (3.66)

B=H = /ny + A (3.67)

tenemos

E 2 4d 44
min le + y|u; + d;| + P(u; + d;) (3.68)

Haciendo el cambio de variable ( = d; + u; tenemos

i Fi(C) = al¢ ) + 5(C — w)? + 71 + PO, (3.69

donde P;(¢) esta dada por

PL(C) _ { 0» si Uqji < C < Up; (370)

400, caso contrario.

A partir de este problema procedemos con el calculo del operador proximal.
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Operador Proximal

Este operador es central para los métodos proximales ya que nos permite caracterizar
la solucion del subproblema cuadratico mediante una férmula para encontrar el minimo

del problema

min F;(u;) (3.71)

para esto aplicaremos la metodologia dada en [14].

Para calcular el operador proximal se tiene que determinar 0F;. Como F; = f +
®;, tenemos que f es una funcion diferenciable, por lo tanto nos enfocaremos por un
momento en la parte no diferenciable del problema, es decir ®((), la cual esta dada por
una suma de dos términos no diferenciables. Utilizaremos la teoria de analisis convexo
para calcular el subdiferencial de ®(u). Al respecto, tenemos el siguiente resultado de
analisis convexo dado por el Teorema (A.1.6), en nuestro caso particular, tenemos que
dados ®(¢) = v|¢| + P(C), definido en (3.49). Queremos calcular 0® = O(|| - ||,, + P).

Teorema 3.4.1 (Subdiferencial de la suma). Sean ¢ = || - ||, y P dos funciones
convexas que admiten un punto en dom @ Ndom P en el cual ¢ es continua. Entonces

tenemos

I(p + P)(u) = dp(u) + 0P(u) V u € (dom ¢ Ndom P). (3.72)

De acuerdo a este teorema podemos calcular dp y 0P por separado y tenemos que

si ®; = |- | + P, entonces

00, = Do + OP;. (3.73)

Por lo tanto, para F; dado en (3.69) aplicando (3.73) tenemos: Sea ¢ € R,

0
OR(C) = gelalc” = w)+ 56" = w)) +79] - [(¢") + 70R(C")
1, st (>0, (3.74)
= a+[(C" —uw) +7y0P(u) + v -1, si <0,

[—1,1], si ¢*=0.

Ahora, para P((*) el subdiferencial esta dado por el cono normal de U,y en u, esto

es
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Ny (¢) = oP(cr)) = { FERHHe=C) S0 wa<esun}, 7€ U,

®7 g* ¢ Uada

_ {zeR:z(e—=(C") <0, wuy <c<uy}, €Uy,

0, ¢* ¢ Usa-
(3.75)

Tenemos entonces que reemplazando (3.75) en (3.74)

1, si (*>0,
OF((") = a+ B((" —u) +vq —1, st (F <0,
[~1,1], si ¢*=0.

+{{Z6R:Z(c—é*)§0, Ugi < ¢ <y}, "€ U,

3.76
®7 C* ¢ Uad~ ( )

Note que si z¢ < 0 para u,; < cuy; implica que z = 0 ya que ¢ puede tomar valores
positivos y negativos por definicion de U,,.
Asumiendo que u € Uy, procedemos entonces a analizar por casos para poder

obtener el operador proximal.

Caso (* =0
0€a—fu; +v[-1,1],
& Pu; € a+y[—1,1],
@m€%+%PL% (3.77)
Q T
‘:’“l‘ﬁe[‘ﬁ’ﬁ}
Caso (*>0:
0€a+pB(C"—uw)+7,
< 0=a+ B¢ = Pu; + 7, (3.78)
<:>C*_ui_g_la
g B

. (1__Ou%32)> (“i"g> (3.79)
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Caso (* <0 :
0€a+p(¢" —uw)—7,
< 0=a+ ¢ = pu; — 7,
«

R I
= = ﬁ+ﬁ

y nuevamente escribimos

o= (-wip) (+-5)

por lo tanto, el operador proximal para u € U, esta dado por

( 0 st u»—g <é

bl 7 /6 — B)
* 1— % (u-—a> st u-—g>i
(" = Prox(u;) = Ui—% iT3) T3

ol

3 A

1—- 7 <ui—a>, St Uy a < ——.

A 5 575

luego, expresandolo de manera compacta tenemos

(5 ), @
(k=11 ui_% (uZ 5)

+

Por otro lado, cuando u ¢ U4, tomado en cuenta (3.75) tenemos que

Ug, ST U < Uy,
U= )
Up, ST U > Up-

Asi podemos escribir el siguiente algoritmo

(3.80)

(3.81)

(3.82)

(3.83)

(3.84)
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Algoritmo 7 Método de Coordenadas del Gradiente Descendente 2 (CGDM?2)

1: Inicializar u®, v, A\, yq v 0.

2: Calcular § = [y;] con y; i = 1, ..., m soluciones de (3.2)
3: mientras |[uf*! —u*|| > 1 x 107 hacer

4: para i =1:m hacer

5 Calcular

T
ak—/ /yf(ﬂ’“—deMf
0 Q

T 2
5k=/ /yk + A
Q
s
Bk

(3.85)
(e (%)
|ui — B/ B
parat=1,....m
6: Obtener ¢ aplicando la regla de armijo (3.55)
7: Actualizar
Uqi Uf+1 < Ugi
ultt = w4 0dr ug < U <y, (3.86)
Up; U§+1 > Up;
8: k + k+1
9: fin para

10: fin mientras

3.4.4 Analisis de la convergencia del método de Coordenadas
descendentes (CGDM)

Para el analisis de convergencia del método CGDM utilizaremos los resultados obteni-
dos por P. Tseng y S. Yun en [18|. Tenemos que nuestra matriz Hessiana definida por
sus componentes H;; corresponde a la matriz asociada a una forma cuadratica dada
for el funcional objetivo de tipo tracking, donde el pardmetro A\ > 0 garantiza que es
definida positiva. Ademas dado que los y; son fijos, ya que estos estdn determinados
por las funciones ¢;, entonces las entradas H;; no dependen de u y por tanto la for-
ma cuadrética asociada a la matriz Hessiana esti acotada superiormente ya que los u

pertenecen al conjunto acotado U,q. Es decir, tenemos que

WTHu < | H||[ul?, Vu € Ung (3.87)
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y como u.q es acotado, tenemos que
u" Hu < cy, || H||, (3.88)

donde ¢y, es una constante independiente de u, pero depende la acotacion de Uyg.
Por lo tanto, por el Teorema 1 en [18, pag 399| tenemos que la convergencia aplica a

nuestro método.

3.5 Experimentos numeéricos

En esta seccion presentamos algunos experimentos numeéricos para los algoritmos PDAS
y CGDM, iremos evaluando y comparando su desempeno para el mismo problema. La
resolucion de las ecuaciones diferenciales se realiza mediante el método de elementos
finitos para aproximar la variable espacial y un esquema de Euler implicito para resol-
ver el sistema EDO resultante. La discretizacion de las integrales utiliza el método del

trapecio.

Resolveremos el problema (3.2), donde para u € Uy

(

min J(y,u) = 5lly = vali g + 3llullZg) + vlluley
s.a.

- Ay + Yy = Z?il u;Pi, €n Qv (389)
auy - O, en E,
y(0,z) = yo, en Q.
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Valor de las Funciones test
»

0.5

Funciones Test para los experimentos

Variable Espacial 0 Funciones Test

Figura 3.1: Funciones ¢ del primer experimento
Experimento | Descripcion
3.1 El problema (3.2) con el Algoritmo PDAS
3.2 El problema (3.2) con el Algoritmo CGDM

Tabla 3.1: Resumen de los experimentos

Para los experimentos tomaremos m = 10, las funciones ¢; estan dadas por:

¥1
P2
¥3
P4
¥s5
Y6
7
¥8
¥9
¥10

= 1,

= x—1,

= -
= (z-1)
= 22

= sin(7 z),
= cos(m x),

= 5log(3(z + 1)),
= exp(—(x - 075)2)7
= (sen(4m z)) + cos(4m z),

como se muestra en la figura (3.1)

Tendremos los experimentos detallados en la tabla (3.1)

(3.90)
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Experimento 3.1

Empezaremos con el método Primal Dual de Conjuntos Activos donde evaluaremos

para

N = 1750, n = 400, ug = ones(10,1), Mu = rand(10,1), p = 1, up = 2uy,
Uy = —ug, A =1y v =0,5. Ademas las funciones ; estan dadas por (3.90) y

30sin(m x) cos(m t), 0,25 <t < 0,75,
Ya = —10, x < 0,5, (3.91)
—80, otro.
En este experimento variamos los valores de los parametros de regularizaciéon. Ob-

tenemos la solucion de la ecuacion de estado mostrada en la figura (3.3) y el funcional

de costo en cada iteracion se muestra en la figura (3.2)

x 10" Evolucién del funcional por cada iteracion
3 T T T T T

25} 1

N
T
L

Valor del funcional de costo
- (6}
T T
1 1

0.5 1

1 1.5 2 25 3 35 4 4.5 5
Numero de lteraciones

Figura 3.2: Evolucién del funcional de Costo del primer experimento
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Soluciéon de la ecuacion de estado

2.
)
[}
=}
5
(o
=
. 1
0.6
0.4
Variable Espacial :
Variable Temporal

Figura 3.3: Solucién de la ecuacion de estado del primer experimento

También se realiza el experimento variando las constantes A y v, de donde tenemos
los resultados mostrados en las tablas (3.2), donde podemos ver la variacion del Fun-

cional de costo, del tiempo, la cantidad de elementos nulos y el niimero de iteraciones.
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Funcional de Costo || Tiempo de ejecucion (s)

A
0.3 06 1 1.4 {03 06 1 1.4

v 0.1 759 762 765 768 || 5.28 7.92 T7.98 5.30
0.5 || 764 766 769 771 | 523 7.92 7.90 7.99
1769 771 774 775 | 3.94 5.27 5.27 7.93

51 791 790 791 792 | 2.65 5.29 5.28 5.29

10 799 799 799 799 || 1.52 1.53 1.54 1.60

Elementos Nulos Ntmero de Iteraciones
A

0.3 06 1 1.4 103 06 1 1.4
v 0110 0 0 0 4 6 6 4
0.5 1 1 1 1 4 6 6 6
112 2 2 2 3 4 4 6
51 6 7 7 7 2 4 4 4
10 ]| 9 9 9 9 3 3 3 3

Tabla 3.2: Resultados del Experimento con el Algoritmo PDAS

Velocidad de Convergencia del Método

En esta subseccion estimaremos la velocidad de convergencia del algoritmo PDAS para
controles finitos mediante la estimacion del error. Para esto consideraremos como solu-
cién exacta el control w obtenido en la tltima iteracién del algoritmo del experimento
(2,2) y el error dado por:

error = ||u — u||gm (3.92)

Tenemos que el error evoluciona como se muestra en la tabla (3.3), dado que la
solucion exacta es el valor del funcional en la tltima iteracion, se tiene que el valor del
error en esta es 0, ademas podemos ver en la figura (3.4) la cual tiene el eje y a escala
logaritmica la evoluciéon del error

Podemos ver que la convergencia del método empieza desde la tercera iteracion.

Tenemos que la relacion entre errores de dos iteraciones consecutivas esta dada por:
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Tteraciones H error

1

S O = W N

76.907227818
24.412430474
8.143297544
1.433768212
1.213362512
0

Tabla 3.3: Evolucién del error por cada iteracion, PDAS - Controles finitos dispersos

10

Evolucién del error por cada iteracion

10

Valor del error (escala logaritmica)

10

1 1.5 2 25

3 3.5 4

Numero de lteraciones

4.5

Figura 3.4: Evolucion del error en cada iteacion, PDAS - Controles finitos dispersos
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Iteraciones H Relacion v

0.317426998
0.333571766
0.176067275
0.846275222
0

Tt W N~

Tabla 3.4: Relacion de dos errores consecutivos, PDAS - Controles finitos dispersos

TRy ST
. M (3.93)
i — u* g
Obtenemos la tabla (3.4) donde podemos ver que v se comporta como una funcion

que tiende a 0 por lo tanto el error converge superlinealmente.

3.5.1 Experimento 3.2

Para el experimento 2 tenemos los siguientes datos N = 1750, n = 400, uy = ones(10, 1),
Mu=0, p=1, up = 2ug, ug = —ug, d =05, A\ =1y v=0,5.
Tomamos m = 10. Las funciones estan dadas como el experimento anterior mos-

tradas en la figura 3.1 y y, estd dada por

30sin(m x) cos(m t) 0,25 <t < 0,75
Ya =4 —10 r <05 (3.94)
—80 otro
Podemos ver los resultados del experimento, primeramente la ecuacién de estado

mostrados en la figura (3.6) y la evolucion del funcional de costo en la figura (3.5)
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Evolucién del funcional de costo por cada iteracién
769.5 T T T T T

T
!

769.45

769.4

769.35

769.3

769.25

769.2

Valor del funcional de costo

769.15

769.1

769.05

769 : : : y ;
25 3 3.5 4 4.5 5
Numero de lteraciones

Figura 3.5: Evolucién del funcional de Costo del segundo experimento

Solucion de la ecuacion de estado

Valor de y

0.6

: 0.4
Variable Espacial 0 9 0.2 Variable T |
ariable Tempora

Figura 3.6: Solucion de la ecuacion de estado del segundo experimento

Se realiza el experimento variando las constantes A y -, de donde tenemos los
resultados presentados en la tabla (3.5), donde podemos ver la variacion del Funcional
de costo, tiempo de ejecucion, cantidad de elementos nulos y el nimero de iteraciones

para el algoritmo CGDM.
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Funcional de Costo Tiempo de ejecucion (s)

A A
J103 06 1 1.4 1 0.3 0.6 1 1.4

v 0.1 759 762 764 767 | 14.21 26.36 23.70 35.62
0.5 || 764 766 769 770 || 14.07 31.47 31.58 43.69
1769 770 773 774 | 14.05 14.12 4875 36.15
51 790 790 791 791 || 14.14 14.21 14.14 18.74

10 | 799 799 799 799 || 3.35 3.35 340  3.39

Elementos Nulos Nimero de Iteraciones
A A

JI03 06 1 1.4 1] 0.3 0.6 1 1.4
v 0110 0 0 0 3 4 ) 6
0.5 11 1 1 1 3 5 5 6
112 2 2 2 3 3 7 6
517 7 7 7 3 3 3 4
10 {1 9 9 9 9 2 2 2 2

Tabla 3.5: Resultados del Experimento con el algoritmo CGDM

Velocidad de Convergencia del Método

En esta subseccion estimaremos la velocidad de convergencia del algoritmo PDAS para
controles finitos mediante la estimacion del error. Para esto consideraremos como solu-
cién exacta el control u* obtenido en la tltima iteracion del algoritmo del experimento
(2,2) y el error dado por:

error = ||u — u||gm (3.95)

Tenemos que el error evoluciona como se muestra en la tabla (3.6) , dado que la
solucion exacta es el valor del funcional en la tltima iteracion, se tiene que el valor del
error en esta es 0, ademéas podemos ver la evolucion del error en la figura (3.4) la cual
tiene el eje y a escala logaritmica

Tenemos que la relacion entre errores de dos iteraciones consecutivas esta dada por:

@ — u**lzm

- - = 3.96
S T (3.96)
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Iteraciones H error

0.724745961
0.023996033
0.000981380
0.000041063
0.000001789
0.000000051
0

= O O = W N~

Tabla 3.6: Evolucion del error por cada iteracion, CGDM-Controles finitos dispersos

Evolucién del error por cada iteracion
T T

Valor del error (escala logaritmica)
=

1 2 3 4
Numero de lteraciones

Figura 3.7: Evolucién del error en cada iteracion, CGDM-Controles finitos dispersos
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Iteraciones H Relacion v

0.033109579
0.040897596
0.041842910
0.043576602
0.028671741
0

SO ks W N

Tabla 3.7: Relacion de dos errores consecutivos, CGDM-Controles finitos dispersos

Obtenemos la tabla (3.4) donde podemos ver que v se comporta como una funcion

que es constante, por lo tanto converge linealmente.

Comparaciones de los Algoritmos

Procederemos a comparar los resultados del algoritmo PDAS contra el algoritmo CGDM.
En la tabla (3.8) podemos comparar el tiempo de ejecucion, nimero de iteraciones y

valor de la funcion objetivo, cuando A=1y v =1

Algoritmo H Tiempo de ejecucion (s) Numero de Iteraciones Funcién Objetivo

PDAS 5.32 4 774
CGDM 49.04 7 773

Tabla 3.8: Resumen del Experimento 3.2 con v =1

Se realiza el experimento disminuyendo v = 0,5, donde tenemos el tiempo de eje-
cucion, namero de iteraciones y el valor de la funcion objetivo mostrados en la tabla
(3.9),

‘ Algoritmo H Tiempo de ejecuciéon (s) Numero de Iteraciones Funciéon Objetivo

PDAS 7.90 6 769
CGDM 31.54 b} 769

Tabla 3.9: Resumen del Experimento 3.2 con v = 0,5

Podemos observar que en ambos casos el tiempo de ejecucion del PDAS es menor
que CGDM. En cuanto a la funcién objetivo observamos que en el CGDM obtenemos
un valor mas pequeno, esto se produce debido a que el criterio de parada del PDAS es
diferente al CGDM, ya que en el primero el criterio depende de los conjuntos activos y
el segundo de u. En el capitulo (3.6) realizaremos experimentos adicionales para poder

observar de mejor manera la eficiencia de cada algoritmo.
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3.6 Paralelizacion del algoritmo de coordenadas de
descenso (CGDM)

Los algoritmos paralelos surgen con la creciente demanda de resoluciéon de problemas
a gran escala. En este capitulo veremos que el algoritmo con el método de coordenadas
descendentes junto a la resolucion de las EDPs parabolicas, es altamente paralelizable.
Evaluaciones experimentales indican que los algoritmos de coordenadas de descenso
pueden aprovechar la paralelizacion en las plataformas de computacion multintcleo
[16].

La necesidad de optimizacion escalable esta creciendo ya que mas aplicaciones uti-
lizan datos de mayor dimensién, pero la velocidad de los niicleos de los procesadores a
dejado de aumentar, en cambio, las computadores vienen con mas ntcleos y el nuevo
reto es poder utilizarlos eficientemente. A pesar de que hay muchos algoritmos pa-
ra resolver problemas con regularizaciones con la norma #;, existen pocos algoritmos
paralelos.

Richtarik y Takic (2012) [17] muestran que métodos de coordenadas descendentes
por bloques pueden ser acelerados por paralelizacion y muestran una mejora significati-
va en problemas de tipo LASSO. En nuestro caso, debido a que los problemas de control
optimo estudiados tienen un ntimero pequeno de variables de control en comparaciéon
a otros problemas de optimizacion dispersa tratados en aprendizaje de maquinas, nos
concentraremos en la paralelizacion del algoritmo, en lugar de considerar la estrategia
de optimizacién por bloques, aunque la extensiéon por bloques del algoritmo propuesto

se puede extender con relativa facilidad si se considera un niimero elevado de variables.

3.6.1 Paralelizacién del algoritmo CGDM

Procedemos a desarrollar un algoritmo de coordenadas descendentes paralelos para
comparar, basado en el algoritmo CGDM desarrollado anteriormente en la Subsecciéon
(3.4.3). Este algoritmo es una extension del método de Coordenadas Descendentes pro-
puesto por Tseng y Yun |18] a problemas de control 6ptimo con controles finitos.
Para entender un poco mejor lo que se quiere lograr damos un ejemplo en dos dimen-
siones de nuestro problema. Supongamos que el control tiene dos componentes posibles
como se muestra en la figura (3.8). El algoritmo serial calcula una direccion (de dos
componentes) en cada paso.

Al paralelizar el algoritmo queremos que ambas componentes de una direccion se
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Figura 3.8: Direcciones del control en serie en 2 dimensiones

calculen simultaneamente, como se indica en la figura (3.9). Esto nos permite apro-
vechar varios niicleos del procesador y una disminucion en el tiempo de ejecucion, ya
que lo que antes se calculaba en un solo ntcleo del procesador ahora lo podemos hacer
en dos. En nuestro caso tenemos que el control tiene m coordenadas que deseamos
optimizar por lo que asumimos que tenemos m procesadores a disposicion. Si bien esta
suposicion es algo artificial si se considera computadores personales, muchos lenguajes
de programacion distribuyen la carga entre los niicleos disponibles, independientemente

del namero disponible, como por ejemplo Matlab en su toolbox de paralelizacion.

Sean P la cantidad de procesadores que vamos a utilizar, claramente nuestro algorit-
mo para resolucion de la ecuacion de estado puede ser descompuesto en m subproblemas
independientes para cada ¢; usando el principio de superposicion en el caso finito ver
(3.4). Ahora si tenemos m procesadores o nucleos, cada uno puede ser asignado con
la tarea de resolver un solo subproblema. Ademads, también tenemos que el algoritmo
de coordenadas de descenso se puede paralelizar, ya que se debe calcular la direccion
para cada control y cada uno es independiente del otro. Asi proponemos el siguiente

algoritmo paralelizado:
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1* Coordenada {1 cpul

1° paso

=)
=
wr
N
-y
]
-
&
=
i
[
g
.1
i
N
L

1* Coardenada (17 opu)

Figura 3.9: Direcciones del control calculadas en paralelo

Algoritmo 8 CGDM-P

. Inicializar u°, Jo, v, X\, ¥4 y 0.
: parfor i € {1,...,m} do
Calcular en m procesadores y; soluciones de (1.16)

: end parfor.

. mientras |[u**! — u¥|| > 1 x 107 hacer

1

2

3

4

5: Caleular g = >0 wp;.
6

7 parfor i € {1,2,...,m} do
8

En m procesadores, en cada procesador i, calcular

T
ai:/ /yi(ﬂ—yd)—i‘)\ui
OT Q
@:/ /yf+>\ (3.97)
¢ s

Qf
o= (1m i) (- )
|Uz‘—5—:>+ B

9: Actualizar
Uq, uf T < g
uf“ = uf +0d; ug < u;cﬂ < Uy (3.98)
Upi u >
10: end parfor.
11: Obtenemos w**! = (uf ™ wbt b ™ k). 8

12: k+—k+1

10 o v vt e e



Tenemos una desventaja para este algoritmo, podemos ver que en Bradley, Kyrola,
Bickson y Carlos Guestrin en [19] recalcan que las actualizaciones paralelas podrian
aumentar el riesgo de divergencia en el algoritmo. En la figura (3.10) tomada de [19], en
la parte izquierda, se puede visualizar que un algoritmo paralelo acelera la convergen-
cia cuando las componentes no estan correlacionadas; en contraste, en la parte derecha
podemos ver que cuando las componentes estan correlacionadas las actualizaciones pa-
ralelas tienen un creciente riesgo de no llegar al objetivo. Se pueden evitar divergencias
mediante la imposiciéon de un tamano de paso , pero experimentos mostraron que ese
enfoque es poco practico [19].En nuestro caso el parametro ¢ se impone como 6 = 0,5.
El algoritmo paralelo hace menos eficiente al método ya que se espera que haga mas ite-
raciones, pero al calcular las componentes de descenso simultaneamente cada iteracion

se calcula mas rapido.

(8

Figura 3.10: Izquierda: Las Coordenadas no se encuentran correlacionadas, las actuali-
zaciones paralelas son tutiles Derecha:Las Coordenadas no se encuentran correlaciona-

das, las actualizaciones paralelas tienen conflicto.

3.6.2 Experimentos Nimericos

En esta seccion resolveremos el mismo problema que en la seccion (3.5) el experimento
(3.5), por lo tanto, la implementacion es similar, la diferencia con estos experimentos es
que se aplican los cambios para la paralelizacion del algoritmo. Evaluamos el desempeno

de esta técnica aplicada a nuestro problema.
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Resolvemos el problema (3.2), donde para u; € U,q, Uyq definido como en (3.1)

,

S.a.

v — Ay +y

oy
y(0,x)

\

min  J(y,u) :

sly = vollizg) + 2lulle. + vlulle

Zuigpia en Q7 (399)
i=1

0, en

Yo, en (2.

Los experimentos que realizaremos estan detallados en la tabla (3.10)

Experimento | Descripciéon
4.1 A=1ly~v=1
4.2 A=1y~v=0,5

Tabla 3.10: Resumen de los experimentos con el Método CGDM paralelizado

Experimento 4.1

Para el experimento 4.1 tenemos los siguientes datos
N = 1750, n = 400, uy = ones(N, 10), ub = 2up, ua = —up, A=1,6 =05y vy=1

b

Tomaremos m = 10, para el primer experimento las funciones ¢; estdn dadas por

Y1
P2
¥3
¥4
¥s
Y6
©7
Vs
Y9
¥10

mostradas en la figura 3.11.

1,

r—1,

(v —1)%

(v —1)%

I_Z’ (3.100)
sin(m z),

cos(m x),

5log(3(x + 1)),
exp(—(:L‘ - 075)2)7
(sen(4m x)) + cos(4m x),

Ademas, tomamos
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30sin(m x) cos(m t), 0,25 <t < 0,75,
ya={ —10, z < 0,5, (3.101)
—80, otro.

Funciones Test para los experimentos

Valor de las Funciones test

Variable Espacial 0

Funciones Test

Figura 3.11: Funciones ¢ del primer experimento

Podemos ver los resultados del algoritmo, la ecuacion de estado mostrada en la

figura (3.13) y la evolucion del funcional de costo en la figura (3.12)
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Evolucién del funcional de costo por cada iteracién
773.7 T T T T

773.65[ 1

773.6 1

773.55} 1

773.51 4

773.45 4

Valor del funcional de costo

773.41F 1

773.35[ 1

773.3 ! ; ;
0 5 10 15 20 25

Numero de lteraciones

Figura 3.12: Evolucion del funcional de Costo del primer experimento

Solucién de la ecuacion de estado

Valor de y

0.6

0.4
Variable Espacial 0 02

Variable Temporal

Figura 3.13: Solucion de la ecuacion de estado del primer experimento

En la tabla (3.11) podemos comparar el desempenio de los algoritmos cuando A = 1

yy=1
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Algoritmo H Tiempo (s) Numero de Iteraciones Funciéon Objetivo

PDAS 4.50 4 774
CGDM 39.54 7 773
CGDM-P 25.46 22 773

Tabla 3.11: Resumen del Experimento 4.1, donde v =1

Observamos que el tiempo de ejecucion del algoritmo que se encuentra paralelizado
CGDM-P es menor que el CGDM. El niimero de iteraciones del CGDM-P es mayor
que los demés algoritmos. El PDAS es el mas rapido.

En la tabla (3.12) podemos visualizar la evolucion del funcional de costo con res-

pecto al numero de iteraciones para cada algoritmo.

83



Iteraciones || PDAS || CGDM || PCGDM
1 955 954 774.5
2 29363 || 774.8 773.6
3 1129 773.3 773.4
4 1102 773.3 773.4
5 774 773.3 773.3
6 773.3 773.3
7 773.3 773.3
8 773.3
9 773.3
10 773.3
11 773.3
12 773.3
13 773.3
14 773.3
15 773.3
16 773.3
17 773.3
18 773.3
19 773.3
20 773.3
21 773.3
22 773.3

Tabla 3.12: Comparacion de los valores del funcional de costo del primer experimento.

Experimento 4.2

Se realiza el experimento con los mismos datos anteriores a excepcion de ~ disminu-
yéndolo a v = 0,5, de donde tenemos los siguientes resultados
Podemos ver los resultados del algoritmo, primeramente la ecuaciéon de estado mos-

trados en la figura (3.13) y la evolucion del funcional de costo en la figura (3.12)

84



Evolucién del funcional de costo por cada iteracién
769.15 T T T

769.1 1

769.05 1

Valor del funcional de costo

769 ! :
0 5 10 15 20
Numero de lteraciones

Figura 3.14: Evolucion del funcional de Costo del segundo experimento

Solucién de la ecuacién de estado

Valor de y

0.6

0.4
Variable Espacial 0 0.2

Variable Temporal

Figura 3.15: Solucién de la ecuacion de estado del segundo experimento

Realizamos la comparacion de los tiempos de ejecucion, Nimero de iteraciones y
Valor del Funcional de costo para cada algoritmo podemos apreciar los resultados en
la tabla (3.13)
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Algoritmo || Tiempo (s) Numero de Iteraciones Funciéon Objetivo
PDAS 6.96 6 769
CGDM 28.29 ) 768
PCGDM 22.45 21 768

Tabla 3.13: Resumen del Experimento 4.2, donde v = 0,5

En este caso podemos visualizar que la paralelizacién permite mejorar el tiempo de

ejecucion del algoritmo.

Iteraciones || PDAS || CGDM || PCGDM
1 949 770 770
2 28791 || 769 769
3 1094 769 769
4 1095 769 769
5 770 769 769
6 770 769 769
7 769 769
8 769
9 769
10 769
11 769
12 769
13 769
14 769
15 769
16 769
17 769
18 769
19 769
20 769
21 769

Tabla 3.14: Comparacion de los valores del funcional de costo del segundo experimento.
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Evolucion del Funcional de Costo (J)

Iteraciones H 1 2 3 4 5 6 7

| PDAS 1950 28791 1094 1095 770 770 769 |
| CGDM | 94954 769.41 769 769 769 769 769 |
| PCGDM  [[769 769 769 769 769 769 769 |

Tabla 3.15: Comparacion de los valores del funcional de costo del segundo experimento.

El tiempo de ejecucion del PDAS es menor que CGDM y que el CGDM-P. Ademés
podemos observar que el algoritmo paralelo realiza més iteraciones pero éstas son més
rapidas por lo que su tiempo de ejecucion es menor que el CGDM. En cuanto a la
funcion objetivo observamos que con el CGDM y CGDM-P obtenemos un valor mas

pequeno que con el PDAS, debido al criterio de parada.

Experimentos fijando k = 30

Para concluir con los experimentos incluiremos lo mencionado en el capitulo (3). Rea-
lizaremos experimentos fijando el nimero de iteraciones &k = 30 para A =1y v =1,

evaluando el tiempo de ejecucion para cada algoritmo.

Algoritmo H Tiempo (s) Funcion Objetivo ‘

PDAS 15.61 773
CGDM 252.68 773
CGDM-P 44.20 773

Tabla 3.16: Resumen del Experimento 4.1, fijando el niimero de iteraciones
Podemos observar que el PDAS sigue siendo el algoritmo que realiza méas rapido

cada iteracion. Ademas el CGDM-P es mas rapido que el CGDM ya que sus iteraciones

son mas rapidas pues se realizan en paralelo.
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Capitulo 4
Conclusiones

Los problemas de control 6ptimo de dimensién finita son importantes para aplicaciones
reales de la teoria de control. En este proyecto hemos analizado los algoritmos de
conjuntos activos, coordenadas descendentes y coordenadas descendentes paralelas, con

lo que hemos obtenido las siguientes conclusiones:

e Las condiciones de optimalidad de estos problemas nos permiten desarrollar al-

goritmos eficientes

e El algoritmo PDAS no involucra la resolucion numérica de la ecuacién adjunta,

por lo que obtenemos mas eficiencia en la resolucion del problema

e El método CGDM no involucra la resolucion de la ecuacién adjunta ya que se cal-
cula un operador proximal y se reduce el problema a la resolucién de un problema

en dimension finita, lo que implica mas eficiencia

e El método CGDM tiene maés iteraciones que el PDAS, pero tiene la ventaja de

que es paralelizable.

e En las tablas (3.2) y (3.5) podemos ver que el Método CGDM induce mayor

esparcidad en los resultados.

e Podemos observar en la tabla (3.11) y (3.13) se observa que el método mas réapido

para resolver el problema (3.2) es PDAS

e Aunque la paralelizacion de CGDM ofrece mejoras en algunos casos, merece la
pena mayor investigacion sobre varias estrategias disponibles para aprovecharla

de mejor manera.
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Entre las diversas alternativas para reducir el tiempo de resoluciéon de este tipo de
problemas mencionamos la paralelizaciéon del Algoritmo de Coordenadas Descenden-
tes que podrian ser abordados en trabajos futuros ya que las variables deben estar

correlacionadas para obtener mejores resultados.
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Apéndice A

Apéndice

A.1 Algunos resultados de optimizacién y analisis con-

vexo

Més adelante veremos que por la estructura cuadratica - lineal de los problemas de
control 6ptimo considerados, éstos pueden ser reducidos a problemas convexos no dife-
renciables, por lo cual, el estudio del andlisis convexo nos sera de utilidad. Por ejemplo,
un tipo de problemas de optimizacién no convexa y no suave estudiados tienen la

siguiente forma:
min J(u) = f(u) +vP(u) (A1)

donde v > 0, P : R — (—00, 0] es propia, convexa y df\@bilmente semi-continua
y f es suave en un subconjunto abierto de R™ que contiene domP = {u : P(u) < co}.
Un caso especial de (A.1) es: si tenemos restricciones en la frontera, esto es cuando

tomamos

0 a < < ’
IUad - { o =t=1 (AQ)

o0 caso contrario,

con u, < up. Estos modelos son comunes en la aplicacion al limpiar senales o imége-
nes utilizando campos de Markov aleatorios c.f. [20] u optimizacion con regularizaciones

e norma ¢; c.f. [21].

YMulle (A-3)

donde la norma /; es introducida para inducir dispersion en la solucion final c.f.
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[18]. En uno de nuestros problemas vamos a hacer una combinacion de los dos casos
antes mencionados. En el caso de problemas de control 6ptimo con cantidades finitas,

nuestro interés es cuando

P(u) == Ty,, +7|ulle, (A4)

donde Zy,, esta dada como en (A.2)

Herramientas de optimizacion

Para poder implementar estos problemas numA@ricamente debemos tratar con la
no diferenciabilidad de la funcién P(u) definida en (A.4), por lo que mencionaremos

algunos resultados estAjndar de analisis convexo c.f. [22]. Sea X un espacio de Banach

Definicion 19. 1. Un funcional F : X — (—00,00] se llama convexo si
F((1 =Nz + Azg) < (1= N)F(x1) + AF(22) (A.5)

para todo 1,20 € X y 0 < X < 1. Se llama propia si no es id/f@nticamente 0.

2. Un funcional F': X — (—o00,00] se dice semi-continuo inferior (s.c.i.) en z € X

F(z) < lim inf F(y). (A.6)

Y—T

Un funcional F es s.c.i. si es s.c.i. para todo x € X.

3. Un funcional F : X — (—00,00] se dice dA@bilmente semi-continuo inferior

(d.s.ci.) en x si
F(z) < lim inf F(z,) (A7)

n—oo

para todas las sucesiones (x,)ner que convergen d/f@bilmente a x. Ademds, F se

dice d.s.c.i. si es d.s.c.i en todo x € X.

4. El subconjunto D(F) ={z € X : F(x) < oo} de X, se dice el dominio efectivo de
F

5. EL epigrafo de F se define por epi(F) = {(z,¢) € X xR: F(x) < ¢}

Teorema A.1.1. Si F : X — (—00,00] es convero y acotado inferiormente en un

conjunto abierto U, entonces F es continuo en U.
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Teorema A.1.2. Si F: X — (—00,00] es un funcional propio s.c.i. convezo en X, y
F' es acotado sobre una vecindad V' de un conjunto acotado y convexo C, entonces F
es lipschitz continuo en C.

Subdiferenciales

En esta pequena seccién resumiremos algunos resultados de los subdiferenciales que
nos seran ttiles en nuestro estudio. Consideremos X = R" y (-, ) el producto escalar

en R"™.
Definicion 20. Sea F': R" — (—00,0), el subdiferencial de F en x, es el conjunto:

OF(x) ={2" e R": F(y) — F(x) > (z",y —x) para todo y € R"}. (A.8)
Si OF(x) es no vacio, entonces F se dice subdiferenciable. El conjunto de todos los
puntos donde F es subdiferenciable se denota por D(OF).
Teorema A.1.3. zg = arngl'R{n F(x) siy solamente si 0 € OF(xy).

zeR™
También tenemos los siguientes resultados

Proposicién A.1.4. Para F : R" — R", el conjunto OF (x) es cerrado y convezo para
todo x € R™.

Teorema A.1.5. Si el funcional convexo F es continuo en T, entonces OF (T) es no

vacio.
Ademaés tenemos un resultado importante que utilizaremos mas adelante, esto es

Teorema A.1.6 (Subdiferencial de la suma). Sean f : R® — R" y g : R* — R"”
funciones convexas que admiten un punto en domf N domg en el cual f es continua.

Entonces tenemos

If+g)(x)=0f(x)+dg(x)  Vzx&domfndomg. (A.9)

Demostracion Sea v € R" = (dom f Ndom g), h* € R™, 0f(u) y 0g(u) son los

subdiferenciales correspondientes de f y g, Se sigue de (3.19) que deben cumplir

flu) = f(u) > (h*,u — )
i) >

g(w) — (@) > (=" u — @) (4.10)
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para todo @. También tenemos que h € 0f(u) + dg(u), debemos demostrar que h €
O(f + g)(u). Vamos a sumar las desigualdades en (A.10) y obtenemos

(f(w) +g(u)) = (f(@) + g(@) = (h* + 2", u —u)

(e (A.11)
(f+9)(u) = (f+9)(w) = 2(h" + 2", u — 1)

como sabemos que por hipdtesis las funciones f y g admiten un punto en dom fNdomg

podemos tomar en particular h = h* + z* entonces, h € J(f + g)(u); por lo tanto,
Of (u) + 0g(u) C O(f + g)(u).

Ahora sea h € O(f + g)(u). Nos reduciremos al caso donde u = 0, f(0) = ¢g(0) = 0. Sea
wun punto en (dom f N domg) en el que f es continua.

Sea epi(f) = {(x,€) : x € R", £ € R, f(x) < &} los subconjuntos de R™™! definidos por

c= / epi(f), D ={(w,t): (hyw) — glw) > t} (A12)

son no vacios como consecuencia de la existencia de u. Son convexos y disjuntos
como resultado de la desigualdad del subgradiente para h. Por el teorema de separacion

de Hahn Banach C'y D pueden separarse: Existe h* € R" y XA € R tal que
(h*,w) + Xt < (h*,u) + s Y(w,t) € D, (u,s) € / epi f. (A.13)

Se sigue que A > 0; podemos normalizar tomando A = 1. Como epi f C cl epi [ =

cl(int epi f) tenemos

(h*,w) +t < (h,u) +s V(w,t) € DV(u,s) € epi f. (A.14)

Tomando (w,t) = (0,0), esto implica que —h* € 9f(0). Tomando (u,t) = (0,0)
llegamos a que h* + h € 9g(0). Asi h € 9f(0) + dg(0). m

Principio de Superposiciéon

Para la resolucion de la ecuacion parabélica con controles finitos utilizaremos el princi-
pio de superposicion, en general el principio de superposicion se formula de la siguiente

manera:

Definicion 21. Sea y; una solucion de la EDP lineal L [y1] = f1 y sea us la solucion
de la EDP lineal L [ys] = fo. Entonces, para cualquier constante c¢; y ca, c1y1 + Caya2 €S

una solucion de L [y] = c1f1 + cafa. En otras palabras
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Lciyy + cayo) = c1fr + ca fo.

(A.15)
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