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Resumen

En el presente trabajo de titulación se estudia las probabilidades de transición

de un sistema molecular interactuando con radiación electromagnética. Los cálcu-

los son de tipo analítico y basado en técnicas asociadas al álgebra de Lie y estados

típicos de óptica cuántica. El sistema molecular es modelado por el potencial de

Rydberg y desarrollado en serie de Taylor hasta la forma de un oscilador anarmó-

nico. La interacción radiación materia es considerada de acuerdo a la aproximación

dipolar eléctrica. La probabilidad de transición es evaluada para molécula del tipo

H − X, siendo H el átomo de hidrógeno y X una secuencia de distintos halógenos

de forma de incorporar variaciones en su frecuencia e intensidad. Por otra parte, he-

mos estudiado la interacción del sistema molecular con átomos (He) a fin de evaluar

comparativamente las misma probabilidades de transición.
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Abstract

In this paper, analytic transition probabilities of a molecular system interacting

with radiation are determined by Lie algebras techniques and quantum optics sta-

tes. The molecular system is modeled by the Rydberg potential and the interaction

between matter and radiation is approximated by an electric dipole. The probabili-

ties are calculated and analyzed in molecules H − X, where H is the hydrogen atom

and X is a series of halogen atoms. In order to complete our research, we also study

the collision between Helium atom and our molecules. At the end, our results were

in good agreement with excitation and emission processes.
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Capítulo 1

Introducción

El presente trabajo de titulación trata sobre mecánica cuántica y espectroscopia

teórica. Particularmente, queremos presentar una metodología para calcular las pro-

babilidades de transición vibracional de un sistema molecular interactuando con

un campo electromagnético (radiación-materia) mediante álgebras de Lie. Además,

aplicaremos la formulación de Wei- Norman para plantear el operador de evolución

temporal, operador indispensable en estas probabilidades, mediante el álgebra de

Lie extraída del Hamiltoniano del sistema radiación - materia. Al final estas proba-

bilidades son analizadas cualitivamente para las moléculas HF, HCl, HBr y HI.

Métodos algebraicos han sido utilizados por diversos autores en los últimos

años [1–6], para el estudio de sistemas moleculares sujetos tanto a interacciones ra-

diativas con campos electromagnéticos clásicos o de tipo colisional con otras molé-

culas o iones. Por ejemplo, modelos algebraicos para describir colisiones inelásticas

átomo-molécula en aproximación semiclásica con el fin de estudiar las intensida-

des de transición y su comparación con resultados semiclásicos exactos, han sido

tratados por Álvarez-Bajo y colaboradores [7]. En el trabajo de Álvarez-bajo y cola-

boradores, se llevó a cabo una aproximación lineal para el desarrollo del potencial

de enlace y se introdujo el álgebra SU(2) en la coordenada interna o de desplaza-

miento para algebrizar dicho potencial. Para el estudio de las transiciones radiativas

se utilizó el enfoque de Wei-Norman con el álgebra SU(2). En esa referencia [7] se

comparan las probabilidades de transición entre el modelo semiclásico y el alge-

braico, encontrándose que los resultados son muy similares. Las diferencias entre

ambos tratamientos, se atribuyen con términos en el potencial de interacción que no

han sido tomados en cuenta [7].

Otros métodos algebraicos han sido propuestos por Récamier y colaboradores
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[8]. Estos han sido desarrollados para el estudio de los mecanismos de transferencia

de energía en un sistema diatómico de tipo anarmónico. En este trabajo se modifi-

có el álgebra de operadores de creación y aniquilación del oscilador armónico, de

tal manera que el Hamiltoniano del oscilador armónico cuando sea expresado en

operadores deformados, tenga el espectro del potencial de Morse. El propósito del

trabajo de Récamier se corresponde con el estudio y comprensión de los procesos

dinámicos asociados a la colisión de átomos con moléculas diatómicas [8]. Los re-

sultados presentados describen de forma clara las dificultades de este tipo de meto-

dología.

En el presente trabajo, se pretende el uso de una metodología algebraica similar

para abordar el estudio de las probabilidades de transición de origen vibracional de

un sistema molecular acoplado a un campo electromagnético clásico. El sistema de

estudio está sujeto a un potencial de interacción expresado a través de una función

de Rydberg. Este potencial es poco usado en la literatura tanto de dinámica mole-

cular como de química cuántica, en vista de que no se tienen soluciones analíticas

de forma cerrada de la ecuación de Schrödinger independiente del tiempo para este

potencial [9]. Sin embargo, es importante indicar que comparando con otros poten-

ciales para moléculas dipolares como el de Morse o el de Hulbert-Hirschfelder, el

potencial de Rydberg planteado en nuestro problema, ha permitido hacer prediccio-

nes más precisas en las probabilidades de transición en sistemas moleculares iónicos

del tipo H2
2 [10]. La evaluación comparativa de las ventajas analíticas de diferentes

potenciales para moléculas diatómicas, como el de Rydberg, Rydberg extendido, es

todavía un campo de investigación fértil y con aplicaciones muy prácticas [11–13].

Nuestro estudio en este trabajo de titulación, se centra tanto en el cálculo como

en la interpretación física de las probabilidades de excitación y des-excitación vi-

bracional de las moléculas H − X, siendo X el grupo de los halógenos de la tabla

periódica en su interacción clásica con campos eléctricos dependientes del tiempo.

Es importante señalar, que el estudio de tales transiciones vibracionales tiene un rol

significativo en la comprensión del control cuántico en reacciones químicas [14]. En

ciertas reacciones catalíticas la formulación teórica computacional de examinar es-

tados cuánticos selectivos, permite el mejoramiento y conocimiento de la cinética

química y el estudio de las velocidades de reacción, distinto a lo que típicamente

suele emplearse cuando se supone como punto de origen de la reacción química, los

estados fundamentales.

Asimismo, en el campo de la computación cuántica es importante reconocer y

cuantificar el efecto de mecanismos de interacción entre fotones y moléculas, que
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condicionen el estado y tiempos de coherencia de sistemas moleculares atrapados

[15]. De manera general el estudio de espectros vibro-rotacionales en moléculas dia-

tómicas es un área de mucho interés en la espectroscopia tanto lineal como de alta

intensidad. El elucidar los espectros vibracionales para moléculas diatómicas, ha

servido comúnmente para interpretar y modelar moléculas poliatómicas de estruc-

turas más complejas [16,17]. Además, definir estados cuánticos estables y coherentes

a partir de excitaciones vibracionales e inducir efectos catalíticos simulados compu-

tacionalmente, ha sido objeto de estudios a lo largo de muchas décadas. En estos

estudios, es de interés no solamente establecer los productos catalíticamente acti-

vos en una reacción, sino obtener además información sobre productos colaterales

generados en el proceso, haciendo uso de las funciones de opacidad [18].

Finalmente, el presente trabajo de titulación presenta los siguientes contenidos.

El capítulo 1 contiene la introducción. El capítulo 2 trata sobre los conceptos, defini-

ciones básicas y algunas aplicaciones de mecánica cuántica con álgebras de Lie em-

pleando técnicas de Wei-Norman. El capítulo 3, se refiere al procedimiento y cálculo

de la probabilidad de transición en el tiempo entre diferentes estados utilizando el

formalismo de Wei-Norman. El capítulo 4 presenta los resultados numéricos de la

probabilidad de transición entre algunos estados y la probabilidad de permanencia

en cierto estado. Además en este capítulo, se adiciona a la metodología anterior la

metodología de interacción materia - materia es decir choque entre un átomo y una

molécula. Ésta última metodología se la agrega para complementar el estudio de las

transiciones vibraciones y luego comparar los resultados con los de interacción ra-

diación materia. Después ésta el capítulo de conclusiones y por último se presentan

las referencias y los anexos.
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Capítulo 2

Antecedentes físicos y matemáticos

Éste capitulo trata sobre sobre los conceptos, definiciones básicas y algunas apli-

caciones de mecánica cuántica con álgebras de Lie y técnicas de Wei- Norman. Las

cuales serán llevadas a lo largo de este trabajo de titulación. Partiendo como base

el estudio del oscilador armónico cuántico mediante operadores de creación y ani-

quilación utilizaremos la formulación de Wei - Norman para obtener el operador de

evolución del Hamiltoniano de un oscilador armónico forzado.

2.1. Oscilador armónico y estados de número

El oscilador armónico (OA) es uno de los pocos problemas que es importante

para todas las ramas de la física. El OA provee de un modelo muy útil para una va-

riedad de fenómenos oscilatorios que se encuentran en mecánica clásica, electrodi-

námica, mecánica estadística, estado sólido, atómica, nuclear, y física de partículas.

En mecánica cuántica, sirve como una invaluable herramienta para ilustrar tanto

conceptos básicos como el formalismo.

2.1.1. Oscilador armónico en una dimensión

Un ejemplo concreto de un oscilador armónico simple en 1 dimensión es una

masa m acoplada a un resorte con constante de elasticidad k. Para oscilaciones pe-

queñas, el resorte sigue la ley de Hook, F = −kx y se describe por un potencial

V = 1/2 kx2. El Hamiltoniano de este sistema es

H = T + V =
1

2m
p2 +

1
2

mw2x2, (2.1)
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donde w = (k/m)1/2 es la frecuencia clásica de oscilación. Cualquier Hamiltoniano

de la forma (2.1), cuadrático en posición y en momento se lo llamará Hamiltoniano

oscilador armónico.

2.1.2. Resolución del problema de valores propios: método alge-

braico

Necesitamos reescribir la ecuación (2.1) en términos de dos operadores hermíti-

cos y adimensionales P = p/
√

mh̄w y Q = x
√

mw/h̄ , que luego al reemplazarlos

tenemos

H =
h̄w

2
(P2 + Q2), (2.2)

luego se introduce dos operadores adimensionales no hermíticos llamados aniqui-

lación y creación, respectivamente

a =
1√
2
(P + iQ), a+ =

1√
2
(Q − iP). (2.3)

Podemos observar que el producto de estos operadores resulta ser

a+a =
1
2
(Q2 + P2) +

i

2
[Q, P], (2.4)

usando [Q, P] = iI (relación canónica)

a+a =
1
2
(Q2 + P2)− 1

2
I (2.5)

y despejando de tal manera que el resultado sea semejante al Hamiltoniano del os-

cilador armónico
1
2
(Q2 + P2) = a+a +

1
2

I. (2.6)

Reemplazando esta última expresión en (2.2) obtenemos que el Hamiltoniano del

oscilador armónico en función los operadores creación y aniquilación es

H = h̄w(a+a + 1/2I) = h̄w(N + 1/2I) con N = a+a, (2.7)

donde N es llamado el operador de número o número de ocupación (N es hermíti-

co). Además se puede demostrar que

[a, a+] = I (2.8)
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2.1.3. Estados de energía y de número

Se puede observar de la ecuación (2.7) que H y N conmutan. Es decir H y N

tienen un conjunto de estados propios que los diagonalizan al mismo tiempo, y

serán denotados por |n〉:
N |n〉 = n |n〉 (2.9)

y

H |n〉 = En |n〉 , (2.10)

los estados |n〉 serán llamados estados de energía. También se los puede denotar

como estados de numero debido a la relacion (2.9). De las ideas anteriores, se obtiene

que los valores propios de energía son:

En = (n +
1
2
)h̄w, con n un número natural e incluso cero. (2.11)

2.1.4. Operadores de creación y aniquilación

Los operadores adimensionales (2.3), se los llama operadores de aniquilación y

creación, respectivamente. Puesto que, si a y a+ actúan sobre un estado de energía

o de número |n〉, a le resta una unidad de energía |n − 1〉 mientras que el otro a+

aumenta en una unidad de energía |n + 1〉. Esto se debe a que cumplen a y a+ con

la siguiente propiedad

[a, H] = h̄wa, [a+, H] = h̄wa+ (2.12)

Lo mencionado anteriormente se lo resume en las siguiente relaciones

a |n〉 =
√

n |n − 1〉 (2.13)

a+ |n〉 =
√

n + 1 |n + 1〉 (2.14)
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2.2. Álgebras de Lie

La ecuación de Schrödinger dependiente del tiempo

ih̄
∂

∂t
Ψ(x, t) = H(x, p, t)Ψ(x, t), (2.15)

puede ser resuelta mediante álgebras de Lie. Las álgebras de Lie son un tipo de

estructura algebraica. En las siguientes secciones demostraremos que una ecuación

parcial de segundo orden como la ecuación de Schrödinger dependiente del tiempo

puede ser convertida en un sistema de ecuaciones diferenciales ordinarias acopla-

das.

Una álgebra de Lie es un espacio vectorial g sobre un campo F con una operación

binaria dada por un conmutador. Un conmutador es escrito en corchetes cuadrados

con dos elementos separados por una coma [∗, ∗] y se lo define como la diferencia

de los productos de dos elementos pero el segundo producto es conmutado,

[A, B] = A · B − B · A. (2.16)

Se dice que dos elementos conmutan si el conmutador es igual a cero.

El conmutador [∗, ∗] debe satisfacer los siguientes axiomas [19], [20]:

• Biliniaridad

Para todo escalar a, b en F y para todos los elementos x, y, z en g: [ax+ by, z] =

a[x, z] + b[y, z]

• Identidad

Para todo x en g: [x, x] = 0

• Identidad de Jacobi

Para todo x, y, z en g: [x, [y, z]] + [z, [x, y]] + [y, [z, x]] = 0

• Anticonmutatividad

Para todo elemento en x, y en g: [x, y] = −[y, x]

Las álgebras y grupos de Lie aparecen muy frecuentemente en la física [21], [19],

[20]. Un ejemplo de álgebra de Lie es el espacio Euclideano IR3 con el conmutador

definido como el porducto cruz de vectores, otro ejemplo es el conjunto de matrices

anti-Hermitianas n × n. En mecánica cuántica, los operadores del momento angular

y sus conmutadores forman un álgebra de Lie.
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2.3. Resolución temporal con álgebras de Lie

La ecuación que determina la evolución temporal de un sistema cuántico es la

ecuación de Schrödinger 1

ih̄
∂U(t)

∂t
= HU(t), (2.17)

donde U(t) es el operador de evolución temporal y H es el Hamiltoniano asociado

al sistema. Para un operador de evolución con inversa, la ecuación anterior se puede

escribir como

ih̄
∂U(t)

∂t
U−1(t) = H, (2.18)

y la ecuación puede ser resuelta para un Hamiltoniano específico manipulando la

estructura del operador de evolución U(t).

2.3.1. Formulación de Wei-Norman

J. Wei y E. Norman propusieron la forma del operador de evolución [22] de la

siguiente manera

U(t) =
N

∏
i=1

eαi(t)Hi , (2.19)

donde αi(t) son un conjunto de parámetros escalares (complejos y dependientes del

tiempo) y Hi es la base de los elementos del álgebra de Lie A, y se la escoge de tal

manera que incluyan todos los términos del Hamiltoniano H (ver (2.21)),

A = {H1, . . . , HN}. (2.20)

Los elementos Hi en (2.19) no necesariamente conmutan, por este motivo se debe

tener cuidado al momento de aplicar la derivada parcial respecto al tiempo y cuando

se realice la inversa del operador U. Los elementos de la base son escogidos basados

en el Hamiltoniano de la siguiente forma

H =
N

∑
i=1

bi(t)Hi, (2.21)

1Tomado de [21]
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con coeficientes bi(t). Algunos bi(t) puede ser cero, esto depende de la forma de H.

El operador de evolución U(t) es una representación del grupo de Lie correspon-

diente a esa álgebra (2.20).

El siguiente paso es factorar ∂U(t)
∂t U−1(t) de (2.18). Esto se lo hace derivando el

operador U(t) respecto al tiempo, una exponencial a la vez, y luego utilizando la

identidad Baker- Campbell-Hausdorff o identidad BCH (Apéndice B) para simplifi-

car . Al final tenemos una ecuación de la forma

ih̄
N

∑
i

gi(α̇1(t), . . . , α̇N(t), α1(t), . . . , αN(t))Hi =
N

∑
i

bi(t)Hi, (2.22)

donde gi(α̇1(t), . . . , α̇N(t), α1(t), . . . , αN(t)) son funciones de los parámetros αi y sus

derivadas. El siguiente paso es igualar los coeficientes con cada elemento del ál-

gebra, con esto tenemos un conjunto de ecuaciones diferenciales de primer orden

gi(α̇1(t), . . . , α̇N(t), α1(t), . . . , αN(t)) = bi(t), una para cada Hi. Estas ecuaciones se

resuelven para determinar los valores de αi(t).

2.3.2. Como escoger la base que genera el álgebra

Para minimizar el trabajo, la base del álgebra de Lie debe de ser la más peque-

ña e incluir todos los términos Hi del Hamiltoniano. Un Hamiltoniano puede ser

escrito de diferentes formas. Por ejemplo, el oscilar armónico puede ser escrito en

términos de la coordenada y de sus derivadas, es decir x, ∂
∂x y ∂2

∂x2 o en términos de

los operadores de creación y aniquilación a+ y a y el operador de número N = a+a.

Para el caso del oscilador armónico simple, el Hamiltoniano en función del ope-

rador de número se puede escribir

H = h̄w(N +
1
2
). (2.23)

La correspondiente base para este Hamiltoniano es A = {N, 1}.

Pero si consideramos un oscilador forzado, es decir, un oscilador armónico más

un término dependiente del tiempo multiplicado por la posición (coordenada x)

H = h̄w(N +
1
2
)− f (t)

√

h̄

2mw
(a + a+). (2.24)

El nuevo conjunto cerrado que contiene todos los términos de este Hamiltoniano
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es

A = {a+, a, N, 1}. (2.25)

2.3.3. Clausura bajo la conmutación

Como se mencionó en el capítulo anterior, una operación entre dos elementos

debe de resultar en otro elemento del conjunto para que se puede tener un álgebra,

es decir, que se cumpla la clausura. Para las álgebras de Lie, cualquier conmutador

de dos elementos del álgebra debe de ser otro elemento del álgebra. Para determi-

nar si un determinado conjunto mantiene la clausura, se efectúa el conmutador con

todos los pares posibles de elementos en el conjunto.

Como ejemplo, consideremos el álgebra (2.25),

[1, a] = 0, [1, a+] = 0, [1, N] = 0, (2.26)

[a, a+] = 1, [a, N] = a, [a+, N] = −a+. (2.27)

El resultado de todo conmutador es un elemento de A, lo cual significa que el

conjunto es cerrado. Puede ser necesario incluir términos a la base que no sean en-

contrados en el Hamiltoniano para asegurar la clausura.

2.3.4. Ordenamiento Normal de operadores de creación y aniqui-

lación

La formulación de Wie y Norman deja una flexibilidad para escoger el orden de

los exponenciales, pero algunos casos se puede facilitar el trabajo. Cuando se esta

trabajando con productos de operadores de creación y aniquilación, el orden mas

conveniente es el cual tiene los operadores de creación a+ a la izquierda de los de

aniquilación a. A este arreglo se lo conoce como orden normal, y se lo escoge debido

a que los operadores de aniquilación actuando sobre el ket del estado base |0〉 y los

de creación sobre el bra del estado base 〈0| son iguales a cero:

a |0〉 = 0, (2.28)
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aplicando la operación transpuesta conjugada o adjunto a esta ecuación

〈0| a+ = 0. (2.29)

2.3.5. Unitariedad del operador evolución

El operador de evolución (2.19) se asume que es unitario para sistemas cuánticos

cerrados (aquí cerrado en el sentido físico no en el algebraico). Un sistema cuántico

deja de ser cerrado, cuando está en contacto con un baño térmico externo o incluye

factores de pérdida interna, el operador de evolución deja de ser unitario.

Si el Hamiltoniano en consideración es cerrado y con auto-valores reales, el ope-

rador de evolución es unitario. La unitariedad del operador de evolución se la define

como

U+ = U−1. (2.30)

Con este resultado se puede extraer algunas relaciones entre los parámetros αi(t).

Como ejemplo, para el álgebra definida en (2.25) se tiene

U(t) = eα1a+eα2aeα3Neα41, (2.31)

dado por (2.19).

Obligando al operador de evolución sea unitario U(t)−1 = U(t)+, se obtiene las

siguientes identidades para las partes real e imaginaria de los αi

ℜ{α1(t)} = −ℜ{α2(t)} (2.32a)

ℑ{α1(t)} = ℑ{α2(t)} (2.32b)

ℜ{α3(t)} = 0 (2.32c)

ℜ{α4(t)} = −1
2
|α1|2 = −1

2
|α2|2. (2.32d)
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Capítulo 3

Metodología

En este capítulo se presenta la metodología para calcular las probabilidades de

transición entre estados vibracionales de una molécula diatómica interactuando con

radiación dipolar eléctrica. La metodología consiste en algebrizar el Hamiltoniano

total “molécula + radiación” utilizando el álgebra de operadores de creación y ani-

quilación del oscilador armónico. Luego, siguiendo los resultados de [23,24] se pro-

cede con el ansatz de Wei - Norman [22] para calcular el operador de evolución

temporal. Éste operador para ser definido totalmente se deben encontrar las varia-

bles αi dependientes del tiempo resolviendo el sistema de ecuaciones diferenciales

acopladas que surgen de resolver la ecuación de Schrödinger asociada al operador

evolución. La resolución de dichas ecuaciones se la tomó de [24]. Finalmente, deter-

minado completamente el operador de evolución se procederá a calcular las proba-

bilidades de transición tanto de excitación como de desexcitación.

3.1. Preámbulo a la metodología

Se introduce esta sección para dar una visión muy general de la metodología que

se va a utilizar para calcular las diferentes probabilidades de transición. Todo esto

para ayudar a comprender de mejor manera el tratamiento algebraico e introducir

al lector a las ecuaciones y cálculos de una manera más manejable. También la nota-

ción y términos que se introducen serán definidos y entendidos de mejor manera en

lo que sigue. De manera general, la metodología a utilizar para calcular las probabi-

lidades de transición de un sistema molecular interactuando con radiación tiene el

siguiente esquema:
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Métodología para el cálculo de las probabilidades de transición de un sistema

materia interactuando con radiación

Desarrollo en serie de Taylor del potencial de interacción átomo - átomo en

la variable de desplazamiento. El desarrollo es hasta cuarto orden.

Cambio de coordenadas al Hamiltoniano del sistema total (radiación más

materia) por las del oscilador armónico (OA), operadores de cración a+ y

aniquilación a.

Se identifican los términos H0 (oscilador armónico), V0 (términos hasta 2◦

orden e.d. a+
2 y a2) y V1 (términos de orden superior hasta a+

4 y a4) del

Hamiltoniano resultante.

La combinación de operadores a+ y a de los términos H0 y V0 formaran un

álgebra de Lie cerrada {a+
2, a+, a+a, a, a2, I} sin los de V1. Con lo cual, se

descartará a V1 del cálculo posterior.

Se reescribe a V0 en términos de fkj para facilitar el manejo de ecuaciones,

donde los fkj toman en cuenta la anharmonicidad del potencial.

Se cambia la representación Schrödinger a la de interacción o de Dirac, ya

que éste es ideal cuando se trata potenciales dependientes del tiempo y se

quiere analizar solo la interacción.

Se forma el Operador de evolución

UI(t) = e−α1a+
2
e−α2a+e−α3a+ae−α4ae−α5a2

e−α6 I con los elementos del álgebra

cerrada mediante la formulación de Wei- Norman

Los coeficientes αi son variables dependientes del tiempo y deben cumplir

con la ecuación: ih̄U̇I = HIUI . Resolviendo esta ecuación para cada αi se

determina completamente el operador de evolución

Al final las probabilidades de transición estarán dadas por:

Pmn = | 〈m|UI |n〉 |2 donde |n〉 y 〈m| son estado inicial y final de la

molécula (estados de número del oscilador armónico).
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3.2. Algebrización del Hamiltoniano

Comencemos por identificar claramente los términos del Hamiltoniano. La mo-

lécula está descrita por un potencial diatómico, a través de la función de Rydberg

[10, 25], la cual tiene la forma:

Ud = −De(1 + ax)e−ax, (3.1)

donde x es la coordenada de posición, a =
√

ke
De

, ke constante de fuerza y De es la

energía de disociación (Figura 3.1). Las constantes De , ke son extraídas de tablas

[26] y son dependientes de cada molécula diatómica. Es importante señalar que la

constante a es una magnitud con unidades de inverso de longitud. Ésta constante

ayuda a mantener las unidades adecuadas cuando se realice el desarrollo en Taylor

del potencial de Rydberg.

Figura 3.1: Potencial de Rydberg, con De = 1[J]

La energía de interacción radiación - materia es una función sinusoidal corres-

pondiente a una onda plana y con aproximación dipolar - eléctrica, la cual tiene la

forma:

Ed = −e x × E(t) = −e x E0 cos(wt), (3.2)

donde e es la carga eléctrica, x es la coordenada de desplazamiento, E0 es la ampli-

tud, w es la frecuencia de oscilación de la onda incidente y el producto e x corres-

ponde al dipolo eléctrico. Puesto que la metodología que se seguirá para obtener las

transiciones entre estados tiene la característica de ser algebraica, es al Hamiltoniano

que se lo debe algebrizar. Para lograr esto, cada término del Hamiltoniano debe ser

algebrizado.
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El Hamiltoniano total que representa al sistema “molécula + radiación” es:

H =
P2

2µ
− De(1 + ax)e−ax − e x E0 cos(wt), (3.3)

donde el primer término es la energía cinética de la molécula siendo µ la masa

reducida, el segundo y el tercer término son el potencial de interacción átomo-átomo

descrito por la función de Rydberg y la interacción radiación - materia descrita por

la interacción dipolar eléctrica, respectivamente. La algebrización de este Hamilto-

niano empieza por el desarrollo en serie de Taylor de la función de Rydberg en la

variable x. El desarrollo en serie se lo hace hasta cuarto orden (debido a resultados

anteriores [23,24,27], también se lo puede hacer hasta tercer orden, Apéndice A). El

desarrollo en serie tiene como resultado

Ud = −A(1 + ax)e−ax ≈ −A +
Aa2

2
x2 − Aa3

3
x3 +

Aa4

8
x4 + O(x5), (3.4)

donde se ha reemplazado, por facilidad de escritura, De por A .

El primer término A es eliminado ya que es un constante y no aporta a las ecua-

ciones de movimiento, con lo cual el Hamiltoniano total es

H =
P2

2µ
+

Aa2

2
x2 − Aa3

3
x3 +

Aa4

8
x4 − e x E0 cos(wt), (3.5)

reemplazando, por facilidad de escritura, γ = −Aa3

3 y β = Aa4

8 ,

H =
P2

2µ
+

Aa2

2
x2 + γx3 + βx4 − e x E0 cos(wt). (3.6)

Utilizando el cambio de coordenadas del oscilador armónico cuántico (2.3)

x =

(
h̄

2mΩ

)1/2

(a+ + a) (3.7)

P = i

(
h̄mΩ

2

)1/2

(a+ − a) (3.8)

Es necesario tener en mente que el término que contiene a x2 se lo puede relacio-
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nar con

H0 =
P2

2m
+

mΩ

2
x2, (3.9)

que es el Hamiltoniano del oscilador armónico cuántico y relacionando Aa2 = mΩ2,

donde m = µ es la masa reducida de la molécula se puede encontrar la frecuencia

natural de la molécula Ω que es necesaria para los cálculos numéricos que se reali-

zaran en el siguiente capítulo.

Realizando el cambio de coordenadas en x3, utilizando el hecho que x3 = x2x se
tiene

x3 =

(
h̄

2µΩ

)3/2

(a+ + a)2(a+ + a)

=

(
h̄

2µΩ

)3/2

(a+
2
+ a2 + a+a + aa+)(a+ + a)

=

(
h̄

2µΩ

)3/2

(a3 + a+
2
a + aa+a + a+a2 + a2a+ + a+

3
+ aa+

2
+ a+aa+),

(3.10)

También reescribimos los operadores de creación y aniquilación en orden normal

como se mencionó en la sección 2.3.4, para esto nos ayudanos de [a, a+] = 1 →
aa+ = 1 + a+a. Por lo tanto, los términos en orden normal quedan de la siguiente

forma

aa+a = (1 + a+a)a = a + a+a2,

a2a+ = aaa+ = a(1 + a+a) = a + aa+a = a + (1 + a+a)a = a + a + a+a2 = 2a + a+a2,

aa+
2

= aa+a+ = (1 + a+a)a+ = a+ + a+aa+ = a+ + a+(1 + a+a) = 2a+ + a+
2
a,

a+aa+ = a+(1 + a+a) = a+ + a+
2
a.

(3.11)

Reemplazando estos resultados en x3,

x3 =

(
h̄

2µΩ

)3/2

(a3 + a+
2
a + a+a2 + 2a + a+a2 + a+

3
+ 2a+ + a+

2
a + a+ + a+

2
a)

=

(
h̄

2µΩ

)3/2

(a3 + a+
3
+ 3a+

2
a + 3a+a2 + 3a + 3a+).

(3.12)
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Para x4, se utiliza el resultado para x3 con lo cual se obtiene

x4 = x3x

=
(

h̄
2µΩ

)2
(a3 + a+

3
+ 3a+

2
a + 3a+a2 + 3a + 3a+)(a + a+)

=
(

h̄
2µΩ

)2
(a4 + a+

3
a + 3a+

2
a2 + 3a+a3 + 3a2 + 3a+a + a3a+ + a+

4
+ 3a+

2
aa++

+3a+a2a+ + 3aa+ + 3a+
2
),

(3.13)

reescribiendo en orden normal los términos que necesitan ser modificados tenemos

a3a+ = a2aa+ = a2(1 + a+a) = a2 + a2a+a = a2 + a(1 + a+a)a = a2 + a2 + aa+a2 =

= a2 + a2 + (1 + a+a)a2 = a2 + a + a2 + a+a3 = 2a2 + a2 + a+a3

= 3a2 + a+a3,

a+
2
aa+ = a+

2
(1 + a+a) = a+

2
+ a+

3
a,

a+a2a+ = a+a(1 + a+a) = a+a + a+aa+a = a+a + a+(1 + a+a)a = a+a + a+a + a+
2
a2,

(3.14)

Reemplazando en x4, estos resultados se obtiene

x4 =

(
h̄

2µΩ

)2

(a4 + a+
3
a + 3a+

2
a2 + 3a+a3 + 3a2 + 3a+a + 3a2 + a+a3 + a+

4
+

+3(a+
2
+ a+

3
a) + +3(a+a + a+a + a+

2
a2) + 3aa+ + 3a+

2

=

(
h̄

2µΩ

)2

(a4 + a+
4
+ 4a+

3
a + 6a+

2
a2 + 4a+a3 + 6a2 + 9a+a + 6a+

2
+ 3aa+)

=

(
h̄

2µΩ

)2

(a4 + a+
4
+ 4a+

3
a + 6a+

2
a2 + 4a+a3 + 6a2 + 6a+

2
+ 9a+a + 3 + 3a+a)

=

(
h̄

2µΩ

)2

(a4 + a+
4
+ 4a+

3
a + 4a+a3 + 6a+

2
a2 + 6a2 + 6a+

2
+ 12a+a + 3).

(3.15)

El Hamiltoniano total algebrizado puede ser visto de una manera más compacta de

acuerdo a la ecuación,

H = H0 + V0 + V1, (3.16)
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donde H0 = h̄Ω(a+a + 1/2) representa la componente armónica del potencial con

Ω la frecuencia fundamental, V0 es el potencial de interacción que sólo tomará en

cuenta aquellos operadores de cuantización de origen cuadrático y bilineal, mien-

tras que V1 contendrá todos aquellos operadores de orden superior de tipo cúbico y

cuártico. Además, H0 representa a la molécula sin interacción con el campo, mien-

tras que V0 y V1 definirán la interacción radiativa. Con lo cual,

V0 = γ
(

h̄
2µΩ

)3/2
(3a + 3a+)− e

(
h̄

2µΩ

)1/2
(a + a+)E0 cos(wt)+

+β
(

h̄
2µΩ

)2
(6a2 + 6a+

2
+ 12a+a + 3),

(3.17)

V1 = γ
(

h̄
2µΩ

)3/2
(a3 + a+

3
+ 3a+

2
a + 3a+a2)+

+β
(

h̄
2µΩ

)2
(a4 + a+ + 4a+

3
a + 4a+a3 + 6a+

2
a2).

(3.18)

Por simplicidad V1 no será tomado en cuenta en este trabajo, dado que nos limi-

taremos a la construcción de un álgebra cerrada, con el fin de proponer un operador

de evolución compacto. El trabajo de [23] han incluido estos términos que no cie-

rran el álgebra, haciendo uso de tratamientos perturbativos - iterativos y empleado

transformaciones generalizadas de Bogoliubov.

V0 se lo escribe de una manera más compacta

V0 = ∑
0≤k+j≤2

fkja
+k

aj, (3.19)

donde los coeficientes f jk en general dependen del tiempo. Además, definen la an-

harmonicidad del potencial y la presencia del campo perturbador. Estos coeficientes

toman los siguientes valores

f00 = 3β

(
h̄

2µΩ

)2

, (3.20)

f01 = f10 = 3γ

(
h̄

2µΩ

)3/2

− eE0

(
h̄

2µΩ

)1/2

cos(wt), (3.21)

f11 = 12β

(
h̄

2µΩ

)2

, (3.22)
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f02 = f20 = 6β

(
h̄

2µΩ

)2

, (3.23)

si, simplificamos más la notación mediante

β̄ = β

(
h̄

2µΩ

)2

, (3.24)

γ̄ = γ

(
h̄

2µΩ

)3/2

, (3.25)

η0 = eE0

(
h̄

2µΩ

)1/2

, (3.26)

luego reescribiendo los fkj de la sumatoria tenemos

f00 = 3β̄ (3.27)

f11 = 12β̄ (3.28)

f20 = f02 = 6β̄ (3.29)

f10 = f01 = 3γ̄ − η0 cos(wt) (3.30)

Determinado H0 y V0 el Hamiltoniano total queda algebrizado. Es importante

notar que V1 no se analiza con más detalle ya que se busca un álgebra cerrada de Lie

y quedará fuera de los cálculos posteriores. Además, las transiciones son temporales

por lo tanto se debe cambiar de un Hamiltoniano con representación de Schrödinger

a un Hamiltoninano con representación de interacción.

3.3. Representación de interacción

La representación de interacción o de Dirac es útil para describir fenómenos

cuánticos con Hamiltonianos que dependen explícitamente del tiempo. En nuestro

sistema, el Hamiltoniano que involucra al sistema sin interacción o aislado desapa-

rece y el Hamiltoniano nuevo o de interacción involucra solo la energía de interac-

ción. En el Hamiltoniano algebrizado,

H = H0 + V0 + V1, (3.31)

se identifica a H0 como el Hamiltoniano sin interacción, V0 como la energía de inter-

acción dependiente del tiempo y V1 es eliminado en este paso.
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La dinámica del sistema completo “materia + radiación” para esta representa-

ción esta dada por la ecuación de Schrödinger del operador de evolución

ih̄U̇I = HIUI , (3.32)

donde HI = U+
0 V0U0 es el Hamiltoniano de interacción y U0 = e−iΩ(a+a+1/2)t es el

operador de evolución sin interacción.

Los operadores de creación y aniquilación en la representación de interacción

están dados por,

aI(t) = U+
0 aU0 = ae−iΩt (3.33)

a+I (t) = U+
0 a+U0 = a+eiΩt. (3.34)

El Hamiltoniano de interacción HI toma la forma similar a (3.19)

HI = ∑
0≤k+j≤2

gkja
+k

aj, (3.35)

donde los gkj se relacionan con los fkj de la siguiente manera:

gkj = fkje
iΩt(k−j). (3.36)

3.4. Operador de evolución

Como la combinación de operadores

L = {a+
2, a+, a+a, a, a2, I}, (3.37)

extraídos de HI generan un álgebra finita de Lie, el operador de evolución puede

ser escrito como producto de exponenciales [22]

UI(t) = e−α1a+
2
e−α2a+e−α3a+ae−α4ae−α5a2

e−α6 I , (3.38)

donde los αi son variables complejas dependientes del tiempo, los cuales deben de

ser encontrados. Sustituyendo este último resultado en ecuación de evolución (3.32),
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se obtienen un conjunto de ecuaciones diferenciales ordinarias,

∂tα1 =
i

h̄
(g20 − 2g11α1 + 4g02α2

1),

∂tα2 =
i

h̄
(g10 − 2g11α2 + 4g02α1α2 − 2g01α1),

∂tα3 =
i

h̄
(g11 − 4g02α1),

∂tα4 =
i

h̄
(g01 − 2g02α2)e

−α3 ,

∂tα5 =
i

h̄
g20e−2α3 ,

∂tα6 =
i

h̄
(g00 − 2g01α2 + g02(α

2
2 − 2α1)),

(3.39)

donde gkj = fkje
iΩ(k−j) de (3.36) y deben de satisfacer αi(0) = 0.

La resolución de estás ecuaciones acopladas serán referenciadas de [24]. El mé-

todo consiste en realizar transformaciones de Bugoliubov y estados coherentes de

dos fotones propuesto por Yuen [28]. Al final, se reemplazan las 6 ecuaciones por 4

en nuevas variables µ, ν, ǫ, θ

∂tµ =
i

h̄
(g11µ − 2g02ν),

∂tν =
i

h̄
(−g11ν + 2g20µ),

∂tǫ =
i

h̄
(−g10µ + g01ν),

∂tθ =
g11

2h̄
− i

2
(ǫ∂tǫ

∗ − ǫ∗∂tǫ),

(3.40)

Resolviendo este sistema de ecuaciones diferenciales sabiendo que,

µ(t) = ei f1

(

1 − β−
β+

)−1

{e−iβ−t − β−
β+

e−iβ+t},

ν(t) = ei f1
f1

β+

(

1 − β−
β+

)−1

{e−iβ+t − e−iβ−t},

(3.41)

donde β± = f1Ω± con f1 = g11/h̄ y Ω± = Ω̃0 ±
√

Ω̃2
0 − 1, con Ω̃0 =

Ω

f1
+ 1 , se

21



relacionan µ, ν, ǫ, θ con los αi, mediante

α1 =
ν

2µ
,

α2 = − ǫ

µ
,

α3 = − log
1
µ

,

α4 = −ν∗µ

ǫ
+ ǫ∗,

α5 = − ν∗

2µ
,

α6 =
1
2
|ǫ|2 − ν∗

2µ
ǫ2 +

1
2

log µ − iθ.

(3.42)

Con estas operaciones el operador de evolución UI(t) queda totalmente determina-

do y luego las probabilidades de transición estarán dadas por

Pmn = | 〈m|UI(t) |n〉 |2 (3.43)

3.5. Probabilidades de transición

Determinado completamente el operador de evolución UI las probabilidades de

transición están dadas por la siguiente ecuación,

Pmn = | 〈m| e−α1(t)a+
2
e−α2(t)a+e−α3(t)a+ae−α4(t)ae−α5(t)a2

e−α6(t)I |n〉 |2, (3.44)

con la cual se puede ver que las transiciones no son directamente calculables puesto

que los estados de número |n〉 no son autovectores propios de los operadores de

creación y aniquilación, a+ y a. Esto nos lleva a utilizar el siguiente resultado.

En general queremos resolver,

eαi Hi |n〉 , (3.45)

donde αi es una variable compleja y dependiente del tiempo, Hi es elemento del

conjunto {a+
2, a+, a+a, a, a2, I} y |n〉 es el estado de número.
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Sabemos que el desarrollo en serie de Taylor para el exponencial de x está dado

por,

ex =
∞

∑
k=0

xk

k!
(3.46)

si reemplazamos esta última en (3.45), tenemos

eαi Hi |n〉 =
∞

∑
k=0

αi(t)
k(Hi)

k

k!
|n〉 , (3.47)

después, el término a evaluar es

(Hi)
k |n〉 .

La evaluación se lo hace para Hi = a, es decir para el operador de aniquilación y

la razón es el cambio en el índice superior de la sumatoria como se observará en lo

siguiente.

Para varios valores de k se tiene,

a |n〉 =
√

n |n − 1〉

a2 |n〉 = a
√

n |n − 1〉 =
√

n
√

n − 1 |n − 2〉

a3 |n〉 = a
√

n
√

n − 1 |n − 2〉 =
√

n
√

n − 1
√

n − 2 |n − 3〉
... =

...

ak |n〉 =

√

n!
(n − k)!

|n − k〉 .

(3.48)

Tenemos que notar que el índice k solo llega hasta el valor n puesto que, si k = n

resulta ser el ket |0〉 y las siguientes potencias mayores a k tienen resultado cero

(ak+1 |0〉 = 0). Esto cambia el índice superior de la sumatoria en (3.47) de ∞ a n,

eαia |n〉 =
n

∑
k=0

αi(t)
k

k!

√

n!
(n − k)!

|n − k〉 . (3.49)

Este resultado es vital para la resolución teórica de las transiciones entre estados,

primero por que se lo puede aplicar a cualquier elemento del grupo y segundo, la
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sumatoria pasa a ser finita y dependiente del estado.

Para utilizar lo descrito anteriormente en el operador de creación a+ se necesita

utilizar la operación transpuesta † como se puede ver a continuación al calcular,

〈m| eαi(t)a+ , (3.50)

esto se lo puede ver como

〈m| eαi(t)a+ =

(

eαi(t)
∗a |m〉

)†

, (3.51)

donde ∗ es el conjugado y † es la operación transpuesta. Del anterior resultado,

〈m| eαi(t)a+ =

(

eαi(t)
∗a |m〉

)†

=

( ∞

∑
k=0

(αi(t)
∗)kak

k!
|m〉

)†

=

( m

∑
k=0

(αi(t)
∗)k

k!

√

n!
(m − k)!

|m − k〉
)†

Aplicando la transpuesta,

〈m| eαi(t)a+ =
m

∑
k=0

(αi(t))
k

k!

√

m!
(m − k)!

〈m − k| .

(3.52)

De la misma forma se puede calcular,

eαi(t)a2 |n〉 , (3.53)

pero ahora tenemos que aplicar el operador de aniquilación 2k veces y el resultado

es similar al anterior,

eαi(t)a2 |n〉 =
∞

∑
k=0

αi(t)
k(a2)k

k!
|n〉

=
n

∑
k=0

αi(t)
k

k!

√

n!
(n − 2k)!

|n − 2k〉 .

(3.54)
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El último término a resolver es,

〈m| eαi(t)a+
2
, (3.55)

de los resultados anteriores,

〈m| eαi(t)a+
2

= 〈m|
∞

∑
k=0

αi(t)
k(a+

2
)k

k!

=
m

∑
k=0

αi(t)
k

k!

√

m!
(m − 2k)!

〈m − 2k| .

(3.56)

Resumiendo,

eαia |n〉 =
n

∑
k=0

αi(t)
k

k!

√

n!
(n − k)!

|n − k〉

〈m| eαi(t)a+ =
m

∑
k=0

αi(t)
k

k!

√

m!
(m − k)!

〈m − k|

eαi(t)a2 |n〉 =
n

∑
k=0

αi(t)
k

k!

√

n!
(n − 2k)!

|n − 2k〉

〈m| eαi(t)a+
2

=
m

∑
k=0

αi(t)
k

k!

√

m!
(m − 2k)!

〈m − 2k|

(3.57)

Con los resultados anteriores resumidos en (3.57) estamos listo para resolver la

probabilidad de transición pero un paso previo es la amplitud de transición,

Amn = 〈m|UI(t) |n〉 , (3.58)

con

U(t) = e−α1(t)a+
2
e−α2(t)a+e−α3(t)a+ae−α4(t)ae−α5(t)a2

e−α6(t)I . (3.59)

Amn la resolveremos desde adentro hacia afuera como se verá acontinuación:

Primero será resuelto

〈m′|U′(t) |n′〉 = 〈m′| e−α2(t)a+e−α3(t)a+ae−α4(t)a |n′〉 , (3.60)
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para estados arbitrarios 〈m′| y |n′〉, utilizando (3.57),

〈m′|U′(t) |n′〉 = 〈m′| e−α2(t)a+e−α3(t)a+ae−α4(t)a |n′〉

=
m′

∑
k

(−α2)k

k!

√

m′!
(m′ − k)!

〈m′ − k| e−α3(t)a+a
n′

∑
j

(−α4)
j

j!

√

n′!
(n′ − j)!

|n′ − j〉

=
m′

∑
k

n′

∑
j

(−α2)k

k!

√

m′!
(m′ − k)!

(−α4)
j

j!

√

n′!
(n′ − j)!

e−α3(t)(n
′−j) 〈m′ − k|n′ − j〉 ,

(3.61)

el factor 〈m′ − k|n′ − j〉 es igual al delta de Kronecker

〈m′ − k|n′ − j〉 = δm′−k,n′−j (3.62)

este delta es distinto de cero si

m′ − k = n′ − j, (3.63)

se elimina una sumatoria y dependiendo si el despeje es en el índice k o j nos resulta

en la amplitud de probabilidad de excitación o desexcitación, respectivamente.

Probabilidad de desexcitación

De la última ecuación despejamos j para obtener la probabilidad de desexcita-

ción,

j = n′ − m′ + k, (3.64)

con lo cual reemplazando en la última ecuación de (3.61) después de eliminar la
sumatoria en j,

〈m′|U′
I |n′〉 =

m′

∑
k=0

(−α2)k

k!

√

m′!
(m′ − k)!

(−α4)
n′−m′+k

(n′ − m′ + k)!

√

n′!
(n′ − n′ + m′ − k)!

e−α3(n
′−(n′−m′−k)),

(3.65)

simplificando y ordenando

〈m′|U′
I |n′〉 = 〈m′| e−α2(t)a+e−α3(t)a+ae−α4(t)a |n′〉

=
m′

∑
k=0

(−α2)
k

k!

√
m′!n′!(−α4)

n′−m′+k

(n′ − m′ + k)!
e−α3(m

′−k)

(m′ − k)!
.

(3.66)
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Con esta última deducción y del cuadro resumen dado por (3.57) para 〈m| e−αia
+2

y e−αia
2 |n〉, la evaluación para la amplitud total es:

〈m|UI(t) |n〉 = 〈m| e−α1(t)a+
2
e−α2(t)a+e−α3(t)a+ae−α4(t)ae−α5(t)a2

e−α6(t)I |n〉

=
m

∑
w

(−α1)
w

w!

√

m!
(m − 2w)!

n

∑
ǫ

e−α6(−α5)ǫ

ǫ!

√

n!
(n − 2ǫ)!

〈m − 2w| e−α2a+e−α3a+ae−α4a |n − 2ǫ〉 ,

(3.67)

el último factor se reemplaza por (3.66),

〈m|UI(t) |n〉 =
m

∑
w

n

∑
ǫ

(−α1)
w

w!

√

m!
(m − 2w)!

(−α5)ǫ

ǫ!

√

n!
(n − 2ǫ)!

m−2w

∑
k=0

(−α2)k

k!

(−α4)
n−2ǫ−(m−2w)+k

(n − 2ǫ − (m − 2w) + k)!

√

(m − 2w)!(n − 2ǫ)!
e−α6 e−α3(m−2w−k)

(m − 2w − k)!
,

(3.68)

simplificando,

〈m|UI(t) |n〉 =
m

∑
w

n

∑
ǫ

m−2w

∑
k

(−α1)
w

w!
(−α5)ǫ

ǫ!
(−α2)k

k!
(−α4)

n−2ǫ−(m−2w)+k

(n − 2ǫ − (m − 2w) + k)!

√
m!n!

e−α6 e−α3(m−2w−k)

(m − 2w − k)!
.

(3.69)

El cuarto término después de las sumatorias debe de satisfacer

n − 2ǫ − (m − 2w) + k ≥ 0, (3.70)

para que exista. Además, si ǫ = w = k = 0, tiene que cumplirse que

n ≥ m, (3.71)

con esta condición para m y n, la amplitud de transición es de desexcitación. La

interpretación para 〈m|UI(t) |n〉 con m y n cumpliendo la condición (3.71) es la si-

guiente: cuál es la amplitud de probabilidad de ir del estado n de mayor energía

hacia el estado m de menor energía.
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Con la amplitud de transición para este caso de desexcitación dada por (4.1), la

probabilidad de desecitación es fácilmente calculable y esta dada por,

Pmn = |Amn|2 = | 〈n|UI(t) |m〉 |2, (3.72)

en el siguiente capítulo veremos algunas probabilidades de desexcitación con sus

respectivas gráficas en el tiempo.

Probabilidad de excitación

Para la probabilidad de excitación tenemos que despejar k de (3.63), con lo cual:

m′ − k = n′ − j =⇒ k = m′ − n′ − j, (3.73)

y reemplazando en la última ecuación de (3.61) después de eliminar la sumatoria en

k,

〈m′|U′
I(t) |n′〉 = 〈m′| e−α2(t)a+e−α3(t)a+ae−α4(t)a |n′〉

= ∑
n′
j

(−α2)
m′−n′+j

(m′−n′+j)!

√
m′ !

(m′−m′+n′−j)!
(−α4)

j

j!

√
n′ !

(n′−j)! e
−α3(n

′−j)

simplificando,

= ∑
n′
j

(−α4)
j

j!
(−α2)

m′−n′+j

(m′−n′+j)!
e−α3(n

′−j)

(n′−j)!

√
m′!n′!.

(3.74)

Con la ayuda del resumen (3.57) para los operadores a+
2 y a2,

〈m|UI(t) |n〉 = 〈m| e−α1(t)a+
2
e−α2(t)a+e−α3(t)a+ae−α4(t)ae−α5(t)a2

e−α6(t)I |n〉

=
m

∑
w

(−α1)
w

w!

√

m!
(m − 2w)!

n

∑
ǫ

(−α5)ǫ

ǫ!

√

n!
(n − 2ǫ)!

〈m − 2w| e−α2a+e−α3aa+e−α4 |n − 2ǫ〉 e−α6 ,

(3.75)

utilizando el último resultado de (3.74)

〈m|UI(t) |n〉 =
m

∑
w

n

∑
ǫ

(−α1)
w

w!

√

m!
(m − 2w)!

(−α5)ǫ

ǫ!

√

n!
(n − 2ǫ)!

n−2ǫ

∑
j

(−α4)
j

j!

(−α2)m−2w−n+2ǫ+j

(m − 2w − n + 2ǫ + j)!
e−α3(n−wǫ−j)

(n − wǫ − j)!
e−α6

√

(m − 2w)!(n − 2ǫ)!,

(3.76)
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simplificando y ordenando,

〈m|UI(t) |n〉 =
m

∑
w

n

∑
ǫ

n−2ǫ

∑
j

(−α1)
w

w!

√
m!n!

(−α5)ǫ

ǫ!
(−α4)

j

j!
(−α2)m−2w−n+2ǫ+j

(m − 2w − n + 2ǫ + j)!

e−α3(n−2ǫ−j)

(n − 2ǫ − j)!
,

(3.77)

esta última ecuación es la amplitud de excitación Amn. Se puede observar que es de

excitación si analizamos el denominador del quinto factor después de las sumatorias

(m − 2w − n + 2ǫ + j)!, cuando w = ǫ = j = 0 forzosamente debe cumplirse :

m ≥ n, (3.78)

para que el factorial esté bien definido. Además, la interpretación que damos a Amn

cuando se cumple la ecuación anterior es la siguiente: es la amplitud de probabi-

lidad de ir de un estado de menor energía |n〉 hacia uno de mayor energía 〈m|. Y

de la misma manera que para la amplitud de desexcitación los resultados para la

probabilidad de excitación serán visto en el siguiente capítulo.
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Capítulo 4

Resultados y discusión

En este capítulo se pone a prueba a las ecuaciones de transición tanto de desexci-

tación como de excitación, (3.69), (3.77) para diferentes valores de m y n. Los valores

para m y n son enteros desde 0 hasta 2. Para los resultados numéricos en el tiem-

po y sus gráficas se utilizará el programa “Mathematica”. Al final se analizarán los

resultados de las gráficas.

4.1. Amplitud de desexitación

Utilizando,

〈m|UI(t) |n〉 =
m

∑
w=0

n

∑
ǫ=0

m−2w

∑
k=0

(−α1)
w

w!
(−α5)ǫ

ǫ!
(−α2)k

k!
(−α4)

n−2ǫ−(m−2w)+k

(n − 2ǫ − (m − 2w) + k)!

√
m!n!

e−α6 e−α3(m−2w−k)

(m − 2w − k)!
.

(4.1)
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con el programa “Mathemematica"se tiene:

A0,0 = e−α6

A0,1 = −e−α6 α4

A1,1 = e−α3−α6(1 + e−α3 α2α4)

A1,2 =
e−α3−α6(−2α4 − e−α3 α2(α2

4 − 2α5))√
2

A0,2 =
e−α6(α2

4 − 2α5)√
2

A2,2 =
1
2

e−2α3−α6(2 + 4e−α3 α2α4 + e2α3(−2α1 + α2
2)(α

2
4 − 2α5))

(4.2)

con Am,n = 〈m|UI(t) |n〉 y m, n toman valores desde 0 hasta 2 con la condición que

m ≤ n.

4.2. Amplitud de exitación

Utilizando,

〈m|UI(t) |n〉 =
m

∑
w=0

n

∑
ǫ=0

n−2ǫ

∑
j=0

(−α1)
w

w!

√
m!n!

(−α5)ǫ

ǫ!
(−α4)

j

j!
(−α2)m−2w−n+2ǫ+j

(m − 2w − n + 2ǫ + j)!

e−α3(n−2ǫ−j)

(n − 2ǫ − j)!
,

(4.3)

con el programa “Mathemematica"se tiene:

A0,0 = e−α6

A1,0 = −e−α6 α2

A1,1 = e−α3−α6(1 + eα3 α2α4)

A2,1 =
e−α3−α6(−2α2 + eα3(2α1 − α2

2)α4)√
2

A2,0 =
e−α6(−2α1 + α2

2)√
2

A2,2 =
1
2

e−2α3−α6(2 + 4e−α3 α2α4 + e2α3(−2α1 + α2
2)(α

2
4 − 2α5))

(4.4)

reconociendo a Am,n = 〈m|UI(t) |n〉 con m, n enteros enteros desde 0 hasta 2 y

cumpliendo m ≥ n.
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4.3. Resultados numéricos

Los resultados numéricos se probaron en cuatro moléculas diatómicas: HF, HCl,

HBr, HI con las siguientes constantes [26],

Molécula µ (×10−27Kg) ke (N/m) De (×10−19 J)

HF 1.589 800 9.812

HCl 1.623 480 7.100

HBr 1.653 300 5.725

HI 1.661 290 4.898

Tabla 4.1: Constantes moleculares

El valor para

η0 = eE0

(
h̄

2mΩ

)1/2

, (4.5)

donde involucra a E0 la amplitud de la radiación incidente, se será proporcional a γ̄

y tomará los siguientes valores,

η0 = 5γ̄,

η0 = 10γ̄,

η0 = 15γ̄.

(4.6)

Las frecuencias de la radiación incidente serán,

w = 1.0 × 1014Hz,

w = 2.0 × 1014Hz,

w = 3.0 × 1014Hz.

(4.7)

Los resultados son clasificados por probabilidad de: permanencia, excitación y

desexcitación, y para cada una de estas, hemos variado tanto la frecuencia como la

amplitud. Hemos considerado en todos los gráficos, las mismas moléculas diató-

micas. La escala temporal (eje x) la hemos seleccionado en el intervalo de 0 hasta

5.0 × 10−15 s. Las distintas probabilidades (eje y) toman valores entre 0 y 1.
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Consideramos para la interacción radiativa el tiempo inicial desde t = 0, dado

que es el comienzo de nuestra perturbación y para el cual se tiene que el estado de-

pendiente del tiempo ψ(x, t) que da razón de las probabilidades de transición o de

permanencia, tome valores de ψ(x, 0) = ψ
(0)
n coincidente con la molécula aislada. Si

por ejemplo, la molécula está inicialmente en el estado base 0 y queremos saber cuál

es la probabilidad (en el tiempo) que la molécula se encuentre en el primer estado

excitado 1, esta probabilidad debe iniciar en t = 0 y luego ir tomando valores entre

0 y 1 a medida que el tiempo avance. Por otra parte, en el caso de la probabilidad de

permanencia, si por ejemplo deseamos conocer cuál es la probabilidad en el tiempo

que la molécula estando en el segundo estado excitado 2 permanezca en el mismo

estado, esta debe de iniciar en t = 0 con probabilidad 1 y luego ir tomando valo-

res entre 1 y 0 a medida que el tiempo avance. El tiempo máximo escogido es de

5.0 × 10−15 s dado que la naturaleza de la resonancia entre la frecuencia del campo

perturbador y la frecuencia de Bohr entre los estados, define un tiempo t1 máximo

sin que haya participación de estados excitados superiores a los considerados. Para

valores mayores a este tiempo, el espectro de probabilidad se vuelve complicado de

analizar, en vista de la posible participación de estados superiores en una zona de

no resonancia y posibilidad de estar fuera de la aproximación de la onda rotante.

4.3.1. Permanencia

En el estado base: 0 − 0

Los gráficos de la izquierda presentan cómo cambia la probabilidad de perma-

nencia para el estados base cuando varía la frecuencia. La columna de la derecha

presenta cómo cambia la probabilidad del mismo estado cuando varía la amplitud.
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(a) w = 1 × 1014Hz. η0 = 5γ̄. (b) w = 1 × 1014Hz. η0 = 5γ̄.

(c) w = 2 × 1014Hz. η0 = 5γ̄. (d) w = 1 × 1014Hz. η0 = 10γ̄.

(e) w = 3 × 1014Hz. η0 = 5γ̄. (f) w = 1 × 1014Hz. η0 = 15γ̄.

Figura 4.1: Probabilidad de permanencia en el estado base cuando se varían frecuen-
cia (izquierda) y amplitud (derecha) del campo de incidencia en las cuatro moléculas
de estudio.

En el primer estado excitado: 1 − 1

Los gráficos de la izquierda presentan cómo cambia la probabilidad de perma-

nencia para el primer estado excitado cuando varía la frecuencia. La columna de la

derecha presenta cómo cambia la probabilidad del mismo estado cuando varía la

amplitud.
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(a) w = 1 × 1014Hz. η0 = 5γ̄. (b) w = 1 × 1014Hz. η0 = 5γ̄.

(c) w = 2 × 1014Hz. η0 = 5γ̄. (d) w = 1 × 1014Hz. η0 = 10γ̄.

(e) w = 3 × 1014Hz. η0 = 5γ̄. (f) w = 1 × 1014Hz. η0 = 15γ̄.

Figura 4.2: Probabilidad de permanencia en el primer estado excitado cuando se
varían frecuencia (izquierda) y amplitud (derecha) del campo de incidencia en las
cuatro moléculas de estudio.

En el segundo estado excitado: 2 − 2

Los gráficos de la izquierda presentan cómo cambia la probabilidad de perma-

nencia para el segundo estado excitado cuando varía la frecuencia. La columna de

la derecha presenta cómo cambia la probabilidad del mismo estado cuando varía la

amplitud.
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(a) w = 1 × 1014Hz. η0 = 5γ̄. (b) w = 1 × 1014Hz. η0 = 5γ̄.

(c) w = 2 × 1014Hz. η0 = 5γ̄. (d) w = 1 × 1014Hz. η0 = 10γ̄.

(e) w = 3 × 1014Hz. η0 = 5γ̄. (f) w = 1 × 1014Hz. η0 = 15γ̄.

Figura 4.3: Probabilidad de permanencia en el segundo estado excitado cuando se
varían frecuencia (izquierda) y amplitud (derecha) del campo de incidencia en las
cuatro moléculas de estudio.

Comentario para las diferentes permanencias: 0 − 0, 1 − 1 , 2 − 2

Las probabilidades en frecuencia (columna izquierda) tienen un comportamien-

to similar para cada estado. Las gráficas para las moléculas HBr y HCl inicialmente

están juntas y siempre HBr por encima de HCl. Además, a medida que la frecuen-

cia aumenta las probabilidades decrecen pero no en gran medida. Se puede observar

cuando la frecuencia aumenta las probabilidades se desplazan a la izquierda.

Por otra parte, las probabilidades cuando cambia la amplitud (columna dere-

cha) tienen, de la misma manera que el anterior caso, similar comportamiento para

cada estado de permanencia. Y las gráficas para HBr y HCl siempre están juntas
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y además HBr es mayor que HCl. En general, se observa que a mayor amplitud

del campo incidente la probabilidad de permanencia decrece. Un ejemplo es la per-

manencia en el segundo estado excitado que decrece hasta llegar a cero cuando la

amplitud del campo incidente aumenta.

4.3.2. Excitación

Del estado base al primer estado excitado: 0 → 1

Los gráficos de la izquierda presentan la probabilidad de excitar al sistema desde

el estado base hasta el primer estado excitado cuando varía la frecuencia. La colum-

na de la derecha presenta cómo cambia esta probabilidad cuando varía la amplitud.
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(a) w = 1 × 1014Hz. η0 = 5γ̄. (b) w = 1 × 1014Hz. η0 = 5γ̄.

(c) w = 2 × 1014Hz. η0 = 5γ̄. (d) w = 1 × 1014Hz. η0 = 10γ̄.

(e) w = 3 × 1014Hz. η0 = 5γ̄. (f) w = 1 × 1014Hz. η0 = 15γ̄.

Figura 4.4: Probabilidad de transición desde el estado base hacia el primer estado
excitado cuando se varían frecuencia (izquierda) y amplitud (derecha) del campo de
incidencia en las cuatro moléculas de estudio.

Del primer estado excitado al segundo estado excitado: 1 → 2

Los gráficos de la izquierda presentan la probabilidad de excitar al sistema desde

el primer estado excitado hasta el segundo estado excitado cuando varía la frecuen-

cia. La columna de la derecha presenta cómo cambia esta probabilidad cuando varía

la amplitud.
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(a) w = 1 × 1014Hz. η0 = 5γ̄. (b) w = 1 × 1014Hz. η0 = 5γ̄.

(c) w = 2 × 1014Hz. η0 = 5γ̄. (d) w = 1 × 1014Hz. η0 = 10γ̄.

(e) w = 3 × 1014Hz. η0 = 5γ̄. (f) w = 1 × 1014Hz. η0 = 15γ̄.

Figura 4.5: Probabilidad de transición desde el primer estado excitado hasta el se-
gundo estado excitado cuando se varían frecuencia (izquierda) y amplitud (derecha)
del campo de incidencia en las cuatro moléculas de estudio.

Del estado base al segundo estado excitado: 0 → 2

Los gráficos de la izquierda presentan la probabilidad de excitar al sistema des-

de el estado base hasta el segundo estado excitado cuando varía la frecuencia. La

columna de la derecha presenta cómo cambia esta probabilidad cuando varía la am-

plitud.
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(a) w = 1 × 1014Hz. η0 = 5γ̄. (b) w = 1 × 1014Hz. η0 = 5γ̄.

(c) w = 2 × 1014Hz. η0 = 5γ̄. (d) w = 1 × 1014Hz. η0 = 10γ̄.

(e) w = 3 × 1014Hz. η0 = 5γ̄. (f) w = 1 × 1014Hz. η0 = 15γ̄.

Figura 4.6: Probabilidad de transición desde el estado base hasta el segundo estado
excitado cuando se varían frecuencia (izquierda) y amplitud (derecha) del campo de
incidencia en las cuatro moléculas de estudio.

Comentario para las diferentes excitaciones: 0 → 1, 1 → 2, 0 → 2

Las probabilidad en frecuencia (columna izquierda) tienen un comportamiento

similar para cada estado. Las gráficas para las moléculas HBr y HCl inicialmente

están juntas y siempre HCl por encima de HBr. Además, a medida que la frecuencia

aumenta las gráficas se trasladan hacia la izquierda. Se puede observar también

si la frecuencia aumenta las probabilidad decrecen. Podemos decir también que la

probabilidad de excitación desde el estado base hacia el segundo estado excitado es

poco probable para estas frecuencias ya que su valor es bajo ≈ 10−4.

Por otra parte, las probabilidades cuando cambia la amplitud (columna derecha)

tienen, de la misma manera que el anterior caso, todas las probabilidades tienen un
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comportamiento muy similar. Las probabilidades para HBr y HCl siempre están

juntas y además HCl es mayor que HBr. La característica más importate es: cuando

la amplitud aumenta la probabilidad también lo hace. La probabilidad de excitación

0 → 2 es baja ≈ 10−2, se puede decir que es poco probable para estas amplitud del

campo de incidencia.

4.3.3. Desexcitación

Del primer estado excitado al estado base: 1 → 0

Los gráficos de la izquierda presentan la probabilidad de desexcitar al sistema

desde el primer estado excitado hasta el estado base cuando varía la frecuencia.

La columna de la derecha presenta cómo cambia esta probabilidad cuando varía la

amplitud.
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(a) w = 1 × 1014Hz. η0 = 5γ̄. (b) w = 1 × 1014Hz. η0 = 5γ̄.

(c) w = 2 × 1014Hz. η0 = 5γ̄. (d) w = 1 × 1014Hz. η0 = 10γ̄.

(e) w = 3 × 1014Hz. η0 = 5γ̄. (f) w = 1 × 1014Hz. η0 = 15γ̄.

Figura 4.7: Probabilidad de transición desde el primer estado excitado hasta el esta-
do base cuando se varían frecuencia (izquierda) y amplitud (derecha) del campo de
incidencia en las cuatro moléculas de estudio.

Del segundo estado excitado al primer estado excitado: 2 → 1

Los gráficos de la izquierda presentan la probabilidad de desexcitar al sistema

desde el segundo estado excitado hasta el primer estado excitado cuando varía la

frecuencia. La columna de la derecha presenta cómo cambia esta probabilidad cuan-

do varía la amplitud.
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(a) w = 1 × 1014Hz. η0 = 5γ̄. (b) w = 1 × 1014Hz. η0 = 5γ̄.

(c) w = 2 × 1014Hz. η0 = 5γ̄. (d) w = 1 × 1014Hz. η0 = 10γ̄.

(e) w = 3 × 1014Hz. η0 = 5γ̄. (f) w = 1 × 1014Hz. η0 = 15γ̄.

Figura 4.8: Probabilidad de transición desde el segundo estado excitado hasta el pri-
mer estado excitado cuando se varían frecuencia (izquierda) y amplitud (derecha)
del campo de incidencia en las cuatro moléculas de estudio.

Del segundo estado excitado al estado base: 2 → 0

Los gráficos de la izquierda presentan la probabilidad de desexcitar al sistema

desde el segundo estado excitado hasta el estado base cuando varía la frecuencia.

La columna de la derecha presenta cómo cambia esta probabilidad cuando varía la

amplitud.
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(a) w = 1 × 1014Hz. η0 = 5γ̄. (b) w = 1 × 1014Hz. η0 = 5γ̄.

(c) w = 2 × 1014Hz. η0 = 5γ̄. (d) w = 1 × 1014Hz. η0 = 10γ̄.

(e) w = 3 × 1014Hz. η0 = 5γ̄. (f) w = 1 × 1014Hz. η0 = 15γ̄.

Figura 4.9: Probabilidad de transición desde el segundo estado excitado hasta el
estado base cuando se varían frecuencia (izquierda) y amplitud (derecha) del campo
de incidencia en las cuatro moléculas de estudio.

Comentario para las diferentes desexcitaciones: 1 → 0, 2 → 1, 2 → 0

Las probabilidades en frecuencia (columna izquierda) tienen un comportamien-

to similar para todos los casos. Se observa también que si la frecuencia aumenta la

probabilidad disminuye. Además, cuando el tiempo aumenta las gráficas se despla-

zan a la derecha. Una característica muy importante es notar que si la frecuencia

aumenta existe una separación mayor entre curvas y también HCl encima de HBr.

Por otra parte, existe un comportamiento diferente en las probabilidades cuando

cambian en amplitud (columna derecha). Esto se lo puede evidenciar en las gráficas

de 2 → 0 que se trasladan hacia la derecha cuando la amplitud aumenta. Además,

si la amplitud aumenta la probabilidad también lo hace. Se puede agregar que las
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probabilidades para HCl y HBr tienen un comportamiento similar y siempre HCl

encima de HBr.

4.3.4. Características de las moléculas mediante la interacción radiación-

materia

De los resultados obtenidos es posible observar que la magnitud de las proba-

bilidades de permanencia están asociadas a la secuencia molecular HI, HBr, HCl y

HF, a diferencia de la secuencia contraria que sigue las moléculas HF, HCl, HBr y

HI para los casos de las probabilidades de excitación y desexcitación. Por tratarse de

moléculas diatómicas heteronucleares, la diferencia de electronegatividad entre sus

átomos genera la formación de dipolos permanentes, dada la distribución asimétri-

ca de sus cargas eléctricas. El campo eléctrico dependiente del tiempo que interactúa

con estas moléculas (figura 4.10), modifica aún más la distribución de carga, y por

ende la probabilidad de transición entre los estados vibracionales.

Figura 4.10: Esquema de una molécula en un campo eléctrico dependiente del tiem-
po

Es posible definir el Hamiltoniano de interacción dipolar de la forma:

Ed = −qx × E(t) (4.8)

donde qx es el dipolo de la molécula y E(t) es el campo eléctrico variable. Si la mag-

nitud del dipolo de la molécula es elevado, su interacción con el campo será mayor.

Esto producirá que la molécula vibre conforme la intensidad del campo, permitien-

do a esta, acceder a otros estados (excitados o desexcitados). Por el contrario, si la

magnitud del dipolo es pequeña, la interacción con el campo será menor favorecien-

do la permanencia a quedarse en un estado predeterminado.
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Desde este punto de vista, la secuencia de las gráficas de permanencia, excitación

y desexcitación puede explicarse mediante la intensidad de los dipolos de cada una

de las moléculas, de acuerdo a la secuencia HF > HCl > HBr > HI. Además, de las

mismas gráficas es posible observar, que los momentos dipolares para las moléculas

diatómicas HCl y HBr, son aproximadamente iguales.

De datos experimentales podemos obtener la siguiente tabla [29]

Molécula Diferencia de electronegatividad Momento dipolar (debye)

HF 1.9 1.82

HCl 0.9 1.08

HBr 0.7 0.82

HI 0.4 0.44

Tabla 4.2: Relaciones entre la electronegatividad y momentos dipolares de las molé-
culas HF, HCl, HBr y HI

Estos datos experimentales corroboran las observaciones anteriores y podemos

responder afirmativamente la pregunta inicialmente propuesta en esta sección.

4.4. Colisión átomo - molécula

Hasta el momento hemos considerado en nuestro estudio la interacción cons-

tituida por una molécula diatómica y radiación electromagnética. De los estudios

realizados hemos observado el comportamiento de la probabilidad de transición

para distintos estados vibracionales, tanto en su permanencia como en la absorción

y emisión.

En esta sección, hemos querido considerar extender nuestro trabajo con la ex-

clusiva finalidad de complementar el estudio de las probabilidades de transición

mediante la colisión átomo - molécula y revisar las posibles modificaciones tanto en

sus aspectos cuantitativos como cualitativos al compararlo con el caso radiativo pre-

sentado como objeto de la tesis.
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4.4.1. Metodología de colisión átomo molécula

La metodología es similar al caso con radiación pero después de hacer un cambio

en los operadores de creación y aniquilación para diagonalizar al Hamiltoniano de la

molécula [30]. El Hamiltoniano de la molécula esta dado por el potencial de Rydberg

H0 =
P2

2µ
− De(1 + ax)e−ax, (4.9)

definido anteriormente. Se desarrolla H0 en Taylor hasta términos de cuarto orden

alrededor de la posición de equilibrio es decir x = 0 con lo cual

H0 ≈ P2

2µ
− De +

1
2

Dea2x2 − 1
3

a3Dex3 +
1
8

a4Dex4 + O(x)5 (4.10)

Se simplifica eliminando el término constante y reemplazando γ = 1
3 a3De, β = 1

8

y µΩ2

2 = 1
2 Dea2,

H0 =
P2

2µ
+

1
2

µΩ2x2 − γx3 + βx4 (4.11)

Luego de la misma manera que la metodología para la radiación cambiamos las

coordenadas de posición x y momento P del Hamiltoniano por los operadores de

creación y aniquilación del oscilador armónico, se obtiene:

H0 = h̄Ω

(

a+a +
1
2

)

− γ

(
h̄

2µΩ

)3/2

(a+a)3 + β

(
h̄

2µΩ

)2

(a+a)4, (4.12)

además nos ayudamos de la metología anterior, puesto que conocemos las siguien-

tes relaciones

(a+a)3 = (a3 + a+
3
+ 3a+

2
a + 3a+a + 3a+a2 + 3a + 3a+)

(a+ + a)4 = (a4 + a+
4
+ 4a+

3
a + 4a+a3 + 6a+

2
a2 + 6a2 + 6a+

2
+

+12a+a + 3)

(4.13)

Simplificando la notación del Hamiltoniano mediante sumatorias, éste se lo pue-
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de escribir en dos partes

H0 = ∑
0≤i+j≤2

fija
+i

aj + ∑
3≤i+j≤4

fija
+i

aj, (4.14)

donde la primera sumatoria contiene operadores de creación y aniquilación hasta

segundo y la segunda contiene los de orden superior (hasta cuarto orden). Por otro

lado, los fij guardan la anarmonicidad del potencial y están dados por las siguientes

relaciones:

f00 =
h̄Ω

2
+ 3β̄ (4.15)

f01 = f01 = −3β̄ (4.16)

f02 = f02 = 6β̄ (4.17)

f11 = 12β̄ + h̄Ω (4.18)

f03 = f03 = −γ̄ (4.19)

f12 = f21 = −3γ̄ (4.20)

f22 = 6β̄ (4.21)

f13 = f31 = 4β̄ (4.22)

f40 = f04 = β̄ (4.23)

con, β̄ = β( h̄
2µΩ

)2 y γ̄ = γ( h̄
2µΩ

)3/2.

Debido a que los operadores de creación y aniquilación contenidos en la segun-

da sumatoria de (4.14) (los de orden superior) no cierran el álgebra de Lie es difícil

seguir con el tratamiento algebraico. Por lo cual, tenemos que realizar una transfor-

mada de Bogoliubov generalizada la cual se introduce con unos nuevos operadores

b+ y b descritos por la siguiente relación:

a = t1b + t2b+ + t3 (4.24)

a+ = t∗1b+ + t∗2b + t∗3 , (4.25)

donde ∗ es el conjugado y t1, t2 y t3 son en general números complejos.

Los nuevos operadores de creación y aniquilación b+ y b respectivamente, de-

48



ben satisfacer la siguiente relación de conmutación para que la transformación sea

unitaria

[
b; b+

]
=

[
a; a+

]
= 1, (4.26)

y se impone las siguientes condiciones sobre los coeficientes de transformación

t1 = cosh θ,

t2 = senh θ,
(4.27)

Al momento de cambiar todos los operadores a y a+ del Hamiltoniano a los

nuevos operadores b y b+ necesitamos los siguientes resultados reescribiendolos en

orden normal (se necesita las relaciones (4.25))

a2 = t2
1b2 + t2

2b+
2
+ t2

3 + t1t2 + 2t1t3b + 2t2t3b+

a+
2

= t∗1
2b+

2
+ t∗2

2b2 + t∗3
2 + t∗1t∗2 + 2t∗1t∗3b+ + 2t∗2t∗3b

a+a = b+
2
t∗1t2 + b2t∗2t1 + |t3|2 + b+b + b+(t∗1t3 + t∗3t2) + |t2|2+

+b(t∗2t3 + t1t∗3).

(4.28)

Los siguientes términos (en orden normal) después de realizar las respectivos

cálculos son sólo hasta segundo orden ya que los de orden superior no cierran el

álgebra:
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Los términos a3, a+
3, a4, a+

4 en función de b y b+ resultan

a3 = b+
23t3t2

2 + b23t3t2
1 + b+(3t2t2

3 + t1t2
2) + b(3t1t2

3 + t2
1t2)+

+3t1t2t3 + t3
3

a+
3

= b23t∗3t∗2
2 + b+

23t∗3t∗1
2 + b(3t∗2t∗3

2 + t∗1t∗2
2) + b+(3t∗1t∗3

2 + t∗1
2t∗2)+

+3t∗1t∗2t∗3 + t∗3
3

a4 = b+
2
(6t2

3t2
2 + t1t3

2) + b2(6t2
1t2

3 + t3
1t2) + b+(4t2t2

3 + 4t1t2
2t3)+

+b(4t1t2
3 + 4t2

1t2t3) + 6t1t2t2
3 ++t2

1t2
2 + t4

3

a+
4

= b2(6t∗3
2t∗2

2 + t∗1t∗2
3) + b+

2
(6t∗1

2t∗3
2 + t∗1

2t∗2) + b(4t∗2t∗3
2 + 4t∗1t∗2

2t∗3)

+b+(4t∗1t∗3
2 + 4t∗1

2t∗2t∗3) + 6t∗1t∗2t∗3
2 + t∗1

2t∗2
2 + t∗3

4

(4.29)

Los términos bilineales de tercer orden en función de b y b+ resultan

a+a2 = b+
2
(2t∗1t2t3 + t∗3t2

2) + b2(2t1t∗2t3 + t2
1t∗3) + b+(2t2|t3|2 + t2|t1|2 + t∗1t2

3)+

+b(2t1|t3|2 + t1|t2|2 + t∗2t2
3) + b+b2t3 + t3|t3|2 + 2t3|t2|2 + t1t2t∗3

a+
2
a = b+

2
(2t∗1t2t∗3 + t∗1

2t3) + b2(2t1t∗2t∗3 + t∗2
2t3) + b+(2t∗1 |t3|2 + t∗1 |t2|2 + t2t∗3

2)+

+b(2t∗2 |t3|2 + t∗2 |t1|2 + t1t∗3
2) + b+b2t∗3 + t∗3 |t2|2 + 2t∗3 |t3|2 + t∗1t∗2t3

(4.30)

El término a+
2
a2 en función de b y b+ resulta

a+
2
a2 = b+

2
(4t∗1t2|t3|2 + t∗1

2t2
3 + t∗1t2|t2|2 + t2

2t∗3
2)+

+b2(4t1t2|t3|2 + t2
3t∗2

2 + t1t∗2 |t1|2 + t2
1t∗3

2)+

+b+(2t3t∗1 |t3|2 + 2t∗1t3|t2|2 + 2t2t3t∗3
2 + 2t2t∗3 |t1|2)+

+b(2t1t3t∗3
2 + 2t3t∗2 |t1|2 + 2t1t∗3 |t2|2 + 2t∗2t3|t3|2)+

+b+b4|t3|2 + 4|t2|2|t3|2 + |t3|4 + |t2|2|t1|2 + t1t2t∗3
2 + t∗1t∗2t2

3

(4.31)
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Por último los términos bilinales de cuarto orden en función de b+ y b

a+a3 = b+
2
(3t2

2|t3|2 + 3t∗1t2t2
3 + t2

2|t1|2) + b2(3t2
1|t3|2 + 3t1t∗2t2

3 + t2
1|t2|2)+

+b+(3t2t3|t3|2 + 3t2t3|t1|2 + t∗1t3
3 + t1t2

2t∗3)+

+b(3t1t3|t3|2 + 3t1t3|t2|2 + t∗2t3
3 + t2

1t2t∗3) + b+b(t1t2 + 3t2
3) + t2

3|t3|2+

+3t2
3|t2|2 + 3t1t2|t3|2 + t1t2|t2|2

a+
3
a = b+

2
(3t∗1

2|t3|2 + 3t∗1t2t∗3
2 + t∗1

2|t2|2) + b2(3t∗2
2|t3|2 + 3t1t∗2t∗3

2 + t∗2
2|t1|2)+

+b+(3t∗1t∗3 |t3|2 + 3t∗1t∗3 |t2|2 + t2t∗3
3 + t∗1

2t∗2t3+

+b(3t∗2t∗3 |t3|2 + 3t∗2t∗3 |t1|2 + t1t∗3
3 + t∗1t∗2

2t3) + b+b(t∗1t∗2 + 3t∗3
2)+

+t∗3
2|t3|2 + 3t∗3

2|t2|2 + 3t∗1t∗2 |t3|2 + t∗1t∗2 |t2|2
(4.32)

Como primera aproximación rechazamos la contribución de los términos de or-

den superior y escribimos el Hamiltoniano aproximado en términos de los nuevos

operadores como

H̃0 = H̃0(b, b+) = ∑
0≤i+j≤2

φij(b
+)ibj, (4.33)

el cual contiene solo los operadores que cierran el álgebra. Imponemos también que

no deben estar presentes términos cuadráticos y no lineales en (4.33) con lo cual

φ20 = φ02 = φ01 = φ10 = 0, y como resultado tenemos las condiciones que faltaban

sobre los coeficientes de la transformación de Bogoliubov

t3 =
− f10

2 f20 + f11
,

θ =
tanh(−2 f02

f11
)

2
.

(4.34)

Con lo cual, el Hamiltoniano sin perturbar toma la forma

H̃0 = φ00 + φ11b+b. (4.35)

Consideremos ahora un término de interacción de forma general

V(x, t) = F(t)x + G(t)x2, (4.36)

51



cuando se cambia x (después de reemplezar x por a y a+) en términos de los opera-

dores b y b+ mediante (4.25) se tiene

V(t) = F(t)
√

h̄
2µΩ

(χ1b + χ2b+ + χ3)+

+G(t) h̄
2µΩ

(χ2
2b+

2
+ 2χ2χ3b+ + 2χ1χ2b+b + 2χ1χ3b + χ2

1b2 + χ2
3 + χ1χ2),

(4.37)

donde

χ1 = t1 + t∗1 (4.38)

χ2 = t2 + t∗2 (4.39)

χ3 = t3 + t∗3 (4.40)

Con lo cual el Hamiltoniano del sistema molécula más término de interacción en

términos de los operadores b y b+ esta dado por

H = H0 + V = φ00 + φ11b+b + ∑
0≤i+j≤2

Ψijb
+i

bj. (4.41)

Para evaluar la probabilidad de transición es conveniente cambiar la represen-

tación de Schrödinger a la de interacción o de Dirac donde la evolución debido al

Hamiltoniano sin perturbar permanece fija y se define de la siguiente manera

HI = U+
0 V(t)U0 = ∑

0≤i+j≤2
Ψijb

+i
bjeiφ11t(i−j)/h̄, (4.42)

donde U0 = e−iH0t/h̄ = e−φ00t/h̄e−iφ11tb+b/h̄, φ11 es la suma de todos los términos que

contiene b+b de los resultados anteriores

φ11 = f11 + f122t3 + f212t∗3 + f224|t3|2 + f13(t1t2 + 3t2
3) + f31(t

∗
1t∗2 + 3t∗3) (4.43)

y el operador de evolución temporal en esta representación satisface la ecuación

diferencial

ih̄
dUI(t)

dt
= HI(t)UI(t), (4.44)
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con la condición inicial UI(0) = 0. Además, los Ψij de (4.42) están dados por

Ψ00 = F(t)

√

h̄

2µΩ
χ3 + G(t)

h̄

2µΩ
(χ2

3 + χ1χ2)

Ψ01 = F(t)

√

h̄

2µΩ
χ1 + 2χ1χ3G(t)

h̄

2µΩ

Ψ10 = F(t)

√

h̄

2µΩ
χ2 + 2χ2χ3G(t)

h̄

2µΩ

Ψ11 = G(t)
h̄

2µΩ
2χ1χ2

Ψ02 = G(t)
h̄

2µΩ
χ2

1

Ψ20 = G(t)
h̄

2µΩ
χ2

2

(4.45)

Como el conjunto de operadores b+ y b en la ecuación (4.42) forman un álgebra

de Lie cerrada se utiliza la formulación de Wei-Norman para formar el operador de

evolución [22]

UI(t) = e−α1(t)b
+2

e−α2(t)b
+

e−α3(t)b
+be−α4(t)be−α5(t)b

2
e−α6(t), (4.46)

con funciones complejas dependientes del tiempo αi que deben ser determinadas

mediante la ecuación (4.44). El sistema de ecuaciones y la resolución de las mismas

es similar al obtenido cuando la molécula interacciona con radiación y no se amerita

realizar los otra vez. Por otro lado, es necesario reemplazar el potencial arbitrario

por el de colisión.

4.4.2. Colisión colineal átomo molécula diatómica

Para el estudio de las transiciones vibracionales el impacto está confinado a una

línea recta, como la siguiente figura
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Figura 4.11: Esquema de colisión lineal átomo - molécula diatómica.

esto permite descartar transiciones vibracionales además de simplificar conside-

rablemente el problema. El potencial de interacción entre los átomos B y A puede

simplificarse y quedando una exponencial repulsiva del tipo

V(z) = De−z/L, (4.47)

donde D y L son constantes del potencial, z es la distancia entre los átomos B y A

y r representa la distancia entre los átomos de la molécula diatómica. Además, R

es la distancia entre el A y el centro de masa de la molécula y cumple R = z −
Γ(d − x), donde x es el desplazamiento de la coordenada vibracional medido desde

la posición de equilibrio de la molécula d, Γ se relaciona con las masas de los átomos

que forman la molécula y cumple Γ = mc
mB+mC

. Con lo cual el potencial se reescribe

como

V(x, t) = E sech2
(
√

E

2msist

t

L

)

eΓx/L, (4.48)

donde msist = mA M
mA+M , M = mB + mc es la masa de la molécula, E = DeΓ d

L y D es

la energía cinética inicial del proyectil o átomo. Si desarrollamos en Taylor la expo-

nencial hasta segundo orden en la coordenada de desplazamiento y lo comparamos

con (4.36) tenemos que

F(t) = E

(
Γ

L

)

sech
(
√

E

2msist

t

L

)2

(4.49)

G(t) = E

(
Γ2

2L2

)

sech
(
√

E

2msist

t

L

)2

(4.50)
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además, D = 1/2msistv
2, con v la velocidad inicial del proyectil.

4.4.3. Resultados numéricos

La aplicación de esta metodología es aplicada a las cuatro moléculas que se estu-

diaron en la interacción radiación - materia , es decir, H − X siendo X un elemento

de la familia de los halógenos (tabla 4.1) y con el átomo de colisión Helio. Puede

verse que el He con una masa de 4 (u.m.a) y velocidades del átomo incidente (v)

de 2.5 × 104m/s y 3.0 × 104m/s para realizar los respectivos análisis. De la misma

manera que el caso de radiación - materia el estudio de las transiciones son estudia-

dos en permanencia, excitación y desexcitación. Los tiempos son escogidos de esta

manera para ver la evolución completa de las moléculas. En el eje y se encuentra la

probabilidad entre 0 y 1.

Permanencia

Los siguientes gráficos presentan cómo cambia la probabilidad de permanencia

en cada estado cuando la velocidad del proyectil o átomo de He aumenta de 2.5 a

3.0 × 104 m/s.

En el estado base: 0 - 0

(a) v = 2.5 × 104 m/s (b) v = 3.0 × 104 m/s

Figura 4.12: Probabilidad de permanencia en el estado base para v = 2.5 × 104 y
3.0 × 104 m/s. Para la colisión H − X y He.
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En el primer estado excitado: 1 - 1

(a) v = 2.5 × 104 m/s (b) v = 3.0 × 104 m/s

Figura 4.13: Probabilidad de permanencia en el primer estado excitado para v =
2.5 × 104 y 3.0 × 104 m/s. Para la colisión H − X y He.

En el segundo estado excitado: 2 - 2

(a) v = 2.5 × 104 m/s (b) v = 3.0 × 104 m/s

Figura 4.14: Probabilidad de permanencia en el segundo estado base para 2.5 × 104

y 3.0 × 104 m/s. Para la colisión H − X y He.

Comentario para las diferentes permanencias

En general se observa que para una velocidad mayor del átomo de He las proba-

bilidades decrecen. Esta característica es vital ya que se debe a la energía cinética del

proyectil que se transforma en energía vibracional de la molécula, luego ésta oscila y

pasa a un estado excitado, lo cual es evidente por la disminución de la probabilidad.

Un caso muy particular es el de la molécula de HF, la cual para velocidades bajas

del átomo incidente esta molécula puede regresar al estado de permanencia (4.12a).

Esto se relaciona con la rigidez ke y De del potencial de Rydberg (tabla 4.1) que para

esta molécula son valores muy altos en comparación con las otras moléculas. Otro

caso muy particular son las moléculas HI y HBr que para altas velocidades del pro-

yectil las permanencias son nulas, consecuencia de bajos valores para Ke y De.
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Excitación

Los siguientes gráficos presentan cómo cambia la probabilidad de excitación

cuando la velocidad del proyectil o átomo de He aumenta de 2.5 a 3.0 × 104 m/s.

Desde el estado base hasta el primer estado excitado: 0 → 1

(a) v = 2.5 × 104 m/s (b) v = 3.0 × 104 m/s

Figura 4.15: Probabilidad de transición desde el estado base hasta el primer excitado
para 2.5 × 104 y 3.0 × 104 m/s. Para la colisión H − X y He.

Desde el primer estado excitado hasta el segundo estado excitado: 1 → 2

(a) v = 2.5 × 104 m/s (b) v = 3.0 × 104 m/s

Figura 4.16: Probabilidad de transición desde el primer estado excitado hasta el se-
gundo excitado para 2.5 × 104 y 3.0 × 104 m/s. Para la colisión H − X y He.
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Desde el estado base hasta el segundo estado excitado: 0 → 2

(a) v = 2.5 × 104 m/s (b) v = 3.0 × 104 m/s

Figura 4.17: Probabilidad de transición desde el estado base hasta el segundo exci-
tado para 2.5 × 104 y 3.0 × 104 m/s. Para la colisión H − X y He.

Comentario para las diferentes excitaciones

En general se espera que cuando la velocidad del proyectil incidente aumente,

las probabilidades de excitación también aumenten. La excepción son las moléculas

HBr y HI, las cuales al aumentar la velocidad sus probabilidades de excitación des-

pués de la interacción llegan a ser cero. Esto se debe a una energía cinética del átomo

incidente alta que destruye la molécula. Otro caso contradictorio es la molécula de

HCl, la cual para transiciones entre estados contiguos su probabilidad decrece cuan-

do la velocidad del proyectil es aumentada. Por otro lado, para bajas velocidades del

proyectil la molécula de HBr previamente excitada (estado 1) accede al siguiente es-

tado excitado con una probabilidad muy baja casi cero (figura 4.17a). De la misma

manera para velocidades bajas del proyectil, la molécula de HBr en la transición

0 → 2 tiene la mayor probabilidad de transición. Contrastando con lo anterior a

velocidades altas del proyectil, HF tiene la mayor probabilidad de acceder a esta-

dos excitados contiguos caso que no ocurre para la trasición 0 → 2. Sólo para la

molécula de HF se cumple la primera oración.

Desexcitación

Los siguientes gráficos presentan cómo cambia la probabilidad de desexcitación

cuando la velocidad del proyectil o átomo de He aumenta de 2.5 a 3.0 × 104 m/s.
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Desde el primer estado excitado hasta el estado base: 1 → 0

(a) v = 2.5 × 104 m/s (b) v = 3.0 × 104 m/s

Figura 4.18: Probabilidad de transición desde el primer estado excitado hasta el es-
tado base para 2.5 × 104 y 3.0 × 104 m/s. Para la colisión H − X y He.

Desde el segundo estado excitado hasta el primer estado excitado: 2 → 1

(a) v = 2.5 × 104 m/s (b) v = 3.0 × 104 m/s

Figura 4.19: Probabilidad de transición desde el segundo estado excitado hasta el
primer estado excitado para 2.5 × 104 y 3.0 × 104 m/s. Para la colisión H − X y He.
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Desde el segundo estado excitado hasta el estado base: 2 → 0

(a) v = 2.5 × 104 m/s (b) v = 3.0 × 104 m/s

Figura 4.20: Probabilidad de transición desde el segundo estado excitado hasta el
estado base para 2.5 × 104 y 3.0 × 104 m/s. Para la colisión H − X y He.

Comentario para las diferentes desexcitaciones

Las gráficas de desexcitaciones son similares a las de excitación puesto que em-

piezan desde cero, luego existe un pico de interacción y al final se estabilizan. Los

resultados también son parecidos comparados con los de excitación. Por ejemplo, a

una velocidad mayor de la partícula incidente HBr y HI tienen probabilidades nulas

después de la interacción. Para la transición 0 → 2 a una velocidad baja del proyec-

til, HBr y HI pueden desexcitarse con mayor facilidad que HF, lo mismo ocurre con

estas dos moléculas en la excitación. También de la misma manera que la excitación

HF tiene probabilidades mayores cuando aumenta la velocidad del proyectil.

4.4.4. Características de las moléculas diatómicas heteronucleares

(HX) luego de la colisión con el proyectil (átomo)

El choque entre la molécula y el átomo puede ser visto en nuestro caso como

una fuerza que comprime un resorte, ello en vista que las moléculas estudiadas,

tienen potenciales que pueden representarse como un resorte. Por otro lado, la pro-

babilidad de vibración está influenciada tanto por la energía cinética de la partícula

incidente, como por la constante elástica ke asociada al enlace o al resorte.

A medida que la constante ke aumente para una velocidad fija del proyectil, será

más difícil para la molécula promoverse hacia estados vibraciones excitados dada

la rigidez del resorte o del enlace, expresada a través de la constante ke. En el caso

contrario, es decir, cuando ke disminuya, la molécula puede vibrar más y por lo cual

le es más favorable promoverse hacia estados excitados. Esto puede evidenciarse

60



en la probabilidad de permanencia considerando como ejemplo, la molécula HF la

cual tiene una ke = 800 N/m (tabla 4.1), alta en comparación con las restantes molé-

culas. Para una velocidad de 2.5 × 104 m/s del proyectil incidente (He), la molécula

HF tiene probabilidades altas a quedarse en los estados propuestos, con valores de

aproximadamente 90 % para el estado 0, 70 % para el estado 1 y 55 % para el estado

2. Un ejemplo contrario los muestra la molécula HBr, que con ke = 300 N/m y a la

misma velocidad del proyectil incidente, tiene probabilidades bajas, del orden 10 %

para el estado 0, 20 % para el estado 1 y 5 % para el estado 2. Podemos también decir

que a la velocidad de 2.5 × 104 m/s o mayores, podemos disociar la molécula HI,

ya que su probabilidad de permanencia en el estado base, es cero.

En la tabla 4.3, podemos observar que a velocidades de 3.0 × 104 m/s de parte

del proyectil, tanto la molécula HBr como la molécula HI, estarán totalmente di-

sociadas. Por el contrario, podemos observar que para velocidades del proyectil de

2.5 × 104 m/s, sólo la molécula HI puede disociarse. Con estos ejemplos, se destaca

la importancia de la constante ke en la probabilidad de transición para las diferentes

moléculas. Podemos observar que las gráficas de probabilidad concuerdan con el

análisis esperado.

Molécula Energía cinética incidente (×10−19J) Energía de disociación (×10−19 J)
2.5 × 104 m/s 3.0 × 104 m/s

HF 5.16 7.43 9.812

HCl 5.189 7.47 7.100

HBr 5.20 7.50 5.725

HI 5.21 7.51 4.898

Tabla 4.3: Energía cinética incidente y energía de disociación para las moléculas en
estudio. 2.5× 104 m/s y 3.0× 104 m/s son las velocidades de incidencia del proyectil
He.

Esto se esperaba ya que las constantes ke para las moléculas HBr y HI, son

380 N/m y 290 N/m, respectivamente, valores bajos en comparación con las de las

moléculas HF y HCl que son 800 N/m y 480 N/m (tabla 4.1), respectivamente.
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Capítulo 5

Conclusiones

Observando las gráficas de interacción radiación materia se puede concluir que

la frecuencia del campo no juega un rol significativo en las probabilidades de transi-

ción. Esto nos demuestran los pequeños cambios en la magnitud de las probabilida-

des cuando la frecuencia del campo incidente aumenta. Tenemos que agregar que en

nuestro estudio la frecuencia tomó los valores 1, 2 y 3 × 1014Hz con lo cual no existe

un cambio en el orden de la potencia de 10, éste puede ser el motivo por lo cual las

probabilidades no se vieron afectadas considerablemente. Pero desde el punto de

vista de la espectroscopia, la frecuencia de la radiación incidente solo afecta en la

energía de los fotones mas no en el número de fotones incidentes. Por tal motivo,

las probabilidades de transición de un sistema molecular como es nuestro caso no

se verían afectadas en gran proporción como se observan en nuestros resultados.

Por otro lado, el incremento en la intensidad de la radiación incidente juega un

rol preponderante en las probabilidades de transición. Los cambios en la magni-

tud de las probabilidades son muy considerables cuando aumenta la intensidad del

campo. Un ejemplo, es la transiciones 0 → 1 (figura 4.4 columna derecha) donde la

magnitud máxima de probabilidad parte desde 0.014 (a η̄ = 5γ̄) hasta llegar a 0.30

(para η̄ = 15γ̄), es decir, de tener una probabilidad cercana a cero en un principio

y pasa a tener un valor importante de 30 % cuando se triplica la intensidad. Este

resultado concuerda con la teoría cuántica, debido a que al aumentar la intensidad

del campo estamos incrementando el número de fotones que pueden interactuar

con las moléculas y por ende existen más moléculas excitadas lo cual influye en la

magnitud de la probabilidad.
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Una característica muy importante para la metodología radiación materia es la

de presentar transiciones prohibidas. Este tipo de transiciones se encuentran por

valores bajos de probabilidad. En los análisis realizados, sea variando frecuencia o

intensidad del campo las transiciones 0 → 2 y 2 → 0, saltos entre dos niveles ener-

géticos, tienen siempre los menores valores de probabilidad. Desde el punto de vista

de la aproximación dipolar, las transiciones que existen son entre estados consecuti-

vos con lo cual nuestro método presentado concuerda.

La otra metodología, materia interactuando con materia presenta características

reales de una colisión. Puesto que, en las gráficas de las probabilidades se observa

como una vez que ocurre la interacción, la energía cinética del proyectil se convierte

en energía vibracional de la molécula. Lo cual se hace evidente por la disminución

o el aumento de la probabilidad. Además, observamos que para cierta energía la

molécula de HF puede regresar a su estado, es decir, no es promovida a un estado

excitado para energía bajas del proyectil.

Como comentario final, los dos procedimientos pese a la dificultad de los cálcu-

los entregan situaciones reales de un sistema interactuando tanto con radiación co-

mo con materia que pueden ser consideradas importantes en estudios que se deseen

conocer las probabilidades de transición. Es importante señalar que existen limita-

ciones en los cálculos realizados como los distintos de desarrollos en Taylor y los

elementos del álgebra no considerados que pueden contener información del tipo

de interacción. Además, el presente trabajo de titulación puede ser extendido me-

diante varias formas que pueden ser: trabajar con moléculas triatómicas, incluir en

el álgebra de Lie los elementos de orden superior o simplimente cambiar el potencial

de Rydberg por otro.
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Anexos A

Cálculo de la probabilidad: desarrollo

hasta 3◦orden

Partiendo del potencial diatómico dado por la función de Rydberg (3.1)

Ud = −De(1 + q)e−q, A = De (A.1)

desarrollado en la variable q hasta tercer orden:

Ud ≈ −A +
Aq2

2
− Aq3

3
+ O(q4) (A.2)

El Hamiltoniano del sistema es

H =
P2

2m
+

A

2
q2 − A

3
q3 − eqEx(t), (A.3)

donde P2

2m es la energía cinética del sistema y −eqEx(t) es la energía de interacción

radiación-materia. Escribiendo al Hamiltoniano en una manera más compacta

H = H0 + V0 + V1, (A.4)

donde: H0 = P2

2m + mΩ2

2 q2, siendo A = mΩ2, V0 y V1 son identificados después de

hacer el cambio de variable q = ( h̄
2mΩ

)1/2(a + a†) (a y a+ son los operadores de

creación y aniquilación), Ω es la frecuencia natural de la molécula. Además, la in-

teracción radiación materia se la toma como dipolar eléctrica con Ex(t) = E0cos(wt)

(w es la frecuencia de la radiación incidente).

Haciendo el cambio de variable de q con los operadores de creación y aniquila-

67



ción (2.3)

H0 = h̄Ω(a+a + 1/2),

V0 = γ( h̄
2mΩ

)3/2(3a + 3a†)− e( h̄
2mΩ

)1/2(a + a†)E0cos(wt),

V1 = γ( h̄
2mΩ

)3/2(a3 + a†3
+ 3a†2

a + 3a†a2),

(A.5)

además, V1 será descartado en este paso.

Cambio de forma a V0

V0 = ∑
0≤k+j≤2

fkja
†k

aj, (A.6)

identificando los coeficientes fkj, se puede observar que muchos son cero, con ex-

cepción de:

f10 = f01 = 3γ(
h̄

2mΩ
)3/2 − e(

h̄

2mΩ
)1/2E0cos(wt) (A.7)

De una manera más compacta:

f10 = f01 = 3γ̄ − η0cos(wt), (A.8)

con γ̄ = γ( h̄
2mΩ

)3/2 y η0 = e( h̄
2mΩ

)1/2E0.

Como la combinación de operador {a+, a, I} generan una álgebra de Lie finita,

el operador de evolución puede ser escrito como un producto de exponenciales [22]

UI = e−α1(a+)2
e−α2a+e−α3a+ae−α4ae−α5a2

e−α6 I , (A.9)

donde αi con i = 1, .., 6 son constantes complejas a determinar y dependen del tiem-

po.

Se las determina de

ih̄U̇I = HIUI , (A.10)
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con lo cual se tiene:

∂tα1 =
i

h̄
(g20 − 2g11α1 + 4g02α2

1),

∂tα2 =
i

h̄
(g10 − 2g11α2 + 4g02α1α2 − 2g01α1),

∂tα3 =
i

h̄
(g11 − 4g02α1)

∂tα4 =
i

h̄
(g01 − 2g02α2)e

−α3 ,

∂tα5 =
i

h̄
g20e−2α3 ,

∂tα6 =
i

h̄
(g00 − 2g01α2 + g02(α

2
2 − 2α1)),

(A.11)

donde gkj = fkje
iΩ(k−j).

Solo las gkj que son distintas de cero son las que dependen de f10 y f01 lo cual:

g10 = f10eiΩt y g01 = f01e−iΩt.

Con lo cual, α1 = α3 = α5 = 0, y resumiendo:

∂tα2 = i
h̄ g10,

∂tα4 = i
h̄ g01,

∂tα6 = − i
h̄ 2g01α2.

(A.12)

Integrando:

α2 = eitΩ[3γ̄(w2−Ω2)+η0Ω2cos(wt)−iwη0Ωsin(wt)]
h̄Ω(w2−Ω2)

+ C2

α4 = e−itΩ[−3γ̄(w2−Ω2)−η0Ω2cos(wt)−iwη0Ωsin(wt)]
h̄Ω(w2−Ω2)

+ C4

α6 = i
2h̄2Ω(w2−Ω2)

[2t(18w2γ̄2 − Ω2(18γ̄2 + η2
0))− 12iγ̄η0cos(wt) + iη2

0Ωcos(2wt)

− 12γ̄η0(w
2−Ω2)sin(wt)

w − η2
0 Ω2sin(2wt)

w ] + C6,
(A.13)

donde C1 , C4 y C6 son determinadas de α̇i = 0.
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Reemplazando, el operador de evolución queda totalmente determinado

UI = e−α2a+e−α4ae−α6 I . (A.14)

Con lo cual la amplitud de transición está dada por:

〈n|UI |m〉 = 〈n| e−α2a+e−α4ae−α6 I |m〉 (A.15)

Para resolver esta última ecuación se introducen los estados coherentes (revisar

Apéndice C). Un estado coherente es un estado propio del operador de aniquilación

a |α〉 = α |α〉 , (A.16)

para el operador de creación se tiene algo similar

〈α| = a+ = α∗ 〈α| (A.17)

conjungando la ecuación anterior.

Estos estados se relacionan con los estados de número de la siguiente manera

(C.20)

|α〉 = e−1/2|α|2 ∑
m

αm

√
m!

|m〉 (A.18)

o su vez,

|n〉 = 1
π

∫

|α〉 e−1/2|α|2 (α
∗)√
n!

d2α. (A.19)

Los estados coherentes están normalizados, pero no son ortogonales (C.26)

〈α|α〉 = 1 y 〈α|β〉 = e−1/2(|α|2+|β|2)eα∗β. (A.20)

Reemplazando, (A.19) y (A.15),

Umn =
1

π2

∫ ∫
e−1/2(|α|2+|β|2)

√
m!n!

βn(α∗)m 〈β|UI |α〉 d2αd2β, (A.21)
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pero

〈β|UI |α〉 = e−α2β∗e−α4αe−α6 〈β|α〉 , (A.22)

utilizando (A.16) y (A.17).

Reemplazando (A.20) en (A.22)

Umn =
e−α6

π2
√

m!n!

∫ ∫

e−(|α|2+|β|2)βn(α∗)me−α2β−α4α+β∗αd2αd2β. (A.23)

La resolución de (A.23) es complicada debido a la doble integral. Pero se lo puede

resolver sin necesidad de hacer la integral utilizando 3.69 y 3.77 (que son las ampli-

tudes de excitación y desexcitación calculadas anteriormente) cuando α1 = α3 =

α5 = 0. Con lo cual, la amplitud desexcitación cuando se tiene una aproximación de

orden cúbica es

Anm = e−α6
√

n!m!
n

∑
k=0

(−α2)
k(−α4)

m+k−n

k!(n − k)!(m + k − n)!
, (A.24)

y la amplitud de excitación cuando existe una aproximación de orden cúbica esta

dada por,

Anm = e−α6
√

n!m!
m

∑
j=0

(−α2)
n−m+j(−α4)

j

j!(m − j)!(n − m + j)!
. (A.25)

Con el módulo al cuadrado de Anm se obtienen los siguientes ejemplos de pro-

babilidades para las cuatro moléculas en estudio,
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(a) Permanencia en el estado base
0 − 0, w = 1 × 1014Hz, η0 = 5γ̄.

(b) Transición 0 → 1, w = 1 ×
1014Hz, η0 = 5γ̄.

(c) Transición 0 → 2, w = 1× 1014Hz
y η0 = 10γ̄.

(d) Transición 1 → 2, w = 1 ×
1014Hz y η0 = 10γ̄.

(e) Permanencia 1 − 1, w = 2 ×
1014Hz. η0 = 5γ̄.

(f) Permanencia 2 − 2, w = 2 ×
1014Hz. η0 = 5γ̄.

Figura A.1: Distintas probabilidades utilizando la aproximación cúbica para las di-
ferentes moléculas diatómicas.
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Anexos B

Fórmula Baker-Campbell-Hausdorff

(BCH)

La fórmula BCH1 trata sobre el producto de exponenciales de dos operadores A

y B , es decir

eAeB = eA+B+[A,B]/2+..., (B.1)

donde . . . representan términos que son por lo menos cúbicos en A y B y términos

de conmutadores dentro de conmutadores de A y B. La fórmula BCH es importante

en teoría de Grupos de Lie y también en mecánica cuántica. El caso especial e im-

portante donde existe una fórmula exacta y es la que se va a utilizar en este trabajo

es,

eAeB = eA+B+[A,B]/2, con [A, B] = c, (B.2)

donde c es un número complejo (o [c,A]=[c,B]=0). Una aplicación de la fórmula BCH

es en la teoría de estados coherentes.

Una ecuación que se utilizará en lo posterior y surge de la fórmula BCH y se la

llamará identidad BCH

eABe−A = B + [A, B] + 1/2 [A, [A, B]] + . . . 1/n!

n veces A
︷ ︸︸ ︷

[A, [A, . . . [A, B]..] + . . . . (B.3)

1Extraído de [34]
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Para demostrar (B.3), se define

F(x) = exABe−xA =
∞

∑
n=0

xn

n!
Fn, (B.4)

donde la última igualdad es un desarrollo en Taylo en la variable x y Fn es función

de los operadores A y B pero no de x.

Se puede observar que

dF(x)

dx
= [A, F(x)] (B.5)

pero dF(x)/dx se puede calcular reemplazando (B.4), con lo cual

dF(x)

dx
=

∞

∑
n=1

xn−1

(n − 1)!
Fn. (B.6)

Igualando esta última ecuación con (B.5) antes reemplazando (B.4) de tal manera

que tenemos

∞

∑
n=1

xn−1

(n − 1)!
Fn =

∞

∑
n=0

xn

n!
[A, Fn] (B.7)

cambiando de índice n −→ n − 1

∞

∑
n=0

xn

(n)!
Fn+1 =

∞

∑
n=0

xn

n!
[A, Fn], (B.8)

esto último nos lleva a una ecuación de recurrencia

Fn+1 = [A, Fn]. (B.9)

La ecuación anterior para algunos valores de n,

F0 = B (definido)

n = 0 : F1 = [A, B]

n = 1 : F2 = [A, F1] = [A, [A, B]]

n = 2 : F3 = [A, F2] = [A, [A, [A, B]]].

(B.10)
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Por lo tanto,

exABe−xA =
∞

∑
n=0

xn

n!
fn

= B +
x

1!
[A, B] +

x2

2!
[A, [A, B]] + . . . .

(B.11)

Si x = 1,

eABe−A = B +
1
1!
[A, B] +

1
2!
[A, [A, B]] + . . . . (B.12)
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Anexos C

Estados Coherentes

En 1926, Erwin Schrödinger publicó el artículo [31] en el cual describe lo que hoy

llamamos “estados coherentes". Este artículo estaba separado de la serie “Quantiza-

tion as an Eigenvalue Problem". Schrödinger mostró para el potencial del oscilador

armónico que una onda Gaussiana con el ancho del estado base podría tener un mo-

mento y energía arbitraria y simule el movimiento clásico de una partícula clásica en

este potencial, sin cambiar su forma durante el tiempo. Esto evidentemente quedó

formulado en una de las maneras comunes en las que se define los estados coheren-

tes del oscilador armónico, como estados coherentes con mínima incertidumbre o

“minimum uncertainty coherent states (MUCS)."

En los años 60’s, gracias al trabajo realizado por: Klauder, Sudarshan y Glauber,

estimularon el interés por estos estados en el contexto de la óptica cuántica. Me-

diante las técnicas empleadas por estos autores, los estados coherentes pueden ser

definidos mediante un operador de desplazamiento “displacement operator cohe-

rent state (DOCS)” o como estados propios del operador de aniquilación “annihila-

tion operator coherent state (AOCS)."Para el oscilador armónico estos métodos son

equivalentes pero en general no lo son [33].

C.1. Formas de definir a los estados coherentes

El Hamiltoniano del oscilador armónico esta dado por

H =
1

2m
p2 +

1
2

mw2x2. (C.1)
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con la relación de conmutación asociado a los operadores x y p (h̄ = 1)

[x, p] = i (C.2)

con lo cual define una relación de incertidumbre

(△x)2(△p)2 ≥ 1/4 (C.3)

C.1.1. Mínima incertidumbre

Los estados coherentes de mínima incertidumbre pueden ser definidos como

aquellos estados que minimicen la ecuación (C.3).

Estos estados son:

ψ(x) =
1

(2πσ2)1/4 e−(
x−x0

2σ )2+ip0x, (C.4)

σ = sσ0 = s/[2mw]1/2, (C.5)

con x0 = 〈x〉 y p0 = 〈p〉.
Cuando s = 1, estas Gausianas tienen del ancho del estado base, éstos son los

llamados estados coherentes.

C.1.2. Operador de desplazamiento

Esta forma de expresar a los estados coherentes fue propuesta por Klauder. Con-

sidere el álgebra del oscilador definida por a, a+, a+a y I. El operador de desplaza-

miento es la exponenciación unitaria de los factores del álgebra, generada por a y

a+

D(α) = eαa+−α∗a (C.6)

y utilizando la relación de Baker-Campbell-Hausdorff (revisar el Apéndice B),

D(α) = e−
1
2 |α|2eαa+e−α∗a. (C.7)

Los estados coherentes se obtienen al aplicar el operador de desplazamiento

D(α) a un estado externo, es decir, al estado base.
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Específicamente, se tiene

D(α) |0〉 = eαa+−α∗a |0〉 = e−
1
2 |α|2 ∑

n

αn

√
n!

|n〉 ≡ |α〉 , (C.8)

donde |n〉 son los estados de número. Relacionando con los estados coherentes de

mínima incertidumbre,

Re(α) = [mw/2]1/2x0, Im(α) = p0/[2mw]1/2 (C.9)

estos son los estados coherentes de mínima incertidumbre.

C.1.3. Operador de aniquilación

Los estados coherentes se definen como estados propios del operador de aniqui-

lación:

a |α〉 = α |α〉 . (C.10)

C.2. Estados coherentes y estados de número

Se agrega a la relación (C.10), la normalización de los estados coherentes

〈α|α〉 = 1, (C.11)

sin imponer condición de ortogonailidad.

Para llegar a la expresión que una los estados coherentes con los estados de nú-

mero se necesitan la expresión (C.10) y

a |n〉 = n1/2 |n − 1〉 . (C.12)
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Partiendo de:

a |α〉 = a ∑ |n〉 〈n|α〉 , (clausura para |n〉)
= ∑ a |n〉 〈n|α〉 , (aplicando a al ket |n〉)
= ∑

n=1
n1/2 |n − 1〉 〈n|α〉

reescribiendo la sumatoria desde cero,

a |α〉 = ∑
n=0

(n + 1)1/2 |n〉 〈n + 1|α〉 .

(C.13)

Igualando esta última expresión con,

a |α〉 = ∑ |n〉 〈n| a |α〉
a |α〉 = ∑ |n〉 〈n| α |α〉
a |α〉 = α ∑ |n〉 〈n|α〉

(C.14)

y proyectando sobre 〈m| pero recordando que 〈m|n〉 = δmn, se llega a la relación de

recurrencia

〈n + 1|α〉 = α 〈n|α〉
(n + 1)1/2 (C.15)

Para algunos valores de n:

n = 0 : 〈1|α〉 = α 〈0|α〉√
1

〈0|α〉

n = 1 : 〈2|α〉 = α 〈1|α〉√
2

=
α√
2

α 〈0|α〉√
1

〈0|α〉

n = 2 : 〈3|α〉 = α 〈2|α〉√
3

=
α√
3

α√
2

α 〈0|α〉√
1

〈0|α〉

Así sucesivamente, se

puede observar que para

n = n − 1 : 〈n|α〉 = αn

√
n!

〈0|α〉 = αn

√
n!

C0

(C.16)

reemplazando esta última ecuación en |α〉 = ∑ |n〉 〈n|α〉,

|α〉 = ∑ |n〉 αn

√
n!

C0. (C.17)
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La constante C0 de (C.17), se la obtiene de la condición de normalización:

〈α|α〉 = C0
∗ ∑ 〈n| α∗n

√
n!

C0 ∑ |n〉 αn

√
n!

= |C0|2 ∑
(|α|2)n

n!
, pero ∑

xn

n! = ex

= |C0|2e|α|
2

= 1,

(C.18)

despejando C0,

C0 = e−1/2|α|2 . (C.19)

Uniendo todo, el estado coherente expresado en la base en la base de los estados

de número es

|α〉 = e−1/2|α|2 ∑
αn

√
n!

|n〉 . (C.20)

C.3. Propiedades

1. Valor promedio del operador N

〈N〉 = 〈α| N |α〉 = |α|2 (C.21)

2. Valor promedio del operador aa+

〈α| aa+ |α〉 = 1 + |α|2, con aa+ = 1 + a+a (C.22)

3. Valor promedio del operador N2

〈α| N2 |α〉 = |α|2 + |α|4 (C.23)

4. Desviación estandar del operador N

△N =

√

〈N2〉 − 〈N〉2 = |α| (C.24)

5. Valor esperado para (a+)jaj

〈α| (a+)jaj |α〉 = (|α|2)j (C.25)
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6. Ortogonalidad para los estados coherentes. Para dos estados coherentes α y β,

utilizando la relación (C.20)

〈α|β〉 = e−1/2|α|2 ∑
m

(α∗)m

√
m!

〈m| e−1/2|β|2 ∑
n

βn

√
n!

|n〉

= e−1/2(|α|2+|β|2)eα∗β
(C.26)

7. Relación de clausura para estados coherentes

I =
1
π

∫

|α〉 〈α| d2α (C.27)

El factor de 1/π se debe a que la base es sobre completa
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Anexos D

Algunas probabilidades para tiempos

largos

Presentamos algunas probabilidades para la metodología radiación materia para

un tiempo máximo de 50× 10−15 s. En estas gráficas podemos observar la dificultad

del análisis e interpretación para la evolución temporal.

Se puede observar que el análisis de las gráficas en general es complicado ya

que cada molécula tiene su propio comportamiento muy distinto a los otras. Esto

puede deberse a la anarmonicidad del potencial. Las moléculas en nuestro estudio

poseen un potencial de Rydberg pero el análisis algebraico produjo que se modifi-

que el potencial a un oscilador armónico más términos en forma de x3 y x4 que su

comportamiento en general difiere bastante al de un oscilador armónico normal.
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(a) w = 1 × 1014Hz. η0 = 15γ̄. (b) w = 1 × 1014Hz. η0 = 15γ̄.

(c) w = 1 × 1014Hz. η0 = 15γ̄. (d) w = 1 × 1014Hz. η0 = 15γ̄.

(e) w = 1 × 1014Hz. η0 = 15γ̄. (f) w = 1 × 1014Hz. η0 = 15γ̄.

Figura D.1: Algunas probabilidades a tiempo máximo de 50 × 10−15 s para w =
1 × 1014 y η0 = 15γ̄.
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