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El presente trabajo pretende el estudio del problema de la f-representabilidad
de la densidad, el cual trata del condicionamiento necesario para que los principios
variacionales de la Teoria Clasica de fluidos se cumplan. Este problema se
estudia utilizando la Teoria Clasica del Funcional de la Densidad que proporciona
herramientas mas acordes con la naturaleza del problema subyacente que a final
de cuentas resulta ser el problema de los N cuerpos.

Con el fin de llevar a cabo el objetivo descrito en el parrafo anterior relatamos
la teoria béasica de la Mecanica Estadistica Clasica en el capitulo 2 utilizando
argumentos y desarrollos tomados, traducidos y adaptados del libro “Theory of
Simple Liquids” de Hansen y McDonald en su cuarta edicion [10] sobre todo del
capitulo 2, que al momento constituye una referencia obligada en cuanto a teoria de
fluidos se refiere. El autor de este proyecto de titulacion se ha visto en la necesidad
de tomar partes de esta referencia en vista de la claridad en la secuencia de los
desarrollos que presenta. También se ha tomado de este mismo capitulo la Figura
2.2 la cual se ha digitalizado por medio de cédigo ETEXy que en el presente trabajo
aparece como Figura 2.1.

En este mismo capitulo, hacemos referencia con iguales comentarios a la
publicacion “Kinetic Theory” de David Tong, disponible en linea [40] también en
su capitulo 2, sobre todo en lo que se refiere a una forma diferente de presentar la
Jerarquia BBGKY.

En el Capitulo 3, hacemos una referencia similar a la descrita en el parrafo
anterior para describir los fundamentos basicos de la Teoria Clasica del Funcional
de la Densidad, se han adaptado algunos de los desarrollos a la manera de Hansen
y McDonald [10] en su Capitulo 3 y tomado el camino de la demostracién de los
teoremas de Hohenberg-Kohn-Mermin.

El Capitulo 4 supone una discusion por medios propios de las referencias ahi
citadas con el fin de exponer la problematica existente con respecto del mecanismo
de Busqueda Restringida de Levy tanto para el caso cuantico como para el clasico.

En el Capitulo 5 proponemos un analisis y reformulacién del mecanismo
de Busqueda Restringida de Levy en el caso clasico que ha sido discutido
profundamente con el Director del presente proyecto y del que al momento no se
han hallado registros.
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RESUMEN

En este trabajo revisamos brevemente la teoria clasica de fluidos orientada al
analisis de fluidos no homogéneos. Revisamos los formalismos de la teoria clasica
del funcional de la densidad. Analizamos trabajos relacionados al mecanismo de
blusqueda restringida propuesto por Levy y sus resultados, también revisamos
los argumentos que determinan la insuficiencia de las condiciones de N-
representabilidad que se obtuvieron por medio de este mecanismo en el caso
cuantico y la reformulacion del problema en términos de la N-representabilidad de
la matriz de densidad reducida de orden 2 (2-RDM). Se revisan los argumentos
que proponen la extension del mecanismo de busqueda restringida de Levy al
caso clasico y que proponen a la f-representabilidad de la densidad como Unico
condicionante en la busqueda de la relacion funcional entre la densidad de una
particula y la funcion de distribucion de probabilidad en el ensamble canonico. Se
propone la insuficiencia de las condiciones de f-representabilidad de la densidad
de una particula argumentando que la estructura interna de los operadores clasicos
de energia interna dependen intrinsecamente de la funcion de distribucion de
probabilidad reducida de orden 2 en el ensamble canonico; con esto se reformula
el problema condicionante en el caso clasico que en la actualidad se creia resuelto.

Palabras clave: Teoria clasica del funcional de la densidad, cDFT, condiciones
de f-representabilidad, mecanica estadistica clasica, busqueda restringida de Levy,
problema de los N-cuerpos, funcion de distribucion de probabilidad reducida,
Jerarquia BBGKY.



ABSTRACT

Some issues on classic theory of fluids which are oriented to explain
inhomogeneous fluid behavior are briefly reviewed. Similarly, the formalism on
classic density functional theory is reviewed. Previous work related to Levy’s
constrained search method and their outcomes are reviewed. We focus on N-
representability conditions obtained via Levy’s method, especially in quantum
systems, and their insufficiency for describing the correct conditions under which
the density functional would be N-representable. This problem was reformulated
with N-representability conditions imposed on 2-body reduced density matrix (2-
RDM). Solutions on the new N-representability problem were proposed by Mazziotti
recently in 2012. Extending the process of reformulation on quantum systems, a
reformulation on f-representability problem is proposed. This proposal is based on
the fact that classical internal energy operators are intrinsically dependent of space
phase 2-particle reduced distribution function.

Keywords: Classical density functional theory, cDFT, f-representability, classical
statistical mechanics, Levy’s constrained search method, many body problem,
reduced probability distribution function, BBGKY hierarchy.



Capitulo 1

Introduccion

En la actualidad se han logrado muchos avances en lo que corresponde a
la Teoria Clasica de fluidos, sobre todo en lo que se refiere a la descripcion de
la estructura microscépica de fluidos no homogéneos, entendiendo a esto como
fluidos para los cuales la densidad promedio de una particula varia espacialmente,
esto a diferencia de fluidos uniformes donde la densidad promedio es constante.[6]

Los casos a analizar en los cuales se presentan fluidos no uniformes provienen
del estudio de las interfaces entre liquido-gas, liquido-liquido, cristal-liquido, y en la
coexistencia de las fases cristal-gas; esto debido a que la invarianza traslacional
se rompe espontaneamente y la densidad promedio varia a lo largo de la region
interfacial que separa las fases[6], este es el caso de la aplicacion de la teoria en la
recuperacion mejorada de petroleo.

Situaciones no homogéneas también aparecen en la adsorcion de liquidos o
gases en sustratos solidos o paredes; las paredes ejercen un potencial externo
V(r) sobre las particulas o atomos del fluido que puede producir distribuciones de
densidad altamente estructuradas en las cercanias de las paredes y también da
lugar a capas macroscopicamente gruesas (mojado).[6].

También existen problemas al tener fluidos en geometrias confinantes, por
ejemplo fluidos confinados en microcanales , o en solidos porosos. El tamano finito
de los poros y de las interacciones pared-fluido dan lugar a importantes efectos
sobre la estructura del fluido y sobre su comportamiento de fase. Como ejemplo de
las transiciones de fase por efectos del confinamiento tenemos a la condensacion
capilar y al llenado capilar.[6]

Como se puede ver, desarrollos en el sentido de una correcta fundamentacion
de la teoria clasica de fluidos se vuelven muy importantes en el afan de proveer
herramientas adecuadas que describan fendmenos presentes en la ingenieria,
medicina y un largo etcétera de aplicaciones. En esta direccion la Teoria Clasica del
Funcional de la Densidad nos provee de herramientas muy utiles que en el presente
han mejorado mucho la forma en la que generamos aproximaciones validas que
describen con precision a la naturaleza.

La Teoria Clasica del Funcional de la Densidad aparece en el contexto del
desarrollo de la DFT para sistemas cuanticos y tiene fundamento en el trabajo de
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Mermin [33], quien propone un tratamiento similar a la teoria del funcional de la
densidad pero para temperaturas finitas en un ensamble estadistico, para ser mas
precisos, el ensamble gran candnico.

1.1. Breve resena de la Teoria del Funcional de la
Densidad, caso cuantico

La Teoria del Funcional de la Densidad (DFT por sus siglas en inglés) nace como
una forma de afrontar el problema de los N cuerpos que esta presente en todos
los problemas de la fisica y que durante mucho tiempo se ha tratado por medio
de aproximaciones numéricas. La Teoria del Funcional de la Densidad presenta al
problema de la N-representabilidad como el limitante mas importante [26, 1, 3, 8], a
pesar de que se ha reconocido esta limitante, los esfuerzos no se han concentrado
lo suficiente en imponer las debidas condiciones de N-representabilidad en la
construccion de los funcionales usados en DFT, esto dada la facilidad y simpleza
de tales funcionales en su uso practico.

La formulacion de DFT se fundamenta en la demostracion de los teoremas
de Hohenberg y Kohn [11] en los cuales se pone de manifiesto la equivalencia
univoca de la relacion funcional entre la densidad como funcién de la posicion,
p(r) y el potencial externo v(r). Este importante resultado no proporciona ninguna
forma de construccion de los funcionales adecuados, sin embargo justifica su
blusqueda sin duda alguna. En la version original de DFT se analiza el hamiltoniano
para N particulas dividiendo a este en dos partes; la primera que se compone
de la energia cinética junto al potencial electrdnico repulsivo y la segunda que
corresponde al potencial externo. Como se puede, ver esta primera parte conocida
como el “Funcional Universal”, es valida para todos los sistemas de N particulas,
sin restriccion del potencial externo bajo el cual se encuentren.

Bajo este analisis se proponen las condiciones de N-representabilidad de la
densidad como las Unicas que se deben tomar en cuenta en la construccion
de funcionales apropiados para representar a la energia del sistema. Estas
afirmaciones se fortalecieron con el desarrollo del mecanismo de busqueda
restringida presentado por Levy[23], en el que propone la busqueda restringida de
densidades que provengan de funciones de onda que representen al sistema de N
particulas (/N-representabilidad). Sin embargo a la luz del tratamiento matematico
formal se reescribe la primera parte en funcion de operadores que consideran
interacciones de dos particulas, esto permitié identificar que la problematica
condicionante a cumplir no eran las condiciones de N representabilidad de la
densidad sino las condiciones de N-representabilidad de la matriz densidad
reducida de orden 2 (2-RDM)[22, 42].

El problema del condicionamiento de la N-representabilidad de la matriz
reducida de orden 2 ha supuesto una problematica abierta durante mucho tiempo,
sin embargo la solucion de esta condicionante ha sido recientemente propuesta por



Mazziotti en 2012 [32].

1.2. Breve resena de la Teoria Clasica del Funcional
de la Densidad

Luego de haber sido presentado el articulo de Hohenberg y Kohn en donde se
detalla la existencia de la relacion funcional entre la densidad y el potencial[11],
Mermin propone un articulo que hace cosa similar para el caso de sistemas
cuanticos a temperaturas finitas, estableciendo como principal actor de este trabajo
al gran potencial en el ensamble gran candnico. Esta importante extension a
sistemas con temperatura diferente de cero fue hecha a través de la demostracion
de los teoremas de Hohenberg-Kohn-Mermin, mismas que revisaremos en el
Capitulo 3 del presente trabajo; en estos teoremas se pone de manifiesto la
correspondencia funcional univoca entre la densidad y el potencial externo al que
es sometido el sistema. Cabe recalcar que este tratamiento se hace aun a nivel
cuantico, sin embargo a partir de este articulo que hace tratamiento estadistico del
sistema, se puede ver claramente a la extension para temperaturas finitas, como la
puerta de entrada para andlisis similares en sistemas clasicos por medio del gran
potencial en el ensamble gran canonico.

Se empieza a hablar del formalismo clasico del funcional de la Densidad a partir
de Evans en su articulo de 1979 [5]. Con la propuesta de este formalismo se tiene la
herramienta basica con la que se extendié el procedimiento de Levy, en blsqueda
de un condicionamiento adecuado para la densidad.

En cDFT en analogia con los razonamientos hechos en el caso clasico se puede
analizar al hamiltoniano de manera que consta de dos partes, una correspondiente
a la energia cinética junto al potencial de interaccion entre particulas y otra parte
que contiene al potencial generado por el campo externo al que esta sometido el
sistema. Esta primera parte que contiene a la energia potencial y al potencial de
interaccion entre particulas, lo conoceremos como la energia interna del sistema.

Con miras a proponer un resultado por medio de un mecanismo similar al de
Levy, Dwandaru et al [4], proponen que el condicionamiento basico que la densidad
debe cumplir no tiene que ver con el potencial externo al que esta sometido el
sistema, sino simplemente con que la densidad cumpla con condiciones de f-
representabilidad donde f es la funcién de distribucion de probabilidad de cuya
naturaleza hablaremos en el Capitulo 2 del presente trabajo.

Una breve presentacion de la aplicacion del mecanismo de Busqueda de
Restringida de Levy, para el caso cuantico como para el clasico se haran en
el capitulo 4, en el mismo capitulo se discute acerca de la insuficiencia de
las condiciones impuestas por Levy para la densidad en sistemas cuanticos,
concluyendo con el hecho de que el condicionamiento adecuado para esta no es su
N-representabilidad sino la N-representabilidad de la matriz densidad reducida de
orden 2.
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En el capitulo 5 del presente trabajo se propone un andlisis acerca de la
insuficiencia de las condiciones que se han impuesto en la aplicacion de la
Busqueda restringida de Levy para el caso clasico, mostrando una argumentacion
similar a la mostrada en el caso cuantico, es decir que el término de energia cinética
en el hamiltoniano clasico posee una estructura interna en la forma de operador de
dos particulas, lo cual nos permitira proponer una reformulacion del término de
entropia y con eso proponer una reformulacion de la busqueda restringida de Levy
en términos de la funcién de probabilidad reducida en el espacio de fases de orden
2. Con esto podremos concluir que la problematica condicionante que debe cumplir
la densidad es aquella que exige su reformulacion, es decir la f representabilidad
de la funcién reducida de orden dos en el espacio de fases.



Capitulo 2

Fundamentos de Mecanica
Estadistica Clasica para Fluidos

2.1. Hamiltoniano clasico para un sistema de N
particulas

Consideremos un sistema macroscépico de N particulas esféricas de masa m,
aislado y contenido en un volumen V. En mecanica clasica el estado dinamico
de un sistema en cualquier instante esta completamente determinado por las
3N coordenadas " = ry,---,ry y los 3N momentos p¥ = p,,---,py de sus
particulas. Los valores de estas 6N variables definen un punto de fase en un
espacio de fases 6NV dimensional. Al recorrido de un punto de fase en el espacio de
fases lo llamaremos la trayectoria de fase.

Para analizar el estado, en general, de un sistema de N particulas recurrimos
al planteamiento y analisis del hamiltoniano de éste. Asi notamos con 7 al
hamiltoniano del sistema que, escrito en términos generales, tiene la siguiente
forma

A (Y, p") = Kn(p™) + Va(r") + on (") (2.1)

donde Ky es la energia cinética, Vy es la energia potencial interna, es decir entre
las particulas que conforman el sistema, y ® es la energia potencial proveniente
de algun campo externo que varia espacialmente. Escrito de forma mas especifica
tenemos

N N

AP = S I V) + Y U ) (2.2)

=1 =1 1<j
Este hamiltoniano presenta interacciones entre pares de particulas que estan
descritas por la energia potencial U(r; — r;). Esta es la aproximacion méas simple,
pero como se vera mas adelante, hay ocasiones en las que se debe recurrir a
potenciales que incluyen interacciones de hasta tres particulas, etc. Ademas en lo
futuro llegara un momento en el que deberemos suponer que este potencial es de
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corto rango, esto serd equivalente a suponer que U(r) ~ 0 para r > d donde d es
escala de distancias atomicas.

2.2. La Ecuacion de Liouville

El movimiento de los puntos de fase a lo largo de su trayectoria de fase esta
determinado por las ecuaciones de Hamilton:

0 dr; o dp;
Oop, dt or;  dt P
La intencion es que estas ecuaciones sean resueltas sujetas a las 6N
condiciones iniciales sobre las coordenadas y momentos. Suponiendo que la
trayectoria de un punto de fase es totalmente determinada por los los valores de
rV, p" en cualquier tiempo, se tiene que dos trayectoria diferentes no se pueden
cruzar en el mismo punto en el espacio de fase.

(2.3)

=T )

El objetivo del analisis del equilibrio por medio de la mecanica estadistica es
calcular propiedades observables de un sistema de interés ya sea sobre trayectorias
de fase (método de Boltzmann), o como promedios sobre un ensamble de sistemas,
en el que cada uno de ellos es una copia del sistema que nos interesa estudiar
(Método de Gibbs).

A modo general retomemos que en la formulacion de la mecanica estadistica de
Gibbs la distribucién de puntos de fase del sistema esta descrito por una distribucion
de probabilidad en el espacio de fases fIV(rV,p";t). De este modo, la cantidad
fWNdrNdp"N es la probabilidad de que a un instante ¢, el sistema fisico esté en
un estado microscopico representado por un punto de fase que esta dentro del
elemento infinitesimal 6.N-dimensional dr"dp" en el espacio de fases. Cémo es
evidente, esta definicion implica que la integral de fI"! sobre todo el espacio de
fases es

//f[N](T'N,pN;t)dTNdPNzl ¥t € [0;+od] (2.4)
donde:
T'N:'rlv"' s TN
Py =pL N
dr¥ =dry---dry (2.3)

dp" = dp, - dpy
N

drVdp" =dV = H dPrid’p;
i=1

Inmediatamente vemos que conocer completamente la densidad de
probabilidad, haria posible calcular el valor promedio de cualquier funcién de las



coordenadas o momentos.

Ahora nos centraremos en la evolucion temporal de esta distribucion, que
conocemos, esta gobernada por al ecuacion de Liouville que resulta ser un analogo
6N dimensional de la ecuacion de continuidad para un fluido incompresible; esta
describe el hecho de que los puntos de fase del ensamble no se crean ni se
destruyen al transcurrir el tiempo. Es decir, cualquier cambio de probabilidad
en el espacio de fases debe ser compensado por un flujo hacia sus regiones
circundantes. Asi, la ecuacion de Liuoville se puede escribir ya sea

of X g 9N
P p ) = 2.
5 +;( ar 7+ op, D; 0 (2.6)
o también de forma compacta
O fN] B V]
T {0, 7} (2.7)
donde {A, B}, denota al corchete de Poisson:
N
JA 0A 0A 0B
B} = e — 2.
4.5} 12_1: <8ri op, Op; 87‘) 28)

También podemos usar el operador de Liouville ., definido por

L=, } (2.9)
con esto la ecuacion de Liouville se veria asi
dfIN]
< = g 2.1
S = il (2.10)
la solucion formal para esta puede obtenerse facilmente y es
FEUE) = exp(—izt) f(0) (2.11)
Una forma aun mas compacta de escribir la ecuacion de Liouville es
dftv]
A 2.12
o (2.12)

Este resultado es comunmente conocido como el Teorema de Liouville. Este
nos dice que la densidad de probabilidad, vista por un observador que se mueve
con un punto de fase a lo largo de su trayectoria de fase, es independiente del
tiempo. Analicemos los puntos de fase que a tiempo ¢ = 0 estan contenidos dentro
de la celda de fase dr™¥(0)dp™(0). Mientras el tiempo transcurre, la celda puede
cambiar en forma pero ningun punto de fase puede entrar en ella o dejarla, de otra
forma las trayectorias podrian cruzarse entre si. Por lo tanto el teorema de Liouville
implica que el volumen de la celda de fase debe ser siempre el mismo: se dice que
el volumen en el espacio de fase se “conserva”. Esta conservacion del volumen,
matematicamente hablando, seria equivalente a decir que el determinante de la
matriz jacobiana de la transformacion



r(0), p™ (0) — vV (1), pV (1) vt €]0, +o0]
es igual a la unidad, lo cual se puede probar explicitamente sin mayor dificultad

La dependencia temporal de cualquier funcién de las variables del espacio de
fases, digamos B(r", p"), se puede representar de una manera similar a Ec.(2.4).
Aunque B no sea una expresion explicita de ¢, en general este cambiara con el
tiempo mientras que el sistema se mueve a lo largo de la trayectoria en el espacio
de fases. La derivada de B viene dado por

dB < (0B OB )
I f.f,'ai_|_7.'i 213
dt z; <8ri op; P ( )

i= i

introduciendo las ecuaciones de Hamilton

dB <~ [OB 04 OB 04\ |
cuya solucioén es
B(t) = B(0)exp(iZt) (2.15)

Observar el cambio en el signo del propagador comparado con Ec.(2.11).

2.3. La Jerarquia BBGKY (BBGKY Hierarchy)

Hemos planteado la Ec.(2.4) que de alguna forma es lo suficientemente
compacta como para parecer inocente, sin embargo esta lejos de serlo, una forma
mas realista de escribirla seria

TIT T TT T ] ] e
—00 —00 —00 —00 —00 —00 —00 —00 —0O —00 —00 —00 3N coc;genadas
3N coordenadas 3N momentos (21 6)
N
7o oo e e ) [ [ desdyidzsp!” dp dp? =1
o~ =1
3Nmomentos

No estd por demas acotar que N ~ &(10%) con lo cual se hacen evidentes
las dificultades técnicas que enfrentamos, que van desde el calculo, hasta la
descripcion misma del comportamiento del sistema.

Con el afan de comprimir y hacer manipulable la Ec.(2.16), utilizamos la
siguiente notacion

Ty = Tiy Yis Zi 5 dr; = dxzdyzdzz
p.=p" 0" 07 5 dpy = dpdpdp]?



con esto se logra compactar la Ec.(2.16)

/...//.../fm(m..;TN;pl...pN;t)ﬁdridpizl 217

y aun mas, al usar la notacion

’)"N:’r‘l-..er

P =p, Dy
N
drVdp" = H dr;dp;
i=1
logramos la Ec.(2.4), a la que para efectos comparativos escribiremos asi

//f[N](TN,pN;t)dTNde =1

usamos negritas para diferenciar vectores de escalares; y como es evidente,
guardamos coherencia en la notacion adoptada de forma previa.

Habiendo supuesto que la Ec.(2.4) nos brinda informacién completa acerca del
comportamiento del sistema en el espacio de fases, se puede ver con lo hecho
hasta aqui que no hemos facilitado el analisis del problema. En este estado de las
cosas, limitaremos nuestro interés a secciones mas pequenas del sistema, con el
fin de encontrar partes cuya comprension nos sea mas accesible.

Al fijarnos en un numero limitado (digamos n) de particulas, la funcion de
distribucion en Ec.(2.4) nos da informacién que es innecesaria. Esta informacion
puede ser “eliminada” integrando fN sobre las coordenadas y momentos de las
otras (N — n) particulas. Tomando en cuenta este argumento resulta natural definir
la funcién de distribucién reducida en el espacio de fases

NI
(n) (a0 o) — [N} (0N N, (N=n) 7, (N—n) 21
St ptit) (N_n)!//f (r,p"st)dr"dp (2.18)
donde
fr»n:frl...frn ’ T(an)E'rn_i_l...'rN
p'=pi-p, ; PVV=p, Dy
N
d,r(an)dp(N*n) — H d'r‘ldpl (219)
i=n+1

La cantidad f™dr"dp™ nos da la probabilidad de encontrar un conjunto de
n particulas en el elemento reducido dr"dp™ en el espacio de fases a tiempo ¢.
Miremos con atencién a la fraccién en el lado derecho de Ec.(2.18), este factor de
caracter combinatorio da cuenta del niumero de formas que existen de escoger un
subconjunto de tamano n de un conjunto total de N particulas.
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Una vez que tenemos la funcion de distribucion reducida, podemos comenzar
utilizandola para observar sobre ella, el comportamiento de funciones de una sola
particula que resultaria ser la minima seccion que se puede tomar en el sistema,
esto supondra plantear la funcién de distribucién de una particula *:

fO(r,p) = N// f ('r,'r(N_l),p,p(N_l);t)dr(N_l)dp(N_l) (2.20)

Por comodidad en Ec.(2.20) hemos utilizado » = r; y p = p,. Esta funcion nos
permitira hacer un acercamiento al sistema completo basandonos en funciones que
contienen las coordenadas y momentos de una sola particula. Con el uso de esta
funcién no hemos reducido nuestro problema sino solamente su enfoque, prueba de
ello es la presencia del factor N que obliga a f*) a ser normalizada de la siguiente
forma:

// fY @ p:t)ydrdp = N (2.21)

La forma que tiene f) es en ocasiones suficiente para la descripcion de un
sistema y sus principales caracteristicas como por ejemplo la densidad promedio
de particulas en el espacio real.

Para encontrar una ecuacion de movimiento para f™ consideremos el caso
especial cuando la fuerza total que actia sobre la particula i es la suma de una
fuerza externa X, proveniente de un potencial externo ¢(r;), y de fuerzas entre
pares F';; debido a otras particulas j, con F';; = 0. Entonces la segunda ecuacion
de Hamilton en Ec.(2.3) toma la forma

N
b, =Xi=> Fy (2.22)
j=1
Y la ecuacion de Liouville seria
P N D, P N P N N 8f[N]
= = X, — | fM=_— F, -2 29
<8t+;m 8ri+; op; f ;; 7 op, (2.23)
Ahora multiplicando a cada lado por N!/(N —n)! e integrando sobre las 3(N —n)
coordenadas 7ry41,---,7rx Y 3(N —n) momentos p,,.,, - ,py. La densidad de

probabilidad fI) es cero cuando r; esté fuera del volumen ocupado por el sistema
y debe desvanecerse conforme p, — oo para asegurar la convergencia de las
integrales sobre los momentos en Ec.(2.4). Asi fIVl se hace cero en los limites
de integracion y la derivada de fI! con respecto a cualquier componente de la
posicion o momento no contribuira al resultado cuando sea integrado con respecto
de ese componente. En la integracion, todos los términos para los cuales i > n
en Ec.(2.23), desaparecen. Asi lo que queda esta en funcion justamente de la
definicién en Ec.(2.18)

Del término en inglés: One-particle distribution function
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0  ~~p 0 - )y _ afm
(aﬁ o, T 2K )f Z};FJ op,

N |Z Z / / Fij = r(N MdpN-r) (2.24)

i=1 j=n+1

Puesto que las particulas son idénticas, fV es simétrica con respecto al
intercambio entre en las etiquetas de las particulas y la suma de los términos desde
j = n+1hasta N en el lado derecho de Ec.(2.24) puede ser reemplazada por (N —n)
veces el valor de cualquier término, es posible reescribir Ec.(2.24) en una forma en
la cual se relaciona el comportamiento de (™ con f+1:

a n
il . (n) _
<8t+l m 87’ +Z<X+ZF”> z)
5»f(n+1)
=- Z Fipi- drnsidp,,, (2.25)
=1 // api

A este sistema de ecuaciones acopladas se lo conoce como la Jerarquia
BBGKY. Este nombre fue dado gracias al desarrollo llevado a cabo por Bogoliubov,
Born, Green, Kirkwood e Yvon. La primera referencia a funciones de distribucion
de N particulas fue escrita por este ultimo en el ano de 1935 en su publicacion
“La théorie statistique des fluides et I'équation d’état’[46]. La jerarquia BBGKY de
ecuaciones de N particulas fue descrita y aplicada en la obtencion de ecuaciones
cinéticas por Bogoliubov en el ano de 1946 en su “Kinetic Equations”, que
originalmente fue publicado en ruso e inglés. Unos meses mas tarde Kirwood
tomaria en cuenta estas ecuaciones cinéticas en “The Statistical Mechanical Theory
of Transport Processes I” y su correspondiente segundo volumen en 1947. Casi
simultaneamente Born y Green publicarian su “A General Kinetic Theory of Liquids
I. The Molecular Distribution Functions” en diciembre de 1946.

La jerarquia de ecuaciones en la Ec.(2.25) es una derivacion exacta pero
limitada en su capacidad de aplicacion a sistemas en los cuales las interacciones
entre particulas son aditivas entre pares. El conjunto de ecuaciones no es
inmediatamente Util puesto que una funciéon desconocida f™ viene dada en
términos de otra funcion desconocida, f"*'). Por tanto se requiere de alguna
“relacion de clausura” aproximada.

Para fines practicos el miembro mas importante de la jerarquia BBGKY es aquel
enelquen=1:

0 p 0 R L
(8t+ + X, ap1>f (r1,py;t) =

mal

0
—/ F, - gf@)(Tlapp7’27p25t)d7'2dp2 (2.26)
1
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La mayoria del esfuerzo en la resolucion aproximada de la Ec.(2.26) se
ha puesto en encontrar una forma de relacionar la funcién de distribucion
de dos particulas f® con la funcién de distribucidon de una particula f™.
Se han intentado numerosas de estas aproximaciones obteniendo resultados
medianamente aceptables a nivel experimental, haciendo posible el calculo de
coeficientes de transporte, sin embargo aun resultan ser aproximaciones muy
toscas dada la forma en la que se toman en cuenta las correlaciones entre
particulas.[10]

En este sentido la aproximacién mas sencilla que es posible hacer, es aquella
en la que se ignoran en conjunto las correlaciones por pares de la siguiente forma

A7 p,p) ~ fYr pt) fY, pit) (2.27)
con esto llegamos a la ecuacién de Vlasov
9.,p 9 2 O\ W oy —
<8t +o g X () + F(r.1)] ap> fO(r,pit) =0 (2.28)

aqui la cantidad

Firo) = [[ P iy (2.29)

es la fuerza promedio que ejercen las otras particulas, situadas en los puntos 7/,
sobre una particula que a tiempo ¢ esta en el punto r; esta es una aproximacion de
tipo campo medio clasico.

Aunque obviamente la ecuacion de Viasov no es aceptable para liquidos, se usa
ampliamente en fisica del plasma, donde el caracter de largo alcance del potencial
coulombico justifica el tratamiento de campo medio para las interacciones.[10].

De forma esquematica se puede escribir la Ec.(2.26) de la siguiente forma

9. P 90 0N py _ (040
<8t+m o, T 3p1>f “\at ), (2.30)

En donde el término (0" /dt).., es la tasa de cambio de () debido a colisiones
entre particulas. El término colisiones esta dado rigurosamente por el lado derecho
de la Ec.(2.26) pero en la ecuacion de Vlasov se elimina reemplazando la fuerza
externa real X (r,¢) por un potencial efectivo, precisamente la cantidad que esta
entre corchetes en la Ec.(2.28), que en parte depende de f") en si misma. Por esta
razon se conoce a la ecuacion de Vlasov como la aproximacion “sin colisiones”.

2.3.1. Otra forma para la Jerarquia BBGKY

Se puede seguir un esquema diferente e intentar reescribir Ec.(2.26) [40], de
modo que nos enfoquemos en conocer cual es la evolucion temporal del sistema,
asi podemos calcular
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Gf(l) 0
—— | N N gp(N=1) 1y (N 1)
ot ot // fdr p
N
e N// a‘g[]dr(N_l)dp(N_l)
t

_ N//{jf, PN g (V=D gD

Donde hemos usado Ec.(2.7), ademas tendremos que usar el hamiltoniano en
Ec.(2.2), asi escribiremos

f(” // pj_af[Nl Zav_af
m  Or; “Or;  Op;

8U —r) 0
. ZZ TE—T1) f dr (VD gp (V1)

j=1 k<l

con esto, cuando j = 2,--- , N, podemos integrar por partes con el fin de quitar
las derivadas que actuan sobre fIV y enviarlas hacia los demas términos. En cada
caso, el resultado es cero porque cuando la derivada es respecto a r;, los otros
términos dependen solamente de p, y viceversa. Nos quedamos con los términos
que involucran derivadas con respecto a r; y p, dado que no podemos integrar por
partes. Una vez mas y por comodidad usaremos r» = r; y p = p,, asi tendremos

Ji p ofM ovir) o™
//{m 31°.8p

N
oU(r —ry,) S (N-1) 7. (N—1)
. 2.31
+ E o ap dr dp (2.31)

Teniendo en cuenta esta Ultima ecuacién definamos el hamiltoniano de una
particula

2

A= 3=+ V(1) (2.32)

notemos que .74 nos brinda informacion acerca de la fuerza externa provocada por
V, que actua sobre la particula, pero no hay informacién acerca de su interaccion
con las otras particulas.

Ahora que tenemos la Ec.(2.32), podemos reescribir la Ec.(2.31), asi

afm N oU(r —ry) OfM
gt ={A4, fVY+ N / / > ( o 0. gp drN =1 gpN-1) (2.33)
k=2
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En la Ec.(2.31) se puede ver la informacion relacionada con la interaccion con
las demas particulas expresada en el segundo término de la parte derecha de la
ecuacion con U(r—ry). Se puede ver que la evolucién de una funcién de distribucion
de una particula esta descrita por la suma de un término que tiene un aspecto
parecido a una ecuacion de Liouville, y un término extra. Asi, podemos escribir

afm B 0 8f (M

El primer término a la derecha es usualmente conocido como término de
transferencia; este término nos dice como se mueven las particulas en ausencia
de colisiones. El segundo término es conocido como integral de colision. Dado que
todas las particulas son iguales, cada uno de los (/N — 1) elementos en la sumatoria
en esta ecuacion también son idénticos por tanto

(5. v 5

Lo [ 75 0 ) ar ¥ 2ap 0 drap, - (2.39

Como se ve, esta ecuacion no se puede expresar en términos de funciones
de distribucion de una particula. Esto no resulta sorprendente, dado que como el
nombre lo sugiere, la integral de colision describe las interacciones de una particula
con las demas. La funcion f() alin no contiene informacién acerca del lugar donde
las otras particulas tienen relacién con la primera. Sin embargo, la informacion al
respecto esta contenida en la funcién de distribucion de dos particulas

fO(ry,re, pipyit) = ~1 / N e, e py iy, pN ) dr VD gpN 2

(2.36)
con esto, la integral de colisién se puede escribir

<af 1>>C // (aU r—7y) af<2 ) . -

Asi nos queda claro que si nos interesamos en la evolucion de una funcion de
distribucion de una particula, es necesario conocer también acerca de la funcion
de distribucion de dos particulas. Si repetimos el procedimiento que seguimos para
™ pero ahora con £, es sencillo mostrar que también evoluciona con un término
parecido a la ecuacién de Liouville (con modificaciones para ), sumado con un
término que incluye conocer informacion acerca de £ y asi sucesivamente.

Las modificaciones para cada una de las (™ se deben introducir mediante un
hamiltoniano adecuado para cada una, a saber

A, = Z( > > U (2.38)

<j<n
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hace que f™ evolucione segun la siguiente ecuacién

ofm . & oU(r; —r, ofn+h)
L= gy Y [[E e O dp (239)
i=1 E :

Salvo por la forma en la que se escriben, ambas, Ec.(2.25) y Ec.(2.39) son
totalmente equivalentes.

La densidad de probabilidad en el espacio de fases de un sistema en equilibrio
termodinamico es una funcién de las coordenadas y momentos que varian con
el tiempo, pero es independiente de ¢t en cada punto en el espacio de fases. En
adelante usaremos féN](rN,pN) para denotar a la densidad de probabilidad en el
equilibrio; de la Ec.(2.7) se tiene que una condicion suficiente para que la densidad
de probabilidad describa a un sistema en equilibrio es que ésta sea alguna funcion
del hamiltoniano.

Si integramos f(EN] sobre un subconjunto de coordenadas y momentos de la
forma prevista en Ec.(2.18) se producen un conjunto de funciones de distribucion en
el equilibrio en el espacio de fases fé”) (r",p"). El caso cuando n = 1 corresponde a
la funcion de distribucidn de una particula en el equilibrio; si no existe campo externo
la distribucion es independiente de r y tiene una “familiar forma maxweliana” [10],
es decir

(1) _ pexp(—p|pl?/2m)
0 (.p) = (2rmkpT)>3/2 (2.40)

= pfu(p)

donde fy(p) es la distribucion de momentos de Maxwell, normalizada bajo la
condicién

[ futpidp =1 (2.41)
La correspondiente distribucion de velocidades, u, es
m 3/2 1
o (u) = <27Tk:BT) exp <—2m6]u]2) (2.42)

2.4. Promedios Temporales y Promedios de
Ensamble

Ciertos problemas termodinamicos de un sistema fisico pueden ser escritos
como promedios de funciones de las coordenadas y momentos de sus particulas
constituyentes. Estos promedios son conocidos como propiedades “mecanicas” del
sistema, dentro de las cuales estan incluidas la energia interna y la presion; las
propiedades “térmicas” como la entropia no se pueden expresar de esta forma.
En el estado de equilibrio térmico estos promedios deben ser independientes del
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tiempo. Con el fin de evadir complicaciones innecesarias supongamos nuevamente
que el sistema de interés consiste de N particulas esféricas idénticas?. Si el sistema
esta aislado de su entorno, su energia total es constante, es decir, el hamiltoniano
es una constante de movimiento.

Como antes, sea B(r",p") alguna funcion de 6N variables en el espacio de
fases y sea (B) su valor promedio, donde (-) representa un proceso de promediado
de una naturaleza que aun no hemos especificado.

Dadas las coordenadas y los momentos de las particulas en algun instante,
sus valores en cualquier tiempo posterior o anterior, pueden en principio ser
obtenidos como la solucién a las ecuaciones de Newton del movimiento, es decir,
como soluciones a un conjunto de 3N ecuaciones diferenciales de segundo orden
acopladas que, en ausencia de un campo externo tendrian la forma:

mit = F; = —V,;Vy(r") (2.43)

donde F; es la fuerza total sobre la particula i. Por lo tanto es natural ver a (B)
como un promedio temporal sobre la “historia dinamica” del sistema [10], es decir

1 T
(B)y=1m = [ B [r"(t),p"(t)] dt (2.44)
T—00 T 0
Un ejemplo simple para el uso de Ec.(2.44) se produce en el célculo de la
temperatura termodinamica del sistema partiendo del promedio temporal de la
energia cinética total. Si

2 - )
T(t) = MKN@) = 3Nkam ; p;(t)] (2.45)
entonces
T=(7) = 1im = [ 2@t (2.46)

T—00 T 0

Para dar un ejemplo mas interesante se puede usar Ec.(2.44) y Ec.(2.46) para
mostrar que la ecuacién de estado esta relacionada con el promedio temporal de la
funcion virial de Clausius.

La funcion virial se define como

N
V)= 7 F (2.47)

De la formulacion previa, y valiéndonos de la técnica de integracién por partes,

2estrictamente para sistemas clasicos en general, las particulas constituyentes podrian tener
forma arbitraria
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se puede encontrar que

N
L1
(¥} = lim — O zZ_;ri(t)-m(t)dt
1 T

e (2.48)
1 [T
R - . 2
_E&TA;;wﬁ@ut
= —3NkgT
o también
(V) = —2(Kn) (2.49)

La Ec.(2.49) es el teorema del virial de la mecanica clasica. La funcion virial total
puede ser separada en dos partes[10]: una, 7, que proviene de las fuerzas entre
particulas y otra, 7.,; que provienen de las fuerzas ejercidas por las paredes y esta
relacionado de manera simple con la presion P. La fuerza ejercida por elemento
de superficie dS localizado en r es —PndS, donde n es un vector unitario dirigido
hacia afuera de la superficie, y su contribucién al virial promedio es —Pr - dS. Al
integrar sobre toda la superficie, se encuentra que

(Vewt) = —P/r -ndS

- —P/V-rdV (2.50)

=3PV

La Ec.(2.49) se puede reacomodar con el fin de obtener la ecuacion virial:

1
PV = NEgT + §<7/mt>t

= NkgT — ; <; ri(t) - ViV [rN(t)]>

(2.51)

t

o también

P
5[) <Z7‘Z -V [PV (t )]> (2.52)
t
En ausencia de interacciones entre particulas, es decir, cuando Viy = 0, la
ecuacion virial se reduce a la ecuacion de estado de un gas ideal, PV = NkgT.
La alternativa al procedimiento de promediacion temporal descrito por Ec.(2.44)
es promediar sobre un “ensamble” adecuadamente construido. Un ensamble
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mecanico estadistico es una coleccién arbitrariamente grande de sistemas
imaginarios, cada uno de los cuales es una réplica del sistema fisico de interés
y esta caracterizado por los mismo parametros macroscopicos. Los sistemas del
ensamble difieren entre si en la asignacién de las coordenadas y momentos de
las particulas y la dinamica del ensamble como un todo esta representada por el
movimiento de una nube de puntos de fase distribuidos en el espacio de fases
de acuerdo con la densidad de probabilidad £V (»" p";t) que se introdujo en la
Seccion 2.2. El promedio de ensamble en equilibrio de la funciéon B(r", p") viene
dada por

(B). = / / BN, p) Y pN )N dp™ (2.53)

donde f(EN] es la densidad de probabilidad en el equilibrio. Por ejemplo, la energia
termodinamica interna es el promedio de ensamble del hamiltoniano:

U= (H) = / / A fN arN apN (2.54)

La forma explicita de la probabilidad en el equilibrio depende de los parametros
macroscopicos que describen el ensamble. El caso mas simple es cuando se
asume que los ensambles tienen el mismo ndmero de particulas, el mismo volumen
y la misma energia total, digamos E. A un ensamble construido de esta manera se
lo llama ensamble microcanoénico y describe un sistema que no intercambia calor
0 materia con sus alrededores. La densidad de probabilidad microcandnica en el
equilibrio es

NN pNy = C5(# — E) (2.55)

donde §(- - - ) es la funcion delta de Dirac y C' es una constante de normalizacion. Por
tanto, los sistemas de un ensamble microcanoénico estan uniformemente distribuidos
sobre la region del espacio de fases correspondiente a la energia total E; de
la Ec.(2.55) vemos que la energia interna es igual al valor del parametro E. La
restriccion de energia total constante nos recuerda a la condicion de energia
total constante cuando se tomaban promedios temporales. Ademas, los promedios
temporales y los promedios de ensamble son idénticos si el sistema que estamos
analizando es ergddico[10], lo cual significa que después de un lapso aceptable de
tiempo, la trayectoria de fase del sistema habra pasado un igual nimero de veces
a través de cada uno de los elementos en el espacio de fases en la region definida
por Ec.(2.55). Sin embargo, en la practica, casi siempre resulta mas facil calcular
promedios de ensamble en uno de los ensambles que describiremos en las dos
secciones siguientes.

2.5. Ensambles Canonico e Isotérmico-lsobarico

Un ensamble canonico es una coleccion de sistemas caracterizados por los
mismos valores de N, V' y T. Por lo tanto representa a un sistema inmerso en
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un “bano de calor” de temperatura fija. La densidad de probabilidad en el equilibrio
para un sistema de particulas esféricas idénticas es ahora

NN Ny _ 1 exp(—BH)
fO (r , D )_hBNN' e@N

donde h es la constante de Planck y la constante de normalizacion 2, es la funcion
de particién candnica, dada por

(2.56)

1

La inclusién del factor 1/h3" en estas definiciones asegura que ambos,
f([)N]drNde y 2y sean adimensionales y consistentes en forma con las
correspondientes cantidades de la mecanica cuantica estadistica, mientras que
la divisién para N! asegura que los estados microscépicos estan correctamente
contados.

El potencial termodinamico apropiado a una situacion en la cual N, V' y T se
escogen como variables termodinamicas independientes, es la energia libre de
Helmholtz, F', definida por

F=U-TS (2.58)

donde S es la entropia. El uso del término “potencial” se refiere al hecho de que el
equilibrio a valores constantes de NV, V' y T se alcanza cuando F' es un minimo con
respecto a variaciones en cualquier restriccion interna. El enlace entre la mecanica
estadistica y la termodinamica se establece mediante la relacidn entre el potencial
termodinamico y la funcion de particion:

F= —k:BTln QN (259)

Supongamos que no hay un campo externo y asi que el sistema de interés
es homogéneo. Entonces el cambio en la energia interna proveniente de cambios
infinitesimalesen N, V'y S es

dU =TdS — PdV + udN (2.60)
donde 1 es el potencial quimico. Dado que N, V' y S son todas variables extensivas
se tiene que

U=TS— PV +uN (2.61)
La combinacion de la Ec.(2.60) con la forma diferencial de la Ec.(2.58) muestra
que el cambio en la energia libre en un proceso infinitesimal es

dF = —SdT — PdV + udN (2.62)

Asi N, V' y T son las variables naturales de F; si F' es una funcion conocida de
esas variables, todas las otras funciones termodinamicas pueden ser obtenidas por
diferenciacion:

F F F
s—_ (% Cop—_(%E (2 (2.63)
9T ), x V) rx ON ) 1y
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_ _ (O(F/T)
U—F+TS—<8(1/T)>VN (2.64)

A cada una de tales funciones termodinamicas le corresponde una relacion
equivalente en términos de la funcion de particion. Por ejemplo, se tiene de
Ec.(2.54) y de Ec.(2.56) que

\%4

1
U= iz [ e s i = - (T

Este resultado, junto con la relacién fundamental en Ec.(2.59), es equivalente
a la férmula termodinamica en Ec.(2.64). De forma similar, la expresion para la
presion dada por Ec.(2.63) puede ser reescrita asi

- Oln QN
P=kgT ( 5 >T’N (2.66)

y se puede mostrar que es equivalente a la ecuacion virial en Ec.(2.65).

Si el hamiltoniano se separa en términos de energia potencial y cinética como
en Ec.(2.1), las integraciones sobre los momentos en la Ec.(2.57) que define a 2y
pueden ser realizados analiticamente, produciendo asi un factor (2rmkzT)/? para
cada uno de los 3N grados de libertad. Esto nos permite reescribir la funcién de
particion de la siguiente forma

1 Zy
donde A es la longitud de onda térmica de De Broglie definida por
o\ 1/2
A= <2”ﬂh ) (2.68)
m
y
ZN = /exp(—BVN)drN (269)

es la integral de configuracion. Si Vy = 0:

ZN_/---/drl---drN—VN (2.70)
Asi la funcion de particion de un gas ideal, uniforme es

) 1 VN qN
id __ _
‘QN_MW_M (2.71)
donde ¢ = V//A? es la funcion de particion traslacional de una sola particula. Usando
la aproximacién de Stirling para In N!, la energia libre de Helmholtz es

Fid
N = kgT(InA%p — 1) (2.72)
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y el potencial quimico es

i = kgTInA3p (2.73)

La funcién de particion de un sistema de particulas interactuantes se escribe
convenientemente de la forma

id
Dy = ngvix (2.74)

Por tanto al tomar el logaritmo a ambos lados, la energia libre de Helmholtz se
separa naturalmente en dos partes, una “ideal” y otra de “exceso”:

F=Fid e (2.75)
donde F esta dada por Ec.(2.72) y la parte de exceso es
Z
F = —kgTln fo (2.76)

La parte de exceso contiene las contribuciones a la energia libre que provienen
de las interacciones entre particulas. En el caso de un fluido no homogéneo también
habra una contribucién que depende explicitamente del potencial externo. También
se puede hacer una division similar, en parte ideal y parte de exceso, de cualquier
funcién termodinamica obtenida por diferenciacion de F' ya sea con respecto a VV o
T. Por ejemplo, la energia interna deducida de Ec.(2.65) y Ec.(2.74) es

U=U"+U* (2.77)
donde U™ = 3NkgT'y
1
U = (Vi) = [ Vivexpl(~6Vi)ar® (2.78)
N

Notar la simplificacion comparada con la Ec.(2.65); puesto que Vy es una
funcion solamente de las coordenadas de la particula, las integraciones sobre los
momentos se cancelan entre el numerador y el denominador.

En el ensamble Isotérmico-Isobarico, se fija como parametro a la presion
en lugar del volumen. El potencial termodinamico para un sistema habiendo
especificado valores de N, Py T es la energia libre de Gibbs, G, definida por

G=F+PV (2.79)

y otras funciones de estado se obtienen por diferenciacion de G con respecto a las
variable independientes. El enlace entre la mecanica estadistica se hace ahora a
través de la relacion

G =—kpTlnAy (2.80)
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donde la funcion de particion isotérmica-isobarica Ay se escribe generalmente
como una transformada de Laplace de la funcion de particion canonica:

_ 1= B N g N
Ay = h3NN!V0/o dV//exp[ (A + PV)|dr" dp

__1l/ exp(—BPV)2xdV
Vo Jo

0

(2.81)

donde V; es un volumen de referencia, cuya inclusion hace que Ay sea
adimensional.

La forma de Ec.(2.81) implica que el proceso de formacion del promedio de
ensamble Isotérmico-Isobarico involucra calcular primero el promedio de ensamble
candnico a un volumen V' y luego promediarlo sobre VV con un factor de peso
exp(—pPV)

2.6. El Ensamble Gran Canodnico y el Potencial
Quimico

La discusion de los ensambles ha sido restringida a sistemas uniformes que
contienen un numero fijo de particulas (sistemas “cerrados”). Ahora extendamos
nuestros argumentos a situaciones en las cuales el nimero de particulas puede
variar por intercambio con sus alrededores, pero conservamos la suposicion de
que el sistema es homogéneo. El estado termodindmico de un sistema “abierto”
esta definido al especificar los valores de i, V' y T y el correspondiente potencial
termodinamico es el gran potencial, 2, definido en términos de la energia libre de
Helmholtz por

QO=F— Nu (2.82)

Cuando la energia interna esta dada por Ec.(2.61), el gran potencial se reduce
a

Q=-PV (2.83)
y la forma diferencial de Ec.(2.82) es

dQ = —SdT — PdV — Ndu (2.84)

Las funciones termodinamicas S, P y N vienen por tanto dadas como derivadas
de Q por

S:_<“§ | p:_(“v , N:_(“v (2.85)
ar ), oV )r, o) 1y

Un ensamble de sistemas que tienen los mismos valores de i, V' 'y T' se conoce
como el ensamble gran candnico. El espacio de fases del ensamble gran candnico
es la union del espacio de fases correspondiente a todos los valores de la variable N
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para valores dados de V' y T'. Por lo tanto la densidad de probabilidad de ensamble
es una funcion de N asi como también de las variables del espacio de fases rV, p",
en el equilibrio toma la forma

exp[—B(H — Np)]

fo(r™, Vi N) = & (2.86)
donde
- _ v exp(NBp) N
_—N 0 “ANNT //exp (—pA)dr" dp™ MZN (2.87)
es la funcion de gran particion y

A3
es la actividad. La definicién en Ec(2.86) significa que f, esta normalizada de modo
que

— 1
Z thN,/ fo(r®™,p™; N)dr™dp™ =1 (2.89)

Y el promedio de ensamble de una variable microscépica B(r",p") es

(B) = h3NN' // M) fo(e™, p™; N)dr™ dp™ (2.90)
El enlace con la termodlnamlca esta establecido por medio de la relacion

Q= kpTIn= (2.91)

La Ec.(2.73) muestra que z = p para un gas ideal, uniforme y en ese caso la
Ec.(2.87) se reduce a

a_ N~ PNV
== Z N exp(pV) (2.92)
N=0
la cual, junto con Ec.(2.83), produce la ecuacion de estado en la forma SP = p.
La probabilidad p(/V) de que en equilibrio, un sistema de ensamble contenga
precisamente N particulas, sin importar sus coordenadas y momentos, es

N
El nimero promedio de partlculas en el sistema es
C Oln=
= N N—2ZyN = 2.94
> Np(V) NZON,NM (2.94)

Que es equivalente a la ultima de las relaciones en Ec.(2.85). Una medida de la
fluctuacién en el nimero de particulas alrededor de su valor promedio viene dado



24

por la desviacion cuadratica media, la expresion para esta se obtiene al derivar
Ec.(2.94) respecto al In z:

J(N) 0 [1 s 2N
Sz = 72 (zZ_NN!ZN>
_ ZNQZ Z (1§:NZNZ >2 (295)
N e EN:0 ﬁ N
=<N2>—<N> = ((AN)?)
(0]

(N) (N) Ou
El lado derecho de esta ecuacion es una cantidad extensiva y por tanto
el lado izquierdo debe tener la misma propiedad. Asi la desviacién cuadratica
media relativa, ((AN)2?)!/2/(N), tiende a cero cuando (N) — oco. En el limite
termodinamico, es decir, el limite (N) — oo, V' — oo con p = (N)/V constante, el
numero de particulas en el sistema de interés (la variable termodinamica N) puede
ser identificada con el promedio gran canonico, (N). De forma mas general en el
mismo limite, las propiedades termodinamicas calculadas en diferentes ensambles
se vuelven idénticas.
La relacion intensiva en Ec.(2.96) esta relacionada a la compresibilidad
isotérmica yr la cual esta definida por

1 [oV
N A 2.97
it 2.97)
Para mostrar esto notemos primero que dado que la energia libre de Helmholtz

es una propiedad extensiva, esta debe poder expresarse en la forma
F=No¢(p,T) (2.98)

donde ¢, la energia libre por particula, es una funcién de las variables intensivas p
y T. De Ec.(2.63) encontramos que

u=osn(5) (2.99
() ) ( (32¢) (2.100)

mientras que
P =)’ (gi)T (2.101)

5), = (5), v (52), ()
) =922 ) =L 2.102
(0/))T p<50 T+p o0°)r "\op), ( )
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Dado que (0P/dp)r = —(V?/N)(OP/OV)nr = 1/pxr y ademas que (du/dp)r =
V(9p/ON )v,r se tiene que

o ) 1
N | == =— 2.103
<0N vir  PXT ( )
y asi, de Ec.(2.96), se tiene
((AN)%) _
™y pkgTxT (2.104)
Asi la compresibilidad no puede ser negativa, pues (N?) es siempre mayor o

igual a (V)2

La Ec.(2.104) y otras formulaciones de fluctuaciones de tipo similar pueden ser
derivadas por medio de argumentos puramente termodinamicos.

Las definiciones en Ec.(2.56) y Ec.(2.86), junto con Ec.(2.93), muestra que
las densidades de probabilidad de ensamble candnico y gran canonico estan
relacionados por

o) = o) Y pY) (2.105)

El promedio de ensamble gran canonico de cualquier variable macroscopica
esta dado por una suma pesada de promedios de la misma variable en el ensamble
canénico, usando como factor de pesado a la probabilidad p(/V) de que el sistema
contenga precisamente N particulas.

Adicionalmente a su significado como un parametro fijo del ensamble gran
canonico, el potencial quimico también puede ser expresado como un promedio
de ensamble canonico. Este resultado, propuesto por Benjamin Widom [44], nos
provee un panorama muy util en el significado del potencial quimico. De la Ec.(2.63)
y Ec.(2.76) vemos que

VZn

p = F(N +1,V,T) — F=(N,V,T) = kT In (2.108)
N+1
(0]
YA
2 exp(u) (2.107)
N+1

donde Zy, Zy., son las integrales de configuracion para sistemas que contienen N
0 N + 1 particulas respectivamente. La relacion Zy.1/Zy es

Znwy [ expl=BVpa (rV)]dr N

2.1
Zn [ exp[—BVn(rY)]drN (2.108)
Si la energia potencial total del sistema de (IV + 1) particulas se escribe
V(P = V() + € (2.109)

donde ¢ es la energia de interaccion de la particula (N + 1) con todas las otras, asi
Ec.(2.108) puede ser representado asi

Ini [ exp(=pBe) exp[= BV (rY)]drN T
2N J exp[=BVy(rN)|drN

(2.110)
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Si el sistema es homogéneo, la invarianza traslacional nos permite tomar ry;
como origen para los N vectores posicion restantes e integrar sobre r ., ;; esto nos
da un factor V y la Ec.(2.110) se vuelve

Znyr V[ exp(—Be) exp(—BVy)drY
I T Jew( gvajrt

donde los corchetes angulares denotan un promedio de ensamble candnico para el
sistema de N particulas. Al sustituir Ec.(2.111) en Ec.(2.106) nos da

= V(exp(—pe)) (2.111)

p = —kgT In{exp(—pe)) (2.112)

Asi el potencial quimico de exceso es proporcional al logaritmo del factor medio
de Boltzmann de una particula de prueba introducida aleatoriamente en el sistema.

A la Ec.(2.112) se la conoce de forma comun como la formula de insercion
de Widom, de forma particular en conexién con su uso en simulaciones
computacionales, donde provee un método potente y facilmente implementable
para determinar el potencial quimico de un fluido. Este también es conocido como
el teorema del potencial de distribucion, puesto que puede ser escrito en la forma

Bu = — ln/exp(—ﬁe)p(e)de (2.113)

donde la cantidad p(¢)de es la probabilidad de que la energia potencial de la
particula de prueba esté en el rango ¢ + de. Dado un modelo microscopico de la
funcion de distribucion p(e), el uso de Ec.(2.113) nos provee de un posible camino
para el calculo del potencial quimico de, por ejemplo, una molécula de soluto en un
solvente liquido.

La Ec.(2.112) tiene una interpretacion particularmente simple para un sistema
de esferas duras. La insercion de una esfera dura de prueba puede tener dos
posibles resultados: o bien la esfera que ha sido anadida se solapa con una o mas
de las esferas ya presentes, en cuyo caso ¢ es infinito y el factor de Boltzmann
en Ec.(2.112) es cero, 0 no hay solapamiento, en cuyo caso ¢ = 0y el factor de
Boltzmann es uno.

El potencial quimico de exceso puede entonces ser escrito asi

p = —kpgT In py (2.114)

donde p, es la probabilidad de que una esfera dura pueda ser introducida en un
punto escogido arbitrariamente en el sistema sin crear solapamiento. El calculo de
po Supone un problema sencillo puesto que la densidad es baja. Tal como ilustra la
Figura 2.1, centrado sobre cada particula del sistema hay una esfera de radio d y
volumen v, = %wd?’, u ocho veces el volumen de una esfera dura, a partir del cual el
centro de la particula de prueba se excluye si se busca evadir el solapamiento.

Si la densidad es suficientemente baja, el volumen total excluido en un sistema

de N esferas duras es una buena aproximacion a N veces el volumen de una esfera.
Por eso tiene

PR ——2 =1— —mpd® (2.115)
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Y por tanto, de Ec.(2.114), se tiene que a bajas densidades:

Buct ~ gﬂpd3 (2.116)

Este término es el resultado correcto en la expansion virial de la ecuacién de
estado, para la expansion de densidad del potencial quimico de exceso de un
fluido de esferas duras. Sin embargo, el argumento que usamos aqui para esta
aproximacion no se mantiene conforme crece la densidad, puesto que no se puede
ignorar los solapamientos con las particulas circundantes, una aproximacion de este
estilo en casos de densidad considerable, sobreestimaria los coeficientes de todos
los términos de mayor orden en la expansion.

‘ Particula Particula
1 del sistema de prueba

2d

Figura 2.1: Método de Widom para determinar el potencial quimico de exceso de
un fluido de esferas duras. La linea cortada muestra una esfera centrada sobre
una particula del sistema dentro de la cual el centro de una esfera dura no puede
penetrar sin crear solapamiento. Tomado de [10], pagina 31

2.7. Densidades de Particula y Funciones de
Distribucidén

Se mostré en la Seccion 2.5 que la factorizacion de la densidad de probabilidad
de equilibrio en el espacio de fases f(EN](rN,pN) en términos potencial y cinético,
permite una separacion natural de las propiedades termodinamicas en partes
ideales y de exceso. Una factorizacion similar se puede hacer con la funcion de
probabilidad reducida en el espacio de fases fO”)(r”,p”) que fue definida en la
Seccion 2.3. Supongamos nuevamente que no hay campo externo y por lo tanto el
hamiltoniano es .77 = Ky+Vy, donde K es una suma de términos independientes.
Para un sistema de N, V' y T fijos, f([)N] esta dado por la distribucion candnica en
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Ec.(2.56). Si retomamos de la Seccidn 2.5 que la integracion sobre cada uno de los
componentes de momento produce un factor (2rmkzT)'/2, vemos que fé”) puede
ser escrito

F () = ol (e 3 (07) (2.117)
donde

"W (pr) = W ( Z’ ) (2.118)

es el producto de n distribuciones de Maxwell independientes, de la forma definida
por Ec.(2.40) y pg\’}”), la densidad de n-particulas en equilibrio es

py (T )—-( __nﬂ;QNh//}mp(—ﬁé%ﬁdrN dp"

NI

= (v iy [ e

(2.119)

La cantidad p(”( ")dr"™ determina la probabilidad de encontrar n particulas
del sistema con coordenadas en el elemento de volumen dr™ sin importar
las posiciones de las particulas restantes y sin importar ningdn momento. Las
densidades de particula y sus funciones de distribucion de particulas altamente
relacionadas, definidas abajo, proveen una descripcion completa de la estructura
de un fluido, mientras que conocer funciones de distribucién de particulas de
menor orden, en particular la densidad de pares pﬁ)(rl,m), es con frecuencia
suficiente para calcular la ecuacion de estado y otras propiedades termodinamicas
del sistema.

La definiciéon de la densidad de n particulas significa que

/p%)(r")dr" _ (Nziln)! (2.120)

y en particular que
/pﬁ)(r)dr =N (2.121)

la densidad de una particula de un fluido uniforme es igual a la densidad

m_N_ 2122
PN % P (2.122)

En el caso especial de un gas ideal, uniforme, conocemos a partir de Ec.(2.70)
que Zy = V. Asi la densidad de pares de particulas es

1
05\21) =p (1 - N> gas ideal uniforme (2.123)

La aparicion del término 1/N en Ec.(2.123) refleja el hecho de que en un sistema
que contiene un numero fijo de particulas, la probabilidad de encontrar una particula
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en el elemento de volumen dr;, dado que otra particula esta en el elemento de
volumen dr,, es proporcional a (N — 1)/V en lugar de p

La funcion de distribucion de n particulas esta definida en funcion de las
densidades de particula correspondientes, asi

(n)
n n p (T17 P ’rn)
gy (") = Fe (2.124)
[Ii= oy (1)
y en el caso de un sistema homogéneo se reduce a

prgN (r") = P (r") (2.125)

Las funciones de distribucién de particulas miden el grado al cual la estructura
de un fluido se desvia de la aleatoriedad completa. Si el sistema es también
isotrépico, la funcion de distribucion de pares de particulas gg\?)(’l‘l,’l‘g) es una
funcion de la separacion ri, = |r, —r1|; por tanto suele se conocida como la funcion
de distribucion radial y se escribe simplemente como ¢(r). Cuando r es mucho mas
grande que el rango del potencial entre particulas, la funcion de distribucién radial
alcanza el limite del gas ideal; de Ec.(2.123) este limite puede ser identificado como
(1—1/N)=~1.

Las densidades de particulas definidas por Ec.(2.119) también se pueden
expresar en términos de la funcion delta de posiciones en un forma que resulta
conveniente para propoésitos posteriores. Partiendo de la definicion de la funcion
delta tenemos que

O(r—mry)) = 1/5(1“ —r1) exp[—BVn(r1, 7o, - - 7”°N)]d7"N

1N (2.126)
= Z/ o /exp[_ﬁvN(IraT‘Qa e 7TN)]dr2 o 'drN
N
Asi podemos definir el operador de densidad de una particula
N
plr) =Y o(r—mr) (2.127)
i=1

El promedio de ensamble en Ec.(2.126) es una funcion de la coordenada r
pero es independiente de la etiqueta de la particula (aqui se ha tomado 1). Una
suma sobre todas las etiquetas de las particulas por tanto es igual a N veces la
contribucién de cualquier particula individual. Comparando con la Ec.(2.119) se
tiene que

N
PN (r) = (p(r)) = <Z o(r — m—)> (2.128)
=1
que representa el promedio de ensamble de una densidad microscopica de

particula p(r). De forma similar se puede mostrar que al definir el operador de
densidad de dos particulas

po(r,7') = Z > o(r—r)s(r' — 7)) (2.129)
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se tiene

N N
P (1) = (po(r,7") <226 r—r;)o(r —rj)> (2.130)

i=1 j=1

En esta formula no se debe tomar en cuenta el término cuando i = j.
Finalmente, se puede obtener una representacion muy util usando la funcién delta
para la funcién de distribucion radial. Se tiene que

< ZZ r—r]+rz>—< /ZZ(S +r—rj)5(r—rz)d>
=1 =1 (2.131)

i=1 j=1

— N/pj\z, (v + v, v")dr

Asi, si el sistema es homogéneo e isotropico:

<$ZZ§(T—W+7~Z > N/ dr' = pg(r) (2.132)

=1 j=1

Haremos la omisién del término cuando i = j en las Ec.(2.131) y Ec.(2.132)

La funcién de distribucién radial juega un papel importante en la fisica de
liquidos monoatdmicos. Hay varias razones para esto. Primero, ¢(r) es medible por
experimentos de dispersion de radiacion. En los resultados de tales experimentos,
g(r) para el argén liquido muestra un patron de picos que es tipico de todos los
liguidos monoatomicos, tiende a uno para r grande, y se hace cero cuando r tiende
a cero como consecuencia de las fuerzas fuertemente repulsivas que actian a
separaciones pequenas entre las particulas. Segundo, la forma de g(r) nos provee
un panorama considerable en lo que significa la estructura de un liquido, al menos
en lo que se refiere a correlaciones por pares. La definicion de g(r) implica que
en promedio el nimero de particulas que esta en el rango entre r y r + dr desde
un particula de referencia es 4rr?pg(r)dr y los picos en g(r) representan “capas”
de vecindades alrededor de la particula de referencia. La integracion de 4wr?pg(r)
depende de la posicion del primer minimo por tanto provee un estimado del
“nimero de coordinacon” de la vecindad mas cercana. El concepto de una “capa”
de vecindades y un “nimero de coordinacion” son obviamente mas apropiados a
solidos que a liquidos, pero nos proveen de medida utiles de la estructura de un
liquido dado que la analogia con sélidos no se analiza demasiado. El nimero de
coordinacién que se calcula de la funcién de distribucién para el argon (=~12.2) es
bastante cercano al nimero de coordinacién (12) de las vecindades mas cercanas
en la estructura cubica centrada en las caras que es aquella en la que el argon
se cristaliza. Finalmente, si los atomos interactian por medio de fuerzas aditivas
por pares, las propiedades termodinamicas pueden ser expresadas en términos de
integrales sobre g(r), como vamos a mostrar ahora.
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Consideremos un fluido uniforme para el que la energia potencial esta dada por
la suma de términos de accion entre pares:

V() = ZZU(W) (2.133)

De acuerdo con la Ec.(2.78), la energia interna de exceso es

Ue = N(Nz_l)/v(rlg) (ZlN/u-/exp(—ﬁVN)drg---drN> dridry  (2.134)

porque que la doble suma sobre i, j en Ec.(2.133) da lugar a N(N — 1) términos,
cada uno de los cuales produce el mismo resultado después de la integracion. Usar
Ec.(2.119) y Ec.(2.125), permite reescribir Ec.(2.134) asi

[ee 2V2 // V(712 gN ’r'l,’l"g)d’r'ld’f’g (2135)

Ahora tomemos la posicion de la particula 1 como el origen de coordenadas,
hagamos r; = r, — r; e integremos sobre la coordenada »; (lo cual produce un
factor V') para dar

N2
ex 2V2 // T12 7"21 d’l“ld’l"lg = V/ (T’)g(’f’)d’l" (2136)

exr

= 271'/)/0001)(7’)9(7”)7“26[7’ (2.137)

este resultado, al que usualmente nos referimos como la ecuacion de energia,
también puede ser deducida de una forma mas intuitiva. El nimero medio de
particulas a una distancia entre r y r + dr desde una particula de referencia es
n(r)dr = 47r?pg(r)dr y la energia total de interaccion con la particula de referencia
es v(r)n(r) entre r = 0y r = oo y se divide el resultado para dos para evitar contar
cada interaccion dos veces.

Es posible expresar la ecuacion de estado en Ec.(2.52) como una integral sobre
g(r). Dado el supuesto de aditividad por pares de las fuerzas entre particulas, la
contribucién interna a la funcion virial puede ser reescrita, ayudandonos con la
tercera ley de Newton, asi

znt = Z Z r;- U = — Z Z TijUI(’I“Z'j) (21 38)

i=1 j>1 i=1 j>i

donde v'(r) = dv(r)/dr. Entonces, empezando de Ec.(2.52) y continuando con los
pasos involucrados en la deduccion de Ec.(2.137) pero con v(r;;) reemplazado por

rijv’(rij):

57]3_ _275/0 < 3
P =1 3 /0 v'(r)g(r)ridr (2.139)
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La Ec.(2.139) es conocida como la ecuacion de la presion o, al igual que
Ec.(2.52) como la ecuacion virial.

Las ecuaciones en Ec.(2.137) y Ec.(2.139) son mas superficialmente simples
en forma que Ec.(2.78) y Ec.(2.52), pero la dificultad se ha trasladado solamente a
determinar la funcion de distribucion radial a partir del potencial de pares por medio
de Ec.(2.119) y Ec.(2.124). El problema es aun mas complicado si hay fuerzas de
muchos cuerpos actuando entre particulas o si el potencial no es esféricamente
simétrico. La presencia de fuerzas de tres cuerpos, por ejemplo, da lugar a la
aparicion, en las expresiones de energia interna y presion, de integrales sobre
funciones de distribucion de tripletes ¢\ (ry, 72, 73).

Puesto que la ecuacion de presidon involucra la derivada del potencial por
pares, no es directamente aplicable en el calculo de la ecuacion de estado de
esferas duras, u otro sistema para el cual el potencial por pares contenga una
discontinuidad. El problema se puede superar reescribiendo Ec.(2.139) en términos
de una funcion y(r) definida asi

y(r) = explBu(r)lg(r) (2.140)

Esta ecuacion es conocida como la funcion de distribucion de cavidades y es
una funcion continua de r ain cuando haya discontinuidades en v(r) y por tanto en
g(r). Al introducir la Ec.(2.140) en Ec.(2.139) encontramos que

B—P =1- 27r35p/ V' (r)e(r)y(r)ridr
P o (2.141)
=1+ Tp i e (r)y(r)ridr
donde
e(r) = exp[fu(r)] (2.142)

es el factor de Boltzmann para un par de particulas separadas por una distancia
ry €(r) = de(r)/dr. En el caso de esferas duras, e¢(r) es una funcion de salto
unitario, cuya derivada es una funcion delta, es decir, e(r) = 0 parar < d, e(r) =1
parar > dy e (r)=d(r —d), donde d es el diametro de la esfera dura. Asi

P 2 o
P 3 Jo

=14 22 i 1) (2.143)

r—d+t

r3y(r)o(r — d)dr

2
:1+{?£¢@

La presion del fluido de esferas duras es por tanto determinado po el valor de
la funcion de distribucion radial al contacto de las esferas, donde g(r) va de forma
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discontinua a cero. Como veremos mas adelante g(r) =~ e(r) y por tanto g(d) — 1
en el limite p — 0. Asi a bajas densidades;

P 14 2 (2.144)
p 3

2.8. Densidades de particula en el Ensamble Gran
Canonico

El hecho de que en el ensamble candnico la funcion de distribucion de pares
de particulas se comporte asintéticamente como (1 — 1/N) en lugar de tender
estrictamente a la unidad es frecuentemente irrelevante dado que el término de
orden 1/N se hace cero en el limite termodinamico.

Por otro lado si un término de ese orden es integrado sobre el volumen del
sistema, se obtiene un resultado de orden V/N, que usualmente no puede ser
ignorado. Las dificultades que en ocasiones crea esta situacion pueden evitarse
al trabajar en el ensamble Gran Canonico.

En el ensamble gran candnico la densidad de n particulas esta definida en
términos de las contrapartes del ensamble candnico como la suma

P (") =Y p(N)pyy (r")

N>n

- (2.145)
_ ! Z ZN/eXp<_BV )dr N
2 £~ (N —n)! N
N=n
donde p(N) es la probabilidad en Ec.(2.93). La integracion de Ec.(2.145) sobre las
coordenadas =y, - - - ,r, muestra que p™ esta normalizada asi
N!
(n) (2am N _
/,0 (r™)dr <(N—n)!> (2.146)
En particular:
/ pWdr = (N) (2.147)
y
// p(2)(r1,r2)dr1dr2 = <N2> —(N) (2.148)

La Ec.(2.147) confirma que la densidad de una particula en un sistema
homogéneo es

N
M) = (V) = p fluido uniforme (2.149)

P v
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Conocemos de la Seccién 2.6 que en el caso de un gas ideal, homogéneo, la
actividad z es igual a p, mientras que la integral en Ec.(2.145) es igual a V(") Por
lo tanto las densidades de particula del gas ideal son

p™ = p"  gas ideal uniforme (2.150)

La relacién entre la densidad gran candnica de n particulas y la correspondiente
funcion de distribucion es la misma que en el ensamble candnico, es decir

(n) ...
(n) (ga) P (rl? ,T'n)
g (r") = — (2.151)

Hi:l p(l)('ri)
o pM(r") = p"g™(r") si el sistema es homogéneo, pero ahora ¢ (r") — 1 para
todo n mientras las separaciones mutuas entre de todas las particulas se vuelven
suficientemente grandes. En particular, la funcion de correlacion de pares, definida
por

WO (P, 7)) = gD (r1,me) — 1 (2.152)

se hace cero en el limite |r, — ;| — oo. Siintroducimos la Ec.(2.145) en Ec.(2.151)
obtenemos una expansion de la funcion de distribucion de n particulas de un fluido
uniforme como una serie potencias en z,e la cual empieza por

=(2) g = exp[- BV ()] + O(2) (2.153)

z

El primer término en el lado’ derecho es el correspondiente al caso N = n en
Ec.(2.145). Conforme p — 0, se sigue de las definiciones anteriores que =z — 0,
p/z — 1y Z — 1. Por lo tanto, tomando n = 2, encontramos que el limite de baja
densidad para la funcion de distribucion radial es igual al factor de Boltzmann del
potencial de pares

lim g(r) = exp[—pv(r)] (2.154)

p—0

La representacion de pﬁ)(r), pﬁ)(r,r’) y g(r) dadas en Ec.(2.117), Ec.(2.130)

y Ec.(2.132) respectivamente, que fueron hechas en funcién de funciones delta,
también son utiles en el ensamble gran candnico (sin utilizar el subindice N), del
mismo modo que las ecuaciones de energia y presion en Ec.(2.137) y Ec.(2.139)
respectivamente. Por otro lado, la ecuacion de compresibilidad, la cual expresa
XT COMO una integral sobre ¢(r), puede ser deducida solamente en el ensamble
gran candnico puesto que la compresibilidad esta relacionada a las fluctuaciones
en un sistema abierto por medio de Ec.(2.104). Las normalizaciones en Ec.(2.147)
y Ec.(2.148) muestran que

// (021, 12) — pOr1)p D ()] dimad = (N?) — (N) = (N)? (2,155

En el caso homogéno se tiene inmediatamente que

1+ p/[g(r) —1)dr = W = pkpTx7 (2.156)



35

A diferencia de las ecuaciones de energia y presion, la aplicabilidad de esta
relacion no recae en el supuesto de la aditividad por pares de las fuerzas entre
particulas. Para un gas ideal en el ensamble gran canénico, ¢(r) = 1 para todo
r; se sigue de Ec.(2.156) que xi = 3/p, en acuerdo co el resultado obtenido por
diferenciacion de la ecuacion de estado del gas ideal.



Capitulo 3

Teoria clasica del Funcional de la
Densidad

3.1. Introduccion

La presente introduccion (que empieza formalmente en el siguiente parrafo) ha
sido tomada, traducida y adaptada a partir del articulo “Density Functional Theory:
Its origins, rise to prominence, and future” cuyo autor es R.O. Jones, puesto que
recoge una vision resumida del estado del arte en lo que a la Teoria General del
Funcional de la Densidad se refiere. El contenido corresponde especificamente a la
Seccion VI.C.1 Classical Density Functional Theory.

El trabajo en esta area se enfoca en la termodindmica de los sistemas
interactuantes con potenciales clasicos y esta basa en la formulacion de
Hohenberg-Kohn-Mermin a temperaturas finitas. Nos enfocamos en la energia libre
de Helmholtz y sus expresiones como un funcional de la densidad. Los estandares
habituales de la Teoria del Funcional de la Densidad Electronica suelen considerar
sistemas muy grandes, del orden del numero de Avogadro, en ese sentido cDFT
hara igual y ademas nos brinda la posibilidad de estudiar transiciones de fase.
Trabajos anteriores han descrito una “Teoria de Van der Waals generalizada”,
usando un funcional de la energia libre definida en términos de una densidad de
particula de “granulado grueso”(Coarse grained particle). Estudios en el campo
del Funcional de la Densidad han mostrado que tanto la version electronica
como clasica tienen mucho en comun. La teoria del funcional de la densidad
electronica necesita aproximaciones para la energia de intercambio-correlacion, en
la contraparte clasica es necesaria una expresion para la energia libre de exceso
proveniente de las interacciones en el sistema. La energia libre se escribe como
la suma de términos que involucran un sistema de referencia (por ejemplo un
liquido) y un segundo sistema, en el que enfocamos nuestra atencion (digamos,
un solido), y la técnica de “Integracion de acoplamiento constante’” puede ser
usada para cambiar de una densidad a otra o de un sistema “no interactuante” a
uno “interactuante”. En particular, para mencionar similitudes, hagamos referencia
a las aproximaciones pesadas de densidad (WD aproximations) para la energia

'del inglés: coupling -constant integration

36
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libre de exceso en un liquido homogéneo, donde la densidad de energia libre en
un punto dado se toma como aquella correspondiente a un sistema homogéneo
con una densidad determinada por la asignacion de un “peso” (en analogia con
un peso estadistico) sobre una region fisicamente relevante. Esta es precisamente
la motivacion de la aproximacion WD en sistemas electrénicos, donde la “region
fisicamente relevante” esta determinada por el hueco de intercambio-correlacion

Nge(r, v — 1) = n(r') /Ol[g(r,r’, A) — 1]dA (3.1)

En la aproximacion WD este hueco de intercambio-correlacion se puede escribir
asi

nge (r,r' =) = n(r)G" P (r,r'sa(r)) (3.2)

xTc

donde G es una funciéon modelo de correlacion por pares, y 7(r) es un pardmetro
no local escogido de modo que satisfaga la regla de la suma:

/nm(r,r’ —r)dr' = -1 (3.3)

G"'P se puede elegir de modo que satisfaga requerimientos adicionales, tales
como reproducir el resultado de LD (local density) en un sistema homogéneo o
reproducir la forma correcta de un potencial fuera de una superficie [13].

3.2. Fluido en un Campo Externo

Consideremos un sistema de particulas esféricas idénticas en un volumen V.
El hamiltoniano para este sistema en presencia de un potencial externo ¢(r) esta
dado por Ec.(2.1)

AN, p") = Kn(p") + Vn(r™) + on(r)
donde
= |p,?

Se supone que el campo externo esta acoplado a la densidad de particulas cuyo
operador p(r) esta definido como la suma de funciones ¢ de la forma

plr) = o(r =) (3.5)

Asi la energia potencial total debida al campo es

N

on(r) =S o(r) = / H(r)S(r)dr (3.6)

i=1
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La densidad promedio en el punto » es |la densidad de una particula, o perfil de
densidad, p™ (r):

(p(r)) = pP(r) (3.7)
donde los corchetes angulares a la izquierda de Ec.(3.7) denotan el promedio sobre
el ensamble gran canonico. Asi el valor promedio de ® es

(D) = / o0 () () dr (3.8)

Fluctuaciones en la densidad local alrededor de su promedio se describen por
una funcién de correlacion densidad-densidad, H® (r, '), definida por

— pW(r)p (") (3.9)

N N
pg\z,)(r,r’) = ZZé(r—ri)é(r’—rj) (3.10)
y h®(r ') es la funcion de correlacion de pares dada por Ec.(2.152)

h(Q)(Th 7’2) = 9(2)(7“1, 7“2) -1

siendo ¢®(r?) la relacién entre la densidad gran candnica de dos particulas y
su correspondiente funcién de distribucion de una particula, dada por

(2)(/,4(2) _ p(Z)(r]-?r2) (31 1)

PO (r1)pN(ry)

La funcion H® (r,r') representa a la primera en la jerarquia de funciones de
correlacion de densidad que tienen la forma general

g

H(ry, - ) = ([p(r) = pD ()] - [p(ra) = V() (3.12)

para n > 2. Cada funcion H® es una combinacion lineal de todas las densidades
hasta p™, inclusive.

La inclusion del campo externo en el hamiltoniano requiere ciertas
modificaciones. Como antes, la funcion de gran particién esta relacionada con el
gran potencial por medio de = = exp(—f12), solo que ahora tiene la siguiente forma

E= Z 1'/633]9(—5‘/1\/) (H zexp[—ﬁqb(ri)]) dr’ (3.13)
N=0 "' i=1
donde por Ec.(2.88)
exp(Bp)

A3
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con A la longitud de onda térmica de DeBroglie definida por Ec.(2.68)

A <27r6h2>§
m

y la definicidon de las densidades de particula, antes dadas por Ec.(2.145)

pM (") =Y p(N)pfy (r")

N>n
1 & 2N /
== = [ eap(—pVy)dr®
= Nz% (N —n)! (=6Vx)
sera reemplazada por
() (2am) __ 1 - 1 a (N—n)
pM(r") = = Z N —n)! exp(—BVn) Hzexp[—ﬁ¢(ri)] dr (3.14)
~ N=n : i=1

la Ec.(3.13) puede ser reescrita asi

[1]

_ Z% / / exp(—pVy) (HA‘Sewp[ﬁwm)]) dry - dry (3.15)

donde

P(r) = p—o¢(r) (3.16)

La cantidad «(r) es conocida como el potencial quimico intrinseco. Este es la
contribucién a ;. que no es explicitamente dependiente de ¢(r).

El potencial quimico intrinseco aparece naturalmente en una descripcion
termodinamica del sistema. Suponemos que la definicion de ¢(r) incluye el
potencial de confinamiento, es decir, la interaccion entre las particulas y las paredes
que las contienen?. La variable termodinamica usual V' puede ser reemplazada por
¢(r), siendo el volumen accesible a las particulas aquella region del espacio en la
cual ¢(r) es finito. El cambio en U resulta de un cambio infinitesimal en el estado
de equilibrio, asi

oU = T6S + / PV (r)o¢(r)dr + udN (3.17)
que proviene de Ec.(2.60)

dU =TdS — PdV + pudN

2Podrian también haber contribuciones de una fuente externa como un campo eléctrico o
gravitacional
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En la Ec.(3.17) la integral se extiende sobre todo el espacio en lugar de un
volumen grande pero finito. La definicion de la energia libre de Herlmholtz sigue
siendo F' = U — T'S' y el cambio en F' en un proceso infinitesimal es por lo tanto

OF = —S6T + / oD (r)op(r)dr + udN (3.18)

Por analogia con Ec.(3.16), se puede definir una energia libre intrinseca, .7,
como

F =F — /p(l)(r)qﬁ(r)dr (3.19)

de ese modo

6F = —S0T — / opV(r)p(r)dr + udN
(3.20)
= —S6T + / 5p (r)e(r)dr

Asi v(r) aparece como la variable de campo conjugado a p"). Finalmente, el
gran potencial 2 = F — Ny, expresada en términos de .#, es

Q=7+ /p<1>(r)¢(r)dr — Ny (3.21)

con la diferencial dada por

60 = —So6T + / PV (r)6p(r)dr — Nop
(3.22)
— =S5~ [ o )50 r)dr

Vemos de Ec.(3.20) y Ec.(3.22) que es natural tomar .% y Q2 como funciones de T
y funcionales, respectivamente, de p(1) y v; las relaciones funcionales se expresan
por medio de la notacion .Z[pM] y y Q[¢]. Por lo tanto el cambio en .%, digamos,
creado por un cambio en p") se determina por medio de la derivada funcional de .%
con respecto de p(V).

También se puede escribir la energia libre intrinseca como un promedio de
ensamble. La definicién de la densidad de probabilidad gran canénica fo(r",p"™; N)
dada por Ec.(2.86)

exp[=f(A — Np)]

—

fO(rNapN; N) =

muestra que en presencia de un campo externo

In fo = Q- BKy — BVN — BNy + NBu (3.23)
Asi

(Kn +Vy 4+ ksTln fo) = Q + / PV (r)(r)dr = F (3.24)
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Si no hay correlacion entre particulas, el potencial quimico intrinseco en un punto
r esta dado por la expresion en Ec.(2.73)
1 = kgTInA%p

que describe al potencial quimico de un sistema de particulas no interactuantes
pero con la densidad p") (r) reemplazada en lugar de p. Asi el potencial quimico de
un gas ideal no homogéneo es

1 = kT In[A%pD ()] + ¢(r) (3.25)

donde el primer término de la parte derecha es la parte intrinseca. Ec.(3.25) se
podria reescribir, dando asi la bien conocida ley barométrica:

pV(r) = 2 exp[—Bo(r)] (3.26)

donde la actividad »* = A=3eap(Bu'?) es igual a la de densidad del gas uniforme al
mismo potencial quimico. La energia libre intrinseca de un gas ideal también tiene
una forma puramente ’local’, dada por una integral sobre r de la energia libre por
unidad de volumen de un sistema no interactuante con densidad p*)(r):

y“:@T/MWmamMAmewyw (3.27)
En el caso uniforme, esta expresion se reduce a Ec.(2.72)

Fid ‘
N = kgT(InAp — 1)

El cual es el resultado que se espera con esa condicion

3.3. Teoremas de Hohenberg-Kohn-Mermin para
Sistemas Clasicos

En noviembre del ano de 1964, Hohenberg y Kohn presentaron su célebre pero
polémico articulo “ Gas Electronico No Homogéneo™ en el cual se sustenta la
investigacion actual en DFT*. Este articulo provee la demostracion acerca de la
existencia y unicidad de la relacion funcional entre la densidad como funcién de la
posicion, p(r) y el potencial externo v(r).

El trabajo original de Hohenberg y Kohn para sistemas cuanticos propone el
problema de hallar la energia por medio del siguiente funcional

B= / o(r)p(r)dr + Flp(r)] (3.28)

En donde F[p(r)] corresponde a un funcional universal independiente del
potencial v(r) y que proviene de la suma de los términos de energia cinética y

3Titulo del articulo en inglés “Inhomogeneous Electron Gas”
4Teoria del Funcional de la Densidad, por sus siglas en inglés
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repulsion electrén-electron.

Casi 4 meses mas tarde en marzo de 1965, Mermin publica su articulo acerca
de las “Propiedades Térmicas de los Gases Electronicos” ° en el que basado en los
resultados presentados por Hohenberg y Kohn, propone una extension en la que
considera teoremas similares para sistemas cuanticos a una temperatura finita lo
que en la actualidad constituye una base para FT-DFT®.

En este articulo [33], Mermin trabajé en el ensamble gran candnico a
temperatura y potencial quimico fijos y mostré que existe un funcional F[p(r)],
independiente de v(r), de modo que

0= / o(r)p(r)dr + Fln(r)] (3.29)

En esta seccion nos ocuparemos de la demostracion de los asi denominados
teoremas de Hohenberg-Kohn-Mermin. Para hacerlo usaremos el esquema
establecido por Hansen y McDonald [10] y una notacion en la que

Tr(-)zNz_:Om;M / / (-)drN dp™ (3.30)

gue se conoce como la traza clasica haciendo analogia con la operacion similar en
sistemas cuanticos. La definicion de la funcion de gran particion = y la normalizacién
de la funcién densidad de probabilidad en el equilibrio, en el espacio de fases, fj,
puede ser expresada en la forma compacta

=="Tr(exp[—p(H — Npu)]), Trfy=1 (3.31)
antes se probara el lema que describimos a continuacion

Lema 3.1. Sea f una densidad de probabilidad normalizada en el espacio de fases
y sea [ f] el funcional definido como

Qf] =Tra f(H — Nu+ kgTn f) (3.32)
Entonces

Q[f] > Q[fo] (3.33)
con fy la densidad de equilibrio en el espacio de fases.

Demostracion. De la definicion de f, en Ec.(2.86) se tiene que

donde (2 es el gran potencial. Asi

QLf] = Qfol = kT [Tra(f In f) — Tra(f In fo)] (3.35)

5Titulo original en inglés “Thermal Properties of the Inhomogeneous Electron Gas
8siglas en inglés para, Finite Temperature - Density Functional Theory
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El término dentro de los corchetes puede ser escrito de la siguiente forma

Tra(f1n f) — Tra(f1n fo) = Tra fo [<f> In (f) Ly 1] (3.36)
fo fo fo

Se puede ver que el lado derecho de esta ecuacidén siempre es no negativo,
dado que
rzlnx >z —1 Vr >0

De esta forma se verifica la desigualdad en Ec.(3.33).
O

Este resultado es un ejemplo de las desigualdades de Gibbs-Bogoliubov, que
son esencialmente una consecuencia de la convexidad de la funcién exponencial.

Teorema 3.2. Para Vy, T y i dados, el funcional intrinseco de energia libre
F[pV] = Tra fo(Kn + Vi + kgT'In fo) (3.37)
es un funcional tnico de la densidad de equilibrio de una particula pV)(r).

Demostracion. La densidad de probabilidad en el equilibrio en el espacio de fases
fo es un funcional de ¢(r). Por tanto lo mismo es cierto para la densidad de una
particula pV(r) = Try fop(r), donde p(r) es la densidad microscopica. Recurramos
al método de reduccion al absurdo y supongamos que existe un potencial externo
diferente, digamos ¢'(r) # ¢(r) de modo que ambos dan lugar al mismo perfil de
densidad p")(r). Asociemos la densidad de equilibrio en el espacio de fases f; y el
gran potencial €2’ con el hamiltoniano .77’ = Kx + Vi + ®/.

La desigualdad en Ec.(3.33) implica que

O =Trg fi (A — Nu+ kTl ) < Trq fo (' — Nu+ kT In fo)

Q4 Tralfo (O — D)) (3.38)

o también

w<9+/ﬁ%ﬂwwwwwwr (3.39)

Como vemos, no supone dificultad alguna, desarrollar el mismo argumento para
llegar a una relacion similar con cantidades primadas y no primadas intercambiadas,
es decir

Q<O+ /p(l)(r)[¢(r) — ¢/ (r)]dr (3.40)
Podemos sumar Ec.(3.39) y Ec.(3.40); esto da lugar a la siguiente contradiccion

Q+Q < +0 (3.41)

mostrando asi que la suposicion que hicimos respecto de p(!)(r) debe ser falsa. Por
tanto se concluye que existe solamente sn potencial externo que da lugar a una
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densidad de una particula especificamente. Dado que f; es un funcional de ¢(r),
se tiene que es también un Unico funcional de p*)(r). Esto en cambio implica que
la energia libre intrinseca Ec.(3.37) es un funcional tnico de p™ (r) y que su forma
funcional es la misma para todos los potenciales externos. m

Teorema 3.3. Sea n(r) un promedio de la densidad microscopica. Entonces el
funcional

Q4[n] = F[n| + /n(r)gzb(r)dr — ,u/n('r)d'r (3.42)

tiene su valor minimo cuando n(r) coincide con la densidad de una particula en el
equilibrio p™ (r).

Demostracion. Sea n(r) la densidad de una particula asociada con la densidad de
probabilidad en el espacio de fases f’. El gran funcional potencial es

Q] = Tra f'(A = Np+ kgTn f)

) (3.43)

= FU)+ [ n)stryir —p [ nrdr = 200
La desigualdad en Ec.(3.33) permite ver que Q[fo] = Q[f']. De este modo
QulpW] < Q[n], el funcional Q,[p’] es minimizado cuando n(r) = p™M(r) y su valor
minimo es igual al del gran potencial O

3.4. Teoria del Funcional de la Densidad

El gran potencial tiene a la temperatura y al potencial quimico intrinseco como
sus variables naturales. Sin embargo resultard méas provechoso tratar con p() en
lugar de +» como variable de campo fundamental. La Ec.(3.14) muestra que p") es
un funcional de ¢. Lo que no resulta obvio es el hecho de que para una funcion de
energia potencial entre particulas Vy dada y valores fijos de Ty i, hay solamente
un potencial externo que da lugar a un perfil de densidad especifico. Este resultado,
gue mostramos en la seccion anterior, tiene implicaciones de gran alcance. La
densidad de probabilidad gran candnica f| definida en Ec.(2.86) es un funcional
de ¢. Asi, cualquier cantidad que, dados V,,, Ty u, esté totalmente determinada
por f,, es necesariamente un funcional de p* y su dependencia funcional de p™
es independiente del potencial externo. En particular, dado que la energia libre
intrinseca es el promedio de ensamble de Ky + Vy + kg7 In f, = (Ec.(3.24)), se
tiene que .7 [p")] es un funcional Gnico de p".

Sea n(r) una funcioén de la densidad microscopica, no necesariamente la de

equilibrio, y sea Q,[n] un funcional de n, fijado para un potencial externo fijo por
medio de

Quln] = Zn] + / n(r)$(r)dr — / n(r)dr (3.44)
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En el equilibrio, n(r) = pV, y Q, se reduce al gran potencial, es decir

QlpM] =0 (3.45)
mientras que la diferenciacion de Ec.(3.44) con respecto a n(r) nos da

5Q

o HTOW) (3.46)

El lado derecho se hace cero pues se puede tratar por medio de la Ec.(3.20), de
este modo, a temperatura constante

0F
op(r)
junto con Ec.(3.16) vemos que se anulan entre si. Como se puede ver , es

estacionario con respecto a las variaciones en n(r) alrededor de la densidad de
equilibrio. Tampoco resulta complicado mostrar que

= (r) (3.47)

Qyln] > O (3.48)

en donde la igualdad se alcanza solamente cuando n(r) = p)(r). En otras
palabras, el funcional 2, tiene como cota inferior al gran potencial exacto del
sistema, la prueba fue dada también en la seccion anterior.

Ambas, Ec.(3.46) y Ec.(3.48) son esenciales para un calculo variacional del perfil
de densidad y del gran potencial de un fluido no homogéneo.

Sabemos que la energia libre intrinseca .% puede ser dividida en una parte ideal
y una parte de exceso en la forma

Z1pW) = F4pW] + 7o) (3.49)
donde la parte ideal .#7* esta dada por Ec.(3.27) y su derivada funcional es

Con la finalidad de hacer a la teoria mas manejable se requiere una
parametrizacion del funcional de la energia libre .%[n] en términos de n(r). Como
ya hemos visto la parte del funcional que corresponde al comportamiento ideal se
conoce exactamente, por tanto la dificultad radica en encontrar una forma adecuada
para .7 ““[n].

Nos queda claro que las mejores estimaciones para p(" y Q han de obtenerse
por medio de la minimizacion del funcional 2,[n] con respecto a las variaciones en
n(r).



46

Los esfuerzos en la optimizacion del funcional Q4[n], al igual que en la
mayoria de problemas variacionales, requieren la solucién de las correspondiente
ecuaciones de Euler-Lagrange; al estudio de los esquemas de calculo de este tipo
se conocen como Teoria Clasica del Funcional de la Densidad



Capitulo 4

Cuestiones acerca de la Busqueda
Restringida de Levy y su extension a
Sistemas Clasicos

4.1. Resultados Previos: Teoria de Matrices
Reducidas de orden 2

Como antesala de nuestras discusiones ponemos de manifiesto la dificultad
practica de resolver de forma exacta las ecuaciones que describen el
comportamiento de un sistema de un ndmero arbitrario N de cuerpos, en tal virtud
se abordan algunas alternativas mediante las cuales evadir este problema, cDFT es
uno de tales intentos, sin embargo, previo a los avances propuestos por la teoria del
funcional de la densidad, se desarrollé la teoria de matrices de densidad reducida
de orden n. Dentro de esta teoria nos enfocaremos en las matrices de densidad
reducida de orden 2.

En nuestros estudios siempre estaremos interesados en aquellas cantidades
qgue tengan significado fisico en un sistema cuantico, estas cantidades bastante
conocidas nos proveen de un norte para comprobacion de posibles predicciones de
caracter teorico, y son:

= |La densidad de particulas
p(r) —N/yw(r,m,--- ey dry - dry (4.1)
= La funcion de correlacion de dos particulas
p(ri,ry) = N(N — 1)/w(r1,r2,r3, ory) P dry - dry (4.2)
= La densidad de momentos

olk) =

— 5 3 eik:-(rf'r/h/}»:(,r,7 ro, - ;TN)
™

X Y(r,ry, -+ ry)drdr'dry---dry  (4.3)

47



48

donde
p = hk
Con el afan de proponer una formulacién nueva, que nos facilite calcular
sobre sistemas de N cuerpos, vemos que se podrian calcular las cantidades en
Ec.(4.1.4.2,4.3) (y en general cualquier cantidad que dependa solamente de las
coordenadas o de los momentos de a lo mas una o dos particulas al mismo tiempo)

si tenemos en cuenta los siguientes objetos matematicos llamados “Matrices
Densidad”:

= Matriz de densidad de una particula
y(r|r') = N/w*(r, (YRR SVATTUIC LA SYRRRI ST SERRY ot (4.4)
= Matriz de densidad de dos particulas

F(T17r2’r,1a71,2) = N(N_ 1)/w*(T1,T2,T3,"‘ 77’]\/’)

X Y(ry,ro, T3, -+, rN)drs---dry (4.5)

De las definiciones en Ec.(4.4,4.5) se pueden extraer las siguientes propiedades
de las matrices de densidad:

1. Simetria

F(T‘l,’l"2|’f'/1,7',2) = F(’l"27’l"1"l"/1,’l°/2) = F(’I"l,’l"2|’f‘/2,’f‘,1) (46)

2. Relacionentre yy T’

y(r|r') = _/F(r,r2|r',r2)dr2 (4.7)
3. Traza
t’l"(F) = /F(rl,r2|r1,’r2)dr1dr2 = N(N — ].) (48)
4. Nonegatividad de I' como operador

(9,Tg) > 0 para cualquier g(ry,rs) (4.9)

5. Hermiticidad

L(ry, rhlry, re) = T (ry, ro|r], rh) (4.10)
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Garrod y Percus en su articulo de 1963, titulado “Reduction of the N-particle
Variational Problem”[7], proponen otra forma de calculo para las densidades de
interes en Ec.(4.1,4.3), en las que se tienen en cuenta tanto la densidad de una
particula como la densidad de dos particulas, asi:

p(k) =~(rlr) (4.11)
1

Al recalcular las densidades de particulas y momentos, el calculo inicial de la
energia

/ e* T (e e R T drdr’ (4.12)

E{w]zwwrw:@\mmv\@ (4.13)

Se puede replantear de la siguiente forma:

h2

Bl = 5o

1
k*p(k)dk —i—/V('r)p(r)dr + 2/U('rl —1o)p(r1, r2)dridry  (4.14)
Y dado que p(k), p(r) y p(ri,7r2) son funciones de las matrices de densidad
reducida antes mencionadas, es evidente que la energia que intentamos encontrar
depende también de estas.

Con este resultado las funciones de onda antisimétricas de N particulas
quedarian relegadas a un estado intermedio en el que se pasa de este conjunto
de funciones de onda a las matrices de densidad reducida. En este punto cabe
preguntarse si existe la posibilidad de evadir a las funciones de onda de N particulas
y usar solamente a las matrices de densidad como funciones variacionales.

En otras palabras planteamos la interrogante de si los objetos matematicos que
cumplen con las propiedades de las matrices reducidas (de orden uno y dos), sirven
para describir un sistema fisico.

La respuesta es NO, sin antes hacer una revision exhaustiva acerca de
las condiciones que deben cumplir estas matrices que hemos propuesto como
candidatas a desempenar un papel protagénico en esta nueva formulacion. La
necesidad de esta revisidn se encontrara por medio de la discusion del siguiente
(contra)ejemplo.

4.1.1. Inconsistencias: Bosones unidimensionales de nucleo
solido (hard-core bosons)

Analicemos un sistema de bosones de nucleo sélido. En este sistema nos
centraremos en encontrar la energia del sistema en el estado base [7], el potencial
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de interaccion entre particulas sera

0 si |rp—mryf>d
oo si|rp—re| <d

U(’l‘l—’r‘z):{ (415)

donde d es el diametro del “ndcleo sélido”.

Para nuestro sistema, el numero de particulas N, es muy grande y estan
colocadas en una caja unidimensional de longitud L = N/p,. Para esto
despreciaremos las correcciones de borde en el célculo de las integrales de
energia. Por comodidad haremos un cambio de variables de modo que

1
rT=r—r9 Yy R:§(r1+7‘2) (4.16)

Con el fin de evadir posibles divergencias en el valor de la energia potencial,
imponemos

p(ri,m) =0 para |z| <d (4.17)

Ahora elijamos como nuestra matriz de densidad al conjunto uniparamétrico

C(r,m|r,ry) =0 si |z|<d 6 |2 <d (4.18)
de otra forma

D(ry, ralrd ) = C(1 — e PEl=D)(1 — 210 (4.19)

donde C' es una constante positiva de normalizacién, que tras ser calculada
mediante la propiedad 3

tT(F) = /P(’l"l,'l"2|?°1,’l°2)d'l°1d’l°2 = N(N — 1)

Tiene un valor

N(N —-1)
C=—1——- 4.20
LL—3/9) (420
para valores muy grandes de N y L, se tiene
C = pt (4.21)
El hamiltoniano de nuestro sistema se veria asi
R on 1
%N——m — 87412+21]Z_1U(7"1—7"]) (422)
i#j
Utilizando que
0? 0?1 07 0?
St = 2 4.2
or? o T 20RE T Con, (4.23)

? J
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podemos reacomodar el término de energia cinética en la siguiente forma

L2 9gr? N =1 = or? 87‘?

7 (4.24)

N
1 0? 0?
TN=1 Z(aR2 " ow 3j>

5,j=1
i#]

Puesto que la matriz de densidad ha sido construida de modo que el valor
esperado de la energia potencial da cero, solo necesitamos evaluar la energia
cinética[7]. Recurriendo a la definicion de I" en Ec.(4.5) y debido a la simetria, solo
necesitaremos calcular la energia cinética de un par de particulas y multiplicar por
el numero de pares (N(N — 1))[7],vemos que el valor esperado de la energia al
utilizar nuestra matriz de densidad de prueba es

2 pL/2 L— 2R

_ _N40 LG / ) ;22 (1— )| da

( L r (4.25)
_ 2
= Cr°p (N —1)M
Utilizando el resultado en Ec.(4.21) para C, obtenemos
g N h?po
= N .

ML 35 5y ParaNy L muy grandes (4.26)

De este resultado se pueden hacer dos conclusiones:

» La energia total no solamente permanece constante mientras que N crece,
sino que ademas puede hacerse arbitrariamente pequena dependiendo
de nuestra eleccion del parametro (3, el cual puede se puede slegir
arbitrariamente pequeno.

» El hecho mas desastroso y sin embargo mas iluminador [7] es que nuestro
conjunto uniparamétrico de matrices densidad de prueba se comportan
perfectamente para un d que podria ser mayor que L/N. Pero no es posible
ajustar N particulas de nucleo solido de tal tamano en una longitud menor que
L/N.

Claramente la matriz de densidad que obtendriamos en el caso d > L/N nunca
podria haber sido obtenida a partir de ninguna funcion de onda de N particulas
como se ha intentado establecer de acuerdo a la Ec.(4.5) [7].

De este modo, si se quiere evadir resultados absurdos en nuestras nueva
formulacion debemos anadir como condicion auxiliar que solo podemos utilizar
como matrices de densidad de prueba a aquellas que se pueden obtener a partir
de alguna funcion de onda simétrica (o antisimétrica en el caso de fermiones) de
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N particulas. Una forma de asegurarnos de esto es que comencemos con algun
conjunto de funciones de onda simétricas de N particulas y luego obtener las
matrices de densidad correspondientes, pero eso es exactamente lo que buscamos
evadir, dada la dificultad de ejecutar los calculos propios del problema de N cuerpos
[7].

De todo lo que hemos podido ver en esta seccion hay un hecho que al momento
ha pasado desapercibido y que invocaremos mirando a la expresion en Ec.(4.23),
esta expresion nos dice que el operador de energia cinética se puede escribir como
un operador de dos particulas. Esta no solo resulta ser una forma diferente de
escribir al mismo operador, sino que revela que este tiene una estructura interna
descrita en funcion de dos particulas.

Este hecho seré clave en lo que a nuestro trabajo se refiere y nos permitira inferir
resultados que estando presentes en teoria cuantica del funcional de la densidad
son igualmente validos en teoria clasica del funcional de la densidad

4.2. Busqueda Restringida de Levy en la Teoria
Cuantica del Funcional de la Densidad

Consideremos un sistema de N electrones en presencia de un potencial local
externo o(r). EI Hamiltoniano para este sistema, en términos de operadores, seria

H=T+VetV (4.27)

donde Ty V.. son el operador de energia cinética y el operador de repulsion
electronica, respectivamente y el potencial externoes V' = vazl v(r;)

En el trabajo de Hohenberg y Kohn [11] se mostrd correspondencia univoca
del potencial externo v(r) con la densidad del sistema en el estado base pj(r). Sin
embargo nos enfrentamos al problema de que no todos los potenciales son capaces
de producir densidades de estados base. En este sentido Englisch y Englisch han
dado ejemplos de potenciales v'(r) que no estan asociados a ninguna densidad
py (r) de un estado base

Con el fin de encontrar la energia del estado base del Hamiltoniano en Ec.(4.27),
se conoce de antemano que es posible aplicar procedimientos variacionales, esto
por las demostraciones hechas para la version cuantica de DFT[11]. En palabras de
Levy [23], “...mostraron que para este propdsito existe un funcional universal valido,
Flp], el cual da la suma de las energias cinética y de repulsion electron-electron de
cada densidad electrénica de prueba p.”

En diciembre de 1979, Mel Levy, propone un método de busqueda restringida
para encontrar el minimo del funcional universal F'[p] [23, 22], esta busqueda viene
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definida por
Flp] = min {<x1/,, T4V, qu>} (4.28)
/JGL@N
Y—p (fijo)
\I/pefz\r
con

<@]\75 {ppZOP/p:N,p1/26H1<R5)}

aqui ¥,(r,--- ,7y) es una funcién de onda arbitraria de N particulas perteneciente
la clase de funciones antisimétricas “admisibles” %y y a su vez, %y € Z*(R*" ®
75) donde Z2(R3N ® ZY) es el espacio de de Hilbert de todas las funciones
de onda antisimétricas de N electrones y que tienen cuadrado integrable. [22]Por
tanto también se asume que ¥ € %y esta normalizado a la unidad de modo que
(U|0) = 1.

De esta forma, se puede reescribir el principio variacional para la energia asi

Eo[N,v] = inf {F[p]+ / U(r)p(r)dr} (4.29)

pel’%N

En donde todo depende de la densidad, permitiendo a esta ser aquella que
“varie” y nos devuelva un valor en el cual la expresion entre llaves sea el minimo.

Es claro que el valor mas bajo de Ec.(4.29) coincide con el valor propio de la
ecuacion de Schédinger

Ao (rN v) = Ey(v)Wo(rY, v) (4.30)

cuando la densidad p(r) = py(r;v) donde

p(r;v) = N// [Wo(r, 7o, e v(r))|?dry - - - dry (4.31)

Con este procedimiento esbozado en la Ec.(4.28) se pretendia haber
superado las condiciones de v-representabilidad de la densidad, quedando como
condicionante primordial la N-representabilidad de la densidad; la cual puede
cumplirse siempre que p(r;v) € < [8]. Al soslayar el problema de la v-
representabilidad y al requerir que solamente la N-representabilidad de la densidad
sea necesaria para la definicién del funcional de la densidad F'[p] en el esquema de
variacion restringida, Levy llega a la conclusion de que el funcional F[p] esta bien
definido y que no requiere de ninguna otra condicion para garantizar que llegue al
minimo de la energia

Eo = Elpo(r;0)] = Floo(r,v)] + / o(#)po(r, v)dr (4.32)

Sin embargo se ha demostrado [28, 26] que debido a la similaridad que existe
entre la variacion restringida de Levy y la formulacion del problema cuantico basado
en la matriz reducida de orden 2, la definicién de funcional F[p] lleva implicita la
satisfaccion de las condiciones de N-representabilidad de la matriz 2. En el Capitulo
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5 extendemos estas consideraciones al caso clasico.

4.3. Insuficiencia de las condiciones establecidas
por el método de Levy: Matrices Reducidas de
orden 2

La solucion de Levy se considerd novedosa lo suficiente para ser adoptada por
Walter Kohn [16] en su articulo para la ceremonia del Premio Nobel, que le fuera
conferido junto con John A. Pople en 1998. Sin embargo no se habia tomado en
consideracion que el funcional “universal” contiene internamente una estructura de
operador de dos particulas [30, 22].

Para argumentar esta idea, veremos al operador de energia interna reducido
de dos particulas, cabe comentar, que en anos anteriores se habia trabajado
arduamente en lo que se refiere a la teoria de matrices reducidas, cuyo trabajos
aparecieron a partir de formulaciones en mecanica estadistica.

En el caso cuantico la energia correspondiente al hamiltoniano dado por la
Ec.(4.28) es

By = min {<\m,%ﬂyxp>} (4.33)
es decir

Ey = min {<\If ‘T—kf/ee
veLN

xp> + <\1: )v‘ qf>} (4.34)

Introduzcamos el operador de energia interna reducido de dos particulas

(4.35)

es decir que la Ec.(4.35) nos habilita para escribir al operador 7' + V.. como un
operador de dos particulas, mas aun, este resultado nos brinda la posibilidad de

escribir lo siguiente:
\I/> +/v(r)pq,(r)dr} (4.36)

FEy = min {<\If
veLN

N N+1

Z Z [A(()(’I"Z‘, Tj)

i=1 j=i+1
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asi, tomando solo el primer término de la suma entre corchetes se tiene

<\If \I/> - <\If \IJ> .

=Tr [Ko(rlﬂ’Q)D?p(Th7‘2;7"1>7°'2)]

N N+1

Z Z Ko(ri,r))

i=1 j=i+1

A~

T+ U,

donde se ha supuesto que D3 (ry, ro; 7’1, 7’5) proviene de una funcién de onda ¥
por medio de

N(N -1
D2 = <2)//\P(r1,r2, )Y (' e ey )drsdry (4.38)
que es la matriz de densidad reducida de dos particulas.
El término

Ko(’r'l,TQ)D\QI,(’I‘l,’I“Q,’I“Il,’I"Iz) (439)

requiere que D32 provenga de una funciéon de onda V¥, es decir, que se N-
representable.

Observemos al funcional

<\11‘T+V

\11> = Tr[KyD?] (4.40)

como se puede ver, el lado derecho de esta ecuacion es explicito. Eso quiere decir
que dado que conocemos el operador K, y buscamos la funcién D2, no existe
ninguna aproximacién en Ec.(4.40), por tanto esta es exacta.

Por otro lado si interpretamos al estilo de Levy en la Ec.(4.28) vemos que aqui
v))

el funcional no es explicito ya que involucra la densidad y no conocemos la forma
que adquiere T'r[K,D3] cuando esta expresada como funcional de la densidad.

T+ Ve

Flo)= mi {<\IJ
p]=" min P
Y—p (fijo)
‘I/pEffN

Ahora debido a la equivalencia en Ec.(4.40)

T+ Ve

Flol = min {(¥, w, )} = min {Tri,D} | (4.41)
V—p  (fijo)

‘Dpeﬂ(f]\]

tomando en cuenta el lado derecho de esta igualdad se puede escribir

Flp] = ' {T KDQ} 4.42
(1] S rKoDy, (4.42)
PE:“/‘ZN
D=LYDY
D\JIJV:‘\I’DM‘IJM
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De donde resulta obvio que el requerimiento de la N-representabilidad de D2
implica que F'[p] debe ser construida de forma que se cumplan las condiciones de
N-representabilidad de la matriz Dj, .

Si reescribimos

F[p] = min {TTK@DQ} (4.43)
D2e73,

le habremos transferido las condiciones de N-representabilidad de D2 a una

funcién D? € 222, en donde 2% es el conjunto de todas las funciones que cumplen

con las condiciones necesarias y suficientes de N-representabilidad de D?. La

determinacion de estas condiciones en el caso cuantico contituye un problema al

gue Mazziotti [32] le ha dado una solucion formal tan solo recientemente en 2012.

4.4. Método de Busqueda Restringida de Levy en la
Teoria Clasica del Funcional de la Densidad

Al haber propuesto Mermin, la extension de DFT para sistemas de N particulas
(todavia cuanticas) ahora con la particularidad de presentar una temperatura
diferente de cero y un potencial quimico fijo, se pudo enlazar conceptos importantes
que facilitan el analisis en sistemas clasicos, como ya referimos en el Capitulo 3.

Con el fin de usar argumentos similares a los utilizados por Levy, trabajemos
en el ensamble gran candnico de un sistema clasico de particulas; asumamos
gue existe la distribucion de probabilidad en el equilibrio para N particulas a una
temperatura T, y que esta dada por la Ec.(2.86)

fo=Z""exp(=B(Hy — uN))
donde 77y es el Hamiltoniano de N particulas, y como habiamos senalado en el
Capitulo 2, 3 = 1/(kgT), con kg la constante de Boltzmann y . el potencial quimico.

La constante de normalizacion es la suma de particion gran candnica en

Ec.(2.87)
= = Trgexp(—p(H#y — uN))
aqui hemos usado el operador Tr. que es la traza clasica definida en Ec.(3.30). El
gran potencial es un funcional de la distribucion de probabilidad de muchos cuerpos
[4]:
Qlf] = Tra f(H — uN + B In f) (4.44)

donde f es una distribucion de probabilidad arbitraria de prueba que cumple con la
condicion de normalizacion

Tra f = 1 (4.45)
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En este punto es importante tomar en cuenta la naturaleza de f, que como
objeto matematico juega el papel de argumento de la Ec.(4.44), y por tanto, nada
tiene que ver con potencial alguno (por lo menos en esta etapa).

El resultado central propuesto por Dwuandaru y Schmidt [4] consiste en,
emulando a Levy, extender la minimizacién al caso clasico de la siguiente forma:

Tra f (Z p” +U+ B n f)] (4.46)

donde el proceso de minimizacion busca a todas las posibles distribuciones de
probabilidad f, que cumpliendo con Ec.(4.45), producen una densidad de un cuerpo
de prueba fija p por medio de la relacion

Frlp] = mln

plr) = Tra fp(r) (4.47)

donde tenemos a p que fue definido en Ec.(2.127) y es el operador de densidad de
una particula, definido en términos de la funcién 4 de Dirac.

Esto nos permite escribir

Qo] = o + / (v(r) — w)p(r)dr (4.48)

En la Ec.(4.46), f — p, indica la relacion Ec.(4.47). Al respecto de estas
dos ultimas relaciones hay que tomar en cuenta dos aspectos. Primero que en
general habra muchas formas de f, que produzcan el mismo p y luego que, con
excepcion de la normalizacién no se impone ningun requerimiento extra sobre f.
De esta forma podemos concluir como resultado (de la aplicacién del método de
variacion restringida de Levy), que p necesita ser simplemente f-representable y
no necesariamente v-representable [4].

El cumplimiento de Q;[p] respecto de los principios variacionales puede ser
revisado de forma rigurosa en [4].



Capitulo 5

Analisis y discusion de resultados

5.1. Acerca del Principio Variacional de la Teoria
Clasica del Funcional de la Densidad por medio
del principio de busqueda restringida de Levy

En la Seccion 4.2 se hizo un resumen acerca del problema de la N-
representabilidad del funcional de la densidad obtenida por medio del mecanismo
de blUsqueda restringida propuesto por Levy, también se hizo una discusion breve
de la problematica que enfrentaba con respecto a que el funcional universal se
podia reescribir en la forma de un operador de dos particulas, por tanto el método
de Levy es equivalente al problema de la matriz densidad reducida de orden 2. En
esta direccién haremos una argumentacion similar para el caso clasico.

Para el siguiente argumento nos fijaremos en el hamiltoniano planteado en la
forma de la Ec.(2.2), y escribimos algo més general:

H0(rN Z|pl|2+ZV 7, +Z Z )(ri, 7)) (5.1)

i=1 j=i+1
como se dijo en la Seccion 2.1, la Ec.(2.2) es una aproximacion simple, puesto
que la interaccion entre particulas se tomé como U(r; — r;), sin embargo la forma
del potencial de interaccion podria ser mucho mas general como en la Ec.(5.1).
Para nuestro andlisis supongamos que el término de interaccion entre particulas,
se da entre pares, lo cual es muy comun en los tratamientos de fluidos simples y
otros fendmenos fisicos. Ahora pongamos nuestra atencidén en el primer y tercer
término del lado derecho de la Ec.(5.1), es decir lo que podria considerarse como
la parte “universal” en el contexto de que siempre se trata del mismo término
independientemente del potencial externo que esté actuando sobre el sistema, de
esta forma escribamos

N N+1

En(p") + ¢n(r Z\plmzz @ () (5.2)

i=1 j=i+1

Se puede mostrar que el primer término de la Ec.(5.2) puede ser escrito de forma
gue manifieste una estructura de interaccion entre dos particulas, veamos
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Proposicion 5.1.
Z| Z Z ’pz| +|p] (5.3)
i=1 =1 *-‘rl

Demostracion. Usaremos el método de induccion matematica, para ello
comenzaremos nuestra prueba en N = 2 pues es el menor numero de particulas
que se pueden tener dada la naturaleza de interaccion por pares.

Sea N =2
Por demostrar:

Z |p; Z |p;|? +P] (5.4)

1=

Al abrir al lado izquierdo tenemos

2
Z |pi‘2 _ |pl|2 + |p2
2m 2m

i=1

’ 2

Y al lado derecho tenemos

|2 + ‘P2|2

2m

2
+ p] Z 1P, >+ p] |P1
i=1 j=i+1 7j=2

Por tanto se cumple Ec.(5.4).
Sea N = n, supongamos que se cumple

~pl? < « Pl +Ipl?
;2 ZZ an—i (5.5)

i=1 j=i+1

Ahora, sea N = n + 1, queda por demostrar que

n+1 n  n+l

lez Y |p:l? +|pj (5.6)

i=1 j=i+1

Partiremos del lado derecho de la Ec.(5.6)
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n  n+l n  n+l

p:* + |p;|?
Z;Z T —anzz (Ip.* + Ip,I*)
i=1 j=it+l i=1 j=i+1
1 n—1 n+1 1 n+1
=5 =2 Y (pl ) + 5 Y (R +Ipyl?)
i=1 j=i+1 il
1 n—1 n ) ) N ) )
=52 ( > (Il + IpyI*) + Ips* + IanIQ) + W
i=1 \j=i+1
1 n—1 n 1 n—1
= 2 2 (PP HIRE) 4503l Ipa ) +

=(n-1) S0, [pif2  por Ec.(5.5)

+ |pn‘2 + ‘pn+1|2
2mn

n n—1 n—1
1 1 1
— (1 Z Pe - Z 2, 4 Z 2
2mn (n ) — P 2mn — [pil” + 2mn P Do

+ |pn|2 + ‘pn+1|2

2mn
1 ¢ 2 RS 2, P +1|2 =
_ ) ) n 1
Zmn Z P 2mn ; [pil” + 2mn ; [pil” + 2mn ; +
=n—1

L P+ P

2mn
m b 2mn P pi 2mn Zmn mn Pt
|pn‘2 |pn+1’2
2mn 2mn
. Z ’ >|pn+1’ + ‘pn+1’2
2mn 2mn

- Z ’p|2 + n|pn+1| B ’pn+1‘2 + ‘pn+1|2
¢ 2mn

- Z ’ |pn+1‘
n+1

Z p,|*

De esta forma se puede concluir que se cumple la Ec.(5.3) O
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volviendo sobre la Ec.(5.2) podemos reescribirla asi

N
*ZWHZ SECIRIED P D cma
i=1 j=i+1 i=1 j=i+1

N

2

(5.7)
Asi podemos regresar sobre la Ec.(5.1) y reescribirla del siguiente modo

N— 2
Z Z ('pz <+|p]1\) +u®(ry, ) > +Zvn (5.8)

i=1 j=i+1

Ahora introducimos la Ec.(5.8) en Ec.(4.44), asi tendremos

Q[f] = Tra f(H — pN + g1 In f)

=Try f <Z > <|p’| +\p]> +u<2>(ri,rj)> +V(r)—,uN+ﬂ_1lnf>

i=1 j=i+1

Por medio de la Ec.(3.44) vemos lo siguiente

=Trq f <Z Z <|pz il ‘pj) —|—u(2)(m,7°j)> +511nf> +

=1 j=1+1

(5.10)
+ [ )= w plryir

Usemos ¢(r) = V(r) — u, de esta forma nos queda

=Tro f <Z Z <|pl - ‘p]|) +u(2)(ri,7“j)) +ﬁ_llnf> +

i=1 j=i+1

+ [ otryptryar

por comparacién con la Ec.(4.48), escribimos

(5.11)

N-1 N
=Trg f (Z Z <|pl +|p3]) +u(2)(m‘,1°j)> +ﬁ_1lnf>

i=1 j=i+1

N-1 :N
:Trc1f< Z

i=1 j=i+1

(5.12)
<Ipz + ijl2

Y +u(2)(ri,rj)>> + Tra f (B In f)
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Mirando la ecuacién anterior podemos escribir lo siguiente
N-1
i=1

donde hemos hecho uso de la siguiente notacion

N N—-1

X (Ip? + I,
K@ (i, j) = > (l 2 +u(2)(m,7‘j)) (5.13)
+1

i=1 j=i+1 2m(N — 1)

pi|* + |p;I?

2m(N — 1) +u? (ry, 1) (5.14)

K(Z)(Zvj> = K(Q)(Tiurjupiapj) =

5.2. Inclusion de la Funcion de Distribucion de
dos particulas en el mecanismo de busqueda
restringida de Levy Extendido

En la Seccion 4.4 se tenia como principal resultado la Ec.(4.46)

N
‘1%"2 -1
Tra f (;erUJrﬁ lnf>]

en este caso las condiciones que se exigian eran que p(r) proviniera de una funcion
f através de la Ec.(4.47), y la condicién de normalizacion en Ec.(4.45).

F1[p] = min
f—p

Sin embargo emulando al procedimiento que esbozamos en la Seccién 4.3,
proponemos la introduccién de un problema similar en el caso clasico, en esta
ocasion usando las herramientas descritas en la Seccién 4.4.

Si usamos el resultado en la Ec.(5.14) reescribimos .# [p| asi

Flo) = Tra f (Z > K@)+ 611nf> (5.15)

i=1 j=i+1

de este modo reformulamos el resultado de Dwandaru y Schmid en la Ec.(4.46)
que hace aplicacion del mecanismo de busqueda restringida para sistemas que
presentan interaccion por pares

Trq f <Z > K@i, ) +5‘1lnf)] (5.16)

i=1 j=i+1

Zr|p] = min
f=p

al tomar en cuenta el término con doble sumatoria, postulamos la siguiente
forma

N—-1 N
Tra £33 K, 5) = Tra SO KD (i, j) (5.17)

i=1 j=i+1

por medio de la cual se prevé que p(r) no solamente debe provenir de una funcion
f (funcion de distribucion de probabilidad en el espacio de fases para un ensamble
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gran canonico), sino que ademas debe provenir de una funcion reducida de orden 2
en el espacio de fases de un ensamble gran canonico. De esta forma escribiremos

Fr= min [Tra fPKP (G, 5) + B~ Tra f1n f] (5.18)
[ =p
f=p

Esta estructura de funcién reducida de dos particulas incluso postula una
condicién de entropia para f, si nos filamos en la segunda expresion entre
corchetes en el lado derecho de la Ec.(5.18), la estructura general nos sugiere lo
siguiente

S? = g1y f@In f@ (5.19)
haciendo uso de la Ec.(5.19) en la Ec.(5.18) tenemos
= min [Tra f@ (K@i, 5) + ' In f@)] (5.20)
f@—p

donde es necesario que f® provenga de f, por lo tanto presenta condiciones de
f-representabilidad de .

Con esto hemos argumentado la presencia del problema de f-representabilidad
de f® que es un problema que guarda similitud con el problema de N-
representabilidad en el caso cuantico en el cual se requieren condiciones de N-
representabilidad para D).

Una vez que se ha puesto de manifiesto el problema de la f-representabilidad
hemos hecho un avance en lo que a fundamentacion de la Teoria Clasica del
Funcional de la Densidad se refiere, sin embargo aln queda por someter a los
desarrollos ya expuestos al rigor del cumplimiento de los principios variacionales.
Esto implica mostrar el cumplimiento de la desigualdad de Gibbs adaptada a los
formalismos propios de las funciones reducidas de orden 2.

Existen casos interesantes en los que se reportan inclusive interacciones de
naturaleza de tres cuerpos, este es el caso de la determinacion de la estructura de
semiconductores elementales en los cuales las fuerzas de tres cuerpos representan
el papel de la covalencia [12].

Obviamente la presencia de términos de interaccion de 3 cuerpos hace que el
problema de la f-representabilidad en el caso clasico se vuelva mas complicado ya
gue las interacciones de 3 cuerpos dan lugar a una formulacién de un funcional de
la densidad expresado en términos de la funcion de distribucion de orden 3.

La formulacion del problema de los N-cuerpos es diferente en los casos clasico
y cuantico. En este (ltimo, formulado en el contexto de la matriz 2, aparece el
problema de establecer las condiciones necesarias y suficientes para garantizar que
algun objeto variacional que se introduzca en la expresion de la energia cumpla con
la N-representabilidad. Estas condiciones fueron buscadas a lo largo de 50 anos y
finalmente conseguidas de manera formal en 2012 por Mazziotti [32].
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En el caso clasico las condiciones de f-representabilidad de la funcién de
distribucion reducida en el espacio de fase de orden 2 no se han examinado ni
determinado. Existe sin embargo, la jerarquia de ecuaciones BBGKY que conecta
los varios érdenes de las funciones de distribucion reducida. Ciertamente estas
ecuaciones seran de importancia en la determinacion de estas condiciones para el
caso clasico.

En el presente trabajo hemos puesto de manifiesto que la formulacion del
problema de N-cuerpos en mecanica estadistica clasica realizada a través de la
teoria del funcional de la densidad clasico, cDFT, no contiene todas las condiciones
que garanticen los aspectos variacionales del problema. Justamente nuestra
investigacion abre la posibilidad de examinar este problema en detalle y al igual que
lo que se hizo en el caso cuantico, encontrar las condiciones de f-representabilidad
para la funcién de distribucion reducida de orden 2 en el espacio de fases.



Capitulo 6

Conclusiones

El objetivo fundamental del presente trabajo ha sido el de mostrar que en el
caso de la teoria clasica del funcional de la densidad sobrevive el problema de la f-
representabilidad de la funcion de distribucion reducida de orden 2. Este problema
guarda profunda similaridad con el problema de la N-representabilidad de la matriz
dos en el caso cuantico

Con miras a cumplir con el objetivo fundamental, hemos estudiado la naturaleza
del enlace de la mecanica estadistica clasica con la teoria clasica del funcional
de la densidad por medio del andlisis de los ensambles estadisticos, sobre todo
orientdndonos a la descripcion del comportamiento clasico de fluidos no uniformes,
ya sea en equilibrio como fuera de este. La revisién de este punto se ha hecho en
el Capitulo 2 utilizando la informacién conocida existente tanto en articulos como
en textos de mecanica estadistica de fluidos [5, 6, 10].

En el Capitulo 3 se hace una revision de las propuestas hechas por varios
autores [33, 5, 14, 22, 10] sobre la formulacion de la teoria clasica del funcional
de la densidad, cDFT, mostrando como la utilizacion de esta teoria nos produce
resultados ya conocidos para el caso de fluidos uniformes en equilibrio. Ademas se
discuten los teoremas fundamentales en los que se basa cDFT.

El Capitulo 4 esta dedicado a revisar brevemente el procedimiento de la
busqueda restringida propuesto por Levy, con el que se pretende justificar que
solamente se requieren las condiciones de N-representabilidad de la densidad.
También se revisa la argumentacion [26, 19, 1] sobre la insuficiencia de tales
condiciones, siendo reemplazados de modo que permanecen los problemas
de N representabilidad de la densidad reducida de orden 2, problema de
condicionamiento que fuera resuelto recientemente en 2012 [32]. De igual manera
se analiza la argumentacion del mecanismo de busqueda restringida de Levy
aplicado al operador de energia interna del gran potencial, esto para el caso de
la teoria clasica de fluidos.

El Capitulo 5, en el que se concentran nuestros esfuerzos, propone una

argumentacion similar a la hecha en el Capitulo 4. En esta argumentacién nos
concentramos principalmente en demostrar que el operador de energia interna tiene
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dependencia intrinseca de la funcion de probabilidad reducida de dos cuerpos en el
espacio de fases. Esta dependencia nos permite mostrar que el condicionamiento
producido por la busqueda restringida de Levy para garantizar que las funciones
a utilizarse nos produzcan un minimo en la energia del estado base no son
suficientes.

Acorde con lo expuesto presentamos las siguientes conclusiones:

» Las condiciones de f-representabilidad de la densidad no aseguran el
cumplimiento de los principios variacionales para el potencial gran canonico.

= Se demuestra que el operador clasico de energia cinética presenta una
estructura intrinseca de dos cuerpos. Proposicion 5.1.

= Se propone una definicion alternativa para .%#,, basado en la dependencia de
la funcién reducida de dos cuerpos. Ec.(5.15).

= Concluimos que las condiciones de f-representabilidad, tratadas a la
actualidad por medio del mecanismo de busqueda restringida de Levy no son
suficientes.

= Tomando en cuenta la estructura de dos particulas que presenta la
formulacion propuesta, sugerimos una nueva forma para la entropia S.
Ec.(5.19).

= Se reformula la aplicacion del método de busqueda restringida de Levy en el
caso Clasico, requiriendo para ello condiciones de f-representabilidad para la
funcion distribucion reducida de dos particulas. Ec.(5.20).
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