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Resumen

En este trabajo estudiamos la regularizacién de variacion total (TV) y la regulari-
zacioén de variacion total generalizada de segundo orden (TGV) aplicada al conocido
problema de asimilaciéon de datos variacional usando la ecuacién de Burgers como
ecuacion de estado. Estas regularizaciones son heredadas de los problemas de restau-
racion de imagenes en los cuales se ha mostrado experimentalmente que la regulari-
zaciéon TGV conserva los puntos de discontinuidad de las funciones y las reconstruye
de mejor manera comparado con la regularizacion TV, debido a que elimina el efecto
de escalonamiento. El trabajo se concentra en la resolucién del problema de asimila-
cién de datos en dimension finita, asumiendo que los datos de entrada del problema
son vectores. Realizamos ademas la derivacion de las condiciones de optimalidad de
primer orden. Para la resoluciéon numérica de la ecuaciéon de Burgers se realiz6 una
discretizaciéon semi-implicita para las variables temporales y para las variables espa-
ciales se us6 el esquema de diferencias finitas con Upwinding para la discretizacion
de la primera derivada espacial. La solucién del problema se realiz6 con métodos ite-
rativos de optimizacién: el método del descenso méas profundo, BFGS y un método
de Newton globalizado. Mostraremos ademads, para cada método presentado en este
trabajo, resultados tedricos que garantizan la convergencia a puntos estacionarios del
problema. El capitulo de experimentos numéricos estd dedicado a mostrar el desempe-
fio de los algoritmos iterativos de optimizacioén con respecto al ntimero de iteraciones
y la manera en la que las diferentes regularizaciones reconstruyen las soluciones. En
particular mostraremos el efecto de escalonamiento producido por la regularizacién
TV y la manera en la que la regularizacion TGV elimina dicho efecto.
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Abstract

In this work we study the total variation (TV) regularization and the second or-
der total generalized variation (TGV) regularization applied to the well-known data
assimilation problem using the Burgers equation as the state equation. These regula-
rizations are inherited from image restoration problems in which it has been experi-
mentally shown that the TGV regularization preserve the sharp fronts and recovers
the solutions better compared to the TV regularization, mainly because it eliminates
the staircase effect. The paper focuses on solving the finite dimension data assimilation
problem, assuming that the input data of the problem are vectors. We also perform the
derivation of the first order optimality conditions. For the numerical solution of the
Burgers equation, a semi-implicit time discretization was performed and for the spa-
tial variables the finite differences scheme with upwinding was used for the first order
spatial derivative. The solution of the problem was made using iterative optimization
methods: the steepest descent method, BFGS and globalized Newton methods. We will
also show, for each method presented in this work, the theoretical results that guaran-
tee the convergence to stationary points of the problem. The numerical experiments
chapter is devoted to show the performance of the iterative optimization algorithms
with respect to the number of iterations and the way each regularization recover the
solution. In particular, we show the staircase effect produced by the TV regularization
and the way how the TGV regularization eliminates it.
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Capitulo 1

Introduccidon

El problema de asimilacién de datos puede ser descrito como el proceso mediante
el cual se desea encontrar una aproximacién para la condicién inicial de un sistema
dindmico usando observaciones e informacién previa, a la cual denominaremos back-
ground. Este proceso es ampliamente utilizado en la prediccién numérica del tiempo.
La solucién de este problema puede ser aproximada a través de varios enfoques: in-
terpolacién 6ptima, estimacion estadistica o un enfoque variacional.

Una de las maneras de estimar estadisticamente la solucién del problema de asi-
milacién de datos consiste en usar los conocidos filtros de Kalman. La idea principal
de este método es asumir que el background y las observaciones siguen una distribu-
cién normal, donde sus medias son el valor actual y las mediciones, respectivamente.
Las matrices de covarianza asociadas a estas distribuciones representan a la incerti-
dumbre en la solucién y el ruido en las mediciones, respectivamente. En este contexto,
el estado mds probable, aquel que queremos aproximar, es alcanzado cuando ambas
probabilidades son verdaderas. Este proceso se reduce a la estimacién de la media y
la varianza de la funcién de probabilidad conjunta. Ademads de este método, tenemos
el método de maxima verosimilitud y el método de estimacién bayesiana los cuales
seran explicados de manera més extensa en el siguiente capitulo.

Por otro lado tenemos el enfoque variacional, el que serd motivo de estudio a lo
largo de este trabajo. La principal propiedad de este enfoque es la formulacién del
problema inverso como un problema de optimizacién no lineal. Se diferencian dos
tipos de problemas: el 3D-VAR el cual considera varias observaciones distribuidas en
el dominio de estudio, tomadas en un instante de tiempo. Este problema puede ser



representado matemdticamente como:

min () = 52— HE)R Mz~ Hy) + 5= t)TB (- )
sujeto a: (1.1)
yi=u, i=1,

Yipr = Migi(yi), Yi={1,...,N},

donde u" es la informacién previa o background que conocemos sobre la atmésfera, B es la
matriz de covarianza de los errores del background. El vector z contiene informacién de las ob-
servaciones meteorolégicas tomadas en ciertas ubicaciones del dominio para un instante de
tiempo determinado. Ademas, tenemos la matriz de covarianza de los errores en las observa-
ciones R y el operador de observaciones #(-), el cual extrae los valores de la variable de estado
de la malla espacial que coinciden con las observaciones y y es el arreglo que contiene todos
los instantes y;. En el caso del problema 3D-VAR, este operador ademds extrae el valor de la
variable de estado en el instante que coincide con el de las observaciones. Finalmente, tenemos
el operador no lineal control-estado M (-). En el caso de la asimilacién de datos meteorolégi-
cos, este operador consiste en la resolucion del sistema de ecuaciones diferenciales parciales
que describen la atmésfera, donde el indice i indica la evolucion en el tiempo de la variable de
estado.

El segundo problema considera observaciones distribuidas en el dominio de estudio toma-
das en varios instantes sobre una ventana de tiempo. Este problema es denominado 4D-VAR.
Matematicamente estd dado por la siguiente expresion:

1Y 1
min J(y,u) = 5 3o (2 = Hi(ya)) 'R (2 = Hi(wi) + 5 (u — u) B (u —u)
! i=1
sujeto a: (1.2)
yi=u, i=1,

Yipr = Mipi(yi), Yi={1,...,N}.

donde la principal diferencia con el problema anterior radica en la cantidad de observaciones

que poseemos. En este caso contamos con N vectores de observaciones z; ubicadas sobre el do-
minio de estudio, los cuales estdn distribuidos en una ventana de tiempo, donde cada indice
i corresponde a un instante de tiempo determinado. Las matrices R; son aquellas que contie-
ne la informacién de la covarianza de los errores en las observaciones para cada instante de
tiempo considerado. El operador H; es el operador de observaciones para un tiempo determi-
nado y extrae la informacién de la variable de estado en un instante i determinado para poder
compararla con las observaciones. Como se mencioné anteriormente el indice i en la ecuacién
de estado indica la evolucién en el tiempo de la variable de estado. El resto de pardmetros no
mencionados coinciden con los descritos en el problema 3D-VAR.

El problema de asimilaciéon de datos es un problema inverso mal condicionado, ya que

se busca la condicién inicial de una ecuacién diferencial parcial con informacién incompleta.



La gran mayoria de problemas inversos mal condicionados como por ejemplo en la restau-
raciéon de imdgenes pueden ser regularizados para obtener una mejor reconstruccién de la
solucién utilizando informacién que se conoce a priori sobre la solucién. En el caso de que
se conozca de antemano que las soluciones a un problema determinado son discontinuas se
proponen funciones regularizadoras que conserven dichas caracteristicas. Por ejemplo, en el
procesamiento de imédgenes en donde se espera que las soluciones sean constantes o lineales
a trozos se utilizan regularizaciones como la de variacion total o variacién total generaliza-
da [Bredies and Valkonen, 2011, Bredies et al., 2010, Knoll et al., 2011, Bredies et al., 2013].

En el problema de asimilacién de datos el tipo de soluciones que esperamos obtener son
constantes a trozos, lineales a trozos o en general discontinuas y por esta razén el uso de la
regularizacion de variacion total generalizada nos podria garantizar mejores resultados que los
obtenidos con la regularizacién de variacion total. Investigaciones previas proponen el uso de
la regularizacién de variacion total en el problema de asimiliaciéon de datos [Freitag et al., 2010]
con la finalidad de conservar los puntos de discontinuidad denominados en este contexto sharp
fronts.

Como se mencionod anteriormente, en la asimilacién de datos meteoroldgicos las restriccio-
nes del problema de optimizacién estdn dadas por el sistema de ecuaciones que describen la
atmosfera. El costo computacional de la solucién del sistema de ecuaciones diferenciales par-
ciales que gobiernan la atmoésfera es muy alto, por lo tanto, para simplificar este problema se
propone usar una ecuacioén de Burgers como ecuacién de estado. Esta ecuaciéon fue desarro-
llada en 1939 por J.M. Burgers y es una simplificacion de la ecuacién de Navier-Stokes que
modela la turbulencia de un fluido con un ntiimero de Reynolds alto. La ecuacién de Burgers
con viscosidad estd dada por la siguiente expresion

oy(x,t) _ y(xt)  y(xt)

o Vo2 5y vt = flxt) enQ=0Qx[0,T], (13)
y(x,t) =0 sobre I x [0, T},
y(x,0) = u(x) en ().

donde Q) es el dominio de estudio el cual va a ser fijado en cada experimento y v es el coeficiente
de viscosidad del fluido. La ecuacién de Burgers sin viscosidad se obtiene al fijar v = 0 en la

ecuacion anterior.

En este trabajo nos concentraremos en la resolucién del problema 4D-VAR con la ecuaciéon

de Burgers como ecuacion de estado. Matematicamente, el problema a resolver es el siguiente.

min

1Y Tp—1 1 T p—1 b
(y0) SRA xR 5;(21_7'[1(3/1)) R; (Zz_Hz(yl))+§(”_”) B~ (u—u")

: l (1.4)
sujeto a:

la ecuacién (1.3) discretizada.



donde m = nN; con N; el nimero de puntos en la discretizacién temporal y n ndmero de
puntos en la discretizacién espacial. Cabe recalcar que la funcién objetivo estd dada en espacios
de dimension finita, es por eso que el problema entero va a estar también en (R"N x IR") y por
tanto la ecuacion de estado necesita ser discretizada. Se tratard sobre este tema en los siguientes
capitulos.

El problema anterior es un problema inverso bien condicionado teniendo en cuenta que la
inclusion del término correspondiente a la informacién previa (background) hace las veces de la
regularizacion de Tikhonov, lo que nos garantiza la existencia de soluciones. En el caso de no
tener este término el problema seria un problema inverso mal condicionado. A continuacion,

se presentardn los conceptos mds importantes sobre este tema.

1. Problemas Inversos

Los problemas inversos han sido de gran importancia no solo desde el punto de vista mate-
matico sino también en las aplicaciones. En un inicio este tipo de problemas fueron concebidos
en la geofisica, sin embargo, a lo largo del tiempo se han descubierto aplicaciones que van des-

de la estimacién de pardmetros en la vulcanologia hasta el tratamiento de imdgenes médicas.

J.B. Keller en [Keller, 1976] propuso que dos problemas pueden ser llamados inversos, si
la formulacién del primer problema involucra al otro. En problemas de la vida real, se puede
diferenciar de mejor manera este hecho. Por ejemplo, el problema directo trata de predecir el
comportamiento futuro de un sistema fisico a partir del conocimiento del estado inicial y de
las leyes fisicas (incluyendo los pardmetros) que lo describen. El problema inverso, por otro
lado, trata de determinar el estado presente o las leyes que lo describen usando observaciones
relacionadas indirectamente con el sistema.

Existen al menos dos posibles motivaciones para el uso de este tipo de problemas. La pri-
mera, es la necesidad de conocer estados pasados o los pardmetros que describen las leyes
fisicas. La segunda, es la necesidad de encontrar la manera de influenciar un sistema a través
de su estado inicial o de sus pardmetros con la finalidad de obtener observaciones futuras lo
mas acercadas a un estado deseado. En nuestro caso, es justamente la segunda premisa la que

nos motiva a trabajar en este problema y buscar maneras de mejorarlo.

2. Problemas inversos mal condicionados

Un problema inverso puede ser formulado matematicamente a través de la siguiente ex-
presion: Encontrar u tal que para cualquier v dado

K(u) =v. (1.5)
con K : Hy — Ho y H; dos espacios de Hilbert. Entonces se tiene la siguiente definicién.

4



DEFINICION 1.1. El operador K es bien condicionado si

e para cualquier v € H existe u € H1, llamado la solucién, para el cual se cumple (1.5)
e la solucién u es tinica; y

e la solucién es estable con respecto a las perturbaciones de v. Es decir, si K(ii) = 0y
K(u) = v, entonces il — u siempre que 7 — v.

Obviamente, esta no es una definicién matematica propiamente dicha; para precisar este
hecho es necesario fijar un problema en concreto y trabajar sobre este.

Otra manera de entender cuando un problema es mal condicionado depende de la relaciéon
que existe entre los datos y las soluciones. Es decir, los problemas inversos mal condiciona-
dos son aquellos que con pequefios errores en los datos producen soluciones con errores muy
grandes.

3. Regularizaciéon de problemas inversos mal condicio-

nados

Los problemas inversos mal condicionados pueden ser reformulados de tal manera que
se pueda garantizar existencia y unicidad en las soluciones y la dependencia continua en los
datos. Este proceso es conocido como regularizacién y existen varios enfoques. Entre los prin-
cipales tenemos las regularizaciones por filtrado, regularizacion aposteriori, regularizaciéon va-
riacional y regularizacion iterativa. En este trabajo nos vamos a concentrar en la regularizacion
variacional de problemas inversos, en particular en el problema de asimilacién de datos. La
idea bésica de este enfoque es resolver un problema de optimizacién cuya funcién objetivo
contiene dos términos: el primero mide el ajuste de las observaciones y la variable de esta-
do. El segundo es un término que nos garantiza que las soluciones sean lo mds acercadas a la

realidad. Matematicamente, este problema tiene la siguiente estructura

min J(y, u) = ¢(y,z4) +R(u),

(y,u)
donde ¢(y,z;) es el término de fidelidad, aquel que mide el ajuste de las observaciones y la va-
riable de estado. En el caso de los problemas 3D-VAR y 4D-VAR mencionados anteriormente,
el término de fidelidad estd dado por la expresion:

Pzl yu) = dz Y (e — Hily)) TR i — Haly) + o (1) TB (i — ).

NI~
-MZ

Il
—_

El término R es el término de regularizacion el cudl consiste en utilizar la informacién que se

conoce previamente de la solucién. Es decir, si se conoce a priori que las soluciones a un cierto



problema son discontinuas y constantes a trozos, conviene utilizar un término regularizador

que garantice que efectivamente las soluciones del problema mantengan dichas caracteristicas.

Particularmente, en el campo de la restauracién de imédgenes, debido a que en este caso es-
peramos que las soluciones (imagenes) son constantes a trozos, un término de regularizaciéon
ampliamente utilizado es la regularizacion de variacion total. En la actualidad, se estan propo-
niendo nuevos términos de regularizacion los cuales garanticen conservar las estructuras de
funciones lineales a trozos, en particular estamos hablando del término de regularizacién de
variacion total generalizada de segundo orden.

A continuacion se describen las funciones de regularizacién mencionadas anteriormente

para espacios de dimension finita.

Regularizacion de Variacion Total (TV) La regularizacién de variacion total estd dada por la

siguiente expresion:
n
R(u) =By |Diul,
i=1

con B > 0y D es la matriz que corresponde a la discretizacion del gradiente y se nota
por D; su i—ésima fila.

Regularizacién de Variacién Total Generalizada de Segundo Orden (TGV) Laregularizacién
de variacion total generalizada tiene asociada dos pardmetros a, 3 > 0y estd dada por

la siguiente expresion
n n
R(u) = min a; |Dju — w| + ,B; |Eiw| ¢,

donde D es la matriz que representa la discretizacion del gradiente y la matriz E es el
gradiente simetrizado y se nota por E; su i—ésima fila. De manera general, el gradiente

simetrizado estd dado por la siguiente expresién:

_ Vw+Viw

Ew 5

Cabe recalcar que esta expresion estd dada en términos funcionales. Por ejemplo, para

una funcion w tal que w(x,y) = (w1(x,y), wa2(x,y)) el operador € estd dado por:

0 d
o 3,107 xW2 ‘; yW1
w= 0wy + ayZU1
A

Sin embargo, en nuestro caso, puesto que estamos trabajando con funciones con una sola
dimensién espacial, el operador £ coincide con V y por tanto la matriz E corresponde

también a la discretizacion del gradiente.



4. Problema de asimilacion de datos con términos de re-

gularizacién

El objetivo principal de la asimilacién de datos es recuperar la condicién inicial de la atmos-
fera a través de la combinacién de informacién proveniente de observaciones meteoroldgicas y
de prondsticos previos. De antemano conocemos que el estado de la atmoésfera no tiene porque
ser una funcién continua, es mds, se prevé que estd funcién tenga puntos de discontinuidad
y de no diferenciabilidad. Con esto en mente, debemos garantizar que nuestras soluciones
sean discontinuas, y para esto usamos los términos de regularizacion descritos en la seccién
precedente.

Como se mencioné anteriormente, el término correspondiente al background u’ hace las
veces de regularizaciéon de Tikhonov lo cual permite garantizar que el problema dado en (1.6)
es un problema bien condicionado. Sin embargo, la necesidad de utilizar regularizaciones mas
generales radica en que el término de Tikhonov no nos garantiza recuperar los puntos de dis-
continuidad (sharp fronts) de las funciones y por tanto la aproximacion a la solucion exacta sera

deficiente.

Todos los elementos mencionados anteriormente nos permiten formular los problemas en

los que nos vamos a concentrar en este trabajo, los cuales tendran la siguiente estructura:

min 1
(yu) 2

sujeto a:

(s~ Hiy) R (21— Haly) + 5 (e — u)B ™ (u — ) + R(w)

1oy

Il
=

1

(1.6)

Ecuacién (1.3) discretizada.

El documento estd organizado de la siguiente manera: en el capitulo 1 se presenta el pro-
blema de asimilacién de datos propiamente dicho y la simplificaciéon que vamos a considerar
en este trabajo usando la ecuacién de Burgers. El capitulo 2 estd dedicado a la estimacién es-
tadistica de la solucién del problema de asimilacién de datos y a mostrar la equivalencia que
existe entre los métodos estadisticos y el enfoque variacional. El capitulo 3 estd dedicado a la
presentacion de las condiciones de optimalidad de primer orden que nos permitirdn presentar
de manera formal el sistema de optimalidad de los problemas. Para dicho efecto, discutimos
en primer lugar los esquemas de discretizacion para ecuaciones diferenciales parciales con tér-
minos de transporte, y presentamos un esquema completamente discretizado de la ecuaciéon
de estado. Por otro lado, teniendo en cuenta que las condiciones de optimalidad de los pro-
blemas de optimizacién no lineal dependen de las derivadas de primer orden es necesario
incluir términos de regularizacién de las funciones objetivo para de este modo garantizar su
diferenciabilidad. Al final del capitulo 3 se presenta la demostracién de la convergencia de la
soluciones de los problemas regularizados a los problemas originales. El capitulo 4 se concen-

tra en proponer algoritmos iterativos de optimizacién no lineal que nos permita resolver estos



problemas. Especificamente vamos a utilizar el método del descenso mas profundo, el método
BFGS y un método de Newton globalizado. Ademads, para cada método mencionado en este
trabajo, presentamos resultados tedricos para garantizar la convergencia a puntos estaciona-
rios del problema. El capitulo 5 estd dedicado a la presentacion de los experimentos numéricos
cuyo principal objetivo es mostrar que las soluciones del problema con la regularizacién de
variacion total generalizada son mds acercadas a las soluciones exactas, en especial cuando
se trata de funciones discontinuas y lineales a trozos. Presentamos varios experimentos cam-
biando el tamafio de las mallas, los cuales nos permiten mostrar la influencia que tienen los
tamafios de la mallas en la recuperacion de los puntos de discontinuidad de las funciones.
Ademas, se disefi6 un experimento en el cual se busca analizar la influencia que tiene la can-
tidad de observaciones utilizadas sobre la manera en la que se reconstruyen las soluciones.
Finalmente, mostramos los resultados obtenidos con la ecuacién de Burgers sin viscosidad,
demostrando de esta manera que trabajar con un esquema de discretizar—luego—optimizar nos

permite resolver problemas que en espacios funcionales no necesariamente tienen solucién.



Capitulo 2

Enfoque estadistico del problema de
asimilacion de datos

El problema de asimilacion de datos consiste en encontrar el estado mas probable de la
atmosfera utilizando informacién de observaciones y de pronésticos pasados. Recordamos el
problema de asimilacién de datos 4D-VAR mencionado en el capitulo anterior:

) 1 _ 1 _

min J(yu) =5 3 (2 = Hilyi)) 'R (2 = Hi(yi)) + 5 (uw — ") B (u = u”)
’ i=1

sujeto a:

yi=u, i=1,
Yir1 = Mip1i(yi), Vi={l,...,N}.

Sabemos que efectivamente la funcién objetivo de este problema busca satisfacer las propieda-
des mencionadas anteriormente. Ademas, esta funcién objetivo puede ser interpretada desde
un punto de vista estadistico usando el método de maxima verosimilitud o un enfoque baye-
siano. Este capitulo estd dedicado a mostrar las hipdtesis bajo las cuales la funcién objetivo

descrita anteriormente es equivalente a los métodos de estimacion de pardmetros estadisticos.

De manera general, el problema de asimilaciéon de datos puede ser representado como:

encontrar u tal que

zi = M;u)+v, Vi=1,...,N

wW=u+o,

donde z; son las observaciones en cada tiempo, u” es la informacién previa, v; y v son los

errores sobre los cuales asumiremos las siguientes caracteristicas:

e ©v;, v siguen una distribucién normal de media 0

e Lamatriz de covarianza de v; es R;, parai =1,...,N.



e La matriz de covarianza de v es B.

e Los errores v; y v no esta correlacionados entre si, ni con la variable u.

Dentro del campo de la estimacién de parametros estadisticos existen dos enfoques di-
ferentes. El primero propuesto por Fisher en 1920 en el cual asumimos que la incognita u
es una variable determinista; de esta suposicién se deriva el método de maxima verosimili-
tud. El segundo enfoque, conocido como bayesiano, consiste en considerar que la incognita
u es una variable aleatoria de la cual se conoce la funcién de probabilidad a priori. Ademés,
usando la férmula de Bayes, se puede obtener la distribucién de probabilidad a posteriori
mediante la cual podremos obtener estimadores como el de maxima probabilidad a posterio-
ri (MAP) para la resolucién del problema. En las siguientes secciones se desarrollara a més
profundidad estos temas. Las ideas desarrolladas en este capitulo tomarén como referencia el
libro [Lewis et al., 2006].

1. Método de maxima verosimilitud

El método de maxima verosimilitud fue desarrollado por Fisher, y se basa principalmente
en la suposicion de que la incégnita u es determinista y que conocemos de antemano las fun-
ciones de probabilidad condicional p(z|u) y p(u’|u). Ademds, asumimos que las observaciones

y la informacién previa son independientes entre si. Asf,

p(zu’|u) = p(zlu)p(u’|u).

La teoria de probabilidad bésica, nos indica que si consideramos la funcién de probabilidad
condicional como una funcién de u obtenemos la conocida funcién de verosimilitud L(u|z, u),

la cual estd dada por la siguiente expresion
L(ulz,u") = p(z[u)p(u|u),

y depende directamente de las funciones de distribucién condicional que asumimos para z
y para u’. La idea bésica del método es: dado un conjunto de observaciones z, u” buscamos
el valor de u que maximice la probabilidad o verosimilitud de obtener dicha muestra. En el
caso de la asimilacién de datos buscamos el estado de la atmdsfera mas probable dado que

conocemos las observaciones y la informaciéon de pronésticos previos.

En las siguientes secciones se explicard como aplicar este método para los problemas 3D-
VAR y 4D-VAR.
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2. Método de estimacién Bayesiana

A diferencia del método de maxima verosimilitud, en este caso consideramos que la in-
cognita 1 es una variable aleatoria de la cual se conoce a priori su distribucién de probabilidad
p(u). Esta distribuciéon debe resumir los conocimientos previos que tenemos sobre la varia-
ble u. Ademds, asumimos que las observaciones z contienen informacién sobre u la cual sera
mostrada en términos de la distribucion condicional p(z|u). La idea bésica de este método es
combinar esta informacién a través el uso de la férmula de Bayes, para encontrar un estimador
al cual denominaremos estimador de Bayes. Sin embargo, con esta técnica no podemos garanti-
zar la unicidad del estimador de Bayes, por lo tanto se buscara el “mejor” estimador de Bayes,
el cual serd escogido de tal manera que el error en la estimacioén sea lo mds pequefio posible;

es decir, si definimos el error de la siguiente manera:
i=u—1,

donde 17 es el estimador dadas las observaciones z y una funcién de costo ¢(.), buscamos mini-
mizar el costo esperado dado por E[c(u — i1)].

La funcién de costo ¢ : R” — IR, debe satisfacer las siguientes condiciones:

2. ¢(+) es una funcién no decreciente con respecto a la norma del argumento. Es decir, para
cualquier par de vectores a,b € R" se tiene que

c(a) <c(b) si|laf| <|[b]].

A continuacién mostramos algunas de las funciones que se pueden utilizar.

Suma ponderada del error al cuadrado : Sea W € R"*" una matriz simétrica y definida posi-

tiva. Entonces

clu—t)=w—0)"Wu—a)=|u—al3.

Funcién de costo uniforme : Sea ¢ > 0 un ntimero real fijo suficiente pequefio. Se define:

0, si|ulle<eg,

clu—1)=

1, caso contrario.

Error absoluto : Esta funcién se utiliza en el caso especifico en que la incégnita es un escalar y
estd dada por:

Funcién de costo simétrica y convexa : De manera general, cualquier funcién convexa y si-

11



métrica podria servir como funcién de costo.

El problema de estimacién bayesiana se formula de la siguiente manera:

Dados p(u), p(z|u), las observaciones z y la funcién de costo ¢(-), debemos buscar un esti-
mador 7 que minimice el costo esperado B(i1) = E[c(if)].

A continuacién procedemos a desarrollar el valor del costo esperado para tener un expre-

sién explicita la cual nos facilite los calculos més adelante. Entonces,

B(#1) = E[c(i)] = / / c(u — ) p(u,z)dudz,

donde p(u,z) es la funcién de distribucion conjunta de u y z. Ahora utilizando la férmula de

Bayes sabemos que:
p(z|u)p(u)
p(z)

7

p(ulz) =

donde la funcién

p@) = [ pluz)du= [ p(elu)p(u)dn

es la distribucién marginal de z. La funcién de distribucién condicional p(u|z) es conocida
como la distribucién a posteriori de u dadas las observaciones z. De la estructura que tiene
la formula de Bayes, sabemos que esta funcién de distribucién combina la informacién que
se conoce a priori de la incognita p(u) y la informacién que proveen las observaciones en
términos de la distribucién condicional p(z|u) de una manera natural. Ahora, combinando las

férmulas anteriores podemos concluir que:

B(f) = /IR B(i|2)p(z)dz,

donde
B(il|z) = / c(u — 2)p(u|z)du.

Puesto que p(z) > 0, minimizar B(#) es equivalente a minimizar B(il|z). Por tanto, para en-

contrar el estimador eficiente de Bayes nos vamos a concentrar en la minimizaciéon de B(i|z).

Dependiendo de la funcién de costo que se escoja obtenemos diferentes tipos de estimado-
res eficientes. Por ejemplo, tomando ¢(-) como la suma ponderada de los errores al cuadrado
obtenemos el estimador de Bayes de minimos cuadrados. Sin embargo, en este trabajo nos va-
mos a concentrar en el estimador maximo a posteriori (MAP), el cual se obtiene al elegir la
funcién de costo ¢(-) como la funcién de costo uniforme para definir B(u|z). Entonces

Ser={ueR": ||u—1|c>c¢},

Se=R"=S;={ueR": [|u—1|<e}. (2.1)

A continuacién presentamos una proposicion que nos permitird calcular de mejor manera
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B(1|z).

Proposicion 1. Sea S¢ el conjunto definido en (2.1). Se satisface que:
V(Se) = (2¢)",

donde V (S¢) es el volumen del conjunto S¢.

Demostracién. Procedemos por induccién sobre n. Asi, para n = 1 tenemos que

V(s = ldu:/  1du
S¢ [u—1|<e

e
= 1dv = 2e.

—&

Suponemos ahora que se cumple para 7 y vamos a mostrar que también es verdad para n + 1.

Asi, tenemos

V(SE) = / = / 1du' - - - du"du" 1
[untl—gntl)<e J|un—am|<e [ul -1 |<e

= / e / 1du1 . dun dun+1
‘unJrl,ﬁnJrl‘Sg ‘un,ﬁn|§€ ‘u17ﬁ1|§€

— n n+l _ n+1
B (28) /uvz+l—ﬁn+1|§€ 1du N (28) ’

de donde se tiene el resultado. O

Cabe recalcar que este resultado se tiene tnicamente cuando tenemos el conjunto S, en
funcién de la norma uniforme. Ya que para cualquier u € R", se tiene que:

| u |lo= max [u],
1<i<n
y por tanto
fullow<e=|u| <e Vi=1,...,n.

Entonces tenemos

B(i|z) = /5 p(ulz)du =1— /sc p(u|z)du.

Utilizando el teorema del valor medio en su versién integral podemos concluir que existe 7 tal
que:
B(itfz) =1 - (2¢)"p(it]2).

Asi por lo tanto, si queremos minimizar B(il|z) debemos maximizar p(il|z). Entonces el esti-

mador Maximo A Posteriori de Bayes, al que denominaremos il;4p es aquel que satisface

p(iipmap|z) > p(i)z), Vil
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En las siguientes secciones mostraremos la forma de obtener este estimador para problemas
especificos.

3. Problema 3D-VAR

Esta seccion esta dedicada a mostrar la equivalencia entre las estimaciones de maxima
verosimilitud y estimacién bayesiana para el problema 3D-VAR. En primer lugar, vamos a

recordar la estructura que tiene este problema:

min () = 52— HE)TR = Hy) + 5= t)TB (- )
sujeto a: (2.2)
yi=u, i=1,

Vi1 = Mi+1,i(]/i)/ Vi = {1,. . .,N}.

donde y es el arreglo que contiene todos los instantes de la variable de estado y;. Por otro lado,
ya que el operador M; depende de los instantes anteriores de y y y; = u, se lo puede expresar
como un solo operador M y la ecuacién de estado puede ser representada como:

y = M(u).

En este caso, asumimos que conocemos una tinica observacién z y el estado previo de la at-

mésfera u?, independientes entre si que satisfacen

z=H(M(u))+o,
ub=u —+w,
donde u es la incégnita, v, w son variables aleatorias que siguen una distribucién normal con
media 0 y matrices de covarianza R y B, respectivamente. Debido a la aditividad de la distri-
bucién normal sabemos que z ~ N, (H (M (u)),R) y u® ~ N, (u, B), donde el subindice de la

distribucién normal indica su orden.

3.1. Estimacion de Maxima Verosimilitud

Teniendo en cuenta el método descrito en las secciones anteriores debemos calcular la fun-
cién de probabilidad conjunta condicional de p(z, u’|u). Puesto que las observaciones son in-
dependientes y conocemos de antemano la distribucion que siguen tenemos que:

p(z,ub|u) = !
/ (@r) 2| B[R] 72

exp {—;(uh —u)"B (u" —u) - %(Z — H(M(w)))'R™(z - H(M(”)))} :
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Asumiendo que u es una variable determinista definimos la funcién de verosimilitud como:

1
(271,)»1+m/2|B‘1/2|R’1/2

L(ulz,u’) =

1 _ 1 .
exp {—z(ub —w)TB (b —u) — E(z —HM W) Rz~ H(M(u)))} .
Entonces, el estimador de médxima verosimilitud es aquel que maximiza la funcién de verosi-
militud. Sin embargo, debido a la dificultad en la resolucién de este problema se propone una
modificacién del mismo a través de la aplicacién de la funcién logaritmo natural a la funcién
de verosimilitud. La equivalencia entre ambos problemas se obtiene gracias a que la funcién

logaritmo natural (In) es monétona creciente. Asi, debemos resolver el problema

1
. by s
ml?xlnL(u|z,u ) = mlelaxln ((2%)”*’”/2|B|1/2|R|1/2>

— |30 =B ) (e HOM)TR e = M)

Entonces, podemos concluir que este problema es equivalente al problema 3D-VAR dado en
la ecuacion (2.2).

3.2. Estimacion Maxima A Posteriori

El método de estimacién bayesiana, como se mencion6 anteriormente, supone que la incog-
nita es una variable aleatoria de la cual conocemos a priori su funcion de distribucién. En este
caso, asumiremos que dado los pronésticos previos u’ la incégnita u sigue una distribuciéon
u ~ Ny (u’, B). Ademés la funcién de distribucién condicional p(z|u) es

pleli) = G %P { 5 (2~ HOM) R = H(M(w)) }.

Sabemos que para encontrar la estimacion Maxima A Posteriori es suficiente maximizar p(u|z)

la cual usando la férmula de Bayes estd dada por:

lz) = P
plulz) T

y nuevamente puesto que p(z) es constante con respecto a u. El problema se reduce a resolver:
méx p(z|u)p(u),
lo cual, al igual que en el caso anterior es equivalente a resolver
maxIn(p(z[u)) +In(p(u)),

u
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debido a que la funcién In es mondétona creciente. Asi, obtenemos el siguiente problema

max - {; b TB N —w) 4 5 (2~ M) R (2 H(M(u)))} .

Este problema es equivalente a resolver el problema 3D-VAR dada en la ecuacién (2.2). Cabe
recalcar que en este método no asumimos nada sobre los pronésticos previos u?, el analisis
se realiza en el sentido opuesto. Es decir, asumimos que la incognita sigue una distribucién
normal que tiene como media el valor de u’. Esta es la principal diferencia con el método
de estimacion de méxima verosimilitud a pesar de que al final ambos métodos se reducen a

resolver el mismo problema.

4., Problema 4D-VAR

El problema 4D-VAR esta dado por la siguiente expresién:

N

1 1
min J(y,u) = 5 3o (2 = Hi(ya)) 'R (2 = Hiyi) + 5 (u = u) B (u —u)
’ i=1
sujeto a: (2.3)
yi=u, i=1,

Yier = Migi(yi), Yi={1,...,N}.

Aligual que para el problema 3D-VAR asumimos que las N observaciones y la informacién
previa son independientes entre si y que satisfacen:

z; = Hl(./\/l(u)) +v;, Vi=1,...,n.

ub:u—l—w.

donde z; son las observaciones, u? es la informacién previa. Ademds, v; ~ Ny, (0, R;) para cada
i=1,...,Nyw~N,(0,B).
4.1. Estimacion de maxima verosimilitud

Siguiendo las ideas de la seccion anterior sabemos que la funciéon de distribucion condicio-
nal estd dada por la siguiente expresién

1
b _
p((zl,u )|1/l) = (27T)Nm/2+"/21—[i]il |Ri|1/2|B|1/2

N
exp {—;(ub —u)" B (1’ —u) - % ;(Zi — Hi(M(u)) R (zi — Hi(M(”)))} ,
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por tanto la funcién de verosimilitud estd dada por

1
(270)" /22 T | Ry V[ BJ /2

exp {—;(ub —u) "B (b —u) - %

L(u|(zi,u")) =

Z

Il
=

1

(zi — Hi(M(u))) R (z; — Hi(M(”)))} -

El estimador de méxima verosimilitud es aquel que resuelve el problema

maxIn(L(u|(zy, ..., zn,ub)))

N
= mix - {;wb )BT )+ Yo (ei = MM R} e - %(M(u)))} ,

lo cual es equivalente a resolver el problema de asimilacién de datos 4D-VAR dado en (2.3).

4.2. Estimacién maxima a posteriori

Asumimos la independencia en las N observaciones y ademads suponemos que la incégnita
es una variable aleatoria que sigue un distribucién u ~ N(u?, B). Usando un razonamiento
similar al de la seccién anterior tenemos que el estimador maximo a posteriori es aquel que
resuelve el problema

max Inp(ulz) +Inp(u),

es decir,

max — {;( b )TB (b —u) +

u

N
Y (zi — Hi(M(u)) R (zi — Hi(M(”)))} ,

i=1

N =

el cual es equivalente a resolver el problema 4D-VAR dado en (2.3). Los razonamientos reali-
zados en las tltimas dos secciones fueron desarrollados a partir de [Kalnay, 2003]

5. Problema 4D-VAR con regularizacién de variacidn to-
tal

Las soluciones del problema de asimilaciéon de datos, como se mencioné anteriormen-
te, no necesariamente son continuas. Esta informacién puede ser considerada como la in-
formacién a priori de la incégnita. Es por eso de vital importancia el estudio de la inter-
pretacion estadistica de los problemas inversos que involucran términos como el de varia-
cion total. Los resultdos presentados a continuacion fueron desarrollados siguiendo las ideas
de [Lee and Kitanidis, 2013]. Al igual que en los casos anteriores comenzamos recordando la
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estructura que tiene el problema:

. 1 _ 1 _
min J(yu) = 5 (2 = Hiya)) 'R (2 = Hilwi)) + 5 (u —u”) TB7H (u —u)
o i=1
n
+ Diu
5;\ | 24
sujeto a:
yi=u, i=1,

Vier = Mis1i(yi), Vi={1,...,N}.

Para este anlisis definimos el vector z = (z,u") y el operador no lineal £ : R" — R” x R",
tal que
E(u) = (H(M(u)),u)).

Asi, el funcional objetivo del problema (2.4) puede ser reescrito como:

—_

J(u) =€) — 276N EW) —2) + ﬁi IDul,

1
R! 0
Gl= )

A continuacién se presenta el andlisis de estimacién (MAP) para este problema. Comenzamos

donde

suponiendo que la funcién de distribucién condicional de las observaciones z dado u, esta

dado por:
1

plaln) = g o { ~3(E — £ 6 G = e }.
Ahora, como se mencion¢ en la introduccién, la principal caracteristica de la regularizacién de
variacion total es que nos permite conservar los puntos de discontinuidades o sharp fronts que
tiene la solucién. Con esta informacién apriori asumiremos que u sigue una distribucién de

Laplace de Du, cuya funcién de distribucién es:

1 1¢
p(u) = g &P {—9 ) |D,~u} .
i=1

Usando la férmula de Bayes sabemos que la distribucién a posteriori estd dada por la expre-
sion:
_ Z\u)p(u
p(ulz) = PERPE)
p(2)
puesto que p(Z) es constante con respecto a u. El estimador (MAP) del problema debe resolver

el problema de
méaxIn(p(z|u)) + In(p(u)),

u
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es decir,

u

maéxcte — {;(Z—g(u))TG_l(Z— E(u)) + ;gDiul} .

El cual es equivalente al problema (2.4) con el pardmetro B = 1/6. Dada la estructura del pro-
blema no se puede aplicar un método de maxima verosimilitud.

6. Problema 4D-VAR con regularizacion TGV

Este problema, al igual que el anterior, tienen la caracteristica de conservar los sharp fronts
en las soluciones y esta es la informacién a priori que usamos para la estimacién de la pro-
babilidad a posteriori. Recordando el problema que involucra la regularizacién TGV tenemos

min J(y, u,w) Z(Zl Hilyi)) R Nz — Hilyi)) + %(u —u")TB (u —ub)

yu,w
+u Z |Diu — w;| + B Z |E;w]
i=1 i=1 (2.5)
sujeto a:
yi=u, i=1,
Yie1 = Mivi(yi), Vi={l,...,N}.

Realizando los siguientes cambios de variable zZ = (z,u") y x = (u,w) y definiendo los opera-
dores £(x) = E(u,w) = (H(M(u)),u) y la matriz

lD:
0 BE

aD  —al ]

El funcional objetivo del problema (2.5) se puede reescribir como:

2n—1

1 - _
J(x) = 5(£(x) —2)'GTH(E(x) —2) + } Dyx].
i=1
Asumimos que la distribucién de probabilidad condicional dado el vector Z estd dada por:

plal) = s P { ~3E— ER)TC 1 E - £

y la informacién a priori sobre x se asume que sigue una distribucién de Laplace de IDx dada

por la expresion:

p(x) —exp{ "2 |1Dx|}

19



Usando la férmula de Bayes sabemos que la distribucién a posteriori estd dada por

21z = PEX)P()
p(x[z) O

y por un razonamiento similar al anterior, podemos concluir que el estimador MAP debe re-
solver el problema

maxIn(p(z|x)) +In(p(x)),

es decir,

u

1 2n—1
mix— {Z(Z—S(x))Tc-l(z—g(x))+ ) |]Dl~x|},

el cual es equivalente a resolver el problema (2.5).

20



Capitulo 3

Condiciones de Optimalidad

El principal objetivo de este capitulo es derivar las condiciones de optimalidad del proble-
ma de asimilacién de datos con la ecuacién de Burgers como ecuacion de estado. Este resultado
sera obtenido utilizando el enfoque de discretizar-luego—optimizar; el cual como su nombre lo
indica, se basa en la discretizaciéon completa del problema para luego obtener las condiciones
de optimalidad del mismo. Asi, se abordardn temas como la discretizacién de la ecuacién de
estado. Ademads, debido a la no diferenciabilidad de las funciones objetivo se presentan técni-
cas de regularizacion, las cuales nos permiten calcular las primeras derivadas de las mismas
y asi poder presentar formalmente los sistema de optimalidad para los problemas de interés.
Una vez obtenido el sistema de optimalidad, sabremos la estructura de la ecuacién adjunta y
usando resultados de ecuaciones en diferencias podremos garantizar la existencia y unicidad
de soluciones. Finalmente, puesto que se resolveran los problemas regularizados se mostra-
rd que las soluciones de los problemas regularizados convergen hacia las soluciones de los
problemas originales.

1. Ecuaciéon de Burgers

Esta seccién estd dedicada al estudio de la ecuacién de Burgers. En lo que sigue analiza-
remos aspectos tedricos sobre la ecuacion de estado como el anélisis de existencia y unicidad
de las soluciones. Ademads, presentamos las técnicas de discretizacion utilizados para la reso-

luciéon numérica de la misma.

1.1. Existencia y unicidad de soluciones

El analisis de existencia y unicidad de las soluciones se la realizara tomando como referen-
cia la Tesis doctoral [Volkwein, 1997]. El mismo que serd realizado en espacios de dimensién

infinita.
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Comenzamos la seccién presentando la notacién que se usara. Se definen los espacios V =
H{(Q), H=L*(Q) y W(V) = W(0, T; V) cuya definicion estd dada por

W(0,T; V) = {¢: ¢ € L2(V), ¢t € L*(V*)}.

donde ¢y es la primera derivada temporal de la funcion ¢(x, t). Ademds, notamos al producto
interno usual del espacio de Hilbert H por (-, -)y, mientras que el producto (-,-)y+y es el
producto en dualidad de V un espacio real normado y V* su correspondiente espacio dual.

Consideramos la ecuacién de Burgers con condiciones de borde tipo Dirichlet homogéneas
dada en la ecuacién (1.3) con la siguiente estructura:

dwy(xt)  Py(xt)  dy(xt)

o VTl T oy cy(x, t) = f(x,t) enQ=Qx[0,T],
y(x,t) =0 sobre ' x [0, T],
y(x,0) = u(x) en Q).

donde v es el pardmetro de viscosidad del fluido, f € L?(V*) y u € L?(Q)). Notaremos por
y(t) = y(-,t) alas funciones que dependen solo de x cuando  es fijo.

Definicién 1. Una funcién y € W(V) se llama solucién débil de (1.3) si
Ye(®), @)vev +v(y (), @)v +b(y(6),y(t), ¢) = (f(t), @)v-v @.1)
para todo ¢ € V y para casi todo t € [0, T| y
y(0) = u (32)
se satisface. Ademds, notamos por b(¢, ¢, ) a la forma tri-lineal dada por
b9, 09) = 5 [ (99)9 -+ pg'pix
para todo ¢, ¢, € H(Q).

El siguiente Teorema nos garantiza la existencia de una tnica solucién y € W(V) que
satisface (3.1)- (3.2)

Teorema 1. Existe una iinica solucion débil para (1.3) si f € L2(V*) yu € L*(Q)).

Demostracién. La demostracion de este Teorema fue tomada de [Volkwein, 1997], Teorema 2.2,
Capitulo 5. 0
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1.2. Discretizacion

La ecuacion de Burgers es una ecuaciéon de Adveccion-Difusiéon ya que contiene un tér-
mino de difusion dado por
9%y
“Vox2

y el término advectivo o de transporte dado por

9y

Tox
Ademas, ya que vamos a tomar v < 1, se puede considerar a esta como una ecuacién cuyo
término de transporte es dominante. La discretizacién de la ecuacion serd realizada utilizando
el esquema de diferencias finitas para las variables espaciales y un esquema de Euler semi-

implicito para la variable temporal.

Discretizacién espacial

La idea principal del esquema de discretizacién con diferencias finitas se basa en la par-
ticién del dominio espacial. Esta particiéon puede ser realizada uniformemente o con mallas

adaptivas.

Los elementos de la particién {x;}_ son de la forma:
xj = jh, Vi=1,...,n,

donde i = 1/u+1y n es la cantidad de puntos de la particién. A este tipo de particiones se les
conoce como uniformes y corresponden al tipo de particiones con las que vamos a trabajar.

Los puntos de la particién servirdn como referencia para la creaciéon de vectores en los cua-
les cada entrada corresponde al valor de la funcién en un punto de la malla. Una vez obtenidos
estos vectores se propone el uso de un operador diferencial discreto para la segunda derivada

espacial, el cual tiene la siguiente estructura:

v Yiv1 —2Yi+Yia
y = n2 .

Reemplazando en la ecuacién de Burgers tenemos que, para cada i perteneciente a la particion

del dominio espacial,

i Virr —2Yit+Yior o .
ot v hz +yl(yl) _fl'

donde /1 = 1/n+1 es el tamafio de la discretizacién y n es la cantidad de puntos de la particion.

Ahora nos corresponde discretizar el término y;(y;)’. Siguiendo la l6gica anterior se podria
pensar que usar un esquema con diferencias centradas podria funcionar sin inconvenientes.
Sin embargo, de trabajos pasados se conoce que este tipo de discretizacién aplicada a ecua-

ciones cuyo término de transporte es dominante, genera oscilaciones en las soluciones. Este

23



tipo de oscilaciones no corresponden a la dindmica del sistema en estudio y por tanto generan
soluciones incorrectas. De [Griebel et al., 1998] se sabe que utilizando mallas suficientemente
finas se puede evitar este fendmeno. Sin embargo, utilizar mallas muy finas resulta en el incre-
mento considerable del tamafio de los sistemas a resolverse lo cual para problemas de dos o

tres dimensiones es poco conveniente.

Otra solucién al problema de estabilidad en este tipo de ecuaciones consiste en reemplazar
el esquema de diferencias centradas por un esquema de diferencias hacia atrds si el coeficiente
del término de transporte es positivo y un esquema de diferencias hacia adelante en caso contra-
rio. Mateméticamente, si se desea discretizar el término Bu’, esta condicién se puede expresar

de la siguiente manera:

Ui —Uj1
h
Uit1 — Vi
—

sip>0=uj=

sip<0=u=

La principal ventaja de usar este esquema es que los valores propios de la matriz resultante
al discetizar completamente la ecuacién tendrdn su parte real positiva lo que resulta en una
estabilizacién de la discretizacion, ver [Griebel et al., 1998].

Aplicando estos resultados a nuestro problema en el cual el coeficiente del término de
transporte es y; se tiene la siguiente regla:

siy; > 0=y, =YL _hyi_l
siy; <0=yl = y”lh_yz

Asi, tenemos que escoger un esquema de discretizacion para cada componente del vector
y. Por lo tanto, se puede definir la siguiente matriz, la cual notaremos por U, y la estructura

de cada una de sus filas estd dada por (3.3).

U,(i,i)y=1yu(i,i—1)=-1 siy; >0yi#1,
. Uy(i,i) =1 siy; >0yi=1,
(up)i-zﬁ U, (i, 1):—1yU(zz—|—1) 1 siy;<0yi#n, (3.3)
up(ll): siy; <0yi=mn,
Up(i,j) =0 sij #i.

Es importante mencionar que el esquema Upwinding produce un error local de discreti-
zaciéon de O(h) al contrario del O(h?) que se obtiene en el caso de las diferencias centradas.
Sin embargo, el efecto de estabilizacion que ofrece este esquema es de vital importancia para
obtener la solucién correcta del problema.

Por otro lado, en el caso del término de segundo orden se usard la conocida matriz corres-
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pondiente al Laplaciano discreto, dada por la siguiente expresion:

2 -1 0 0 0
-1 2 -1 0 0
1 0o -1 2 -1 0
A=
1 0 0
-1
0 0 0 0 -1 2 |

Discretizacién temporal

Para la discretizacion temporal usaremos un esquema semi-implicito de Euler dada por la
siguiente expresion:
Yyt —yi
At

donde At = 1/(N;+ 1) y N; es el numero de puntos en la discretizacion temporal. La prin-

+vAY T UL () =

cipal ventaja de escoger este tipo de esquemas es que el sistema a resolver es lineal y tiene la
siguiente estructura:

Yt AtV Ay 4 Atdiag(yj)uf;y”l = At 4y, (3.4)

paraj = 2,..., N;. Mientras que la condicién inicial dice que y* = u.

En la Figura 1 se presentan 4 instantes diferentes de la solucién de la ecuacién de Burgers
obtenida con el esquema presentado anteriormente. Para su solucién utilizamos los siguientes
pardmetros, f = 0, v = 0,6. Tomamos 50 puntos de discretizacion espacial y 100 en la temporal.
Ademds, la condicion inicial para este problema es u = 2l,. g<x<g5) donde [, es la funcién
indicatriz del conjunto A.

0 L 1 1 1 i O L 1 1 1 1 1 Il L Il Il Il
0 5 10 0 5 10 0 5 10 0 5 10
O QO (9] Q
(a) t=0 (b) t=0.25 (c) t=0.5 (d) t=0.75

Figura 1. Instantdneas de la ecuacién de Burgers con v = 0,6

Otra opcioén valida en el caso de la discretizacion de la ecuaciéon de estado consiste en

realizar una discretizacion completa en el tiempo y en el espacio, la cual nos permita escribir
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la ecuacién de estado como una sola ecuacién no lineal. Para esto, comenzamos notando que
la solucién de la ecuacién de Burgers y € R™*Nt puede ser reescrita como un vector con la

siguiente estructura:

y= : ’
yN
donde yi € R”; de este modo y € R" con m = n - N;. En este contexto definimos ademas las

siguientes matrices:

0 0 0 0 0 0
0 A 0 0 u, 0
A - 7 U = .
00 A 0 0 uy !
0 0 0
0 diag(y! 0
2o |0
0 0 diag (yN—1)
y _ -
I 0 0 0
-T T 0 0 0
1
=—| 0 —-IT I 0 0 3.5
E=+ ' , 3.5)
0 0 0 ... I I |
donde 0 es la matriz de ceros de tamafio n x n. Ademas, definimos el vector
u/ At
2
fw-| ' |,
N
asi la ecuacion de estado puede ser reescrita como
e(y,u) = Ey+vAy+ Z(y)Uy — f(u) = 0. (3.6)

Como mencionamos anteriormente, la solucién de la ecuacién de estado se redujo a la
solucion de un sistema no lineal. Debido al tamafio de las matrices definidas anteriormente,
este esquema no es aplicable desde el punto de vista computacional; por esta razén, para su

solucién procedemos a resolver los N; sistemas lineales resultantes dados en la ecuacién (3.4).
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Nota: La matriz U, dada en (3.3) depende directamente de la variable y; sin embargo, de
ahora en adelante asumiremos que esta matriz es constante y corresponde a la discretizacién
del gradiente. El esquema upwinding serd usado tinicamente para la resolucién numérica del
problema.

2. Asimilacién de datos con la ecuacion de Burgers

De lo mencionado en la introduccién sabemos que el problema de asimilaciéon de datos con
la regularizacién de variacion total con el cual vamos a trabajar estd dado por la expresion:

1 Tp-1 1 BT R-1 b
i — — Hi(y;))R; = Hi(y; “(y — B —
o 0r) = 5 323 = Hu) TR (2= i) 50— )TB )
+B)_ |Diul
i=1 (3.7)
sujeto a:
e(y,u) =0,

donde e(y, u) = 0 estd dada en (3.6) y corresponde a la ecuacion completamente discretizada.
Ademas, la matriz del gradiente discreto es una matriz de n — 1 filas y n columnas la cual nos
garantiza la estabilidad de la discretizacién y esta dada por la siguiente expresion:

1 00 ... 00
11-11 0 ... 0 0
D= (3.8)
I
0 0 0 -1 1

Por otro lado, el problema con regularizacién de variacién total generalizada estd dado
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por:

1 N
. J(y, u,w) =7 ;(Zi = Hi(y) 'R (20 — Hilyi)

+1(u —u)TB~ (u — ub)
2 (3.9)

n n
+a ) |Diu —wi| + B Y |Ew|
i=1 i=1

sujeto a: e(y,u) =0,

donde e(y, u) = 0 esta dada en (3.6), D esta dada en (3.8). La matriz E que corresponde al gra-
diente simetrizado, en este caso debido a que trabajamos tinicamente con una variable espacial
coincide con el gradiente usual discretizado dado por la siguiente expresion:

-1 1 0 0
0 -1 1 ... 0
=Xl 0o o 41 0
- _
oo 1
0 0 0 .. —1]

3. Discretizacion del operador H(-)

Esta seccién estd dedicada al estudio del operador #(-), cuya principal funcién es extraer
la informacién de la variable de estado ubicada en los puntos de la malla que coinciden con
informacién que poseemos de las observaciones. Para esto, asumimos en primer lugar que co-
nocemos de antemano la ubicacién de las observaciones tanto en el tiempo como en el espacio.
Asi, denominaremos 7, la cantidad de puntos en el espacio en el que se toman las observacio-
nes y por N, a la cantidad de instantes en el tiempo en los que se toman dichas observaciones.
Ademas, recordamos la definicién del indice m = nN; y definimos m, = n,N,. De este modo
las observaciones estdn ordenadas en un vector z € R"*!, mientras que y € R"*!. Asi, el
operador H estd dado por:

H - RMx1  _y RMex1
y = H(y).

Este operador no necesariamente es lineal; sin embargo, en este trabajo lo asumiremos. Asi,
vamos a deducir la existencia de matrices que describen este operador. En primer lugar, defi-

nimos el espacio

O:={(i,j): 1 <i<n1<j<N;: existe una observacion en el punto i en el instante j}.
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Entonces definimos la matriz H; la cual corresponde a extraer de una matriz identidad n x n
las filas que corresponden a los indices en O. Luego definimos la matriz H la cual es una matriz

diagonal por bloques tal que el bloque Hj; estd dado por

0 si no.

by { H; si(i,j) €O,

Finalmente, definimos la matriz S = F ® I,;, x»,, con F la matriz que estd formada al extraer las
filas de la matriz identidad N; x N; que corresponden a los instantes en los que se toman las
observaciones. La operacién (®) es el producto tensorial de Kronecker. Antes de presentar la
forma que tendran las funciones objetivo vamos a mostrar un ejemplo simple de la forma que

tienen las matrices descritas en esta seccion.

EjEMPLO 1.Sean = 2, Ny = 3, N = 1y M = 2. Entonces n, = 2y N, = 2y tenemos el
conjunto
0={(1,1),(2,1),(1,3),(2,3)}.

Esto significa que tenemos observaciones en todos los puntos del espacio pero solo en el primer
y ultimo instante en el tiempo. Entonces, siguiendo los lineamientos descritos anteriormente,

la matriz H estd dada por la siguiente expresion:

(10000 0]
010000
He 000O0O00DU ,
000O0O00
000O0T1D0
| 00000 1]
con H; la matriz
H— 10
01
La matriz S esta dada por
100 000
5 010000
1000010
000O0O0T1

Podemos verificar entonces que siy = [1,2,3,4,5,6] T se tiene que

SHy =

AN U1 N =

29



Las entradas del vector resultante corresponden a las ubicaciones definidas por el espacio O,

por tanto podradn ser comparadas con las observaciones.

Utilizando estas matrices la funcién objetivo del problema con la regularizacion TV esta

dada por:
1 Tr_1 1 T -1 b
](y,u)zi(z—SHy) R (z—SHy)+§(u—u) B~ (u—u’)
n
+,BZ‘DZL[’
i=1

De la misma manera, se puede reemplazar el operador 7(-) en la funcién objetivo con la regu-
larizacién TGV obteniendo la siguiente funcién objetivo:

J(y,u,w) = =(z — SHy)TR_l(z — SHy)

+ > (u—u")TB Hu —ub)

NI = o) -

n n
+a ) |Diu—wi|+BY|Ewl
i=1 i=1

4. Funcién objetivo no diferenciable

La resolucién numérica de los problemas de optimizaciéon no lineal asume la diferencia-
bilidad de la funcién objetivo. En el caso de los problemas (3.7) y (3.9) sus funciones objetivo
contienen términos no diferenciables, por lo tanto es necesario realizar cambios a las mismas
de tal manera que se pueda garantizar la diferenciabilidad y asi poder aplicar los algoritmos de
optimizacién usuales. Los términos no diferenciables en estas funciones objetivo corresponden

a la funcién valor absoluto, la cual contiene un solo punto de no diferenciabilidad.

En este trabajo, se propone el uso de la regularizacién de Huber la cual tiene un buen
desempefio debido a que su modificacion es de caracter local. Proponemos el uso de la regu-
larizacién de Huber usual para los algoritmos que asuman la diferenciabilidad de la funcién
objetivo y a la cual de ahora en adelante nos referiremos como la regularizacién de Huber C!,
haciendo referencia a que es solo una vez continuamente diferenciable. Ademds, se propone el
uso de la regularizacién de Huber dos veces diferenciable o regularizacién de Huber C? para
aquellos algoritmos que lo requieran. Cada una de estas funciones tienen asociada un pardme-
tro y el cual a medida que va tomando valores més grandes se va acercando cada vez més a
la funcién del valor absoluto. De ahora en adelante nos referiremos a esta regularizacién como
la y-regularizacién del problema. La regularizacién de Huber C! estd dada por la siguiente
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expresion

T <l
H,(t) = v (3.10)
1 1
t— —if |t > —.
=g 61>
Mientras que la regularizacién de Huber C? estd dada por la expresion:
|t +C1 +K sit€ A,
04 :
Hy(t)={ 3t sit€B, (3.11)

H C
Glt| + ?|t\2+§|t|3+D sit ez,

donde:
A:=<JteR: |ty>1+i
= Dy 2 [
Bimdte Ryt <1- -
= Dy 2 [
T={teR: |yl -1 < —
= ey S
las constantes u L <1 1) u 1 <1+ 1)
=—(1—=),up=— — |y
Ty 2y ¥ 2v) 7
29 +1)2
3
__Tr _(x_H) » _C s
C= 5 D—<2 2>u1 Gluq| 3|u1|
H C
Clzgu%—uz K:G(uz—ul)—kz(u%—u%)+§(u§—u§)

En la Figura 2, se muestra la comparacion entre la funcién valor absoluto y las regularizaciones
de Huber C' y C? cony = 1.

La eleccién de la funcién de regularizacion se la realizard dependiendo del algoritmo que
se use para la solucién del problema. Los algoritmos de optimizacién utilizados en este trabajo
utilizan la informacién de las primeras y segundas derivadas de las regularizaciones, por tanto

presentamos a continuacion sus expresiones.

La derivada de primer orden de la regularizacién de Huber C! estd dada por la expre-
sién (3.12):

_ 7t
ho(t) = max(y[f,1] (3.12)

Mientras que la primera derivada de la regularizacién de Huber C? est4 dada en la expre-
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T T T
10 o 10 | 1 2
Huber C!
Huber C?
51 * 51 .
0 L | | | i 0 L | | | i
—10 0 10 —10 0 10
X X
(a) Regularizaciones de Huber C! y C? (b) Regularizaciones de Huber C! y
y la funciéon |- | cony =1 C? yla funcién | - | con v = 10

Figura 2. Comparacion de Regularizaciones y la funcién | - |

sion (3.13)
t

[l
ho(t) = vt site B, (3.13)

t 1\?
M(l—l(l—ﬂt\jtm) ) sitecT.

En la Figura 3, se muestran las derivadas de primer orden de las dos regularizaciones.

sit € A,

Finalmente, puesto que para el método de Newton globalizado necesitamos conocer la se-
gunda derivada de la regularizacién de Huber C2, mostramos su expresion en la ecuacién (3.14)

1 (1) ® (¢) i
{m e ] red

ho(t) =< 71 sit € B, (3.14)
{(1_%9%) i_(t)Q(t)]+729 tQt} siteZ,

LT Tl
donde 6, (t) =1 — |t| + 217 En el caso de que t € R el producto (®) puede ser reemplazado

por el producto usual. Sin embargo, en el caso de que la variable sea un vector entonces el
producto (®) representa el producto componente a componente.

Una vez que hemos introducido las diferentes funciones de regularizacién procedemos a
mostrar la estructura que tendrdn las funciones objetivo cuando incluimos la y-regularizacion.
En este caso no vamos a especificar el tipo de regularizacién de Huber que se va a utilizar.

La funcién objetivo y-regularizada del problema con la regularizacién de variacion total
estd dada en la ecuacioén (3.15)
n

To(y,u) = %(z — SHy)"R™!(z — SHy) + %(u —u")"B M (u—u’)+BY H,(Duu), (3.15)
i=1
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|
—10

10

|
—10

10

(a) Primera derivada de las regulari-
zaciones de Huber C' y C2 con v = 1

(b) Primera derivada de las regulari-
zaciones de Huber C! y C2 con y = 10

Figura 3. Comparacion de las primeras derivadas de las regularizaciones

y la funcién objetivo y-regularizada para el problema con la regularizacion de variacién total
generalizada estd dada en la ecuacién (3.16)

Joly, ,0) = 52— SH(y)) "R (2.~ SH(y)) + 5 (u — ) B~ (u — )
n n—1
+ o) Hy(Dju—w;)+p %Hy(Eiw). (3.16)
i=1 i=1

De este modo los problemas y—regularizados se escriben como sigue:

I(niI)l Jy(y,u) definida en (3.15)
yu
sujeto a: (3.17)
e(y,u) =0,
y
min Jy(y,u, w) definida en (3.16)
(y,uw)
(3.18)

sujeto a:
e(y,u) =0.

5. Convergencia de las soluciones de los problemas -
regularizados a las soluciones del problema original
En esta seccién vamos a analizar la convergencia de las soluciones del problema - regula-

rizado a las soluciones del problema original. Para esto vamos a usar las ideas desarrolladas en

[De los Reyes, 2015]. El anélisis se lo realiza para la regularizacién de Huber C?, sin embargo,
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estos resultados pueden ser extendidos a la regularizacién de Huber C! sin ningtin proble-
ma. Comenzamos esta seccion con un Lema que garantiza la convergencia de la funcién de

regularizacién de Huber C? a la funcién valor absoluto.

Lema 1. Sea a € R, entonces
lim H,(a) = |a|.

Y—ro0
Demostracion. Notemos primeramente que H,(a) < |a| para todo a € R. Para poder usar la
definicién de la regularizacién de Huber dada en (3.11) analizamos tres casos por separado
Sivyla| >1+ Ly
Ylal = 2
De la definicién dada en (3.11) tenemos
0 <la] — Hy(a)| = |la] — |a] — C1 — K| = |C1 +K|

11 1t 1 L+1 1 1 1
2y 292 83y 297 92 2y 297 83

Ty T Ty Ty
_|_i_ 1 |_1272+1
L2y 24931 2493 goteo

Del teorema del sindwich podemos concluir que

H .
v(a) P |a|

1
Si < ——
ivla] < —3 ~
Usando nuevamente la definicién en (3.11) tenemos que

7la?
0 < |la| — Hy(a)| =< |a| + SR

1
Puesto que |a| <1 — 2 entonces tenemos

1 1 1 1\?
o<l =Fe) <3 g3 35 (135
_3_ 1.1
2y 2 8y

Tomando el limite cuando y — +oo y del teorema del sdndwich podemos concluir que

H .
v(a) e la|

Si|yla] = 1] <1/2y :
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De argumentos similares a los de los casos anteriores se tiene que

0<

H 2 C 3 H 2 C 3
_ _ _ = _ < i =
ol = Glol = 1o = S f* = D| < lal + Glol + 5 laft+ 5l + D,
a0 (14 ) (1 1V (1 LY
- 2y)y 297 2y 37° 2y
H\ 1 1\ A 1 1\’
R R Sa)
2 2]y 2 v 2y) 3y 2y
3,3 1
29 492 1293
lo que nos permite concluir que

Hy(a) — lal

O

Para poder probar la convergencia de las soluciones, en primer lugar, vamos a probar la

acotacion de las variables de estado de los problemas y—regularizados. Puesto que la funcién

objetivo depende tinicamente en unas pocas componentes de y, vamos a usar la definicion de

la ecuacion de estado para garantizar su acotacién. Para la demostraciéon del siguiente Lema

vamos a usar el resultado conocido como suma por partes el cual enunciamos a continuacién.

Lema 2 (Suma por partes). Sean {ay} y {by} dos sucesiones. Entonces

n n
Y (b — be) = [ans1busr — ambm] — Y by (a1 — ax)
k=m

k=m
El siguiente Lema muestra el resultado de acotaciéon de la variable de estado.

Lema 3. Sea 'y la solucion de la ecuacion de estado e(y, u) = 0 dada en (3.6), entonces se tiene que

, J .
Iy I<llull+at) I f ., Vi=1...,Np.
i=1

Demostracién. Vamos a comenzar por recordar la ecuacion de estado e(y, u) = 0 dada por:
Ey +vAy+ Z(y)Uy — f(u) = 0.

yl u / At
dondey = ol yf(u) = :
yN N
Entonces, analizando componente a componente en el tiempo

Paraj = 1:
y._u

At AF
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Paraj=2,...,N; ‘ ‘
y]—y]_l

AT vAy + diag(y U,y — f = 0.

Vamos a analizar tinicamente los términos para j = 2,..., N;. Asi, multiplicando por (/)T se

tiene que

)" (W) +vy) Ay + () diag(y/ Uy — ()T F = 0. (319)

Analizamos por separado el tercer término de la ecuacién anterior. Asi, recordando que asu-

mimos que la matriz U, es la discretizacion del gradiente, se tiene que

-y
(/) diag(y' ) Upy' = Zyiyi 1( I 1)

Usando, el Lema 2 se tiene que
i . . . 1 Pl Pl n yl yl
(v)) diag (v ) Uy’ = 3 [yho 'vh — vivt W] - Yovivl ( n ) :
i=1

Podemos notar, que el Gltimo término del lado derecho es igual a (y/)"diag(y/~)U,y/, por
tanto

R - 4 . C
(v) diag(y" )Upy' = 5, v - v
Usando las condiciones de borde del problema, las cuales indican que yfq = y]i = 0, se tiene
que
(v))" diag(y ™) Uy’ = 0.
Asi, de (3.19) tenemos que
1Y [P= )Ty~ + Aty Tf = vaty) T Ay

puesto que A, la matriz de la discretizaciéon del Laplaciano, es definida positiva se tiene que
vAt(y)T Ay/ > 0. Entonces,

Iy 112< @)Y+ Aty) £,
Aplicando la desigualdad de Cauchy-Schwarz se tiene que

Iy 1P<ly Iy~ Aty 0 F7 L

y por tanto
Iy I<lly I +at £,
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paratodoj =2,..., N;. Recordemos ademads, que para j = 1 se tiene que

Iyt =1l

Entonces, usando recursivamente este resultado se tiene que

Iy <Ily =t I +ae ] 7]
<y =2l +ae (I FIH+ 1 A7)

i
<[yt I +a) ] Il
i=1
i
=lull+at)_ I FI-
i=1

de donde se tiene el resultado. O

El siguiente Teorema nos muestra la convergencia de las soluciones del problema - regu-

larizado a las soluciones del problema original para la regularizacién de variacion total.

Teorema 2. Sea (y., ) solucién del problema (3.17), donde y., satisface e(y., u,) = 0. Sea ademds
(y, u) solucién del problema (3.7). Entonces,

(yy,1y) = (y,u),
para y — co.

Demostracién. Recordemos que la matriz B por definicién es una matriz de covarianza simétri-
ca y definida positiva, lo que nos permite utilizar su descomposicién espectral y concluir que

(uy — ub)TB_l(”“r —u") > Ain(B7Y) || Uy — u |2, (3.20)

donde A, (B~1) > 0 es el valor propio mds pequefio de B~!. Entonces, de la definicién de la
funcién objetivo [, (y, u) se tiene que:

(1t = u") "B (g, — ") < ] (yy, 1) (3.21)
Usando la optimalidad de (y,, u,) se sigue que

Jy (¥ thy) < Jo(y, 1) (3.22)

donde (y,u) es la solucién del problema (3.7). Ademas, puesto que H,(a) < |a| para todo
a € IR se tiene que

Jy(y,u) < J(y,u). (3.23)
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Usando, los resultados de (3.20)—(3.23) podemos concluir que:

J(y, u
g = 1

Finalmente de la desigualdad triangular inversa se tiene que

i < 47220

b_.
/\min(B_l)+ | u” ||=:79. (3.24)

la cual es una constante independiente de <y y la notaremos por 7. Este resultado nos permite
concluir que la sucesién {u,} es uniformemente acotada con respecto a -y. Usando el Teore-
ma de Bolzano-Weierstrass sabemos que existe una subsucesion a la que notaremos por {u, }
convergente en IR" y a su limite lo notaremos por .

Por otro lado, usando el Lema 3 tenemos que
Ni ;
Fyy 17 =2 vy 1P
j=1
Ni j )
< Z;(H iy || +AfZ; £ 1D
j= i=

Nt j ) j ) 2
= Z |y 12 +288 ||y || (2 I f H) +Ar (; I f H)

j=1

i=1

Usando (3.24) podemos concluir que

j=1

Ne Jj ) Nt j ) 2
Iy 17< Nip? + 258t (ZZ I f H) +ARY (; I f H) :

j=1i=1

la cual es independiente de 7 y por tanto la sucesién {y,} es uniformemente acotada con
respecto a . Asi, usando nuevamente el Teorema de Bolzano-Weierstrass sabemos que existe
una subsucesién a la cual notaremos por {y, } convergente en R y a su limite lo notaremos
pory.

Del anélisis anterior hemos construido un candidato a solucién del problema (3.7). Asi, en
primer lugar debemos probar que este candidato (y,1) es factible, es decir, que e(y, i) = 0.
Usando la definiciéon de la ecuacién de estado dada en (3.6) tenemos que:

e(y(uy), uy) = Ey(uy) + vAy(uy) + Z,Uy(uy) — £(uy) =0,
donde Z, = Z(y(u,)). Entonces, tomando el limite cuando ¢ — o se tiene que

Ey+vay + lim (Z,Uy(u,)) - £(7) =0,
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de este modo, para poder garantizar que y satisface la ecuacion de estado es suficiente probar
que
lim 7, Uy(u,) = ZUs,
donde Z = Z(y).
Usando la definicion de las matrices Z, U y analizando componente a componente en el

tiempo el sistema tenemos que calcular
m di j—1 j
lim diag(y'™ (uy) ) Upy' (117),

paraj=2,..., N;. Realizando un anélisis componente a componente en el espacio y recordan-

do que la matriz U, representa el gradiente discreto tenemos que calcular el siguiente limite:

(@W —~ <y{fl><u7>>

7

tim (/") ()

Y—0

h

parai=1...,n. Entonces, puesto que y(u,) =y, — ¥y para ¢y — 0o, tenemos que

W= gl

(<yzi><u7><y{_1><u7>> <yl 7l )
h h

Por tanto, usando la propiedad del producto de limites se sigue que

I V(u
- )<(y1)( v) h(yll)( ﬂ)_m (yl hyz 1>

El resultado anterior se lo tiene para todoi = 1...,n. Asi, nuevamente puesto que la matriz

U, es el gradiente discreto se tiene que

lim diag(y/ " (uy))Upy (u,) = diag(7 ) U,7,

Y—00

paratodo j =2,..., N;. Finalmente para j = 1 sabemos que las matrices son iguales a cero por
tanto se tiene el resultado automadticamente y esto nos permite concluir que

lim Z,Uy(u,) = ZUy.

Yoo

Consecuentemente,
Ey + vAy + ZUy — £(i1) = 0,

es decir, e(y, 1) = 0.
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Finalmente, del Lema 1 sabemos que H, (a) — |a| para y — oo, por lo tanto
J(y, 1) = ;1_{{}0 Jo (yy, tiy) < J(y, ).

Por otro lado, puesto que (y, u) es una solucién global del problema (3.7) podemos concluir
que (¥, i1) también es una solucién global del mismo y por tanto se obtiene el resultado. [

El resultado de convergencia de las soluciones del problema y-regularizado con la regula-
rizacién de variacién total generalizada puede ser demostrado usando las ideas de la demos-
tracién anterior.

6. Sistema de optimalidad

En esta seccién vamos a derivar el sistema de optimalidad de los problemas y—regulariza-
dos. Ademds, como se menciond anteriormente asumiremos que la matriz de discretizacion U
no depende de y, es decir, es una matriz constante cuyas matrices asociadas U, representan el
gradiente discreto.

6.1. Derivadas de e(y, u)

En los siguientes pérrafos vamos a presentar el célculo de las derivadas de la ecuaciéon
de estado para poder caracterizar el sistema de optimalidad del problema de asimilacién de
datos.

Lema 4. Sea e(y,u) dada en (3.6), entonces las siguientes igualdades se satisfacen

ey(y,u)'p =E'p + vATp + ZU"p + diag(Uy)p,
eu(y,u)Tp = (—7'/a,0,0,---,0)7.
Demostracién. Para la primera igualdad vamos a calcular la derivada direccional en la direc-

cion p. Asi,
ey(y,u)'p=E"p+ ATp+ (ZUy) (p).

Usando la regla de la derivada del producto, tenemos:
ey(y,u)'p=E"p+ A'p+ZU"p + diag (Uy)p,

de donde se tiene el resultado.

Para la segunda igualdad, puesto que e, (y, 1) : R" x R" — R"*" y solo el primer término
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depende de u se tiene:

p
p?
p= .
pht
donde p' € R". Entonces se tiene el resultado. O

6.2. Condiciones de optimalidad

Esta secciéon estd dedicada a mostrar los teoremas que nos permiten enunciar los siste-
mas de optimalidad para los problemas regularizados TV y TGV usando la regularizaciéon
de Huber C!; sin embargo, los sistemas de optimalidad para los problemas TV y TGV con la
regularizacién de Huber C? pueden ser obtenidos usando las mismas herramientas.

Teorema 3. El sistema de optimalidad del problema (3.17) estd dado por la siguiente expresién:

Ey +vAy+ ZUy — f(u) =0 (Ecuacion de estado)

ETp +vATp + ZUTp + diag(Uy)p — H'STR™'(SHy — z) = 0 (Ecuacién adjunta)

B~Y(u—u®) + pDT <nm{:/[|)gu|,1}> + Aitpl =0 (Ecuacion del gradiente)

dondep = [p',p?,...,pN]T € R", con p' € R" paracadai =1,...,N;.

Demostracién. Para la caracterizacion del sistema de optimalidad de este problema usamos el

Teorema 3.3 de [De los Reyes, 2015] el cual nos dice que:

Sea (y*, u*) una solucién 6ptima de (3.17). Si

ey(y*,u’)
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es biyectiva, entonces existe un estado adjunto p tal que:

e(y*,u*) =0,
ey(v*, u*)Tp =V, J(y*, u*),
eu(y*, u*)Tp = Vi J (v, u*).

Por el momento se asume la biyectividad de e, (y*, u*). Este tema sera abordado al final del
capitulo. De este modo, la demostracién se reduce al calculo de las derivadas de J,(y, u) y
e(y,u).Usando las reglas de la derivada del producto y la derivada de la funcién de Huber se

satisfacen las siguientes igualdades:
VyJy(y,u) = H'STR™'(SHy — z),

D
bty =57 50T ()

donde las operaciones de divisién y max son componente a componente. Finalmente, las deri-
vadas de la ecuacién de estado fueron calculadas en el Lema 4. Combinando estos resultados

se concluye la demostracion. O

A continuaciéon enunciamos el Teorema que caracteriza el sistema de optimalidad para el

problema (3.18) con la regularizacién de variacion total generalizada.

Teorema 4. El sistema de optimalidad asociado al problema (3.18) estd dado por la siquiente expresion:

Ey +vAy+ZUy — £ =0

ETp + vATp + ZUTp + diag(Uy)p — H'STR"'(SHy —z) =0

v (Du —w) 1,
méx{'ﬂDuw],l}) AP =Y

(el ) (i) -

B~ (u—ub) +aDT (

Demostracién. De las ideas desarrolladas en la demostracion del Teorema 3 basta calcular las
derivadas de la funcién objetivo. Usando las reglas de derivacién del producto y la derivada
de la regularizacién de Huber C! dada en (3.12) tenemos que:

Vil (y, u,w) = HTSTR™! (SHy — z),

B T v(Du — hw)
vu]w(yf u’w) =aD <méX{’)/‘DM — hw’/ 1} ’

B ¥(Du — hw) T 7Ew
Valy(y,w,w) = —a <méx{’y|Du - hw|,1}> +PE (max{'y|Ew|,1}> .
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Usando nuevamente el Teorema 3.3 de [De los Reyes, 2015] y combinando este resultado con
el Lema 4 se obtiene el resultado. O

6.3. Estado adjunto

En esta secciéon vamos a discutir sobre las principales caracteristicas de la ecuacién adjunta
dada por la expresion:

E'p + vATp + ZUTp + diag(Uy)p — H'STR 1 (SHy —z) =0 (3.25)
p p p g(Uy)p y

El Teorema 3.3 de [De los Reyes, 2015] asume la invertibilidad de la derivada de la ecuaciéon
de estado con respecto a y, es decir, de e, (y, u). En este caso el analisis de existencia y unicidad
de las soluciones de la ecuacion adjunta que se va a realizar a continuacién es equivalente a

mostrar la invertibilidad de e, (y, u) es por esta razén de vital importancia su analisis.

En primer lugar, notamos que a diferencia de los resultados en dimensién infinita en los
que se puede garantizar que la condicién final del estado adjunto es igual a cero; en este caso,
la condicion final es distinta a cero y podemos ademads, dar una expresion explicita de dicha
condicién. Analizando componente a componente en el tiempo el sistema correspondiente a
la ecuacién adjunta dado en la ecuacién (3.25), tenemos

Paraj = N; :

-1
pNt = (1/At]I +vA" + diag(yN U, + diag(llpyNt)> [HTSTRA(SHY B Z)} N

donde [HTSTR™1(SHy — z)]]. son las j—ésimas 1 entradas del vector H' STR~!(SHy — z).

Paraj=2,... N;—1:

. . -1 .
p = (1/AtI[ +vAT + diag(y]_l)ug + diag(U,,yU) (1/Atp]+1 + [HTSTR_l(SHy — z)]]
(3.26)
Paraj=1 :
(1 + Atdiag (U,y"))p' = p* + At [HTSTR—l(SHy - z)] -
Para garantizar la existencia de soluciones de la ecuacién adjunta vamos a usar los resultados

de ecuaciones en diferencias. En particular usamos el siguiente Teorema tomado de [Elaydi, 2005].
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Teorema 5. El problema a valores iniciales

y(k+n)+p(m)ytk+n—1)+...+ pe(n)y(n) = g(n)
y(no) = ao
y(no+1) =m

y(no+k+1) =a,4

tiene una tinica solucién y(n).

Ya que en nuestro caso la ecuacién adjunta estd definida hacia atrds vamos a realizar en
primer lugar el siguiente cambio de variable

 N—jt1

g = pMNitL,

Usando las expresiones mencionadas anteriormente tenemos que

1 -1
ql — (Atl +vAT + diag (erfl)u;"yNt + diag (up]/Nt)> [HTSTRfl(SHy )y, = 4

y
g+ a(n)g" = @(n),  Vn
con
a(n) = 1L +vATdiag (y")U] + diag (U,y" ™) B
At \ At J P & Hp
y

-1
¢p(n) = (1/At]I +vAT + diag(y”)ll; + diag(llpy”+1)> {HTSTR_l(SHy - z)} g
n+
De las definiciones anteriores tenemos un polinomio caracteristico que es no homogéneo y no
lineal. Usando Teorema 5 podemos concluir que el sistema anterior tiene solucién tnica q",

n+1

para cualquier n = 1,... y por tanto existe solucién tnica p™N="*! para todon = 1,....

De esta manera hemos mostrado la existencia y unicidad de las soluciones de la ecuacién
adjunta para cualquier 7. De este resultado podemos ademés concluir que la matriz asociada
a los sistemas lineales obtenidos al analizar componente a componente en el tiempo de la
ecuacion adjunta es invertible y la presentamos a través del siguiente resultado.

Corolario 1. La matriz
é][ +vAT + diag (v ") U} + diag (U,y)

es invertible para todo j = 2,..., N;.
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Capitulo 4

Métodos numéricos para la solucion del
problema

La solucién numérica de los problemas de asimilacién de datos regularizados puede ser
realizada utilizando el método de Newton para resolver el sistema de optimalidad, o usan-
do algoritmos iterativos para la solucién del problema de optimizacién. En este trabajo nos
concentramos en el estudio de los algoritmos iterativos para la resolucién de problemas de
optimizacién no lineal aplicados al problema de asimilacién de datos variacional sujeto a la
ecuacién de Burgers. A lo largo de este capitulo vamos a discutir sobre los algoritmos ite-
rativos de optimizacién como el método del descenso méas profundo, el método BFGS y un
método de Newton globalizado para problemas de optimizacién. El objetivo principal de pro-
poner y estudiar estos tres algoritmos es encontrar numéricamente el mejor algoritmo para la
resolucién de problema en términos del nimero de iteraciones y de la reconstruccién de las
soluciones. Para los tres métodos mencionados anteriormente estudiamos resultados teéricos
que nos garanticen la convergencia del método a puntos estacionarios del problema.

La naturaleza del problema de asimilaciéon de datos con las regularizaciones de variacion
total y variacion total generalizada genera inconvenientes al momento de escoger el paso de
descenso con el algoritmo usual del backtracking. Es por esta razén que en este trabajo se estudié
también el uso de nuevos algoritmos que permitan la bisqueda del paso de descenso. En

particular, estudiamos el algoritmo de btisqueda lineal polinomial.

1. Resultados preliminares

Esta seccién estd dedicada a mostrar resultados preliminares que nos permitiran demostrar

la convergencia de los algoritmos presentados en las siguientes secciones.

Comenzamos esta seccién presentado un resultado de acotacién del estado adjunto. Este
resultado es andlogo al mostrado en [Volkwein, 1997] Lema 3.4, pagina 83. La demostracién de
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este resultado serd realizada usando el Teorema de Gronwall discreto [Quarteroni et al., 2010]

el cual se presenta a continuaciéon

Lema 5 (Lemma de Gronwall discreto). Sea k;, una sucesién no negativa y ¢, una sucesion tal que

(PO S gO/

n—1 n—1
§0n§80+zps+zksfps/ n > 1.
50 5=0
Sigo > 0y p, > 0 para cualquier n > 0, entonces

n—1 n—1
¢n§<go+2ps>exp<2k5>, n>1.
s=0

50
A continuacién presentamos el Lema de acotacién de la variable adjunta.

Lema 6. El estado adjunto p asociado a las variables (y, u) del problema (3.17) satisface
Iplle<p | H'STR™Y(SHy — 2) ||,

Ni N | G 1 00
conp=1Y_| G]fl llo exp <Z ’]AtH> , donde la matriz G; estd definida por
i=1 i=1

1 , ,

G = A—tl[ +vAT + diag(ny_])U; + diag (U,yN711), j=1...,N;—1
1 .

Gn, = A—t]I + diag(Uyy*).

Demostracién. Comenzamos por recordar que la ecuacion adjunta estd dada por la siguiente
expresion
E’p +vATp + Z2U"p + diag (Uy)p — H'STR"}(SHy — z) = 0.
Si definimos,
p] _ th*]'Jrll
entonces, p = IPq donde [P es una matriz de permutacién de la forma

0 ... 00TI
0O ... 0T O

P=|0 ... T 0O/, (4.1)
_]I 00 0_

Asi, obtenemos el sistema

E'Pq +vATIPq 4+ ZU'IPq + diag (Uy)Pq — H'STR™!(SHy — z) = 0.
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Analizando el sistema anterior componente a componente en el tiempo se tienen tres casos
diferentes
Paraj = 1:
1 : V) N — [gTeTp-1 _ 1 N1
<At]I+d1ag (Upy )> ge = [H S'R™(SHy Z)L—i- LA
donde [HTSTR™!(SHy — Z)]j son las j—ésimas 1 entradas del vector H'STR™!(SHy — z).
Paraj=2,...,N;—1:
(Altn +vA" +diag(y/")U, + diag (Uyy/ )) A
1 .
= [HTSTR‘l(SHy - z)} + g,
i At

Paraj = Ng

(111 +vAT + diag(yN'fl)U; + diag (llpyN‘)> gt = [HTSTRfl(SHy - z)}

At Ni

Definimos entonces
1 . i . i )
G = B]I +vAT + diag(y™ J)U; + diag (U,y™ 7T, j=1,...,N;—1,

1 .
Gn, = EH + diag(Uyy).

Asi,

Gig' = [HTSTRfl(SHy - z)} "

t

. 1 .
i [gTeTp-1 -1
Giq _[HSR (SHy—z)]j—l——tq L i=2..,N

Podemos notar que G; corresponde a la matriz descrita en el Corolario 1 cuyo enunciado ga-
rantiza que esta matriz es invertible para todo j = 1,..., N;. Por tanto, despejando la variable
g/, tomando normas a ambos lados de la desigualdad y aplicando la definicién de norma ma-
tricial y la desigualdad triangular obtenemos

19" lleo <1l G [leo

7

{HTSTRfl(SHy - z)}

Nt || oo

g lleo <Il G

. 1 . .
[HTSTRT(SHy ~2)] |+ 11 G el 97 oy =2, N:
il At
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Aplicando el Lema 5 tenemos que

j

[0

R 16l
rqfuoosucﬁumexp( )| (SR sty -2

Puesto que todos los términos son positivos tenemos que

7
(e8]

' N IG
g o <Y G| exp< " > H HTsTR 1(5Hy—z)L

=1

N 16" e
<|| HTSTR(SHy ~2) Hoozrcj-luwexp< il
j=1

Asi de la definicion de la norma || - || podemos concluir que

I lle<p |l H'STR™Y(SHy — 2) ||,

71
donde p = Z I G ! leo exp (H - ) Finalizamos la demostraciéon recordando que

q=Plpy puesto que [P es una matriz de permutacién se tiene que
Ipllo<p || HTSTR™(SHy —2) [|eo,
O

Los resultados de convergencia de los algoritmos que se muestran a continuacién asumen
el cumplimiento de las condiciones de factibilidad de la biisqueda lineal las cuales estdn dadas
por las siguientes expresiones

fuf +5.d%) < F(F), Vk=1,2,..., (4.2)
T 4k
FuF + s d¥) — () 220 = (VJ’C‘(ZQH"Z) 2. (4.3)

También se asume como verdadera la condicién del dngulo dada por:

=(VF@))d = | VFS) (] (44)

para algun 7 € (0,1).

La demostracion de convergencia de los algoritmos serd realizada aplicando el siguiente
resultado tomado de [De los Reyes, 2015].

Teorema 6. Sea f continuamente diferenciable y acotada inferiormente. Sea {u*}, {d*} y {s;} sucesio-
nes generadas por un algoritmo de descenso que satisfacen las condiciones de factibilidad de la biisqueda
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lineal y la condicién del dngulo. Entonces

lim V£ (u*) =0,

k—o0

y todo punto de acumulacion de {u*} es un punto estacionario de f.

La demostracién de la condicion (4.4) dependerd directamente de la definicién de la di-
reccion de descenso para cada algoritmo. Por otro lado, la demostracion de que los pasos de
descenso {s} satisfacen las condiciones (4.2) y (4.3) se realizard usando el siguiente resultado
que consiste en una versién modificada al presentado en [De los Reyes, 2015] y la proposicién
9.1 pagina 36 de [Ulbrich and Ulbrich, 2012]:

Teorema 7. Sea V f uniformemente continuo sobre el conjunto de nivel
Ny = {u+d: f(u) < f(°), || d[|<p}, (4.5)

para algiin p > 0. Si las iteraciones generadas por el método de descenso, con {si} que satisface la
regla de Armijo. Ademds, si existe una funcién ¢ : [0, +00) — [0, +-00) mondtona creciente tal que las
direcciones generadas {d*} satisfacen

dk _vf(uk)Tdk . .
a0z o (=5 o)

entonces {sy } satisface las condiciones de factibilidad de la biisqueda lineal.

Para la demostraciéon de este resultado basta mostrar que las direcciones {dy} satisfa-
cen (4.6), lo cual se hace a partir de la definiciéon de cada algoritmo. Ademads, es necesario
mostrar que V f es uniformemente continuo donde f corresponde al funcional reducido da-
do por f(u) = J,(y(u),u). Puesto que Vf no depende del algoritmo que se escoja vamos a
demostrar a continuacion este resultado, el cual serd aplicando posteriormente para la demos-
traciéon de convergencia en cada algoritmo. Este resultado nos permite concluir ademads que la
funcién objetivo es continuamente diferenciable, supuesto necesario para demostracién de la

convergencia de los algoritmos.

En primer lugar, comenzamos por mostrar un resultado que nos garantiza que la funcién
objetivo reducida f(u) = J,(y(u),u) es radialmente no acotada. Este resultado sera aplicado
mas adelante para mostrar que el conjunto de nivel dado en (4.5) es compacto.

Lema 7. Sea f(u) = J,(y(u), u) definida en (3.15) es radialmente no acotada. Es decir,

f(u) — oo, cuando || u ||— 4o0.
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Demostracién. Usando la definicion de la funcién reducida f(u) tenemos que:

f(u) = %(z — SHy(u))"R™Y(z — SHy(u)) + %(u —u")TB N —u) + B i H,(Dju)
1 1
> 5 u—ub)TB (u—ub)
2 )\min(B ) || u _uh HZ

donde /\mm(B_l) > 0 puesto que B es una matriz de covarianza simétrica y definida positiva.
Entonces, tomando u tal que || u ||— o0 se tiene que:

| u— ub HZ% +-00.

Por tanto, podemos concluir que
f(u) = +oo. O

De la misma manera podemos mostrar que la funcién objetivo asociada al problema con la

regularizacion de variacién total generalizada es radialmente no acotada.

A continuacién mostramos un resultado que nos garantiza que el conjunto de nivel es
compacto. Este resultado nos serd de gran ayuda al momento de demostrar que el gradiente

del funcional reducido es uniformemente continuo.

Lema 8. EI conjunto de nivel Ng dado en (4.5) es compacto.

Demostracién. Puesto que estamos trabajando en espacios de dimensién finita para mostrar
que Ng es compacto es suficiente mostrar que es cerrado y acotado.

Ng es acotado :

Procedemos por reduccién al absurdo, entonces suponemos que Ng no es acotado, es
decir que existe uy +d € N tal que

| ux+d ||— oo.
Ademas, ya que || d || < p se tiene que
|1 || = oo
Sin embargo, puesto que uy +d € Nfj para todo k se tiene que
flug) < f(u?),

es decir, la sucesion {f(ux)} es acotada. Por otro lado, f(u) del Lema 7 es radialmente
no acotada, entonces
f(uk) — to0.
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Lo que produce una contradiccién, por tanto, Nf es acotado.

Ng es cerrado :

En este caso procedemos por la caracterizacién de sucesiones de un conjunto cerrado,
es decir, tomamos una sucesién {uy +d} C Nf convergente tal que uy +d — u + d.
Entonces, vamos a probar que u +d € Nf. Asi, usando la definicién del conjunto Nf

tenemos que
flue) < f(u0).

Por otro lado, de la continuidad de la funcién f(-) sabemos que:

fuk) = f(u).
Entonces, se puede concluir que
flu) < f(u),
y por tanto u +d € Nj, ya que || d || < p para algtin p > 0. O

Finalmente, con este resultado procedemos a la demostracién de la continuidad uniforme
del gradiente del funcional reducido. Debido a que la ecuacién de estado es no lineal no existe
una expresion explicita para el funcional reducido, por esta razén vamos a utilizar la definicién
del gradiente del funcional reducido en términos del estado adjunto la cual esta dada por la

siguiente expresion:

—eu(y,u)Tp+ V] (y,u) 4.7)

- (Alt> p'+B (1 —u’) + D" h,y(Du),

Vf(u)

donde £, (-) es la derivada de la regularizacién de Huber dependiendo del algoritmo que se
utilice. Los algoritmos, del descenso mas profundo y BFGS utilizan la regularizacién de Huber
C! por tanto &, () estd dada por (3.12). Mientras para el método de Newton globalizado se
utiliza la derivada dada en (3.13).

Para a demostraciéon de la continuidad uniforme del gradiente vamos a usar el Lema de Ba-
nach de operadores inversos dado en [Ulbrich and Ulbrich, 2012] cuyo enunciado se muestra

a continuacion

Lema 9 (Lemma de Banach de operadores inversos). El conjunto M C R"*" de las matrices
invertibles es abierto y la aplicacion M € M — M~ es continua. Especificamente, para toda matriz
G € My toda matriz H € R™" tal que | G"'H ||< 1 (o equivalentemente || G ||| H ||< 1).
Entonces G + H es invertible y se tiene

_ G
G+ H)™! <7H ,
_ _ G| G'H |
) oct <]
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Una vez enunciado el Lemma que vamos a usar, procedemos a la presentacion del resulta-

do que garantiza la continuidad uniforme del gradiente del funcional reducido.

Lema 10. Sea Vf dado por (4.7) es uniformemente continuo sobre el conjunto de nivel Nij para At
suficientemente pequerio.

Demostracién. De la definicién de continuidad uniforme debemos probar que: para todo € > 0,
existe § > 0 independiente de u,v tal que

[u—vl<é = [Vfu)-Vf)|<e

Sean u,v € Ng , restando las ecuaciones (4.7) en las variables u y v, se tiene que

| V£ () =~ V@) 1< 5 | p'(0) = p*(@) |+ | B () || 48| D (1y (Dw) — hy (Do) ||,
(4.8)

donde || - || es la norma euclidea y &, (Du) estd dada en (3.13). Asi, comenzamos por analizar
el Gltimo termino, el cual corresponde a la primera derivada de la regularizacién de Huber C2.
Puesto que la regularizacién de Huber C? es una funcién 2 veces continuamente diferenciable,

entonces /1, (Du) es localmente Lipschitz y del Teorema del valor medio tenemos que
I hy (Dut) = ho (Do) [[< v || D [ u =2 [ -

Este resultado se obtiene de la definicién de h/ (), puesto que || K/ (x) ||< v para cualquier
x € R" En el caso del segundo término de (4.8), usamos la definicién de norma matricial

inducida por la norma euclidea y se tiene que
1B~ (u—o) < BT [l u—v].

Finalmente, nos queda por acotar el primer término. Para esto usaremos un razonamiento

similar al utilizado en el Lema 6. Asi, realizando el cambio de variable

p=1DPLq

con [P la matriz de permutacién dada en (4.1). Entonces, la ecuaciéon adjunta estd dada por la

expresion
E’Pq +vATIPq 4+ ZU'IPq + diag (Uy)Pq — H'STR™!(SHy — z) = 0.
Restando dos ecuaciones adjuntas que dependan de u y v tenemos

E"P(q(u) — q(v)) + vATP(q(u) — q(0)) + Z(u)U'Pq(u) — Z(v)U'Pq(0)
+ diag(Uy(u))Pq(u) — diag(Uy(v))Pq(v) — H'STR™'SH(y(u) — y(v)) =0

Analizando el sistema anterior componente a componente en el tiempo se distinguen tres casos
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Paraj=1:
i(qN‘(u) —q"(v)) + diag (Upy' (u))q™ (u) — diag (Uyy' (v))q™ (v) =

[H7STRSH(y(w) ~ y(0))], + (0% () = %7 (@),

Entonces, sumando y restando el término diag(Upy* (1))q™ (v)

i(qN*(u)—qu(v)) +diag (Upy' (1)) (g™ (1) — 9™ (v))
+ [diag (Upy' (1)) — diag (Upy' (0))]q™ (v)

= [HTSTR™'SH(y(u) — y(v))}1 + i(qM_l(“) — 7" (v)).

Reordenando términos tenemos
[1/Atl[ + diag (Upyl(u))} (qN‘(u) — th(U))
_ [HTSTR_lsH(y(u) - y(v))] Yo ) = gV ()

— [diag (Uyy" (1)) - diag (Upy' (0))] 4" ().

Despejando el termino (qNt (1) — g™ (v)), tomando normas a ambos lados, aplicando la
definicién de la norma matricial inducida por la norma euclidea y utilizando desigual-
dad triangular se obtiene

1™ () — 4 (o) || < \

/i +ding (U ()] | 1| HSTRISH 1] 30) = y(0) |

+1/at

/i +-ding (U )] | 1770 =¥ o) |

.

-1
o/ +-ding, (U ()] | 1 ding (U 0) i (U () 1] 9% 0) |
Paraj=2,... N;—1:

(Altﬂ + VAT) (qN 7 () — gN T (v)) + diag (v () Uy g T (u)

— diag (/1 (0))UTgN 1 (0) + diag (Upy/ (1))g™ 71 (u)
— diag (Uyy/(¢))g™ 1 (v) = [HTSTRISH(y(u) - y(v)));

L) — g
+ 5 (YT ) = V(o).
Sumando y restando los términos

diag (y/ ' (u)) Uy g (o)
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y diag (U,y/ (1))qN =71 (v) tenemos

(AltI[ + vAT> (N () — gN T (0) 4 diag (v (w)U, (qNﬁjJrl(u) _ thfjJrl(v))
+ [diag(y ™ () — diag (4 (0))] g (o)
+diag (Upy/ (1)) (qNﬁjH(”) - qN'7j+1(v))
+ diag (Upy/ () — diag (Upy/(0))] 4% (0)
1

= [HTSTRSH(y(w) ~y(2))| + 57 (V) ~ 4" ().

Reordenando términos, despejando ¢/(u) — ¢/(v), tomando normas a ambos lados, apli-

cando la definicién de la norma matricial inducida y la desigualdad triangular se sigue
que

lg™ =7 (1) — g™ (o) || <

[1/Atll +vAT + diag (yf_l(u))ug + diag (Upyj(u))} -

{Il diag (v~ (u)) — diag y/~*(v) |||l Uy [[Il 4™} (0) |
+ || diag (Upy/ (1)) — diag (Upy/ (0)) [l ™7+ (o) ||
+ || H'STRTISH ||| y(u) = y(o) | +1/a¢ || g7 (u) — g™ (v) |}

La matriz 1/atl + vAT + diag (/! (u))ll; + diag (Upy/(u)) corresponde a la matriz del
Corolario 1 y por tanto es invertible.

Paraj= N; :

(31+vAT) (600 = q'(0)) +ding () UF ! ) — ding (4" (0)) Ul (0

+ diag (Upy™ (1))q' (u) +diag (Uyy" (0))q' (0) = [H"STR'SH(y(u) ~y(0))] -

Sumando y restando los términos diag (y™N~1 (u))ll;ql(v) y diag (U,yNt(u))q' (v) tene-
mos

(3714 747) (0100 = ' (0) + diag (" ) (400 — ')
+ [diag (yN~1(u)) — diag (yNﬁl(U))] u;ql(v)
+diag (Uypy™ (1)) (4 (1) = 4'(0) ) + |diag (Uypy™ (1)) — diag (Upy™(0))] ' (0)

_ [HTSTR*SH(y<u> - W’))} N

Entonces, despejando el termino [g'(#) — ' (v)], tomando normas a ambos lados, utili-
zando la definicién de la norma matricial inducida por la norma euclidea y la desigual-
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dad triangular tenemos

14 () — ') || < '

{Il diag (y™~"(u)) — diag (y™~'(2)) | Uy Illl 4" (v) |
+ || diag (Upy™~(u)) — diag (Upy™ " (0)) [lll ' (o) ||
+ | HTSTRTISH ||| y(u) = y(o) [I}-

Al igual que en el caso anterior aplicando el Corolario 1 la matriz
1/all + vAT + diag (yf;l(u))llg + diag (U,y/ (u)),
es invertible.

Definimos las matrices G;(u,v) y F;(u,v) por

Gj(u,v) = Ait]l +vA 4 diag (yN‘_j(u))U; + diag (U,yN 7 (),
Fi(u,0) = |diag (v () — diag (™71 (0))] U}

+ |diag (U™ T4 (u)) — diag (Upy™ 7+ (0)],

paraj=1,..., Ny -1y

G (1,0) = A1+ diag (Uyy' (1))
Fuy(1,0) = diag (Uyy' (1)) — diag (Upy' (o).

Entonces se tienen los siguientes resultados

Ig'(u) —q' (o) || <|| Gi(w,0)7" |

{I1F(w,0) Il ' (o) | + | HTSTR'SH ||| y(u) = y(o) ||}

g (u) =/ (0) || <II Gj(w,0) " |[I| (w,0) [l 9/(2) |
+ 1 G, )~ [l HTSTRTISH ||| y(u) — y(0) |
+1/a || Gi(w,0) [ 7 (w) — g (o) ]

55

[1/At11 +vAT + diag (yN (1)U + diag (Uyy N (u))] - H

(4.9)
(4.10)



Usando el Lema 6 tenemos que

19 (u) = 4'(0) | < peoo || Gr(w,0) ™ |[Il Fu(w,0) [[I| H'STR™(SHy (v) — 2) ||oo
+ |1 Gu(w, o) [l HTSTRTISH ||| y(u) —y(2) ||,

g/ (u) = ¢/ (0) || < peeo || Gj(u, )" ||| Fy(w,0) |||l H'STR™(SHy(v) — 2) [l
+ 11 Gj(w,0) " [ HTSTRTISH ||| y(u) = y(2) |
+1/a ]| Gi(w,0) I g/ (W) — g (o) |,

donde c« es la constante de equivalencia entre la norma euclideana y la norma infinito. Enton-
ces aplicando el Lema 5 tenemos que

g (u) —q/(v) || <
0Coo eXP (II Gj(u,v)~! II) I Gj(u,0)"H Il Ej(u,0) || HTSTR™(SHy(v) — 2) [l

exp (1| Gi(w,0) ™ ) 1| Gi(u,0) || HTSTRTSH || y() ~y(2) | -
paratodoj =1,..., N;. En particular, para j = N; se tiene

g™ (1) — gV (o) || < 4.11)
pces || Gy (1,0) 1 || exp(|| Gy (u,0) 1 ||) || Fn (,0) ||| HTSTR(SHy(0) — 2) [|oo
+exp (|| G (w,0) ™ ) Il G, (1, 0) 7 I} HTSTRTSH ]| y(u) = y(0) || -

Usando el cambio de variable sabemos que g™ = p! entonces tenemos que

I'p'(w)—p' (o) 1<
peeo || G, (1,0) 7 || exp(l| G, (,0) 7" ) || B, (w,0) ||| H'STR™(SHy (v) — 2) [loo

+exp (1| G (,0) 7 1) || Gy (,0) ™ |1 HTSTRT'SH || y(u) —y(@) || -

Ahora, vamos a acotar cada término de la expresion anterior. En primer lugar, vamos a acotar

la matriz Gg,tl utilizando el Lema 9. De la definicién de la matriz Gy, dada en (4.9) tenemos
Gn, = 1/ail + diag (Upyl(u))),

donde claramente la primera matriz es invertible y su inversa estd dada por Atll. Por tanto,
para garantizar que

| At[diag (Upy" ()] || < 1
basta tomar .

A . 412
"< T diag Wy () | ®.12)

Una vez verificada esta hipotesis podemos garantizar que Gy, es invertible y ademads se tiene
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la siguiente cota
At

G 7 71 < T AL 1T ./
|| Nt(u U) H— 1— At H upu ”

y esto se obtiene ya que de la ecuacion de estado sabemos que y!(u) = u. Entonces, aplicando

las propiedades de las normas matriciales inducidas por la norma euclidea tenemos que

At
Gy, (1,0) 71 ||< .
N S AN

Finalmente, puesto que u € N} y del Lema 8 este conjunto es compacto podemos garantizar
que existe Ko > 0 tal que || u ||< Ko. De aqui podemos concluir que

At
< 4.1
Ademas, puesto que la funcion exp(+) es creciente se tiene que
exp(l| Gy (1,0) 1 [) < exp o . (14)
o - 1—-AtKp || Up ||
Ahora, de la definicién de la matriz Fy, (1, v) dada en (4.10) tenemos que
I En, (u,0) || =|| diag (Upy' (u)) — diag (Upy' (v)) |
=l Up(u =) [I[<I[Up [l u—=2]. (4.15)

Acotando el término | H'STR™!(SHy(v) — z) ||« tenemos que

I H'STR™H(SHy(v) — 2) [l <[l H'STR™ [|eo| SHy(v) — 2 [0
<[ H'S'TR™ [leo {I| SH llooll y(@) lloo + [ 2 [[oo} -

Aplicando el resultado obtenido en el Lema 3 se tiene que

N; '
1y(0) 1% <o ) [/ (o) I
j=1

N; ] .
<cwY (0] +atY || F1I)?
i=1 i=1

]
5 Ny j ) ) Nt j ) 2
= CooNi [| 0 [|* +2ccofst [0 [| [ YD [ f1 1] ) +ewb? ) ) -
i=1 \i=1

j=1i=1

donde co es la constante de equivalencia de la norma euclidea y la norma infinito. Usando
nuevamente el hecho de que v € N y este conjunto gracias al Lema 8 es compacto; es decir,
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existe Ko > 0 tal que || v || < Kp. Entonces:

Ny Jj ) Ni j ) 2
1'7(0) [low< cooNiKG + 2c00 MKy (Z Y I F ||) + e Y (2 | f H) =: C(f,Ko) (4.16)
i=1

j=1i=1 =1

Notamos a la constante por C(f, Ko) para resaltar su independencia de v. Asi,
I HTSTR™(SHy(0) — 2) [lo<|| H'S'R™" |l {|| SH [loo C(f, Ko)+ || z oo} (4.17)

Finalmente, vamos a acotar el término || y(u) — y(v) ||. Para este propédsito vamos a utilizar
argumentos similares a los usados para acotar el término del estado adjunto. Comenzamos
recordando la expresion de la ecuacién de estado dada en la ecuacién (3.6)

e(y,u) = Ey +vAy + Z(y)Uy — f(u) = 0.
Analizando componente a componente en el tiempo podemos diferenciar dos casos

Paraj=1 :
y._u

At AF
Paraj=2,...,N; :

Y-y i 4 diag (U, i — fi
T+vAy+d1ag(y JUpy — f1 =0

Restamos dos ecuaciones en las variables u y v, y obtenemos

P00 YO 4y Ay (u) - yi(0)) + ding (47 (1)) Uy ()

At ' .
— diag (}/jil(v))upyj(v) _ y (u);tyf (ZJ)

Sumando y restando el término diag (/! (u))U,y/ (v) tenemos

y'(u) —y'(v) +vA(Y (1) — v/ (v)) + diag (v ' () U, (y/ (1) — v/ (v))

At
+[diag (v (1)) — diag (/" (@)L (0) = V2V,

Reordenando términos se sigue que

Y () =y (0)] = [y (1) =y (0)] = vALA[Y (u) — i (0)]
— Atdiag (v~ () Uply/ (u) — y/(0)] — At[diag (v~ (1)) — diag ¥/~ (0)]Upy/ (1)

Tomando normas a ambos lados de la igualdad anterior y aplicando la desigualdad triangular
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obtenemos

Iy () =/ () | <l /" () =y (o) | +vbst | Al Y () =y (0) |
+At| Uy |y ) [y (1) = (o) |
+AH U [y () Il Y ) =y (o) |

Utilizando la cota que obtuvimos para y/ dada en el Lema 3 tenemos que
1Y/ (w) =y (@) || <[y~ () =y~ (o) || +vat [ Al ¥/ () =¥/ (o) |

1 , .
+AL[U, | (I u +; I f ||> 1y (u) =y (0) ||

i , ,
+AL] Uy | (\ vl +; I/ H) Iy~ (u) =y~ (0) |

Finalmente recordando que u,v € N} y este conjunto es compacto gracias al Lema 8 sabemos
que existe Ko > 0 tal que || u ||< Koy || v || < Kp. Por tanto, se tiene que

Iy (u) =y (o) || <l y/ () —y/ (o) | +vAt | Al ¥/ (u) =y (v) |

j—1 ) ] )

AUy | (Ko+ Y ||> | yiw) —yi(o) |
i=1
j . . .

+At || Uy || (Ko+ YU f |> Iy (u) =y (o) |
i=1

Definiendo la constante

j .
C(f, Ko) = Ko + ; [wani

tenemos que

Iy () =/ (o) | <l Y~ (w) =y (o) | +vast [ Al (w) = /(o) |
+AC(f, Ko) || Up [[Il /(1) =y (0) || +AtC(f, Ko) || Up [[Il /(1) =/~ (0) |

Reordenando términos se sigue que

(1= At(v || Al +C(f,Ko) | Up 1)) I Y/ (1) = /(o) ||
< (1+AIC(f,Ko) | Uy ) [/~ () =y~ (o) ||

Tomando .

At < ,
v A +C(f, Ko) [ Uy ||

(4.18)
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podemos garantizar que

. . 1+ AtC(f, Ko) || U, || - -
” y](“) _y](v) ”é 1 —At(l/ H A ” +C(f,K0)p|| up H) ” y] (”) _y] 1(0) H/

usando este resultado recursivamente tenemos

196001 < A et T 1Y@ @)
1+ AIC(f, Ko) || Uy | 2 2
= <1—At(v | Al +C(f, Ko) || Up H)) ly =y
L+ AtC(f, Ko) || Uy || T
< (mnaee H))’ Iy 0 -y @) |
_ ( 1—|—AtC(er0) H up H )Jl H U—7o H
1= At [[A ] +C(f, Ko) 1 Uy |I) '

Finalmente, usando la definicién de la norma infinito y su equivalencia con la norma euclidea,

podemos concluir que existe una constante a la que denominaremos C > 0 tal que

Iy(u)=y@) [<Cllu-o]. (4.19)

Reemplazando los resultados obtenidos en (4.13)- (4.19) en (4.11) se tiene que si definimos

' ( t ) & < t >
’ 1 — AtKy H llp H I 1 — AtKy H llp H
entonces

| p'(u) = p'(v) |< Cw | H'STRT'SH ||| u — v ||
+pcoowC(f, Ko) | HT'STR™ [|oo|| SH [|oo| Up [[[| u — 2 ||
+ pceotw || 2 [|oo|| HTSTR™ [loo]| Uy ||| =0 ||

< C(Ko,f, Uy, H,5,R,z,C,AL) |u—v |,

donde resaltamos la dependencia de la constante C > 0 en las matrices y datos que definen
el problema pero su independencia de u y v. Finalmente, reemplazando este resultado en la

ecuacion (4.8) tenemos que
C ~1 2
1970 = V5@ 1< { g+ 15 1 +7 1 D2} fu=v]].

Por tanto, basta tomar
€

6= ,
¢/ar+ || B=H [+ | D |I?
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el cual es independiente de u y v, esto nos permite concluir no solo la continuidad uniforme
de Vf sino la Lipschitz continuidad del mismo. Finalmente, cabe recalcar que para que el
resultado obtenido anteriormente sea correcto el pardmetro At tiene que satisfacer al mismo
tiempo las condiciones (4.12) y (4.18) lo que nos indica que tan pequefio tiene que ser este
parametro. U

En el caso de los algoritmos que usan la regularizacién de Huber C! la tnica diferencia con

la demostracién anterior radica en la forma de acotar el término || 1, (Du) — h,(Dv) ||.
A continuacién presentamos la forma en acotar este término cuando /1 (-) estd dada por (3.12).

Sean u,v € Ng entonces, se tiene

- vDu vDo
)= Hméx{’y Dul,1}  méax{y|Dv|,1}
_||YDuméx{y|Dv|,1} — yDumax{y|Du|,1}

H méx{7]Dul, 1} max{y]Dol, 1}
yDumax{y|Du|,1} — yDvméx{y|Dul,1}
méx{[Duf, 1} max{7|Do), 1} H

| hy(Du) — hy(Do

7

7 | Du ||| D(u— o) | YDl u—o]
~ max{y|Du|,1} méx{y|Du|,1} = méax{y|Dv|,1} ’
Y I Dull[ Dffu—v| YDl u—o]

~ méax{y|Du|,1} max{y|Dv|,1} = max{y|Dw|,1} ’
2Dl —o ]

méx{y|Dv|,1} ’
<2y D[ u—voll.

Las desigualdades se obtuvieron a partir de la Lipschitz continuidad de la funcién max{x,0}
y puesto que max{y|Du|,1} < 1. De este modo, podemos concluir que:

|| 7y (Dut) = ho(Do) [[< 2 [| D ([ u =[] -

El resto de la demostracién coincide con la del Lema 10. Puesto que el resultado se tiene para
ambas definiciones del gradiente, de ahora en adelante no se hara distincién al respecto.

2. Meétodo del descenso mas profundo

Uno de los métodos mds simples y més utilizados en la teoria de optimizacién no lineal
clasica es el método del descenso mds profundo. En nuestro caso, adaptamos dicho algoritmo
al caso de la resolucién de los problemas de asimilacién de datos usando las regularizaciones
TV y TGV. Ya que para este algoritmo se necesita tinicamente la primera derivada de la funciéon
de Huber, vamos a usar la regularizacién de Huber C! dada en la ecuacién (3.10) y su primera
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derivada dada en la ecuacién (3.12).

2.1. Presentacion del algoritmo

Los pasos que describen el método para la resolucién del problema de asimilaciéon de datos
con regularizacion TV se describe en el Algoritmo 1.

Algorithm 1 Método del descenso mas profundo para el problema TV

1: Inicializar k = 0, ug

2: repeat
3: Calcular y* la solucién de la ecuacién de estado dada en (3.6).
4: Calcular pk la solucién de la ecuacion adjunta dada en (3.25).
5 Actualizar la ecuacion del gradiente:

1 _ yDuk

g = — | 2 (ol 4 Bk — b DT

At(p JAB W —u)+p max{~y|Duk|,1}

6: Calcular el paso de descenso s usando algtin procedimiento de bisqueda lineal
que cumpla las condiciones (4.2) y (4.3).

7. Actualizar u*1 = uf 4 sdk.
8: k— k+1.

9: until Un criterio de parada sea satisfecho

De la misma manera, se puede proponer un método del descenso mds profundo que nos
permita resolver el problema de asimilacién de datos con la regularizaciéon TGV, el cual queda

descrito a través de los pasos indicados en el Algoritmo 2

2.2. Anadlisis de convergencia

Como se mencion¢ al inicio de este capitulo vamos a mostrar la convergencia de este mé-
todo en particular cuando usamos la regla de Armijo para el calculo del paso de descenso.
Recordando lo mencionado en secciones anteriores nuestro principal objetivo en este contex-
to es usar el resultado dado por el Teorema 6. Asi para aplicar este teorema basta verificar
que la direccién de descenso satisface la condiciéon del dngulo dada en (4.4). Puesto que en el
algoritmo del descenso mas profundo se tiene que

d* = —Vf(u"),
entonces

—(Vf@N(=Vf@h) _ | V) |* _
IV f(u) |12 TIVRH R E

62



Algorithm 2 Método del descenso mas profundo para el problema TGV

1: Inicializar k = 0, ug

2: repeat
3: Calcular y* 1a solucién de la ecuacién de estado dada en (3.6).
4: Calcular pk la solucién de la ecuacién adjunta dada en (3.25).
5 Actualizar la ecuacion del gradiente:
yDuk — wk

1 1\k -1,k b T
— B — D
(P + B (" —u') +a méx{y|Duk — wk|,1}

—zx yDuk — wk +B yEwk
max{y|Duk — wk|,1} méx{y|Ewk|,1}
6: Calcular el paso de descenso s usando algtin procedimiento de btisqueda lineal
que cumpla las condiciones (4.2) y (4.3).
7. Actualizar u* 1 = uF +s(d,)* y w1l = wk 4 s(dy)k.

8: k+—k+1.
9: until Un criterio de parada sea satisfecho

para algin 7 € (0,1) fijo. Por tanto, la direccién d* satisface la condicién del angulo. Final-
mente, para mostrar que los pasos de descenso {si} satisfacen las condiciones de factibili-
dad (4.2) y (4.3) vamos a usar el Teorema 7. En primer lugar, debemos notar que la direc-
cién de descenso d¥ = —V f(u*) satisface la condicién (4.6). En efecto, tomando la funcién
¢ :[0,400) — [0, +00) como la identidad se tiene que

—(VAEDT@) _ (V@) @) _ ~(VF@DT (V) o g
(P< | d || > B | dk || [ F () | | V) = a|.

Finalmente, usando el Lema 10 sabemos que V f(u) es uniformemente continuo sobre el con-
junto de nivel Nf. Asi, podemos concluir que el método de descenso mds profundo con la regla
de Armijo satisface

lim V f(u¥) = 0.

k—o0

Es decir, se tiene la convergencia del algoritmo a un punto estacionario del problema.

3. El método BFGS

El método BFGS es un método ampliamente utilizado, el cual usa informacién de la curva-
tura de la funcién objetivo. Esta informacién nos permite incrementar la tasa del convergencia
del método con respecto al método del descenso méas profundo. De los resultados clasicos de
optimizacién no lineal sabemos que este método es globalmente convergente si usamos la regla
de Wolfe para la biisqueda lineal. Sin embargo, en este trabajo proponemos un método BFGS
globalizado el cual nos garantice que en todas las iteraciones se satisfaga la condicién de la
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curvatura. Con esta consideracién podemos garantizar que la regla de Armijo es suficiente pa-
ra la convergencia global del método. Al igual que en el caso anterior este método asume que
la funcién objetivo es una vez continuamente diferenciable, es por esto que para este algoritmo
usaremos la regularizacién de Huber C!. El método para el problema con la regularizacién de
variacion total se describe en el Algoritmo 3

Algorithm 3 BFGS Globalizado para el problema con regularizacion TV

1: Inicializar k = 0, ug, By

2: repeat

3: Calcular y* la solucién de la ecuacién de estado dada en (3.6).
4: Calcular p* la solucién de la ecuacién adjunta dada en (3.25).
5 Actualizar la ecuacién del gradiente

B BE - fyDuk
Gk — G<uk) _ E(p1>k+3 1(uk _ ub) +ﬁDT <méx{’)’|Duk"1}>]

6:  Actualizar rp = uft1 — ¢/
7: Actualizar t, = Gkl — Gk
8: if r{tk > 0 then
9: Actualizar
(re — Biti)sg +ri(re — Bit) ™ (ri — Byhy);
Bk+1:Bk+ k T — Tr\2 k?’k?{
e Tk (7 te)
10: Calcular la direccién de descenso como solucién del sistema
Byd = —GF
11: Else
12:
13: Fijar la direccién de descenso como d = —GF
14: EndIf
15:
16: Calcular el paso de descenso s usando alguna regla de buasqueda lineal que
cumpla las condiciones (4.2) y (4.3)..
17: Calcular u**1 = /¥ 4 sdk.

18 k<« k+1.
19: until Un criterio de parada sea satisfecho

Para el problema regularizado TGV (3.18) vamos a usar de igual manera el método BFGS
el cuél esta dado en el Algoritmo 4
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Algorithm 4 BFGS globalizado para el problema con regularizacién TGV

1: Inicializar k = 0, ug, By

2: repeat

3 Calcular yk solucién de la ecuaciéon de estado dada en (3.6).
4: Calcular p* solucién de la ecuacién adjunta dada en (3.25).
5 Actualizar la ecuacién del gradiente

i(p])kJrB’1 (uk —ub) +aDT (

yDuk — wk
At

max{y|Duk — wk|,1}

G(uF, wk) =
v (Duk — k) T YEwk
o max{y|Duk — wk|, 1} TP max{y|Ewk|, 1}

6: Actualizar rp = uFt1 — 4k
7: Actualizar t, = GF1 — Gk
8:
9:  ifrlty > 0then
10: Actualizar
(re — Beti)si +ri(ri — Bete)™ (e — Bit)y ¢
Bri1 = B + - TkTy
! TiTk (rft)?
11: Calcular la direccién de descenso como solucién del sistema
Bil(du), (dw)"]" = ~G*
12: Else
13:
14: Tomar la direccién como la del descenso mds profundo
[(du)kr (dw)k]T = -G
15: EndIf
16:
17: Calcular el paso de descenso s usando alguna regla de btisqueda lineal que

cumpla las condiciones (4.2) y (4.3)..
18:  Actualizar u"*1 = uF 4+ 5(d,)* y w1 = wF + s(dy ¥
19: k < k+1.
20: until Un criterio de parada sea satisfecho
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3.1. Analisis de convergencia

En primer lugar presentamos un resultado que nos garantiza la convergencia del método

Teorema 8. Sea f : R" — R, C! y xg € R" tal que el conjunto de nivel Nij es compacto. Entonces, el
algoritmo BFGS estd bien definido y si ademds el niimero de condicion de la sucesion de matrices { By }
es uniformemente acotado entonces todo punto de acumulacion de {xy} es un punto estacionario de f.

Demostracién. Siguiendo las ideas de la demostracién el método BFGS clasico dadas en la Pro-
posicion 13.11 de [Ulbrich and Ulbrich, 2012], solo nos resta por garantizar que en todos los
pasos la condicién de la curvatura sea satisfecha. Supongamos entonces que las matrices By
tienen un nimero de condicién uniformemente acotado por la constante cg. Debido a que las
iteraciones en las que no se cumple la condicién de la curvatura la matriz es la identidad cuyo
ntimero de condicién es 1 entonces junto con la hipotesis de la existencia de la constante c,
todas las matrices estdn uniformemente acotadas por C = max{1,cg}. Es claro ademas, que
la funcién objetivo de nuestros problemas y-regularizados es C!. Finalmente, el conjunto de
nivel es compacto del Lema 8. Una vez verificadas todas la hipétesis se procede de manera
similar al caso del método BFGS clésico y se obtiene el resultado. O

El Teorema 8 nos muestra que cada punto de acumulacién de la sucesién generada por
el algoritmo converge a un punto estacionario. Queremos probar ademds que este algoritmo
converge a un punto estacionario aplicando el Teorema 6. En primer lugar, vamos a mostrar
que la direccién de descenso d* = -B. 1V £ (u¥) satisface la condicién del angulo. Entonces, de
los resultados obtenidos en el capitulo 8 de [Wright and Nocedal, 1999] sabemos que existen
constantes 0 < m < M tal que

mllq*<q"B{ <Mllq]|’ (4.20)
para todo g € R". Entonces,
~VfENTd V)BTV ()
I TEVFCS) I BV £ (k) (1 ||
V£ (x¥)B, 'ByB, 'V f(xF)

I BV f(x%) [[Il BeB 'V f(xF) ||

Tomando q = B, 'V f(xk) tenemos que

—Vf(N)Tdk gTBy
[ @< Il VAR gl Beg Il
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Usando (4.20) y teniendo en cuenta que esta condicion implica que || By ||[< M entonces:

—VENTd mql? _m
[ d ([l VAR | = Mql> M

=7 <L

Finalmente, para mostrar que los pasos de descenso {s;} satisfacen las condiciones de fac-
tibilidad (4.2) y (4.3) usamos el Teorema 7. Comenzamos por mostrar que la direccién d* =
— B, 'V f(uF) satisface la condicién (4.6), entonces puesto que las matrices { B } satisfacen (4.20),
definimos la funcién ¢ : [0, +00) — [0, +-00) tal que

con M la constante dada en (4.20). Ademas, la funcién ¢(-) es monoétona creciente. Entonces,
se tiene que

—VfER T V() TB BBV f (xi)
IId | IId | '
(d)"Bed* _ M || d* |?

= < = M| d"|,
TS Il

de dond
e donde 1(—Vf(xk)Tdk> B (—Vf(xk)Tdk> <H n H
) T e ) e

M
Asi usando el resultado dado en el Lema 10 nos permite concluir que todo punto de acumula-
cién de la sucesién {u*} es un punto estacionario de f.

4. Método de Newton globalizado

Esta seccién estd dedicada a introducir las técnicas utilizadas para proponer un método
Newton globalizado con la finalidad de resolver los problemas 4D-VAR con regularizaciéon
TV y TGV. Teniendo en cuenta que el método asume que la funcién objetivo es dos veces
diferenciable utilizaremos la regularizacién de Huber C? dada en la ecuacién (3.11), su primera
derivada dada en la ecuacién (3.13) y su segunda derivada dada en (3.14).

4.1. Presentacion del método
La idea del método propuesto es la siguiente:

1. Utilizar el método de Newton para problemas de optimizacién.
2. Formular el problema en términos de las variables primales y duales.

3. Proyectar la matriz de segundo orden.
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El método de Newton para problemas de optimizacién con restricciones de igualdad es
reformulado utilizando variables auxiliares de tal manera que nos permitan calcular la infor-
macién de segundo orden en funcién del Lagrangeano del problema, el método fue tomado
de [De los Reyes, 2015].

Comenzaremos este andlisis con el calculo de las derivadas del Lagrageano del problema
4D-VAR con la regularizacién de variacion total. Asi, se define

1 1
L(y,u,p) = 5(SHy —2) R (SHy — 2) + 5 (u — u) B (u — ") + B ) H, (Din)
— p' (Ey +vAy + Z(y)Uy - f(u))
Entonces, el gradiente del Lagrangeano estd dado por la expresion:

H'STR™Y(HSy —z) —E"p —vATp — ZU"p — diag(Uy)p

V £ 7 4 =
(v £, 1, p) (1/at)p* + B~ (u — u®) + BDTh, (Du)

Utilizando las ideas desarrolladas en [Calatroni et al., 2015], vamos a afiadir la variable dual g,
la cual nos permite estabilizar el método. Asi, tenemos el nuevo gradiente

HTSTR-Y(HSy —z) —ETp —vATp — ZUTp — diag(Uy)p
Vg Ly, u,p) = (/an)p' + B~ (u — ub) + pD7q
q = hy(Du)

Su segunda derivada es:

HTSTR-IHS—K 0 0

V2 (y,u,q) Ly, u,q9,p) = 0 Bl 0
0 —QD 1
donde:
0 0 0 0
0 diag (Ujp?*) +diag (Upp?) 0 o 0
K = 0 0 diag (uz;pS) + diag (Upp3) .. 0 . 21)
6 0 0 - diag (ngNf) + diag (U,,,pN')

Debemos afiadir también la informacién de segundo orden de la regularizacion de Huber C2
dada en (3.14), por la expresion:

1 (Du)© (Du) sii
o <A
h%(Du) _ ,Yl sii e B,
1 Du Du Du Du ..
e
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Sin embargo, afiadir directamente esta informacién no es suficiente para garantizar la conver-
gencia del método, es por esto que siguiendo las ideas desarrolladas en [Calatroni et al., 2015]
realizamos una proyeccion la cual consiste en reemplazar el término

(Du) ® (Du)
| Dul?
por
q o Du
max{1,[q[} ~ [Dul*’

donde g es la variable dual que acabamos de introducir. Ademas, todas las operaciones mostra-
das en la expresion anterior se las realiza componente a componente. Para efectuar esta tltima
operacion se construyen matrices diagonales cuyos elementos de la diagonal coincidan con los
términos mencionados anteriormente y luego se los multiplica normalmente. Asi la matriz Q,
aquella que mencionamos en la derivada del Lagrangeano y que corresponde a la informacién
de segundo orden que vamos a incluir en el método, esta dada por la expresion:

1 q Du .
il sty © e e
Q=4 11 sii € B, (4.22)
S I S| Du 29, DU Dul
1039 1501~ ety © ou) * 7010w © o) S €T
Ademés, de los capitulos anteriores sabemos que
[ E+vA + ZU + diag(Uy) |
I
, 0
e(y,u,q) = —(1/a0) | (4.23)
0
L 0 -
Entonces, la direccién debe satisfacer el siguiente sistema:
dy 0
) ol _ B—l _ by DT
o I (=) =D (4.24)
g —q+h,(Du)
57-[ O

donde:

Y 0 0o @7

-1 T T

o | 0 BYOpDTY
0 -QD T 0

E Y 0 0
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con¥ = HTSTR'HS — K, & = (E +vA + ZU + diag(Uy) y Y = (=1/at) [L,0,...,0]".
Entonces el algoritmo para la resolucion del problema 4D-VAR con regularizacion de variacién

total queda determinado a través de los siguientes pasos:

Algorithm 5 Método de Newton para el problema 4D-VAR con regularizaciéon TV

1: Inicializar 1%, k =0
2: While : algtn criterio de parada sea satisfecho

3: Calcular y* solucién de la ecuacién de estado dada en (3.6).

4 Calcular pk solucién de la ecuacién adjunta dada en (3.25).

5: Resolver el sistema dado en (4.24).

6 Calcular s usando algtn criterio de btisqueda lineal que cumpla las condicio-
nes (4.2) y (4.3).

7: Fijar uf ™1 = uk 4 56, y ¢*t1 = g* + 55,

8: k< k+1

9: End While

Realizando un andlisis similar para el problema de asimilacién de datos 4D-VAR con regu-

larizacién de variacion total generalizada tenemos los siguientes resultados.

(SHy —z) "R }(SHy — z) + %(u —u")TB (u—ub)

NI —

L(y,u,w,p) =
n n—1
+a)  Hy(Dju—w;)+ B Y Hy(Ew)
i=1

— p"(Ey +vAy + Z(y)Uy — £(u)).

Entonces, el gradiente con respecto a (v, u, w) es el siguiente

HTSTR-Y(SHy —z) — ETp —vATp — ZU"p — diag(Uy)p
V(y,u,w,p)ﬁ(yl u,w, P) - (1/At)p1 + B’l(u — ub) + DCDTI’LY(DM - w)
—ahy(Du —w) + Bh.,(Ew)

Anadiendo las variables duales g1 y 4>

[ HTSTR'(SHy — z) — ETp —vATp — ZU"p — diag(Uy)p |
(1/at)p* + B~ (u — ub) + aDTqy
v(y,u,w)ﬁ(yr ww, p,q1,q2) = —uaqr + B2
g1 — hy(Du —w)
q2 — hy (Ew)
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Entonces, la segunda derivada estd dada por la expresion

¥ 0 0 0 0

0 B! 0 aDT 0

Viywonan LW w,q1,q2,p) = | 0 0 0 —al BET
0 -D QO I 0

(0 0 -QE 0 I

donde ¥ = H'STR"!SH — K y K estd dada en (4.21). Las matrices Q1 y Q estd dadas por

1 7 Du—w .
|t~ Ty © o) e
Q=19 I siie B,
Y 1 B 7  Du—-w 2 Du—w = Du-—w .
{(l ZGW) {\Du—w| méx{l,\q1|}O\Du—w|2}+76”Du—w|O\Du—w|} stiel,
g 1 E
g2 w } ..
- — ® sii € A,
{lEW| max{1,|q2|} ~ |Ew|?
Q=9 71 sii € B,
Y 2 1 q2 Ew 5, Ew Ew ..
1— -0 — Oy O 77— el
103 |61~ iy © ) 0w © T}

Usando nuevamente la ecuacion (4.23) y de la definicién del algoritmo de Newton tenemos
que la direccién debe satisfacer el sistema:

Sy 0
Sy —p'/at— B Y(u—ub) —aDTqy
_ BET
H| % | = - PR (4.25)
Og —1+ hy(Du — w)
0g, —q2 + hy(Ew)
On 0
donde: i i
¥ 0 0 o o &
0 B! 0 «DT 0 YT
g |0 O 0 —al BET 0
|0 -QiD O I 0 0
0 0 —-QE 0 I 0
| E Y 0 0 0 0 |

y & = (E+vA + ZU + diag(Uy), Y = (—1/at) [L0,... ,O]T. Entonces el método de New-
ton globalizado para el problema 4D-VAR con regularizacién de variacion total generalizada
queda completamente determinado a través los pasos que se describen en el Algoritmo 6.
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Algorithm 6 Método de Newton para el problema 4D-VAR con regularizacion TGV

1: Inicializar 1%, k =0
2: While : algtn criterio de parada sea satisfecho

3: Calcular y* solucién de la ecuacién de estado dada en (3.6).

4 Calcular p* solucién de la ecuacién adjunta dada en (3.25).

5: Resolver el sistema dado en (4.25).

6 Calcular s usando una regla de busqueda lineal que cumpla las condicio-

| nes (4.2) y (4.3).

7: Fijar uft! = 1k + 56, w1 = wk + 56, 45 = gk + 56, y 5™ = gk + s,
8: k< k+1
9: End While

4.2. Analisis de convergencia

Aligual que para los algoritmos anteriores mostraremos en esta seccion los resultados te6-
ricos que nos permiten garantizar la convergencia del método. Los siguientes resultados sobre
la convergencia del método serdn realizados analizando el sistema reducido, siguiendo las
ideas desarrolladas en [Hintermiiller and Stadler, 2006]. El andlisis se realizara para el proble-
ma con la regularizacién de variacion total. Sin embargo, los resultados pueden ser extendidos
facilmente al problema con la regularizacion de variacion total generalizada. Comenzamos es-

td secciéon recordando la estructura que tiene la matriz de segundo orden para el algoritmo tipo

Newton:
HTSTR-1HS — K 0 0 (E+vA +2ZU + diag(Uy))T |
0 B! DT (—1/at) [L,0,...,0]
0 -QD I 0
H = I
0
(E+vA +ZU + diag(Uy)) —(1/at) | | 0 0
- 0 -

Definimos las matrices

E = (E+vA +ZU + diag(Uy)),
Y = (=1/a1) [I,0,...,0]",
¥ =H'STR™1SH — K.

Ademads, podemos notar que la matriz & corresponde a la matriz asociada a la ecuacién adjunta
cuya invertibilidad fue probada en el Corolario 1y del sistema anterior se tienen las siguientes
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igualdades

63 = QD6 — g + h(Du)
5y, = (E) Y0,
S =—(B)"T¥(E@)1Ys,

Con las consideraciones anteriores, el sistema mediante el cual se encuentra la direccion se
reduce a:

(B*1 +BDTQD+Y'(2)" Y (E)*Y) by = —ipl — B Yu—u’) — BpDTh, (Du).  (4.26)

Asi, definimos la matriz

1= (B’l +BDTQD + YT(E)*T‘{’(E)”Y> . (4.27)
y el vector
p(u) = —ipl ~ B Y (u—u") — BD"h,(Du). (4.28)

de donde el sistema que determina la direccién es

I1d = ¢(u).

De ahora en adelante nos concentramos en probar que la matriz I genera efectivamente direc-
ciones de descenso. Este resultado nos permite deducir que la proyeccion realizada globaliza

el método. Comenzamos por demostrar que la matriz es simétrica.

Proposicion 2. La matriz 11 dada en (4.27) es simétrica.

Demostracién. De la definiciéon tenemos que

' = (B*l +BDTQD + YT(E)*T‘P(E)*Y) !
— (BT)fl _’_‘BDTQTD_"_YT(E)fTTT(E)le

Puesto que B es una matriz de covarianza, es simétrica y su inversa también lo es. Asi la
demostracién se reduce a mostrar que Q y ¥ son simétricas. Para mostrar que Q es simétrica,
debemos recordar su definicién dada en la ecuacién (4.22) y notar que de la forma en la que
estd definida la matriz, es diagonal y por tanto simétrica. Finalmente analizaremos la matriz
Y.

T
wT — (HTSTR*SH _ 11<)
= HTST(RT)"1sH — KT
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Al igual que en el caso anterior puesto que R es una matriz de covarianza es simétrica al igual
que su inversa. De la definicién de la matriz K dada en (4.21) se puede notar que son matrices
diagonales y por tanto serdn simétricas. Asi podemos concluir que en general la matriz ¥ es

simétrica. O

Finalmente, mostraremos que la matriz IT es definida positiva. Antes de mostrar directa-
mente el resultado que nos garantiza que las direcciones generadas por el sistema (4.26) son
efectivamente de descenso, mencionamos algunos resultados preliminares. Comenzamos por
recordar el Lema 6 que como se mencioné anteriormente es un resultado andlogo al mostra-
do en [Volkwein, 1997] Lema 3.4 pagina 83. En el cual se muestra que el estado adjunto esta
acotado. Ahora mostraremos un resultado intermedio, el cual nos permitird garantizar que la

matriz IT es definida positiva.

Lema 11. Siel término || H'STR™Y(SHy — z) || es suficientemente pequefio, entonces existe x > 0
tal que para cualquier vector 1 € R™ se tiene que

Ll )y = x|y |2

Demostracién. En primer lugar recordamos la estructura que tiene el Lagrangeano del proble-
ma (3.17)

L(y,u,p) = %(SHy —2z)TR"Y(SHy — z) + %(u —u")"B Y (u—ub) + ﬁii:Hy(Diu)
— p"(Ey +vAy + Z(y)Uy — £(u)).
Entonces,
L, (y,u,p) = H'S'R™(SHy —z) —E'p —vA"p — ZU"p — diag(Uy)p.

La segunda derivada con respecto a i es

Gy @, p) = H'STRTISH — K

donde K es la matriz dada por (4.21). Ahora, usando la definicién de K y multiplicando a
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ambos lados por el vector 77 € R"™ tenemos que
n E(yy)n = yTH'STR™1SHy — Ky

N ‘
>cllygl*=2Y 7 (Uip)y
i=1
N} n

_CHU ||2 _222 p)z] P] 77]

i=1j=1
an

>cllnl?=21Up llo Y Y (1))
i=1j=1

>clln 2 =200 [l p ool 7 I
> (c=2p [| U [loo|l H'S"RTH(SHy — 2) [loo) [l 77 |I?

donde c es el valor propio mas pequefio de la matriz H' STR™1SH vy la tltima desigualdad se
la obtiene al aplicar el Lema 6. Entonces, tomando x = ¢ —2p || H'STR"}(SHy — 2) ||c. Para

garantizar que la constante x > 0 basta tener que

TeTp—1 c
— < —
| H'S"R " (SHy — 2) || < 20

lo que indica que tan pequefio tiene que ser el término || H'STR™!(SHy — z) ||« para obtener
resultado. O

Con los resultados anteriores es posible mostrar que la matriz I'l; es efectivamente una

matriz definida positiva, resultado que enunciamos a continuacién.

Proposicién 3. La matriz 11 definida en (4.27) es definida positiva.

Demostracién. Vamos a utilizar la definicion, entonces sea ¢ € R" \ {0} queremos probar que:
¢'ig >0

Asi,

eTriE = &T (3—1 +BDTQD + YTE‘T‘I’E‘lY) ¢
=¢"B'e+pE'D'QDE+ " YTETTYETYE.

Definiendo los vectores { = D¢y ¢ = E~1Y¢ tenemos que
¢'IIG = ¢TBIE+ pLTQC + Ty,

Notemos en primer lugar que B es una matriz de covarianza definida positiva, p > 0,y ¥ =
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()" Asi, del Lema 11 se tiene que

Py >« ||y [|*> 0.

Por tanto, basta mostrar que la matriz Q dada en (4.22) es semi-definida positiva. Empeza-
mos por recordar que la matriz Q es diagonal por tanto es suficiente analizar el signo de los

elementos de la diagonal. Sabemos que

|4
— -y =L
max{|q;|, 1}
Por tanto,
qi o Diu < Diu
max{|q;|, 1} ~ [Dul*> = [Dul?

(4.29)

Utilizando la definiciéon dada en (4.22) vamos a analizar tres casos:

icA:
1 qi Diu

= —_ ~ ® ,
D]~ max{lg], 1} [Diuf?

Qii
Utilizando la cota obtenida en (4.29) se tiene que
1 Dju 1 Dju
Qi > - = (1 - = > :
"= |Dju|  |Duf> " |Diul | Diu|

Sin embargo, de la definicién del valor absoluto se tiene

Diu

por tanto

1 D:u
o> y— > 0.
Qi 2 |Dju| < !Diu\> -
—— ——
>0 >10

i € B :De la definicién se tiene autométicamente que
Qi=v>0

i € 7 : Vamos a comenzar por recordar la forma del conjunto Z := {i: |y|Dju| — 1| < 1/2¢}.
Para este conjunto el elemento de la diagonal de Q estd dado por la siguiente expresion

Y 12 1 qi Diu 2 D;u Diu
Q-:{1—9 [ S— © }+ Rt iyOffiiy
i == 2% 15l ~ max, vy © owl) T Dl © 1D

con 0, = (1 — y|Dju| 4 1/2y). Del andlisis realizado en el primer caso sabemos que

1 qi Diu:|
- — © > 0.
[|Dfu| max{|qi], 1} [Diuf?
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Ademds, de la definiciéon del conjunto Z y de 6, podemos concluir

6, >0,

Y n2 1
1—=0->1——>0.
277~ 27_0

Por tanto, se tiene que

Diu  Dju Diu \?
> 29 Lada ! e 20 ! > .
Qi 2 7 D] D] ~ "\ D] ) = 0

Asi, de los tres casos podemos concluir que efectivamente Q es semi—definida positiva.

Finalizamos la demostracién con la siguiente expresion

GG =¢'B I+ P T Q0+y ¥y,
——— N N~
>0 >0 20 >yl
por lo que se puede concluir que
ETTIE > 0.

de donde se obtiene el resultado. .

Gracias a estos resultados podemos comprobar que la proyeccién realizada sobre la in-
formacion de segundo orden nos garantiza que la matriz es definida positiva y por tanto lo

podemos entender como el proceso de globalizacién que se ha mencionado.

Al igual que para los algoritmos anteriores el principal objetivo es aplicar el Teorema 6
que nos garantiza la convergencia del método a puntos estacionarios de la funcién. Asi, em-
pezaremos por probar que la direccién generada por este método satisface la condicién del
angulo. De la Proposicién 3 la matriz IT dada en (4.27) es definida positiva. Entonces, existen
constantes 0 < my < Mj tales que

mi || q1P<q'Thg < My | q|I>, VgeR"

A continuacion presentamos un resultado que nos garantiza la existencia de constantes 0 <
m < M independientes de k tal que

m|q|P<q" g <M|q|?  VYqeR"

Proposicion 4. Sea la matriz Iy = T1(uy) definida en (4.27) entonces existen constantes 0 < m < M
tal que
mlqP<q g <M|q]?  VqeR"

para uy € Ng y At suficientemente pequerio.
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Demostracién. Usando la definiciéon de 11, tenemos que
q'Tg = q"B g+ Bg"DTQiDg + qTYTE,:T‘YkEleq.
donde Qx = Q(ux), Ex = E(ux) y ¥x = ¥ (u). Entonces,
97 TLq = Apin(B™) 119 1> +BAmin (DT QD) || q 12 +Amin (YT (E) ™ ¥k (E6) 1Y) [ 9 %,

donde A,;,(B~1) es el menor valor propio de la matriz B~!. Asi, procedemos a acotar los
valores propios mds pequefios de las matrices DT QD y YTEI;T‘F;{E; Y. En primer lugar, re-
cordando que Qf es una matriz semi-definida positiva podemos concluir que DTQ;D también
es semi—definida positiva y por tanto

Amin(DTQkD) 2 0.

Por otro lado, analizamos la matriz YT (Z;) ~T¥,(E;)~'Y. Al igual que en el caso anterior, re-
cordando que ¥} es definida positiva, podemos concluir que la matriz YT (Z;) " T¥(Z;) 1Y
también es definida positiva entonces,

Amin(YT(Ek)_TTk(Ek)_lY) > 0.
Asi, tenemos que

9" Teq > Apin(B™1) | q 11?4 Amin (DT QD) 11 4 1 + Amin (YT (E6) " ¥i(E)Y) Il 9 1%,
| S —

>0 >0

> Amin(B™1) 19 |17

Entonces, definiendo 7 := A,;;,,(B™1) = Auax(B) se tiene el resultado. Por otro lado, sabemos
que

0TTq < Awax(B™) 119 17 +BAmax (DT QD) (1 g 1> + [ YT (E6) " ¥(E) Y ([l g 11

En este caso vamos a analizar los valores propios de cada matriz. Asi, en el caso de la matriz
DT QyD puesto que Qy es diagonal se tiene la siguiente relaciéon

DTQD = Q;D'D.

La matriz D representa el gradiente discreto es una matriz que no depende de k asi que deno-
taremos por A;(DTD) a los valores propios de la matriz DT D. De la definicién de los valores
propios sabemos que

D'Dx = A(D'D)x,
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multiplicando a ambos lados por Q tenemos que
QkD"Dx = A(D"D)Qyx,

entonces,
DTQyDx = QD Dx = A(DTD)Qrx = A(DTD)A(Qy)x.

Asi, los valores propios de la matriz DT Q;D se pueden caracterizar como
MD'QiD) = MDD)AMQp)-

Por otro lado, puesto que la matriz Qj es diagonal y sus elementos de la diagonal estdn acota-

dos de la siguiente manera
0<(Qr)it <7

Por lo tanto, tenemos que
Amax (DTQkD) = /\max(DTD)')/'

Finalmente, analizamos la norma de la matriz YT.Ek_ T‘I’kEk_lY. Usando las propiedades de las

normas matriciales inducidas por la norma euclidea tenemos que
IYTE T EY < Fe & 1P Y 2 (4.30)
Empezamos analizando el término || ¥y ||, asi
I ¥ 1< HTSTRTISH || + [ K| .
Usando la definicién de la matriz K dada en (4.21) tenemos que
I K ll=2 | U [l pr < 20ce | U [[[[I| HTSTRT! flool| SHy — 2 [|eo,

donde ¢« es la constante de equivalencia entre la norma euclideana y la norma infinito. Ade-

mas, la dltima desigualdad se obtuvo usando el Lema 6. Entonces,

I K | < 2pce0 | U [l HTSTR™ [leo [ SH Jleoll ¥ lleo + [ 2 1]
< 200 ||| U [l HTSTR™ [loo [C(f, Ko) || SH [|eo + || 2 [|oo]

donde la tltima desigualdad se la obtuvo al aplicar el Lema 3. Ademads, puesto que u; € N§
y este conjunto en compacto gracias al Lema 8 lo que implica la existencia de una constante
Ko > 0 tal que || u ||< Kp. Definimos entonces

i = 2pces [[[| U Il HTSTR™ [|eo [C(f, Ko) | SH lloo + || 2 floo] -

Asi,
| i I<|| HTSTR™'SH || +p (4.31)
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Por otro lado, analizaremos la norma de la matriz &, L para esto usaremos el Lema de Banach
para operadores inversos dado en el Lema 9. Entonces, empezamos recordando la estructura
de la matriz 5 dada por

Ek =E+vA + ZkU + dlag (Uyk)

En primer lugar recordamos la definicion de la matriz [E dada en la ecuacién (3.5) la cual tiene

la siguiente estructura

1
E=—F
At
donde F es una matriz invertible. Asi
E ' =AtF! (4.32)

Entonces, realizamos la siguiente asociaciéon de la matrices
E-'=[E+ (vA + ZU + diag (Uyy))]

donde claramente E es invertible y su inversa estd dada en (4.32). Para aplicar el Lema 9 de-
bemos en primer lugar garantizar que At || F~! ||| vA + Z;U + diag (Uyy) ||< 1. Lo cual se
obtiene al tomar At suficientemente pequefio de tal manera que

1
At < ; .
| -1l vA + Z,U + diag (Uyy,) ||
Asi,
o1 At || E1|
H :‘k HS — 1 .
1—At| F1|| vA+ ZU + diag (Uyy) ||

Ahora, acotando el término || VA + Z;U + diag (Uyy) | tenemos que

| vA +ZU + diag (Uy) || <v | A [ +2 [ U |[[| yx |
<vI[[ A +2C(f, Ko) || U ||

donde la dltima desigualdad se obtuvo al aplicar el Lema 3 y puesto que u; € Ng y este
conjunto es compacto. De esta manera se obtiene la siguiente cota

EE At
C NS TR TET TR AT 2GR O

(4.33)

la cual es independiente de k.

80



Reemplazando las desigualdades (4.31) y (4.33) en (4.30) se tiene que

qTHkq < )‘max(Bil) I g ||2 +5'Y/\maX(DTD) | g ||2
At H ]Fil Hz H ||2
(1—2C(f, Ko,) [FT 20 )z "

+ (Il HTSTRT'SH || +1) || Y |
Entonces, definimos

M = Ayax(B™Y) + ByAmax (DT D)
At || F-1 |2
_ 2
(1=2C(f,Ko,) [| E-1 ||| U )

(I HTSTRTSH || +0) [ Y |12

Resumiendo, hemos encontrado dos constantes 0 < m < M independientes de k tal que

m|qlP<q'Thg<M]|ql?. m

Mostramos a continuaciéon que las direcciones d* generadas por este algoritmo satisfacen
la condicién del angulo. Es decir, debemos probar que existe una constante 7 < 1 tal que

—p)Tad"
ERIE N

donde ¢(u*) esta dada en la expresion (4.28). Asi,

—p(uh)Td* p(u)IT (")
I ¢ @) I | T (k) (1] d ||
_ PO TIIT (i)
| T (k) ||| TLIT p(uk) ||

Definiendo g = I1, '¢(u*) tenemos que

—p)Td* "Il '
1 1 @) | 1 g [ Thiq |]

Usando la Proposicién 4 y teniendo en cuenta que esta condicion implica que || IT; ||< M

entonces: Tk 5
— d
ouTd mlq)t_m
[ Il (k) | = Mgl M

Finalmente, para mostrar que los pasos de descenso {sy } satisfacen las condiciones de fac-
tibilidad (4.2) y (4.3) usamos el Teorema 7.

La condicién (4.6) se satisface automaticamente puesto que de la Proposicion 4 las matrices
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{I1;} satisfacen
m | q|P<q" g <M q|?.

Asi, tomando la funcién monétona creciente ¢ : [0, +00) — [0, +c0) tal que

o(x) = —

se tiene que

¢(uF)Td_ @(u)TIL M TIIT ()
I d ] I d || '
(d)hdt _ M| d* |2 K
= < =M a |,
IId | Ild |

lo que nos permite concluir que

Usando el Lema 10 tenemos que V f (1) es uniformemente continuo sobre el conjunto de nivel
Nfy por tanto se puede concluir que todo punto de acumulacién de la sucesién {u;} generada
por el algoritmo es un punto estacionario de f.

Finalmente, con razonamientos similares se puede definir un sistema reducido para el pro-
blema con la regularizacion de variacion total generalizada. Usando razonamientos similares
se puede probar resultados similares a los mostrados para el problema con variacién total y de
esta manera poder garantizar la convergencia del método a puntos estacionarios del problema.

5. Busqueda lineal polinomial

Finalmente, concluimos este capitulo estudiando la técnica de btisqueda lineal polinomial,
la que nos garantiza mejores resultados teniendo en cuenta trabajos anteriores en el campo
del tratamiento de imégenes. En estos trabajos se muestra que el uso del algoritmo backtraking
usual para efectuar una bisqueda lineal con la regla de Armijo no es suficiente, puesto que los
valores que satisfacen esta regla son muy pequefos, tomandole asf al algoritmo muchas maés
iteraciones de las que de verdad se necesita. En casos extremos, ni siquiera se puede garantizar
la existencia de pasos que satisfagan las reglas de Armijo.

La regla de busqueda lineal polinomial que se utiliza en este trabajo esta detallada en
[Dennis Jr and Schnabel, 1996]. A continuacién presentamos un resumen de la estrategia y el

algoritmo utilizado en este trabajo.

La estrategia de backtracking queda determinada a través del pardmetro a < 1 tal que

S = Dék.
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Usualmente, este pardmetro « puede ser constante. Sin embargo, conocemos de antemano que
usar un valor de & constante puede no ser una buena opcién ya que si & ~ 1 le tomard muchas
iteraciones al algoritmo encontrar el valor tal que se satisfaga la condicién de Armijo. Por otro
lado, si « es muy pequefio es probable que en la segunda o tercera iteracién nos encontremos
lejos del valor 6ptimo y esto puede producir que el algoritmo itere indefinidamente o que
los valores para los cuales se satisfaga la condicién de Armijo sean muy pequefios. Como
solucion a este problema se propone el uso de un algoritmo que tome valores variables de x a lo
largo de las iteraciones. Especificamente nos vamos a concentrar en el método de interpolaciéon

polinomial.

Empecemos por asumir que para cada iteracion del método de optimizacién podemos de-
finir la funcién f(-) tal que

f(s) = flxx +spr),

la cual es la restriccion del funcional objetivo a la recta que pasa por x; en la direccion py.
Asumimos que el algoritmo de backtracking empieza con s = 1. En el caso de que para este

valor de s no se satisfaga Armijo, es decir se tiene que

F(1) > f(0) +c1f'(0), (4.34)

con c; = le — 4. En este caso, debemos realizar una segunda iteraciéon del algoritmo de back-
traking. La idea principal del método es aprovechar la informacién que tenemos sobre f para
aproximarla mediante algtin modelo polinomial y hallar s tal que minimice dicho modelo. De
las consideraciones anteriores sabemos que contamos con informacién de 3 valores sobre la
funcion f, es decir

fO)=flx) vy f(0)=Vf(x) pr.

Ademas, conocemos que f(1) = f(x; + px). En la primera iteracién del algoritmo vamos a
buscar un modelo cuadratico que aproxime a f tal que se cumplan las tres condiciones ante-
riores. Se puede probar que el modelo que satisface estas condiciones estd dado por la siguiente
expresion.

g(s) = [f(1) = £(0) — e f (0)] s + f(0)s + £ (0).

Ahora, para calcular el valor de s que minimiza la funcién cuadrética utilizamos la condiciones

de optimalidad de primer y de segundo orden. El punto estacionario de esta funcién es:

S = _fl(o)
2[f(1) - F(0) — ' (0)]’ (4.35)

ademas,

iy (A) = 2[f(1) — f(0) = f'(0)] > 0,
esto se obtiene ya que (4.34) es verdadero y f'(0) < 0. Por tanto el minimo del modelo cua-
dratico es efectivamente 3 y en el algoritmo del backtracking fijamos sy = 5. De las propiedades
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anteriores sabemos que
1

T 20 —a)
Esto se obtiene de igual manera de la desigualdad (4.34). Sin embargo, los problemas surgen
cuando f(1) es mucho mas grande que f(0), lo que implica que § sea muy pequefio. Conside-

rando lo anterior el algoritmo propone fijar un valor minimo de [ = 1/10.

Una vez obtenido el paso siguiente sy, existen dos posibilidades: s satisface la condiciéon
de Armijo en cuyo caso el algoritmo termina o s; no satisface dicha condicién. En caso de
que necesitemos realizar una nueva iteracion del algoritmo de bisqueda lineal, podemos usar
nuevamente un modelo cuadratico. Sin embargo, para poder sacar provecho de toda la infor-
macién con la que contamos se propone aproximar f por un modelo ctibico que se ajuste a las

valores de f(0), f/(0), f(sx_2) y sx_1. El polinomio ctibico que satisface estas condiciones es

ey (s) = as® + bs? 4 f'(0)s + f(0)

a=—t [ e (Fs2) = F(0) = F/(0)sk_2) + —(F(sk1) — F(0) — f’<o>sk_1>]
Sk—2 — Sk—1 | Si_o Sk1
b= [— S (F(se2) = F(0) = F(0)sk-2) + 52 (F(s1) = F(0) - f’<o>sk_1>]
k-2 = Sk-1 | Si_p Sk—1

Ademas, el minimo de esta funcién estd dado por

—b+ /b2 —3af’(0) 436

s = 32 .

Se puede probar que para ¢; < 1/4, § nunca serd un valor complejo y que § > 0. Ademas, si
f(sk_2) > f(0), entonces § < (2/3) sr_1. Al igual que en el caso anterior pueden darse casos
en los que el valor de § sea muy pequeno y por tanto se fijan cotas inferiores y superiores para
evitar dichos casos patolégicos. En el algoritmo se fija la cota inferior I = 0,1 y la cota superior
u=20,5.

Ademas, de los pasos descritos anteriormente, el algoritmo implementado incluye dos con-

diciones adicionales:

e Se fija un valor minimo para la longitud del paso de descenso el cual se utiliza cuando
la condicién de Armijo no ha sido satisfecha, pero || sypx ||2 es suficientemente pequefio.
Entonces el proceso de biisqueda lineal termina. Este criterio previene que el algoritmo

itere infinitamente si px no es una direccién de descenso.

e Se fija ademads, un valor maximo para la longitud del paso. Estos casos ocurren cuando la

matriz a partir de la cual calculamos la direccién de descenso tiende a ser singular. Este
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proceso previene que nos escapemos de la region de convergencia de los algoritmos.

El algoritmo como tal se describe a través de los siguientes pasos:

Algorithm 7 Basqueda lineal polinomial

1: Inicializgr s=1c=1e—4, k=1
2: While f(Sk) > f(O) + lel<0)

3: If s >0,1
4: Ifk=2
5: Calcular § como en (4.35)
6: Fijar sy = §
7: Else
8: Calcular § como en (4.36)
9: If § < 1/25;_4
10: Fijar s = §
11: Else
12: Fijar s = 1/2s;_4
13: End If
14: End If
15: Else s = 0,1
16: End If
17: k+ k+1

18: End While
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Capitulo 5

Experimentos Numéricos

Este capitulo se concentra en la resolucién de diferentes experimentos numéricos cuyo
principal objetivo es mostrar el desempeno de los algoritmos propuestos, la manera en a que
las diferentes regularizaciones recuperan las soluciones de los problemas y la influencia de los
datos. Para poder cumplir con estos objetivos se han disefiado cuatro experimentos los cuales
se detallan a continuacién. El primero tiene como objetivo principal mostrar el desempefio de
los algoritmos estudiados en este trabajo al momento de resolver un problema de asimilaciéon
de datos variacional de la ecuacién de Burgers, ademas de estudiar la influencia que tienen las
reglas de busqueda lineal con respecto al ntiimero de iteraciones que cada algoritmo necesita
para satisfacer un criterio de parada. A lo largo de este trabajo hemos mencionado que la regu-
larizacién de variacién total (TV) genera un efecto de escalonamiento en las soluciones, es por
eso que el segundo experimento ha sido disefiado con la finalidad de permitirnos visualizar
este efecto y ademds mostrar como la regularizacién de variacién total generalizada (TGV) lo
elimina. El tercer experimento analiza la influencia que tiene la cantidad de observaciones que
tenemos con respecto a la forma en la que cada problema recupera las soluciones. La principal
motivacién de este experimento es poder interpretar los resultados aqui obtenidos y aplicarlos
al problema de asimilacién de datos meteorolégicos para de esta manera poder concluir en
la necesidad de contar un sistema mds completo de recoleccién de observaciones meteorolé-
gicas para poder mejorar los pronodsticos considerablemente. El principal objetivo del tdltimo
experimento es mostrar que el esquema de discretizar-luego—optimizar propuesto en este trabajo
nos permite resolver problemas que desde el punto de vista funcional son mds complejos de
analizar. Concretamente, presentamos un experimento cuyo principal objetivo es resolver dis-
tintos problemas de asimilacién de datos con la ecuacién de Burgers cuando su pardmetro de
viscosidad tiende a cero y analizar el comportamiento del algoritmo de Newton globalizado

al resolver dichos problemas.

En cada experimento se detallan los pardmetros utilizados. El esquema para la generacién
de los datos es el siguiente: primero fijamos una funcién constante a trozos o lineal a trozos la
cual serd nuestra solucion exacta. A partir de esta funcién resolvemos la ecuacién de estado
asociada y extraemos la informacién correspondiente a las observaciones. Dependiendo del
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experimento podemos afiadir ruido o no a las observaciones a través de la suma de una va-
riable aleatoria que siga una distribucién Gaussiana con media 0 y la matriz de covarianza R.
Para la generacion de la informacién previa o background tomamos la variable de estado exac-
ta correspondiente al tercer instante de tiempo y le sumamos una variable aleatoria que siga
una distribucién Gaussiana de media 0 y matriz de covarianza B. En todos los experimentos
se utilizan n = 50 puntos de discretizacion espacial y Ny = 100 puntos en la discretizacién
temporal a menos que se indique lo contrario. Las observaciones seran tomadas cada N = 10
puntos en la malla espacial y cada M = 25 puntos en la discretizaciéon temporal a excepciéon
del experimento que analiza la influencia de la cantidad de observaciones en la reconstruccién
de la solucién en el cual se indica la cantidad de observaciones que se toman. El horizonte
temporal es fijo para todos los experimentos T = 1. El pardmetro de viscosidad de la ecuacién
de Burgers es v = 0,6 a excepcion del dltimo experimento en el cual se indicara el valor de
parametro escogido. Ademas, el pardmetros de la regularizacion de Huber, sera fijado como
v = 100 para todos los experimentos, sin hacer distincion en el tipo de regularizaciéon que se
use.

La resolucion de los diferentes experimentos realizados con el problema regularizado TGV
se realiza con un esquema de inicializacién en caliente, el cual se refiere al uso de la solucién
obtenida por el problema TV como punto inicial para el problema TGV. Esta técnica fue usada
en trabajos pasados, por ejemplo, [Calatroni et al., 2015].

Como criterio de parada usamos la condicién

k

Ik =t lre< iy,

cony = le —3.

En algunos experimentos se afiadié una regularizacién eliptica para garantizar la conver-

gencia de los métodos. Esta regularizacién consiste en afiadir el término
Re(u) = %(uTAu +ulu) (5.1)
en el caso del problema con la regularizaciéon TV y el término
Re(u,w) = %(uTAu +ulu 4wl (ETE)w + wlw) (5.2)

para el problema con la regularizacion TGV. Esta regularizacion se utilizé principalmente para
los métodos del descenso méas profundo y BFGS, garantizando la convergencia de los mismos.
En el caso del método Newton globalizado se utilizé tinicamente en casos especificos. El valor

del pardmetro u utilizado serd mencionado al inicio de cada experimento.

Ademas, se toma como niimero maximo de iteraciones itery,;y = 1000. En caso de que
algtn algoritmo no satisfaga el criterio de parada hasta este ntimero de iteraciones se considera

que el algoritmo no converge.
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1. Anadlisis de convergencia de los métodos estudiados

Este experimento estd disefiado con la finalidad de estudiar el comportamiento de cada
uno de los algoritmos presentados en el capitulo anterior. Ademds, comparamos los resulta-
dos obtenidos al usar diferentes reglas de btisqueda lineal. Para efectuar dicha comparacién
vamos a resolver el problema de asimilacién de datos con la ecuacion de Burgers usando la
regularizacion de variacion total (TV). En este experimento usamos la funcién exacta dada por

la expresion:

1 [ |
{2 six <5,
Uex —

0 caso contrario.

0 5 10
Q

Figura 4. Funciéon exacta para el experimento de andlisis de velocidad convergencia de los
algoritmos.

En este caso asumimos que las observaciones no tienen errores, por tanto la matriz R = I,
por otro lado la matriz B = (0,1)I. El pardmetro de la regularizacién TV estd dado por = 0,5,
el pardmetro de la regularizaciéon de Huber es -y = 100. El problema resuelto con los algoritmos
del descenso mds profundo y BFGS usard la regularizacion eliptica definida en (5.1) con el
pardmetro u = 1le — 10.

Este problema serd resuelto usando el método del descenso més profundo (SDM) definido
en el Algoritmo 1, el método BFGS dado por el Algoritmo 3 y el método de Newton Globa-
lizado (NW-G) definido en el Algoritmo 5. Ademds, usaremos diferentes reglas de busqueda
lineal, usando el algoritmo de backtracking con las regla de Armijo y de Wolfe, y finalmente
la regla de buisqueda lineal polinomial dada en el Algoritmo 7. Los resultados obtenidos en
este experimento son resumidos en la Tabla 1, en donde las siglas “No CV” indican que los
algoritmos necesitan mds de 1000 iteraciones para satisfacer el criterio de parada. Mientras
que las siglas “No s fact” indica que el algoritmo backtracking no encontré un paso factible.
Asi, de estos resultados podemos concluir que el algoritmo Newton Globalizado con la regla
de btisqueda lineal polinomial necesita menos iteraciones que los otros algoritmos y ademas
la solucién obtenida es mas cercana a la solucién exacta, que aquellas obtenidas con los otros

algoritmos y es por esta razon que para los experimentos siguientes se usara tinicamente este
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Tabla 1. Comparacién de los resultados obtenidos con los algoritmos (SDM), (BEGS) y (NW-G)
y usando diferentes reglas de busqueda lineal

Armijo Wolfe Polinomial
Iter | 1 — ttex || Iter | — utex || | Tter | || u — ey ||
SDM 61 1.7572 61 1.7572 106 1.8031
BFGS | Nosfact | Nosfact | Nosfact | No s fact 87 1.5217
NW-G | Nosfact | Nosfact | Nosfact| No s fact 38 0.8853
método.

La Figura 5 muestra las soluciones obtenidas con el algoritmo del descenso mds profundo,
el método BFGS y el Newton Globalizado usando la regla de btisqueda lineal polinomial. De
esta figura podemos concluir nuevamente que el método de Newton globalizado nos permite

obtener soluciones més acercadas a la solucién exacta y en una menor cantidad de iteraciones.

-—-- Exacta 2 - @ - - - Exacta 1 2 TEEEw——= - 4--- Exacta -
2 f/\/\' —— TVconSDM _|

————— — TVconBFGS ——— TV con NW-G

Figura 5. Soluciones obtenidas con la regla de biisqueda lineal polinomial para el método SDM
(izquierda), BFGS (centro) y NW-G (derecha)

Ademés, para este experimento vamos a mostrar la manera en la que la solucién obtenida
ajusta la variable de estado final a las observaciones introducidas como datos. En la Figura 6
se muestra dicha comparacion para tres instantes de tiempo determinados. En cada uno de los
instantes se puede apreciar el ajuste de las observaciones con el estado éptimo. Este compor-
tamiento nos permite concluir que si se ajusta de esta manera para un futuro préximo, los pro-
noésticos ampliando la ventana de tiempo serdn igual de correctos. De cierta manera podemos
extrapolar estos resultados al problema de asimilacién de datos meteoroldgicos justificando de

esta manera la importancia de la inclusién de nuevas técnicas de regularizacion.

2. Comparacidn entre la regularizacion TV y TGV

Este experimento estd disefiado con la finalidad de mostrar el efecto de escalonamiento
producido por la regularizacién de variacién total (TV) y la manera en la que las soluciones

del problema con la regularizacién de variacion total generalizada (TGV) eliminan dicho efec-
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(a) Solucién para t = 0,13 (b) Solucién para t = 0,255 (c) Solucién para t = 0,38

Figura 6. Comparacion entre las observaciones y el estado final asociado a la solucién con el
algoritmo NW-G con g = 0,5

to y se obtiene una mejor reconstrucciéon de la solucion. Para el problema con la regularizacién
(TGV) se usa el esquema de inicializacién en caliente mencionado al inicio del capitulo. Ade-
mads, para escoger los parametros de la regularizaciéon TGV se utiliza la siguiente heuristica
presentada en [Calatroni et al., 2015]

£
ﬁ—* € =(0,75;1,5).
4 n

La funcién exacta utilizada en este experimento estd dada por la siguiente expresion:

3 - |

3

E; six € [0;2], 2 a

x—2 six € [2;4],

2 six € [4;5],
Upy = - |
“ 3x—15 six € [56)], 1

-3

Tx+6 six € [6;8)],

0 six € [8;10], 0 ‘ N

Figura 7. Funcién exacta para el experimento de comparacion de soluciones de los problemas
TVy TGV
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37 T i 3, |
2| : 20 |
1} : 1 |
0| | or |
—1 L= | L -1 ‘ —
0 5 10 0 5 10

Q Q

(b) Solucién del problema con la re-
gularizacion TGV cona = 5y B =
0,15

(a) Solucién del problema con la regu-
larizacién TV con g = 0,75

Figura 8. Soluciones para el experimento de comparacién del problema TV y TGV

En las Tablas 2 y 3 se muestran los resultados para el problema con la regularizaciéon TV y
TGV, respectivamente. En la Figura 8 se muestra los resultados para ambos problemas.

Tabla 2. Resumen experimento para el problema con la regularizacién TV

B | Iteraciones | || u — tey ||
0.5 37 1.7938
0.75 31 1.9082

1 35 2.0705

5 60 3.5346

Tabla 3. Resumen experimento para el problema con regularizacion TGV

« B Iteraciones | || u — uey ||
1] (0,75)y 13 2.0003
1 n 15 1.9522
1] (1,25)9 14 1.9231
1] (15)y 12 1.9082
51 (0,75)4 15 1.9794
50 g 15 2.0505
5] (1,25)7 14 2.1398
5| (1,5)9 12 22171

Como se menciond en la introduccion de la seccion este experimento nos permite comparar
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05 |- B 05 |~ N 05 |-

(a) Variable de estado para (b) Variable de estado para (c) Variable de estado para
t=10,13 t =0,255 t=0,38

Figura 9. Comparacion entre el estado final y las observaciones para el experimento con la
regularizaciéon TGV con pardmetrosa =1y = 0,03

de manera mas concreta las soluciones obtenidas por ambos problemas. De manera concreta,
mostramos el efecto de escalonamiento en el caso de la regularizaciéon TV y la manera en la
que la regularizaciéon TGV elimina este efecto y nos permite obtener una mejor reconstruccién

de la solucién.

Finalmente, presentamos en la Figura 9 el estado 6ptimo asociado a la solucion del proble-
ma con la regularizaciéon TGV. Podemos apreciar la manera en la que la variable de estado se
ajusta a las observaciones de manera 6ptima, permitiéndonos de esta manera concluir que al
aumentar el tamafio de la ventana de tiempo los pronésticos serdn mejores que en el caso de

no usar esta regularizacion.

3. Experimentos con mallas mads finas

La principal desventaja que presenta el método de Newton Globalizado dado en los Al-
goritmos 5 y 6 utilizado en este trabajo es el tamafio de la matriz resultante. En el caso del
problema con la regularizacién de variacion total el tamafo de la matriz es de 2m +2n — 1
donde 7 es la cantidad de puntos de la discretizacién espacial y N; de la discretizaciéon tempo-
ral y m = nN;. Mientras, en el caso del problema con la regularizaciéon TGV el tamafio de la
matriz es de 2m + 4n — 3. En el caso de los experimentos anteriores se tomé6 n = 50 y N; = 100,
por tanto las matrices correspondientes eran de tamafio 10099 para el problema TV y 10197
en el caso del problema TGV. A continuaciéon vamos a mostrar que contar con mallas mas fi-
nas nos garantiza una mejor reconstruccion de la solucién. En este caso vamos a resolver un
problema de asimilacién de datos con la ecuacién de Burgers con la regularizaciéon TGV ani-
camente. En este experimento vamos a fijar la solucién exacta como la funcién que se muestra

en la figura 10.
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Tabla 4. Resumen del experimento para diferentes tamafios de mallas

n | N¢ | Tamafio de la matriz | « B Iteraciones | || u — u,y || | Tiempo
50 | 100 10197 1| 0.03 12 1.9082 9.37s.
75 | 150 22797 51 0.05 14 2.4725 38.35s.
100 | 200 40397 51 0.0375 12 2.4481 86.79s.
100 | 300 60397 51 0.0375 11 2.4146 118.76s.
150 | 300 90597 51 0.0250 11 2.6144 244.59s.
31 |
3
( ix six € [0;2], 2 N
x—2 six € [2;4],
2 six € [4;5],
Uy = - |
“ 3x—15 six € [5;6], 1
—43x +6 six € [6;8],
L 0 six € [8;10], 0 | ‘ N

0 5 10

Figura 10. Funcién exacta para el experimento resolucion del problema con distintos tamafios
de malla

Debido al tamafio de las matrices este experimento fue realizado usando los recursos del
Laboratorio de Calculo Cientifico del Centro de Modelizacién Matematica: ModeMat, Escuela
Politécnica Nacional (Quito). Para cada tamafio de malla se realizaron varios experimentos
variando los pardmetros a y 3, sin embargo, en la Tabla 4 se muestran tinicamente los mejores

resultados.

La Figura 11 muestra los gréficos de las soluciones obtenidas para cada tamafio de malla,
en el cual se puede apreciar la diferencia en las soluciones cuando tenemos mallas méds finas.
A pesar de que en la Tabla 4 la diferencia entre las soluciones obtenidas y la exacta va aumen-
tando conforme el tamafo de la malla aumenta, en la Figura 11 se puede apreciar la manera en
la que la soluciones obtenidas se van ajustando de mejor manera a la exacta. Este ajuste ocurre
particularmente cerca de los puntos de discontinuidad de la funcién, es decir se recuperan los

sharp fronts de mejor manera.
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(a) Solucién del problema con nn = 75 (b) Solucién del problema con n =
y N = 150 100 y N; = 200
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1 - 11 N
0 ) 0l Ny
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0 5 10 10
Q
(c) Solucién del problema con n = 100 (d) Solucién del problema con n =
y N = 300 150 y N; = 300

Figura 11. Soluciones obtenidas para el experimento con distintos tamafios de mallas
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4, Andlisis de la influencia en la cantidad de observacio-

nes

Esta seccion estd dedicada a mostrar la diferencia en la reconstruccién de las soluciones
dependiendo de la cantidad de observaciones que se ingresan como datos en el problema de
asimilacién de datos. La principal motivacién de este experimento es mostrar que los pronds-
ticos o en este caso la reconstruccion de las soluciones puede ser mejorada considerablemente
tinicamente al incluir mas observaciones como datos de entrada. De esta manera, podemos
mostrar que en el caso del problema de asimilacién de datos meteorolégicos si contamos con
un sistema de recoleccion de informacién de observaciones meteorolégicas mas amplio a nivel

nacional podria mejorar los pronésticos climaticos reales.

Como se menciond en los experimentos anteriores se utilizaron tinicamente 5 observacio-
nes en el espacio en 4 instantes de tiempo, dandonos un total de 20 observaciones de 500 po-
sibles (ya que tenemos 50 puntos de discretizacién espacial y 100 de discretizacién temporal).

Para este ejemplo se usard como funcién exacta la descrita por la siguiente expresion:

3% six € [0;2],

x—2 six € [2;4],

2 six € [45],
Uex =

3x—15 six € [5;6],

_T3x+6 six € [6;8],

0 six € [8;10],

En la Tabla 5 se muestra las iteraciones y el error (|| # — u.y ||) al variar la cantidad de
observaciones ingresadas. El problema se resolverd con la regularizacién TGV con los pardme-
tros« = 1y B = 0,03. Esta tabla muestra ademads, la cantidad de observaciones en la malla
espacial que se tomaré (1,) y cuantos instantes de tiempo se van a considerar (N,). Como se
puede apreciar en esta tabla, para poder reconstruir las soluciones de mejor manera es pre-
ferible aumentar la cantidad de observaciones espaciales que los instantes de tiempo. Esto se
muestra directamente en la primera parte de la tabla, en donde solo aumentamos la cantidad
de instantes de tiempo a ser considerado. Sin embargo, el error no disminuye como se espe-
raria. Por otro lado, la segunda parte de la tabla nos muestra que a pesar de considerar pocos
instantes de tiempo la reconstrucciéon de la soluciones puede ser mejorada considerablemente
tnicamente aumentando la cantidad de observaciones espaciales. Finalmente, como se espe-
rarfa al contar con informacién completa se obtiene la mejor reconstruccién; sin embargo, es
claro que desde el punto de vista aplicado esto no es posible. En conclusién, gracias a este ex-
perimento sabemos que contar con més observaciones distribuidas en la malla espacial mejora

considerablemente los prondsticos.

Ademés, en la Figura 12 se muestran los graficos de algunas de las soluciones dependiendo
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Tabla 5. Resumen del experimento para diferentes cantidades de observaciones

1o | (N}), | iteraciones | || u — i,y ||
3 3 11 2.3684
3 4 12 2.3756
3 5 11 2.3809
3 7 13 2.3819
3 10 14 2.3853
3 20 21 2.4042
3 25 23 2.4128
3 50 59 2.4370
5 3 11 2.2572
10 3 15 2.0955
25 3 11 1.9992
50 3 11 0.5530
5 5 13 2.2003
10| 10 14 1.8598
251 25 19 1.5750
50 | 50 19 0.3638
50 | 100 20 0.2474

de la cantidad de observaciones que se utilizan.

Otro factor importante dentro de la asimilaciéon de datos es la calidad de las observaciones
ingresadas al problema. A lo largo de este capitulo hemos asumido que las observaciones son
perfectas, es decir coinciden directamente con la solucién de la ecuacion de estado asociada
con la solucién exacta. Sin embargo, desde el punto de vista aplicado es imposible obtener este
tipo de observaciones. En particular, para el problema de asimilacién de datos meteorolégi-
cos los artefactos utilizados para la recoleccion de observaciones incurren en errores los cuales
no pueden ser despreciados. Con la finalidad de reproducir este comportamiento la siguiente
parte del experimento muestra que contar con observaciones imperfectas puede afectar no-
tablemente los resultados obtenidos. En el experimento vamos a fijar n, = 25y N, = 25y
analizaremos las soluciones obtenidas para el problema con la regularizacién TGV al contar
con observaciones perfectas e imperfectas. En la Figura 13 se muestran las soluciones obte-
nidas al tener observaciones perfectas e imperfectas. Para la generaciéon de la observaciones
imperfectas tomamos las observaciones perfectas y le afiadimos ruido gaussiano de media ce-
ro y matriz de covarianza R = 10I. Ambos problemas se resuelven con la regularizacién TGV
con los pardmetros « = 5y B = 0,15.

De la Figura 13 se puede concluir la importancia que tiene contar con observaciones que no
posean muchos errores ya que estos errores influyen directamente en la correcta reconstruccion
de la solucién.
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() Solucién con 1, = 50 y N, = 100
Figura 12. Soluciones obtenidas al variar la cantidad de observaciones
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(a) Solucién con observaciones per- (b) Solucién con observaciones im-
fectas perfectas

Figura 13. Soluciones obtenidas al tener observaciones perfectas e imperfectas
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5. Problema de asimilacion de datos con el ecuacion de

Burgers sin viscosidad

De la teorfa desarrollada en [Kreiss and Lorenz, 1989] sabemos que si el pardmetro de vis-
cosidad en la ecuacién de Burgers es cero, no se puede garantizar mediante una formulacion
débil la existencia de soluciones continuas para el problema. La existencia de soluciones para
el problema sin viscosidad se garantiza tomando el limite cuando v — 0 para la soluciones
del problema clasico de Burgers con viscosidad. Si u, es la solucién de la ecuacién clésica de
Burgers asociada al parametro de viscosidad v entonces la solucién de la ecuaciéon de Bugers
sin viscosidad u es 1, — u cuando v — 0. El principal objetivo de este experimento es mostrar
que usando un esquema de discretizar—luego—optimizar nos permite resolver el problema de op-
timizacion usando la ecuacion de Burgers sin viscosidad. La particularidad de esta ecuacién
radica en la falta de garantia en la existencia de soluciones a partir de un andlisis en espacios
funcionales. En nuestro caso, puesto que se ha demostrado la existencia de las soluciones pa-
ra el problema discretizado en todos los casos, sin que este resultado dependa del valor del
parametro v podemos resolver los problemas sin mayor inconveniente. A continuacién pre-

sentamos las soluciones obtenidas cuando hacemos tender a cero el pardmetro v.

Para este experimento vamos a tomar la funcién exacta definida en la siguiente expresion

3, |
5 six € [0;2],

2 2 i
x—2 six € [2;4],
2 ix €45,

Uex = S%x [ ] 1 7
3x—15 six € [5;6],

—3x )
T+6 51x€[6;8], 0 i
. | | |
[ 0 six € [8;10], 0 5 10

@)

Figura 14. Funcion exacta para el experimento del problema de asimilacion de datos con la
ecuacién de Burgers sin viscosidad

Resolvemos el problema con la regularizaciéon de variacién total y la regularizacion de
variacion total generalizada. Usando los siguientes pardmetros p = 1 para la regularizaciéon
TVya = 2,5and B = 0,075 para la regularizaciéon TGV. En la Tabla 6 se muestran los resultados
obtenidos al variar el parametro v. La Figura 15 muestra las soluciones obtenidas al tomar
exactamente v = 0. De la Tabla 6 podemos concluir que el algoritmo resolvié el problema sin
ningtin tipo de dificultad, y ademads se obtuvo una muy buena reconstruccién de la solucién en
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Tabla 6. Resumen del experimento con v — 0

TV TGV

v iter | || u — uey || | iter | || u — ueyx ||
0.6 | 36 1.9714 14 1.9168
0.01 | 41 1.6577 31 1.6539
le-4 | 41 1.6518 30 1.6205
le-8 | 41 1.6518 30 1.6201

0 41 1.6518 30 1.6201

3/ | 3 o |
2| : 20 A
1) | ey |

0 [ /l .
O L —

| | | |
10 0 5 10
@)
(a) Solucién del problema con la regu- (b) Solucién del problema con la re-
larizacién TV gularizaciéon TGV

Figura 15. Soluciones obtenidas para el experimento con la ecuacion de Burgers sin viscosidad

el caso de la regularizaciéon TGV. Es decir, estos resultados son consistentes con los anteriores, a
pesar de que, como se menciono al inicio de la seccién, la ecuacion de estado de este problema

no necesariamente tiene solucién desde el andlisis en espacios funcionales.
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Capitulo 6

Conclusiones

El problema de asimilacién de datos es un problema inverso mal condicionado, por lo cual
necesita de un tratamiento especial para su solucién. En el caso de la asimilacién de datos
meteorolégicos se espera que las soluciones sean funciones discontinuas con sharp fronts. Te-
niendo en cuenta esta informacién a priori se deben proponer regularizaciones que garanticen

conservar estas caracteristicas en las soluciones.

Los problemas de tratamiento de iméagenes, otro tipo de problemas inversos mal condicio-
nados, utilizan regularizaciones como la de variacién total y variacién total generalizada para
reconstruir las imagenes obteniendo muy buenos resultados. Con estas ideas en mente en el
articulo [Freitag et al., 2010] se propone usar la regularizacién de variacién total para mejorar
la reconstruccién de soluciones con sharp fronts. El principal aporte de este trabajo fue mostrar
que en el caso de tener funciones lineales a trozos en un problema de asimilaciéon de datos el
uso de la regularizacién de variacién total generalizada genera mejores soluciones y ademaés
elimina el efecto de escalonamiento producido por la regularizacién de variacién total. Este
efecto ha sido ampliamente estudiado en el campo del tratamiento de imégenes, y la regulari-
zacion de variacion total generalizada [Bredies et al., 2010] fue presentada como una solucién

a este efecto.

Los problemas inversos pueden ser tratados desde dos enfoques diferentes, el enfoque
variacional y el enfoque estadistico. En el capitulo 2 se mostré que los problemas con regula-
rizaciones de variacion total y variacion total generalizada pueden ser obtenidos a partir de
una técnica bayesiana para obtener el estimador maximo a posteriori (MAP), dando de esta
manera un enfoque estadistico a nuestros resultados. Ademads, se mostré resultados amplia-
mente conocidos sobre los problemas 3D-VAR y 4D-VAR usuales con técnicas de estimacion
de méxima verosimilitud y estimacién bayesiana. El resto del trabajo se concentr6 en el enfo-
que variacional para la solucién del problema.

El principal reto que presentan los problemas que involucran regularizaciones de variaciéon
total y variacion total generalizada es la solucién numérica. En primer lugar, debido a que la

mayoria de los algoritmos de optimizacién asumen diferenciabilidad de la funcién objetivo, es
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necesario modificarla usando funciones diferenciables que se aproximen a la funcién original.
Debido a que el término no diferenciable de la funcién objetivo es el valor absoluto, se pro-
puso usar la regularizacién de Huber C! y C* dependiendo del tipo de algoritmo que se usé.
La principal ventaja de estas regularizaciones es que son de cardcter local y modifican la fun-
cién tnicamente en los puntos de conflicto. Los problemas que involucran la regularizacién
de Huber, en cualquiera de sus dos versiones, se los denomina problemas y-regularizados.
Una vez que hemos modificado las funciones objetivo de los problemas, garantizamos que
efectivamente las soluciones de los problemas y-regularizados convergen a las soluciones de
los problemas originales y este resultado se mostré en el capitulo 3 usando técnicas amplia-
mente conocidas en el campo de la optimizacion. Finalmente se derivaron las condiciones de
optimalidad de primer orden para el problema con la regularizacién de variacion total y la

regularizacion de variacion total generalizada.

El capitulo 4 se concentr6 en el estudio de los diferentes algoritmos iterativos para la solu-
cién del problema de optimizacion. Debido a la naturaleza del problema se pensé que métodos
como el del descenso més profundo o BFGS iban a funcionar bien en la solucién del problema.
Sin embargo, la experimentacion numérica revelé un comportamiento totalmente contrario.
Estos métodos eran muy inestables con respecto a los pardmetros, muchas veces no satisfacian
los criterios de convergencia, o las direcciones estaban fueran de la region de convergencia.
Debido a este comportamiento fue necesario buscar nuevos métodos que nos garanticen un
comportamiento robusto de los algoritmos de optimizacién. En nuestro caso, optamos por el
uso de métodos tipo Newton que aparte de garantizar convergencia més acelerada, nos garan-
tizaban efectivamente la convergencia a puntos estacionarios del problema. La modificacién
en la matriz de segundo orden denominada proyeccién es de vital importancia para la glo-
balizaciéon del método. Estas ideas fueron tomadas de métodos de optimizacién desarrollados
para la solucién de problemas de tratamiento de imédgenes. Ademads, se realiz6 un analisis de
la convergencia de cada uno de los algoritmos presentados en este trabajo. Para esto, usamos
resultados presentados en [De los Reyes, 2015] los cuales garantizan la convergencia de la su-
cesion generada por el método hacia puntos estacionarios del problema. Para dicho efecto se
mostré la continuidad uniforme del gradiente del funcional reducido con la finalidad de mos-
trar la factibilidad de los pasos de descenso, la cual se asume verdadera en el resultado de

convergencia.

Finalmente, en el capitulo de experimentos numéricos se mostré que la regularizacion de
variacion total efectivamente presenta un efecto de escalonamiento en las soluciones cuando se
tratan de soluciones lineales a trozos. Ademads, se muestra que la regularizaciéon de variaciéon
total generalizada reconstruy6 de mejor manera las soluciones y eliminé el efecto de escalona-
miento. En uno de los experimentos mostramos la importancia de contar con mallas més finas
para una correcta reconstruccion de las soluciones en especial para recuperar las soluciones
cerca de los puntos de discontinuidad de las funciones. El principal inconveniente de tener
mallas finas en la solucién del problema es el tamafio de los sistemas que tienen que resolver-

se, sin embargo este problema puede ser evitado usando métodos de paralelizacién algebrdica.
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Ademads, mostramos un experimento en el que analizamos las soluciones obtenidas al variar la
cantidad de observaciones con las que contamos. Este experimento fue realizado con la princi-
pal motivacién de mostrar que la cantidad de observaciones distribuidas en la malla espacial
es de vital importancia para la correcta reconstrucciéon de la soluciéon. Con estos resultados po-
demos asegurar que en el caso de la asimilacién de datos meteoroldgicos el comportamiento
serd parecido, y de esta manera alentar a las autoridades competentes en la adquisicion de ar-
tefactos para la recopilacién de observaciones meteorolégicas. Finalmente, se mostré también
que con estas técnicas se pueden resolver problemas que en espacios de dimensién infinita
serian muy dificiles, en particular, nos referimos a la solucién del problema de asimilacion de
datos con la ecuacién de Burgers sin viscosidad, mostrando que el desempefio del método es
igual que en el caso de la ecuacién con viscosidad y cuando dicho pardmetro tiende a cero.
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