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Resumen

Nuestro objetivo es plantear y resolver un problema de optimización binivel no lineal en

espacios funcionales, para determinar el valor óptimo de los parámetros con dependencia

espacial del modelo de variación total (TV) y del modelo de variación total generalizada

(TGV) para el filtrado de ruido en imágenes. El considerar la dependencia espacial de los

parámetros nos permite filtrar ruido no uniforme en una imagen, lo que nos acerca más a

situaciones reales donde no se conocen el tipo ni la distribución de ruido que puede cubrir

información relevante.

Las dificultades que surgen de inmediato al tratar un problema binivel no lineal en es-

pacios de dimensión infinita son la no diferenciabilidad de la restricción, que corresponde

al problema de filtrado de ruido, lo que hace imposible verificar condiciones de calificación

para sistemas de Karush-Kuhn-Tucker (KKT). Para tratar el problema de no diferenciabili-

dad empleamos una regularización de tipo Huber para los términos no diferenciables del

modelo TV y TGV.

Los resultados analíticos que se presentan son la existencia de soluciones del problema

de optimización de parámetros, la Fréchet diferenciabilidad del operador solución, lo que

permite probar la existencia de multiplicadores de Lagrange. Además, la existencia del es-

tado adjunto, que permite obtener una caracterización del gradiente del funcional de costo

reducido. Se evidenció que los multiplicadores asociados a las restricciones de positividad

son medidas, que computacionalmente hablando son muy costosas de implementar. Para

superar esto se propusó introducir la regularización de Moreau-Yosida, donde se estableció el

sistema de optimalidad asociado al problema regularizado y se mostró que las soluciones

de los problemas regularizados convergen hacia la solución del problema original.

La estrategia numérica que se propone consiste en usar un método cuasi-Newton de se-

gundo orden, específicamente el método BFGS, junto con los algoritmos de tipo Newton

Semi-Smooth para la resolución del modelo de filtrado de ruido en el caso del modelo TGV

y en el modelo TV el método de Newton clásico, estos algoritmos fueron globalizados utili-

zando una proyección que modifica la matriz hessiana y garantiza que sea definida positiva.

Para los esquemas de discretización se empleó el método de aproximación por diferencias

finitas, ampliamente utilizado en el procesamiento matemático de imágenes, debido a la

estructura de la imagen digital.
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Abstract

In this thesis, we study and solve a nonlinear bilevel optimization problem in function

spaces. The goal is to determine the optimal spatially dependent regularization parameters

in total variation (TV) and generalized total variation (TGV) image denoising models. Con-

sidering the spatial dependence of the parameters allows us to filter non-uniform noise in

an image, which brings us closer to real situations where the type and distribution of noise

are not known.

We present some analytical results like the existence of solutions of the problem of pa-

rameter optimization, the Fréchet differentiability of the solution operator, which allows to

prove the existence of Lagrange multipliers. In addition, the existence of the adjoint state

which allows to obtain a gradient characterization. The multipliers associated with the posi-

tivity constraints are regular Borel measures which are very difficult to compute. In order to

overcome this issue, we proposed to introduce the Moreau-Yosida regularization, where the

optimality system associated with the regularized problem was established and we prove

that the solutions of regularized problems converge to the solution of the original one.

The proposed numerical strategy is to use a second-order quasi-Newton method, speci-

fically the BFGS method, together with the Newton Semi-Smooth algorithms for the resolu-

tion of TGV image denoising model and in the case of total variation (TV) model we use a

classical Newton method.
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Capítulo 1

Introducción

En las dos últimas décadas, el procesamiento digital de imágenes ha ganado gran im-

portancia dentro de distintas áreas de la ciencia, debido a que cada día la información visual

es más importante y abundante. El procesamiento digital de imágenes es un conjunto de

modelos y algoritmos que se aplican a imágenes deterioradas, con el objetivo de mejorar su

calidad y facilitar la extracción de algún tipo de información, ya sea para la interpretación

humana o de máquinas autónomas.

Entre los problemas más interesantes a tratar dentro del procesamiento de imágenes se

encuentran: la deconvolución de imágenes borrosas, el escalado por la compresión de datos,

la localización de objetos, la reconstrucción de partes deterioradas y el filtrado de ruido. Este

último, se conoce como denoising y será el tema central de este trabajo.

El problema de denoising [2] consiste en quitar borrosidades fruto de la presencia de rui-

do, este fenómeno es inevitable y puede tener varias fuentes como: errores de transmisión,

defectos del dispositivo, interferencia, entre otras. Se pueden identificar distintos tipos de

ruido basados en el dispositivo que obtiene la imagen, algunos ejemplos son:

• Ruido gaussiano presente en tomografías por resonancia magnética (TRM).

• Ruido de poisson presente en tomografías por emisión de positrones (TEP).

• Ruido de impulso presente en sensores de cámaras.

La idea de una imagen digital es considerar una malla rectangular de píxeles y asignar a

cada píxel un número, que representará el nivel de intensidad de gris o brillo en la imagen.

Esta malla de píxels puede ser tratada como una matriz de n filas y m columnas, que corres-

ponderá a la representación matricial de una imagen. Para tener una idea, de las cámaras

digitales se obtienen imágenes de tamaño 320×240 y pueden alcanzar hasta 3060×2036 en

cámaras profesionales, por otro lado el tamaño de imágenes médicas de resonancia magné-

tica está alrededor de 128×128.
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Figura 1.1. A la izquierda, la imagen continua y a la derecha la imagen digital. Fuente: [24]

A lo largo de los últimos años, se han desarrollado varios enfoques para abordar el pro-

cesamiento digital de imágenes. Se pueden mencionar los principales métodos basados en:

la teoría del filtro, el análisis espectral, o en algunos conceptos básicos de probabilidad y

estadística. Otro tipo de herramientas se basan en modelos estocásticos, en ecuaciones en

derivadas parciales (EDPs), y en métodos variacionales. En este trabajo nos enfocaremos en

los métodos basados en el cálculo de variaciones.

Para hacer uso de los modelos variacionales, es necesaria una representación continua

de las imágenes digitales, que corresponderá a una interpolación de la imagen digital. Por

lo que se considera a una imagen con dominio Ω ⊂ R2, como una función acotada f : Ω −→
Rn, es decir, f ∈ L∞(Ω). El dominio Ω más frecuente para una imagen f es Ω = (0, 1) ×
(0, 1). Mientras que el rango dependerá del modelo de color; si la imagen considerada está

en escala de grises el rango será R, mientras que si es una imagen a color, considerando por

ejemplo el modelo de colores RGB (Red-Green-Blue), se tiene R3.

Varios modelos basados en métodos variacionales y en ecuaciones en derivadas parciales

han sido planteados para el problema de denoising, entre los cuales se destacan: el modelo

de variación total (TV) propuesto por Rudin, Osher y Fatemi [39], el modelo basado en

la ecuación de calor [41], y el de, Bredies, Kunish y Pock [5] aplicando la regularización de

variación total generalizada TGV, entre otros. En este trabajo nos concentraremos en el estudio

de los modelos de variación total TV y TGV.

1.1. Métodos variacionales

Los métodos variacionales se pueden explicar mejor desde el punto de vista de los pro-

blemas inversos, donde dada una imagen f deteriorada por la presencia de ruido ϑ, se quiere

hallar una imagen u sin daños, esto se describe en forma general por el siguiente esquema

f = u + ϑ.
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La presencia de la variable aleatoria ϑ que representa el ruido, da lugar a un problema mal

condicionado. Hadamard [28] fue el primero en establecer los criterios del condicionamiento

de un problema como éste.

Se dice que un problema está bien condicionado si se verifica que:

• Existencia: para cualquier f dado, existe una solución u.

• Unicidad: la solución u es única.

• Estabilidad: la solución u depende en forma continua del dato f .

La condición de estabilidad es constantemente quebrantada en los problemas inversos. Pa-

ra superar este inconveniente se utilizan métodos de regularización. Existen varios enfoques,

entre los principales están la regularización por filtrado, regularización aposteriori, regu-

larización variacional y regularización iterativa. Nos enfocaremos en la regularización va-

riacional, este método es también conocido como método de energía [2], el mismo que busca

restaurar la estabilidad de la solución con relación a los datos. En términos generales, se

puede decir que la regularización permite aproximar un problema mal condicionado por

medio de una familia cercana de problemas bien condicionados. En forma general, están

determinados por:

mı́n
u

E[u] := αR[u] + φ( f , u). (1.1)

• Al primer término se lo conoce como término regularizador o de suavidad. Este término

cuantifica la variación dentro de una imagen, tratando que el gradiente de u varíe sua-

vemente. Busca que las esquinas y los bordes de la imagen queden lo mejor definidas

posibles, esto en el contexto de las imágenes. La elección de este término se basa en

la información que se conoce previamente de la solución. Por ejemplo, si se conoce a

priori que las soluciones a un cierto problema son discontinuas y constantes a trozos,

conviene utilizar un término regularizador que garantice que las soluciones manten-

gan dichas características.

• El segundo, cuantifica el nivel de fidelidad entre la imagen solución u (imagen proce-

sada) y la imagen original f (imagen defectuosa observada).

• El parámetro de regularización α, determina la influencia de los términos. Su valor es

crítico para conseguir el equilibrio entre la estabilidad de la solución y la calidad de los

datos. De hecho, si α es demasiado grande, se obtiene una solución sobre-regularizada

y el suavizado en la imagen restaurada será excesivo. Por el contrario, si el parámetro

α es demasiado pequeño se llegaría a la misma solución inestable por la presencia de

ruido.

Para aplicar este método se parte de la hipótesis de que la imagen defectuosa f contiene sufi-

ciente información para ser restaurada, y así obtener un alto porcentaje de mejoras respecto

a su estado original. Dependiendo de la elección del término de regularización R[u] se han
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desarrollado diversos modelos de filtrado de ruido. Nos enfocaremos en la regularización

de variación total TV y la regularización de variación total generalizada TGV.

La elección de φ depende de la distribución de ruido, que está estrechamente relacionado

con el dispositivo de adquisición o transmisión de la imagen. A continuación, se muestran

algunos ejemplos de φ

• Ruido Gaussiano: φ(u, f ) = (u − f )2,

• Ruido de Poisson : φ(u, f ) = u − f log(u),

• Ruido de Impulse: φ(u, f ) = |u − f |.

1.1.1. Existencia de soluciones

Nuestro primer objetivo es resolver el problema (1.1), para lo cual es necesario garantizar

la existencia de una solución y posteriormente, especificar las condiciones de optimalidad

asociadas. En general, para garantizar la existencia se utiliza el método directo del cálculo

de variaciones [2], que consiste en: dado U un espacio de Banach y E : U −→ R un funcional

de energía, se define el problema de minimización:

ı́nf
u∈U

E(u).

1. Se construye una sucesión minimizante un ∈ U, es decir, una sucesión que verifica

lı́m
n→+∞

E(un) = ı́nf
u∈U

E(u).

2. Si E es coerciva, es decir,

lı́m
|u|→+∞

E(u) = +∞,

se puede acotar uniformemente la sucesión, es decir, existe C > 0 tal que |un|U ≤ C.

Se tienen dos casos:

(i) Si U es reflexivo, entonces existe u0 ∈ U y una subsucesión unj
de un tal que

unj
⇀ u0, cuando n → ∞.

(ii) Si U es separable, entonces existe u0 ∈ U′ y una subsucesión unj
de un ∈ U′ tal

que unj

∗
⇀ u0, cuando n → ∞.

3. Para probar que u0 es un mínimo de E es suficiente garantizar la desigualdad

E(u0) ≤ lı́m inf
unj⇀u0

E(unj
),

la cual implica que E(u0) = mı́nu∈U E(u).

Este esquema del cálculo de variaciones se empleará en los capítulos siguientes.
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Una vez establecida la existencia de un mínimo, definimos a continuación las condi-

ciones de optimalidad de primer orden. Si E es Gâteux diferenciable y si el problema de

optimización sin restricciones ı́nf
u∈U

E(u) tiene una solución u, entonces se verifica

E′(u) = 0.

Al contrario, si E es convexa, entonces una solución u de E′(u) = 0 es una solución del

problema de minimización. Ya que uno de nuestros objetivos es encontrar el mínimo de

E, se consideran dos alternativas: usar los métodos de optimización numérica o resolver el

sistema E′(u) = 0. En la siguiente sección se introducen, de forma general, los métodos de

optimización que se aplicarán tanto para encontrar la imagen filtrada de ruido, como para

nuestro objetivo final que es determinar el peso óptimo del parámetro de regularización.

1.2. Métodos de optimización

Los métodos de optimización de tipo descenso usan la información de primer y segun-

do orden del funcional E para encontrar una solución u del problema (1.1). Estos métodos

tienen asociados esquemas iterativos de la forma:

uk+1 = uk + λk pk, k = 1, 2, . . . (1.2)

donde λk es un escalar positivo que se denomina tamaño de paso y pk se conoce como dirección

de descenso, es decir, p⊤k ∇E(uk) < 0. Esta propiedad garantiza que E(u) disminuya en esta

dirección. Más aún, si notamos ∇E(uk) por ∇Ek, se sigue que pk es de la forma

pk = −H−1
k ∇Ek, (1.3)

donde Hk es una matriz simétrica, no singular y definida positiva. Dependiendo del valor

que se le asigne a Hk se determinará el nombre y orden de convergencia del método de

descenso. Por ejemplo, en el método del descenso más profundo, Hk es la matriz identidad

I muy utilizado ya que es fácil de implementar y aplicable a problemas no convexos. Sin

embargo, su convergencia es lineal (lenta). Mientras que, los métodos de Newton y quasi–

Newton aprovechan la información de segundo orden y por lo tanto convergen más rápido

que los métodos de primer orden, sin embargo, implican un mayor costo computacional.

En el método de Newton, Hk es la hessiana de E, y en los métodos quasi–Newton, Hk

es una aproximación de la hessiana. Dicha aproximación es actualizada en cada iteración

con el objetivo de incorporar la información obtenida en las iteraciones anteriores. Dentro

de estos métodos se destaca el método BFGS (Broyden, Fletcher, Goldfarb, Shanno) [15].
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1.2.1. Método BFGS

En los métodos quasi-Newton la dirección de descenso se obtiene mediante la siguiente

expresión

pk = −H−1
k ∇Ek,

donde Hk corresponde a una aproximación de la hessiana de E. La idea general de este

método es construir aproximaciones de la hessiana mediante las ecuaciones del tipo secante,

que en forma general se escriben como

Hk+1 (uk+1 − uk)︸ ︷︷ ︸
sk

= ∇E(uk+1)−∇E(uk)︸ ︷︷ ︸
zk

.

Ya que matriz Hk+1 no está unívocamente determinada por esta ecuación, se exigen criterios

adicionales para la construcción de dichas matrices; uno de estos, consiste en actualizar

Hk+1 a partir de una modificación sencilla de Hk, de manera que se preserve la simetría. La

alterativa que se emplea en este trabajo es, escoger Hk+1 como la solución del problema:





mı́n
B

‖W(H−1 − H−1
k )W‖2

F

subjeto a:

H = HT,

Hsk = zk,

(1.4)

donde ‖ · ‖F representa la norma de Frobenius y W es una matriz simétrica definida positiva

tal que W2sk = zk. La solución del problema (1.4) es

Hk+1 = Hk −
HksksT

k Hk

sT
k Hksk

+
zkzT

k

zT
k sk

,

que corresponde a la actualización del método BFGS (Broyden, Fletcher, Goldfarb, Shanno).

Si se verifica la condición de la curvatura, zT
k sk > 0 y usando las formulas de Sherman-

Morrison-Woogbury se obtiene la actualización de la inversa de Hk notada por Bk,

Bk+1 = Bk +
(sk − Bkzk)s

T
k + sk(sk − Bkzk)

T

sT
k zk

− (sk − Bkzk)
Tzk

(sT
k zk)2

sksT
k .

Bajo ciertas hipótesis se puede demostrar que el algoritmo del BFGS está bien definido y

genera una sucesión {uk}k∈N que converge superlinealmente hacia ū un mínimo local de

(1.1).

1.2.2. Método de búsqueda lineal

La idea general en los algoritmos de optimización, consiste en eligir una dirección de

descenso pk y buscar a lo largo de ella, partiendo de la iteración actual uk, el nuevo valor

uk+1 que haga más pequeño el valor de la función objetivo E, una vez elegida la dirección

6



de descenso hace falta decidir cuanto moverse a lo largo de la misma.

El tamaño de paso λ que es la distancia a moverse a lo largo de pk se puede encontrar

dando solución al subproblema:

mı́n
λ>0

E(uk + λpk),

la solución de este problema puede ser excesivamente costosa. En su lugar, se escogen los

pasos de acuerdo a estrategias de búsqueda lineal. Una búsqueda popular es la regla de Ar-

mijo, donde dada una dirección de descenso pk en uk, escoger λk tal que verifique

E(uk + λk pk) ≤ E(uk) + ǫλk(∇E(uk), pk) (1.5)

donde ǫ ∈ (0, 1). En este trabajo se propone utilizar un modelo polinomial [29] para deter-

minar el tamaño del paso con la regla de Armijo.

La estrategia para elegir λk consiste en empezar con λk = 1 y si uk + pk no verifica

la condición de Armijo (1.5) se tiene que reducir λk hasta obtener un aceptable uk + λk pk,

donde ǫ > 0 es una constante.

Se define para cada iteración del método de optimización φ(λ) = E(uk + λpk), que es

la restricción unidimensional de E a la línea que pasa por uk en la dirección pk. La idea

principal del método es aprovechar la información disponible sobre φ. En cada iteración se

conoce que:

φ(0) = E(uk), φ′(0) = (∇E(uk), pk) < 0,

antes de calcular E(uk + pk), se tiene también que

φ(1) = E(uk + pk).

Si E(uk + pk) satisface

φ(1) > φ(0) + ǫφ′(0), (1.6)

se plantea el modelo cuadrático de φ(λ), como

q(λ) = a + bλ + cλ2, a, b, c ∈ R,

con las condiciones

q(0) = φ(0), q(1) = φ(1), q′(0) = φ′(0).

Se puede probar que el modelo cuadrático que satisface estas condiciones está dado por la

siguiente expresión

q(λ) = φ(0) + φ′(0)λ +
(
φ(1)− φ(0)− φ′(0)

)
λ2. (1.7)
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Así, el mínimo global de q(λ) es:

λmı́n =
−φ′(0)

2 (φ(1)− φ(0)− φ′(0))
> 0.

En efecto,

q′′(λ) = 2
(
φ(1)− φ(0)− φ′(0)

)
> 0,

de (1.6)

φ(1) > φ(0) + ǫφ′(0) > φ(0) + φ′(0),

pues φ′(0) < 0 y ǫ < 1. Por lo tanto, se toma λ(l) = λmı́n. Si φ(λ(l)) no satisface la regla de

Armijo, se repite el proceso y se elige el siguiente tamaño del paso λl+1 de acuerdo con

λl+1 =





kλl if λmı́n < kλl ,

λmı́n if kλl ≤ λmı́n ≤ kλl ,

kλl if λmı́n > kλl ,

de donde, λl+1 ∈ [kλl , kλl ].

1.3. Estudio del parámetro de regularización α

Como se analizó antes, el parámetro de regularización α determina la influencia de los

términos en el modelo de filtrado de ruido, por lo que su elección es crucial para conseguir

el equilibrio entre la estabilidad de la solución y la calidad de los datos. Para evidenciar

la influencia del parámetro de regularización en la Figura 1.2 se muestra la solución del

problema del filtrado de ruido considerando diferentes valores α.

Se puede observar que si α es demasiado pequeño, se obtiene una solución con un sua-

vizado excesivo en la imagen restaurada. Por el contrario, si el parámetro α es demasiado

grande se obtiene una imagen con presencia de ruido y por lo tanto no se ha resuelto el pro-

blema de filtrado de ruido. La pregunta que surge inmediatamente es: ¿ existe un método

sistemático para elegir el parámetro de regularización α?. La respuesta es afirmativa y una

de las alternativas consiste en plantear la estimación óptima del parámetro de regularización

mediante un problema de optimización en dos niveles. Esta técnica proviene del aprendizaje

automático de máquinas conocido como Machine Learning que consiste en aprender infor-

mación de una muestra de datos que se aplicará luego a los términos desconocidos.
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a) imagen con ruido b) α óptimo

c) α = 1000 d) α = 500

Figura 1.2. Filtrado de ruido considerando distintos valores del parámetro de regularización.

Los parámetros de regularización se consideran usualmente como valores reales. En este

trabajo se propone considerar la dependencia espacial de los parámetros, con el objetivo de

filtrar ruido no uniforme en una imagen, lo que nos permite acercarnos más a situaciones

reales donde no se conocen el tipo ni la distribución de ruido que puede cubrir información

relevante en una imagen. Así, consideramos los pesos en (1.1) como funciones continuas

P(α) que tienen como dominio un espacio vectorial de dimensión finita Rn. La idea de con-

siderar espacios de dimensión finita surge de los dispositivos médicos, donde el número de

valores que se pueden calibrar para adquirir una imagen es finito.

Figura 1.3. A la izquierda, la imagen con ruido no uniforme y a la derecha la imagen filtrada.

Para evidenciar que es importante conocer la distribución y localización del ruido, a con-

tinuación en la Figura 1.3 se presenta una imagen con ruido no uniforme, donde se aprecia
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dos intensidades de ruido. El ruido más fuerte está localizado en el centro de la imagen y

uno leve en el resto de la imagen. Si se considera filtrar la imagen utilizando un parámetro

real el ruido en la parte central persiste.

A continuación, se citan algunos de los trabajos relacionados con el tema central de esta

investigación,

• Dong, Hintermüller y Rincon ([22], 2011): consideran el parámetro α con dependencia

espacial y plantean el algoritmo (SA-TV), usando intervalos de confianza y estimado-

res de varianza local, para lo cual se debe conocer información a priori como el tipo y

la desviación estándar del ruido.

• De los Reyes y Schoenlieb ([19], 2013): proponen analizar y resolver un problema de

optimización binivel no lineal en espacios funcionales para determinar el peso óptimo

del regularizador escalar y el tipo de ruido, usando el modelo de variación total.

• Hintermüller, Papafitsoros, y Rautenberg ([30], 2013): reportan resultados analíticos

del problema en una dimensión usando la regularización de variación total.

• De los Reyes, Schoenlieb y Valkonen([14], 2015): proponen analizar y resolver un pro-

blema de optimización binivel no lineal en espacios funcionales para determinar el

peso del regularizador escalar de modelos de variación total generalizada.

• Cao, De los Reyes y Schoenlieb ([9], 2016): consideran la dependencia espacial del

parámetro de regularización en espacios de Sobolev, α ∈ H1(Ω), en el modelo de

variación total

Como se mostró, la idea de plantear un problema de optimización binivel no lineal, para

determinar el valor óptimo de los parámetros reales del modelo TV y TGV para el filtra-

do de ruido considerando un conjunto de entrenamiento, fue propuesta por De los Reyes y

Schönlieb en [19] y [14]. Siguiendo con esta idea, el objetivo del presente trabajo es plantear

y resolver un problema de optimización binivel no lineal en espacios funcionales, para de-

terminar el peso del valor óptimo de los parámetros con dependencia espacial que permita

filtrar ruido no uniforme.
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Capítulo 2

Modelo de variación total (TV)

En este capítulo, nos enfocaremos en el análisis del modelo de variación total TV, donde

se abordarán temas de regularización debido a la no diferenciabilidad del modelo de fil-

trado de ruido. Esto permite obtener una condición necesaria y suficiente del modelo TV

para el filtrado de ruido. Se exponen algunos resultados teóricos como la existencia de so-

luciones del problema de optimización de parámetros y la existencia de multiplicadores de

Lagrange del problema de optimización no lineal con restricciones de igualdad y desigual-

dad. Se evidencia que el multiplicador asociado a la restricción de positividad del parámetro

de optimización es una medida, que computacionalmente hablando es muy costosa de im-

plementar. Para superar esto se propone introducir la Regularización de Moreau-Yosida [32].

Finalmente, se establece el sistema de optimalidad asociado al problema regularizado y se

muestra que las soluciones de los problemas regularizados convergen hacia la solución del

problema original.

2.1. Regularización de variación total

La técnica de regularización de variación total fue desarrollada por Rudin, Osher, y Fatemi

[39], para dar solución al filtrado de ruido gaussiano. Sean Ω un subconjunto acotado de R2,

f : Ω → R la imagen observada y BV(Ω) el conjunto de las funciones de variación acotada.

El modelo TV para el filtrado de ruido consiste en resolver el problema de minimización

mı́n
u∈BV(Ω)

J (u, α) := |Du|(Ω) +
α

2
‖u − f ‖2

L2(Ω), (2.1)

donde la solución u es la aproximación de la imagen sin ruido, α > 0 que se conoce como

parámetro de regularización y el conjunto de funciones de variación acotada BV(Ω) es un

subconjunto de L1(Ω), tal que |Du|(Ω) < ∞, donde |Du|(Ω) es la variación total de u y se

define como sigue

|Du|(Ω) = sup
{∫

Ω
u∇ · φ dx : φ ∈ C∞

0 (Ω, R
2), ‖φ‖∞ ≤ 1

}
,
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C∞
0 (Ω, R2) denota el espacio de las funciones continuamente diferenciables con soporte

compacto, equipado con la norma

‖φ‖∞ =

(
2

∑
i=1

sup
x∈Ω

|φi(x)|2
)1/2

.

Si u ∈ W1,1 entonces

|Du|(Ω) =
∫

Ω
|Du| dx.

Como se explico en el primer capítulo, en la sección de métodos variacionales, el primer

término de (2.1) cuantifica la variación dentro de una imagen y tiene como objetivo que

las esquinas y bordes queden lo mejor definidos, mientras que el segundo, garantiza que

la imagen solución u preserve la características de la imagen observada f . El parámetro

de regularización α determina la influencia de los términos en (2.1), por lo que su valor es

crítico, pues si este es pequeño se obtiene una solución sobreregularizada y su suavizado

será excesivo. Por el contrario, si su valor es grande no se resolverá el problema de ruido. Es

así que nuestro objetivo es determinar su valor óptimo en el caso de imágenes que presentan

ruido no uniforme, en la siguiente sección se presenta el planteamiento del problema.

2.2. Planteamiento del problema

El parámetro α se considera usualmente como escalar. En este trabajo se propone consi-

derar la dependencia espacial del parámetro, con el objetivo de filtrar ruido no uniforme en

una imagen, lo que nos permite acercarnos más a situaciones reales donde no se conocen el

tipo ni la distribución de ruido que puede cubrir información relevante. Así, consideramos

el peso de (2.1) como una función continua P(α) que tiene como dominio un espacio vecto-

rial de dimensión finita Rn. La idea de considerar espacios de dimensión finita surge de los

dispositivos médicos, donde el número de valores que se pueden calibrar para adquirir una

imagen es finito.

La idea de plantear un problema de optimización, para determinar el valor óptimo de

los parámetros reales del modelo TV para el filtrado de ruido considerando conjuntos de

entrenamiento, fue propuesta en [19]. Siguiendo con esta idea, el problema de optimización

binivel para determinar P(α), tiene como restricción el modelo del filtrado de ruido TV y

será:

mı́n
α∈RN

1
2
‖ f0 − uα‖2

L2(Ω) + ξ‖α‖2
RN := F(uα) (2.2a)

sujeto a

uα ∈ arg mı́n
u∈BV(Ω)

J (u, α) := |Du|(Ω) +
1
2

∫

Ω
P(α) (u − f )2dx, (2.2b)

P(α) ≥ 0, en todo punto de Ω, (2.2c)

donde f0 es una imagen tomada con la máxima precisión posible, esta corresponde al con-
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junto de entrenamiento que en este caso simplificado se considera un conjunto de un ele-

mento. La idea de trabajar con conjuntos de entrenamiento proviene del Machine Learning.

2.3. Análisis del problema binivel

Las dificultades que surgen de inmediato al tratar un problema binivel no lineal en es-

pacios de dimensión infinita son la no diferenciabilidad de la restricción (2.2b), lo que hace

imposible verificar condiciones de calificación para sistemas de Karush-Kuhn-Tucker (KKT).

En este trabajo se propone utilizar técnicas de regularización para demostrar la existencia

de los multiplicadores de Lagrange y determinar así el sistema de optimalidad asociado al

problema binivel que permita estimar el valor óptimo de los parámetros.

Empecemos por reemplazar el término TV de la restricción (2.2b) por su versión regula-

rizada TVγ,µ, con parámetro γ > 0 asociado a la regularización de Huber y parámetro µ > 0

asociado al término elíptico,

TV
γ,µ
α (u) =

∫

Ω
|Du|γ +

µ

2
‖u‖2

H1(Ω), (2.3)

donde | · |γ : Rn −→ R es la regularización de Huber C1 y esta definida por,

|z|γ =





‖z‖+ γ
2 t2

1 − t2 + A si γ‖z‖ ≥ 1 + 1
2γ ,

B‖z‖+ C‖z‖2 − γ3

6 ‖z‖3 + D si 1 − 1
2γ ≤ γ‖z‖ ≤ 1 + 1

2γ ,

γ
2 ‖z‖2 si γ‖z‖ ≤ 1 − 1

2γ ,

‖ · ‖ corresponde a la norma euclideana en Rn, t1 = 1
γ (1 − 1

2γ ), t2 = 1
γ (1 +

1
2γ ),

A = B(t1 − t2) +
C

2
(t2

1 − t2
2)−

γ3

6
(t3

1 − t3
2), B = 1 − (2γ + 1)2

8γ
,

C =
γ

2
(2γ + 1), D =

(
γ

2
− B

2

)
t2
1 − B‖t1‖+

γ3

6
‖t1‖3.

Considerar TVγ,µ permite que el problema de optimización inferior (2.2b) se pueda reem-

plazar por su condición necesaria y suficiente de optimalidad. Se obtiene así el siguiente

problema de optimización con restricciones,

mı́n
α∈RN

F(uα) (2.4a)

sujeto a

µ(u, φ)H1(Ω) + (hγ(Du), Dφ)L2(Ω) +
∫

Ω
P(α)(u − f )φ dx = 0, ∀φ ∈ H1(Ω), (2.4b)

P(α) ≥ 0, en todo punto de Ω (2.4c)
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donde hγ es la derivada de | · |γ determinada por,

hγ(z) =





z
‖z‖ si γ‖z‖ ≥ 1 + 1

2γ ,

z
‖z‖

(
1 − γ

2 (1 − γ‖z‖+ 1
2γ )

2
)

si 1 − 1
2γ ≤ γ‖z‖ ≤ 1 + 1

2γ ,

γz si γ‖z‖ ≤ 1 − 1
2γ .

(2.5)

Así, hγ(Du) corresponde a una regularización de conjuntos activos e inactivos del subdife-

rencial de |Du|, es decir, hγ coincide con todos los elementos del subdiferencial fuera de una

vecindad de 0.

2.4. Multiplicadores de Lagrange

En esta sección, se prueba la existencia de multiplicadores de Lagrange para el proble-

ma de optimización de parámetros (2.4) y se establece el sistema de optimalidad asociado.

Además, se obtiene una caracterización del gradiente para el funcional de costo reducido,

la cual juega un papel importante en el desarrollo de algoritmos de solución rápida para los

problemas de aprendizaje. Para esto se prueba en primer lugar que el operador solución es

diferenciable.

En el trabajo [19] se analizó y planteo el problema de optimización de parámetros con-

siderando un problema de optimización binivel no lineal en espacios funcionales, para el

caso de parámetros escalares y con dependencia espacial del modelo TV. Por esta razón va-

rios resultados teóricos se utilizan sin demostración, por ejemplo se presenta el resultado

de existencia de una solución del problema de filtrado de ruido (2.4b) para γ > 0 fijo. Por

otro lado, la implementación numérica se realizó solo para el caso del parámetro escalar y

es ahí nuestra contribución, pues en este trabajo se pretende aproximar numéricamente el

parámetro con dependencia espacial del modelo TV.

El operador solución asociado al problema de filtrado de ruido TV con parámetro con

dependencia espacial es S : X 7→ H1(Ω), tal que

S(α) = u.

En [19] se muestra que el operador solución es Gâteaux diferenciable, donde X es un espacio

Hilbert tal que X →֒ L2(Ω) (→֒ denota la inmersión continua). Sin embargo, este resultado

fue mejorado en [9] donde los autores prueban para el caso α ∈ H1(Ω), que el operator

solución es en realidad Fréchet diferenciable.

En nuestro caso, el operador solución asigna a cada P(α) la solución u de (2.4b), note que

S puede verse como la composición de funciones Gâteaux diferenciables

S = G ◦ P,

donde P : RN → C(Ω) y G : C(Ω) → H1(Ω).
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Así, la derivada del operador S en α, en la dirección δα ∈ RN , esta caracterizada por la

solución única z ∈ H1(Ω) de la ecuación linealizada:

µ(z, φ)H1(Ω) + (h′γ(Du)Dz, Dφ)L2(Ω)

+
∫

Ω
P(α) z φ dx +

∫

Ω
P′(α)δα (u − f ) φ dx = 0, para todo φ ∈ H1(Ω). (2.6)

La existencia y unicidad de soluciones de (2.6) se sigue del teorema de Lax-Milgram usando

las propiedades de monotonía de hγ. En efecto, se define la forma bilineal a(·, ·) como

a(w, φ) = µ(w, φ)H1(Ω) + (h′γ(Du)Dw, Dφ)L2(Ω) +
∫

Ω
P(α) u w φ dx.

Se debe probar que a(·, ·) es continua y coerciva en H1(Ω), es decir, que para todo w, φ ∈
H1(Ω) existen k, K tales que se verifica

|a(w, φ)| ≤ K‖φ‖H1(Ω)‖w‖H1(Ω) y a(w, w) ≥ k‖w‖2
H1(Ω).

Primero, se debe probar que h′γ(Du)Dw ∈ L∞(Ω) para demostrar la continuidad de la forma

bilineal. En efecto,

h′γ(Du)Dφ =





Dφ
|Du| −

〈Du,Dφ〉Du
|Du|3 si γ|Du| ≥ 1 + 1

2γ ,

(1 − γ
2 θ2(Du))

(
Dφ
|Du| −

Du〈Dφ,Du〉
|Du|3

)

+γ2θ(Du) 〈Du,Dφ〉Du
|Du|2 si 1 − 1

2γ ≤ γ|Du| ≤ 1 + 1
2γ ,

γDφ si γ|Du| ≤ 1 − 1
2γ .

(2.7)

donde θ(Du) = 1− γ|Du|+ 1
2γ . Se definen los conjuntos activo, semi-activo e inactivo como

sigue,

Aγ :=
{

u ∈ Ω : γ|u| ≥ 1 +
1

2γ

}
,

Sγ :=
{

u ∈ Ω : 1 − 1
2γ

≤ γ|u| ≤ 1 +
1

2γ

}
,

Iγ :=
{

u ∈ Ω : γ|u| ≤ 1 − 1
2γ

}
.

A continuación, se analizan estos conjuntos por separado:

• en el conjunto activo Aγ se verifica que:

1
|Du| ≤

2γ2

1 + 2γ
,
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de donde,

|h′γ(Du)Dφ| =
∣∣∣∣

Dφ

|Du| −
Du〈Dφ, Du〉

|Du|3
∣∣∣∣ ≤

∣∣∣∣
Dφ

|Du|

∣∣∣∣+
∣∣∣∣
Du〈Dφ, Du〉

|Du|3
∣∣∣∣ ,

≤ |Dφ|
|Du| +

|Du||〈Dφ, Du〉|
|Du|3 ≤ |Dφ|

|Du| +
|Du|2|Dφ|
|Du|3 ,

= 2
|Dφ|
|Du| ≤ 4

γ2

1 + 2γ
|Dφ|. (2.8)

• En el conjunto semi-activo Sγ se verifica que,

2γ2

1 + 2γ
≤ 1

|Du| ≤
2γ2

2γ − 1
,

de donde θ(Du) = (1 − γ|Du|+ 1
2γ ) verifica que 0 ≤ θ ≤ 1

γ . Además,

0 ≤ θ2 ≤ 1
γ2

y

0 ≤ 2γ − 1
2γ

≤ (1 − γ

2
θ2(Du)) ≤ 1.

Por otro lado,

|h′γ(Du)Dφ| =
∣∣∣∣(1 −

γ

2
θ2(Du))

(
Dφ

|Du| −
Du〈Dφ, Du〉

|Du|3
)
+ γ2θ(Du)

〈Du, Dφ〉Du

|Du|2
∣∣∣∣ ,

≤ |1 − γ

2
θ2(Du)|

∣∣∣∣
Dφ

|Du| −
Du〈Dφ, Du〉

|Du|3
∣∣∣∣+ |γ2θ(Du)|

∣∣∣∣
〈Du, Dφ〉Du

|Du|2
∣∣∣∣ ,

≤
∣∣∣∣

Dφ

|Du| −
Du〈Dφ, Du〉

|Du|3
∣∣∣∣+ γ

|Du|2|Dφ|
|Du|2 .

Usando la estimación (2.8), es decir,

∣∣∣∣
Dφ

|Du| −
Du〈Dφ, Du〉

|Du|3
∣∣∣∣ ≤ 2

|Dφ|
|Du| ,

se sigue que

|h′γ(Du)Dφ| ≤ 2
|Dφ|
|Du| + γ|Dφ|,

≤ 4γ2

2γ − 1
|Dφ|+ γ|Dφ| =

(
4γ2

2γ − 1
+ γ

)
|Dφ|. (2.9)

• Finalmente, en el conjunto inactivo Iγ,

|h′γ(Du)Dφ| = γ|Dφ|. (2.10)
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A partir de (2.8), (2.9) y (2.10), se puede concluir que

|h′γ(Du)Dφ| ≤ C|Dφ|,

donde C ≥ 0 y se define como

C := máx
{

4γ2

2γ + 1
,

4γ2

2γ − 1
+ γ, γ

}
,

de donde h′γ(Du)Dw ∈ L∞(Ω). Considerando este resultado, se prueba que a(·, ·) es bicon-

tinua

a(w, φ) = µ(w, φ)H1(Ω) + (h′γ(Du)Dw, Dφ)L2(Ω) + (P(λ), wφ)L2(Ω),

≤ µ|(w, φ)H1(Ω)|+ |(h′γ(Du)Dw, Dφ)L2(Ω)|+ |(P(λ), wφ)L2(Ω)|,
≤ µ‖w‖H1(Ω)‖φ‖H1(Ω) + ‖h′γ(Du)Dw‖L∞(Ω)‖Dφ‖L2(Ω)

+ ‖P(λ)‖L∞(Ω)‖wφ‖L2(Ω).

Usando la inmersión continua de H1 en Lp, para p > 1 pero distinto de infinito, se sigue que

existe C1, C2 > 0 tales que

‖P(λ)‖L∞(Ω)‖wφ‖L2(Ω) ≤ ‖P(λ)‖L∞(Ω)‖‖w‖L4(Ω)‖φ‖L4(Ω)

≤ ‖P(λ)‖L∞(Ω)‖C1‖w‖H1(Ω)C2‖φ‖H1(Ω)

≤ C3‖w‖H1(Ω)‖φ‖H1(Ω),

pues P(λ) es constante respecto a w y a φ. Reemplazando, esta estimación se obtiene que

a(w, φ) ≤ µ‖w‖H1(Ω)‖φ‖H1(Ω) + C4‖Dw‖L2(Ω)‖Dφ‖L2(Ω) + C3‖w‖H1(Ω)‖φ‖H1(Ω)

≤ (µ + C4 + C2)‖w‖H1(Ω)‖φ‖H1(Ω)

≤ K‖w‖H1(Ω)‖φ‖H1(Ω),

con lo cual queda demostrada la continuidad de la forma bilineal. Resta probar que a(·, ·) es

coerciva. En primero lugar se debe probar que (h′γ(Du)Dφ, Dφ)L2(Ω) ≥ 0.

• En el conjunto activo Aγ, se verifica por la desigualdad de Cauchy-Schwarz que

(h′γ(Du)Dφ, Dφ)L2(Ω) =
〈Dφ, Dφ〉

|Du| − 〈Dφ, Du〉2

|Du|3 ,

=
|Dφ|2
|Du| − 〈Dφ, Du〉2

|Du|3 ,

=
|Dφ|2|Du|2 − 〈Dφ, Du〉2

|Du|3 ≥ 0.
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• En el conjunto semi-activo Sγ, se verifica que

(1 − γ

2
θ2(Du)) ≥ 0 y γ2θ(Du) ≥ 0,

así,

(h′γ(Du)Dφ, Dφ) = (1 − γ

2
θ2(Du))

( 〈Dφ, Dφ〉
|Du| − 〈Dφ, Du〉2

|Du|3
)
+ γ2θ(Du)

〈Du, Dφ〉2

|Du|2

≥ 〈Du, Dφ〉2

|Du|2 ≥ 0.

• En el caso del conjunto inactivo Iγ, se tiene de forma directa que

(h′(Du)Dφ, Dφ)L2(Ω) = γ〈Dφ, Dφ〉 ≥ 0.

Finalmente, se verifica que P(λ) ≥ 0, de donde

a(w, w) = µ(w, w)H1(Ω) + (h′γ(Du)Dw, Dw)L2(Ω) + (P(λ)w, w)L2(Ω),

≥ µ‖w‖2
H1(Ω)

2.4.1. Ecuación adjunta

El objetivo de esta sección es caracterizar la ecuación adjunta del problema de optimiza-

ción de parámetros, usando el método del Lagrangiano. La existencia de una solución única

de la ecuación adjunta se sigue ya que la ecuación linealizada está bien planteada. Se define

el Lagrangiano asociado al problema (2.4) como :

L(u, α, p) = F(u) + µ(u, p)H1(Ω) +
∫

Ω
hγ(Du)Dp +

∫

Ω
P(α)(u − f ) pdx.

Tomando la derivada con respecto a la variable de estado u en la dirección δu, se obtiene la

condición necesaria de optimalidad

L′
u(u, α, p)[δu] = ∇uF(u)δu + µ(p, δu)H1(Ω) +

∫

Ω
h′γ(Du)δuDp +

∫

Ω
P(α) δu p = 0.

2.4.2. Condición de optimalidad

Utilizando la diferenciabilidad del operador solución y que la ecuación adjunta está bien

planteada, a continuación se establece el sistema de optimalidad asociado al problema de

optimización:

mı́n
α∈RN

F(uα) =
1
2
‖ f0 − u‖2

L2(Ω) + ξ‖α‖2
RN (2.11a)
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sujeto a

µ(u, φ)H1(Ω) + (hγ(Du), Dφ)L2(Ω) +
∫

Ω
P(α)(u − f )φ dx = 0, para todo φ ∈ H1(Ω),

P(α) ≥ 0 en todo punto de Ω. (2.11b)

Además, se presenta la caracterización del gradiente del funcional de costo reducido, la

cual juega un papel importante en el desarrollo de algoritmos de solución rápida para los

problemas de aprendizaje.

TEOREMA 2.1. Sea ᾱ ∈ RN una solución optima local del problema (2.11). Si existen α0 ∈ RN

tal que

P(ᾱ) +∇αP(ᾱ)T(α0 − ᾱ) > 0 , (2.12)

entonces existen multiplicadores de Lagrange p ∈ H1(Ω) y λ ∈ M(Ω), tales que el siguien-

te sistema se verifica:

µ(u, φ)H1(Ω) + (hγ(Du), Dφ)L2(Ω) +
∫

Ω
P(α) (u − f )φ dx = 0, para todo φ ∈ H1(Ω),

(2.13a)

µ(p, φ)H1(Ω) + (h′γ(Du)∗Dp, Dφ)L2(Ω)

+
∫

Ω
P(α) p φ dx = −∇uF(u), para todo φ ∈ H1(Ω), (2.13b)

2ξ(α, δα)RN +
∫

Ω
P′(α)δα(u − f ) p dx (2.13c)

− (P′(α)∗λ, δα)RN = 0, para todo δα ∈ R
N , (2.13d)

∫

Ω
(z − P(α))dλ ≥ 0, para todo z ∈ C(Ω) : z ≥ 0. (2.13e)

DEMOSTRACIÓN 2.1. Considere el funcional de costo reducido

F (α) = F(u(α), α) = ‖ f0 − S(α)‖2
L2(Ω) + ξ‖α‖2

RN .

El problema de optimización binivel se puede formular como sigue

mı́n
α∈RN

F (α)

sujeto a:

P(α) ≥ 0, en todo punto de Ω

donde F : RN → R y P : RN → C(Ω). Se define el cono

K := {t ∈ C(Ω) : t(x) ≥ 0}.

Las restricción se pueden escribir como G(α) := P(α) ∈ K. La existencia de multiplicadores
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de Lagrange se sigue de [44], si la condición de Slater se verifica, es decir, si

∃α0 tal que G(α) + G′(α)(α0 − α) ∈ int K. (2.14)

Ya que K tiene interior no vacío y por hipótesis se cumple (2.12), entonces la condición de

Slater se verifica. Se sigue así que existe un multiplicador

λ ∈ K+ := {ϑ ∈ M(Ω) : 〈ϑ, z〉M(Ω),C(Ω) ≥ 0, ∀z ∈ K},

tal que

F ′(ᾱ)− G′(ᾱ)∗λ = 0.

Tomando la derivada con respecto a α y denotando a z la solución de la ecuación linealizada

(2.6) se tiene, junto con la ecuación adjunta (2.13b), que

F ′(α)[θ] = ∇uF(u)z + 2ξ(α, θ),

= 2ξ(α, θ)− µ(p, z)−
∫

Ω
h′γ(Du)(Dp)Dz −

∫

Ω
P(α)p z dx,

= 2ξ(α, θ)− µ(z, p)−
∫

Ω
h′γ(Du)Dz(Dp)−

∫

Ω
P(α)z p dx

la cual, teniendo en cuenta la ecuación linealizada, se convierte en

F ′(α)[θ] = 2ξ(α, θ) +
∫

Ω
P′(α)θ(u − f )p. (2.15)

Por otro lado, de la estructura de G se obtiene que

〈G′(ᾱ)∗λ, θ〉 = 〈λ, G′(ᾱ)θ〉M(Ω),C(Ω),

= 〈λ, P′(ᾱ)θ〉M(Ω),C(Ω),

y, por lo tanto

2ξα − P′(ᾱ)∗λ +
∫

Ω
P′(α)(u − f )p = 0.

OBSERVACIÓN. Si P es lineal respecto al parámetro, la condición de Slater (2.14) se reduce a

la existencia de α0, tal que P(α0) > 0.

OBSERVACIÓN. Se puede considerar P(α)(x) como una función continua a trozos. En este

caso el multiplicador λ pertenecen al dual del espacio L∞(Ω), cuyos elementos no son nece-

sariamente medidas.

2.5. Problema regularizado

En la sección anterior se evidenció que el multiplicador de Lagrange asociado a la res-

tricción de desigualdad es una medida, cuya implementación numérica es muy complicada.

Como alternativa a esto se introduce la Regularización de Moreau-Yosida [32], que consiste en
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penalizar el funcional de costo con una función C1 cuando la restricción de positividad no se

verifica [15]. Esta técnica ha sido ampliamente utilizada en trabajos como [17], [18], [16] don-

de se consideran problemas de control óptimo con restricciones de desigualdad. Se define la

familia de problemas η-penalizados como:

mı́n
α∈RN

Fη(uα) := F(uα) +
1

2η
‖mı́n(0, ηP(α))‖2

L2(Ω) (2.16a)

sujeto a

µ(u, φ)H1(Ω)+(hγ(Du), Dφ)L2(Ω)+
∫

Ω
P(α)(u− f )φ dx = 0, para todo φ ∈ H1(Ω). (2.16b)

En el siguiente teorema, se estudia la convergencia de las soluciones del problema η-regularizado

a las soluciones del problema original.

TEOREMA 2.2. La sucesión {(uαη , αη)}η>0 de soluciones del problema η-regularizado (2.16)

contiene una subsucesión que converge fuertemente en H1(Ω)× RN a una solución óptima

(ū, ᾱ) del problema original (2.11).

DEMOSTRACIÓN 2.2. Sea (ū, ᾱ) ∈ H1(Ω)× RN una solución global del problema (2.11). De

las propiedades del funcional de costo regularizado se verifica que,

F(uαη ) ≤ Fη(uαη ) = F(uαη ) +
1

2η
‖mı́n(0, ηP(uαη ))‖2

L2(Ω)

︸ ︷︷ ︸
≥0

además,

Fη(uαη ) ≤ Fη(ū) = F(ū). (2.17)

Consecuentemente, puesto que ξ > 0, se sigue que la sucesión {αη}η>0 es uniformemente

acotada en RN , de donde existe una subsucesión en RN notada con el mismo nombre, tal

que

αη → α̂.

Por otro lado, notando uη := uαη se prueba que {uη}η>0 es uniformemente acotado en

H1(Ω). En efecto, usando la ecuación variacional (2.16b), se puede estimar ‖uη‖H1(Ω), donde

uη corresponde a la solución de (2.16b) respecto a αη

µ(uη , φ)H1(Ω) + (hγ(Duη), Dφ)L2(Ω) +
∫

Ω
P(αη) (uη − f )φ dx = 0, para todo φ ∈ H1(Ω).

Tomando φ = uη se sigue que,

µ‖uη‖2
H1(Ω) + (hγ(Duη), Duη)L2(Ω) +

∫

Ω
P(αη)u

2
η =

∫

Ω
P(αη) f uη dx,
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y dado que (hγ(Duη), Duη)L2(Ω) ≥ 0 y P(αη)u2
η ≥ 0, pues P(αη) ≥ 0, se obtiene que

µ‖uη‖2
H1(Ω) ≤ |

∫

Ω
P(αη) f uη dx| ≤ ‖P(αη)‖L∞(Ω)‖ f ‖L2(Ω)‖uη‖L2(Ω),

donde ‖P(αη)‖L∞(Ω) tiene sentido ya que P(αη) ∈ C(Ω) y por extensión continua P(αη) ∈
C(Ω̄), es decir, que P(αη) es una función continua sobre un compacto, así P(αη) ∈ L∞(Ω).

Usando ‖uη‖L2(Ω) ≤ ‖uη‖H1(Ω) se sigue que

‖uη‖H1(Ω) ≤
C1

µ
‖P(αη)‖L∞(Ω).

Por otro lado, se probó que αη es uniformemente acotado, es decir, |αη | ≤ C de donde P(αη)

es acotado en C(Ω) por estar definido sobre un conjunto cerrado y acotado S := {αη : |αη | ≤
C} (ver [1, Teorema 1.2]). Así se obtiene que

‖uη‖H1(Ω) ≤
C1

µ
‖P(αη)‖L∞(Ω) ≤ C2, (2.18)

es decir, que uη esta uniformemente acotada H1(Ω), de donde existe una subsucesión notada

con el mismo nombre uη ⇀ û débilmente en H1(Ω). Ahora, se debe probar que el punto

límite α̂ es factible, es decir, satisface la restricción de positividad del problema original

(2.11). De (2.17) el siguiente término

1
2η

‖mı́n(0, ηP(αη))‖2
L2(Ω) (2.19)

es uniformemente acotado con respecto a η, pues por (2.17) se tiene que

0 ≤ 1
2η

‖mı́n(0, ηP(αη))‖2
L2(Ω) ≤ F(ū) := C

0 ≤ η
1
2
‖mı́n(0, ηP(αη))‖2

L2(Ω) ≤ C

0 ≤ ‖mı́n(0, ηP(αη))‖2
L2(Ω) ≤

2C

γ
.

Así,

lı́m
η→∞

‖mı́n(0, P(αη)‖2
L2(Ω) = 0.

Aplicando el lema de Fatou, se obtiene que

∫

Ω
lı́m inf

η→∞
mı́n(0, P(αη))

2 ≤ lı́m inf
η→∞

∫

Ω
mı́n(0, P(αη))

2 = 0,

entonces ∫

Ω
mı́n(0, P(α̂))2 ≤ 0

lo que implica que mı́n(0, P(α̂)) = 0. Entonces, se verifica que P(α̂) ≥ 0 en Ω. Considerando
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además que el funcional de costo es débilmente semicontinuo inferior, es decir,

F(û) ≤ lı́m inf
η→∞

F(uαη ),

donde û denota la solución de (2.16b) asociada a α̂. Además, se verifica que

lı́m inf
η→∞

F(uαη ) ≤ lı́m inf
η→∞

Fη(uαη ) ≤ F(ū),

de donde, se sigue que (û, α̂) es solución de (2.11). Se denota al óptimo (û, α̂) por (ū, ᾱ).

Finalmente, para verificar la convergencia fuerte se emplea la diferencia de la ecuación

variacional (2.16b) para uη := uαη y ū y se sigue que,

µ(uη − ū, φ)H1(Ω) + (hγ(Duη)− hγ(Dū), Dφ)L2(Ω)+∫

Ω
P(αη) (uη − f )φ − P(ᾱ)(ū − f )φ dx = 0, para todo φ ∈ H1(Ω).

Tomando φ = uη − ū y sumando y restando el término

∫

Ω
P(ᾱ) uη dx,

se obtiene que

µ‖uη − ū‖2
H1(Ω) + (hγ(Duη)− hγ(Dū), D(uη − ū))L2(Ω) +

∫

Ω
P(ᾱ)(uη − ū)2

= −
∫

Ω

[(
P(αη) + P(ᾱ)

)
uη +

(
P(αη)− P(ᾱ)

)
f
]
(uη − ū) dx.

Por la monotonía de hγ(·) y ya que P(ᾱ)(uη − ū)2 ≥ 0, se verifica que

µ‖uη − ū‖2
H1(Ω) ≤

∣∣∣∣
∫

Ω

[(
P(αη)− P(ᾱ)

)
uη +

(
P(αη)− P(ᾱ)

)
f
]
(uη − ū) dx,

∣∣∣∣

≤ ‖
(

P(αη)− P(ᾱ)
)

uη +
(

P(αη)− P(ᾱ)
)

f ‖L2(Ω)‖uη − ū‖L2(Ω),

≤
(
‖
(

P(αη)− P(ᾱ)
)

uη‖L2(Ω)

+ ‖P(αη)− P(ᾱ)‖L2(Ω)‖ f ‖L∞(Ω)

)
‖uη − ū‖L2(Ω),

≤
(
‖
(

P(αη)− P(ᾱ)
)
‖L∞(Ω)‖uη‖L2(Ω)

+ ‖P(αη)− P(ᾱ)‖L2(Ω)‖ f ‖L∞(Ω)

)
‖uη − ū‖L2(Ω).

Ya que P es C1(RN), es Lipschitz continua en una vecindad de ᾱ se verifica que

µ‖uη − ū‖2
H1(Ω) ≤

(
L1(ᾱ)‖αη − ᾱ‖RN‖uη‖L2(Ω)

+ L2(ᾱ)‖αη − ᾱ‖RN‖ f ‖L∞(Ω)

)
‖uη − ū‖L2(Ω).
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Así, usando (2.18) y ‖uη − ū‖L2(Ω) ≤ ‖uη − ū‖H1(Ω) se obtiene que

µ‖uη − ū‖2
H1(Ω) ≤

(
L1(ᾱ)‖αη − ᾱ‖RN‖uη‖H1(Ω) + L2(ᾱ)‖αη − ᾱ‖RN‖ f ‖L∞(Ω)

)
‖uη − ū‖H1(Ω),

≤
(

L1(ᾱ)C2‖αη − ᾱ‖RN + C1 L2(ᾱ)‖αη − ᾱ‖RN

)
‖uη − ū‖H1(Ω),

‖uη − ū‖H1(Ω) ≤ L1(ᾱ)C2‖αη − ᾱ‖RN + C1 L2(ᾱ)‖αη − ᾱ‖RN ,

≤ L1(ᾱ)C2‖αη − ᾱ‖RN + C1 L2(ᾱ)‖αη − ᾱ‖RN ,

por lo tanto, si αη → ᾱ cuando η → ∞ entonces uη → ū.

2.5.1. Sistema de optimalidad

El Lagrangiano asociado al problema regularizado (2.16) se define a continuación:

Lη(u, α, p) = Fη(u) + µ(u, p)H1(Ω) + (hγ(Du), Dp)L2(Ω) +
∫

Ω
P(α)(u − f )p.

Tomando la derivada con respecto a la variable de estado u en la dirección δu, se obtiene la

condición necesaria de optimalidad

∇uLη(u, α, p)[δu] = ∇uFη(u)δu + µ(p, δu)H1(Ω) + (h′γ(Du)∗Dp, Dδu) +
∫

Ω
P(α) pδu = 0,

(2.20)

que se conoce como ecuación adjunta. Por otro lado, tomando la derivada parcial con res-

pecto a la variable de control α en la dirección δα se obtiene:

∇αLη(u, α, p)[δα] = ∇αFη(u)δα +
∫

Ω
P′(α) δα(u − f ) p = 0,

que se conoce como ecuación del gradiente.

OBSERVACIÓN. Como resultado inmediato se obtiene la caracterización del gradiente del

funcional de costo reducido:

∇Fη(α) := ∇αF(u) +
∫

Ω
mı́n(0, ηP(α))P′(α) dx +

∫

Ω
P′(α) (u − f )p. (2.21)

Este resultado desempeña un rol importante en el diseño de algoritmos de optimización

para determinar de forma eficiente la solución numérica del problema (2.16).

2.6. Tratamiento numérico

La solución numérica del problema de optimización de parámetros se puede abordar

desde dos puntos de vista, el primero consiste en utilizar un método de Newton para re-

solver el sistema de optimalidad, y el segundo, usar un algoritmo iterativo para la solución

del problema de optimización, con la caracterización del gradiente del funcional de costo

reducido. En este trabajo nos enfocaremos en los algoritmos iterativos para la resolución
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de problemas de optimización binivel no lineales, específicamente el método quasi–Newton

BFGS.

Si ∇Fη es localmente Lipschitz continua, el algoritmo BFGS está bien definido y genera

una sucesión {αk}k∈N que converge a un punto estacionario α̂. Esto gracias a que la Lipschitz

continuidad local implica la continuidad uniforme en los conjunto de nivel. Para probar que

el gradiente del funcional de costo reducido es localmente Lipschitz continuo se emplean

estimaciones de la variable de estado y del estado adjunto que se muestran en los siguientes

resultados.

LEMA 2.3. Si f ∈ L∞(Ω) y uα ∈ C1,ρ(Ω), para algún ρ ∈ (0, 1) entonces para α∗ ∈ RN

arbitrario pero fijo y α, α̂ ∈ Vδ(α
∗) se verifica:

i)‖p‖H1(Ω) ≤ K1,

ii)‖p − p̂‖H1(Ω) ≤ K2(α
∗)‖α − α̂‖RN .

DEMOSTRACIÓN 2.3. Se notará u := uα como la solución de la ecuación de estado (2.16b)

correspondiente a α y p := pα como la solución de la ecuación adjunta (2.20) correspondiente

a α. Empecemos estimando ‖p‖H1(Ω), para lo se considera la ecuación adjunta (2.20), es decir,

∇uF(u)φ + µ(p, φ)H1(Ω) +
∫

Ω
h′γ(Du)Dp Dφ +

∫

Ω
P(α)pψ = 0, ∀φ ∈ H1(Ω).

Tomando φ = p, se sigue que

µ‖p‖2
H1(Ω) +

∫

Ω
h′γ(Du)(Dp)2 +

∫

Ω
P(α) p2 = −

∫

Ω
(u − f0)p.

Gracias a la positividad de h′γ(·) y de P(α), se sigue que

µ‖p‖2
H1(Ω) ≤ ‖u − f0‖L2(Ω)‖p‖L2(Ω),

≤
(
‖u‖L2(Ω) + ‖ f0‖L2(Ω)

)
‖p‖H1(Ω),

‖p‖H1(Ω) ≤
K1

µ

(
‖ f0‖L2(Ω) + K2‖u‖H1(Ω)

)
,

y usando la estimación (2.18) de ‖u‖H1(Ω) que se probó previamente, se tiene que

‖p‖H1(Ω) ≤ K3.

Resta hallar la estimación de ‖p − p̂‖H1(Ω), para la cual se usa exactamente el proceso ante-

rior

(∇uF(u)−∇uF(û)) φ + µ(p − p̂, φ)H1(Ω) +
∫

Ω

(
h′γ(Du)(Dp)− h′γ(Dû)(Dp̂)

)
Dφ

+
∫

Ω
(P(α)p − P(α̂) p̂) φ = 0.
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Sumando y restando los términos

∫

Ω
h′γ(Du)Dp̂Dφ,

∫

Ω
P(α) p̂Dφ,

y tomando φ = (p − p̂), se obtiene

µ‖p − p̂‖2
H1(Ω) +

∫

Ω
h′γ(Du)D(p − p̂)D(p − p̂) +

∫

Ω
P(α)(p − p̂)2

= −
∫

Ω
(P(α)− P(α̂)) p̂(p − p̂)−

∫

Ω
(u − û)(p − p̂)

−
∫

Ω

(
h′γ(Du)− h′γ(Dû)

)
Dp̂ D(p − p̂).

Gracias a la positividad de h′γ(·) y ya que P(α) ≥ 0 se verifica que,

µ‖p − p̂‖2
H1(Ω) ≤

(
‖u − û‖L2(Ω) + ‖P(α)− P(α̂)‖L∞(Ω)‖ p̂‖L2(Ω)

)
‖p − p̂‖L2(Ω)

+ ‖
(
h′γ(Du)− h′γ(Dû)

)
Dp̂‖L2(Ω)‖p − p̂‖L2,

≤ C

{
‖u − û‖L2(Ω) + ‖P(α)− P(α̂)‖L∞(Ω)‖ p̂‖L2(Ω)

+ ‖
(
h′γ(Du)− h′γ(Dû)

)
Dp̂‖L2(Ω)

}
‖p − p̂‖H1(Ω).

Por otro lado, se debe estimar

‖
(
h′γ(Du)− h′γ(Dû)

)
Dp̂‖L2(Ω),

para lo cual se requiere regularidad extra tanto del estado como del estado adjunto. A partir

de la hipótesis f ∈ L∞(Ω) y uα ∈ C1,ρ(Ω), para algún ρ ∈ (0, 1) entonces

‖uα − uα̂‖W1,r ≤ C‖α − α̂‖RN , (2.22)

para todo α ∈ V(α∗), y para algún r > 2. Este resultado de regularidad para sistemas

de segundo orden elípticos semilineales puede ser probada bajo ciertos supuestos sobre el

dominio (ver [25, Teorema 1, Rem. 14]).

En el caso del estado adjunto, bajo la misma hipótesis y usando el resultado para sistemas

elípticos lineales [42], se verifica para cualquier s > 2 que

‖pα‖W1,s ≤ Ĉ. (2.23)

Observe que,

‖(h′γ(Du)− h′γ(Dû))(Dp̂)‖L2(Ω) ≤ ‖h′γ(Du)− h′γ(Dû)‖Lp(Ω)‖Dp̂‖Lq(Ω)

donde 1/p + 1/q = 1/2. Ya que h′γ(·) es Lipschitz continuo de Lp(Ω) a Lp(Ω) (cf. [34]), y

por los resultados (2.22) y (2.23) con r = p, s = q = 2p/(p − 2) respectivamente, se obtiene
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que

‖(h′γ(Du)− h′γ(Dû))(Dp̂)‖L2(Ω) ≤ Mγ‖D(u − û)‖Lp(Ω)‖p‖W1,q(Ω),

≤ Mγ M1‖u − û‖W1,r(Ω)‖p‖W1,q(Ω),

≤ M2‖α − α̂‖RN .

Así, utilizando estos resultados se sigue que

µ‖p− p̂‖2
H1(Ω) ≤ C

{
‖u− û‖L2(Ω)+ ‖P(α)− P(α̂)‖L∞(Ω)‖ p̂‖L2(Ω)+ M2‖α− α̂‖RN

}
‖p− p̂‖H1(Ω).

Por otro lado, P es continuamente diferenciable en RN , de donde se sigue que P es local-

mente Lipschitz continua. Esto se emplea para acotar ‖P(α)− P(α̂)‖L∞(Ω), como se muestra

a continuación

‖P(α)− P(α∗)‖L∞(Ω) ≤ L1(α
∗)‖α − α̂‖RN .

Así se obtiene que

µ‖p − p̂‖2
H1(Ω) ≤ C1

{
‖u − û‖H1(Ω) + L1(α

∗)‖α − α̂‖RN‖ p̂‖H1(Ω) + M2‖α − α̂‖RN

}
‖p − p̂‖H1(Ω),

µ‖p − p̂‖H1(Ω) ≤ C2(α
∗)‖α − α̂‖RN + C3‖α − α̂‖RN ,

‖p − p̂‖H1(Ω) ≤ C4(α
∗)‖α − α̂‖RN ,

que corresponde al resultado deseado.

En el siguiente resultado, se prueba para η fijo la Lipschitz continuidad local en el caso

del modelo TV . Se emplea la definición de Lipschitz continuidad de [23], dada por:

DEFINICIÓN 2.1. F se dice localmente Lipschitz continua en un conjunto X si para cada x ∈ X

existe una vecindad V(x) y una constante L = L(x) tales que

‖F(x1)− F(x2)‖ ≤ L(x)‖x1 − x2‖, ∀x1, x2 ∈ V(x) ∩ X.

TEOREMA 2.4. Si f ∈ L∞(Ω) y uα ∈ C1,ρ(Ω), para algún ρ ∈ (0, 1) entonces ∇Fη es local-

mente Lipschitz continua.

DEMOSTRACIÓN 2.4. Sea α∗ ∈ RN arbitrario pero fijo y α, α̂ ∈ Vδ(α
∗). Se debe hallar una

constante L(α∗) > 0 tal que,

‖∇Fη(α)−∇Fη(α̂)‖ ≤ L(α∗)‖α − α̂‖.

Se consideran u := uα, û := uα̂, p := pα y p̂ := pα̂, donde uα denota la solución de (2.16b)
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asociada con α y p el estado adjunto solución de (2.20) para uα.

‖∇Fη(α)−∇Fη(α̂)‖ ≤ 2ξ‖α − α̂‖+
∥∥∥∥
∫

Ω
mı́n(0, ηP(α))P′(α)−

∫

Ω
mı́n(0, ηP(α̂))P′(α̂)

∥∥∥∥

+

∥∥∥∥
∫

Ω
P′(α) (u − f )p −

∫

Ω
P′(α̂) (û − f ) p̂

∥∥∥∥.

En el caso del segundo término de ‖∇Fη(α)−∇Fη(α̂)‖ se suma y resta el término

mı́n(0, ηP(α̂))P′(α)

para usar la Lipschitz continuidad del mı́n. Se obtiene que

∥∥
∫

Ω
mı́n(0, η P(α))P′(α)−

∫

Ω
mı́n(0, η P(α̂))P′(α̂)

∥∥

≤ ‖mı́n(0, η P(α))− mı́n(0, η P(α̂))‖L2(Ω)‖P′(α)‖L2(Ω)

+ ‖mı́n(0, η P(α̂))‖L2(Ω)‖P′(α)− P′(α̂)‖L2(Ω),

≤ η ‖P(α)− P(α̂)‖L2(Ω)‖P′(α)‖L2(Ω) + M1‖α − α̂‖RN ,

≤ L2(α
∗)‖α − α̂‖RN‖P′(α)‖L2(Ω) + M1‖α − α̂‖RN ,

ya que P tiene derivada Lipschitz continua local, se verifica que

‖P′(α)‖L2(Ω) = ‖P′(α)− P′(α∗) + P′(α∗)‖L2(Ω),

≤ ‖P′(α)− P′(α∗)‖L2(Ω) + ‖P′(α∗)‖L2(Ω),

≤ L2(α
∗)‖α − α∗‖RN + M4,

≤ L2(α
∗)δ + M4,

lo que nos permite obtener

∥∥
∫

Ω
mı́n(0, η P(α))P′(α)−

∫

Ω
mı́n(0, η P(α̂))P′(α̂)

∥∥

≤ L2(α
∗)‖α − α̂‖(L2(α

∗)δ + M4) + M1(α
∗)|‖α − α̂‖RN ,

≤ M5(α
∗)‖α − α̂‖RN .

Ahora, acotemos los dos últimos términos de ‖∇Fη(α)−∇Fη(α̂)‖,

‖
∫

Ω
P′(α)(u − f )p −

∫

Ω
P′(α̂)(û − f ) p̂‖ ≤

∫

Ω
‖P′(α)u p − P′(α̂)û p̂‖︸ ︷︷ ︸

a

+
∫

Ω
‖P′(α)p − P′(α̂) p̂ f ‖

︸ ︷︷ ︸
b

.

Analicemos estos términos por separado. En el caso del término a se requiere sumar y restar

los términos

P′(α)û p, P′(α̂)û p,
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para obtener

∫

Ω
‖P′(α)u p − P′(α̂)û p̂‖ ≤ ‖P′(α)‖L∞(Ω)‖u − û‖L2(Ω)‖p‖L2(Ω)

+
(
‖P′(α)− P′(α̂)‖L∞(Ω)‖p‖L2(Ω) + ‖P′(α̂)‖L∞(Ω)‖p − p̂‖L2(Ω)

)
‖û‖L2(Ω),

≤ (L2(α
∗)δ + M4)‖u − û‖H1(Ω)‖p‖H1(Ω)

+
(

L3(α
∗)‖α − α̂‖RN‖p‖H1(Ω) + (L2(α

∗)δ + M4)‖p − p̂‖H1(Ω)

)
‖û‖H1(Ω),

∫

Ω
‖P′(α)u p − P′(α̂)û p̂‖ ≤ (L2(α

∗)δ + M4)M1(α
∗)‖α − α̂‖RN K1(α

∗)

+
(

L3(α
∗)‖α − α̂‖RN K1(α

∗) + (L2(α
∗)δ + M4)K2(α

∗)‖α − α̂‖RN

)
C1(α

∗)

≤ M5(α
∗)‖α − α̂‖RN .

Considere ahora el término b, si se suma y restar el término, P′(α̂) p se obtiene

∫

Ω
‖
(

P′(α)p − P′(α̂) p̂
)

f ‖ ≤ ‖P′(α)p − P′(α̂) p̂‖L2(Ω)‖ f ‖L2(Ω),

≤
(
‖P′(α)− P′(α̂)‖L∞(Ω)‖p‖L2(Ω) + ‖P′(α̂)‖L∞(Ω)‖p − p̂‖L2(Ω)

)
‖ f ‖L2(Ω),

≤
(

L1(α
∗)‖α − α̂‖RN‖p‖H1(Ω) + (L2(α

∗)δ + M4)‖p − p̂‖H1(Ω)

)
C1,

≤
(

L1(α
∗)‖α − α̂‖RN K1(α

∗) + (L2(α
∗)δ + M4)K2(α

∗)‖α − α∗‖RN

)
C1,

≤ K3(α
∗)‖α − α̂‖RN .

Por tanto, se sigue que

‖
∫

Ω
P′(α)(u − f )p −

∫

Ω
P′(α̂)(û − f ) p̂‖ ≤ M5(α

∗)‖α − α̂‖RN + K3(α
∗)‖α − α̂‖RN ,

≤ M6(α
∗)‖α − α̂‖RN .

Finalmente,

‖∇Fη(α)−∇Fη(α̂)‖ ≤ 2ξ‖α − α̂‖RN + M5(α
∗)‖α − α̂‖RN + M6(α

∗)‖α − α̂‖RN ,

≤ L(α∗)‖α − α̂‖RN ,

que corresponde al resultado.

2.7. Implementación numérica

En esta sección se abordará la implementación numérica del problema de optimización

de parámetros, para lo cual empezaremos por presentar de forma resumida el trabajo desa-

rrollado hasta este punto. A continuación se presentan los esquemas de discretización de

las ecuaciones de estado, adjunta y del gradiente. Para finalizar se discuten los resultados

y conclusiones obtenidos en los experimentos numéricos, a partir de la implementación de
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los algoritmos propuestos para resolver el problema de optimización del parámetro con de-

pendencia espacial presente en el modelo de variación total para el filtrado de ruido.

Los resultados expuestos en las secciones 2.3 y 2.5 nos permiten abordar el problema de

optimización binivel (2.2) como un problema de optimización con restricciones de igualdad,

el mismo que está determinado por:

mı́n
α∈RN

F(uα) +
1

2η
‖mı́n(0, ηP(α))‖2

L2(Ω)

sujeto a

µ(u, φ)H1(Ω) + (hγ(Du), Dφ)L2(Ω) +
∫

Ω
P(α)(u − f )φ dx = 0, para todo φ ∈ H1(Ω),

donde

F(uα) =
1
2
‖ f0 − u‖2

L2(Ω) + ξ‖α‖2
RN .

Como se explico previamente la solución numérica de este problema de optimización se

puede abordar desde dos puntos de vista, en el primero se puede utilizar un método de

Newton para resolver el sistema de optimalidad asociado, y en el segundo, consiste en usar

un algoritmo iterativo para la solución del problema de optimización en si. Usaremos la

segunda opción empleando el método quasi–Newton BFGS, esto gracias a la caracterización

que se encontró del gradiente del funcional de costo reducido (2.21). El esquema del método

de BFGS requiere resolver en cada iteración la ecuación de estado y la ecuación adjunta hasta

que se verifique el criterio de parada, por lo cual empezaremos por presentar los algoritmos

empleados para resolver estas ecuaciones.

La ecuación de estado (2.16b) corresponde a la condición de optimalidad de primer or-

den del problema de optimización para el filtrado de ruido (2.3). Para encontrar la solución

numérica a esta ecuación no lineal se emplea el método de Newton. Sea q una variable au-

xiliar, se define el operador H como

H(u, q) =




µ(u, φ)H1(Ω) + (q, Dφ)L2(Ω) +
∫

Ω
P(α)(u − f )φ dx

q − hγ(Du)


 ,

así la ecuación de estado será H(u, q) = 0. El esquema del método de Newton para resolver

esta ecuación no lineal es

H′(u, q)(δu, δq) = −H(u, q),

donde (δu, δq) corresponde a la dirección en la cual se deriva el operador H,

H′(u, q)(δu, δq) =




µ(δu, φ)H1(Ω) +
∫

Ω
P(α)δuφ dx + (δq, Dφ)L2(Ω)

−h′γ(Du)Dδu + δq


 ,

hγ(·) denota la derivada de la regularización de Huber | · |γ determinado por (2.5) y h′γ(·)
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su derivada descrita en (2.5) como sigue

h′γ(Du)Dφ =





Dφ
|Du| −

〈Du,Dφ〉Du
|Du|3 Aγ,

(1 − γ
2 θ2(Du))

(
Dφ
|Du| −

Du〈Dφ,Du〉
|Du|3

)
Sγ,

+γ2θ(Du) 〈Du,Dφ〉Du
|Du|2

γDφ Iγ.

Esta matriz deberá ser modificada con una proyección para garantizar que la matriz H′(u, q)

sea definida positiva. Como se muestra en el trabajo [7] la proyección consiste en reemplazar

〈Du, Dφ〉Du

|Du|3 =
Du ⊗ Du

|Du|3 Dφ,

por
q

máx(1, |q|) ⊗
Du

|Du|2 Dφ.

Para la implementación numérica se empleó esquemas de discretización con diferencias fi-

nitas, ampliamente utilizado en el procesamiento matemático de imágenes debido a la es-

tructura de la imagen digital. Se consideran Ω = (0, 1)× (0, 1) el dominio de las imágenes

en escala de grises, n × n la dimensión de las mismas, h = 1/(n + 1) el paso de discreti-

zación de la malla, G matriz de discretización del gradiente, A la matriz de discretización

del laplaciano , div matriz de discretización de la divergencia y I la matriz identidad. El

algoritmo para resolver la ecuación de estado para α fijo se presenta a continuación:

Algorithm 1 Método de Newton–filtrado de ruido (ecuación de estado)

1: Dados f , α, µ, γ

2: Evaluar P(α)

3: Inicializar k = 0, u0, q0

4: Repetir

5: H′(uk, qk)(∆uk, ∆qk) = −H(uk, qk), con

H(u, q) =

(
−µAu + µu − div q + P(α)(u − f )

q − hγ(Gu)

)
,

H′(u, q) =

(
−µA + µI + P(α)I −div I

−h′γ(Gu)G I

)
.

6: Actualizar

7: (uk+1, qk+1) = (uk, qk) + (∆uk, ∆qk)

8: k = k + 1

9: Hasta verificar criterio de parada ‖(∆uk, ∆qk)‖ < tol

10: Retornar uk.
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La ecuación adjunta (2.20), corresponde a una ecuación lineal respecto a la variable p.

Esta ecuación se puede rescribir utilizando una variable auxiliar r tal que

µ(p, φ)H1(Ω) + (r, Dφ) +
∫

Ω
P(α) p φ = −(u − fo, φ),

r = h′γ(Du)Dp,

donde fo es la imagen original o una aproximación de la misma y h′γ(·) está determinado

por (2.5). Usando esquemas de discretización en diferencias finitas se obtiene el siguiente

algoritmo para determinar el estado adjunto p, para α fijo

Algorithm 2 Ecuación adjunta

1: Dados f0, u, α, µ, γ

2: Evaluar P(α)

3: Resolver el sistema de ecuaciones
(

−µA + µI + P(α)I −div

−h′γ(Gu)G I

)(
p

r

)
=

(
−u + fo

O

)

4: Retornar p.

Gracias a la caracterización del gradiente del funcional de costo reducido obtenida en

(2.21), es decir,

∇Fη(α) = 2ξα +
∫

Ω
mı́n(0, ηP(α))P′(α) dx +

∫

Ω
P′(α) (u − f )p dx

con u y p soluciones de la ecuación de estado y adjunta para α, respectivamente, se propone

utilizar el método BFGS para resolver el problema de optimización de parámetros con de-

pendencia espacial. Las integrales dobles se aproximaron usando la regla de punto medio

(RPM) determinada por: ∫ b

a

∫ d

c
f (x, y)dydx ≈ RPM( f , h)

donde,

RPM( f , h) =
1
4

h2{ f (a, c) + f (b, c) + f (a, d) + f (b, d)+

2
n−2

∑
i=1

f (xi, c) + 2
n−2

∑
i=1

f (xi, d) + 2
n−2

∑
i=1

f (a, yi)+

2
n−2

∑
i=1

f (b, yi) + 4
n−2

∑
i=1

n−2

∑
j=1

f (xi, yi)
}

.

Así se obtiene la aproximación del gradiente,

∇Fη(α) ≈ 2ξα + RPM(mı́n(0, ηP(α))P′(α)) + RPM(P′(α) (u − f )p),
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donde P′(·) corresponde a la derivada de P respecto al parámetro. Siguiendo las ideas pre-

sentadas en el trabajo [14] se eligió como criterio de parada

‖αk+1 − αk‖RN

‖αk+1‖RN

< tol

y se fijo la tolerancia como tol = 10−6.

A continuación se presenta el algoritmo

Algorithm 3 BFGS optimización de parámetros

1: Dados f , fo, µ, γ, η, ξ

2: Inicializar k = 0, B0, α0

3: Repetir

4: Calcular P(αk) y P′(αk)

5: Resolver la ecuación de estado usando el algoritmo 1, uk

6: Resolver la ecuación adjunta usando el algoritmo 2, pk

7: Calcular ∇Fη(αk),

8: sk = αk+1 − αk,

9: zk = ∇Fη(αk+1)−∇Fη(αk)

10: If sT
k zk > 0then

Bk+1 = Bk +
(sk − Bkzk)s

T
k + sk(sk − Bkzk)

T

sT
k zk

− (sk − Bkzk)
Tzk

(sT
k zk)2

sksT
k .

11: Calcular la dirección de descenso como

12: dk = −Bk+1∇Fη(αk)

13: else

14: Calcular la dirección de descenso como

15: dk = −Bk∇Fη(αk)

16: End

17: Determinar el paso de descenso λ usando una de búsqueda lineal

18: Actualizar

19: αk+1 = αk + λdk

20: k = k + 1

21: Hasta verificar criterio de parada.

22: Retornar λk.

OBSERVACIÓN. Las preguntas que debemos responder ahora son: ¿se puede considerar cual-

quier función P : Rn −→ C(Ω) como parámetro de regularización?,¿la dificultad de hallar

el parámetro α depende de la función P que se eligió?. Para responder a estas preguntas

se presenta a continuación el análisis del problema de optimización en una dimensión: sea

0 ≤ x ≤ 1, ν ∈ R, resolver

mı́n
α∈RN

‖P(α)(x)− ν‖2.
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Se consideró para el análisis las siguientes funciones:

• P(α) = α1x + α2,

• P(α) = α1x2 + α2x,

• P(α) = α1 sin(x) + α2 cos(x),

• P(α) = α1 sin(α2x).

Las funciones lineales respecto a α no generan inconveniente, pues el funcional objetivo

‖P(α)(x)− ν‖2

es convexo como se observa en la Figura 2.1, lo que implica que cualquier mínimo local es

un mínimo global.

Figura 2.1. Funcional objetivo considerando P(α) = α1 sin(x) + α2 cos(x).

Por otro lado la última función, P(α) = α1 sin(α2x), hace que el funcional objetivo pre-

sente oscilaciones que tienen un efecto devastador para el problema de optimización, pues

dificulta la estimación de los parámetros, ya que nos encontramos con diferentes mínimos

del problema para puntos iniciales diferentes, numéricamente hablando. Para resolver este

problema se puede convexificar la función usando una regularización. A manera de ejemplo

se muestra la regularización de Tikhonov,

mı́n
α∈R2

‖α1 sin(α2x)− ν‖2 + ξ1‖α1‖2 + ξ2‖α2‖2
︸ ︷︷ ︸

R. Tikhonov

.
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Figura 2.2. A la izquierda, el funcional original y a la derecha el funcional regularizado.

En la Figura 2.2 se puede observar este efecto. Para no incluir términos de regulariza-

ción que implican la presencia de más parámetros, nos enfocaremos en funciones lineales

respecto al parámetro α.

Los parámetros empleados en los experimentos son: número de puntos de la malla n =

128, tamaño de la malla h = 1/(n + 1), término de Tikhonov ξ = 1e − 10, regularización

Moreau Yosida η = 1e4, regularización de Huber γ = 1e4 y la regularización elíptica µ =

1e − 12.

Para la comparación de las imágenes resultantes se usaron medidas de calidad como: la

relación pico de señal a ruido PSNR (Peak signal-to-noise ratio), la relación señal ruido SNR

(Signal to noise ratio) y la similitud estructural SSIM.

PSNR es un término utilizado como medida de la calidad de la reconstrucción en el área

de la compresión de imágenes, se define como:

PSNR(I, K) = 10 · log10

(
MAX2

I

MSE

)
= 20 · log10

(
MAXI√

MSE

)

donde MSE es el error cuadrático medio, entre dos imágenes I y K de tamaño M × N defi-

nido por

MSE(I, K) =
1

MN

M−1

∑
i=0

N−1

∑
j=0

||I(i, j)− K(i, j)||2,

MAXI es el máximo valor que puede tomar un píxel en la imagen. Para una imagen en

formato RGB, la definición del PSNR es la misma, pero el MSE se calcula como la media

aritmética de los MSEs de los tres colores (R, G y B). Los valores típicos que adopta este

parámetro están entre 30 y 50, siendo mayor cuanto mejor es la codificación.

SSIM es una medida que busca cuantificar de forma numérica la calidad visual de una
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imagen para un observador humano. Está dado por la expresión:

SSIM(X, Y) =
(2µxµy + c1)(2σxy + c2)

(µ2
x + µ2

y + c1)(σ2
x + σ2

y + c2)
,

con µx la media de X, µy la media de Y, σ2
x la varianza de X, σ2

y la varianza de Y, σxy la

covarianza de X, Y, c1 = (k1L)2, c2 = (k2L)2 variables para estabilizar la división, L rango

del valor de los pixeles y k1 = 0,01, k2 = 0,03 constantes. El valor SSIM está entre 0 y 1. A

mayor valor, más similares son las imágenes.

SNR es una medida usada en ciencia e ingeniería para medir el nivel de una señal desea-

da con el nivel de ruido,

SNR( f ) = 20 × log10

(
‖ fo‖L2(Ω)

‖ f − fo‖L2(Ω)

)
.

Las imágenes que se emplean en los experimentos presentan ruido no uniforme, estas se

obtuvieron usando simulación de ruido, que consiste en: dada una imagen original, se per-

turba sumando dos variables aleatorias con distribución Gaussiana de media 0 y desviación

estándar σ1 y σ2 en distintas localizaciones, para obtener ruido no uniforme. Para que sea un

reto mayor el filtrado de ruido, se consideran regiones de tamaño a, y el esquema se resume

en la Figura 3.4.

Figura 2.3. Simulación de ruido no uniforme.

Se utilizaron imágenes fo con distintas características como: brillo, bordes, contenido y

textura. Lo que permitió analizar el comportamiento de los algoritmos propuestos en este

trabajo. La implementación numérica se realizó haciendo uso del software de programa-

ción Matlab, en un equipo con procesador de Intel(R) Core(TM) i5 de 2.5 GHz con 4GB de

memoria RAM.

2.7.1. Experimento 1

En este experimento se mostrará la importancia de emplear parámetros con dependencia

espacial en lugar de parámetros escalares para filtrar imágenes con ruido no uniforme. Para

esto se resolvió el problema de optimización de parámetros escalares, es decir, P(α) = α y

para el problema con dependencia espacial P(α) = α1x + α2y + α3.
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Se considera una imagen con detalles para apreciar visualmente el efecto. La imagen

original fue perturbada sumando dos variables aleatorias con distribución Gaussiana de

media 0 y desviación estándar σ1 =0.002, σ2 =0.02, en distintas localizaciones para obtener

ruido no uniforme, como se observa en la Figura 2.4,

Figura 2.4. Imagen original e imagen con ruido no uniforme.

En la Tabla 2.1 se muestran los resultados obtenidos usando el modelo de variación total

para el filtrado del ruido con parámetros escalares y con dependencia espacial. Se fija como

punto inicial α0 = 1500 en el caso escalar y en el caso espacial α0 = 1500(1, 1, 1). Como se

esperaba los resultados obtenidos considerando el parámetro con dependencia espacial son

mejores.

Parámetro P(α) SNR PSNR SSIM Parámetro óptimo α∗ F. objetivo

α 39.71 25.987 0.803 2054.0 1.618e-3
α1x + α2y + α3 40.21 26.234 0.814 (886.59,734.35,1554.0) 1.487e-3

Tabla 2.1. Comparación del parámetro escalar y con dependencia espacial.

Figura 2.5. A la izquierda imagen solución con α escalar y a la derecha la solución considerando
dependencia espacial.

Consideremos ahora una perturbación de mayor tamaño, a = 40, para la cual se con-

sidero variables aleatorias con distribución Gaussiana de media 0 y desviación estándar

σ1 =0.001, σ2 =0.01, en distintas localizaciones para obtener ruido no uniforme como se

observa en la Figura 2.6,
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Figura 2.6. Imagen original e imagen con ruido no uniforme.

En la Tabla 2.2 se muestran los resultados obtenidos usando el modelo de variación total

para el filtrado del ruido con parámetros escalares y con dependencia espacial. Se fija como

punto inicial α0 = 1000 en el caso escalar y en el caso espacial α0 = 1000(1, 1, 1). Como se

esperaba los resultados obtenidos considerando el parámetro con dependencia espacial son

mejores, respecto del valor de SSIM.

Parámetro P(α) SNR PSNR SSIM Parámetro óptimo α∗ F. objetivo

α 49.2651 27.432 0.8088 13618.0 6.979e-3
α1x + α2y + α3 50.0049 27.802 0.8151 (670.65, 649.36, 797.19) 6.213e-4

Tabla 2.2. Comparación del parámetro escalar y con dependencia espacial.

Visualmente los resultados nos muestran que los bordes no están definidos, en el si-

guiente capítulo analizaremos el modelo de variación total generalizada que nos permitirá

mejorar estos resultados.

Figura 2.7. A la izquierda imagen solución con α escalar y a la derecha la solución considerando
dependencia espacial.

2.7.2. Experimento 2

Este experimento se realizó para diferentes funciones P(·) y tiene como objetivo analizar

la convergencia del método propuesto y ver la influencia de estas en el filtrado de ruido. La

imagen que se considero para este experimento contiene tres regiones de dimensión a = 10
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con distintas localizaciones con el fin de evaluar la capacidad del algoritmo para recuperar

los detalles. Las variables aleatorias que se usaron para representar ruido no uniforme tienen

distribución Gaussiana de media 0 y desviación estándar σ1 =0.0005, σ2 =0.005, como se

observa en la Figura 2.8,

Figura 2.8. Imagen original e imagen con ruido no uniforme.

En la Tabla 2.3 se muestran los resultados obtenidos para diferentes funciones P(·), los

mismos que se comparan respecto de la medida SSIM. La condición inicial en el caso del

parámetro escalar fue α0 = 500 y el caso con dependencia espacial α0 = 500(1, 1, 1). El mejor

resultado se obtuvo utilizando la función P(α) = α1 sin(x) + α2 cos(y) + α3 que alcanzó

0.8196 en el índice SSIM. En el caso de la función trigonométrica al algoritmo le toma más

iteraciones para determinar el parámetro óptimo.

Parámetro P(α) SNR PSNR SSIM Parámetro óptimo α∗ F. objetivo
Número de
iteraciones

α 44.467 27.736 0.7816 1680.2 1.011e-3 9
α1x + α2y + α3 45.849 28.427 0.8091 (530.84, 796.85, 1332.5) 8.928e-4 15

α1x2 + α2y2 + α3 45.408 28.207 0.7992 (-112.41, 196.46, 1862.0) 1.008e-3 3
α1 sin(x) + α2 cos(y) + α3 45.953 28.479 0.8196 (482.87, 888.43, 1209.4) 8.641e-4 14

Tabla 2.3. Número de iteraciones para distintos valores del parámetro.

En la Figura 2.9 se comparan las imágenes obtenidas para las diferentes funciones P(·).
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a) α b) α1x + α2y + α3

c) α1x2 + α2y2 + α3 d) α1 sin(x) + α2 cos(y) + α3

Figura 2.9. Resultados obtenidos para distintos P(·).

2.7.3. Experimento 3

Este experimento se realizó considerando diferentes puntos iniciales. Esto tiene como

objetivo analizar la sensibilidad respecto a las condiciones iniciales del método propuesto. Se

uso la imagen perturbada sumando dos variables aleatorias con distribución Gaussiana de

media 0 y desviación estándar σ1 =0.002, σ2 =0.02, en distintas localizaciones para obtener

ruido no uniforme como se observa en la Figura 2.10,

Figura 2.10. Imagen original e imagen con ruido no uniforme.

A continuación, en la Tabla 2.4, se muestran los resultados para distintos puntos iniciales

en el algoritmo de optimización de parámetros para P(α) = α1x + α2y + α3.
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Condición inicial α0
Número de
iteraciones

PSNR SNR Parámetro óptimo α∗ F. objetivo

0 – – – – –
100(1, 1, 1) 13 26.22 40.20 (979.52, 568.97, 1492.73) 1.48e-3
500(1, 1, 1) 22 26.24 40.21 (847.18, 522.91, 1580.80) 1.47e-3
1000(1, 1, 1) 11 26.24 40.22 (803.40, 541.56, 1597.50) 1.47e-3
1500(1, 1, 1) 4 26.12 39.98 (872.99, 678.31, 1424.9) 1.48e-3
2000(1, 1, 1) 6 26.24 40.21 (662.87, 346.40, 1735.50) 1.54e-3
(0, 0, 2054) – – – – –

(100, 100, 2054) 3 25.57 38.89 (979.52, 568.97, 1492.73) 1.48e-3

Tabla 2.4. Comparación de resultados para distintas condiciones iniciales.

Se evidenció la necesidad de inicializar el algoritmo en un valor distinto a cero, caso con-

trario no se puede garantizar la convergencia del método mucho menos resolver el problema

del filtrado de ruido.

Los experimentos nos han permitido mostrar que los algoritmos planteados son poten-

tes, pues son capaces de recuperar la imagen del ruido utilizando menos de 20 iteraciones

lo que es eficiente, considerando que las matrices que se manipulan, en cada iteración, son

de dimensión 3n2 × 3n2, con n la dimensión de las imágenes.
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Capítulo 3

Modelo de variación total
generalizada (TGV)

En este capítulo, nos enfocaremos en el análisis del modelo de variación total genera-

lizada TGV, donde se abordarán temas de regularización debido a la no diferenciabilidad

del modelo de filtrado de ruido. Esto permite obtener una condición necesaria y suficiente

del modelo TGV. Se exponen algunos resultados teóricos como la existencia de soluciones

del problema de optimización de parámetros y la existencia de multiplicadores de Lagran-

ge del problema de optimización no lineal con restricciones de igualdad y desigualdad. Se

evidencia que los multiplicadores asociados a las restricciones de positividad del parámetro

de optimización son medidas, que computacionalmente hablando son muy costosas de im-

plementar. Para superar esto se propone introducir la Regularización de Moreau-Yosida [32].

Finalmente, se establece el sistema de optimalidad asociado al problema regularizado y se

muestra que las soluciones de los problemas regularizados convergen hacia la solución del

problema original.

3.1. Regularización de variación total generalizada

La regularización de variación total (TV) [39] preserva los bordes y se comporta muy

bien si la imagen a ser reconstruida, vista como función, es constante a trozos. Sin embar-

go, si se consideran funciones lineales a trozos, que es el caso de las imágenes, se produce

un efecto de escalonamiento [38]. Una posibilidad para contrarrestar tal efecto es introducir

derivadas de orden superior en la regularización. Así, la regularización de variación total gene-

ralizada (TGV) fue introducida como una variante de orden superior de la regularización de

variación total en el procesamiento digital de imágenes. En este trabajo, nos concentraremos

en el modelo de variación total generalizada de segundo orden TGV2 [5].

Sean Ω un subconjunto acotado de R2, f : Ω → R la imagen, en escala de grises,

observada y BV(Ω) el conjunto de las funciones de variación acotada. El modelo TGV2 para

el filtrado de ruido consiste en encontrar u ∈ BV(Ω), es decir una función con variación
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acotada, solución del problema de minimización,

mı́n
u∈BV(Ω)

TGV2
α,β(u) +

1
2
‖u − f ‖2

L2(Ω), (3.1)

donde α, β son parámetros positivos y

TGV2
α,β(u) := mı́n

w∈BD(Ω)
α‖Du − w‖M(Ω;R2) + β‖Ew‖M(Ω;Sym(R2)), (3.2)

con BD el conjunto de las funciones con deformación acotada,

BD(Ω) := {w ∈ L1(Ω; R
n) : ‖Ew‖M(Ω;Sym(R2)) < ∞},

E denota el gradiente simetrizado, Sym(R2) el espacio de tensores simétricos de orden 2

con argumentos en R2,M(Ω; Sym(R2) el espacio de las medidas de Borel con valores en

Sym(R2) y

‖Du‖M(Ω;R2) = sup
{∫

Ω
u∇ · φ dx : φ ∈ C∞

0 (Ω, R
2), ‖φ‖C∞

0 (Ω,R2) ≤ 1
}

,

‖Ew‖M(Ω;Sym(R2)) = sup
{∫

Ω
w∇ · φ dx : φ ∈ C∞

0 (Ω, Sym(R2), ‖φ‖C∞
0 (Ω,Sym(R2) ≤ 1

}
.

El primer término de (3.1) cuantifica la variación dentro de una imagen y tiene como objetivo

que las esquinas y bordes queden lo mejor definidos, mientras que el segundo, garantiza que

la imagen solución u preserve la características de la imagen observada f , este se conoce

como término de fidelidad. Los parámetros de regularización α, β determinan la influencia

de los términos en (3.1), por lo que su valor es crítico, pues si este es grande se obtiene

una solución sobreregularizada y su suavizado será excesivo. Por el contrario, si su valor es

pequeño no se resolverá el problema de ruido.

3.2. Planteamiento del problema

Los parámetros α, β se consideran usualmente como valores reales. En este trabajo se pro-

pone considerar la dependencia espacial de los parámetros, con el objetivo de filtrar ruido

no uniforme en una imagen, lo que nos permite acercarnos más a situaciones reales donde

no se conocen el tipo ni la distribución de ruido que puede cubrir información relevante.

Así, consideramos los pesos de (3.1) como funciones continuas P(α) y Q(β) que tienen co-

mo dominio un espacio vectorial de dimensión finita Rn y Rm, respectivamente. La idea de

considerar espacios de dimensión finita surge de los dispositivos médicos, donde el número

de valores que se pueden calibrar para adquirir una imagen es finito.

La idea de plantear un problema de optimización, para determinar el valor óptimo de

los parámetros reales del modelo TGV2 para el filtrado de ruido considerando conjuntos de

entrenamiento, fue propuesta en [14]. Siguiendo con esta idea, el problema de optimización
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binivel para determinar P(α) y Q(β), tiene como restricción el modelo del filtrado de ruido

TGV2 y será:

mı́n
(α,β)∈RN+M

1
2
‖ f0 − uα,β‖L2(Ω) + ξ(‖α‖2

RN + ‖β‖2
RM) := F(uα,β) (3.3a)

sujeto a

uα,β ∈ arg mı́n
u∈BV(Ω)

J (u, P(α), Q(β)) := TGV2
P(α),Q(β)(u) +

1
2
‖u − f ‖2

L2(Ω) (3.3b)

P(α), Q(β) ≥ 0, en todo punto de Ω (3.3c)

donde f0 es una imagen tomada con la máxima precisión posible, esta corresponde al con-

junto de entrenamiento que en este caso simplificado se considera un conjunto de un ele-

mento. La idea de trabajar con conjuntos de entrenamiento proviene del Machine Learning.

Esta técnica consiste en aprender información de una muestra de datos que se aplicará luego

a los términos desconocidos.

3.3. Análisis del problema binivel

Las dificultades que surgen de inmediato al tratar un problema binivel no lineal en es-

pacios de dimensión infinita son la no diferenciabilidad de la restricción (3.3b), lo que hace

imposible verificar condiciones de calificación para sistemas de Karush-Kuhn-Tucker (KKT).

En este trabajo se propone utilizar técnicas de regularización para demostrar la existencia

de los multiplicadores de Lagrange y determinar así el sistema de optimalidad asociado al

problema binivel que permita estimar el valor óptimo de los parámetros.

Empecemos por reemplazar el término TGV2 de la restricción (3.3b) por su versión regu-

larizada TGV2,γ,µ, con parámetro γ > 0 asociado a la regularización de Huber y parámetro

µ > 0 asociado al término elíptico,

TGV
2,γ,µ
α,β (u) := mı́n

w∈H1(Ω)

∫

Ω
P(α)|Du − w|γ +

∫

Ω
Q(β)|Ew|γ

+
µ

2

(
‖u‖2

H1(Ω) + ‖w‖2
H1(Ω)

)
, (3.4)

donde H1(Ω) = H1(Ω; RN) y la regularización de Huber C1 | · |γ : Rn −→ R esta definida

por,

|z|γ =





‖z‖+ γ
2 t2

1 − t2 + A si γ‖z‖ ≥ 1 + 1
2γ ,

B‖z‖+ C‖z‖2 − γ3

6 ‖z‖3 + D si 1 − 1
2γ ≤ γ‖z‖ ≤ 1 + 1

2γ ,

γ
2 ‖z‖2 si γ‖z‖ ≤ 1 − 1

2γ ,
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‖ · ‖ corresponde a la norma euclidiana en Rn, t1 = 1
γ (1 − 1

2γ ), t2 = 1
γ (1 +

1
2γ ),

A = B(t1 − t2) +
C

2
(t2

1 − t2
2)−

γ3

6
(t3

1 − t3
2), B = 1 − (2γ + 1)2

8γ
,

C =
γ

2
(2γ + 1), D =

(
γ

2
− B

2

)
t2
1 − B‖t1‖+

γ3

6
‖t1‖3.

Considerar TGV2,γ,µ permite que el problema de optimización inferior (3.3b) se pueda re-

emplazar por su condición necesaria y suficiente de optimalidad. Se obtiene así el siguiente

problema de optimización con restricciones,

mı́n
(α,β)∈RN+M

F(uα,β) (3.5a)

sujeto a

a(y, Ψ) +
∫

Ω
P(α)hγ(Du − w)(Dφ − ϕ) dx +

∫

Ω
Q(β)hγ(Ew)Eϕ dx

+
∫

Ω
(u − f )φ dx = 0, para todo Ψ ∈ Y, (3.5b)

P(α), Q(β) ≥ 0, en todo punto de Ω (3.5c)

donde a(y, y) = µ
(
‖u‖2

H1(Ω)
+ ‖w‖2

H1(Ω)

)
, Y = H1(Ω) × H1(Ω), y = (u, w) ∈ Y, Ψ =

(φ, ϕ) ∈ Y y hγ la derivada de | · |γ determinada por,

hγ(z) =





z
‖z‖ si γ‖z‖ ≥ 1 + 1

2γ ,

z
‖z‖

(
1 − γ

2 (1 − γ‖z‖+ 1
2γ )

2
)

si 1 − 1
2γ ≤ γ‖z‖ ≤ 1 + 1

2γ ,

γz si γ‖z‖ ≤ 1 − 1
2γ .

(3.6)

Así, hγ(Du) corresponde a una regularización de conjuntos activos e inactivos del subdife-

rencial de |Du|, es decir, hγ coincide con todos los elementos del subdiferencial fuera de una

vecindad de 0.

3.3.1. Existencia de una solución óptima

La existencia de una solución óptima para el problema de optimización binivel (3.3) con

µ = 0, es decir sin término elíptico, se demostró en [20]. Así, nos centramos en el caso

µ > 0 ya que el término elíptico es necesario para probar la existencia de multiplicadores de

Lagrange en la siguiente sección.

La existencia de una solución óptima para el problema optimización de parámetros (3.3)

es un caso especial de los problemas binivel considerados en [14], donde la existencia de

parámetros reales óptimos en R2 fue probado. Se utilizará para la demostración el resultado

auxiliar sobre semicontinuidad inferior de la función de Huber, demostrado en el mismo

trabajo.
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LEMA 3.1. Sean u, v ∈ Lp(Ω), 1 ≤ p < ∞. Entonces, el funcional u 7→
∫

Ω
|u − v|γ dx, donde

| · |γ es la regularización de Huber, es semicontinuo inferior con respecto a la convergencia

débil* en M(Ω; Rd).

DEMOSTRACIÓN 3.1. La demostración de este resultado se presenta en [14, Lema 2.1]

TEOREMA 3.2. Existe una solución óptima (α̂, β̂) ∈ RN+M del problema de optimización

binivel (3.3).

DEMOSTRACIÓN 3.2. Sea (αn, βn) ⊂ RN+M una sucesión minimizante. Gracias a la presencia

del término de Tikhonov en el funcional de costo (3.3a), se obtiene que la sucesión (αn, βn)

esta acotada en RN+M, es decir, que existe una subsucesión {(αn, βn)} que converge a (α̂, β̂)

en RN+M. Por otro lado, se verifica que

Jγ,µ(un; P(αn), Q(βn)) ≤ Jγ,µ(u; P(αn), Q(βn)), para todo u ∈ H1(Ω),

en particular esto se verifica para u = 0. Por lo tanto,

1
2
‖un − f ‖2

L2(Ω) + TGV2,γ,µ
P(αn),Q(βn)

≤ 1
2
‖ f ‖2

L2(Ω). (3.7)

En particular de la desigualdad (3.7) se sigue que

‖un‖2
H1(Ω) + ‖wn‖2

H1(Ω) ≤
1
µ
‖ f ‖L2(Ω), (3.8)

donde wn es el óptimo w para un. Esto implica que la sucesión (un, wn) es uniformemente

acotada en H1(Ω) × H1(Ω) y por lo tanto existe una subsucesión, notada con el mismo

nombre {(un, wn)}, que converge débilmente en H1(Ω)× H1(Ω) a un punto (û, ŵ).

Además, un → û converge fuertemente en Lp(Ω) y wn → ŵ en Lp(Ω) := Lp(Ω; Rn).

Recuerde que P y Q son funciones continuas respecto a los parámetros α, β, y la sucesión de

parámetros αn y βn son uniformemente acotados. Por consiguiente, usando la continuidad

del término de fidelidad, es decir, la norma en L2 con respecto a la convergencia fuerte en

L2, y la semicontinuidad inferior débil del término H1 con respecto a la convergencia débil

en H1 y el resultado sobre la regularización de Huber con respecto a la convergencia débil∗

en M (Lema 3.1), se obtiene que

1
2
‖û − f ‖2

L2(Ω) +
∫

Ω
P(α̂) |Dû − ŵ|γ dx +

∫

Ω
Q(β̂) |Ew|γ dx +

µ

2

(
‖û‖2

H1(Ω) + ‖ŵ‖2
H1(Ω)

)

≤ lı́m inf
n

1
2
‖un − f ‖2

L2(Ω) +
∫

Ω
P(α̂) |Dun − wn|γ dx +

∫

Ω
Q(β̂) |Ewn|γ dx

+
µ

2

(
‖un‖2

H1(Ω) + ‖wn‖2
H1(Ω)

)
,
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1
2
‖û − f ‖2

L2(Ω) +
∫

Ω
P(α̂) |Dû − ŵ|γ dx +

∫

Ω
Q(β̂) |Ew|γ dx +

µ

2

(
‖û‖2

H1(Ω) + ‖ŵ‖2
H1(Ω)

)

≤ lı́m inf
n

1
2
‖un − f ‖2

L2(Ω) +
∫

Ω
P(αn) |Dun − wn|γ dx +

∫

Ω
Q(βn) |Ewn|γ dx

+
µ

2

(
‖un‖2

H1(Ω) + ‖wn‖2
H1(Ω)

)
.

Para el último paso se uso la cota que se obtuvo en la desigualdad (3.7) y la convergencia

de (αn, βn) en RN+M. Esto muestra que el punto limite û es una solución óptima para (α̂, β̂).

Además, de la semicontinuidad inferior débil del funcional de costo F y ya que el conjunto

{(α, β) : (P(α), Q(β)) ≥ 0} es cerrado, se tiene que (û, α̂, β̂) es solución óptima de (3.3).

3.4. Multiplicadores de Lagrange

En esta sección, se prueba la existencia de multiplicadores de Lagrange para el proble-

ma de optimización de parámetros (3.5) y se establece el sistema de optimalidad asociado.

Además, se obtiene una caracterización del gradiente para el funcional de costo reducido,

la cual juega un papel importante en el desarrollo de algoritmos de solución rápida para los

problemas de aprendizaje. Para esto se prueba en primer lugar que el operador solución es

diferenciable.

3.4.1. Diferenciabilidad del operador solución

Recuerde que el modelo de filtrado de ruido considerando TGV2,γ,µ está determinado

por:

y = (u, w) = arg mı́n
H1(Ω)×H1(Ω)

{
1
2

a(y, y) +
1
2

∫

Ω
|u − f |2 +

∫

Ω
P(α)|Du − w|γ +

∫

Ω
Q(β)|Ew|γ

}
,

donde a(y, y) = µ
(
‖u‖2

H1(Ω)
+ ‖w‖2

H1(Ω)

)
. Como se vio antes, una condición necesaria y

suficiente de optimalidad de este problema está dada por la siguiente ecuación variacional,

a(y, Ψ) +
∫

Ω
P(α)hγ(Du − w)(Dφ − ϕ) dx

+
∫

Ω
Q(β)hγ(Ew)Eϕ dx +

∫

Ω
(u − f )φ dx = 0, para todo Ψ ∈ Y, (3.9)

donde Y = H1(Ω)×H1(Ω) y Ψ = (φ, ϕ) ∈ Y. En adelante se entenderá L2 como L2(Ω, R2)

o L2(Ω, Sym(R2)) dependiendo del contexto.

TEOREMA 3.3. El operador solución S : RN+M 7→ Y, que asigna a cada par (α, β) ∈ RN+M

la solución correspondiente al problema de filtrado de ruido (3.9), es Fréchet diferenciable y

su derivada está caracterizada por la solución única z = S′(α, β)[θ1, θ2] ∈ Y de la siguiente
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ecuación linealizada:

a(z, Ψ) +
∫

Ω
P′(α)θ1 hγ(Du − w)(Dφ − ϕ) dx

+
∫

Ω
P(α)h′γ(Du − w)(Dz1 − z2)(Dφ − ϕ) dx +

∫

Ω
Q′(β)θ2 hγ(Ew)Eϕ dx

[4pt] +
∫

Ω
Q(β)h′γ(Ew)Ez2Eϕ dx +

∫

Ω
z1φ dx = 0, para todo Ψ ∈ Y. (3.10)

DEMOSTRACIÓN 3.3. Gracias a los términos elípticos de a(·, ·) y a la monotonía de hγ, la

existencia de una única solución de la ecuación linealizada (3.10) se sigue del teorema de

Lax-Milgram.

Sea ξ := y+ − y − z, donde y = S(α, β), y+ = S(α + θ1, β + θ2) y y+ = (u+, w+). El

objetivo es probar que ‖ξ‖Y = o(‖θ‖). Combinando las ecuaciones (3.9) evaluada en y+, y y

(3.10) en z, se obtiene que

a(ξ, Ψ) +
∫

Ω
P(α + θ1) hγ(Du+ − w+)(Dφ − ϕ) dx −

∫

Ω
P(α) hγ(Du − w)(Dφ − ϕ) dx

−
∫

Ω
P′(α)θ1 hγ(Du − w)(Dφ − ϕ) dx −

∫

Ω
P(α)h′γ(Du − w)(Dz1 − z2)(Dφ − ϕ) dx

[4pt] +
∫

Ω
Q(β + θ2)hγ(Ew+)Eϕ dx −

∫

Ω
Q(β)hγ(Ew)Eϕ dx

[4pt]−
∫

Ω
Q′(β)θ2 hγ(Ew)Eϕ dx−

∫

Ω
Q(β) h′γ(Ew)Ez2Eϕ dx+

∫

Ω
ξ1φ dx = 0, para todo Ψ ∈ Y,

con ξ := (ξ1, ξ2) ∈ Y. Sumando y restando los términos

∫

Ω
P(α)h′γ(Du − w)(Dδu − δw)(Dφ − ϕ) dx

y ∫

Ω
Q(β)h′γ(Ew)EδwEϕ dx,

donde δu := u+ − u y δw := w+ − w, se obtiene que

a(ξ, Ψ) +
∫

Ω
P(α)h′γ(Du − w) [Dδu − Dz1 − (δw − z2)] (Dφ − ϕ) dx

+
∫

Ω
Q(β) h′γ(Ew) [Eδw − Ez2] Eϕ dx +

∫

Ω
ξ1φ dx =

−
∫

Ω
P(α + θ1)hγ(Du+ − w+)(Dφ − ϕ) dx −

∫

Ω
Q(β + θ2)hγ(Ew+)Eϕ dx

−
∫

Ω
P(α)

[
−hγ(Du − w)− h′γ(Du − w)(Dδu − δw)

]
(Dφ − ϕ) dx

−
∫

Ω
P′(α)θ1 [− hγ(Du − w)] (Dφ − ϕ) dx −

∫

Ω
Q′(β)θ2[−hγ(Ew)]Eϕ dx

−
∫

Ω
Q(β)

[
−hγ(Ew)− h′γ(Ew)Eδw

]
Eϕ, para todo Ψ ∈ Y.
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A partir de que P ∈ C1(RN) y Q ∈ C1(RM) se verifica que

P(α + θ1) = P(α) + P′(α)θ1 + o(‖θ1‖) ∈ C(Ω),

Q(β + θ2) = Q(β) + Q′(β)θ2 + o(‖θ2‖) ∈ C(Ω),

usando esto, se sigue que

a(ξ, Ψ) +
∫

Ω
P(α)h′γ(Du − w)(Dξ1 − ξ2)(Dφ − ϕ) dx

+
∫

Ω
Q(β)h′γ(Ew)Eξ2 : Eϕ dx +

∫

Ω
ξ1φ dx =

−
∫

Ω
P(α)

[
hγ(Du+ − w+)− hγ(Du − w)− h′γ(Du − w)(Dδu − δw)

]
(Dφ − ϕ) dx

−
∫

Ω
o(‖θ1‖)hγ(Du+ − w+)(Dφ − ϕ)

−
∫

Ω
P′(α)θ1

[
hγ(Du+ − w+)− hγ(Du − w)

]
(Dφ − ϕ) dx

−
∫

Ω
Q(β)

[
hγ(Ew+)− hγ(Ew)− h′γ(Ew)Eδw

]
Eϕ dx −

∫

Ω
o(‖θ2‖)hγ(Ew+)Eϕ

−
∫

Ω
Q′(β)θ2

[
hγ(Ew+)− hγ(Ew)

]
Eϕ dx, para todo Ψ ∈ Y.

Tomando Ψ = ξ y usando la monotonía de h′γ(·), se verifica que

µ‖ξ‖2
Y ≤ ‖P(α)‖L∞(Ω)

∥∥hγ(Du+ − w+)− hγ(Du − w)

− h′γ(Du − w)(Dδu − δw)
∥∥

L2‖Dξ1 − ξ2‖L2 + o(‖θ1‖)‖hγ(Du+ − w+)‖L2‖Dξ1 − ξ2‖L2

+ ‖P′(α)θ1‖L∞(Ω)

∥∥hγ(Du+ − w+)− hγ(Du − w)
∥∥

L2 ‖Dξ1 − ξ2‖L2

+ ‖Q(β)‖L∞(Ω)

∥∥hγ(Ew+)− hγ(Ew)− h′γ(Ew)Eδw

∥∥
L2 ‖Eξ2‖L2

+ o(‖θ2‖)‖hγ(Ew+)‖L2‖Eξ2‖L2

+ ‖Q′(β)θ2‖L∞(Ω)

∥∥hγ(Ew+)− hγ(Ew)
∥∥

L2 ‖Eξ2‖L2 .

Considerando la diferenciabilidad de hγ sobre L2(Ω, R2) y L2(Ω, Sym(R2)), la Lipschitz

continuidad de h′γ(·) de L2 a L2 [34], y |hγ(·)| ≤ 1, se tiene entonces que existe p > 2 tal que

‖ξ‖Y ≤ ‖P(α)‖L∞(Ω) o(
∥∥y+ − y

∥∥
1,p) + ‖P′(α)‖L∞(Ω)‖θ1‖RN

∥∥y+ − y
∥∥

Y
+ o(‖θ1‖)

+ ‖Q(β)‖L∞(Ω) o(
∥∥w+ − w

∥∥
1,p) + ‖Q′(β)‖L∞(Ω)‖θ2‖RM

∥∥w+ − w
∥∥

H1(Ω)
+ o(‖θ2‖), (3.11)

donde ‖ · ‖1,p es la norma en el espacio W1,p(Ω). Gracias a que P(α), Q(β) ∈ C(Ω), se
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obtiene que

‖ξ‖Y ≤ C1(α) o(
∥∥y+ − y

∥∥
1,p) + C2(α)‖θ1‖RN

∥∥y+ − y
∥∥

Y
+ o(‖θ‖)

+ C3(β) o(
∥∥w+ − w

∥∥
1,p) + C4(β)‖θ2‖RM

∥∥w+ − w
∥∥

H1(Ω)
. (3.12)

Por otro lado, el resultado de regularidad para sistemas de segundo orden elípticos semili-

neales ([25, Teorema 1, Rem. 14]), se sigue que

∥∥y+ − y
∥∥

1,p ≤ L̃‖θ‖

como se demostró en el trabajo de [14]. Reemplazando la última estimación en (3.12), final-

mente se tiene que

‖ξ‖Y = o(‖θ‖).

OBSERVACIÓN. El resultado de regularidad extra para sistemas de segundo orden elípticos

semilineales usado en la demostración, fue probado por Gröger en ([Teorema 1, Rem. 14],[25])

y se basa en las propiedades del dominio Ω. El resultado se demostró originalmente para

los dominios C2. Sin embargo, la regularidad del dominio (en el sentido de Gröger) también

puede ser verificada para dominios Lipschitz convexos acotados [13], que es precisamente

nuestro caso considerando el dominio Ω de la imagen.

3.4.2. Ecuación adjunta

El objetivo de esta sección es caracterizar la ecuación adjunta del problema de optimiza-

ción de parámetros, usando el método del Lagrangiano. La existencia de una solución única

de la ecuación adjunta se sigue del método de transposición, ya que la ecuación linealizada

está bien planteada.

Se define el Lagrangiano asociado al problema (3.5) como:

L(u, w, α, β, p1, p2) = F(u) + µ(u, p1)H1(Ω) + µ(w, p2)H1(Ω)

+
∫

Ω
P(α)hγ(Du − w)(Dp1 − p2) +

∫

Ω
Q(β)hγ(Ew)Ep2 +

∫

Ω
(u − f )p1,

tomando la derivada con respecto a la variable de estado (u, w) en la dirección (δu, δw), se

obtiene la condición necesaria de optimalidad

L′
(u,w)(u, w, α, β, p1, p2)[(δu, δw)] = ∇uF(u)δu + µ(p1, δu)H1(Ω) + µ(p2, δw)H1(Ω)

+
∫

Ω
P(α)h′γ(Du − w)(Dδu − δw)(Dp1 − p2)

+
∫

Ω
Q(β)h′γ(Ew)EδwEp2 +

∫

Ω
p1δu = 0.
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Si δw = 0, entonces

µ(p1, δu)H1(Ω) +
∫

Ω
P(α)h′γ(Du − w)(Dp1 − p2)Dδu +

∫

Ω
p1δu = −∇uF(u)δu,

si consideramos ahora δu = 0, entonces

µ(p2, δw)H1(Ω) −
∫

Ω
P(α)h′γ(Du − w)(Dp1 − p2)δw +

∫

Ω
Q(β)h′γ(Ew) Ep2 Eδw = 0.

3.4.3. Condición de optimalidad

Utilizando la diferenciabilidad del operador solución y que la ecuación adjunta esta bien

planteada, a continuación se establece el sistema de optimalidad asociado al problema de

aprendizaje de dos niveles (3.5), con el objetivo de caracterizar los mínimos locales de dicho

problema. Además, se presenta la caracterización del gradiente del funcional de costo redu-

cido, la cual juega un papel importante en el desarrollo de algoritmos de solución rápida

para los problemas de aprendizaje.

TEOREMA 3.4. Sea (ᾱ, β̄) ∈ RN+M una solución óptima local del problema (3.5). Si existen

α0 ∈ RN , β0 ∈ RM tales que

P(ᾱ) +∇αP(ᾱ)T(α0 − ᾱ) > 0 y Q(β̄) +∇βQ(β̄)T(β0 − β̄) > 0, (3.13)

entonces existen multiplicadores de Lagrange Π ∈ Y = H1 × H1 y λ1, λ2 ∈ M(Ω), tales

que el siguiente sistema se verifica:

a(y, Ψ) +
∫

Ω
P(α)hγ(Du − w)(Dφ − ϕ) dx

+
∫

Ω
Q(β)hγ(Ew)Eϕ dx +

∫

Ω
(u − f )φ dx = 0, para todo Ψ ∈ Y, (3.14a)

a(Π, Ψ) +
∫

Ω
P(α)h′γ(Du − w)(Dp1 − p2)(Dφ − ϕ) dx

+
∫

Ω
Q(β)h′γ(Ew) Ep2 Eϕ dx +

∫

Ω
p1φ dx = ∇uF(u) φ, para todo Ψ ∈ Y, (3.14b)

P′(ᾱ)∗λ1 −
∫

Ω
P′(α)hγ(Du − w)(Dp1 − p2) dx − 2ξα = 0, (3.14c)

Q′(β̄)∗λ2 −
∫

Ω
Q′(β)hγ(Ew) Ep2 dx − 2ξβ = 0, (3.14d)

∫

Ω
(z1 − P(ᾱ)) dλ1 ≥ 0, para todo z1 ∈ C(Ω) : z1 ≥ 0, (3.14e)

∫

Ω
(z2 − Q(β̄)) dλ2 ≥ 0, para todo z2 ∈ C(Ω) : z2 ≥ 0. (3.14f)

51



DEMOSTRACIÓN 3.4. Considere el funcional de costo reducido F (α, β) = F(u(α, β), α, β). El

problema de optimización binivel se puede formular como sigue

mı́n
α,β∈RN+M

F (α, β)

sujeto a:

P(α) ≥ 0, en todo punto de Ω,

Q(β) ≥ 0, en todo punto de Ω,

donde F : RN+M → R, P : RN → C(Ω) y Q : RM → C(Ω). Se define el cono

K := {t ∈ C(Ω)× C(Ω) : t(x) ≥ 0}.

Las restricciones se pueden escribir como G(α, β) := (P(α), Q(β)) ∈ K. La existencia de

multiplicadores de Lagrange se sigue de [44], si la condición de Slater se verifica, es decir, si

∃(α0, β0) tal que G(α, β) + G′(α, β)(α0 − α, β0 − β) ∈ int K. (3.15)

Ya que K tiene interior no vacío y por hipótesis se cumple (3.13), entonces la condición de

Slater se verifica. Se sigue así que existen multiplicadores

(λ1, λ2) ∈ K+ := {ϑ ∈ M(Ω)×M(Ω) : 〈ϑ, z〉M(Ω)×M(Ω),C(Ω)×C(Ω) ≥ 0, ∀z ∈ K},

tal que

F ′(ᾱ, β̄)− G′(ᾱ, β̄)∗(λ1, λ2) = 0.

Tomando la derivada con respecto a (α, β) y denotando por z la solución de la ecuación

linealizada (3.10) se tiene, junto con la ecuación adjunta (3.14b), que

F ′(α, β)[θ] = ∇uF(u)z + 2ξ〈(α, β), θ〉,

= 2ξ〈(α, β), θ〉 − a(Π, z)−
∫

Ω
P(α)h′γ(Du − w)(Dp1 − p2)(Dz1 − z2)

−
∫

Ω
Q(β)h′γ(Ew)Ep2 Ez2 −

∫

Ω
p1z1,

= 2ξ〈(α, β), θ〉 − a(z, Π)−
∫

Ω
P(α)h′γ(Du − w)(Dz1 − z2)(Dp1 − p2)

−
∫

Ω
Q(β)h′γ(Ew)Ez2 Ep2 −

∫

Ω
z1 p1,

la cual, teniendo en cuenta la ecuación linealizada, se convierte en

F ′(α, β)[θ] = 2ξ〈(α, β), θ〉+
∫

Ω
P′(α)θ1hγ(Du − w)(Dp1 − p2)

+
∫

Ω
Q′(β)θ2hγ(Ew)Ep2. (3.16)
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Por otro lado, de la estructura de G se obtiene que

〈G′(ᾱ, β̄)∗(λ1, λ2), (θ1, θ2)〉 = 〈(λ1, λ2), G′(ᾱ, β̄)(θ1, θ2)〉M(Ω)×M(Ω),C(Ω)×C(Ω),

= 〈λ1, P′(α)θ1〉M(Ω),C(Ω) + 〈λ2, Q′(β)θ2〉M(Ω),C(Ω),

y, por lo tanto se obtiene

P′(ᾱ)∗λ1 −
∫

Ω
P′(α)hγ(Du − w)(Dp1 − p2) dx − 2ξα = 0,

y

Q′(β̄)∗λ2 −
∫

Ω
Q′(β)hγ(Ew) Ep2 dx − 2ξβ = 0.

OBSERVACIÓN. Si P y Q son lineales con respecto a los parámetros, la condición de Slater

(3.15) se reduce a la existencia de (α0, β0), tal que P(α0) > 0 y Q(β0) > 0.

OBSERVACIÓN. Se pueden considerar P(α)(x) y Q(β)(x) como funciones continuas a trozos.

En este caso los multiplicadores λ1, λ2 pertenecen al dual del espacio L∞(Ω), cuyos elemen-

tos no son necesariamente medidas.

A continuación se considera el caso de parámetros escalares, es decir, P(α) = α ∈ R

y Q(β) = β ∈ R, no se requiere verificar una condición de calificación y se obtiene más

regularidad de los multiplicadores de Lagrange.

COROLARIO 3.5. Sea (ᾱ, β̄) una solución óptima local del problema (3.5), P(α) = α ∈ R y

Q(β) = β ∈ R. Entonces existen multiplicadores de Lagrange Π ∈ Y y λ1, λ2 ∈ L2(Ω), tales

que el siguiente sistema se verifica:

a(y, Ψ) + α

∫

Ω
hγ(Du − w)(Dφ − ϕ) dx

+ β

∫

Ω
hγ(Ew)Eϕ dx + 2

∫

Ω
(u − f )φ dx = 0, para todo Ψ ∈ Y, (3.17a)

a(Π, Ψ) + α

∫

Ω
h′γ(Du − w)(Dp1 − p2)(Dφ − ϕ) dx

+ β

∫

Ω
h′γ(Ew) Ep2 Eϕ dx + 2

∫

Ω
p1φ dx = 0, para todo Ψ ∈ Y, (3.17b)

λ1 =
∫

Ω
hγ(Du − w)(Dp1 − p2)− 2ξα, (3.17c)

λ2 =
∫

Ω
hγ(Ew) Ep2 − 2ξβ, (3.17d)

λ1 ≥ 0, λ2 ≥ 0, (3.17e)
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λ1 · ᾱ = λ2 · β̄ = 0. (3.17f)

DEMOSTRACIÓN 3.5. El procedimiento es similar que en la demostración del Teorema 3.4, en

este caso se aplica el resultado [44, Teorema 3.1] al problema

mı́n
(α,β)∈U

F (α, β),

donde F : R2 → R y U corresponde al ortante positivo en R2. En este caso, nos beneficia-

mos del hecho de que la restricción de positividad puede ser directamente impuesta a las

variables independientes y obtener así la existencia de multiplicadores λ1, λ2 tales que

λ1 = ∇αF (ᾱ, β̄),

λ2 = ∇βF (ᾱ, β̄),

λ1 ≥ 0, λ2 ≥ 0,

λ1 · ᾱ = λ2 · β̄ = 0,

la cual, junto con la expresión (3.16), conduce al resultado.

3.5. Problema regularizado

En la sección anterior se evidenció que los multiplicadores de Lagrange asociados a la

restricción de desigualdad (3.5c) son medidas, cuya implementación numérica es muy com-

plicada. Como alternativa a esto se introduce la Regularización de Moreau-Yosida [32], que

consiste en penalizar el funcional de costo con una función C1 cuando la restricción de posi-

tividad no se verifica [15],

1
2η

‖mı́n(0, ηP(α))‖2
L2(Ω) +

1
2η

‖mı́n(0, ηQ(β))‖2
L2(Ω).

Esta técnica ha sido ampliamente utilizada en trabajos como [17], [18], [16] donde se consi-

deran problemas de control óptimo con restricciones de desigualdad. Se define la familia de

problemas η-penalizados como:

mı́n
(α,β)∈RN+M

Fη(uα,β) (3.18a)

sujeto a

uα,β ∈ arg mı́n
u∈H1(Ω)

Jγ,µ(u; P(α), Q(β)), (3.18b)
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con η > 0 el parámetro de regularización y el funcional Fη(uα,β) está determinado por:

Fη(uα,β) := F(uα,β) +
1

2η
‖mı́n(0, ηP(α))‖2

L2(Ω) +
1

2η
‖mı́n(0, ηQ(β))‖2

L2(Ω),

donde,

F(uα,β) =
1
2
‖ f0 − u‖2

L2(Ω) + ξ(‖α‖2
RN + ‖β‖2

RM).

Reemplazando (3.18b) por la condición necesaria y suficiente de optimalidad, se obtiene el

siguiente problema sin restricciones de desigualdad

mı́n
(α,β)∈RN+M

Fη(uα,β) (3.19a)

sujeto a

a(y, Ψ) +
∫

Ω
P(α)hγ(Du − w)(Dφ − ϕ) dx +

∫

Ω
Q(β)hγ(Ew)Eϕ dx (3.19b)

+
∫

Ω
(u − f )φ dx = 0, para todo Ψ ∈ Y.

En el siguiente teorema, se estudia la convergencia de las soluciones del problema η-regularizado

a las soluciones del problema original.

TEOREMA 3.6. La sucesión {(uη , wη , αη , βη)}η>0 de soluciones del problema η-regularizado

(3.19) contiene una subsucesión que converge fuertemente en H1(Ω) × H1(Ω) × RN+M a

una solución óptima (ū, w̄, ᾱ, β̄) del problema original (3.5).

DEMOSTRACIÓN 3.6. Sea (ū, w̄, ᾱ, β̄) ∈ H1(Ω)×H1(Ω)×RN+M una solución global del pro-

blema (3.5). De las propiedades del funcional de costo regularizado (3.18a) se verifica que,

Fη(uαη ,βη
) = F(uαη ,βη

) +
1

2η
‖mı́n(0, ηP(αη))‖2

L2(Ω) +
1

2η
‖mı́n(0, ηQ(βη))‖2

L2(Ω)

︸ ︷︷ ︸
≥0

,

además,

Fη(uαη ,βη
) ≤ Fη(ū) = F(ū). (3.20)

Consecuentemente, puesto que ξ > 0, se sigue que la sucesión {(αη , βη)}η>0 es uniforme-

mente acotada en RN+M, de donde existe una subsucesión, notada con el mismo nombre

{(αη , βη)}η>0, tales que αη → α̂ en RN y βη → β̂ en RM.

Por otro lado, {(uη , wη)}η>0 es uniformemente acotado en H1(Ω) × H1(Ω) por la de-

sigualdad (3.8) antes probada, es decir,

‖un‖2
H1(Ω) + ‖wn‖2

H1(Ω) ≤
1
µ
‖ f ‖L2(Ω).
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Así, existe una subsucesión notada con el mismo nombre {uη}η>0 y {wη}η>0, tales que

uη ⇀ û débilmente en H1(Ω),

wη ⇀ ŵ débilmente en H
1(Ω).

Ahora, se debe probar que el punto limite (α̂, β̂) es factible, es decir, satisface la restricción

de positividad del problema original (3.5c). De (3.20) los siguientes términos

1
2η

‖mı́n(0, ηP(αη))‖2
L2(Ω) y

1
2η

‖mı́n(0, ηQ(βη))‖2
L2(Ω)

son uniformemente acotados con respecto a η. Así,

lı́m
η→∞

‖mı́n(0, P(αη)‖2
L2(Ω) = 0 y lı́m

η→∞
‖mı́n(0, Q(βη))‖2

L2(Ω) = 0.

En efecto en el primer caso, aplicando el lema de Fatou se obtiene que

∫

Ω
lı́m inf

η→∞
mı́n(0, P(αη))

2 ≤ lı́m inf
η→∞

∫

Ω
mı́n(0, P(αη))

2 = 0,

entonces ∫

Ω
mı́n(0, P(α̂))2 ≤ 0

lo que implica que mı́n(0, P(α̂)) = 0. Entonces, se verifica que P(α̂), Q(β̂) ≥ 0 en todo punto

de Ω. Considerando además que el funcional de costo es débilmente semicontinuo inferior,

es decir,

F(û) ≤ lı́m inf
η→∞

F(uαη ,βη
),

donde û denota la solución de (3.19b) asociada a (α̂, β̂). Además, se verifica que

lı́m inf
η→∞

F(uαη ,βη
) ≤ lı́m inf

η→∞
Fη(uαη ,βη

) ≤ F(ū),

de donde, se sigue que (û, ŵ, α̂, β̂) es solución de (3.5). Se denota al óptimo (û, ŵ, α̂, β̂) por

(ū, w̄, ᾱ, β̄).

Ahora, para verificar la convergencia fuerte se emplea la diferencia de la ecuación varia-

cional (3.19b) en yη := (uη , wη) y ȳ := (ū, w̄), donde uη := uαη ,βη
y se sigue que,

a(yη − ȳ, Ψ) +
∫

Ω

[
P(αη)hγ(Duη − wη)− P(ᾱ)hγ(Dū − w̄)

]
(Dφ − ϕ) dx

+
∫

Ω

[
Q(βη)hγ(Ewη)− Q(β̄)hγ(Ew̄)

]
Eϕ dx +

∫

Ω
(uη − ū)φ dx = 0, para todo Ψ ∈ Y.

Tomando Ψ = yη − ȳ, (φ, ϕ) = (δu, δw) donde δu := uη − ū y δw := wη − w̄, sumando y

restando los términos:

∫

Ω
P(αη)hγ(Dū − w̄) y

∫

Ω
Q(βη)hγ(Ew̄),
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se obtiene

µ‖yη − ȳ‖2
Y +

∫

Ω
P(αη)

[
hγ(Duη − wη)− hγ(Dū − w̄)

]
(Dδu − δw) dx

+
∫

Ω
Q(βη)

[
hγ(Ewη)− hγ(Ew̄)

]
(Eδw) dx +

∫

Ω
(uη − ū)2 dx,

= −
∫

Ω

[
P(αη)− P(ᾱ)

]
hγ(Dū − w̄)(Dδu − δw) dx

−
∫

Ω

[
Q(βη)− Q(β̄)

]
hγ(Ew̄)(Eδw) dx,

por la monotonía de hγ(.) se sigue que

µ‖yη − ȳ‖2
Y ≤ ‖P(αη)− P(ᾱ)‖L∞(Ω)‖hγ(Dū − w̄)‖L2‖Dδu − δw‖L2

+ ‖Q(βη)− Q(β̄)‖L∞(Ω)‖hγ(Ew̄)‖L2‖Eδw‖L2 ,

considerando que ‖y‖2
Y = ‖u‖2

H1(Ω)
+ ‖Ew‖2

H1(Ω)
se llega a la siguiente estimación

µ‖yη − ȳ‖2
Y ≤

(
‖P(αη)− P(ᾱ)‖L∞(Ω)‖hγ(Dū − w̄)‖L2

+ ‖Q(βη)− Q(β̄)‖L∞(Ω)‖hγ(Ew̄)‖L2

)
‖yη − ȳ‖Y.

Dado que |hγ(.)| ≤ 1, se verifica que

‖yη − ȳ‖Y ≤ C1

(
‖P(αη)− P(ᾱ)‖L∞(Ω) + ‖Q(βη)− Q(β̄)‖L∞(Ω)

)
, (3.21)

y se concluye que uη → ū y wη → w̄, a partir de αη → ᾱ y βη → β̄ cuando η → ∞.

3.5.1. Sistema de optimalidad

En esta sección, se busca caracterizar el sistema de optimalidad del problema η-regularizado

(3.19) usando el método del Lagrangiano. Esto es posible gracias al resultado de existencia

de la ecuación linealizada. El Lagrangiano asociado al problema regularizado (3.19) se defi-

ne como:

Lη(u, w, α, β, p1, p2) := Fη(u) + µ(u, p1)H1(Ω) + µ(w, p2)H1(Ω)

+
∫

Ω
P(α)hγ(Du − w)(Dp1 − p2) +

∫

Ω
Q(β)hγ(Ew)Ep2 +

∫

Ω
(u − f )p1.

Tomando la derivada con respecto a la variable de estado (u, w) en la dirección (δu, δw), se

obtiene la condición necesaria de optimalidad

∇(u,w)Lη(u, w, α, β, p1, p2)[(δu, δw)] = ∇uFη(u)δu + µ(p1, δu)H1(Ω) + µ(p2, δw)H1(Ω)

+
∫

Ω
P(α)h′γ(Du − w)(Dδu − δw)(Dp1 − p2)

+
∫

Ω
Q(β)h′γ(Ew)EδwEp2 +

∫

Ω
p1δu = 0, (3.22)
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que se conoce como ecuación adjunta. Por otro lado, tomando la derivada parcial con res-

pecto a la variable de control (α, β) en la dirección (δα, δβ) se obtiene:

∇(α,β)Lη(u, w, α, β, p1, p2)[(δα, δβ)] = ∇αFη(u)δα +∇βFη(u)δβ+∫

Ω
P′(α)hγ(Du − w)(Dp1 − p2)δα +

∫

Ω
Q′(β)hγ(Ew)Ep2Eδβ = 0,

que se conoce como ecuación del gradiente.

OBSERVACIÓN. Como resultado inmediato se obtiene la caracterización del gradiente del

funcional de costo reducido:

∇Fη(α, β) := ∇αF(uα,β) +∇βF(uα,β) +
∫

Ω
mı́n(0, η P(α))P′(α) dx

+
∫

Ω
mı́n(0, η Q(β))Q′(β) dx +

∫

Ω
P′(α)hγ(Du − w)(Dp1 − p2) dx

+
∫

Ω
Q′(β)hγ(Ew)Ep2 dx. (3.23)

Este resultado desempeña un rol importante en el diseño de algoritmos de optimización

para determinar de forma eficiente la solución numérica del problema (3.19).

3.6. Tratamiento numérico

La solución numérica del problema de optimización de parámetros se puede abordar

desde dos puntos de vista, el primero consiste en utilizar un método de Newton para re-

solver el sistema de optimalidad, y el segundo, usar un algoritmo iterativo para la solución

del problema de optimización, con la caracterización del gradiente del funcional de costo

reducido. En este trabajo nos enfocaremos en los algoritmos iterativos para la resolución

de problemas de optimización binivel no lineal, específicamente el método quasi–Newton

BFGS.

Si ∇Fη es localmente Lipschitz continua, el algoritmo BFGS está bien definido y genera

una sucesión {(αk, βk)}k∈N que converge a un punto estacionario (α̂, β̂). Esto gracias a que,

la Lipschitz continuidad local implica la continuidad uniforme en los conjunto de nivel. Para

probar que el gradiente del funcional de costo reducido es localmente Lipschitz continuo se

emplean estimaciones de la variable de estado y del estado adjunto que se muestran en los

siguientes resultados.

LEMA 3.7. Si f ∈ L∞(Ω) y uα,β ∈ C1,ρ(Ω), para algún ρ ∈ (0, 1) entonces para (α∗, β∗) ∈
RN+M arbitrario pero fijo, y (α, β), (α̂, β̂) ∈ Vδ((α

∗, β∗)) se verifica:

i)‖u‖H1(Ω) ≤ K1,

ii)‖p‖Y ≤ K2,

iii)‖p − p̂‖Y ≤ K3(α
∗, β∗)‖(α, β)− (α̂, β̂)‖RN+M .
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DEMOSTRACIÓN 3.7. Se notará u := uα,β como la solución de la ecuación de estado (3.19b)

correspondiente a (α, β) y p := pα,β como la solución de la ecuación adjunta (3.22) corres-

pondiente a (α, β). Empezaremos con las estimación de ‖u‖H1(Ω), a continuación se pre-

senta la estimación de ‖p‖Y y finalizaremos con la estimación de ‖p − p̂‖Y, donde Y =

H1(Ω)× H1(Ω).

Para estimar ‖u‖H1(Ω) se usa la ecuación de estado, es decir,

a(y, Ψ) +
∫

Ω
P(α)hγ(Du − w)(Dφ − ϕ) dx +

∫

Ω
Q(β)hγ(Ew)Eϕ dx

+
∫

Ω
(u − f )φ dx = 0,

donde Ψ = (φ, ϕ). Tomando Ψ = (u, w), se obtiene que

µ‖y‖2
Y +

∫

Ω
P(α)hγ(Du − w)(Du − w) dx +

∫

Ω
Q(β)hγ(Ew)(Ew) dx

+
∫

Ω
u2 dx =

∫

Ω
f u dx, ∀Ψ = (φ, ϕ) ∈ Y,

gracias a la monotonía de hγ(·) y ya que P(α) y Q(β) son positivas, se sigue que

µ‖y‖2
Y ≤ ‖ f ‖L2(Ω)‖u‖L2(Ω),

≤ ‖ f ‖L2(Ω)‖y‖Y,

‖u‖H1(Ω) ≤ ‖y‖Y ≤ 1
µ
‖ f ‖L2(Ω) := C1,

para la última desigualdad se consideró que ‖y‖2
Y = ‖u‖2

H1(Ω)
+ ‖w‖2

H1(Ω)
. Ahora, para la

estimación del estado adjunto se usa un proceso similar, considerando la ecuación adjunta

(3.22), es decir,

∇uF(u)φ + µ(p1, φ)H1(Ω) + µ(p2, ϕ)H1(Ω) +
∫

Ω
P(α)h′γ(Du − w)(Dφ − ϕ)(Dp1 − p2)

+
∫

Ω
Q(β)h′γ(Ew)EϕEp2 +

∫

Ω
p1φ = 0, ∀Ψ = (φ, ϕ) ∈ Y.

tomando Ψ = (φ, ϕ) = (p1, p2), se sigue que

µ‖p‖2
Y +

∫

Ω
P(α)h′γ(Du − w)(Dp1 − p2)(Dp1 − p2)

+
∫

Ω
Q(β)h′γ(Ew)Ep2Ep2 +

∫

Ω
p2

1 = −
∫

Ω
(u − f0)p1.
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Gracias a la positividad de h′γ(·) y ya que P(α) y Q(β) son positivas, se sigue que

µ‖p‖2
Y ≤ ‖u − f0‖L2(Ω)‖p1‖L2(Ω),

≤
(
‖u‖L2(Ω) + ‖ f0‖L2(Ω)

)
‖p‖Y,

‖p‖Y ≤ 1
µ

(
‖ f0‖L2(Ω) + ‖u‖H1(Ω)

)
:= K1.

Finalmente, para hallar la estimación de ‖p − p̂‖Y, se usa exactamente el proceso anterior

considerando la diferencia de la ecuación adjunta para p y p̂,

(∇uF(u)−∇uF(û)) φ + µ(p1 − p̂1, φ)H1(Ω) + µ(p2 − p̂2, ϕ)H1(Ω)

+
∫

Ω

(
P(α)h′γ(Du − w)(Dp1 − p2)− P(α̂)h′γ(Dû − ŵ)(Dp̂1 − p̂2)

)
(DδY − ϕ)

+
∫

Ω

(
Q(β)h′γ(Ew)Ep2 − Q(β̂)h′γ(Eŵ)Ep̂2

)
Eϕ +

∫

Ω
(p1 − p̂1)φ = 0, ∀Ψ = (φ, ϕ) ∈ Y.

Sumando y restando los términos

∫

Ω
P(α)h′γ(Dû − ŵ)(Dp1 − p2),

∫

Ω
P(α̂)h′γ(Dû − ŵ)(Dp1 − p2),

y ∫

Ω
Q(β)h′γ(Eŵ)Ep2,

∫

Ω
Q(β̂)h′γ(Eŵ)Ep2

y tomando Ψ = (φ, ϕ) = (p1 − p̂1, p2 − p̂2), se obtiene

µ‖p − p̂‖2
Y +

∫

Ω
P(α̂)h′γ(Dû − ŵ) [D(p1 − p̂1)− (p2 − p̂2)] (D(p1 − p̂1)− (p2 − p̂2))

+
∫

Ω
(p1 − p̂1)

2 +
∫

Ω
Q(β̂)h′γ(Eŵ)E(p2 − p̂2)E(p2 − p̂2) = −

∫

Ω
(u − û)(p1 − p̂1)

−
∫

Ω

{[
P(α)− P(α̂)

]
h′γ(Dû − ŵ)(Dp1 − p2) + P(α)

[
h′γ(Du − w)− h′γ(Dû − ŵ)

]

(Dp1 − p2)

}
(D(p1 − p̂1)− (p2 − p̂2))−

∫

Ω

{(
Q(β)

[
h′γ(Ew)− h′γ(Eŵ)

]
Ep2

− (Q(β)− Q(β̂)
)
h′γ(Eŵ)

]
Ep2

}
E(p2 − p̂2),

gracias a la positividad de h′γ(·) se verifica que,

µ‖p − p̂‖2
Y ≤ ‖u − û‖L2(Ω)‖p1 − p̂1‖L2(Ω) +

{
‖P(α)− P(α̂)‖L∞(Ω)‖h′γ(Dû − ŵ)(Dp1 − p2)‖L2(Ω)

+ ‖P(α)‖L∞(Ω)‖(h′γ(Du − w)− h′γ(Dû − ŵ))(Dp1 − p2)‖L2(Ω)

}

+ ‖D(p1 − p̂1)− (p2 − p̂2)‖L2(Ω) +

{
‖Q(β)‖L∞(Ω)‖[h′γ(Ew)− h′γ(Eŵ)]Ep2‖L2(Ω)

+ ‖Q(β)− Q(β̂)‖L∞(Ω)‖h′γ(Eŵ)Ep2‖L2(Ω)

}
‖E(p2 − p̂2)‖L2(Ω).
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Se deben estimar

‖(h′γ(Du − w)− h′γ(Dû − ŵ))(Dp1 − p2)‖L2 y ‖[h′γ(Ew)− h′γ(Eŵ)]Ep2‖L2 ,

para lo cual se requiere regularidad extra tanto del estado como del estado adjunto. A partir

de la hipótesis f ∈ L∞(Ω) y uα,β ∈ C1,ρ(Ω), para algún ρ ∈ (0, 1), se obtiene

‖yα,β − yα̂,β̂‖W1,r ≤ C‖(α, β)− (α̂, β̂)‖RN+M , (3.24)

para todo (α, β) ∈ V(α∗, β∗), y para algún r > 2. Este resultado de regularidad para sistemas

de segundo orden elípticos semilineales puede ser probada bajo ciertos supuestos sobre el

dominio (ver [25, Teorema 1, Rem. 14]).

En el caso del estado adjunto, bajo la misma hipótesis y usando el resultado para sistemas

elípticos lineales [42], se verifica para cualquier s > 2 que

‖pα,β‖W1,s ≤ Ĉ. (3.25)

Observe que,

‖(h′γ(Du − w)− h′γ(Dû − ŵ))(Dp1 − p2)‖L2

≤ ‖h′γ(Du − w)− h′γ(Dû − ŵ)‖Lp‖Dp1 − p2‖Lq

donde 1/p + 1/q = 1/2. Ya que h′γ(·) es Lipschitz continuo de Lp(Ω) a Lp(Ω) (cf. [34]), y

por los resultados (3.24) y (3.25) con r = p, s = q = 2p/(p − 2) respectivamente se obtiene

que

‖(h′γ(Du − w)− h′γ(Dû − ŵ))(Dp1 − p2)‖L2

≤ Mγ (‖D(u − û)− (w − ŵ)‖Lp×Lp) ‖p‖W1,s ,

≤ Mγ M1‖y − ŷ‖W1,r‖p‖W1,s ,

≤ M2‖(α, β)− (α̂, β̂)‖RN+M .

Siguiendo un esquema similar, se obtiene

‖[h′γ(Ew)− h′γ(Eŵ)]Ep2‖L2(Ω) ≤ ‖h′γ(Ew)− h′γ(Eŵ)‖Lp‖Ep2‖Lq ,

≤ Kγ‖E(w − ŵ)‖Lp‖p‖W1,q ,

≤ K1Kγ‖y − ŷ‖W1,r ,

≤ K2‖(α, β)− (α̂, β̂)‖RN+M .

61



Así, usando (3.21) y |h′γ(·)| < 1 se verifica que

µ‖p − p̂‖Y ≤ C1‖(α, β)− (α̂, β̂)‖RN+M + ‖P(α)− P(α̂)‖L∞(Ω)

+ ‖P(α)‖L∞(Ω)M2‖(α, β)− (α̂, β̂)‖RN+M

+ ‖Q(β)‖L∞(Ω)K2‖(α, β)− (α̂, β̂)‖RN+M + ‖Q(β)− Q(β̂)‖L∞(Ω).

Por otro lado, P, Q son continuamente diferenciables en RN y RM, respectivamente, de

donde se sigue que P, Q son localmente Lipschitz continuas. Esto se emplea para acotar

‖P(α)‖L∞(Ω) y ‖P′(α)‖L∞(Ω), como se muestra a continuación

‖P(α)‖L∞(Ω) = ‖P(α)− P(α∗) + P(α∗)‖L∞(Ω),

≤ ‖P(α)− P(α∗)‖L∞(Ω) + ‖P(α∗)‖L∞(Ω),

≤ L1(α
∗)‖α − α∗‖RN + M3(α

∗),

≤ L1(α
∗)δ + M3(α

∗),

ya que (α, β) ∈ Vδ(α
∗, β∗). Además se supone que P, Q tienen derivada Lipschitz continua

local, de donde

‖P′(α)‖L∞(Ω) = ‖P′(α)− P′(α∗) + P′(α∗)‖L∞(Ω),

≤ ‖P′(α)− P′(α∗)‖L∞(Ω) + ‖P′(α∗)‖L∞(Ω),

≤ L2(α
∗)‖α − α∗‖RN + M4(α

∗),

≤ L2(α
∗)δ + M4(α

∗).

Así se obtiene,

µ‖p − p̂‖Y ≤ C1‖(α, β)− (α̂, β̂)‖RN+M + L3‖α − α̂‖RN+M

+ (L1(α
∗)δ + M3(α

∗)) M2‖(α, β)− (α̂, β̂)‖RN+M

+ (L4(β∗)δ + M5(α
∗))K2‖(α, β)− (α̂, β̂)‖RN+M + L5(β∗)‖β − β̂‖RM ,

‖p − p̂‖Y ≤ K3(α
∗, β∗)‖(α, β)− (α̂, β̂)‖RN+M .

que corresponde al resultado deseado.

En el siguiente resultado, se prueba para η fijo la Lipschitz continuidad local en el caso

del modelo TGV. Se emplea la definición 2.1 de Lipschitz continuidad que se introdujo en el

capítulo anterior.

TEOREMA 3.8. Si f ∈ L∞(Ω) y uα,β ∈ C1,ρ(Ω), para algún ρ ∈ (0, 1) entonces ∇Fη es local-

mente Lipschitz continua.

DEMOSTRACIÓN 3.8. Sea (α∗, β∗) ∈ RN+M arbitrario pero fijo,(α, β), (α̂, β̂) ∈ Vδ((α
∗, β∗)). Se

debe hallar una constante L(α∗, β∗) > 0 tal que,

‖∇F (α, β)−∇F (α̂, β̂)‖ ≤ L(α∗, β∗)‖(α, β)− (α̂, β̂)‖.
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Se consideran u := uα,β, û := uα̂,β̂, p := p(α, β) y p̂ := p(α̂, β̂), donde uα,β denota la solución

de (3.19b) asociada con (α, β) y p el estado adjunto solución de (3.22) para uα,β. Se tiene

entonces que

‖∇Fη(α, β)−∇Fη(α̂, β̂)‖ ≤ 2ξ‖(α, β)− (α̂, β̂)‖+
∥∥∥∥
∫

Ω
mı́n(0, ηP(α))P′(α)−

∫

Ω
mı́n(0, ηP(α̂))P′(α̂)

∥∥∥∥+

∥∥∥∥
∫

Ω
mı́n(0, ηQ(β))Q′(β)−

∫

Ω
mı́n(0, ηQ(β̂))Q′(β̂)

∥∥∥∥

+

∥∥∥∥
∫

Ω
P′(α)hγ(Du − w)(Dp1 − p2)−

∫

Ω
P′(α̂)hγ(Dû − ŵ)(Dp̂1 − p̂2)

∥∥∥∥

+

∥∥∥∥
∫

Ω
Q′(β)hγ(Ew)Ep2 −

∫

Ω
Q′(β̂)hγ(Eŵ)Ep̂2

∥∥∥∥.

En el caso del segundo término de ‖∇Fη(α, β)−∇Fη(α̂, β̂)‖ se suma y resta el término

∫

Ω
mı́n(0, ηP(α̂))P′(α).

Ya que mı́n es una función Lipschitz continua con constante uno, se sigue que

∥∥
∫

Ω
mı́n(0, η P(α))P′(α)−

∫

Ω
mı́n(0, η P(α̂))P′(α̂)

∥∥

≤ ‖mı́n(0, η P(α))− mı́n(0, η P(α̂))‖L2(Ω)‖P′(α)‖L2(Ω)

+ ‖mı́n(0, η P(α̂))‖L2(Ω)‖P′(α)− P′(α̂)‖L2(Ω),

≤ η ‖P(α)− P(α̂)‖L2(Ω)‖P′(α)‖L2(Ω) +
(
‖P(α̂)− P(α∗)‖L2(Ω)

+ ‖P(α∗)‖L2(Ω)

)
L3(α

∗)‖α − α̂‖RN ,

≤ L4(α
∗)‖α − α̂‖RN (L2(α

∗)δ + M4(α
∗)) + (L5(α

∗)δ + M1(α
∗)) L3(α

∗)‖α − α̂‖RN ,

≤ M(α∗)‖α − α̂‖RN .

Usando el mismo proceso para el caso del término asociado a Q, se obtiene

‖
∫

Ω
mı́n(0, ηQ(β))Q′(β)−

∫

Ω
mı́n(0, ηQ(β̂))Q′(β̂)‖ ≤ N(β∗)‖β − β̂‖RM .

Ahora, para los dos últimos términos de ‖∇F (α, β) −∇F (α̂, β̂)‖, sumando y restando el

término ∫

Ω
P′(α)hγ(Dû − ŵ)(Dp̂1 − p̂2)
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se sigue que,

‖
∫

Ω
P′(α)hγ(Du − w)(Dp1 − p2)−

∫

Ω
P′(α̂)hγ(Dû − ŵ)(Dp̂1 − p̂2)‖

≤
∫

Ω
‖P′(α) (hγ(Du − w)(Dp1 − p2)− hγ(Dû − ŵ)(Dp̂1 − p̂2)) ‖

︸ ︷︷ ︸
a

+
∫

Ω
‖
(

P′(α)− P′(α̂)
)

hγ(Dû − ŵ)(Dp̂1 − p̂2)‖
︸ ︷︷ ︸

b

.

Empecemos acotando el término más simple, (b)

b ≤ ‖P′(α)− P′(α̂)‖L∞(Ω) ‖hγ(Dû − ŵ)‖L2‖Dp̂1 − p̂2‖L2 ,

≤ L3(α
∗)‖α − α̂‖RN ‖Dp̂1 − p̂2‖L2 ,

≤ L3(α
∗)‖α − α̂‖RN ‖ p̂‖Y = C1(α

∗)‖α − α̂‖RN .

En el caso del término (a), se suma y resta el término

P′(α)hγ(Dû − ŵ)(Dp1 − p2)

para obtener,

a ≤ ‖P′(α)‖L∞(Ω)

{
‖hγ(Du − w)− hγ(Dû − ŵ)‖L2‖Dp1 − p2‖L2

+ ‖hγ(Dû − ŵ)‖L2‖Dp1 − p2 − (Dp̂1 − p̂2)‖L2

}
,

≤ (L2(α
∗)δ + M4(α

∗))
{
‖hγ(Du − w)− hγ(Dû − ŵ)‖L2‖p‖Y + ‖p − p̂‖Y

}
,

≤ (L2(α
∗)δ + M4(α

∗))
{

L3‖D(u − û)− (w − ŵ)‖L2 + ‖p − p̂‖Y

}
,

≤ (L2(α
∗)δ + M4(α

∗)) (L3‖y − ŷ‖Y + ‖p − p̂‖Y),

≤ C2(α
∗)‖(α, α̂)− (β, β̂)‖RN+M ,

por tanto, se sigue que

‖
∫

Ω
P′(α)hγ(Du − w)(Dp1 − p2)−

∫

Ω
P′(α̂)hγ(Dû − ŵ)(Dp̂1 − p̂2)‖

≤ C1(α
∗)‖α − α̂‖RN + C2(α

∗)‖(α, α̂)− (β, β̂)‖RN+M .

Usando un proceso similar, se obtiene que

‖
∫

Ω
Q′(β)hγ(Ew)Ep2 −

∫

Ω
Q′(β̂)hγ(Eŵ)Ep̂2‖ ≤ ‖Q′(β)− Q′(β̂)‖L2‖hγ(Ew)Ep2‖L2

+ ‖Q′(β̂)‖L∞(Ω)‖hγ(Ew)− hγ(Eŵ)‖L2‖Ep2‖L2 + ‖Ep2 − Ep̂2‖L2‖hγ(Eŵ)‖L2 ,

≤ L3(β∗)‖β − β̂‖+ (L4(β∗)δ + M5(β∗)) ‖(α, α̂)− (β, β̂)‖RN+M + ‖p − p̂‖Y,

≤ M2(β∗)‖(α, α̂)− (β, β̂)‖RN+M .

64



Finalmente,

‖∇Fη(α, β)−∇Fη(α̂, β̂)‖ ≤ 2ξ‖(α, β)− (α̂, β̂)‖RN+M + M(α∗)‖α − α̂‖RN + N(β∗)‖β − β̂‖RM

+ C1(α
∗)‖α − α̂‖RN + C2(α

∗)‖(α, α̂)− (β, β̂)‖RN+M

+ M2(β∗)‖(α, α̂)− (β, β̂)‖RN+M ,

≤ L(α∗, β∗)‖(α, β)− (α̂, β̂)‖RN+M

que corresponde al resultado.

3.7. Implementación numérica

En esta sección se abordará la implementación numérica del problema de optimización

de parámetros, para lo cual empezaremos por presentar de forma resumida el trabajo desa-

rrollado hasta este punto. A continuación se presentan los esquemas de discretización de

las ecuaciones de estado, adjunta y del gradiente para finalizar, se discuten los resultados

y conclusiones obtenidos en los experimentos numéricos, a partir de la implementación de

los algoritmos propuestos para resolver el problema de optimización del parámetro con de-

pendencia espacial presente en el modelo de variación total generalizada para el filtrado de

ruido.

Gracias a los resultados expuestos en la sección 3.5 se puede abordar el problema de op-

timización binivel (3.3) como un problema de optimización sin restricciones de desigualdad

usando la regularización de Moreau-Yosida, el mismo que está determinado por:

mı́n
(α,β)∈RN+M

F(uα,β) +
1

2η
‖mı́n(0, ηP(α))‖2

L2(Ω) +
1

2η
‖mı́n(0, ηQ(β))‖2

L2(Ω), (3.26a)

sujeto a

uα,β ∈ arg mı́n
u∈BV(Ω)

ETGV = TGV
2,γ,µ
α,β (u) +

1
2
‖u − f ‖2

L2(Ω), (3.26b)

donde

F(uα,β) =
1
2
‖ f0 − u‖2

L2(Ω) + ξ(‖α‖2
RN + ‖β‖2

RM),

TGV
2,γ,µ
α,β (u) := mı́n

w∈H1(Ω)

∫

Ω
P(α)|Du − w|γ +

∫

Ω
Q(β)|Ew|γ

+
µ

2

(
‖u‖2

H1(Ω) + ‖w‖2
H1(Ω)

)
.

Para la solución numérica de este problema de optimización se propone usar el método

quasi–Newton BFGS, esto gracias a la caracterización que se encontró del gradiente del fun-

cional de costo reducido (3.23). El esquema del método de BFGS requiere resolver en cada

iteración la ecuación de estado y la ecuación adjunta hasta que se verifique el criterio de
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parada, por lo cual empezaremos por presentar los algoritmos empleados para resolver es-

tas ecuaciones. La ecuación de estado corresponde a la condición de optimalidad de primer

orden del problema de optimización para el filtrado de ruido (3.26b), determinada por

E′
TGV = a(y, Ψ) +

∫

Ω
P(α)hγ(Du − w)(Dφ − ϕ) dx +

∫

Ω
Q(β)hγ(Ew)Eϕ dx

+
∫

Ω
(u − f )φ dx = 0, para todo Ψ = (φ, ϕ) ∈ Y,

donde y = (u, w) ∈ Y = H1(Ω) × H1()(Ω) y a(y, y) = µ
(
‖u‖2

H1(Ω)
+ ‖w‖2

H1(Ω)

)
. Para

encontrar su solución numérica se resolverá el problema de optimización empleando el mé-

todo de Newton Semi-Smooth y para reducir el número de variables del sistema se considera

un proceso de reducción que se explicará más adelante.

Sean q, r variables auxiliares, se define el operador H como

H(u, q, w, r) =




µ(u, φ)H1(Ω) + (P(α)q, Dφ) +
∫

Ω
(u − f )φ dx

q − hγ(Du − w)

µ(w, ϕ)H1(Ω) − (P(α)q, ϕ) + (Q(β)r, Eϕ)

r − hγ(Ew)




,

así la ecuación de estado será H(u, q, w, r) = 0. El esquema del método de Newton Semi-

Smooth para resolver esta ecuación no lineal Newton diferenciable es

H′(u, q, w, r)(δu, δq, δw, δr) = −H(u, q, w, r), (3.27)

donde (δu, δq, δw, δr) corresponde a la dirección en la cual se deriva el operador H,

H′(u, q, w, r)(δu, δq, δw, δr) =




µ(δu, φ)H1(Ω) +
∫

Ω
δuφ dx + (P(α)δq, Dφ)L2(Ω)

−h′γ(Du − w)Dδu + δq + h′γ(Du − w)δw

−(P(α)δq, ϕ) + µ(δw, ϕ)H1(Ω) + (Q(β)δr, Eϕ)

−h′γ(Ew)Eδw + δr




,

con hγ(·) la derivada de la regularización de Huber | · |γ definida por:

|w|γ =

{
γ
2 |w|2 si |w| ≤ 1

γ ,

|w| − 1
2γ si |w| > 1

γ ,

y su derivada es:

hγ(w) =
γw

máx(1, γ|w|) ,

se considera esta regularización por ser la más natural para el proceso de reducción de varia-

bles. Además, h′γ(·) es la derivada de Newton de hγ(·). La matriz H′ deberá ser modificada

con una proyección para garantizar que la matriz H′(u, q, w, r) sea definida positiva. Como
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se muestra en el trabajo [7] la proyección consiste en reemplazar

q por q̂ :=
q

máx(1, |q|) .

A continuación, se define la Newton diferenciabilidad, pues la presencia de la función máx(1, ·)
proveniente de la regularización, hace que no se pueda aplicar el método de Newton clásico.

3.7.1. Método de Newton Semi-Smooth

Para resolver el problema de filtrado de ruido usando el modelo de variación total gene-

ralizada TGV, se propone emplear el método de Newton Semi-Smooth, esto por la presencia

del término no diferenciable máx(1, ·).

DEFINICIÓN 3.1. (Newton-diferenciabilidad) Sean D un subconjunto abierto de un espacio de

Banach u y F : D −→ Z un funcional. F es Newton diferenciable en el subconjunto abierto

V ⊂ D si existe G : V −→ L(U, Z), una derivada generalizada tal, que:

lı́m
h→0

1
‖h‖U

‖E(u + h)− E(u)− G(u + h)h‖Z = 0,

para todo u ∈ V.

EJEMPLO 1. Considere la función valor absoluto f :

E :R −→ R

u 7−→ |u|.

La función f es no diferenciable en 0. Sin embargo, mediante el uso de la derivada generali-

zada

g(u) =

{
1, si u < 0;

−1, si u ≥ 0.

para el caso u = 0 se obtiene:

• si h > 0 : ||u + h| − |u| − |h|| = 0,

• si h < 0 : ||u + h| − |u|+ |h|| = | − u − h − u + h| = 0.

Así,

lı́m
h→0

1
|h| |E(u + h)− E(u)− g(u + h)h| = 0

y f es Newton diferenciable.

TEOREMA 3.9. (Iteración de Newton) Sea ũ una solución de E(u) = 0, con F Newton diferen-

ciable en una vecindad abierta de V de ũ. Si

‖G(u)−1‖L(Z,U) ≤ C,
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para alguna constante C > 0 y para todo u ∈ V, entonces la iteración Newton

uk+1 = −G(uk)
−1E(uk)

converge superlinealmente a ũ siempre que ‖u0 − ũ‖U sea suficientemente pequeño.

PROPOSICIÓN 3.10. La función máx(1, ·) : Rn −→ Rn es Newton diferenciable en Rn, con

derivada generalizada:

Gmáx : R
n −→ R

n

(Gmáx(u))i =

{
1, (u)i > 1,

0, (u)i ≤ 1.

Retomando el esquema de Newton Semi-Smooth (3.27) presentaremos a continuación

el proceso de eliminación de variables. En primer lugar, se igualan la segunda y tercera

componente de (3.27), de donde se obtienen las siguientes ecuaciones:

Hγq̂Dδu − γDδu + máx(1, γ|Du − w|)δq + Hγq̂δw + γδw

= − (máx(1, γ|Du − w|)q − γ(Du − w))

Heγr̂Eδw − γEδw + máx(1, γ|Ew|)δr = − (máx(1, γ|Ew|)r − γ(Ew)) ,

donde

Hγ = Gmáx(Du − w)γ
Du − w

|Du − w| y Heγ = Gmáx(Ew)γ
Ew

|Ew| ,

despejando δq y δr obtenemos:

δq = −Imáx
(

máx(1, γ|Du − w|)q − γ(Du − w) + Hγq̂Dδu − γDδu + Hγq̂δw + γδw
)

δr = −Iemáx
(

máx(1, γ|Ew|)r − γ(Ew) + Heγr̂Eδw − γEδw
)
.

donde Imáx = diag(1/ máx(1, γ|Du − w|)) y Iemáx = diag(1/ máx(1, γ|Ew|)). Como si-

guiente paso, reemplazamos δq y δr para obtener el sistema reducido

H′(u, q, w, r)(δu, δw) = −H(u, q, w, r).

Para la implementación numérica se empleó esquemas de discretización con diferencias fini-

tas, ampliamente utilizado en el procesamiento matemático de imágenes debido a la estruc-

tura de la imagen digital. Se consideran Ω = (0, 1)× (0, 1) el dominio de las imágenes en

escala de grises, n × n la dimensión de las mismas, h = 1/(n + 1) el paso de discretización

de la malla, G matriz de discretización del gradiente, A la matriz de discretización del la-

placiano,
−→
A la matriz de discretización del laplaciano vectorial, div matriz de discretización

de la divergencia, E la discretización del tensor simetrizado y
−→
Div matriz de discretización

de la divergencia vectorial. El algoritmo para resolver la ecuación de estado para α y β fijos

se presenta a continuación:
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Algorithm 4 Newton Semi-Smooth–ecuación de estado

1: Dados f , α, β, µ, γ

2: Evaluar P(α), Q(β)

3: Inicializar k = 0, u0, q0, w0, r0

4: Repetir H′(u, q, w, r)(∆u, ∆w) = −H(u, q, w, r), con

H(uk, qk, wk, rk) =




−µAu + µu + (u − f )− γdivP(α)Imáx(Gu − w)

−µ
−→
A w + µw − γP(α)Imáx(Gu − w)− γ

−→
Div Q(β)IemáxEw




H′(uk, qk, wk, rk) =




−µA + (µu + 1)I − G′P(α)Imáx(Hγq̂G − γG) −G′P(α)Imáx(−Hγq̂ + γI)

P(α)Imáx(Hγq̂G − γG) −µ
−→
A w + µI + P(α)Imáx(−Hγq̂

+γI)−−→
Div Q(β)Iemáx(Heγr̂ − γE)




5: Actualizar

∆q = −Imáx
(

máx(1, γ|Gu − w|)q − γ(Gu − w) + Hγq̂G∆u − γG∆u + Hγq̂∆w + γ∆w
)

∆r = −Iemáx
(

máx(1, γ|Ew|)r − γ(Ew) + Heγr̂E∆w − γE∆w
)
.

(uk+1, qk+1, wk+1, rk+1) = (uk, qk, wk, rk) + (∆u, ∆q, ∆w, ∆r)

k = k + 1

6: Hasta verificar criterio de parada ‖(uk+1, qk+1, wk+1, rk+1)− (uk, qk, wk, rk)‖ < tol

7: Retornar (uk, wk)

La ecuación adjunta (3.22), corresponde a una ecuación lineal respecto a la variable p =

(p1, p2) ∈ Y, y está determinada como se presenta a continuación:

µ(p1, φ)H1(Ω) + (P(α)h′γ(Du − w)(Dp1 − p2), Dφ) + (p1, φ) = −(u − fo, φ),

µ(p2, ϕ)H1(Ω) − (P(α)s, ϕ) + (Q(β)h′γ(Ew)Ep2, Eϕ) = 0,

donde fo es la imagen original o una aproximación de la misma y h′γ(·) determinado por

h′γ(Du)Dφ =





Dφ
|Du| −

〈Du,Dφ〉Du
|Du|3 Aγ,

(1 − γ
2 θ2(Du))

(
Dφ
|Du| −

Du〈Dφ,Du〉
|Du|3

)
Sγ,

+γ2θ(Du) 〈Du,Dφ〉Du
|Du|2

γDφ Iγ.

En este caso no se utilizan variables auxiliares a diferencia del proceso que se realizó para

el caso del modelo TV, ya que el tamaño del sistema que se debe resolver usando variables

auxiliares es de 9n2 × 9n2 y sin usarla es de, 5n2 × 5n2. Usando esquemas de discretización
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en diferencias finitas se obtiene el siguiente algoritmo para determinar el estado adjunto

p = (p1, p2), para α y β fijos

Algorithm 5 Ecuación adjunta

1: Dados f0, u, w, α, β, µ, γ

2: Evaluar P(α), Q(β)

3: Resolver



−µA + (µ + 1)I − divP(α)h′γ(Gu − w)G divP(α)h′γ(Gu − w)

−P(α)h′γ(Gu − w)G −µ
−→
A + µI + P(α)h′γ(Gu − w)−−→

DivQ(β)h′γ(Ew)E




(
p1

p2

)
=

(
−u + fo

O

)

4: Retornar p = (p1, p2)

Gracias a la caracterización del gradiente del funcional de costo reducido obtenida en

(3.23), es decir,

∇Fη(α, β) = ∇αF(uα,β) +∇βF(uα,β) +
∫

Ω
mı́n(0, η P(α))P′(α) dx

+
∫

Ω
mı́n(0, η Q(β))Q′(β) dx +

∫

Ω
P′(α)hγ(Du − w)(Dp1 − p2) dx

+
∫

Ω
Q′(β)hγ(Ew)Ep2 dx

se propone utilizar el método BFGS para resolver el problema de optimización de pará-

metros con dependencia espacial. Las integrales dobles se aproximaron usando la regla de

punto medio (RPM) determinada por:

∫ b

a

∫ d

c
f (x, y)dydx ≈ RPM( f , h)

donde,

RPM( f , h) =
1
4

h2{ f (a, c) + f (b, c) + f (a, d) + f (b, d)+

2
n−2

∑
i=1

f (xi, c) + 2
n−2

∑
i=1

f (xi, d) + 2
n−2

∑
i=1

f (a, yi)+

2
n−2

∑
i=1

f (b, yi) + 4
n−2

∑
i=1

n−2

∑
j=1

f (xi, yi)
}

.
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Así se obtiene la aproximación del gradiente,

∇Fη(α, β) ≈ 2ξ(α + β) + RPM(mı́n(0, η P(α))P′(α))

+ RPM(mı́n(0, η Q(β))Q′(β)) + RPM(P′(α)hγ(Gu − w)(Gp1 − p2))

+ RPM(Q′(β)hγ(Ew)Ep2),

donde P′(·) y Q′(·) corresponden a la derivada de P y Q respectivamente. En 6, se presenta

el algoritmo que nos permitirá determinar los parámetros α y β óptimos. Siguiendo las ideas

presentadas en el trabajo [14] se eligió como criterio de parada

‖(αk+1, βk+1)− (αk, βk)‖RN+M

‖(αk+1, βk+1)‖RN+M

< tol

y se fijo la tolerancia como tol = 10−6.

Algorithm 6 BFGS optimización de parámetros

1: Dados f , fo, µ, γ, η, ξ

2: Inicializar k = 0, B0, α0, β0

3: Repetir

4: Calcular P(αk), Q(βk), P′(αk) y Q′(βk)

5: Resolver la ecuación de estado usando el algoritmo 4, (uk, wk)

6: Resolver la ecuación adjunta usando el algoritmo 5, pk = (p1
k , p2

k)

7: Calcular ∇Fη(αk, βk),

8: sk = (αk+1, βk+1)− (αk, βk),

9: zk = ∇Fη(αk+1, βk+1)−∇Fη(αk, βk)

10: If sT
k zk > 0then

Bk+1 = Bk +
(sk − Bkzk)s

T
k + sk(sk − Bkzk)

T

sT
k zk

− (sk − Bkzk)
Tzk

(sT
k zk)2

sksT
k .

11: Calcular la dirección de descenso como

12: dk = −Bk+1∇Fη(αk, βk)

13: else

14: Calcular la dirección de descenso como

15: dk = −Bk∇Fη(αk, βk)

16: End

17: Determinar el paso de descenso λ usando una de búsqueda lineal

18: Actualizar

19: (αk+1, βk+1) = (αk, βk) + λdk

20: k = k + 1

21: Hasta verificar criterio de parada.

22: Retornar (αk, βk)
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3.7.2. Filtrado de ruido de señales

Comparación modelo TV y TGV

Sabemos que la regularización de variación total (TV) [39] preserva los bordes y se com-

porta muy bien si la imagen a ser reconstruida vista es constante a trozos. Sin embargo, si

se consideran funciones lineales a trozos se produce un efecto de escalonamiento [38]. Una

posibilidad para contrarrestar tales efectos es introducir derivadas de orden superior en la

regularización. Así, la regularización de variación total generalizada (TGV) fue introducida co-

mo una variante de orden superior de la regularización de variación total en el procesamien-

to digital de imágenes. Para evidenciar este efecto a continuación se presenta el problema

de filtrado de ruido de señales, es decir, el problema en una dimensión, considerando los

modelos TV y TGV.

En este experimento se considera una función lineal y constante a trozos con discon-

tinuidades, con el fin de mostrar los efectos de los modelos TV y TGV para el filtrado de

ruido.

Se define fo como la señal original sin ruido, como sigue

f0 =





0 0 ≤ x ≤ 1/4

1 + 2(x − 1/4) 1/4 ≤ x ≤ 2/4

2 2/4 ≤ x ≤ 3/4

2 − 4(x − 3/4) 3/4 ≤ x ≤ 1.

Para generar la señal con ruido se suma a la función fo : [0, 1] −→ R una variable aleatoria

con distribución Gaussiana de media 0 y desviación estándar 0.1, a la que llamaremos f .

Nuestro objetivo es filtrar el ruido y mantener las principales características de la función

original fo, para lo cual, se prueban distintos valores de los parámetros de regularización

(α, β), esto para mostrar la importancia del problema de optimización de parámetros.
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Figura 3.1. A la izquierda, la función original fo y a la derecha la función con ruido f .
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Para comparar los resultados obtenidos, con diferentes valores de parámetros de los

regularización escalar, se calcula la relación señal ruido SNR (Signal to noise ratio), que

es una medida usada en ciencia e ingeniería para medir el nivel de una señal deseada con el

nivel de ruido.Los parámetros empleados para este experimento fueron: número de puntos

de la malla n = 100, tamaño de la malla h = 1/(n + 1), regularización de Huber γ = 1e3,

peso del término elíptico µ = 1e − 9.

En la Tabla 3.1 se muestran los resultados obtenidos variando el valor del parámetro de

regularización, además se presentan el número de iteraciones y el valor de SNR. En el caso

del modelo de variación total TV el mejor resultado se obtuvo con α = 490, mientras que

en el caso del modelo de variación total generalizada TGV es mucho más difícil hallar el

valor de los parámetros α, β por lo cual se emplea la heurística propuesta en [14], el mejor

resultado se obtuvo con el parámetro (α, β) = (0.13, 0.3).

Modelo TV Modelo TGV

Parámetro α
Número de
iteraciones

SNR
Parámetro

α/n

Parámetro
β/n2

Número de
iteraciones

SNR

10 25 9.4035 0.3

0.3

1615 31.9961
300 9 30.2541 0.05 14 29.1265
400 9 30.4900 0.1 13 34.4104
480 9 30.5280 0.12 15 35.3119
490 9 30.5282 0.13 15 35.4592

495 9 30.5280
0.1

0.31 14 34.3812
500 9 30.5277 0.1 29 33.2615
1000 12 30.2490 0.25 15 34.3812

Tabla 3.1. Resultados obtenidos con distintos valores del parámetro de regularización.

A continuación, se presentan en la Figura 3.2 en color rojo las mejores soluciones usando

los modelos de variación total y de variación total generalizada y en color azul la función

original.
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Figura 3.2. A la izquierda, la solución del modelo TV con α = 490 y a la derecha la solución del
modelo TGV con (α, β) = (0.13, 0.3).
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Como se esperaba la regularización de variación total produce un efecto de escalera en

los intervalos donde la función es lineal, mientras que en los intervalos donde la función es

constante se acerca mucho a la señal original y por último hay que destacar que preserva

los saltos. Por otro lado, la regularización de variación total generalizada se acerca mucho

en los intervalos donde la función es lineal, mientras que en los intervalos donde la función

es constante no se aproxima a la señal original y preserva los saltos. En el contexto de las

imágenes, los saltos representan el cambio en la intensidad o color por presencia de bordes

y los intervalos donde la señal es lineal representa el cambio de tono de un mismo color. Así,

el modelo que se emplee dependerá de la características de la función a ser reconstruida y

de los detalles que se quieran preservar.

Optimización de parámetros en una dimensión

A continuación, utilizamos al algoritmo de optimización de parámetros propuesto, para

determinar el peso óptimo en el modelo de filtrado de ruido de señales usando el modelo

TGV. El objetivo de resolver el problema en una dimensión es superar los inconvenientes

que se presenten en la implementación numérica y entender la naturaleza del problema.

Empecemos por realizar la siguiente observación

En el trabajo [14] se menciona la necesidad de usar estrategias de warm initialisation para

garantizar la convergencia del algoritmo. Así, la resolución de los experimentos se realiza

considerando un esquema de arranque en caliente, el cual consiste en usar la solución obte-

nida empleando el modelo TV como condición inicial para resolver el modelo TGV. Es decir,

tomaremos la mejor solución obtenida usando el modelo variación total para inicializar los

algoritmos del modelo de variación total generalizada TGV.

Se fijan los parámetros presentes en el problema binivel como: ξ = 1e − 8 parámetro

de Tikhonov, η = 1e4 parámetro de regularización de Moreau-Yosida y la tolerancia tol =

1e − 8. Considerando la idea del arranque en caliente, se emplea (1/αTV , 2/(αTVn)) como

punto inicial, esto pues en el último experimento se determinó que αTV = 490 era el mejor

valor del parámetro en el caso del modelo TV. En la Tabla 3.2 se muestran los resultados

obtenidos, además se presentan el número de iteraciones, el valor del funcional objetivo y el

valor de las medidas de comparación SNR y PSNR.

Punto inicial
(α0/n, β0/n2)

SNR PSNR
Número de
iteraciones

Parámetro óptimo
(α∗/n, β∗/n2)

F. objetivo

(n/αTV , 2n/αTV) 35.7479 34.1923 4 (0.1559, 0.4413) 1.9043e-2

Tabla 3.2. Resultados de l problema de optimización de parḿetros en una dimensión.

Las dificultades que se presentaron en este experimento fueron determinar el punto ini-

cial, pues existen puntos que no llevan a una especie de planicie donde la función objetivo

no mejora su valor, para superar esto se decidió usar el arranque en caliente.

En la Figura 3.3 se presentan los resultados obtenidos usando el parámetro óptimo, de-
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terminado a través del problema binivel y la solución usando (0.13, 0.1), este parámetro se

determinó en el experimento anterior con un proceso de inspección. A simple vista no es

notoria la mejoría en la aproximación de la función original por lo que se destaca el uso de

medidas como SNR y PSNR para la comparación cuantitativa de las soluciones.
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Figura 3.3. A la izquierda, la solución del modelo TGV usando el parámetro (α/n, β/n2)=(0.13,0.3) y
a la derecha la solución usando el parámetro óptimo (α∗/n, β∗/n2)= (0.1559,0.4413).

Usando el parámetro (0.13, 0.1) que se determinó con un proceso de inspección, se obtu-

vieron los valores SNR=35.4592 y PSNR=33.9035, como observamos en la tabla 3.2, usando

el valor del parámetro óptimo (α∗/n, β∗/n2) y comparando las medidas SNR y PSNR el

valor obtenido es más alto por lo que es valioso el aporte del problema de optimización de

parámetros.

3.7.3. Procesamiento de imágenes

En esta sección, se presentan experimentos sobre la optimización de parámetros del mo-

delo de variación total generalizada para el filtrado de ruido de imágenes. Se deben aclarar:

el origen de las imágenes con ruido no uniforme que se emplearon y las medidas que nos

permitirán comparar las imágenes resultantes, por lo que, a continuación se presentan las

siguientes observaciones.

Al igual que en lo experimentos presentados para el modelo de variación total TV, se

emplean imágenes que presentan ruido no uniforme, estas se obtuvieron usando simulación

de ruido, que consiste en: dada una imagen original se perturbada sumando dos variables

aleatorias con distribución Gaussiana de media 0 y desviación estándar σ1 y σ2, en distintas

localizaciones para obtener ruido no uniforme. Para que sea un reto mayor el filtrado de

ruido, se consideran regiones de tamaño a, y el esquema se resume en la Figura 3.4.
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Figura 3.4. Simulación de ruido no uniforme.

Se utilizaron imágenes fo con distintas características como: brillo, bordes, contenido y

textura, lo que permitió analizar el comportamiento de los algoritmos propuestos en este

trabajo. La implementación numérica se realizó haciendo uso del software de programa-

ción Matlab, en un equipo con procesador de Intel(R) Core(TM) i5 de 2.5 GHz con 4GB de

memoria RAM.

Experimento 1

En este experimento se mostrará la importancia de emplear parámetros con dependencia

espacial en lugar de parámetros escalares para filtrar imágenes con ruido no uniforme. Para

lo cual se resolvió el problema de optimización de parámetros escalares, es decir, P(α) =

α, Q(β) = β y para el problema con dependencia espacial P(α) = α1x + α2y + α3, Q(β) =

β1x + β2y + β3.

Se considera una imagen con detalles para apreciar visualmente el efecto. La imagen

original fue perturbada sumando dos variables aleatorias con distribución Gaussiana de

media 0 y desviación estándar σ1 =0.002, σ2 =0.02, en distintas localizaciones para obtener

ruido no uniforme como se observa en la Figura 3.5,

Figura 3.5. Imagen original e imagen con ruido no uniforme.

En la Tabla 3.3 se muestran los resultados obtenidos usando el modelo de variación total

generalizada para el filtrado del ruido con parámetros escalares y con dependencia espacial.

Se fija como punto inicial (α0, β0) = (1/αTV , 1/n ∗ αTV) en el caso escalar y en el caso es-

pacial (α0, β0) = (1/αTV(1, 1, 1), 1/n ∗ αTV(1, 1, 1)), donde αTV corresponde al valor óptimo
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del parámetro del modelo TV determinado en el capítulo anterior. Como se esperaba los

resultados obtenidos considerando el parámetro con dependencia espacial son mejores.

Parámetro

P(α)

Parámetro

Q(α)
SNR PSNR SSIM

Parámetro óptimo

α∗/n

Parámetro óptimo

β∗/n2

F.

objetivo

α β
40.3760 26.3156

0.8201 5.729e-2 3.116e-2 9.598e-4

α1x + α2y + α3 β1x+ β2y+ β3 40.6241 26.4396
0.8265 (0.0510, 0.0510, 0.0510) (0.0252, 0.0369, -0.007) 1.091e-3

Tabla 3.3. Comparación del parámetro escalar y con dependencia espacial.

Figura 3.6. A la izquierda imagen solución con α escalar y a la derecha la solución considerando
dependencia espacial.
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Capítulo 4

Conclusiones

En este trabajo, se propone un enfoque de optimización binivel en espacios funcionales

con el objetivo de determinar los parámetros de regularización con dependencia espacial

óptimos, presentes en los modelos de filtrado de ruido de imágenes usando variación total

TV y variación total generalizada TGV. Se presentó el análisis teórico de este problema de

optimización, así como su implementación numérica.

Las dificultades que surgen de inmediato al tratar un problema binivel no lineal en es-

pacios de dimensión infinita son la no diferenciabilidad de la restricción, que corresponde al

problema de filtrado de ruido, lo que hace imposible verificar condiciones de calificación pa-

ra sistemas de Karush-Kuhn-Tucker (KKT). Para tratar el problema de no diferenciabilidad

empleamos una regularización de tipo Huber para el término no diferenciable del modelo

TV y TGV. Además, para analizar este problema en un espacio de Hilbert incorporamos un

término elíptico al modelo original, esto basados en trabajos previos de procesamiento de

imágenes donde se muestra la existencia y consistencia de emplear estas técnicas.

Los resultados analíticos que obtuvimos fueron la existencia de soluciones del proble-

ma de optimización de parámetros, se demostró la Fréchet diferenciabilidad del operador

solución, lo que permite probar la existencia de multiplicadores de Lagrange. Además, la

existencia del estado adjunto, que permite obtener una caracterización del gradiente del

funcional de costo reducido. Se evidenció que los multiplicadores asociados a las restriccio-

nes de positividad son medidas, que computacionalmente hablando son muy costosas de

implementar. Para superar esto se propusó introducir la regularización de Moreau-Yosida, don-

de se estableció el sistema de optimalidad asociado al problema regularizado y se muestró

que las soluciones de los problemas regularizados convergen hacia la solución del problema

original.

Los valores óptimos de los parámetros con dependencia espacial tanto del modelo TV co-

mo del TGV, se calculan numéricamente usando un método cuasi-Newton, específicamente

el método BFGS, junto con los algoritmos de tipo Newton Semi-Smooth para la resolución

del modelo de filtrado de ruido. Para comparar el rendimiento de los modelos, en términos

de calidad de imagen, se emplearon las medidas SNR, PSNR y SSIM. El algoritmo propuesto
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para la optimización de parámetros puede ser empleado para determinar el peso del pará-

metro en el modelo de filtrado de ruido de imágenes con ruido uniforme y no uniforme.

Este es un proceso complejo, especialmente cuando la intervención del usuario es mínima,

pues existen aplicaciones donde el usuario señala la ubicación e intensidad del ruido.

A continuación , se presentan las líneas de trabajo futuras:

• En los experimentos se emplearon imágenes en escala de grises, este estudio se puede

extender a imágenes a color o multicanal.

• Se puede utilizar la descomposición de dominios en las imágenes en los algoritmos

planteados, si se busca restaurar imágenes con tamaños superiores a los 150 × 150

píxeles.

• Las aplicaciones mostradas en este trabajo contemplan solo imágenes, sin embargo, se

puede extender su aplicación a secuencias de imágenes, es decir, vídeos.

• Para determinar numéricamente el parámetro óptimo se uso como conjunto de en-

trenamiento la imagen original, el que puede ser reemplazado por un conjunto de

imágenes adquiridas por un mismo dispositivo que nos permita aprender el error de

este dispositivo.

• Se podría realizar una interfaz gráfica sencilla amigable con el usuario.
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