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Resumen

Nuestro objetivo es plantear y resolver un problema de optimizacién binivel no lineal en
espacios funcionales, para determinar el valor éptimo de los parametros con dependencia
espacial del modelo de variacién total (TV) y del modelo de variacién total generalizada
(TGV) para el filtrado de ruido en imagenes. El considerar la dependencia espacial de los
pardmetros nos permite filtrar ruido no uniforme en una imagen, lo que nos acerca mds a
situaciones reales donde no se conocen el tipo ni la distribucion de ruido que puede cubrir

informacion relevante.

Las dificultades que surgen de inmediato al tratar un problema binivel no lineal en es-
pacios de dimensién infinita son la no diferenciabilidad de la restriccion, que corresponde
al problema de filtrado de ruido, lo que hace imposible verificar condiciones de calificacién
para sistemas de Karush-Kuhn-Tucker (KKT). Para tratar el problema de no diferenciabili-
dad empleamos una regularizacién de tipo Huber para los términos no diferenciables del
modelo TV y TGV.

Los resultados analiticos que se presentan son la existencia de soluciones del problema
de optimizacién de pardmetros, la Fréchet diferenciabilidad del operador solucién, lo que
permite probar la existencia de multiplicadores de Lagrange. Ademas, la existencia del es-
tado adjunto, que permite obtener una caracterizacion del gradiente del funcional de costo
reducido. Se evidencié que los multiplicadores asociados a las restricciones de positividad
son medidas, que computacionalmente hablando son muy costosas de implementar. Para
superar esto se propusé introducir la regularizacién de Moreau-Yosida, donde se estableci6 el
sistema de optimalidad asociado al problema regularizado y se mostré que las soluciones

de los problemas regularizados convergen hacia la solucién del problema original.

La estrategia numérica que se propone consiste en usar un método cuasi-Newton de se-
gundo orden, especificamente el método BFGS, junto con los algoritmos de tipo Newton
Semi-Smooth para la resoluciéon del modelo de filtrado de ruido en el caso del modelo TGV
y en el modelo TV el método de Newton clasico, estos algoritmos fueron globalizados utili-
zando una proyeccion que modifica la matriz hessiana y garantiza que sea definida positiva.
Para los esquemas de discretizacion se emple6 el método de aproximacién por diferencias
finitas, ampliamente utilizado en el procesamiento matemadtico de imdgenes, debido a la

estructura de la imagen digital.
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Abstract

In this thesis, we study and solve a nonlinear bilevel optimization problem in function
spaces. The goal is to determine the optimal spatially dependent regularization parameters
in total variation (TV) and generalized total variation (TGV) image denoising models. Con-
sidering the spatial dependence of the parameters allows us to filter non-uniform noise in
an image, which brings us closer to real situations where the type and distribution of noise

are not known.

We present some analytical results like the existence of solutions of the problem of pa-
rameter optimization, the Fréchet differentiability of the solution operator, which allows to
prove the existence of Lagrange multipliers. In addition, the existence of the adjoint state
which allows to obtain a gradient characterization. The multipliers associated with the posi-
tivity constraints are regular Borel measures which are very difficult to compute. In order to
overcome this issue, we proposed to introduce the Moreau-Yosida regularization, where the
optimality system associated with the regularized problem was established and we prove
that the solutions of regularized problems converge to the solution of the original one.

The proposed numerical strategy is to use a second-order quasi-Newton method, speci-
fically the BEGS method, together with the Newton Semi-Smooth algorithms for the resolu-
tion of TGV image denoising model and in the case of total variation (TV) model we use a
classical Newton method.

IX



Capitulo 1

Introduccidon

En las dos ultimas décadas, el procesamiento digital de imdgenes ha ganado gran im-
portancia dentro de distintas dreas de la ciencia, debido a que cada dia la informacién visual
es mds importante y abundante. El procesamiento digital de imadgenes es un conjunto de
modelos y algoritmos que se aplican a imédgenes deterioradas, con el objetivo de mejorar su
calidad y facilitar la extraccion de algtin tipo de informacién, ya sea para la interpretacién

humana o de maquinas auténomas.

Entre los problemas mads interesantes a tratar dentro del procesamiento de imédgenes se
encuentran: la deconvolucién de imagenes borrosas, el escalado por la compresién de datos,
lalocalizacién de objetos, la reconstruccién de partes deterioradas y el filtrado de ruido. Este
altimo, se conoce como denoising y sera el tema central de este trabajo.

El problema de denoising [2] consiste en quitar borrosidades fruto de la presencia de rui-
do, este fendmeno es inevitable y puede tener varias fuentes como: errores de transmision,
defectos del dispositivo, interferencia, entre otras. Se pueden identificar distintos tipos de
ruido basados en el dispositivo que obtiene la imagen, algunos ejemplos son:

e Ruido gaussiano presente en tomografias por resonancia magnética (TRM).
e Ruido de poisson presente en tomografias por emision de positrones (TEP).

e Ruido de impulso presente en sensores de cdmaras.

La idea de una imagen digital es considerar una malla rectangular de pixeles y asignar a
cada pixel un ntimero, que representard el nivel de intensidad de gris o brillo en la imagen.
Esta malla de pixels puede ser tratada como una matriz de # filas y m columnas, que corres-
ponderd a la representacion matricial de una imagen. Para tener una idea, de las cdmaras
digitales se obtienen imagenes de tamafo 320x240 y pueden alcanzar hasta 3060 x2036 en
camaras profesionales, por otro lado el tamafio de imdgenes médicas de resonancia magné-
tica esta alrededor de 128 x128.



Figura 1.1. A la izquierda, la imagen continua y a la derecha la imagen digital. Fuente: [24]

A'lo largo de los tdltimos afios, se han desarrollado varios enfoques para abordar el pro-
cesamiento digital de imagenes. Se pueden mencionar los principales métodos basados en:
la teoria del filtro, el andlisis espectral, o en algunos conceptos basicos de probabilidad y
estadistica. Otro tipo de herramientas se basan en modelos estocésticos, en ecuaciones en
derivadas parciales (EDPs), y en métodos variacionales. En este trabajo nos enfocaremos en
los métodos basados en el cdlculo de variaciones.

Para hacer uso de los modelos variacionales, es necesaria una representacion continua
de las imagenes digitales, que corresponderd a una interpolacién de la imagen digital. Por
lo que se considera a una imagen con dominio Q) C IR?, como una funcién acotada f: Q —»
R", es decir, f € L®(Q). El dominio () m4s frecuente para una imagen f es Q = (0,1) x
(0,1). Mientras que el rango dependera del modelo de color; si la imagen considerada esta
en escala de grises el rango serd IR, mientras que si es una imagen a color, considerando por
ejemplo el modelo de colores RGB (Red-Green-Blue), se tiene IR®.

Varios modelos basados en métodos variacionales y en ecuaciones en derivadas parciales
han sido planteados para el problema de denoising, entre los cuales se destacan: el modelo
de variacién total (TV) propuesto por Rudin, Osher y Fatemi [39], el modelo basado en
la ecuacion de calor [41], y el de, Bredies, Kunish y Pock [5] aplicando la reqularizacion de
variacion total generalizada TGV, entre otros. En este trabajo nos concentraremos en el estudio
de los modelos de variacién total TV y TGV.

1.1. Meétodos variacionales

Los métodos variacionales se pueden explicar mejor desde el punto de vista de los pro-
blemas inversos, donde dada una imagen f deteriorada por la presencia de ruido 9, se quiere

hallar una imagen u sin dafios, esto se describe en forma general por el siguiente esquema

f=u+?d.



La presencia de la variable aleatoria ¢ que representa el ruido, da lugar a un problema mal
condicionado. Hadamard [28] fue el primero en establecer los criterios del condicionamiento

de un problema como éste.

Se dice que un problema esta bien condicionado si se verifica que:

e Existencia: para cualquier f dado, existe una solucién u.
e Unicidad: la solucién u es tnica.

e Estabilidad: la solucién u depende en forma continua del dato f.

La condicién de estabilidad es constantemente quebrantada en los problemas inversos. Pa-
ra superar este inconveniente se utilizan métodos de reqularizacién. Existen varios enfoques,
entre los principales estdn la regularizacion por filtrado, regularizacién aposteriori, regu-
larizacion variacional y regularizacion iterativa. Nos enfocaremos en la regularizacién va-
riacional, este método es también conocido como método de energia [2], el mismo que busca
restaurar la estabilidad de la solucién con relacién a los datos. En términos generales, se
puede decir que la regularizacién permite aproximar un problema mal condicionado por
medio de una familia cercana de problemas bien condicionados. En forma general, estan
determinados por:
muinE[u] = aR[u] + ¢(f, u). (1.1)
e Al primer término se lo conoce como término regularizador o de suavidad. Este término
cuantifica la variacién dentro de una imagen, tratando que el gradiente de u varfe sua-
vemente. Busca que las esquinas y los bordes de la imagen queden lo mejor definidas
posibles, esto en el contexto de las imdgenes. La elecciéon de este término se basa en
la informacién que se conoce previamente de la solucion. Por ejemplo, si se conoce a
priori que las soluciones a un cierto problema son discontinuas y constantes a trozos,
conviene utilizar un término regularizador que garantice que las soluciones manten-

gan dichas caracteristicas.

e El segundo, cuantifica el nivel de fidelidad entre la imagen solucién u (imagen proce-

sada) y la imagen original f (imagen defectuosa observada).

e El pardmetro de regularizacién «, determina la influencia de los términos. Su valor es
critico para conseguir el equilibrio entre la estabilidad de la solucion y la calidad de los
datos. De hecho, si & es demasiado grande, se obtiene una solucién sobre-regularizada
y el suavizado en la imagen restaurada serd excesivo. Por el contrario, si el pardmetro
« es demasiado pequerio se llegarfa a la misma solucién inestable por la presencia de
ruido.

Para aplicar este método se parte de la hipétesis de que la imagen defectuosa f contiene sufi-
ciente informacién para ser restaurada, y asi obtener un alto porcentaje de mejoras respecto

a su estado original. Dependiendo de la eleccion del término de regularizacién R[u] se han



desarrollado diversos modelos de filtrado de ruido. Nos enfocaremos en la regularizacién

de variacién total TV y la regularizacién de variacién total generalizada TGV.

La eleccién de ¢ depende de la distribucién de ruido, que esta estrechamente relacionado

con el dispositivo de adquisicién o transmisién de la imagen. A continuacién, se muestran
algunos ejemplos de ¢

e Ruido Gaussiano: ¢(u, f) = (u — f)?,
e Ruido de Poisson : ¢(u, f) = u — flog(u),

e Ruido de Impulse: ¢(u, f) = |u — f|.

1.1.1. Existencia de soluciones

Nuestro primer objetivo es resolver el problema (1.1), para lo cual es necesario garantizar
la existencia de una solucion y posteriormente, especificar las condiciones de optimalidad
asociadas. En general, para garantizar la existencia se utiliza el método directo del calculo
de variaciones [2], que consiste en: dado U un espacio de Banach y E: U — R un funcional
de energia, se define el problema de minimizacién:

inf E(u).

uel

1. Se construye una sucesién minimizante u,, € U, es decir, una sucesion que verifica

l]’“ 1 E - /” lf E .

lim E(u) = +oo,

[1] =00

se puede acotar uniformemente la sucesion, es decir, existe C > 0 tal que |u,|y < C.
Se tienen dos casos:

(i) Si U es reflexivo, entonces existe 1y € U y una subsucesién Un, de u, tal que

Un; — U, cuando n — oo.

(ii) Si U es separable, entonces existe ug € U’y una subsucesion uy,; de u, € U’ tal
*
que iy, — U, cuando n — oo.

3. Para probar que 1 es un minimo de E es suficiente garantizar la desigualdad

E(ug) < liminf E(uy,),

Mnjéuo

la cual implica que E(ug) = min, ey E(u).

Este esquema del calculo de variaciones se empleara en los capitulos siguientes.



Una vez establecida la existencia de un minimo, definimos a continuacién las condi-
ciones de optimalidad de primer orden. Si E es Gateux diferenciable y si el problema de

optimizacién sin restricciones inf E(u) tiene una solucion u, entonces se verifica
ucl
E'(u) = 0.

Al contrario, si E es convexa, entonces una solucién u de E'(#) = 0 es una solucién del
problema de minimizacién. Ya que uno de nuestros objetivos es encontrar el minimo de
E, se consideran dos alternativas: usar los métodos de optimizacion numérica o resolver el
sistema E’(u) = 0. En la siguiente seccion se introducen, de forma general, los métodos de
optimizacién que se aplicaran tanto para encontrar la imagen filtrada de ruido, como para

nuestro objetivo final que es determinar el peso 6ptimo del parametro de regularizacion.

1.2. Métodos de optimizacion

Los métodos de optimizacion de tipo descenso usan la informacion de primer y segun-
do orden del funcional E para encontrar una solucién u del problema (1.1). Estos métodos
tienen asociados esquemas iterativos de la forma:

Upp1 = U+ Mepr, k=12, (1.2)

donde Ay es un escalar positivo que se denomina tamario de paso y pj se conoce como direccion
de descenso, es decir, p; VE(uy) < 0. Esta propiedad garantiza que E(u) disminuya en esta
direccién. Mds atin, si notamos VE(uy) por VEy, se sigue que py es de la forma

pr = —H'VE, (1.3)

donde Hj es una matriz simétrica, no singular y definida positiva. Dependiendo del valor
que se le asigne a Hy se determinara el nombre y orden de convergencia del método de
descenso. Por ejemplo, en el método del descenso mds profundo, Hy es la matriz identidad
I muy utilizado ya que es facil de implementar y aplicable a problemas no convexos. Sin
embargo, su convergencia es lineal (lenta). Mientras que, los métodos de Newton y quasi—
Newton aprovechan la informacién de segundo orden y por lo tanto convergen mas rapido

que los métodos de primer orden, sin embargo, implican un mayor costo computacional.

En el método de Newton, Hy es la hessiana de E, y en los métodos quasi-Newton, Hy
es una aproximacién de la hessiana. Dicha aproximacién es actualizada en cada iteracién
con el objetivo de incorporar la informacién obtenida en las iteraciones anteriores. Dentro
de estos métodos se destaca el método BEGS (Broyden, Fletcher, Goldfarb, Shanno) [15].



1.2.1. Método BFGS

En los métodos quasi-Newton la direccién de descenso se obtiene mediante la siguiente
expresion
-1
pk = _Hk vEk/

donde Hj corresponde a una aproximacién de la hessiana de E. La idea general de este
método es construir aproximaciones de la hessiana mediante las ecuaciones del tipo secante,

que en forma general se escriben como

Hyyq (41 — ug) = VE(ugy1) — VE(ug) -

Sk Zk

Ya que matriz Hy, 1 no estd univocamente determinada por esta ecuacion, se exigen criterios
adicionales para la construcciéon de dichas matrices; uno de estos, consiste en actualizar
Hj11 a partir de una modificacién sencilla de Hy, de manera que se preserve la simetria. La

alterativa que se emplea en este trabajo es, escoger Hy,1 como la solucién del problema:

min [|W(H™" — H H)W([
subjeto a:

H=HT,

Hsy = z,

(1.4)

donde || - || representa la norma de Frobenius y W es una matriz simétrica definida positiva
tal que W?2s) = z;. La solucién del problema (1.4) es

HkskS]sz ZkZ{

Hip1 = Hi — ,
ko g s{ Hsi zl'sy

que corresponde a la actualizaciéon del método BFGS (Broyden, Fletcher, Goldfarb, Shanno).
Si se verifica la condicién de la curvatura, z['sy > 0y usando las formulas de Sherman-
Morrison-Woogbury se obtiene la actualizacién de la inversa de Hy notada por By,

(Sk — Bkzk)skT + Sk(Sk — Bkzk)T B (Sk — Bka>TZk T
sizg (sTzy)? k

Byy1 = Be +

Bajo ciertas hipétesis se puede demostrar que el algoritmo del BFGS esté bien definido y
genera una sucesion {uy fren que converge superlinealmente hacia # un minimo local de
(1.1).

1.2.2. Método de bisqueda lineal

La idea general en los algoritmos de optimizacion, consiste en eligir una direccién de
descenso py y buscar a lo largo de ella, partiendo de la iteracién actual uy, el nuevo valor
ux+1 que haga mds pequetio el valor de la funcién objetivo E, una vez elegida la direccién



de descenso hace falta decidir cuanto moverse a lo largo de la misma.

El tamario de paso A que es la distancia a moverse a lo largo de py se puede encontrar
dando solucién al subproblema:

in E(ug + Apy),
min E (g + Apy)

la solucién de este problema puede ser excesivamente costosa. En su lugar, se escogen los
pasos de acuerdo a estrategias de biisqueda lineal. Una bisqueda popular es la regla de Ar-
mijo, donde dada una direccién de descenso pj en 1y, escoger Ay tal que verifique

E(le + /\kPk) < E(uk) -+ G)\k(VE(Mk>, Pk) (1.5)

donde € € (0,1). En este trabajo se propone utilizar un modelo polinomial [29] para deter-

minar el tamafio del paso con la regla de Armijo.

La estrategia para elegir A, consiste en empezar con Ay = 1y si uy + p; no verifica
la condicién de Armijo (1.5) se tiene que reducir Ay hasta obtener un aceptable uy + Agpy,
donde € > 0 es una constante.

Se define para cada iteraciéon del método de optimizacion ¢(A) = E(ux + Apk), que es
la restriccion unidimensional de E a la linea que pasa por uy en la direcciéon pi. La idea
principal del método es aprovechar la informacién disponible sobre ¢. En cada iteracién se
conoce que:

¢(0) = E(w), ¢'(0) = (VE(w), pi) <0,
antes de calcular E(uy + py), se tiene también que
¢(1) = E(ux + pi)-

Si E(uy + py) satisface
¢(1) > ¢(0) +€¢'(0), (1.6)

se plantea el modelo cuadrético de ¢(A), como
gA) =a+ bA+cA%, ab,c€R,

con las condiciones

Se puede probar que el modelo cuadratico que satisface estas condiciones estd dado por la
siguiente expresion

q(A) = ¢(0) +¢'(0)A + (¢(1) — ¢(0) — ¢'(0)) A%, (1.7)



Asi, el minimo global de g(A) es:

. —¢'(0
A S0P
En efecto,
7'(0) = 2(p(1) — $(0) — ¢(0)) >0,
de (1.6)

¢(1) > ¢(0) +€¢'(0) > ¢(0) + ¢'(0),

pues ¢'(0) < 0y e < 1. Por lo tanto, se toma A) = A™™, Si ¢(A(1)) no satisface la regla de
Armijo, se repite el proceso y se elige el siguiente tamafio del paso A;;; de acuerdo con

kAL if AmIn < kAL
/\l+1 — /\min if k/\l < Amin < E/\l,

kAL if Amin > fAl

de donde, Ajy1 € [kAY, kAL,

1.3. Estudio del parametro de regularizacién «

Como se analiz6 antes, el pardmetro de regularizacion « determina la influencia de los
términos en el modelo de filtrado de ruido, por lo que su eleccién es crucial para conseguir
el equilibrio entre la estabilidad de la solucién y la calidad de los datos. Para evidenciar
la influencia del pardmetro de regularizacién en la Figura 1.2 se muestra la solucién del
problema del filtrado de ruido considerando diferentes valores a.

Se puede observar que si « es demasiado pequefio, se obtiene una solucién con un sua-
vizado excesivo en la imagen restaurada. Por el contrario, si el pardmetro a es demasiado
grande se obtiene una imagen con presencia de ruido y por lo tanto no se ha resuelto el pro-
blema de filtrado de ruido. La pregunta que surge inmediatamente es: ; existe un método
sistemdtico para elegir el pardmetro de regularizacién a?. La respuesta es afirmativa y una
de las alternativas consiste en plantear la estimacion 6ptima del pardmetro de regularizacién
mediante un problema de optimizacién en dos niveles. Esta técnica proviene del aprendizaje
automatico de mdquinas conocido como Machine Learning que consiste en aprender infor-

macién de una muestra de datos que se aplicard luego a los términos desconocidos.



a) imagen con ruido b) a 6ptimo

c) « = 1000 d) a = 500

Figura 1.2. Filtrado de ruido considerando distintos valores del pardmetro de regularizacion.

Los pardmetros de regularizacién se consideran usualmente como valores reales. En este
trabajo se propone considerar la dependencia espacial de los pardmetros, con el objetivo de
filtrar ruido no uniforme en una imagen, lo que nos permite acercarnos mds a situaciones
reales donde no se conocen el tipo ni la distribucién de ruido que puede cubrir informacién
relevante en una imagen. Asi, consideramos los pesos en (1.1) como funciones continuas
P(«) que tienen como dominio un espacio vectorial de dimension finita R”. La idea de con-
siderar espacios de dimensién finita surge de los dispositivos médicos, donde el nimero de
valores que se pueden calibrar para adquirir una imagen es finito.

Figura 1.3. A la izquierda, la imagen con ruido no uniforme y a la derecha la imagen filtrada.

Para evidenciar que es importante conocer la distribucion y localizacién del ruido, a con-

tinuacion en la Figura 1.3 se presenta una imagen con ruido no uniforme, donde se aprecia
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dos intensidades de ruido. El ruido més fuerte estd localizado en el centro de la imagen y
uno leve en el resto de la imagen. Si se considera filtrar la imagen utilizando un parametro

real el ruido en la parte central persiste.

A continuacién, se citan algunos de los trabajos relacionados con el tema central de esta

investigacion,

e Dong, Hintermiiller y Rincon ([22], 2011): consideran el pardmetro « con dependencia
espacial y plantean el algoritmo (SA-TV), usando intervalos de confianza y estimado-
res de varianza local, para lo cual se debe conocer informacién a priori como el tipo y

la desviacién estandar del ruido.

e De los Reyes y Schoenlieb ([19], 2013): proponen analizar y resolver un problema de
optimizacién binivel no lineal en espacios funcionales para determinar el peso 6ptimo

del regularizador escalar y el tipo de ruido, usando el modelo de variacién total.

e Hintermiiller, Papafitsoros, y Rautenberg ([30], 2013): reportan resultados analiticos
del problema en una dimensién usando la regularizaciéon de variacion total.

e De los Reyes, Schoenlieb y Valkonen([14], 2015): proponen analizar y resolver un pro-
blema de optimizacién binivel no lineal en espacios funcionales para determinar el

peso del regularizador escalar de modelos de variacién total generalizada.

e Cao, De los Reyes y Schoenlieb ([9], 2016): consideran la dependencia espacial del
pardmetro de regularizaciéon en espacios de Sobolev, a € H!(Q), en el modelo de

variacion total

Como se mostrd, la idea de plantear un problema de optimizaciéon binivel no lineal, para
determinar el valor 6ptimo de los parametros reales del modelo TV y TGV para el filtra-
do de ruido considerando un conjunto de entrenamiento, fue propuesta por De los Reyes y
Schonlieb en [19] y [14]. Siguiendo con esta idea, el objetivo del presente trabajo es plantear
y resolver un problema de optimizacién binivel no lineal en espacios funcionales, para de-
terminar el peso del valor 6ptimo de los pardmetros con dependencia espacial que permita

filtrar ruido no uniforme.
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Capitulo 2

Modelo de variacion total (TV)

En este capitulo, nos enfocaremos en el andlisis del modelo de variacion total TV, donde
se abordaran temas de regularizacién debido a la no diferenciabilidad del modelo de fil-
trado de ruido. Esto permite obtener una condicion necesaria y suficiente del modelo TV
para el filtrado de ruido. Se exponen algunos resultados tedricos como la existencia de so-
luciones del problema de optimizacién de pardmetros y la existencia de multiplicadores de
Lagrange del problema de optimizacién no lineal con restricciones de igualdad y desigual-
dad. Se evidencia que el multiplicador asociado a la restricciéon de positividad del pardmetro
de optimizacion es una medida, que computacionalmente hablando es muy costosa de im-
plementar. Para superar esto se propone introducir la Regularizacién de Moreau-Yosida [32].
Finalmente, se establece el sistema de optimalidad asociado al problema regularizado y se
muestra que las soluciones de los problemas regularizados convergen hacia la solucién del

problema original.

2.1. Regularizacién de variacién total

La técnica de regularizacion de variacion total fue desarrollada por Rudin, Osher, y Fatemi
[39], para dar solucién al filtrado de ruido gaussiano. Sean () un subconjunto acotado de IR?,
f: O — Rlaimagen observada y BV(Q2) el conjunto de las funciones de variacién acotada.
El modelo TV para el filtrado de ruido consiste en resolver el problema de minimizacién

: o u 2
i 7 (0,0) 1= Dul(©) + = flxc, 1)

donde la solucién u es la aproximacion de la imagen sin ruido, « > 0 que se conoce como
pardmetro de regularizacién y el conjunto de funciones de variacion acotada BV(Q2) es un
subconjunto de L'(Q), tal que |Du|(Q) < oo, donde |Du|(Q) es la variacién total de u y se
define como sigue

Dul(@) =sup { [ 4V -pxs g € (O, o]l <1},
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Cy(Q,R?) denota el espacio de las funciones continuamente diferenciables con soporte
compacto, equipado con la norma

) 1/2
e = (zsupwxnz) |

i=1xeQ)

Siu € WU entonces
IDu|(Q) = / \Du|dx.
Q

Como se explico en el primer capitulo, en la seccién de métodos variacionales, el primer
término de (2.1) cuantifica la variacién dentro de una imagen y tiene como objetivo que
las esquinas y bordes queden lo mejor definidos, mientras que el segundo, garantiza que
la imagen solucién u preserve la caracteristicas de la imagen observada f. El pardmetro
de regularizacién « determina la influencia de los términos en (2.1), por lo que su valor es
critico, pues si este es pequefio se obtiene una solucién sobreregularizada y su suavizado
serd excesivo. Por el contrario, si su valor es grande no se resolvera el problema de ruido. Es
asi que nuestro objetivo es determinar su valor 6ptimo en el caso de imdgenes que presentan

ruido no uniforme, en la siguiente seccién se presenta el planteamiento del problema.

2.2. Planteamiento del problema

El pardmetro « se considera usualmente como escalar. En este trabajo se propone consi-
derar la dependencia espacial del parametro, con el objetivo de filtrar ruido no uniforme en
una imagen, lo que nos permite acercarnos més a situaciones reales donde no se conocen el
tipo ni la distribucion de ruido que puede cubrir informacién relevante. Asi, consideramos
el peso de (2.1) como una funcién continua P(«) que tiene como dominio un espacio vecto-
rial de dimensién finita R". La idea de considerar espacios de dimensién finita surge de los
dispositivos médicos, donde el ntimero de valores que se pueden calibrar para adquirir una

imagen es finito.

La idea de plantear un problema de optimizacién, para determinar el valor éptimo de
los pardmetros reales del modelo TV para el filtrado de ruido considerando conjuntos de
entrenamiento, fue propuesta en [19]. Siguiendo con esta idea, el problema de optimizacién
binivel para determinar P(«), tiene como restriccion el modelo del filtrado de ruido TV y

sera: ,
min 5 fo = tall7z ) + lalg = Flua) (2.2a)
sujeto a
U, € arg min J (u, a) := |Du|(Q) + 1/ P(a) (u— f)?dx, (2.2b)
ueBV(Q) 2Jo
P(ax) >0, en todo punto de Q), (2.2¢)

donde fy es una imagen tomada con la méxima precisiéon posible, esta corresponde al con-
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junto de entrenamiento que en este caso simplificado se considera un conjunto de un ele-

mento. La idea de trabajar con conjuntos de entrenamiento proviene del Machine Learning.

2.3. Analisis del problema binivel

Las dificultades que surgen de inmediato al tratar un problema binivel no lineal en es-
pacios de dimensién infinita son la no diferenciabilidad de la restriccion (2.2b), lo que hace
imposible verificar condiciones de calificacién para sistemas de Karush-Kuhn-Tucker (KKT).
En este trabajo se propone utilizar técnicas de regularizacion para demostrar la existencia
de los multiplicadores de Lagrange y determinar asi el sistema de optimalidad asociado al
problema binivel que permita estimar el valor 6ptimo de los pardmetros.

Empecemos por reemplazar el término TV de la restriccion (2.2b) por su version regula-
rizada TV"#, con pardmetro v > 0 asociado a la regularizaciéon de Huber y parametro u > 0

asociado al término eliptico,
YV _ H 2
TVI* () = [ Duly+ Elluliae, 3

donde | - |,: R” — R es la regularizacién de Huber C! y esta definida por,

Izl + 34—t + 4 sillzll > 1+ 2,
l2ly = { Bllzl +Cllz|>— LlzIP+D si1— & <qfzl <1+ 4,
31121 sillz] <1- £,
|| - || corresponde a la norma euclideana en R"”, t; = %(1 — %), ty = %(1 + %),
A=B(t—t)+ %(t% - ) - 763@ —8), B=1- (27;1)2/
C=%(27+1), D = <’2Y_§> t%_BHt1H+763|t1H3-

Considerar TV"# permite que el problema de optimizacién inferior (2.2b) se pueda reem-
plazar por su condiciéon necesaria y suficiente de optimalidad. Se obtiene asi el siguiente

problema de optimizacién con restricciones,

min F(u,) (2.4a)

a€RN

sujeto a

u(, @) () + (hy(Du), D)2 (q) + /QP(“)(M — f)¢pdx =0, Yy € H'(Q), (2.4b)
P(x) > 0, en todo punto de Q) (2.4¢)
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donde /., es la derivada de | - |, determinada por,

B si ||zl 214—%,
ha(2) = & (130 -vlzll+£)?) sil—2 <qylzl <1+ 4, 2.5)
vz siyllz]] < 1—%.

Asi, h,(Du) corresponde a una regularizacion de conjuntos activos e inactivos del subdife-
rencial de | Du|, es decir, h, coincide con todos los elementos del subdiferencial fuera de una
vecindad de 0.

2.4. Multiplicadores de Lagrange

En esta seccién, se prueba la existencia de multiplicadores de Lagrange para el proble-
ma de optimizacion de parametros (2.4) y se establece el sistema de optimalidad asociado.
Ademés, se obtiene una caracterizacién del gradiente para el funcional de costo reducido,
la cual juega un papel importante en el desarrollo de algoritmos de solucién rdpida para los
problemas de aprendizaje. Para esto se prueba en primer lugar que el operador solucién es
diferenciable.

En el trabajo [19] se analiz6 y planteo el problema de optimizacién de pardametros con-
siderando un problema de optimizacién binivel no lineal en espacios funcionales, para el
caso de pardmetros escalares y con dependencia espacial del modelo TV. Por esta razén va-
rios resultados tedricos se utilizan sin demostracién, por ejemplo se presenta el resultado
de existencia de una solucién del problema de filtrado de ruido (2.4b) para oy > 0 fijo. Por
otro lado, la implementaciéon numérica se realiz6 solo para el caso del parametro escalar y
es ahf nuestra contribucién, pues en este trabajo se pretende aproximar numéricamente el

parametro con dependencia espacial del modelo TV.

El operador solucién asociado al problema de filtrado de ruido TV con parametro con
dependencia espacial es S : X — H'(Q), tal que

S(a) = u.

En [19] se muestra que el operador solucién es Giteaux diferenciable, donde X es un espacio
Hilbert tal que X < L?*(Q)) (— denota la inmersion continua). Sin embargo, este resultado
fue mejorado en [9] donde los autores prueban para el caso « € H'(Q), que el operator
solucion es en realidad Fréchet diferenciable.

En nuestro caso, el operador solucién asigna a cada P(«) la solucién u de (2.4b), note que
S puede verse como la composicién de funciones Gateaux diferenciables

S=GoP,
donde P: RN — C(Q)y G :C(Q) — HY(Q).

14



Asi, la derivada del operador S en «, en la direcciéon d, € RN, esta caracterizada por la
solucion tnica z € H'(Q)) de la ecuacion linealizada:

w(z, @) (q) + (h,(Du)Dz, D) 12y
+ /QP(tx) z pdx + /Q P'()dy (u— f) ¢ dx = 0, paratodo ¢ € H(Q). (2.6)

La existencia y unicidad de soluciones de (2.6) se sigue del teorema de Lax-Milgram usando
las propiedades de monotonia de .. En efecto, se define la forma bilineal a(-, -) como

a(w,9) = 1(w,9) 1 (0 + (W, (Dw)Dw, DY)z + [ P(w) uw g

Se debe probar que a(-, ) es continua y coerciva en H'(Q), es decir, que para todo w, ¢ €
H'(Q) existen k, K tales que se verifica

la(w, ¢)| < KllPllipoyllwllmy vy alw,w) = klwli g
Primero, se debe probar que //, (Du) Dw € L*(Q)) para demostrar la continuidad de la forma
bilineal. En efecto,

D(p _ <DM,D(P>DM Sl'y|Du| Z 1 + %,

[Du| [Dul3
(1— 26%(Du)) D¢ _ Du(D¢,Du)
i, (Du)D¢ = ? (1ol — o) 2.7)
2 (Du,D¢p) Du . 1 1
yD¢ si y|Du| gl—%.

donde 6(Du) =1 —v|Du| + % Se definen los conjuntos activo, semi-activo e inactivo como

sigue,

1
AV = {uEQ:'y|u|>1—|—},

2y
ST = uEQ:l——l <7|u\<1—|——1
2y © -2
1
7= : <1——>%.
vA {uEQ ylul <1 27}

A continuacion, se analizan estos conjuntos por separado:

e en el conjunto activo A" se verifica que:




de donde,

, _ | D¢  Du(D¢,Du,) D¢ Du(D¢, Du)

Iy (DU)DO =\ 5 = —Dup Dyl Duf |’
\D<P! |Dul|(D¢, Du)| _ !Dsi’! |Du|?|Dg|
|Du| |Du|3 \Du| |Dul3
!D<P|

e En el conjunto semi-activo S7 se verifica que,

2 2
2 - 1 - 2 ,
142y = |Du| = 2y —1

de donde 6(Du) = (1 — y|Du| + %) verifica que 0 < 6 < % Ademas,
0<6?< iz
v

0< 211

<(1- %ez(m)) <1

Por otro lado,

, D¢  Du(D¢,D Du, D$)D
| (Du)Dg| = ‘(1—292(1);1))(“31” _ “<|Di’|3 ”>>+729(Du)w

7

<|1_792 |“ _ Du(D¢, Du)

2
9
Duf | T

D¢  Du(D¢,Du)

B |Du|?|D¢|
|Du| |Du|3 ’

| Dul?

Usando la estimacién (2.8), es decir,

D¢  Du(D¢, Du)
|Du| |Du|3

»|D9|
*Dul’

se sigue que

(Du)Dy| < 2,28+ 41D,

4,),2 4,),2
< = . .
< o IDpl+91Dgl = (55 +7) 1w 9)
e Finalmente, en el conjunto inactivo 77,
|, (Du)D¢| = 7|Dg|. (2.10)
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A partir de (2.8), (2.9) y (2.10), se puede concluir que
|1, (Du)D¢| < C|Dg|,

donde C > 0y se define como

o & 4y
C'_maX{Z'y—kl’Z'y—l

2

+’Y,’Y}r

de donde /! (Du)Dw € L®(Q)). Considerando este resultado, se prueba que a(-, -) es bicon-
tinua

a(w, ¢) = p(w, ¢) ey + (hy (Du)Dw, D)2y + (P(A), we) 120y,
< pl(w, ¢) iyl + | (7, (Du) Dw, DP) 12| + | (P(A), W) 12y,
< pllwll gl (o) + [[7 (Du) Dw|| =0 | DYl 12 ()
+ [ P(M)] L= |l 1202y -

Usando la inmersién continua de H! en L?, para p > 1 pero distinto de infinito, se sigue que
existe Cq, Co > 0 tales que

[P(M) Iy lwell 2y < 1P =l wll ooy |l L2
<[P Iz ICallwl g1 ) C2ll Pl 1 ()
< Gsllwl| g1 (a1l 1 ()

pues P(A) es constante respecto a w y a ¢. Reemplazando, esta estimacion se obtiene que
a(w, ) < pllwll g 1@l m ) + Call Dwll 2 IDPl 12y + Callwll oy 191l 1)

< (n+ Ca+ C)[[wl| g1y 1 1 )
< K|[w| gyl 1)

con lo cual queda demostrada la continuidad de la forma bilineal. Resta probar que a(-, ) es
coerciva. En primero lugar se debe probar que (/) (Du)D¢, D¢) 2y > 0.

e En el conjunto activo A7, se verifica por la desigualdad de Cauchy-Schwarz que

/ D9, D S :
(1 (Du) D, DP) 12y = : %u\@ - 141)7”’? ’

_ |D¢> _ (D¢, Du)?
|Du| |Dul® ’

_ IDgPIDup — (Dg, D) _
B DuP =
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e En el conjunto semi-activo §7, se verifica que

(1-26%(Du) 20 y %(Du) 20,

asi,
, B Y g2 (D¢, D¢p) (D¢, Du)? 2 (Du, D¢)?
(1,(Du)Dg, D) = (1 - 76 (Du))( Dal ~[DuP >—|—’)/9(Du)Du‘2
(Du, D¢)?
WZO.

e En el caso del conjunto inactivo Z7, se tiene de forma directa que
(W (Du)D¢, D) 12(cr) = v(D¢, D) = 0.
Finalmente, se verifica que P(A) > 0, de donde

a(w, w) = p(w, w) g (q) + (K, (Du)Dw, Dw) 2(q) + (P(A)w, w)12(q),

= ]’le”i}l(Q)

2.4.1. Ecuacién adjunta

El objetivo de esta seccién es caracterizar la ecuacion adjunta del problema de optimiza-
cién de pardmetros, usando el método del Lagrangiano. La existencia de una solucién tinica
de la ecuacién adjunta se sigue ya que la ecuacién linealizada esté bien planteada. Se define
el Lagrangiano asociado al problema (2.4) como :

L(w,0,p) = F(0) + 5, Pliniey + | 1 (DU)Dp+ [ Pla)(u— f) pax.

Tomando la derivada con respecto a la variable de estado u en la direccién J,, se obtiene la
condicién necesaria de optimalidad

L300, p)0u] = VuF(0)6u+(p, )iy + [ 1(DweDp+ [ Pla)s,p=0.

2.4.2. Condicién de optimalidad

Utilizando la diferenciabilidad del operador solucién y que la ecuaciéon adjunta estd bien
planteada, a continuacion se establece el sistema de optimalidad asociado al problema de
optimizacion:

. _ 1 2 2
fel]%{rzlv F(uy) = EHfO - ”HLZ(Q) + &l (2.11a)
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sujeto a

1, @) () + (hy(Du), D)2y + /QP(rx)(u — f)¢ dx = 0, para todo ¢ € H'(Q),
P(«) > 0 en todo punto de Q. (2.11b)

Ademéds, se presenta la caracterizacion del gradiente del funcional de costo reducido, la
cual juega un papel importante en el desarrollo de algoritmos de solucién rdpida para los
problemas de aprendizaje.

TEOREMA 2.1. Sea & € RY una solucién optima local del problema (2.11). Si existen ag € RN
tal que
P(a) + Vo P(@)" (2o —&) >0 (2.12)

entonces existen multiplicadores de Lagrange p € H' (Q) y A € M(Q), tales que el siguien-
te sistema se verifica:

1w, @) () + (hy(Du), D) r2(qy) + /Q P(a) (u— f)p dx =0, paratodo¢ € H'(Q),
(2.13a)

w(p, @) () + (1, (Du)*Dp, D) 12(q)
+ /QP(zx) p ¢ dx = —V,F(u), paratodo¢ € H'(Q), (2.13b)

2% (&, 64 ) gy + /Q P'(a)d(u— f)pdx (2.13¢)
— (P'(a)*A,8,)gy = 0, paratodod, € RN,  (2.13d)
/(.2(2 — P())dA > 0, paratodoz € C(Q):z > 0. (2.13¢)

DEMOSTRACION 2.1. Considere el funcional de costo reducido
Fla) = F(u(@),a) = |fo - S(0) 122y + &l 2w
El problema de optimizacion binivel se puede formular como sigue

min F(«)

x€RN

sujeto a:

P(«x) > 0, en todo punto de Q)
donde F : RN — Ry P : RN — C(Q). Se define el cono
K:={te C(Q):t(x) >0}.

Las restriccion se pueden escribir como G(a) := P(«) € K. La existencia de multiplicadores
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de Lagrange se sigue de [44], si la condicién de Slater se verifica, es decir, si
Jay tal que G(a) + G'(a)(xo — &) € int K. (2.14)

Ya que K tiene interior no vacio y por hipétesis se cumple (2.12), entonces la condicién de
Slater se verifica. Se sigue asi que existe un multiplicador

AE K+ = {19 S M(Q) : <l9/Z>M(Q),C(Q) > O,VZ € K},

tal que
F'(®)—G'(a)*A =0.

Tomando la derivada con respecto a & y denotando a z la solucion de la ecuacién linealizada
(2.6) se tiene, junto con la ecuacién adjunta (2.13b), que

F'(a)[0] = V,F(u)z + 2¢&(«,0),
=2¢(w,0) — p(p,z) — [ W, (Du)(Dp)Dz— [ Plajpzdx,
=2¢8(a,0) — u(z,p) — /Qh’Y(Du)Dz(Dp) - /QP(ac)zpdx
la cual, teniendo en cuenta la ecuacion linealizada, se convierte en
F@)lo) = 26(,0)+ [ P(w)o(u—fp. (2.15)
Por otro lado, de la estructura de G se obtiene que

(G'(@)*A,0) = (A, G'(®)0) pm(),c)r
= (A, P'(2)0) pm(),c)

y, por lo tanto
2 — P’(&)*A+/ P'(a)(u — f)p = 0.
Q

OBSERVACION. Si P es lineal respecto al pardmetro, la condicién de Slater (2.14) se reduce a
la existencia de ay, tal que P(ag) > 0.

OBSERVACION. Se puede considerar P(a)(x) como una funcién continua a trozos. En este
caso el multiplicador A pertenecen al dual del espacio L*((2), cuyos elementos no son nece-

sariamente medidas.

2.5. Problema regularizado
En la seccién anterior se evidencié que el multiplicador de Lagrange asociado a la res-

triccién de desigualdad es una medida, cuya implementacién numérica es muy complicada.
Como alternativa a esto se introduce la Regularizacion de Moreau-Yosida [32], que consiste en
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penalizar el funcional de costo con una funcién C! cuando la restriccién de positividad no se
verifica [15]. Esta técnica ha sido ampliamente utilizada en trabajos como [17], [18], [16] don-
de se consideran problemas de control 6ptimo con restricciones de desigualdad. Se define la
familia de problemas 7-penalizados como:

] T,
min Fy(uy) := F(u,) + E” mln(O,nP(a))H%z(Q) (2.16a)

x€RN

sujeto a

u(u, ¢)H1(Q) + (hy(Du), D) 2(cr) —I—/Q P(a)(u— f)¢pdx = 0, para todo ¢ € H'(Q). (2.16b)

En el siguiente teorema, se estudia la convergencia de las soluciones del problema -regularizado

a las soluciones del problema original.

TEOREMA 2.2. La sucesion {(ua,, ay) }y>0 de soluciones del problema 1-regularizado (2.16)
contiene una subsucesién que converge fuertemente en H'(Q) x RN a una solucién éptima
(i1, &) del problema original (2.11).

DEMOSTRACION 2.2. Sea (i1,&) € H'(Q)) x RN una solucién global del problema (2.11). De
las propiedades del funcional de costo regularizado se verifica que,

1 .
F(”rx,,) < Fn(”txq) = F(”txv) + EH mm(orﬂp(uaq))llfz@

>0

ademads,
P,](u,xn) < F,(@1) = F(a). (2.17)

Consecuentemente, puesto que § > 0, se sigue que la sucesién {«; },~o es uniformemente
acotada en RN, de donde existe una subsucesién en RN notada con el mismo nombre, tal
que

ay — &

Por otro lado, notando u;, := u,, se prueba que {uy},;~o es uniformemente acotado en
H'(Q). En efecto, usando la ecuacion variacional (2.16b), se puede estimar ||u || Hi(), donde
uy corresponde a la solucién de (2.16b) respecto a a;;

(g, @)y + (o (Dity), D) 2y + /Q P(ay) (it — f) dx = 0, para todo ¢ € H'(Q)).

Tomando ¢ = u, se sigue que,

Bl B oy + Oy (Dsg), D)2y + [ Plogsd = [ Pty)f wy
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y dado que (hy(Duy), Duy)2) > 0y P(o<,7)u,27 > 0, pues P(a;) > 0, se obtiene que

g o oy < 1 [ PGy f ] < 1P oy izl ez,

donde ||P(ay)||1~(q) tiene sentido ya que P(ay) € C(Q)) y por extensién continua P(ay) €
C(Q), es decir, que P(«,) es una funcién continua sobre un compacto, asi P(x,) € L*(Q)).
Usando [[uy || 2(q) < [ty |l i () se sigue que

C
[l a) < 71||p(“17)”L°°(Q)'

Por otro lado, se probé que a; es uniformemente acotado, es decir, |a;| < C de donde P(ay)
es acotado en C(Q)) por estar definido sobre un conjunto cerrado y acotado S := {a;; : |a;| <
C} (ver [1, Teorema 1.2]). Asi se obtiene que

C
[ty |l () < ﬁ””%)”m(n) <Gy, (2.18)

es decir, que u, esta uniformemente acotada H 1 (Q), de donde existe una subsucesién notada
con el mismo nombre u,, — i débilmente en H'(Q)). Ahora, se debe probar que el punto
Iimite & es factible, es decir, satisface la restriccion de positividad del problema original
(2.11). De (2.17) el siguiente término

LT
3 (0. 1P(0)) ) 219)
es uniformemente acotado con respecto a 11, pues por (2.17) se tiene que
LT _
0< %H mm(O,;yP(oc,?))H%z(Q) < F(i1) :=C

LT
0 < 575 [l min(0, 7P (ay))[|72(cy) < C

. 2C
0 < || min(0,P(ay) [Fxc) < =

Asi,

) . 2
Jim || min(0, Pay)|[12(q) =0

Aplicando el lema de Fatou, se obtiene que

liminfmin(0, P(«a,))? < liminf [ min(0, P(a,))? = 0,
/. liminfmin(0, P(;))? < liminf | min(0, P(x;))

entonces

/Qmin(O,P(&))z <0

lo que implica que min(0, P(&)) = 0. Entonces, se verifica que P(&) > 0 en Q). Considerando
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ademds que el funcional de costo es débilmente semicontinuo inferior, es decir,

F(i1) < liminf F(u,,),

n—00

donde il denota la solucién de (2.16b) asociada a &. Ademds, se verifica que

liigrl}gflf(u%) < li’?l}i(gfl-’ﬂ(u%) < F(u),

de donde, se sigue que (i1, &) es solucién de (2.11). Se denota al 6ptimo (i1, &) por (ii, &).

Finalmente, para verificar la convergencia fuerte se emplea la diferencia de la ecuacién

variacional (2.16b) para u; := u,, y il y se sigue que,

u(uy — i, ¢) ) + (hy (Duy) — hy(Dit), D) 2y +
/Q P(ay) (ty — f)p — P() (il — f)p dx =0, para todo ¢ € H'(Q).

Tomando ¢ = u, — il y sumando y restando el término
P(&) u, dx,
/Q (@) uydx
se obtiene que
plluy — ﬂH%—ﬂ(Q) + (hy(Duy) — ho(Di1), D(uy — 1)) 2(y) + /()P(Ec)(u” —u)?
= — [ [(P(ay) + P(@®) 1ty + (P(ay) = P(@®)) 1] (1, — 1) .

Por la monotonia de h,(-) y ya que P(&)(u, — i1)* > 0, se verifica que

lliy — 2 ) < ' /Q [(P(ay) — P()) uy + (P(ay) — P(®)) f] (y — 1) dx,

<[ (P(a (@) wy+ (P(ay) = P(&)) flliz()lluy = #lli2(),

< (I (P ( n) = P(@)) uylliz(a)
+ [[P(ay) — P& )HLZ(Q)HfHme))Hun — |20y

< (Il (P(ay) = P(@)) ll1=(cn) 114l 12(00)
+ 1P (ay) = P(&) 1200 1 f 1o (02)) 1ty — @l 12y

Ya que P es C'(RN), es Lipschitz continua en una vecindad de & se verifica que

plluy — ﬁ”%{l(n) < (Lo (@) [laey — &l gvley [l 2(cr)

+ Lo(&)[lay — &y HfHL‘”(Q)) [y — il 2 ()
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Asi, usando (2.18) y ||uy, — 1|12y < ||uy — || () Se obtiene que
Y iUy L2(Q) 17 HY(Q) q

lliy = @l 0y < (T (@) ey = &llv g ey + L2 (@) g = &l |l ) ity = 2l
< (Li(®)Callay — &llgy + C1 L (@) |y — &llgn) [ltty — @ll s
ity — @l 3y < La(@)Callay — &lln + Ci La(®) 12y — &,
< Li(®)Callaty — &llgn + Cr La(®) |1y — &,

por lo tanto, si ay — & cuando 17 — co entonces Uy — il.

2.5.1. Sistema de optimalidad

El Lagrangiano asociado al problema regularizado (2.16) se define a continuacién:

Ly(u,a,p) = Fy(u) + p(u, p)pnq) + (hy(Du), Dp)12(a) + /Q P(a)(u — f)p.

Tomando la derivada con respecto a la variable de estado u en la direccién J,, se obtiene la

condicion necesaria de optimalidad

VuLy(u,a,p)[6u] = ViuFy(4)6u + u(p,0u) () + (b, (Du)*Dp, Déy) + /O P(a)pd, =0,
(2.20)
que se conoce como ecuacién adjunta. Por otro lado, tomando la derivada parcial con res-
pecto a la variable de control « en la direccién J, se obtiene:

VLl (tt,0, p)[6a] = VuFy (1)05 + /Q P'(a) 8a(ut— f) p = 0,

que se conoce como ecuacién del gradiente.

OBSERVACION. Como resultado inmediato se obtiene la caracterizacion del gradiente del
funcional de costo reducido:

VF, (1) = VaF(u) + /Q min(0, P()) P’ («) dx + /O Pa)(u—flp. (@21

Este resultado desempefia un rol importante en el disefio de algoritmos de optimizacién

para determinar de forma eficiente la solucién numérica del problema (2.16).

2.6. Tratamiento numérico

La solucién numérica del problema de optimizacién de pardmetros se puede abordar
desde dos puntos de vista, el primero consiste en utilizar un método de Newton para re-
solver el sistema de optimalidad, y el segundo, usar un algoritmo iterativo para la solucién
del problema de optimizacién, con la caracterizacién del gradiente del funcional de costo
reducido. En este trabajo nos enfocaremos en los algoritmos iterativos para la resolucion
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de problemas de optimizacién binivel no lineales, especificamente el método quasi-Newton
BFGS.

Si V.F; es localmente Lipschitz continua, el algoritmo BFGS esta bien definido y genera
una sucesion {ay ren que converge a un punto estacionario &. Esto gracias a que la Lipschitz
continuidad local implica la continuidad uniforme en los conjunto de nivel. Para probar que
el gradiente del funcional de costo reducido es localmente Lipschitz continuo se emplean
estimaciones de la variable de estado y del estado adjunto que se muestran en los siguientes
resultados.

LEMA 23.5i f € L®(Q) y u, € CY(Q), para algtin p € (0,1) entonces para a* € RN
arbitrario pero fijo y «, & € Vs(a*) se verifica:

el < Ki,
i)[lp = Pl < Ke(a®)lla — &l g

DEMOSTRACION 2.3. Se notard u := u, como la solucién de la ecuacién de estado (2.16b)
correspondientean y p := p, como la solucién de la ecuacién adjunta (2.20) correspondiente

a«. Empecemos estimando || p|| i1 (¢, para lo se considera la ecuacién adjunta (2.20), es decir,

VLE@W)g+ (P ¢y + [ 1 (DWDpDe+ [ Pa)py =0, vp € H'().
Tomando ¢ = p, se sigue que
Hlplny + [ 1 On)(Dp)R+ [ P@)p? == [ (= fop.
Gracias a la positividad de I, (-) y de P(a), se sigue que

Hllp 120y < 1 = follizay 1Pl

IN

(Hell 2y + 1 follzen ) TPl

A

Ky
Pl < = (Ifollizo) + Kellulno)
y usando la estimacién (2.18) de ||u| 1 () que se prob6 previamente, se tiene que

1Pl o) < K.

Resta hallar la estimacién de ||p — p|| 1 (), para la cual se usa exactamente el proceso ante-

rior

(VuF(u) = VuF(@) ¢+ #(p ~ p.#)moy + [ (,(Du) (Dp) ~ I, (D)) (Dp)) Dy

+ [ (P@p—P@)p)¢ = 0.

25



Sumando y restando los términos
| m(DwppDy, [ P)pDy,
y tomando ¢ = (p — p), se obtiene
Hllp = Bl + [ W (DWD(p = p)D(p = p)+ [ Pla
— [ (Pa) - P&)) p(p — / -
, (P(a) = P(@)) p(p—p) Q(w 2)(p—p)
~ [ (4,(Dw) = 1, (D) D D(p — ).

Gracias a la positividad de I, (-) y ya que P(«) > 0 se verifica que,

ullp — ﬁ”;qu(n) < (’“ — i 2y + | P(ar) — P(&)HL‘”(O)HFA’HLZ(Q)> P — Pll2q)
+ || (H,(Du) — 1, (D22)) Dp||2cy) llp = Pll12,
< c{llu =il + 1P(8) = P@ (o1 lizo
+ 1 1D} = b3 (D)) Dpl sy I = Pl
Por otro lado, se debe estimar
| (h,(Du) — K, (D1)) Dp|| 12y

para lo cual se requiere regularidad extra tanto del estado como del estado adjunto. A partir
de la hipétesis f € L*®(Q) y u, € C*(Q), para algtin p € (0,1) entonces

e = s < Clla — &, (2.22)

para todo « € V(a*), y para algun r > 2. Este resultado de regularidad para sistemas
de segundo orden elipticos semilineales puede ser probada bajo ciertos supuestos sobre el
dominio (ver [25, Teorema 1, Rem. 14]).

En el caso del estado adjunto, bajo la misma hipétesis y usando el resultado para sistemas

elipticos lineales [42], se verifica para cualquier s > 2 que
Ipallws < C. (2.23)
Observe que,
[k, (Du) — 1o, (D) )(Dp) [l 12(cr) < |15 (D) = Ho (D) ||y I DAl 1)

donde 1/p +1/q = 1/2. Ya que h: (-) es Lipschitz continuo de LF(Q)) a LF(Q) (cf. [34]), y
por los resultados (2.22) y (2.23) conr = p,s = q = 2p/(p — 2) respectivamente, se obtiene
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que

[1(h, (Du) = 1, (D)) (D)l 12() < Mo [|D( = @) |1y (or) | PlIwna ),
< My Myju — ﬁHWL’(Q)HpHWL‘?(Q)/
< Malja — &||gw-

Asi, utilizando estos resultados se sigue que

ﬂllp—ﬁlip(g)<C{|IM—ﬁIIL2(Q)+IIP(rX) P(&) | (o) P12 + Malla = txllmw}llp Pl a)-

Por otro lado, P es continuamente diferenciable en RY, de donde se sigue que P es local-
mente Lipschitz continua. Esto se emplea para acotar ||P(a) — P(&)||~(c), como se muestra
a continuacion

[P(a) = P(a”)| () < La(a”) [l — &[|gn.

Asi se obtiene que
ullp = Pl o) < Collle = alli o) + La(a)lla = &llgy [Pl o) + Malla = &l I p = Pl o),

plp = Pl o) < Ca(a®)lle — &flry + Cafla — &[lgy,
1P = Pl o) < Ca(a®)[la — &f|gw,

que corresponde al resultado deseado.

En el siguiente resultado, se prueba para 7 fijo la Lipschitz continuidad local en el caso
del modelo TV . Se emplea la definicién de Lipschitz continuidad de [23], dada por:

DEFINICION 2.1. F se dice localmente Lipschitz continua en un conjunto X si para cadax € X
existe una vecindad V(x) y una constante L = L(x) tales que

IF(x) — F)l < L@)lx - xl,  Vo,xe V) nX

TEOREMA 24.5i f € L®(Q) y uy € C*(Q), para algin p € (0,1) entonces V.F, es local-

mente Lipschitz continua.

DEMOSTRACION 24. Sea a* € RN arbitrario pero fijo y a,& € Vs(a*). Se debe hallar una
constante L(a*) > 0 tal que,

IVFy(a) = VFy @) < L(a®) & — &]].

Se consideran u := Uy, 1l 1= U, p 1= pa ¥ P := pa, donde u, denota la solucién de (2.16b)

27



asociada con « y p el estado adjunto solucion de (2.20) para u,.

IV F,0) = VF, @)1 < 2l =&l + | [ min0,1P()P @) ~ [ mino,5P()P @

| [r@u-np- [ P@@-np|

En el caso del segundo término de ||V F; (x) — V.F,(&)|| se suma y resta el término

min(0, 7P(&))P’ ()

para usar la Lipschitz continuidad del min. Se obtiene que

H/ min(0, 7 P()) P’ (« / min(0, 7 P(&))P' (&
< [[min(0, 7 P(a)) — min(0, 5 P(&)) | 2y [ P (&) [| .2 ()

+ [[min (0,77 P(&)) || 2y [P (&) — P ()] 262y
< i [[P(a) = P(&) | 2 [P (@) | 2(2) + M [|lae = & [y,

< Lo(a”) |l — &g || P/ (@) [ 2 () + M [|la — &[gw,

ya que P tiene derivada Lipschitz continua local, se verifica que

[P (&) l2(c0) = 1P (&) — P'(a") + P'(a") || 1202
< |1P'(a) = P'(&) 2 () + I1P" (@) 12(2),
< Lo(a”)|le — a*[|gy +M4,
< Ly(a*)d + My,

lo que nos permite obtener

[ /Q min(0, 5 P(«))P' (a) — /Q min(0, 7 P(&))P' (&)
< Lo(a®)[Ja — &[[(L2(a®)0 + Ma) + My (a”)|[|a — &[[r,

< Ms(a”) || — |y

Ahora, acotemos los dos ultimos términos de |V F, (x) — V.F, (&)|],

| [ P@=fp= [ P@@-ppl< [ [P@up-P@ap|

+ [ 1P @)p =@l

b

Analicemos estos términos por separado. En el caso del término a se requiere sumar y restar
los términos

Pl(a)ip, P'(&)ip,



para obtener

/Q IP"(a)u p = P'(@)ap|l < [IP"(a) || ooy 1 = @l 12y 1Pl 2 ()

+ (1P (@) = P'(@) | .o | P L2y + 1P @) | oy 1P = Pllc2coy) 141l 2
< (La(a)d + M) lu — 4| gy 1PNl 2 )
+ (La(a™) [l = &llgn Pl 20y + (L2(a™)0 4+ Ma) | p — Bl (o)) 18] 12 )

L IP @ p = P @)9]) < (La(a)0 + My)Ma (o) [ — K (o)
(L) = K (0 (Lae)6 + MoK (") = &) Ca ")

< Ms(a”)[|a — &| .

Considere ahora el término b, si se suma y restar el término, P'(&) p se obtiene

/Q I(P'(@)p = P(@)p) fII < [IP(a)p = P(&)pll 2w I f 1120y
(IIP’(IX) = P (@)l P llr2(0) + 1P ()] lp = Plliz(o ) £ l2()

*)fo—fXHRNHPHHl(Q + (La(a")d + My)|[p = llpn () Crs
e — & [ga K (a) + (La(a")d + My) Ko (a) [l = " [ g ) Ca,

1
(a )||tx — &g

ININIA

(La(
(La(
Ks

IN

Por tanto, se sigue que

| [ P@)e=fp— [ P@)0=pl < Ml =l + Ks(a) = &g,
< Me(a®)||a — &||gn.

Finalmente,

IVFy(a) = VF @) <28 [|la — &[lry + Ms(a”)[|a — & ||y + Mo (a”) ||l — &[|rn,
< L(a") o — &[ry,

que corresponde al resultado.

2.7. Implementacién numérica

En esta seccion se abordara la implementacion numérica del problema de optimizacién

de parametros, para lo cual empezaremos por presentar de forma resumida el trabajo desa-

rrollado hasta este punto. A continuacion se presentan los esquemas de discretizacién de

las ecuaciones de estado, adjunta y del gradiente. Para finalizar se discuten los resultados

y conclusiones obtenidos en los experimentos numéricos, a partir de la implementacién de
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los algoritmos propuestos para resolver el problema de optimizacién del pardmetro con de-
pendencia espacial presente en el modelo de variacion total para el filtrado de ruido.

Los resultados expuestos en las secciones 2.3 y 2.5 nos permiten abordar el problema de
optimizacién binivel (2.2) como un problema de optimizacién con restricciones de igualdad,

el mismo que estd determinado por:
in F L | min(0, yP(a))]2
in (w)+2Hmm( 1P(@) 720
sujeto a

1, @) i () + Uty (D), DY) 2y + /Q P(«)(ut — f) dx = 0, para todo ¢ € H'(Q),

donde .
F(ua) = 5l fo - ull72 (0 + Sl

Como se explico previamente la solucién numérica de este problema de optimizacion se
puede abordar desde dos puntos de vista, en el primero se puede utilizar un método de
Newton para resolver el sistema de optimalidad asociado, y en el segundo, consiste en usar
un algoritmo iterativo para la solucién del problema de optimizacién en si. Usaremos la
segunda opcién empleando el método quasi-Newton BFGS, esto gracias a la caracterizacion
que se encontré del gradiente del funcional de costo reducido (2.21). El esquema del método
de BFGS requiere resolver en cada iteracion la ecuacion de estado y la ecuacion adjunta hasta
que se verifique el criterio de parada, por lo cual empezaremos por presentar los algoritmos

empleados para resolver estas ecuaciones.

La ecuacién de estado (2.16b) corresponde a la condicién de optimalidad de primer or-
den del problema de optimizacién para el filtrado de ruido (2.3). Para encontrar la solucién
numérica a esta ecuacién no lineal se emplea el método de Newton. Sea g una variable au-
xiliar, se define el operador H como

w(t, @) ) + (4, D)2y + [o Pla)(u — f)¢ dx
H(u,q) = ,
q — hy(Du)

asi la ecuacion de estado serda H(u,q) = 0. El esquema del método de Newton para resolver
esta ecuacion no lineal es

H'(u,q)(0u,6q) = —H(u,q),

donde (éu, 6g) corresponde a la direccién en la cual se deriva el operador H,

ou, @) () + Jo P(a)dug dx + (69, D),
H/(u,q)((suréq):(V(u‘l’)H(Q) Joy P(a)Sugp dx + (5 4,)“0)),

—h: (Du)Déu + 6q

hy(-) denota la derivada de la regularizacion de Huber | - |, determinado por (2.5) y %/, (-)
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su derivada descrita en (2.5) como sigue

D¢ (Du,D¢) Du
[Du| |Dul3 AT,

( _ IGZ(DM)) Dq) _ DLI<D¢,DH> S’Y,

h%(Du)Dq) _ 2 <|Du| [Dul? )
Du,D¢)D

+126(Du) P20

yD¢ I7.

Esta matriz debera ser modificada con una proyeccion para garantizar que la matriz H' (u, q)
sea definida positiva. Como se muestra en el trabajo [7] la proyeccién consiste en reemplazar
(Du,D¢yDu  Du ® Du

= D
Duf’ Dupp P

por
q Du

max(L, ) & Dup

Para la implementacién numérica se emple6 esquemas de discretizacion con diferencias fi-
nitas, ampliamente utilizado en el procesamiento matemadtico de imagenes debido a la es-
tructura de la imagen digital. Se consideran Q) = (0,1) x (0,1) el dominio de las imagenes
en escala de grises, n x n la dimension de las mismas, i = 1/(n + 1) el paso de discreti-
zacion de la malla, G matriz de discretizacién del gradiente, A la matriz de discretizacién
del laplaciano , div matriz de discretizacién de la divergencia y I la matriz identidad. El

algoritmo para resolver la ecuacién de estado para « fijo se presenta a continuacion:

Algorithm 1 Método de Newton—filtrado de ruido (ecuacién de estado)

1: Dados f,a, pt, 7y

2: Evaluar P(«)

3: Inicializar k = 0, 1, g0

4: Repetir

5 H'(ug, qr) (Auy, Agr) = —H (ug, qx), con

[ —pAu+ pu —divg+ P(a)(u — f)
)= ( 1 (@) )

H (1, q) ( —uA + pl+P(a)I —divl )

—h! (Gu)G I
6: Actualizar
7 kg1, Girn) = (e qe) + (Duig, Agy)
8 k=k+1
9: Hasta verificar criterio de parada || (Aug, Aqy)|| < tol

10: Retornar 1.
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La ecuacién adjunta (2.20), corresponde a una ecuacién lineal respecto a la variable p.
Esta ecuacion se puede rescribir utilizando una variable auxiliar r tal que

B(p @)y + (D9 + [ P@)pg = —(u = fo,9),
r = h.(Du)Dp,

donde f, es la imagen original o una aproximacién de la misma y /7 (-) estd determinado
por (2.5). Usando esquemas de discretizacién en diferencias finitas se obtiene el siguiente

algoritmo para determinar el estado adjunto p, para « fijo

Algorithm 2 Ecuacién adjunta

1: Dados fo, u, o, u,y
2: Evaluar P(«)

3: Resolver el sistema de ecuaciones
—uA +ul +P(a)l —div p\_ [ —utfo
—hiY(Gu)G I r (@

4: Retornar p.

Gracias a la caracterizacién del gradiente del funcional de costo reducido obtenida en
(2.21), es decir,

VF, () :2§a+/0 min(0, 7P(«))P' (a) dx + /Q P'(a) (4 — f)pdx

con u y p soluciones de la ecuacién de estado y adjunta para «, respectivamente, se propone
utilizar el método BFGS para resolver el problema de optimizacién de pardmetros con de-
pendencia espacial. Las integrales dobles se aproximaron usando la regla de punto medio
(RPM) determinada por:

b od
/ﬂ/cf(x,y)dydx:::RPM(f,h)
donde,

RPM(f,h) = 712{f(a,0) + £(b,¢) + f(a,d) + f(b,d)+

n—2 n—2

2 Zf(xi,c) +2 if(xl-,d) +22f(a,yi)+

i=1 i=1

n—2 n—2n-—2

2) flby)+4) Y flxiyi)}-
i=1 i=1 j=1

Asi se obtiene la aproximacion del gradiente,

VFy () ~ 2Za + RPM(min(0, 7P(a))P'(x)) + RPM(P' () (u — f)p),
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donde P'(-) corresponde a la derivada de P respecto al pardmetro. Siguiendo las ideas pre-
sentadas en el trabajo [14] se eligié como criterio de parada

|1 — ok ||r

< tol
[l e[| Ry

y se fijo la tolerancia como tol = 107°.

A continuacién se presenta el algoritmo

Algorithm 3 BFGS optimizacion de pardmetros

: Dados f, fo, 1t, 7,1, ¢
: Inicializar k = 0, B(), 4%

1
2
3: Repetir

4: Calcular P(ay) y P'(ax)

5: Resolver la ecuacién de estado usando el algoritmo 1, 1
6: Resolver la ecuacién adjunta usando el algoritmo 2, py

7: Calcular V.F, (ay),

8 Sk = Mpy1 — Qg

9 zx = VFy(ags1) — VFy(ak)

10: If SZZk > Othen

(sk — Brzi)sy +sk(sk — Bezi)™ (s — Bez) "z o
Sz (s{zk)? k

Biy1 = B +

11: Calcular la direccién de descenso como
12: dp = —Bk+1 v./_",](lkk)

13: else

14: Calcular la direccién de descenso como
15: dp = —BkV]-",? (Oék)

16: End

17: Determinar el paso de descenso A usando una de btisqueda lineal
18: Actualizar

19:  apyq = o + Ady

20 k=k+1

21: Hasta verificar criterio de parada.

22: Retornar A.

OBSERVACION. Las preguntas que debemos responder ahora son: ;se puede considerar cual-
quier funcién P: R" — C(Q)) como pardmetro de regularizacion? ¢la dificultad de hallar
el pardmetro a depende de la funciéon P que se eligi¢?. Para responder a estas preguntas
se presenta a continuacion el andlisis del problema de optimizacién en una dimensién: sea
0<x<1,veR,resolver
. 2
min |[P(a)(x) — v~
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Se considero para el andlisis las siguientes funciones:
o P(a) =mx+ap,
o P(a) = a1x> + aox,
e P(a) = g sin(x) + ap cos(x),
o P(a) = g sin(apx).
Las funciones lineales respecto a & no generan inconveniente, pues el funcional objetivo
1P (a) (x) = v]>

es convexo como se observa en la Figura 2.1, lo que implica que cualquier minimo local es

un minimo global.

Figura 2.1. Funcional objetivo considerando P(a) = a4 sin(x) + ap cos(x).

Por otro lado la altima funcién, P(x) = «q sin(azx), hace que el funcional objetivo pre-
sente oscilaciones que tienen un efecto devastador para el problema de optimizacién, pues
dificulta la estimacién de los parametros, ya que nos encontramos con diferentes minimos
del problema para puntos iniciales diferentes, numéricamente hablando. Para resolver este
problema se puede convexificar la funcién usando una regularizaciéon. A manera de ejemplo

se muestra la regularizaciéon de Tikhonov,

min ||y sin(azx) — v||* + & [|ay || 4 &2 |az ||
aER?

R. Tikhonov
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Figura 2.2. A la izquierda, el funcional original y a la derecha el funcional regularizado.

En la Figura 2.2 se puede observar este efecto. Para no incluir términos de regulariza-
cién que implican la presencia de mds parametros, nos enfocaremos en funciones lineales

respecto al parametro «.

Los parametros empleados en los experimentos son: niimero de puntos de la malla n =
128, tamafio de la malla & = 1/(n + 1), término de Tikhonov ¢ = le — 10, regularizacion
Moreau Yosida = 1e4, regularizaciéon de Huber v = 1e4 y la regularizacion eliptica 4 =
le —12.

Para la comparacién de las imédgenes resultantes se usaron medidas de calidad como: la
relacion pico de sefial a ruido PSNR (Peak signal-to-noise ratio), la relacion sefial ruido SNR
(Signal to noise ratio) y la similitud estructural SSIM.

PSNR es un término utilizado como medida de la calidad de la reconstruccion en el drea
de la compresion de imagenes, se define como:

MAX3

AX
PSNR(LK) =10-logyg | Sz :20-log10<M I)

MSE

donde MSE es el error cuadratico medio, entre dos imagenes I y K de tamafio M x N defi-

nido por
M-1N-1

MSE(1,K) = o L L lGj) kG I,
i=0 j=

MAXI es el maximo valor que puede tomar un pixel en la imagen. Para una imagen en
formato RGB, la definicién del PSNR es la misma, pero el MSE se calcula como la media
aritmética de los MSEs de los tres colores (R, G y B). Los valores tipicos que adopta este

pardmetro estdn entre 30 y 50, siendo mayor cuanto mejor es la codificacion.

SSIM es una medida que busca cuantificar de forma numérica la calidad visual de una
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imagen para un observador humano. Estd dado por la expresién:

(ZVXVy + Cl) (zaxy + CZ)
(M2 +p2+c)(o2+ o2 +c2)’

SSIM(X,Y) =

con yy la media de X, y, la media de Y, 0'}% la varianza de X, (75 la varianza de Y, 0y la
covarianza de X, Y, ¢c; = (kiL)?,ca = (kyL)? variables para estabilizar la divisién, L rango
del valor de los pixeles y k; = 0,01,k = 0,03 constantes. El valor SSIM estd entre 0 y 1. A

mayor valor, mds similares son las imagenes.

SNR es una medida usada en ciencia e ingenieria para medir el nivel de una sefial desea-

da con el nivel de ruido,

SNR(f) = 20 x logy, (HfOHLZ(Q) ) .
If = foll (o)

Las imagenes que se emplean en los experimentos presentan ruido no uniforme, estas se
obtuvieron usando simulacién de ruido, que consiste en: dada una imagen original, se per-
turba sumando dos variables aleatorias con distribucién Gaussiana de media 0 y desviacién
estdndar oy y 07 en distintas localizaciones, para obtener ruido no uniforme. Para que sea un
reto mayor el filtrado de ruido, se consideran regiones de tamafio 4, y el esquema se resume

en la Figura 3.4.

(o]

02

Figura 2.3. Simulacién de ruido no uniforme.

Se utilizaron imagenes f, con distintas caracteristicas como: brillo, bordes, contenido y
textura. Lo que permitié analizar el comportamiento de los algoritmos propuestos en este
trabajo. La implementacion numérica se realizé haciendo uso del software de programa-
cién Matlab, en un equipo con procesador de Intel(R) Core(TM) i5 de 2.5 GHz con 4GB de
memoria RAM.

2.7.1. Experimento 1

En este experimento se mostrard la importancia de emplear pardmetros con dependencia
espacial en lugar de pardmetros escalares para filtrar imdgenes con ruido no uniforme. Para
esto se resolvid el problema de optimizacién de parametros escalares, es decir, P(¢) = a 'y
para el problema con dependencia espacial P(a) = a1x + a2y + a3.
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Se considera una imagen con detalles para apreciar visualmente el efecto. La imagen
original fue perturbada sumando dos variables aleatorias con distribuciéon Gaussiana de
media 0 y desviacién estdndar o7 =0.002, 0, =0.02, en distintas localizaciones para obtener
ruido no uniforme, como se observa en la Figura 2.4,

Figura 2.4. Imagen original e imagen con ruido no uniforme.

En la Tabla 2.1 se muestran los resultados obtenidos usando el modelo de variacién total
para el filtrado del ruido con pardmetros escalares y con dependencia espacial. Se fija como
punto inicial agp = 1500 en el caso escalar y en el caso espacial ap = 1500(1,1,1). Como se
esperaba los resultados obtenidos considerando el pardmetro con dependencia espacial son

mejores.
Parametro P(«) SNR PSNR SSIM Parametro 6ptimo s F. objetivo
o 39.71 25.987 0.803 2054.0 1.618e-3
a1 x + axy +ag 40.21 26.234 0.814 (886.59,734.35,1554.0) 1.487e-3

Tabla 2.1. Comparacién del parametro escalar y con dependencia espacial.

Figura 2.5. A la izquierda imagen solucién con « escalar y a la derecha la solucién considerando
dependencia espacial.

Consideremos ahora una perturbacién de mayor tamafio, a = 40, para la cual se con-
sidero variables aleatorias con distribucién Gaussiana de media 0 y desviacion estandar
op =0.001, 0o =0.01, en distintas localizaciones para obtener ruido no uniforme como se
observa en la Figura 2.6,
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Figura 2.6. Imagen original e imagen con ruido no uniforme.

En la Tabla 2.2 se muestran los resultados obtenidos usando el modelo de variacién total
para el filtrado del ruido con pardmetros escalares y con dependencia espacial. Se fija como
punto inicial ayp = 1000 en el caso escalar y en el caso espacial ap = 1000(1,1,1). Como se
esperaba los resultados obtenidos considerando el pardmetro con dependencia espacial son
mejores, respecto del valor de SSIM.

Parametro P(«) SNR PSNR SSIM Parametro 6ptimo s F. objetivo
o 49.2651 27.432 0.8088 13618.0 6.979-3
ax + axy +ag 50.0049 27.802 0.8151 (670.65, 649.36, 797.19) 6.213e-4

Tabla 2.2. Comparacién del parametro escalar y con dependencia espacial.

Visualmente los resultados nos muestran que los bordes no estdn definidos, en el si-
guiente capitulo analizaremos el modelo de variacion total generalizada que nos permitira
mejorar estos resultados.

Figura 2.7. A la izquierda imagen solucién con « escalar y a la derecha la solucién considerando
dependencia espacial.

2.7.2. Experimento 2

Este experimento se realiz6 para diferentes funciones P(-) y tiene como objetivo analizar
la convergencia del método propuesto y ver la influencia de estas en el filtrado de ruido. La

imagen que se considero para este experimento contiene tres regiones de dimensién a = 10
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con distintas localizaciones con el fin de evaluar la capacidad del algoritmo para recuperar

los detalles. Las variables aleatorias que se usaron para representar ruido no uniforme tienen

distribucién Gaussiana de media 0 y desviacién estandar ¢ =0.0005, oo =0.005, como se

observa en la Figura 2.8,

Figura 2.8. Imagen original e imagen con ruido no uniforme.

En la Tabla 2.3 se muestran los resultados obtenidos para diferentes funciones P(-), los

mismos que se comparan respecto de la medida SSIM. La condicién inicial en el caso del

parametro escalar fue xg = 500 y el caso con dependencia espacial #yp = 500(1,1, 1). El mejor

resultado se obtuvo utilizando la funcién P(a) = ajsin(x) + azcos(y) + a3 que alcanzé

0.8196 en el indice SSIM. En el caso de la funcién trigonométrica al algoritmo le toma mas

iteraciones para determinar el parametro 6ptimo.

Pardmetro P(x) SNR  PSNR  SSIM Pardmetro ptimo ax Fobjetivo 1 umerode
iteraciones
« 44467 27.736  0.7816 1680.2 1.011e-3 9
QX+ agy + a3 45.849 28427  0.8091 (530.84, 796.85, 1332.5) 8.928e-4 15
X% + ay? + a3 45408 28207  0.7992 (-112.41, 196.46, 1862.0) 1.008e-3 3
ay sin(x) + ap cos(y) + a3 45953 28479 0.8196 (482.87, 888.43,1209.4) 8.641e-4 14

Tabla 2.3. Numero de iteraciones para distintos valores del pardmetro.

En la Figura 2.9 se comparan las imdgenes obtenidas para las diferentes funciones P(-).
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) a1x? + ay? + a3 d) ay sin(x) + ap cos(y) + a3

Figura 2.9. Resultados obtenidos para distintos P(-).

2.7.3. Experimento 3

Este experimento se realiz6 considerando diferentes puntos iniciales. Esto tiene como
objetivo analizar la sensibilidad respecto a las condiciones iniciales del método propuesto. Se
uso la imagen perturbada sumando dos variables aleatorias con distribucién Gaussiana de
media 0 y desviacién estdndar 07 =0.002, o> =0.02, en distintas localizaciones para obtener
ruido no uniforme como se observa en la Figura 2.10,

Figura 2.10. Imagen original e imagen con ruido no uniforme.

A continuacién, en la Tabla 2.4, se muestran los resultados para distintos puntos iniciales
en el algoritmo de optimizacién de parametros para P(a) = a1x + agy + as.
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Numero de

Condicién inicial g . . PSNR SNR Parametro 6ptimo ax* F. objetivo
iteraciones

0 _ _ _ _ _
100(1,1, 1) 13 26.22 40.20 (979.52, 568.97, 1492.73) 1.48e-3
500(1, 1, 1) 22 26.24 40.21 (847.18,522.91, 1580.80) 1.47e-3
1000(1, 1, 1) 11 26.24 40.22 (803.40, 541.56, 1597.50) 1.47e-3
1500(1, 1, 1) 4 26.12 39.98 (872.99, 678.31, 1424.9) 1.48e-3
2000(1, 1, 1) 6 26.24 40.21 (662.87, 346.40, 1735.50) 1.54e-3

(0, 0,2054) - - - - -
(100, 100, 2054) 3 25.57 38.89 (979.52, 568.97, 1492.73) 1.48e-3

Tabla 2.4. Comparacién de resultados para distintas condiciones iniciales.

Se evidenci6 la necesidad de inicializar el algoritmo en un valor distinto a cero, caso con-

trario no se puede garantizar la convergencia del método mucho menos resolver el problema

del filtrado de ruido.

Los experimentos nos han permitido mostrar que los algoritmos planteados son poten-
tes, pues son capaces de recuperar la imagen del ruido utilizando menos de 20 iteraciones

lo que es eficiente, considerando que las matrices que se manipulan, en cada iteracion, son

de dimensién 3n% x 31, con n la dimensién de las im4genes.
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Capitulo 3

Modelo de variacion total
generalizada (TGV)

En este capitulo, nos enfocaremos en el andlisis del modelo de variacién total genera-
lizada TGV, donde se abordardn temas de regularizaciéon debido a la no diferenciabilidad
del modelo de filtrado de ruido. Esto permite obtener una condicién necesaria y suficiente
del modelo TGV. Se exponen algunos resultados teéricos como la existencia de soluciones
del problema de optimizacién de pardmetros y la existencia de multiplicadores de Lagran-
ge del problema de optimizacién no lineal con restricciones de igualdad y desigualdad. Se
evidencia que los multiplicadores asociados a las restricciones de positividad del pardmetro
de optimizacién son medidas, que computacionalmente hablando son muy costosas de im-
plementar. Para superar esto se propone introducir la Regularizacion de Moreau-Yosida [32].
Finalmente, se establece el sistema de optimalidad asociado al problema regularizado y se
muestra que las soluciones de los problemas regularizados convergen hacia la solucién del
problema original.

3.1. Regularizacién de variacidn total generalizada

La regularizacién de variacion total (TV) [39] preserva los bordes y se comporta muy
bien si la imagen a ser reconstruida, vista como funcién, es constante a trozos. Sin embar-
go, si se consideran funciones lineales a trozos, que es el caso de las imagenes, se produce
un efecto de escalonamiento [38]. Una posibilidad para contrarrestar tal efecto es introducir
derivadas de orden superior en la regularizacion. Asi, la reqularizacion de variacién total gene-
ralizada (TGV) fue introducida como una variante de orden superior de la regularizacién de
variacion total en el procesamiento digital de imagenes. En este trabajo, nos concentraremos
en el modelo de variacién total generalizada de segundo orden TGV? [5].

Sean () un subconjunto acotado de R?, f: O — R laimagen, en escala de grises,
observada y BV(Q2) el conjunto de las funciones de variacién acotada. El modelo TGV? para
el filtrado de ruido consiste en encontrar u € BV ((Q}), es decir una funcién con variacién
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acotada, solucién del problema de minimizacién,

1
. 2 2
i TGVip(u) + S lu = flliz () 3.1)

donde «, § son pardmetros positivos y

TGV7p(u) := wefgg(lo) a||Du — wl|pame) + BIIEW| measym(r2))- (3.2)

con BD el conjunto de las funciones con deformacién acotada,
BD(Q) := {w € L'(O;R") : IEw || meesym(r2)) < %},

E denota el gradiente simetrizado, Sym(IR?) el espacio de tensores simétricos de orden 2
con argumentos en R, M (Q); Sym(IR?) el espacio de las medidas de Borel con valores en
Sym(R?) y

IDullweze) =sup { [ 19 gz g € 7R, Iglcsiame) <1

IEw|| pm(ea;sym(w2)) = sup {/Q wV - pdx : ¢ € C5°(Q, Sym(R?), ¢l sym(re) < 1} .

El primer término de (3.1) cuantifica la variacién dentro de una imagen y tiene como objetivo
que las esquinas y bordes queden lo mejor definidos, mientras que el segundo, garantiza que
la imagen solucién u preserve la caracteristicas de la imagen observada f, este se conoce
como término de fidelidad. Los pardmetros de regularizacién «, B determinan la influencia
de los términos en (3.1), por lo que su valor es critico, pues si este es grande se obtiene
una solucién sobreregularizada y su suavizado serd excesivo. Por el contrario, si su valor es

pequefio no se resolvera el problema de ruido.

3.2. Planteamiento del problema

Los pardmetros «, B se consideran usualmente como valores reales. En este trabajo se pro-
pone considerar la dependencia espacial de los pardmetros, con el objetivo de filtrar ruido
no uniforme en una imagen, lo que nos permite acercarnos mas a situaciones reales donde
no se conocen el tipo ni la distribucién de ruido que puede cubrir informacién relevante.
Asi, consideramos los pesos de (3.1) como funciones continuas P(«) y Q(pB) que tienen co-
mo dominio un espacio vectorial de dimensién finita R” y R™, respectivamente. La idea de
considerar espacios de dimensién finita surge de los dispositivos médicos, donde el nimero

de valores que se pueden calibrar para adquirir una imagen es finito.

La idea de plantear un problema de optimizacion, para determinar el valor 6ptimo de
los pardmetros reales del modelo TGV? para el filtrado de ruido considerando conjuntos de
entrenamiento, fue propuesta en [14]. Siguiendo con esta idea, el problema de optimizacién
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binivel para determinar P(«) y Q(pB), tiene como restriccion el modelo del filtrado de ruido
TGV?y sera:

. 1
min -

1fo = taglliz + E@lw + 1Bl1%ue) = Fltap) (3.32)
(a,B)ERN+M 2

sujeto a
P 1
Uy,p € arg min J (u, P(a), Q(B)) := TGV%(@,Q(;;)(“) + EH“ - f||%2(g) (3.3b)
uEBV(Q)
P(a),Q(B) > 0, entodo punto de Q) (3.30)

donde fj es una imagen tomada con la maxima precisién posible, esta corresponde al con-
junto de entrenamiento que en este caso simplificado se considera un conjunto de un ele-
mento. La idea de trabajar con conjuntos de entrenamiento proviene del Machine Learning.
Esta técnica consiste en aprender informacion de una muestra de datos que se aplicard luego

a los términos desconocidos.

3.3. Analisis del problema binivel

Las dificultades que surgen de inmediato al tratar un problema binivel no lineal en es-
pacios de dimensién infinita son la no diferenciabilidad de la restriccion (3.3b), lo que hace
imposible verificar condiciones de calificacién para sistemas de Karush-Kuhn-Tucker (KKT).
En este trabajo se propone utilizar técnicas de regularizacién para demostrar la existencia
de los multiplicadores de Lagrange y determinar asi el sistema de optimalidad asociado al
problema binivel que permita estimar el valor 6ptimo de los pardmetros.

Empecemos por reemplazar el término TGV? de la restriccion (3.3b) por su version regu-
larizada TGV?7#, con pardmetro 7y > 0 asociado a la regularizacion de Huber y pardmetro
i > 0 asociado al término eliptico,

2,7, .
TGV ()= min | P)|Du—wl+ [ Q(p)|Ewl,

H 2 2
+ 5 (1) + 0l ey ), B4

donde H!(Q)) = H'(Q;RYN) y la regularizacion de Huber C! | - |,: R" — R esta definida

por,

Izl + 38 -2+ A siylzll =1+ 5,
3 .
lzly = Bllzll +Clizll? = §llzI° + D sil— 5 <7llz <1+,
ZlzI? siylzll <1- 5,
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|| - || corresponde a la norma euclidiana en R", t; = %(1 —5-), b = %(1 +5-),

2y 2y
C 73 (27 +1)?
A:B(t1—t2)+§(t§—t§)—€(t§—t§), le—T,
_ _ (Y _B\pa_ QAT
c=Tay ), D= (3-3)&-slal+ Linl.

Considerar TGV>7# permite que el problema de optimizacién inferior (3.3b) se pueda re-
emplazar por su condicién necesaria y suficiente de optimalidad. Se obtiene asf el siguiente

problema de optimizacién con restricciones,

{ F 3.5
o F0) @0

sujeto a

a4, ¥) + [ P@)hy (Du—w)(Dg— g)dx+ [ Q(B)h,(Ew)Epds
+ /Q(u — f)pdx =0, paratodo ¥ €Y, (3.5b)
P(a),Q(B) > 0, entodo punto de Q) (3.5¢)

donde a(y,y) = u <Hu||12ql(0)—|— ||w\|§{1(0)),Y = HY(Q)xH' (Q),y = (u,w) € Y,¥ =
(¢, ) € Yy h,laderivada de | - |, determinada por,

V4
[E]

@) =1 F(1-30-alzl+£)?) sil-L<alzl<1+4, 36

|2

siyllz] > 1+ 2,

vz siyllz] <14

Asi, h,(Du) corresponde a una regularizacion de conjuntos activos e inactivos del subdife-
rencial de | Du|, es decir, h., coincide con todos los elementos del subdiferencial fuera de una
vecindad de 0.

3.3.1. Existencia de una solucién 6ptima

La existencia de una solucién 6ptima para el problema de optimizacién binivel (3.3) con
i = 0, es decir sin término eliptico, se demostré en [20]. Asi, nos centramos en el caso
i > 0 ya que el término eliptico es necesario para probar la existencia de multiplicadores de
Lagrange en la siguiente seccion.

La existencia de una solucién 6ptima para el problema optimizacién de parametros (3.3)
es un caso especial de los problemas binivel considerados en [14], donde la existencia de
pardmetros reales 6ptimos en IR? fue probado. Se utilizara para la demostracion el resultado
auxiliar sobre semicontinuidad inferior de la funcién de Huber, demostrado en el mismo
trabajo.
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LEMA 3.1. Sean u,v € LP(Q), 1 < p < 0. Entonces, el funcional u + [ |u — v|, dx, donde
| - |, es la regularizacion de Huber, es semicontinuo inferior con respecto a la convergencia
débil* en M(Q;RY).

DEMOSTRACION 3.1. La demostracion de este resultado se presenta en [14, Lema 2.1]

TEOREMA 3.2. Existe una solucién 6ptima (&, ) € RN*M del problema de optimizacién
binivel (3.3).

DEMOSTRACION 3.2. Sea (&, B) C RN*M una sucesién minimizante. Gracias a la presencia
del término de Tikhonov en el funcional de costo (3.3a), se obtiene que la sucesion (ay, Brn)
esta acotada en RN*M, es decir, que existe una subsucesion {(«,, B,)} que converge a (&, p)
en RN*M. Por otro lado, se verifica que

JVH (un; P(an), Q(Bu)) < J"*(u; P(an), Q(Bn)), paratodou € Hl(Q)/

en particular esto se verifica para u = 0. Por lo tanto,

1 2, 1
§||“n f|| o T TGV (Wl) Q) §||f|| (3.7)

En particular de la desigualdad (3.7) se sigue que

1
H”nH%p(Q) + Hwn”ﬁ{l(n) < ﬁHfHLZ(Q)/ (3.8)

donde w, es el 6ptimo w para u,. Esto implica que la sucesién (u,, w,) es uniformemente
acotada en H'(Q)) x HY(Q) y por lo tanto existe una subsucesién, notada con el mismo
nombre {(u,,w,)}, que converge débilmente en H'(Q) x H'(Q) a un punto (4, ®).

Ademds, u, — il converge fuertemente en L¥(Q)) y w, — @ en LP(Q)) := LP((;R").
Recuerde que P y Q son funciones continuas respecto a los pardmetros «, 3, y la sucesion de
pardmetros x,, y B, son uniformemente acotados. Por consiguiente, usando la continuidad
del término de fidelidad, es decir, la norma en L? con respecto a la convergencia fuerte en
L2, y la semicontinuidad inferior débil del término H' con respecto a la convergencia débil
en H' y el resultado sobre la regularizacion de Huber con respecto a la convergencia débil*
en M (Lema 3.1), se obtiene que

1, . . N
,Hu—f“ +/ (&) |Da — @), dx+/ Q(B) |Ew|, dx+g (HuH%l(Q) + HwH%{l(Q))
<11m1nffHun f|yL2(Q)+/ ) Dty — wn|7dx+/ Q(B) |Ewn], dx

+ & (B oy + lwonlin )
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1, . . N
S = Fl3y + [ P@) 1D =l dx+ [ Q(B) |Ewly dx+ 5 (3 ) + 191 )
< timinf 2 = )+ [ P(@n) 1Ditn =l dx+ [ () [Ewl, d

H 2 2
+ & (B oy + lonli )

Para el tltimo paso se uso la cota que se obtuvo en la desigualdad (3.7) y la convergencia
de (ay, Bn) en RN*+M_ Esto muestra que el punto limite #i es una solucion éptima para (&, ﬁ)
Ademads, de la semicontinuidad inferior débil del funcional de costo F y ya que el conjunto
{(a,B) : (P(x),Q(B)) >0} es cerrado, se tiene que (i, &, B) es solucién 6ptima de (3.3).

3.4. Multiplicadores de Lagrange

En esta seccién, se prueba la existencia de multiplicadores de Lagrange para el proble-
ma de optimizacién de pardmetros (3.5) y se establece el sistema de optimalidad asociado.
Ademads, se obtiene una caracterizacion del gradiente para el funcional de costo reducido,
la cual juega un papel importante en el desarrollo de algoritmos de solucién rdpida para los
problemas de aprendizaje. Para esto se prueba en primer lugar que el operador solucién es

diferenciable.

3.4.1. Diferenciabilidad del operador solucién

Recuerde que el modelo de filtrado de ruido considerando TGV*7# estd determinado
por:

y=(uw)= argmm){ a(y,y) 2/ \u—f|2+/ |Du—w\7+/ Q(B ]Ewh}

HY(Q) xH!(Q

donde a(y,y) = u (Hu||%il(0) + ||w||§{1(0)). Como se vio antes, una condicién necesaria y

suficiente de optimalidad de este problema estd dada por la siguiente ecuacién variacional,

a(y,¥) + /Q P(a)h,(Du —w)(D¢ — ¢) dx

+ /Q Q(B)hy(Ew)Epdx + /Q(u — f)pdx =0, paratodo¥ €Y, (3.9)

donde Y = HY(Q) x HY(Q) y Y = (¢, ¢) € Y. En adelante se entendera IL.? como L?(Q), R?)
o L2(Q), Sym(IR?)) dependiendo del contexto.

TEOREMA 3.3. El operador solucién S : RN*M Y, que asigna a cada par (a, ) € RNtM
la solucioén correspondiente al problema de filtrado de ruido (3.9), es Fréchet diferenciable y
su derivada estd caracterizada por la solucién tinica z = S'(a, B)[61,62] € Y de la siguiente
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ecuacion linealizada:
a(z, ) +/ P'(«)6; Iy (Du — w)(Dp — @) dx
+/ a)hl,(Du — w)(Dzy — 22)(D¢ — ¢ dx+/ Q'(B)02 hy(Ew)Egdx
[4pt] —I-/ Q(B hﬁ,(Ew)Ezqu)dx—F/ z1¢pdx =0, paratodo¥ € Y. (3.10)
Q Q

DEMOSTRACION 3.3. Gracias a los términos elipticos de a(-,-) y a la monotonia de h., la
existencia de una unica solucién de la ecuacion linealizada (3.10) se sigue del teorema de
Lax-Milgram.

Seal =yt —y—2z dondey = S(a,B), y" = S(a+61,p+62) yy" = (ut,w"). El
objetivo es probar que ||¢||y = o(||0]|). Combinando las ecuaciones (3.9) evaluadaeny™,y y
(3.10) en z, se obtiene que

a(é‘,‘I’)+/QP(0¢+91)hV(DuJ“—w*)(D(p—go)dx—/QP(zx) I, (Du — w)(D¢ — @) dx

. /Q P'(«)8; o (Du — w)(Dp — @) dx — / P(&), (Du — w)(Dz; — 25)(Dg — @) dx
[4pt] —l—/ Q(B+62)hy (Ew*)Eq)dx—/ Q(B)h,(Ew)Eqdx

[4pt] —/ Q'(B)6, h,y(Ew)E(pdx—/ Q(B h’W(Ew)Ezqu)dx—i—/ &1pdx =0, paratodo ¥ €Y,
0 ) 0

con ¢ := (§1,62) € Y. Sumando y restando los términos

[ P, (Du = w)(Ds, — 6,)(Dg — 9) dx

/Q Q(B)I, (Ew)Ed, Egdx,
donde §, := u" —u y é, := w" — w, se obtiene que
a(Z,¥) +/ &), (Du — w) [D8, — D2y — (8 — 22)] (D — ) dx
+ /Q Q(B) hﬁy(Ew) [Eéy — Ezy] E@dx + /Q S1pdx =
— /Q P(a+61)hy(Du™ —w")(Dp — ¢) dx — /Q Q(B+ 62)hy(Ew" )E@dx
— /O P(a) [—h,(Du —w) — h(Du —w)(Ds, — bw)] (D — @) dx
~ [ P'@01 [~ o (Du— )] (D9 — g)dx — | Q/(B)6al—h (Ew)]Eqax

/ Q(B) [~h,(Ew) — K, (Ew)Ed,] Eg, para todo ¥ € Y.
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A partir de que P € C'(RN) y Q € C!(RM) se verifica que
P(a+61) = P(a) + P'(a)0; +0(]|61]]) € C(QQ),
Q(B+62) = Q(B) +Q'(B)62 +o([6:21) € C(Q),

usando esto, se sigue que

(&%) + [ P@)I,(Du— w)(DE1 - &) (D9 — p) dx
+/QQ(5)h;(Ew)Eg2 : E(pdx+/ﬂgl¢dx:
— /Q P(a) [hy(Du™ —w*) — hy(Du —w) — K. (Du — w)(Ds, — 6w)] (D — @) dx
~ [ oty (Du* = ") (D — )
— /OP’(uc)Hl [y (Dut —w™") — hy(Du — w)| (D$p — @) dx
— [ Q(B) [y (Eww*) Iy (Ew) — 1, (Ew) Eéw] Egx — [ of([6al) )y (Ewr*)Eg
—/ Q'(B)62 [hy(Ew") — hy(Ew)] E@dx, paratodo¥ € Y.

Tomando ¥ = ¢ y usando la monotonia de I (-), se verifica que

HlISIE < IP(@) |y [y (Du™ — w™®) — by (Dut — w)
— I, (Du — w)(D3y — 6w)||y2[IDG1 — G|z + o([|61 1) |17y (D™ — w™) |2 [|DE1 — G212
+ [P/ (@)01 | () ||ty (Dt — ™) — ho(Du — w) ||y 2 [IDE1 — Eally2
+ QA=) [y (Ew™) — hoy(Ew) — 1 (Ew) Edu|| , | EG2|2
+o([102[) 77 (Ew™ ) |2 | EC2 |12

+11Q(B)02]l 1= () ||y (Ew™) — oy (Ew) || 2 | EC2 Iz

Considerando la diferenciabilidad de h. sobre L?(Q,R?) y L2(Q), Sym(R?)), la Lipschitz
continuidad de 1/, (-) delL? alL? [34], y |h,(-)| < 1, se tiene entonces que existe p > 2 tal que

g1y < Pl o(fly™ = wlly,,) + 1P (@)l 101l ly™ = vl + o(ll6a]])
HIQB) Iy o[|w™ —wl|; ) +1Q (Bl l62llron [ — w]|yg1 ) +0(ll621]), (3.11)

donde || - ||1,, es la norma en el espacio W'?(Q)). Gracias a que P(«),Q(B) € C(Q), se

49



obtiene que

I1Zlly < Cu(a) o([ly" —yll,,) + Ca@)I6llwn [y —ylly +o(lEl])
+GC3(B) O(Hw+ — le,p) + C4(B) |02 gm Hw+ — wHH](O) . (3.12)

Por otro lado, el resultado de regularidad para sistemas de segundo orden elipticos semili-
neales ([25, Teorema 1, Rem. 14]), se sigue que

ly* = yll,, < LIe]

como se demostro en el trabajo de [14]. Reemplazando la tltima estimacion en (3.12), final-

mente se tiene que

1211y = o(ll1)-

OBSERVACION. El resultado de regularidad extra para sistemas de segundo orden elipticos

semilineales usado en la demostracion, fue probado por Groger en ([Teorema 1, Rem. 14],[25])
y se basa en las propiedades del dominio (). El resultado se demostr6 originalmente para

los dominios C2. Sin embargo, la regularidad del dominio (en el sentido de Groger) también

puede ser verificada para dominios Lipschitz convexos acotados [13], que es precisamente

nuestro caso considerando el dominio () de la imagen.

3.4.2. Ecuacién adjunta

El objetivo de esta seccion es caracterizar la ecuacion adjunta del problema de optimiza-
cién de pardmetros, usando el método del Lagrangiano. La existencia de una solucién tinica
de la ecuacién adjunta se sigue del método de transposicion, ya que la ecuacién linealizada
estd bien planteada.

Se define el Lagrangiano asociado al problema (3.5) como:

L(uw,w, e, B, p1,p2) = F(u) +P‘(“ p1) ) + 1w, p2)H (o)
+ [ P(@hy(Du—w)(Dp = pa) + | QB (Ew)Ep2+ | (1= fp,

tomando la derivada con respecto a la variable de estado (u,w) en la direccién (9, dw), se

obtiene la condicion necesaria de optimalidad

(u w)(u w, &, B, p1, p2)[(0u, 0w)] = VuF(u)dy "’V(pl"SM)H](Q) +V(p2’5w)]H](Q)
-|-/ h/ Du — w)(Déy — éw)(Dp1 — p2)

+ [ QB (Ew)EsuEps + [ o, =0,
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Si 0, = 0, entonces
(P, 80 m ) + /Qp(a)h;(nu — w)(Dp1 — p2)Dé,, + /Qpléu — V.E(u)s,

si consideramos ahora J,, = 0, entonces

H(p2 sy = [ P, (D —w) (Dps = p2)ou+ | QU)W (Ew) Epz Eou = 0.

3.4.3. Condicién de optimalidad

Utilizando la diferenciabilidad del operador solucién y que la ecuaciéon adjunta esta bien
planteada, a continuacién se establece el sistema de optimalidad asociado al problema de
aprendizaje de dos niveles (3.5), con el objetivo de caracterizar los minimos locales de dicho
problema. Ademas, se presenta la caracterizacién del gradiente del funcional de costo redu-
cido, la cual juega un papel importante en el desarrollo de algoritmos de solucién rdpida
para los problemas de aprendizaje.

TEOREMA 3.4. Sea (%, B) € RN™™ una solucién éptima local del problema (3.5). Si existen
wg € RN, By € RM tales que

P(a) + ViP(@) (a0 —7) >0 y  Q(B)+ VpQ(E) (Bo— B) >0, (3.13)

entonces existen multiplicadores de Lagrange Il € Y = H! x H! y A1, Ay € M(Q), tales
que el siguiente sistema se verifica:

2y, ) + [ P@)h,(Du—w)(Dy - g) dx

—|—/ Q(B)hy(Ew) Egodx+/ u—f)pdx =0, paratodo¥ € Y, (3.14a)

a(IL,¥) + /Q P(a)H, (Du — w)(Dpy — p2) (D — ¢) dx

+ /Q Q(B)hi,(Ew) Eps Edx + /Q p1pdx = V,F(u) ¢, paratodo¥ €Y, (3.14b)

Pl(&)* Ay — /Q P'(a)h, (D — w)(Dpy — p2) dx — 26a = 0, (3.14¢)
"(B)* A2 — /Q Q' (B)hy(Ew) Epp dx —2EB =0, (3.14d)

/Q (21 — P(&)) dA; > 0, para todoz; € C(Q) : 21 > 0, (3.14e)
/Q(z2 — Q(B)) dAz > 0, paratodoz; € C(Q) : 2 > 0. (3.146)
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DEMOSTRACION 3.4. Considere el funcional de costo reducido F(«,p) = F(u(a,B),a,B). El
problema de optimizacion binivel se puede formular como sigue

min  F(a,B)

&,BERN+M
sujeto a:
P(a) > 0, en todo punto de (),
Q(B) > 0, en todo punto de (),

donde F : RN*M - R, P: RN — C(Q) y Q: RM — C(Q). Se define el cono
K= {te C(Q) x C(Q) : Hx) > 0}.

Las restricciones se pueden escribir como G(«, ) := (P(x),Q(B)) € K. La existencia de
multiplicadores de Lagrange se sigue de [44], si la condicion de Slater se verifica, es decir, si

3(060, [30) tal que G(IX, /3) + G’(oc, ﬁ)(l)éo -, /3() — ﬁ) € int K. (3.15)

Ya que K tiene interior no vacio y por hipétesis se cumple (3.13), entonces la condicién de

Slater se verifica. Se sigue asi que existen multiplicadores
()\1,/\2) €K'= {1.9 S M(Q) X M(Q) : <l9/Z>M(Q)XM(Q),C(Q)><C(Q) >0,Vz e K},

tal que
F'(@B) = G'(& B)" (M, Az) = 0.

Tomando la derivada con respecto a («, ) y denotando por z la solucién de la ecuacién
linealizada (3.10) se tiene, junto con la ecuacion adjunta (3.14b), que

F'(a, 6] = VuF(u)z+25((w, ), 6),
= 26((2,8),6) ~a(11,2) ~ | P(@)l,(Du~w)(Dps ~ p2) (D=1 — 22)
- | QB (Ew)Ep: Eza — [ piz,
= 2¢{(2,B),0) ~a(=11) — [ P()k},(Du = w)(Dz1 —22) (Dp1 — pa)

—/QQ(ﬁ)hQ(Ew)Ezz Epz—/QZ1p1,

la cual, teniendo en cuenta la ecuacion linealizada, se convierte en

F'(a, B)[0] = 2¢{(2,8),0) + [ P'(@)01h, (Du—w)(Dp1 = pa)

n /Q Q'(B)bsh, (Ew)Eps. (3.16)
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Por otro lado, de la estructura de G se obtiene que
(G'(& B)" (M, A2), (61,62)) = (M, A2), G'(&, B)(61,62)) m(02) x M(),C(Q) xC(O2)
= (A1, P/(a)01) m(a),c0) + (A2, Q(B)02) m(),c)s

y, por lo tanto se obtiene

P(@)" Ay — /Q P'(a)hy (Dt — w) (Dp1 — pa) dx — 28a = 0,

Q'(B) A2 = | Q (B, (Ew) Epa dx— 226 = 0.

OBSERVACION. Si P y Q son lineales con respecto a los pardmetros, la condicién de Slater
(3.15) se reduce a la existencia de (ag, Bo), tal que P(ag) > 0y Q(Bo) > 0.

OBSERVACION. Se pueden considerar P(«)(x) y Q(B)(x) como funciones continuas a trozos.
En este caso los multiplicadores A1, A, pertenecen al dual del espacio L*(Q), cuyos elemen-
tos no son necesariamente medidas.

A continuacion se considera el caso de pardmetros escalares, es decir, P(a) = & € R
y Q(B) = B € R, no se requiere verificar una condicién de calificacién y se obtiene mas
regularidad de los multiplicadores de Lagrange.

COROLARIO 3.5. Sea (&, B) una solucién éptima local del problema (3.5), P(x) = « € Ry
Q(B) = B € R. Entonces existen multiplicadores de Lagrange I1 € Y y A1, A, € L?(Q)), tales
que el siguiente sistema se verifica:

a(y,'¥) + a/QhW(Du —w)(D¢ — @) dx

+ﬁ/ hW(Ew)E(pdx—kZ/ (u—f)pdx =0, paratodo¥ € Y, (3.17a)
o} 0

a(ILY) +«a /Q ho(Du —w)(Dpy — p2)(D¢ — @) dx

+ /3/ W (Ew) Epy Egdx —|—2/ p1¢dx =0, paratodo¥ € Y, (3.17b)
o} 0

A= /Qh'r(D” —w)(Dp1 — p2) — 28x, (3.17¢)
Ay = /Q I, (Ew) Epy — 228, (3.17d)
M >0, A >0, (3.17¢)

53



A&=Ay-f=0. (3.17f)

DEMOSTRACION 3.5. El procedimiento es similar que en la demostracion del Teorema 3.4, en
este caso se aplica el resultado [44, Teorema 3.1] al problema

min F(«,fB),
(ap)el p)
donde F : R?> — R y U corresponde al ortante positivo en R?. En este caso, nos beneficia-
mos del hecho de que la restriccion de positividad puede ser directamente impuesta a las
variables independientes y obtener asi la existencia de multiplicadores A1, A, tales que

la cual, junto con la expresion (3.16), conduce al resultado.

3.5. Problema regularizado

En la seccién anterior se evidencié que los multiplicadores de Lagrange asociados a la
restricciéon de desigualdad (3.5c) son medidas, cuya implementacién numérica es muy com-
plicada. Como alternativa a esto se introduce la Regularizacion de Moreau-Yosida [32], que
consiste en penalizar el funcional de costo con una funcién C! cuando la restriccién de posi-

tividad no se verifica [15],
1 . O P 2 1 < 0 2
ZH min(0, 7 (“))HLz(Q) + EH min( ,WQ(ﬁ))HLz(Q)-

Esta técnica ha sido ampliamente utilizada en trabajos como [17], [18], [16] donde se consi-
deran problemas de control éptimo con restricciones de desigualdad. Se define la familia de
problemas #-penalizados como:

(a,ﬁgrel]l;?ﬁ' » Fy(tqp) (3.18a)
sujeto a
Uyp € arg min J7* (u; P(«), Q(B)), (3.18b)
ueH (Q)
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con 77 > 0 el pardametro de regularizacion y el funcional F; (u, ) estd determinado por:

1 ) 1 .
Fy(uqp) = F(uap) + ZH min(0,7P(«))[72(qy) + ﬂ” min(0,7Q(B)) 172 (),
donde,

1
Funp) = 5llfo = ulliaq) + Slalign + [1Bllm)-

Reemplazando (3.18b) por la condicion necesaria y suficiente de optimalidad, se obtiene el
siguiente problema sin restricciones de desigualdad

(’X’ﬁgrel%}vw Fy(tap) (3.19a)
sujeto a
a(y,¥) + /Q P(a)h.,(Du — w)(Dg — @) dx + /Q Q(B)h, (Ew)Eg dx (3.19b)

+/ (u—f)pdx =0, paratodo ¥ € Y.
o

En el siguiente teorema, se estudia la convergencia de las soluciones del problema 77-regularizado

a las soluciones del problema original.

TEOREMA 3.6. La sucesion {(uy, wy,ay, By) }y>0 de soluciones del problema 1-regularizado
(3.19) contiene una subsucesién que converge fuertemente en H'(Q)) x H'(Q) x RN*M a
una solucién éptima (i1, @, &, B) del problema original (3.5).

DEMOSTRACION 3.6. Sea (i1, @, &, B) € H'(Q) x H(Q)) x RN*M una solucién global del pro-
blema (3.5). De las propiedades del funcional de costo regularizado (3.18a) se verifica que,

1 ) 1 ,
By (g p,) = Flttag ) + 5, | min(0, P (ay))IIZ2q) + 5 I (0 7Q(By)) [

>0

ademads,
F’Y(ulxl]rﬁ”) S Fﬂ (1/_[) = F(ﬁ)' (3‘20)

Consecuentemente, puesto que ¢ > 0, se sigue que la sucesion {(w;, B;)},>0 es uniforme-
mente acotada en RNt de donde existe una subsucesioén, notada con el mismo nombre
{(ay, By) }y>o0, tales que a;; — & en RN y By — Ben RM.

Por otro lado, {(uy, wy)}y>0 es uniformemente acotado en H'(Q)) x H(Q) por la de-
sigualdad (3.8) antes probada, es decir,

1
I B+ el < 3 Mz
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Asi, existe una subsucesion notada con el mismo nombre {1, },~0 y {wy },>0, tales que
uy — i débilmente en H'(Q),

w, — ® débilmente en H'(Q2).

Ahora, se debe probar que el punto limite (&, ) es factible, es decir, satisface la restriccién
de positividad del problema original (3.5c). De (3.20) los siguientes términos

1 . 1 .
@IImln(OfﬂP(%))lliz(g)y ZHmln(O'UQ(,BU»H%Z(Q)
son uniformemente acotados con respecto ay. Asi,
il min(@, PG 12y = 0 Jim, [ min(0, QB )12y =0
En efecto en el primer caso, aplicando el lema de Fatou se obtiene que

lim inf min(0, P(« < liminf [ min(0,P(a,))> =0,
/. liminfmin(0, P(,))? < liminf | min(0, P(x;))
entonces

/ min(0, P(2)) < 0

Q

lo que implica que min(0, P(&)) = 0. Entonces, se verifica que P(&), Q(B) > 0 en todo punto
de Q). Considerando ademads que el funcional de costo es débilmente semicontinuo inferior,
es decir,

F(21) < lim mfF(ua,l By)s

n—o0

donde it denota la solucién de (3.19b) asociada a (&, B). Ademds, se verifica que

liminf F (g, g,) < Hminf Fy (u,, p,) < F(i1),

n—00 1—r00

de donde, se sigue que (11,7, &, B) es solucién de (3.5). Se denota al 6ptimo (i1, W, &, B) por
(11,7, tx,ﬁ).
Ahora, para verificar la convergencia fuerte se emplea la diferencia de la ecuacion varia-
cional (3.19b) en y, = (uy,wy) y ¥ := (@, @), donde uy = u,, p, y se sigue que,
oy —9,%) + / hy(Dity = w;) = P(&)hy (Dt — @)] (D — ) dx

/ hy(Ewy) — Q(B)h, (Ew)| E@dx + /Q(u,7 —i)pdx =0, paratodo¥ € Y.

Tomando ¥ = y, — ¥, (¢, ¢) = (du,0n) donde d, := u, — i y by := wy — W, sumando y

restando los términos:

[ Py (Da-a) y [ Q) (Ew),
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se obtiene
llvy =1 + | Pay) [y (Duty = ) = o (Dit = @)] (D3, — b, dx
+/QQ(‘517) [hy (Ewy) — hy(E®)] (Eéw)dx+/0(u,7 — )% dx,
=~ [ [P(ay) = P@®)] Iy (Dit — @)(D5, — 8,) dx

- /Q [Q(By) — Q(B)] 1y (E®) (Edy) dx,

por la monotonia de h-(.) se sigue que

wllyy = 7l < IP(ay) = P(@) ]| 1=(y 1y (D — @) [l | Dy — G |I2
+11Q(By) — Q(B) Il () 1y (E@) |12 [ Eduo |2,

considerando que ||y||3 = ||u||%{1(0) + |]Ew||§{1(0) se llega a la siguiente estimacion

#llyy = 715 < (IP(y) = P(&)]] sy 117 (DT = @) || 2
+1Q(By) — QUB) = 1y (E@) |12 llyy — Flv-

Dado que |h(.)| < 1, se verifica que
19y~ 9l < €1 (IP(y) ~ P@ iy + 1QB) ~ QBliv@) . 2D

y se concluye que u, — ii y w, — @, a partir deax, — & y B, — B cuando 1 — oo.

3.5.1. Sistema de optimalidad

En esta seccién, se busca caracterizar el sistema de optimalidad del problema 5-regularizado
(3.19) usando el método del Lagrangiano. Esto es posible gracias al resultado de existencia
de la ecuacion linealizada. El Lagrangiano asociado al problema regularizado (3.19) se defi-

ne como:

Ly(u,w,a,B,p1,p2) = Fy(u) + p(u, pr)ma) + 1w, p2)m o)
+ [ P@hy(Du—w)(Dp: = pa) + | QB (Ew)Ep: + [ (u=flp.

Tomando la derivada con respecto a la variable de estado (u, w) en la direccion (dy, dw), se
obtiene la condicién necesaria de optimalidad

V(u,w)ﬁﬂ(”r w, a, B, p1,p2)[(0u, 6w)] = VuFy(u)du + P‘(Plffsu)Hl(Q) + u(p2, 5W)]H1(Q)
+ /Q P()I, (Du — ) (D8, — 6,)(Dpy — pa)

+ | QU (Ew)EsuEp2+ [ piou =0, (3:22)
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que se conoce como ecuacién adjunta. Por otro lado, tomando la derivada parcial con res-
pecto a la variable de control (&, 8) en la direccién (d,,dp) se obtiene:

V(“/ﬁ)ﬁv(u, w,n, ,3, pl,pz)[((Sa,(S,;)] = V,XPW(u)(Sa + V,;Fﬂ(u)(sﬁ—&—
| P @y (Du =) (Dps = pa)ds + [ Q' (B (Ew)EpaEdy =0,

que se conoce como ecuacién del gradiente.

OBSERVACION. Como resultado inmediato se obtiene la caracterizaciéon del gradiente del
funcional de costo reducido:

VF(a,B) = VaF (it p) + VgF (g p) + /Q min(0, 5 P(«))P' (a) dx
+ [ min(0,7 Q(B)Q(B)dx + [ P'(a)hy(Du — w)(Dps — p2) d
+ /Q Q' (B)hy(Ew)Eppdx. (3.23)

Este resultado desempefia un rol importante en el disefio de algoritmos de optimizacién

para determinar de forma eficiente la solucién numérica del problema (3.19).

3.6. Tratamiento numérico

La solucién numeérica del problema de optimizacién de pardmetros se puede abordar
desde dos puntos de vista, el primero consiste en utilizar un método de Newton para re-
solver el sistema de optimalidad, y el segundo, usar un algoritmo iterativo para la solucién
del problema de optimizacién, con la caracterizacién del gradiente del funcional de costo
reducido. En este trabajo nos enfocaremos en los algoritmos iterativos para la resolucion
de problemas de optimizacién binivel no lineal, especificamente el método quasi-Newton
BEGS.

Si V.F), es localmente Lipschitz continua, el algoritmo BFGS esta bien definido y genera
una sucesion {(ax, Bx) }ren que converge a un punto estacionario (&, ). Esto gracias a que,
la Lipschitz continuidad local implica la continuidad uniforme en los conjunto de nivel. Para
probar que el gradiente del funcional de costo reducido es localmente Lipschitz continuo se
emplean estimaciones de la variable de estado y del estado adjunto que se muestran en los
siguientes resultados.

LEMA 3.7.Si f € L¥(Q) y u,p € CY(Q), para algin p € (0,1) entonces para (a*, p*) €
RN*M arbitrario pero fijo, y (a, B), (&, B) € Vs((a*, B*)) se verifica:

i)H”HHl(Q) <Ky,
ii)|[plly < K,
iii)||p = plly < Ka(a*, B*)[I(a, B) — (&, B) [l gens-

58



DEMOSTRACION 3.7. Se notard u := u,,g como la solucién de la ecuacién de estado (3.19b)
correspondiente a («,B) y p := pa,p como la solucién de la ecuacién adjunta (3.22) corres-
pondiente a (a, ). Empezaremos con las estimacién de |[u|| 1), a continuacién se pre-
senta la estimacion de ||p||y y finalizaremos con la estimacién de ||p — p||y, donde Y =
HY(Q) x HY(Q).

Para estimar ||u|| ;1 (o) se usa la ecuacién de estado, es decir,
2y, %) + [ P@),(Du—w)(Dp - g)dx+ [ QB (Ew)Egdx

+ [(w=fgdx=o,

dondeY = (¢, ¢). Tomando ¥ = (u, w), se obtiene que

pll + [ P@)iy(Du = w)(Du—w)dx+ [ Q(B)h,(Ew)(Ew) dx

+/Qu2dx:/0fudx,V‘P:(¢,q))€Y,

gracias a la monotonia de h.,(-) y ya que P(«) y Q(pB) son positivas, se sigue que

ullyly < 1oy el iz
< A f ez llyllys

1
H”HH](O) < llylly < ﬁHfHLZ(Q) =Cy,

para la tltima desigualdad se consider6 que ||y|3 = ||u|\%{1(0) + Hwﬂﬁ{l(ﬂ). Ahora, para la

estimacion del estado adjunto se usa un proceso similar, considerando la ecuacién adjunta
(3.22), es decir,

VuF(u)¢ + p(pr, ¢)mq) + #(p2, @)mio) + /Q P(a)h: (Du — w)(D¢ — ¢)(Dp1 — p2)

+ | QB (Ew)EgEp: + | pio=0,¥¥ = (4,¢) € Y.

tomando ¥ = (¢, ¢) = (p1, p2), se sigue que

Pl + [ P(@)i, (Du—w)(Dpi = p2) (Dps = p2)

+ /QQ(ﬁ)h%(Ew)EPzEpz + /Q pi=— /Q(u — fo)p1-
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Gracias a la positividad de I, (+) y ya que P(«) y Q(pB) son positivas, se sigue que

HlIpl% < 1l = foll a1l 2,
< (o + 1 foll 2oy ) 17l

1
Pl < 5 (ollizoy + 1l = K.

Finalmente, para hallar la estimacion de ||p — p||y, se usa exactamente el proceso anterior

considerando la diferencia de la ecuacion adjunta para p y p,

(VuF(u) — VuF(ﬁ)) ¢+ u(p1 — PP ) + 1p2 — P2, @)m )
+ [ (P(@)l}(Du = w)(Dpy = p2) — P()H; (Dt = @)(Dps = p2) (Doy = ¢)

+ [ (QUBIH,(Ew)Epz — QB (E®)EP2) Ep+ [ (p1— pr)g =0, ¥¥ = (9,9) € ¥

Sumando y restando los términos

| P (D1 — @) (Dp1 — p2), [ P@)I,(Dit = @)(Dpr — p2),

[ QB (EdEp:, [ QU (E)Eps
y tomando ¥ = (¢, p) = (p1 — p1, p2 — p2), se obtiene
ullp = pI + [ @)W, (D1 — @) [D(pr = 1) — (p2 = p2)] (D1 = 1) — (p2 = P2))
+/ pr—p1) +/Q ), (E)E(p2 — p2) E(p2 — P2) = /(u—u p1—p1)
—/Q{[p(a)—p(&)]h;(m—w)(ppl—p2)+p(,x) [, (Du — w) — W, (Dft — )]
(Op1— po) b1 = 1) = (92— ) [ { (@18 1 (Ew) ~ i () Epe
- (Q(B) ~ Q) (E) Epa [ ECpz — ),

gracias a la positividad de I, (-) se verifica que,
ulp =2l < llu—allz)llpr — prllizio) + {HP(‘X) — P(&)|| (0 115, (Dt — @) (Dp1 — p2) l12(0)
+ [[P(@) ||y | (1, (Du — w) — bl (Dit — ) (Dpy — Pz)IILZ(Q)}
+ ID(p1 — p1) — (P2 — P2) | 12) + {”Q(ﬁHL""(Q)H[h{y(Ew) — ho (E®)]Epa|l 12y

+11Q(B) = Q(B)ll =y 11 (ED) Ep2l 2y } IE(p2 = p2)l12(0)
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Se deben estimar
| (W, (Du — w) — b (Dit — ) )(Dp1 — p2)llnz y ||[1,(Ew) — hi (E@)|Epa|ly2,

para lo cual se requiere regularidad extra tanto del estado como del estado adjunto. A partir
de la hipétesis f € L®(Q) y u, g € C(Q), para algiin p € (0,1), se obtiene

Iyep = Yapllwr < Cll(w, B) = (@& B)lrnem, (3.24)

paratodo (a, B) € V(a*, %), y para algunr > 2. Este resultado de regularidad para sistemas
de segundo orden elipticos semilineales puede ser probada bajo ciertos supuestos sobre el
dominio (ver [25, Teorema 1, Rem. 14]).

En el caso del estado adjunto, bajo la misma hipétesis y usando el resultado para sistemas
elipticos lineales [42], se verifica para cualquier s > 2 que

[[Papllws < C. (3.25)
Observe que,

I(, (Du — w) — b, (Dt — ) (Dp1 — p2) I
< ||l (Du — w) — K, (Dit — @)||r | Dp1 = pal|Ls

donde 1/p +1/q = 1/2. Ya que h’ (-) es Lipschitz continuo de LF(Q)) a LF(Q) (cf. [34]), y
por los resultados (3.24) y (3.25) conr = p,s = q = 2p/(p — 2) respectivamente se obtiene
que

|| (h,(Du — w) — he (Dt — @) (Dp1 — p2) 2
< My ([D(u = 22) = (w = @) |[rxwr) [ pllwrs,
< My Milly = 9llwirl[pllwes,
< Ma||(w, B) — (& B) -

Siguiendo un esquema similar, se obtiene

I, (Ew) — h2, (ED)|Ep2|l12(0) < |15, (Ew) — 1 (ED)]|1r | Ep2 |1,
< Ky[|[E(w —@)|[e || pllwra,
< KiKy[ly = 9l
< Kall(&, B) — (&, B)lgson.
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Asi, usando (3.21) y |hz (+)| < 1 se verifica que

ullp = plly < Cull(w, B) = (& B)llrvem + | P(a) = P(&) [ ()
+ 1P (@) = () Mz (2, B) = (&, B) |+
QB =y Kall (2, B) = (&, B) [ rst + 1Q(B) = Q) ()

Por otro lado, P,Q son continuamente diferenciables en RN v RM, respectivamente, de
donde se sigue que P,Q son localmente Lipschitz continuas. Esto se emplea para acotar
[P(e) ||l L=() ¥ IIP' (&) || L (c2), como se muestra a continuacién

[P(a) |y = [IP(a) = P(a®) + P(a”) || 2(r),
< |1P(a) = P(a®) [[1(q) + 1P(a") [[1(0)
< Li(a®)[la — ™ [[gy + M3(a”),
< Ly(a®)d + Ms(a™),

ya que («, B) € Vs(a*, B*). Ademds se supone que P, Q tienen derivada Lipschitz continua
local, de donde

IP" (@)l 1=(ca) = 1P (&) — P'(a") + P'(a") || L)
<P (&) = P'(a") I () + 1P (") I ()
< Ly(a®) [l — a™||gy + My (a®),
< Lp(a®)d + My(a®).

Asi se obtiene,

ullp = plly < Cull(a, B) — (&, B)llgrsmt + Lalla — &[gn
+ (La(a")8 + Ms(a")) Mal|(a, B) = (&, B) [ g
+(La(B")0 + Ms(a")) Kol (2, B) — (&, B) st + Ls(B*)IB — Bllwu,
lp = Plly < Ks(a", B*) (2, B) — (& B) | mo.

que corresponde al resultado deseado.

En el siguiente resultado, se prueba para 7 fijo la Lipschitz continuidad local en el caso
del modelo TGV. Se emplea la definicién 2.1 de Lipschitz continuidad que se introdujo en el
capitulo anterior.

TEOREMA 3.8. Si f € L*®(Q) y u,p € C'*(Q), para algtin p € (0,1) entonces V F, es local-

mente Lipschitz continua.

DEMOSTRACION 3.8. Sea (a*, ) € RN*M arbitrario pero fijo,(a, B), (&, B) € Vs((a*,B*)). Se
debe hallar una constante L(a*, p*) > 0 tal que,

A

IVF(a,p) = VF (& B)|l < L(a*, B*)[I(, B) — (&, P)]-
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Se consideran u := ua,g, 1 := ty 5,p := p(a, ) y p := p(&,B), donde u,p denota la solucién
de (3.19b) asociada con («,B) y p el estado adjunto solucién de (3.22) para u,g. Se tiene
entonces que

V50,8 = V7,8, B < 21(0,6) ~ (B + | | min(0,P(a)) P (w)-
/mm(O nP(&))P

0 +] [ minoneEnQe - [ minoyeE)o @)

[ P/(w)hy(Du—w)(Dpy = p2) = [ P& (Dit ) (Dps — pa)

H/ Q'(B)h, (Ew) Epz—/ Q' ()l (ED)Eps|.

En el caso del segundo término de ||V F (a, B) — V.F, (&, B)|| se suma y resta el término

/Q min(0, 7P(&)) P’ («).

Ya que min es una funcién Lipschitz continua con constante uno, se sigue que

| [ min(0,n P@))P'(2) — [ min(0,y P(3))P'(a)
< [[min(0, 7 P(a)) ~ min(0, 1 P(@)) |20y 1P (@) | 2y
+ 1 min(0,7 P(@)) 12 1P (@) ~ P'(8) |2,
< 1 1P(@) = P@) |2y 1P (@) 2y + (IP(@) ~ P(a) | 2
1P () La(a) la — g,

< Ly(a®) [l — &flgy (L2(a™)d + Ma(a”)) + (Ls(a*)d + My (a%)) La (") f|a — &[ry,
< M(a®) [ — &gy

Usando el mismo proceso para el caso del término asociado a Q, se obtiene

| min(0,7Q(B)Q' () ~ | min(0,1QBNQ (B < N(B")IIB — Bl

Ahora, para los dos tltimos términos de |VF(«,B) — VF(&,B)||, sumando y restando el
término

/Q P'(&)h, (D — ®)(Dpy — p2)
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se sigue que,

| [ P'(@hy(Du—w)(Dpy = p2) = [ P'(@)0ty(Dit = @)(Dps — o)

< [ 1P () (1 (Du = w)(Dpy = p2) =y (Dt = @) (Dpr = p2)) |

+ [ 11 (P'(@) = P'(&)) y(Dit = @) (Dps = po) |

b

Empecemos acotando el término mds simple, (b)

b < ||P'(a) = P'(&)|1(q) 1y (Dt = @) [[12| D1 — pallizs
< La(a®)[la = &[[gw [Dp1 = p2llvz,
< La(a®)[Ja — &[[gw [[plly = Ca(a”) & — &l

En el caso del término (a), se suma y resta el término
P'(a)hy (Dt = @)(Dp1 = p2)
para obtener,

a < ||P"(@)||r= () {7y (Du — w) — by (Dt — @) [[g2[| Dp1 = pally>
+ ||y (Dt = @) |2 Dp1 — p2 — (Dp1 = p2)ll=},

< (Lo(a)6 + My(a®)) {1y (Du — w) — ho (Dt — @) [[ 2]l plly + lp — BlIv },
< (La(a*)d + Ma(a)) {La||D(u — ) — (w — @) [z + lp = Pllv },

< (La(a)d + Ma(a®)) (Lally = 9lly + llp — Pliv),

< Co(a®)[|(a, &) — (B, B) llrvsm,

por tanto, se sigue que
I [ P'(e)hy(Du—w)(Dpy = p2) = [ P&, (Dit = 2) (Dps — )|
< Ci(a)lla — &fl gy + Co(a) || (#, &) = (B, B)lls-
Usando un proceso similar, se obtiene que
I [ QB (Ew)Ep: — [ Q' (B (ED)Epa]| < 1Q'(B) — Q' (B) sl (Ew)Epalyz
+1Q (Bl Iy (Ew) — by (E) [[u2 ]| Ep2lluz + | Ep2 — Epalluz Iy (ED)|x2,

< La(B)1B = Bll + (La(B*)6 + Ms(B")) || (2, &) — (B, B)lwvena + [lp = Pllv,
< Ma(B*) (e, &) — (B, B) | sat.
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Finalmente,

IVFy (@, B) = VFy (@ B)| < 28I, B) — (& P)lwsvsot + M(a™)l|a = &l + N(B) |8 — Pl
+Cr(a”) [l — &flgy + Co(a) || (2, &) — (B, B) [ rrem
+Ma(B) | (&) — (B, B) [l rvsn,

< L@, B (@ B) — (& B)llry+u

que corresponde al resultado.

3.7. Implementacién numérica

En esta seccion se abordara la implementacion numérica del problema de optimizacién
de parametros, para lo cual empezaremos por presentar de forma resumida el trabajo desa-
rrollado hasta este punto. A continuacion se presentan los esquemas de discretizaciéon de
las ecuaciones de estado, adjunta y del gradiente para finalizar, se discuten los resultados
y conclusiones obtenidos en los experimentos numéricos, a partir de la implementacién de
los algoritmos propuestos para resolver el problema de optimizacién del pardmetro con de-
pendencia espacial presente en el modelo de variacion total generalizada para el filtrado de

ruido.

Gracias a los resultados expuestos en la seccién 3.5 se puede abordar el problema de op-
timizacion binivel (3.3) como un problema de optimizacién sin restricciones de desigualdad
usando la regularizacién de Moreau-Yosida, el mismo que estd determinado por:

. 1 ) 1 .
min | Fteg) + 5| min(@,1P(@) [ + 5, | min@yQ(B) [y, 3260

(a,/g) 6]RN+M

sujeto a

P ’ 1
Uyp € arg min Ergy = TGV,,CZ,',;W(“) +5lu ~ fl2a) (3.26b)
ueBV(Q)
donde
r Ly 2 2
(tag) = 211fo = Py + £l + 11,

2,71 .
TGV ()= min | P(a)|Du—wl+ [ Q(B)|Ewl,

K 2 2
+ 5 (1l ) + 0l ey ) -
Para la solucién numérica de este problema de optimizacién se propone usar el método
quasi-Newton BFGS, esto gracias a la caracterizacion que se encontré del gradiente del fun-

cional de costo reducido (3.23). El esquema del método de BFGS requiere resolver en cada
iteracién la ecuacién de estado y la ecuacion adjunta hasta que se verifique el criterio de
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parada, por lo cual empezaremos por presentar los algoritmos empleados para resolver es-
tas ecuaciones. La ecuacion de estado corresponde a la condicién de optimalidad de primer
orden del problema de optimizacion para el filtrado de ruido (3.26b), determinada por

Ercy = a(y,¥) + [ Pa)hy(Du—w)(Dgp — g)dx+ [ Q(B)h, (Ew)Egadx

+/Q(uff)<pdx =0, paratodo ¥ = (¢, ¢) €Y,

donde y = (ww) € Y = HY(O) x HO(Q) y alu,y) = p ([l ) + [0l ) - Para
encontrar su solucién numérica se resolverd el problema de optimizaciéon empleando el mé-
todo de Newton Semi-Smooth y para reducir el niimero de variables del sistema se considera
un proceso de reduccién que se explicard méas adelante.

Sean g, r variables auxiliares, se define el operador H como

u(u, )y + (P(a)g, Do) + [, (u — f) dx

B 9~ Iy (D~ w)
H(u,q,w,r) = ,
w(w, @) q) — (P(a)g, @) + (Q(B)r, Eg)
r —hy(Ew)

asi la ecuacion de estado serd H(u,q,w,r) = 0. El esquema del método de Newton Semi-
Smooth para resolver esta ecuaciéon no lineal Newton diferenciable es

H'(u,q,w,7)(8u,éq,6w,6r) = —H(u,q,w,r), (3.27)
donde (éu, ég, dw, ér) corresponde a la direccién en la cual se deriva el operador H,

u(ow, @)y + Jo oug dx + (P(x)dq, D¢) 12y
—hi(Du — w)Déu + 6q + h,(Du — w)dw
—(P(x)dq, @) + u(0w, @)1 () + (Q(B)or, Eg)
—hi, (Ew)Edw + or

H'(u,q,w,7)(8u,dq,6w,r) =

con h,(+) la derivada de la regularizacién de Huber | - |, definida por:

wl, = Flol il <
T >

1

r)//
. 1
[w| — 5 sifw[> 2,

y su derivada es:

se considera esta regularizacion por ser la més natural para el proceso de reduccién de varia-
bles. Ademas, //,(-) es la derivada de Newton de i (-). La matriz H' debera ser modificada

con una proyeccion para garantizar que la matriz H'(u, g, w, r) sea definida positiva. Como
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se muestra en el trabajo [7] la proyeccién consiste en reemplazar

q

PO max(1 Jgl)

A continuacion, se define la Newton diferenciabilidad, pues la presencia de la funcién méx(1, -)
proveniente de la regularizacién, hace que no se pueda aplicar el método de Newton cldsico.

3.7.1. Método de Newton Semi-Smooth

Para resolver el problema de filtrado de ruido usando el modelo de variacién total gene-
ralizada TGV, se propone emplear el método de Newton Semi-Smooth, esto por la presencia

del término no diferenciable max(1, -).

DEFINICION 3.1. (Newton-diferenciabilidad) Sean D un subconjunto abierto de un espacio de
Banach u y F: D — Z un funcional. F es Newton diferenciable en el subconjunto abierto
V C Dsiexiste G: V — L(U, Z), una derivada generalizada tal, que:

lim —— || E(u + 1) — E(u) — G(u+ )k, =0,
e Tl
paratodou € V.

EjEmMPLO 1. Considere la funcién valor absoluto f:

E:R — R
u — |ul.

La funcién f es no diferenciable en 0. Sin embargo, mediante el uso de la derivada generali-

1, siu<0;
g(ﬂ)z{

zada
-1, siu>0.
para el caso u = 0 se obtiene:
e sih>0:|lu+h|—|ul—|hl|=0,
esih<O:|lu+h|—|ul+|h||=|—-u—h—u+hl =0.

Asi,

1
lim —|E(u+h) —E(u) —g(u+h)h| =0
h—0 |h|
y f es Newton diferenciable.

TEOREMA 3.9. (Iteracién de Newton) Sea il una solucién de E(u) = 0, con F Newton diferen-
ciable en una vecindad abierta de V de u. Si

IG() Ml ezu < C,
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para alguna constante C > 0 y para todo u € V, entonces la iteracion Newton

_ -1
U1 = —G(uk) E(le)
converge super]inea]mente au siempre que H ug — ﬁH u sea suficientemente pequeﬁo.

PROPOSICION 3.10. La funcién max(1,-): R" — R" es Newton diferenciable en R", con
derivada generalizada:
Gmax: R" — R"

1, (u)l- > 1,
0, (Ll),‘ S 1.

(Gmax(u));i = {

Retomando el esquema de Newton Semi-Smooth (3.27) presentaremos a continuaciéon
el proceso de eliminaciéon de variables. En primer lugar, se igualan la segunda y tercera

componente de (3.27), de donde se obtienen las siguientes ecuaciones:

H,§Déu — yDéu + max(1, y|Du — w|)dq + H,gow + yéw
= — (max(1,y|Du — w|)q — y(Du — w))
He,?Eéw — yEdw + méx (1, y|Ew|)ér = — (max (1, y|Ew|)r — y(Ew)),

donde
Du —w Ew

Hry — GméX<Du - ZU)')/W y He«)/ — GméX(Ew>7m,

despejando dq y dr obtenemos:

69 = —Imax(méx(1, y|Du — w|)q — y(Du — w) + H,§Déu — yDéu + H,§éw + yéw)
6r = —lemax ( max(1, y|Ew|)r — v(Ew) + He,PEéw — yEéw).

donde Insx = diag(1l/ méx(1,y|Du —w|)) y lemax = diag(1/ méx(1,y|Ew|)). Como si-
guiente paso, reemplazamos dq y 0r para obtener el sistema reducido

H'(u,q,w,r)(6u,éw) = —H(u,q,w,r).

Para la implementacién numeérica se empled esquemas de discretizacion con diferencias fini-
tas, ampliamente utilizado en el procesamiento matemético de imdgenes debido a la estruc-
tura de la imagen digital. Se consideran () = (0,1) x (0,1) el dominio de las imédgenes en
escala de grises, n x n la dimension de las mismas, h = 1/(n + 1) el paso de discretizacion
de la malla, G matriz de discretizacién del gradiente, A la matriz de discretizacion del la-
placiano, & la matriz de discretizacion del laplaciano vectorial, ﬂ;} matriz de discretizacion
de la divergencia, [E la discretizacién del tensor simetrizado y Div matriz de discretizacion
de la divergencia vectorial. El algoritmo para resolver la ecuacién de estado para « y B fijos
se presenta a continuacion:
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Algorithm 4 Newton Semi-Smooth—ecuaciéon de estado

1:
2:
3:
4:

Dados f,a, B, 1,y

Evaluar P(a), Q(B)

Inicializar k = 0, ug, qo, wo, 7o

Repetir H'(u,q,w,r)(Au, Aw) = —H(u,q,w,r), con

o —uAu+ pu+ (u— f) — ydivP(a) [;max (Gu — w)
H 7 a 7 -
(1t s i i) —yxw + uw — yP(a) [;nax (Gu — w) — yDiv Q(B) Iemax Ew

H (uy, qi, wi, 1¢) =

—puA + (pu +1)I — G'P(a) Inax(H,4G — 7G) —G'P(a) Imax(—H§ + 1)
P(@) bnsx(Hy G — 7€) ~p B 4+ P(&) o (~ Hy
+')/I) — Div Q(,B)Ieméx(Hevff - ’ﬂE)

Actualizar

Aq = —Imax (méx (1, v|Gu — w|)g — v(Gu — w) + H,§GAu — yGAu + HogAw + yAw)
Ar = —lemax ( max(1, y|[Ew|)r — v(Ew) 4+ He,PEAw — yYEAw).

(Ui 1, Qs 1, Wies 1, Thy1) = (U, Gr, Wi, 1x) + (Bu, Ag, Aw, Ar)

k=k+1
Hasta verificar criterio de parada || (ux1, Gr+1, Wkr1, Tks1) — (Ui, Gr, Wi, 1) || < tol
Retornar (uy, wy)

La ecuacién adjunta (3.22), corresponde a una ecuacion lineal respecto a la variable p =

(p1,p2) € Y, y esta determinada como se presenta a continuacion:

u(p1, ) (a) + (P(a)h,(Du —w)(Dpy — p2), DP) + (p1,¢) = —(u — fo, §),
#(p2, @i () — (P(w)s, @) + (Q(B), (Ew)Epa, E@) =0,

donde f, es la imagen original o una aproximacién de la misma y 4/, (-) determinado por

D¢ (Du,D¢p) Du
Dul ~ JaP A%,

(1 - 36(Dw)) (15t — i) 57,

h.(Du)D¢ =

+7°6(Du) Pz

yD¢ I

En este caso no se utilizan variables auxiliares a diferencia del proceso que se realiz6 para

el caso del modelo TV, ya que el tamafio del sistema que se debe resolver usando variables

auxiliares es de 912 x 9n? y sin usarla es de, 5n% x 5n2. Usando esquemas de discretizacién
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en diferencias finitas se obtiene el siguiente algoritmo para determinar el estado adjunto

p = (p1,p2), para a y B fijos

Algorithm 5 Ecuacion adjunta

1: DadOS f(), u/ w/ 0‘/ ﬁ/ l’l/ ,)/
2: Bvaluar P(a), Q(B)
3: Resolver

( —pA + (p+1)I — divP(a)h) (Gu — w)G divP(a)h}, (Gu — w) )
)

—P()i, (Gu — w)G — WA 4 I+ P(a)l, (Gu — w) — DidQ(B)H, (Ew)E

BEED

4: Retornar p = (p1,p2)

Gracias a la caracterizacion del gradiente del funcional de costo reducido obtenida en
(3.23), es decir,

VF (@) = VaF(typ) + VpF(ityp) + /Q min(0, 7 P(a))P'(a) dx
+ [ min(0,7 Q(B)Q'(B)dx + [ P'(w)hy(Du—w)(Dpr — p2) dx
+ [ QB (Ew)Ep dx

se propone utilizar el método BFGS para resolver el problema de optimizacién de para-
metros con dependencia espacial. Las integrales dobles se aproximaron usando la regla de

punto medio (RPM) determinada por:

b d
//f(x,y)dydwaPM(f,h)
donde,

RPM(f,h) = fhz{f (a,¢)+ f(bc)+ f(a,d) + f(b,d)+

n—2

ZZf(x,-,c)—i—ZZf x;,d) +2 Zf a,yi)+
i=1 i=1
n—-2n-2
ZZf(b vi) +4 . Z;f Xi, i) }
i=1 j=
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Asf se obtiene la aproximacion del gradiente,

VFy(a, B) = 2&(a+ B) + RPM(min(0, 7 P(a))P'(«))
+ RPM(min(0,17 Q(B))Q'(B)) + RPM(P' () (Gu — w)(Gp1 — p2))
+ RPM(Q'(B)hy(Ew)Ep2),

donde P'(-) y Q'(+) corresponden a la derivada de P y Q respectivamente. En 6, se presenta
el algoritmo que nos permitird determinar los pardmetros « y f 6ptimos. Siguiendo las ideas
presentadas en el trabajo [14] se eligi6é como criterio de parada

H (lxk+1/ :BkJrl) - (“k/ ﬁk) H]RN+M
| k41, Brs1) || Ryem

< tol

y se fijo la tolerancia como tol = 107°.

Algorithm 6 BFGS optimizacién de parametros

: Dados f, fo, 1,7, 4,8
: Inicializar k = 0, By, a, Bo

1
2
3: Repetir
& Caleular P(ay), Q(B), P'(w) y Q' ()
5: Resolver la ecuacién de estado usando el algoritmo 4, (uy, wy)
6: Resolver la ecuacion adjunta usando el algoritmo 5, px = (p}, p?)
7: Calcular VF, (ax, Br),
8 sk = (aks1, Brt1) — (ak, Br),
9 zx = VFy(ars1, Bri1) — VFy(ak, Br)
10: If s{zk > (Othen
(s« — Bezi)si +se(sk — Bkze)" (s — Bizi) "z 1

Bxi1 = By + — SkSj -
T T k
Sk Zk (Sk Zk)2

11: Calcular la direccién de descenso como
12 dy = —Be 1 VFy (ar, Br)

13: else

14: Calcular la direccién de descenso como
15: di = —BkVJ-'q (“kz ,Bk)

16: End

17: Determinar el paso de descenso A usando una de btisqueda lineal
18: Actualizar

19: (axr1, Prr1) = (ak, i) + Ady

200 k=k+1

21: Hasta verificar criterio de parada.

22: Retornar (ay, By)
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3.7.2. Filtrado de ruido de seiiales
Comparacién modelo TV y TGV

Sabemos que la regularizacién de variacion total (TV) [39] preserva los bordes y se com-
porta muy bien si la imagen a ser reconstruida vista es constante a trozos. Sin embargo, si
se consideran funciones lineales a trozos se produce un efecto de escalonamiento [38]. Una
posibilidad para contrarrestar tales efectos es introducir derivadas de orden superior en la
regularizacion. Asi, la regularizacion de variacion total generalizada (TGV) fue introducida co-
mo una variante de orden superior de la regularizacion de variacién total en el procesamien-
to digital de imdgenes. Para evidenciar este efecto a continuacién se presenta el problema
de filtrado de ruido de senales, es decir, el problema en una dimensién, considerando los
modelos TV y TGV.

En este experimento se considera una funcién lineal y constante a trozos con discon-
tinuidades, con el fin de mostrar los efectos de los modelos TV y TGV para el filtrado de
ruido.

Se define f, como la sefial original sin ruido, como sigue

0 0<x<1/4
fm 14+2(x—1/4) 1/4<x<2/4
0~ 2 2/4< x<3/4

2—4(x—3/4) 3/4<x<1.

Para generar la sefial con ruido se suma a la funcién f,: [0,1] — R una variable aleatoria
con distribucion Gaussiana de media 0 y desviacién estdndar 0.1, a la que llamaremos f.
Nuestro objetivo es filtrar el ruido y mantener las principales caracteristicas de la funcién
original f,, para lo cual, se prueban distintos valores de los pardmetros de regularizacién
(«, B), esto para mostrar la importancia del problema de optimizacién de parametros.

2 - .
2 [ .
151 115} .
1) 11 |
05/ 1051 )
O [ .
0 - .
| | | | | | | | | | | |
0 02 04 06 08 1 0 02 04 06 08 1

Figura 3.1. A la izquierda, la funcién original f, y a la derecha la funcién con ruido f.
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Para comparar los resultados obtenidos, con diferentes valores de pardmetros de los
regularizacion escalar, se calcula la relacién sefial ruido SNR (Signal to noise ratio), que
es una medida usada en ciencia e ingenieria para medir el nivel de una sefial deseada con el
nivel de ruido.Los pardmetros empleados para este experimento fueron: niimero de puntos
de la malla n = 100, tamafio de la malla h = 1/(n + 1), regularizacién de Huber v = 1¢3,
peso del término eliptico = 1e — 9.

En la Tabla 3.1 se muestran los resultados obtenidos variando el valor del pardmetro de
regularizacion, ademads se presentan el ntiimero de iteraciones y el valor de SNR. En el caso
del modelo de variacién total TV el mejor resultado se obtuvo con & = 490, mientras que
en el caso del modelo de variacién total generalizada TGV es mucho mds dificil hallar el
valor de los pardmetros a, B por lo cual se emplea la heuristica propuesta en [14], el mejor
resultado se obtuvo con el pardmetro («, f) = (0.13, 0.3).

Modelo TV Modelo TGV
. Paré Paré .
Pardmetro a I'\Iume.ro de SNR arametro aramitro l.\Iume‘ro de SNR
iteraciones a/n B/n iteraciones
10 25 9.4035 0.3 1615 31.9961
300 9 30.2541 0.05 14 29.1265
400 9 30.4900 0.1 0.3 13 34.4104
480 9 30.5280 0.12 15 35.3119
490 9 30.5282 0.13 15 35.4592
495 9 30.5280 0.31 14 34.3812
500 9 30.5277 0.1 0.1 29 33.2615
1000 12 30.2490 0.25 15 34.3812

Tabla 3.1. Resultados obtenidos con distintos valores del pardmetro de regularizacién.

A continuacion, se presentan en la Figura 3.2 en color rojo las mejores soluciones usando
los modelos de variacion total y de variacién total generalizada y en color azul la funcién

original.

Figura 3.2. A la izquierda, la solucién del modelo TV con a« = 490 y a la derecha la solucién del
modelo TGV con (a, ) = (0.13,0.3).
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Como se esperaba la regularizacién de variacion total produce un efecto de escalera en
los intervalos donde la funcién es lineal, mientras que en los intervalos donde la funcién es
constante se acerca mucho a la sefial original y por ultimo hay que destacar que preserva
los saltos. Por otro lado, la regularizaciéon de variacion total generalizada se acerca mucho
en los intervalos donde la funcién es lineal, mientras que en los intervalos donde la funcién
es constante no se aproxima a la sefal original y preserva los saltos. En el contexto de las
imagenes, los saltos representan el cambio en la intensidad o color por presencia de bordes
y los intervalos donde la sefal es lineal representa el cambio de tono de un mismo color. Asf,
el modelo que se emplee dependera de la caracteristicas de la funcién a ser reconstruida y
de los detalles que se quieran preservar.

Optimizacion de pardmetros en una dimensién

A continuacion, utilizamos al algoritmo de optimizacién de pardmetros propuesto, para
determinar el peso 6ptimo en el modelo de filtrado de ruido de sefiales usando el modelo
TGV. El objetivo de resolver el problema en una dimension es superar los inconvenientes
que se presenten en la implementacién numérica y entender la naturaleza del problema.

Empecemos por realizar la siguiente observacion

En el trabajo [14] se menciona la necesidad de usar estrategias de warm initialisation para
garantizar la convergencia del algoritmo. Asi, la resolucién de los experimentos se realiza
considerando un esquema de arranque en caliente, el cual consiste en usar la solucién obte-
nida empleando el modelo TV como condicién inicial para resolver el modelo TGV. Es decir,
tomaremos la mejor solucién obtenida usando el modelo variacién total para inicializar los

algoritmos del modelo de variacion total generalizada TGV.

Se fijan los pardmetros presentes en el problema binivel como: { = le — 8 pardmetro
de Tikhonov, = 1le4 pardmetro de regularizacion de Moreau-Yosida y la tolerancia tol =
le — 8. Considerando la idea del arranque en caliente, se emplea (1/ary,2/(aryn)) como
punto inicial, esto pues en el Gltimo experimento se determiné que aty = 490 era el mejor
valor del pardmetro en el caso del modelo TV. En la Tabla 3.2 se muestran los resultados
obtenidos, ademads se presentan el nimero de iteraciones, el valor del funcional objetivo y el
valor de las medidas de comparacién SNR y PSNR.

Punto iniciazl SNR PSNR I.\Iﬁme'ro de Parametro épt;mo F. objetivo
(xg/n, Bo/n?*) iteraciones (a*/m, B* /n*)
(n/ary,2n/ary) 35.7479 34.1923 4 (0.1559, 0.4413) 1.9043e-2

Tabla 3.2. Resultados de | problema de optimizacién de parmetros en una dimensién.

Las dificultades que se presentaron en este experimento fueron determinar el punto ini-
cial, pues existen puntos que no llevan a una especie de planicie donde la funcién objetivo

no mejora su valor, para superar esto se decidi6 usar el arranque en caliente.

En la Figura 3.3 se presentan los resultados obtenidos usando el parametro 6ptimo, de-
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terminado a través del problema binivel y la solucién usando (0.13, 0.1), este pardmetro se
determiné en el experimento anterior con un proceso de inspecciéon. A simple vista no es
notoria la mejoria en la aproximacién de la funcién original por lo que se destaca el uso de

medidas como SNR y PSNR para la comparacién cuantitativa de las soluciones.

1,5}

Figura 3.3. A la izquierda, la solucién del modelo TGV usando el pardmetro («/n, B/ n2)=(0.13,0.3) y
a la derecha la solucion usando el pardmetro 6ptimo (a*/n, B*/ n2)= (0.1559,0.4413).

Usando el pardmetro (0.13, 0.1) que se determiné con un proceso de inspeccion, se obtu-
vieron los valores SNR=35.4592 y PSNR=33.9035, como observamos en la tabla 3.2, usando
el valor del pardmetro 6ptimo (a*/n, B*/n*) y comparando las medidas SNR y PSNR el
valor obtenido es mas alto por lo que es valioso el aporte del problema de optimizacién de
parametros.

3.7.3. Procesamiento de imagenes

En esta seccidn, se presentan experimentos sobre la optimizacién de pardmetros del mo-
delo de variacion total generalizada para el filtrado de ruido de imagenes. Se deben aclarar:
el origen de las imagenes con ruido no uniforme que se emplearon y las medidas que nos
permitirdn comparar las imdgenes resultantes, por lo que, a continuacién se presentan las

siguientes observaciones.

Al igual que en lo experimentos presentados para el modelo de variacién total TV, se
emplean imdgenes que presentan ruido no uniforme, estas se obtuvieron usando simulacién
de ruido, que consiste en: dada una imagen original se perturbada sumando dos variables
aleatorias con distribuciéon Gaussiana de media 0 y desviacién estdndar oy y 0, en distintas
localizaciones para obtener ruido no uniforme. Para que sea un reto mayor el filtrado de

ruido, se consideran regiones de tamafio a, y el esquema se resume en la Figura 3.4.
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a1

a2

Figura 3.4. Simulacién de ruido no uniforme.

Se utilizaron imdgenes f, con distintas caracteristicas como: brillo, bordes, contenido y
textura, lo que permitié analizar el comportamiento de los algoritmos propuestos en este
trabajo. La implementacién numérica se realizé haciendo uso del software de programa-
cién Matlab, en un equipo con procesador de Intel(R) Core(TM) i5 de 2.5 GHz con 4GB de
memoria RAM.

Experimento 1

En este experimento se mostrara la importancia de emplear parametros con dependencia
espacial en lugar de pardmetros escalares para filtrar imdgenes con ruido no uniforme. Para
lo cual se resolvi el problema de optimizacién de pardmetros escalares, es decir, P(x) =
a,Q(B) = By para el problema con dependencia espacial P(x) = a1x + apy + a3, Q(B) =
Prx + Bay + Ba.

Se considera una imagen con detalles para apreciar visualmente el efecto. La imagen
original fue perturbada sumando dos variables aleatorias con distribuciéon Gaussiana de
media 0 y desviacién estdndar o7 =0.002, 0, =0.02, en distintas localizaciones para obtener
ruido no uniforme como se observa en la Figura 3.5,

Figura 3.5. Imagen original e imagen con ruido no uniforme.

En la Tabla 3.3 se muestran los resultados obtenidos usando el modelo de variacién total
generalizada para el filtrado del ruido con parametros escalares y con dependencia espacial.
Se fija como punto inicial (o, Bo) = (1/ary,1/n % ary) en el caso escalar y en el caso es-
pacial («g, Bo) = (1/a7v(1,1,1),1/n*ary(1,1,1)), donde ary corresponde al valor 6ptimo
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del parametro del modelo TV determinado en el capitulo anterior. Como se esperaba los
resultados obtenidos considerando el parametro con dependencia espacial son mejores.

Parédmetro Pardmetro SNR  PSNR  SSIM Pardmetro 6ptimo Pardmetro 6ptimo F
P(«) Q) a*/n B*/n? objetivo
« B 0.8201 5.729e-2 3.116e-2 9.598e-4

40.3760 26.3156

0.8265 0.0510, 0.0510, 0.0510 0.0252, 0.0369, -0.007 1.091e-3
a1x +agy +az  Prx+ Py + B3 406241 26439 ( ) ( ) e

Tabla 3.3. Comparacién del parametro escalar y con dependencia espacial.

Figura 3.6. A la izquierda imagen solucién con « escalar y a la derecha la solucién considerando
dependencia espacial.
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Capitulo 4

Conclusiones

En este trabajo, se propone un enfoque de optimizacion binivel en espacios funcionales
con el objetivo de determinar los pardmetros de regularizacion con dependencia espacial
Optimos, presentes en los modelos de filtrado de ruido de imédgenes usando variacién total
TV y variacion total generalizada TGV. Se present¢ el andlisis tedrico de este problema de

optimizacién, asi como su implementacién numérica.

Las dificultades que surgen de inmediato al tratar un problema binivel no lineal en es-
pacios de dimensién infinita son la no diferenciabilidad de la restricciéon, que corresponde al
problema de filtrado de ruido, lo que hace imposible verificar condiciones de calificaciéon pa-
ra sistemas de Karush-Kuhn-Tucker (KKT). Para tratar el problema de no diferenciabilidad
empleamos una regularizacién de tipo Huber para el término no diferenciable del modelo
TV y TGV. Ademas, para analizar este problema en un espacio de Hilbert incorporamos un
término eliptico al modelo original, esto basados en trabajos previos de procesamiento de

imagenes donde se muestra la existencia y consistencia de emplear estas técnicas.

Los resultados analiticos que obtuvimos fueron la existencia de soluciones del proble-
ma de optimizacién de parametros, se demostré la Fréchet diferenciabilidad del operador
solucion, lo que permite probar la existencia de multiplicadores de Lagrange. Ademas, la
existencia del estado adjunto, que permite obtener una caracterizacion del gradiente del
funcional de costo reducido. Se evidencié que los multiplicadores asociados a las restriccio-
nes de positividad son medidas, que computacionalmente hablando son muy costosas de
implementar. Para superar esto se propusé introducir la regularizacién de Moreau-Yosida, don-
de se estableci6 el sistema de optimalidad asociado al problema regularizado y se muestr6
que las soluciones de los problemas regularizados convergen hacia la solucién del problema

original.

Los valores 6ptimos de los pardmetros con dependencia espacial tanto del modelo TV co-
mo del TGV, se calculan numéricamente usando un método cuasi-Newton, especificamente
el método BFGS, junto con los algoritmos de tipo Newton Semi-Smooth para la resolucién
del modelo de filtrado de ruido. Para comparar el rendimiento de los modelos, en términos
de calidad de imagen, se emplearon las medidas SNR, PSNR y SSIM. El algoritmo propuesto
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para la optimizacién de pardmetros puede ser empleado para determinar el peso del para-
metro en el modelo de filtrado de ruido de imagenes con ruido uniforme y no uniforme.
Este es un proceso complejo, especialmente cuando la intervencién del usuario es minima,

pues existen aplicaciones donde el usuario sefiala la ubicacién e intensidad del ruido.

A continuacién , se presentan las lineas de trabajo futuras:

e En los experimentos se emplearon imédgenes en escala de grises, este estudio se puede

extender a imagenes a color o multicanal.

e Se puede utilizar la descomposiciéon de dominios en las imédgenes en los algoritmos
planteados, si se busca restaurar imagenes con tamafios superiores a los 150 x 150
pixeles.

e Las aplicaciones mostradas en este trabajo contemplan solo imdgenes, sin embargo, se
puede extender su aplicacién a secuencias de imagenes, es decir, videos.

e Para determinar numéricamente el pardmetro 6ptimo se uso como conjunto de en-
trenamiento la imagen original, el que puede ser reemplazado por un conjunto de
imdgenes adquiridas por un mismo dispositivo que nos permita aprender el error de
este dispositivo.

e Se podria realizar una interfaz grafica sencilla amigable con el usuario.
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