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INTRODUCCION

Mediante la teoria de juegos podemos estudiar de una manera formal y abstracta
las decisiones que pueden tomar diversos intervinientes en un conflicto interpretado
como “Juego” [1][2] [3]. Esta definicidn se realizara mediante modelos matematicos
que describan el conflicto, la cooperacion y la posible competencia entre entes
inteligentes que son quienes toman decisiones también llamados “Jugadores” estas
definiciones se mantienen desde el planteamiento original de la teoria de juegos
por Von Neumann [4]. Las decisiones que pueden ser tomadas seran las
estrategias posibles de los jugadores. Finalmente en cada juego al terminarse el
mismo se interpretar una funcion de pago que determinara la existencia o no de
uno o varios ganadores y que sera funcién de las estrategias adoptadas por cada

uno de los jugadores.

Mediante el presente trabajo se espera incorporar a este esquema de Jugador-
Estrategia-Funcién de Pago una mejora al momento de establecer mayores
estrategias accesibles a los jugadores mediante la cuantizacion del juego la cual va
a ser considerada a través de un modelo computacional que permita simular los
resultados del juego, tanto cuando los jugadores tienen acceso a estrategias
tradicionales como cuando los jugadores dispongan acceso a estrategias definidas
como cuanticas, este campo fue explorado inicialmente con el aparecimiento de los
ordenadores para el juego de minorias [5] [6]. Desde entonces se han realizado

varios trabajos aprovechando las mejoras tecnoldgicas [7] [8].

La teoria de juegos es capaz de ofrecer resultados de interés para varios tipos de
ramas de las Ciencias Sociales y la Biologia [9] [10] [11], asi como técnicas para
tomar decisiones efectivas en el campo de los negocios. Aunque propiamente la
palabra “juego” podria tener connotaciones ludicas o relativas al azar, con el uso
de la teoria de juegos no estudiaremos para esta ocasion los juegos de saldn,
aunque si estan contemplados dentro del dominio de esta rama de la ciencia. De
esta manera para evitar la confusion mencionada, la teoria de juegos también se la
conoce como “andlisis matematico de conflictos” o como “toma interactiva de
decisiones” e incluso, existen algunas aproximaciones en estos campos incluyendo

las versiones cuanticas de los juegos [12].



De manera general los jugadores los identificaremos como entes decidores que se
consideran racionales, no necesariamente humanos, ya que se ha realizado
estudios en los que tendencias o fendmenos bioldgicos se podrian ser explicados
por medio de la Teoria de Juegos [9] y de fendmenos fisicos que de igual manera

incorporan este formulismo para determinar la evolucion del sistema [13].

Como ejemplos tipicos de juegos se puede citar por ejemplo conflictos militares,
modelos de evolucion biolodgica, campafas politicas, campanas publicitarias o de

marketing, y otras situaciones que generan competencia entre empresas [4] [14].

El principio basico para hallar la solucion de un juego de decisiones simultaneas,
donde los jugadores poseen informacion completa e idéntica, es hallar el conjunto
de estrategias que al variarse por uno o varios de los participantes el sistema no
pueda recibir una mejor funcion de pago [15]. También es posible analizar juegos
donde la toma de decisiones se da de forma dinamica, es decir como respuesta a
la decision tomada por el jugador anterior generando un analisis evolutivo del

sistema en general [16].

Para poder estudiar de una manera mas amplia el tema propuesto se utilizara en el
presente elementos de simulacion computacional que permitan observar de una

manera mas efectiva los resultados al variar el sistema [17] [18].

El desarrollo de los computadores y programas computacionales durante los
ultimos afos ha permitido que se los aplique para la resolucién de problemas
cientificos, por lo que se ha denominado a la simulacion computacional también
como una tercera metodologia para la investigacion cientifica [19]. Este método de
caracter complementario o alternativo a los modos tradicionales de hacer ciencia
(el experimental y el tedrico) ha ejercido un fuerte impacto en casi todos los campos
de la ciencia. El objetivo de la simulacion computacional es resolver los modelos
tedricos con su complejidad, mediante la resolucion numérica de las ecuaciones
involucradas, haciendo uso intensivo de computadoras. En el area de la fisica la
simulacién computacional ha sido introducida como una herramienta a partir de los
anos cincuenta [20]. Posterior a este trabajo pionero se realizaron varios estudios
en mecanica estadistica clasica, especialmente en el estudio de liquidos, mediante
los cuales esta forma de hacer ciencia se fue incorporando en el estudio de otras

areas de la fisica como la cromodinamica cuantica, la fisica de fluidos, relatividad



general, fisica del plasma, materia condensada, fisica nuclear, ciencia de
materiales [21] [22] [23].

En la actualidad podemos considerar que las computadoras duplican su velocidad
aproximadamente cada dieciocho meses, por lo que la simulacién computacional
se puede convertir en una herramienta de calculo esencial tanto para proyectos

experimentales como para teoricos [17].

Mediante la utilizaciéon de un modelo computacional adecuado, no sélo se puede
replicar experimentos realizados en un laboratorio, sino que ademas gracias a que
se pueden variar libremente los parametros utilizados, se podria realizar cambios
al experimento que de otra manera podrian ser muy costosos, 0 que incluso nos
permitirian identificar mejoras al disefio experimental. También permite solventar

conflictos entre explicacién tedrica y la observacion real [24] [22].

Los métodos mas utilizados en la fisica en la actualidad son la dinamica molecular
[25] que resuelve los problemas mediante un caracter determinista, y el método de
Montecarlo [21] que es de caracter probabilistico. Los dos métodos consisten en
generar configuraciones diferentes de un sistema de particulas (para objetivos de
este estudio trataremos a los jugadores como particulas de un sistema sin perder
la generalidad de las ventajas que supone el utilizar la simulacion computacional),
es decir como puntos en el espacio de fases compatibles con las condiciones

externas.

Los dos métodos a los que se ha hecho referencia han sido empleados
exitosamente en la simulacién de gases, liquidos y sélidos [22], ampliando su uso
y desarrollo de técnicas especificas de manera paralela al avance tecnologico de
las computadoras. Los sistemas estudiados van desde cientos a miles y
ultimamente incluso a decenas de millones de atomos. Los aspectos estudiados
incluyen propiedades estructurales, termodinamicas, mecanicas y cinéticas. Hay
que tener en cuenta que las técnicas de simulacion tienen aplicaciones mucho mas
amplias, por ejemplo el método de Monte Carlo que es el que se ha seleccionado
para este estudio también se ha empleado con éxito en Fisica de particulas [21]
[22].

En este trabajo se presenta una simulacién estadistica computacional de un juego

de minorias que respeta las propiedades de la solucién tedrica del problema y que



permita realizar una comparacion decisiva con una representaciéon cuantica del
juego, y se encuentra esquematizado con la valoracion del juego de una manera
clasica, las definiciones necesarias para poder considerar cuantizado al juego, con
esto proceder a realizar la simulacion computacional de los puntos de equilibrio de
los 2 esquemas propuestos y finalmente verificamos la ventaja de utilizar una
estrategia cuantica por los jugadores debido a que esto representa una funcion de
pago mas estable y beneficiosa para el sistema. Parte del proceso presentado
incluye la investigacion de las bases matematicas de la teoria de juegos, con
énfasis en el juego de minorias, el estudio de los parametros susceptibles de ser
cuantizados y las condiciones necesarias para lograr esto en un juego de minorias
de igual manera se presentan los pasos generados para implementar simulaciones
con muchos agentes y realizar estas simulaciones con el software adecuado

usando métodos de Monte Carlo [26].
Este documento esta estructurado de la siguiente manera:

En el Capitulo | se introducen los conceptos basicos de la teoria de juegos haciendo
un énfasis especial en el juego de minorias explorando sus caracteristicas y

planteamientos generales.

En el Capitulo Il se plantea los fundamentos de la mecanica cuantica que son
necesarios para plantear los juegos cuanticos, en particular las matrices de rotacion
de Pauli cdmo una posible estrategia para rotar el espin del electrén y su similitud

con una moneda cuantica.

En el Capitulo Ill se detalla la metodologia computacional que se siguidé y las

ventajas de utilizar SAS® para realizar la simulacion.

Los resultados obtenidos se los sefiala en el capitulo IV, tanto la resolucidon
matematica del juego de minorias, como la ejecucion de la simulacion clasica y

cuantica del sistema.

Finalmente en el capitulo V se exponen las conclusiones halladas en este estudio.



1. CAPITULO I: FUNDAMENTOS DE LA TEORIA DE
JUEGOS

1.1. Conceptos Basicos de la Teoria de Juegos

En los siguientes capitulos se hard mencion a varios conceptos tradicionales de la
teoria de juegos que han sido compilados y adaptados de textos fundamentales

sobre el tema [1] [3] [4] y que se detallan a continuacion:
1.1.1. Conceptos Generales

Para mantener uniformidad en el desarrollo del trabajo se citan los diferentes
conceptos y la notacion que se utilizara durante este trabajo, la misma ha sido

consolidada para evitar conflictos de nomenclatura.

Juego: Es la combinacién de 3 conjuntos, determinados como Jugadores, Reglas
(Estrategias) y Pagos. En el cual cada uno de los N jugadores puede adoptar una

de las S; Estrategias la cual genera un Pago asociado a ella.

Estrategias:
S1

Jugadores:
N1
J2

Ji

Figura 1.- Esquema de un juego con estrategias y pagos asociados al jugador.

Para cada conjunto de Jugadores J existe un conjunto de estrategias S disponible para el cual se asocia

una funcién de pago P que genera un resultado R.
Pago o utilidad: Es una medida de la deseabilidad de una estrategia hacia los
jugadores, lo que le llevara al mismo a definirse por una u otra situacién. Existe un
posible resultado final del juego asociado a cada conjunto de estrategias obtenidos

por los jugadores participantes.

Accién o Movimiento: Se define como la posibilidad de un jugador de escoger o

cambiar su estrategia.



Estrategia: Es la accion que toma el jugador dependiendo de la situacion
presentada en el juego. En esta convergen todas las acciones o movimientos

elaborados por el jugador durante el juego.

Evolucién Temporal: Se entiende por evolucion temporal a la secuencia de
estados del sistema basado en la repeticion previa del juego o a realizar referencias

a los resultados anteriores del juego.
1.1.2. Tipos de estrategia

El conjunto de estrategias que puede ser adoptado por un jugador tiene los
siguientes tipos que difieren principalmente en las diferentes acciones vy
movimientos que puede tomar un jugador y en los criterios que va a tomar para

cambiar o mantener su decision:

Estrategia pura: Es un tipo de estrategia que se presenta cuando existe un solo
movimiento dada una determinada situacion del juego, generalmente se la

denomina solo estrategia.

Estrategia mixta: Es la estrategia que consiste cuando una o varias acciones de

los jugadores son generadas de manera aleatoria.

Estrategia dominante: Se dice que una estrategia es dominante para un jugador
cuando la misma presenta una mayor funcion de pago que cualquier otra,

independientemente de las acciones tomadas por otros jugadores.
Se dice qué: S, es dominante para el jugador £ si:
VS], ] * k, Pk(Slf e ,Sz, e ISN) 2 Pk(Sll e ’Sk" e ,SN), Vsk, (EC 1)

Estrategia evolucionaria estable (EEE). Una estrategia S es estable evolucionaria
ante otra estrategia S” si vV € > 0 pequefio, S se comporta mejor que S” aplicando

una estrategia mixta (7-¢) S+S".

Una EEE es una estrategia que es estable evolucionaria con respecto a todas las
otras posibles estrategias. En términos practicos: una poblaciéon que conoce y
aplica una EEE es resistente contra una invasién de un pequefo grupo que maneja

otra estrategia.



1.1.3. Tipos de juegos

Existen diferentes tipos de juegos que se encuentran clasificados por sus distintas

propiedades de la siguiente manera:

Juego N;x N: Tipo de juego en el cual existe N jugadores donde el jugador j-€simo

tiene n; posibles estrategias.

Juego de suma cero: Se trata de un juego en el cual la sumatoria de las funciones
de pago P, es constante independientemente de la estrategia S; escogida por los
jugadores generalmente se puede igualar a cero. Esto quiere decir que lo que uno

gana lo pierde el otro.

Juego de informacién completa: Es aquel en el cual toda la informacién
(posiciones, estrategias, funciones de pago) es conocida antes de que los

jugadores decidan sus estrategias.

Juego simétrico: Cuando todos los agentes (jugadores) tienen el mismo tipo de

pago ante la misma accion.
1.1.4. Puntos de Equilibrio

Un punto de equilibrio se encuentra definido como la solucion de un juego cuando
un jugador no tiene una estrategia diferente o mejor para si mismo o para el sistema
de acuerdo a diferentes criterios que son los mas importantes son mencionados a

continuacion:

Equilibrio de Nash' (EN): Resultado del juego en el cual ningln jugador puede
mejorar su pago ante un movimiento unidireccional. Se dice qué una estrategia

cumple el equilibrio de Nash cuando:
S = {Sll ey SN } es EN si Vk, Pk (Sll ey Sk' ey SN) = Pk (Sli ey Sk“ ey SN)VSk, (EC 2)

Punto Focal: Dado que no existe una forma de definir la ventaja de un determinado
EN se puede fijar uno de ellos mediante el gusto o criterio sicoldgico de los

jugadores.

" El equilibrio de Nash suele convertirse en un tema puntual y largo de estudio detallado claramente
en Myerson [65].



Maximin: Es un punto de equilibrio del sistema donde cada jugador maximiza el
minimo de pago que pudiera recibir. Esto es que cada jugador asume que los otros

jugadores escogeran la mejor opcion para si mismo.

Es ideal para considerarlo en juegos de suma cero pero falla en ocasiones cuando

se requiere de cooperativismo.

Optimo de Pareto (OP). Resultado de un juego en el cual ningin jugador puede
mejorar su pago sin perjudicar a los otros. Se define un 6ptimo de Pareto:

Vk Hl t q Pk (Sl' ,Sk’, ey Sl, 'SN) > Pk (Sl, ey Sk, ey Sl, eey SN)

entonces, P (S, ... , Sy o, Sy, oo, Sy) < Pi (S, v, Spey oo, Sty 0, S) (Ec. 3)

1.2. Ejemplos de Juegos Clasicos

A continuacion citaremos algunos de los juegos que son considerados clasicos. Los
mismos que han sido estudiados a profundidad y nos permiten distinguir claramente

los conceptos y propiedades de la teoria de juegos [1] [3].

Se los expone a detalle para en el préximo capitulo indicar la mejora que se puede

presentar al introducir una variacion cuantica de estos juegos.
1.2.1. “Cara o Sello” (Juego Simétrico 2x2)

El juego de “cara o sello” es un juego tradicional [27] en el cual se arroja una
moneda al aire mientras se pregunta a uno de los jugadores cual es su decision, si
la misma coincide con el lado de la moneda que termina hacia arriba el jugador
‘gana”. Si conociéramos con exactitud la fuerza, el lugar exacto en que fue
impulsada la moneda, las condiciones ambientales, el tiempo de vuelo, el peso y
estructura de la misma, podriamos mediante calculos hallar el resultado final y
‘ganar” en todos los lanzamientos. Dado que esto se torna en un complicado
problema computacional, asumiremos que los resultados de nuestra moneda son

equiprobables entre cara y sello.

Para modelizar este juego con las consideraciones antes realizadas, otorgaremos

.. 1 ., .. .
como funcién de pago P = 5 Si la eleccién del jugador concuerda con el resultado

. 1 .
del lanzamiento y P = — 5 sino lo hace. Tomando en cuenta que el resultado lo



podriamos hacer mutuamente excluyente, es decir si el jugador A (Ana) escoge

cara, el jugador B (Bolivar)?, automaticamente ha escogido sello.

Podriamos resumir este juego como una matriz como la indicada en la Tabla 1.

Bolivar
Cara Sello
Cara | ("2,-"%) | (-2, %)
Ana
Sello | (-2, %) | ("2, - ")

Tabla 1.- Matriz de Pago 2x2 del juego simétrico de suma cero y de informacion completa llamado

“Cara o Sello”.

1.2.2. “Piedra, Papel o Tijera”

En este juego en cambio se debera tomar en cuenta el criterio del jugador, en el
cual cualquiera de las acciones que este tome tiene las mismas opciones ante los

movimientos que realice su oponente, como se ve en la Tabla 2.

Bolivar
Piedra Papel Tijera
Piedra| (0,0) |(-%%,%) | (2.-%)
Ana | Papel | (2,-%)| (0,0) (-2, )
Tijera | (-2, %) |(%,-%)| (0,0)

Tabla 2.- Matriz de Pago 3x3 en un juego simétrico y de informacién completa “Piedra, Papel o

Tijera”.
Se puede observar que existe simetria en las matrices de pagos ya que:

P(4) = P(B)"

S NIR

P(4) = —3iP® = |- ; P(B) =

N |-

NIk O
Ju

[=Y
NIRr O
N

O NR
[\S}

NIk O

2 Tradicionalmente se toma el jugador B como Bob [1], sin embargo por los motivos descritos en la
dedicatoria de este trabajo se ha realizado el cambio de nombre del jugador B.
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1.2.3. “El dilema del prisionero”

El dilema del prisionero es uno de los juegos mas estudiados debido a sus
connotaciones sicolégicas de cooperar o competir dadas ciertas condiciones
iniciales [28] [29] [30] [31].

En una situacién en la cual se han capturado a 2 prisioneros que han participado
juntos en una fechoria (un robo por ejemplo) y se les otorga 2 oportunidades las
cuales son cooperar con la investigacion es decir acusar al otro prisionero que ha
sido capturado o desistir de cooperar guardando silencio. Obtendriamos la matriz
de pagos siguiente, en la cual se describe las situaciones para los dos jugadores

en caso de cooperar o desistir:

Bolivar
C D

C |.(-3,-3)[.(0,-5)
D |.(-5,0)|.(-1,-1)

Ana

Tabla 3.- Matriz de Pago 2x2 en un juego simétrico de informacion completa “Dilema del prisionero”.

Claramente se ve que este juego no puede ser expresado como de suma cero, ya
que no existe directamente un ganador entre los 2 participantes. Ademas se ha
considerado como negativa la funciébn de pago para de manera practica
considerarlo como los afos que se estan aplicando como condena para los

participantes dependiendo de su seleccion.

Al tratarse de un juego de informacion completa suponiendo que el otro jugador va
a responder de una manera llevada por la teoria de juegos podriamos considerar
que la mejor opcién o equilibrio de Nash para el sistema consiste en elegir la opcidn
en la cual un cambio de uno de los jugadores no represente una mejora a su funcion
de pago, asi la opcion de desistir le asegura un afo de prisidon pero si cambia de
opcion tendria 5 afos. Mientras que si se hubiera escogido la opcién de desistir
representa para el jugador un minimo de 3 afios de prision con el mismo maximo
de 5 anos. Por lo que basado en la estrategia Minimax sugiere escoger la opcidn
de desistir ya que en este caso el castigo seria entre 0 y 1 afio. Por otra parte el
escoger la opcion de cooperar representa un optimo de Pareto considerando que
es el escenario en el cudl la unica manera de mejorar su funcién de pago consiste

en perjudicar la funcion de pago del otro jugador.
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La teoria de juegos no siempre presenta una solucion unica como se puede ver en
este caso, en el cual se presentan los conflictos entre el bien comun al cooperar
entre los involucrados (Equilibrio de Nash) [15] [28], o el competir entre ellos

(Optimo de Pareto) para generar un bienestar personal [32] [33].
1.2.4. Resumen de las caracteristicas de los juegos clasicos:

La siguiente matriz resume las caracteristicas de un numero de juegos clasicos en

funcién de las definiciones hechas arriba y permite clasificarlos segun estas.

Juego N|S| P | Sim | Snix | Sdsom | Zo | IP | EN | OP | PF | Mm | EEE
Cara o Sello 21212x2| X X X | X X

Piedra, Papel o Tijera | 2 | 3 | 3x3 | X X X | X X

Dilema del Prisionero | 2 | 2 | 2x2 | X X X | X X X X X

Tabla 4.- Resumen de los conceptos presentados en los ejemplos de juegos clasicos.

En donde:

N = Numero de Jugadores.

S = Posibles estrategias para cada jugador.
P = Dimensiones de la matriz de pagos.
Sim = Simetria.

Smix = Estrategia mixta.

Sdom = Estrategia dominante.

Zo = Suma cero.

IP = Informacion perfecta.

EN = Equilibrio de Nash.

OP = Optimo de Pareto.

PF = Punto Focal.

Mm = Maxmin.

EEE = Estrategia Evolucionaria Estable.

1.3. Juegos de Minoria

En el punto anterior hemos revisado juegos basicos para identificar los conceptos
fundamentales de la teoria de juegos, ahora procederemos a entender el juego con

el que se realiz6 el presente estudio.

Un juego de minoria por concepto es el conjunto de N participantes que tienen 2
opciones, la estrategia accesible para los participantes es escoger una de las 2
opciones y la funcién de pago se calcula una vez que todos los participantes han
tomado su decision y se determina como ganadores a los jugadores que han
escogido la opcion que menos participantes la escogieron. En una primera iteracion
el juego es de informacion incompleta ya que ninguno de los participantes conoce

la intencion de los otros, sin embargo para realizar la siguiente decision cada
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jugador tiene acceso al estado anterior del sistemay a la funciéon de pago asociado.
Esta evolucion fue estudiada por primera vez en 1997 por Challet y Zhang [5] hasta

trabajos mas actuales como el de Kets [34].

Se definird como las posibles acciones para la evolucién del sistema el 0 el
mantenerse sin tomar la decisién o el 1 para cuando si se tome la accion®. Para
explicar el acierto de los ganadores, y en razon a que los individuos que estamos
considerando cuentan con una racionalidad limitada, tomaremos los ultimos digitos,
dicho de otro modo, la ultima combinacion exitosa que dio como ganadores a los
jugadores. De esta forma la combinacién estaria compuesta por los tres ultimos
digitos, por ejemplo en la secuencia 0, 1, 0: hace tres iteraciones quedaron en
minoria los que eligieron 0, hace dos los que eligieron 1 y en la dltima jugada los
que eligieron 0. Los jugadores tienen que adoptar estrategias para tomar la mejor

decision en el siguiente movimiento del juego.

Originalmente, Schelling [35] planted el juego de minorias aplicado a ejemplos de
transito, asistentes a una playa, etc. Alli exponia las estrategias que podrian utilizar
los participantes involucrados para evitar ser parte de la mayoria. Posteriormente
el problema fue abordado por Brian Arthur [36], quien lo hizo famoso a través del
ejemplo de un bar llamado “El Farol” en California. Segun se describia el bar tenia
un show de musica irlandesa los dias jueves por la noche al que asistia el propio
Arthur con sus comparieros del Santa Fe institute [37]. El lugar era de dimensiones
pequenas con una capacidad cercana a 60 personas sentadas. De esta manera si
los asistentes pensaban que ese dia asistirian mas de 60 personas (incluyéndose
ellos mismo) preferirian no asistir debido a que iban a estar incbmodos e incomodar
al resto de asistentes. Asi que en ese escenario se le ocurrié a Arthur pensar que
cada uno de los aproximadamente 100 asistentes habituales del espectaculo tenia
la misma forma para determinar la incomodidad en la que incurririan si asisten o
no, partiendo de la idea inicial de que ninguno de los participantes sabia cual era la

decision de los otros.

3 De manera mas general se puede considerar para el andlisis la posibilidad de que el jugador que
no toma la decision su estrategia se la represente con — 2 y al que la toma con 'z siendo de esta
manera mas relacionable con el concepto que se desea introducir posteriormente en relacionarlo.
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De esa manera cada uno estableceria sus tendencias y patrones de
comportamiento o lo que hemos definido como “estrategia” para la teoria de juegos,
mediante los cuales podria determinar si el dia seleccionado deberia ir al bar o
quedarse en casa. Luego se analizaria las posibles diferentes estrategias que
marca un participante y validaria cual es la mas efectiva. Se estima que las
estrategias posibles se referian a efectos condicionales de lo que ha pasado en
dias anteriores asi por ejemplo, si la semana pasada fueron menos (mas) de 60
personas entonces este dia jueves asistirian mas (menos) personas. Si bien el
hecho de establecer este tipo de estrategias para los participantes podria resultar
en un sesgo estadistico al considerar que son solo 100 los clientes habituales es
decir se trata de un sistema cerrado, o que las estrategias de los participantes no

van a variar temporalmente.

Comportamientos similares a los de este ejemplo podemos evidenciarlos en la vida
cotidiana. El problema del transito automotor por ejemplo: Todos los dias los
conductores deciden por qué calle o autopista van a realizar su viaje, especulando
con la saturacion de los caminos y utilizando también reglas que tienen en cuenta
el clima, huelgas, reparaciones, fines de semana largo, dia de la semana, inicio de
vacaciones, etc. La eleccién de destinos turisticos es otro ejemplo. Tanto en salidas
vacacionales o por ejemplo la visita de compras a Colombia mucha gente prefiere
evitar los momentos demasiado poblados y por lo tanto pretendemos buscar
alternativas que a priori se consideren convenientemente tranquilas. Las reglas que
podemos utilizar para predecir el “nivel de tranquilidad” del destino son variadas: la
publicidad, la experiencia en visitas anteriores, la época del ano, el clima, la tasa

de cambio, etc.
1.3.1. Version Analitica del Juego:

A partir de la idea de “El Farol, Challet y Zhang [38] generan un modelo abstracto
de decision binaria que considera la posibilidad de aprendizaje inductivo basado en
que cada jueves corresponda a una jugada, las decisiones de “ir” o “quedarse las
representaremos con 0 y [ y la divisibn pasa de ser 60-40 a 50-50. Es decir se
modifica el juego de tal manera que el juego pueda ser simétrico y la minoria
(mayoria) pueda ser interpretada intuitivamente. El resultado de cada jugada sera

representado como 0 si la minoria de asistentes va al bar y como / si la minoria
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decide quedarse en casa. En base a esta informacion se marca como ganadores a
los jugadores que se encuentran en la minoria. Las estrategias posteriormente se
las va definiendo como una lista combinatoria de los resultados en las ultimas
jugadas, esto es, con todas las posibles combinaciones de y [/ dentro de una
cadena de m caracteres, donde m representa la “historia” o “memoria” de los
agentes. De esta manera debido a que existen 2" posibles historias, cada

estrategia puede asignar a cada historia la prediccion 0 o / para la proxima jugada.

Estrategia | m =3 | Prediccion

1 000 1
2 000 0
3 001 1
4 001 0
5 010 1
6 010 0
7 011 1
8 011 0
9 100 1
10 100 0
11 101 1
12 101 0
13 110 1
14 110 0
15 111 1
16 111 0

Tabla 5.- Ejemplo de estrategias tipicas de un participante del juego de minorias
En la Tabla 5 podemos ver una estrategia tipica cuando m = 3. Por lo que podemos
ver hay 22" posibles opciones de las que cada agente toma aleatoriamente s
estrategias (se permite repetir selecciones entre los participantes), se considera
que cada participante elige una estrategia unica al principio del juego de esta
manera se dispone de heterogeneidad de los individuos en el juego. Posterior a
esto se considera que el método de seleccidn de cada participante es el siguiente:
al final de cada jugada a aquellas estrategias que han predicho correctamente el
lado minoritario (0 o /) se les otorga un punto (independiente de que hubieran sido
las utilizadas en la decisién o no); para la jugada siguiente, cada agente utiliza
aquella estrategia que mas puntos recibié en el anterior punto de pago desde el
comienzo del juego o elige aleatoriamente de entre las que empaten en el mayor

puntaje.

Para dar inicio el juego es necesario definir una historia inicial (una de las 2™

posibles) la cual la planteamos aleatoriamente asignando a cada participante s

estrategias (tomamos s = 2 para este caso) de las 22" posibles. Los resultados
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esperados en este modelo estarian relacionados con la coordinacién que se
presenta de entre los participantes mediante la cual, para ciertos valores de
memoria m la varianza de las distribuciones de las decisiones es sensiblemente

inferior a la que obtendria por decisiones aleatorias.
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2. CAPITULO II: CUANTIZACION DE LA TEORIA DE
JUEGOS

2.1. Elementos de Mecanica Cuantica Para la Teoria de Juegos

Para introducir la mecanica cuantica a la teoria de juegos es conveniente trabajar
con la notacion bra-ket de Dirac, la misma que unifica en una misma simbologia la
descripcion de los operadores y las cantidades observables que podemos utilizar
cuando las matrices proceden a actuar como operadores [39] [40] [41] [42] [43]. EI
planteamiento se lo ha realizado adaptando los conceptos generales de la notacién
de Dirac [44] [45] y personalizado en nomenclatura y funcionalidad para poder ser

introducida de una manera adecuada a la teoria de juegos.

Vamos a considerar la representacion del vector x = (x1,x2,x3 ) de tal forma que
esta expresado a través de vectores unitarios®.

x=x(1 0 0)+x*0 1 0)+x*0 0 1)

=Gl 0 0+ 2 0+0 0 ) (Ec.©)

La misma representacion puede ser realizada a través de vectores® verticales en

lugar de vectores horizontales:

x! x! 0 0
=|x2[= 0|+ |x?[+]0]|=x|1) +x2|2) + x3|3) (Ec. 7)
x3 0 0 x3

La notacién en color rojo en la tercera parte de la Ecuacién 7, formada por una linea
vertical a la izquierda y un paréntesis angulado a la derecha también se lo conoce
como un ket. Los kets en esencia representan los estados y son basicamente una

etiqueta conveniente para representar los mismos.

En la notacion de Dirac podemos referenciar un estado general de un sistema

cuantico, es una combinacion lineal de vectores, ket, individuales:

4 Los superindices representan dimensién y no representan exponentes.

5 Al tratarse de vectores que también pueden ser expresados como matrices de dimensiones Nx7 o
1xN se emplea indistintamente el término vector o de manera mas general el de matriz.
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alypy) + bly) (Ec. 8)

Para el sistema representado en la Ecuacion 8 la probabilidad de que bajo una

2
medicidn particular del sistema se lo encuentre primer estado, |y,), es: ﬁy la

b|?

probabilidad de que se dé el estado simbolizado por el segundo ket es: PR

Si el estado esta normalizado se tiene que |a|? + |b|?> = 1. Note que a y b son de

manera general numeros complejos.

De manera general, cuando sumamos dos 0 mas kets lo que tenemos es una
superposicion de estados que genera una nueva situacion. Por ejemplo, un estado

arbitrario de espin de un electrén estaria representado como:

L= a

LT)> + b ‘ c%,>>
lal2+ b =1
Figura 2.- Representacion en notacion de Dirac del spin de un electrén.

Una medicion realizada sobre este estado para determinar el espin del electréon (por
ejemplo con un aparato de Stern-Gerlach [46]), solamente puede dar lugar a una
de las dos opciones indicadas, esta arriba o abajo. Esto en mecanica cuantica se
conoce como el colapso de la funcion de onda. La probabilidad de encontrar uno
u otro de los dos Unicos resultados posibles seria, como se dijo antes,|a|? 6 |b|?,
respectivamente. Es decir, que cuando colapsemos la funcién de onda del espin
del electron podra ser unicamente el visualizado en el ket 1 o el visualizado en el
ket 2 a pesar de que existen infinitas combinaciones de a y b posibles. Sin embargo
la probabilidad de encontrar al sistema en el estado 1 o en el estado 2 es

complementaria y mutuamente excluyente por lo que su sumatoria es la certeza.

El producto interno de dos vectores (estados, o kets): ay b es:
by

ab= @ @G G| 2| = Tby+Tby + Tbs + - (Ec. 9)
3

El producto interno de dos kets no es conmutativo, ya que:

b.a= a.b (Ec. 10)
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En la notacion de Dirac el producto escalar se representa como:
(e )= (i) (Ec. 11)

Donde, de nuevo:

(Wilw;) = (wylwe) (Ec. 12)

De manera frecuente en la mecanica cuantica los componentes utilizados a modo
de vectores suelen ser ortogonales® estando cada uno de ellos normalizado’ es

decir, son vectores orto-normales. En ese caso:

(wjlwi) = 65 (Ec. 13)
En esta definicion se ha utilizado el delta de Kronecker en el que: §;; = 1 cuando
i=k,yd;j =0cuando i # k. Notese que para todo ket se puede asignar un bra

que es un miembro del espacio dual correspondiente. Para un ket, podemos

obtener su bra dual tomando la transpuesta conjugada compleja del ket.

A continuacion discutiremos las propiedades de este sistema de espin del electrén
ya que el mismo puede ser asociado al comportamiento de una “moneda cuantica”
por su posibilidad de que al colapsar la funcién de onda tenemos dos posibles
estados: espin arriba o espin abajo haciendo el simil de cara o sello

respectivamente.
2.1.1. Matrices de Pauli

Tomando en cuenta el espin de un electron como la funcién a ser analizada que
nos permitira aproximar la rotacion de espin del electrén [47] [48] [49],
introduciremos matrices hermitianas o,,0,,0, que satisfacen relaciones de
conmutacion:

0x0y — 0,0y = 210,

0,0, — 0,0y = 200y (Ec. 14)
0,0x — 050, = 210,

6 Independientes entre si.

7 Longitud igual a la unidad.
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Ademas introduciremos el concepto de spinores el efecto de que al colapsar el

sistema pueda terminar

Las decisiones en la teoria de juegos se modelan regularmente como el estado final
de un sistema que en el mundo clasico podria ser una moneda, mientras que el
simil en el mundo cuantico es el espin de un electron, por este motivo es necesario
introducir el concepto de matrices de rotacibn como posibles estrategias de los

jugadores al acceder a una estrategia cuantica.
2.1.2. Rotaciones en el Sistema de Espin del Electron

Para poder entender las rotaciones estableceremos por convencién que el eje
positivo z sera en la direccion del campo magnético. En este sentido sera directo
que una rotacién alrededor de ese eje no tendra ningun efecto sobre estas
probabilidades, por lo tanto procederemos a realizar una rotacién infinitesimal de

un angulo ¢ alrededor del eje z con lo que |¢;|? y |c,|? no deberia cambiar, es decir:
Up=1--e0, (Ec. 15)
La matriz U, es diagonal, por lo tanto o, también debe ser diagonal. Ademas
tomando la traza de la primera linea de la ecuacion 17 obtenemos:

Tr(o,) =0 (Ec. 16)
Y dado que Tr(AB) = Tr(BA), entonces g, tiene la forma:

(/10

0 _A),conl ER (Ec. 17)

g, =

En este punto introduciremos matrices auxiliares no hermitianas o, y o_:
oy = 0y + i0,, 0_= 0, = 0, + io, (Ec. 18)
Que cumplen las siguientes reglas de conmutacion:

l0,,04] = 20,
lo,,0_] = —20_ (Ec. 19)
[O-+!O-—] = 4‘0-2

Estas matrices nos ayudaran a determinar o, y o, para lo cual pondremos:

o= (¢ Z) (Ec. 20)
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Con los valores de a, b, ¢ y d para ser determinados mediante sustitucion como
sistema de ecuaciones entre las ecuaciones 21, 24 y la primera de 23, obtenemos
como resultado:

(—SAC ng)zz(? Z) (Ec. 21)

Donde a =d =0y por otra parte (A —1) =0 y c¢(1 + A) = 0. Sin perder generalidad
A puede tomar tanto el valor de 1 como -1 por la definicion que hemos tomado de
valor propio para el spin. Para este caso tomaremos el valor positivo lo que nos
lleva a determinar la forma de o, y o_ como:

_ (0 b 7 _4(0 0
oy = (0 0),0_ =0, = (E 0) (Ec. 22)
Sustituimos estos resultados en el sistema de ecuaciones 19. Para hallar

finalmente la forma de las matrices de spin de Pauli:

Gy = ((1’ é),ay - (? _Oi),az - (é _01) (Ec. 23)

Las mismas que estan completamente determinadas en el orden de filas y
columnas y corresponden a la eleccion de A= +1 y a las relaciones de
conmutacién planteadas en la ecuacion 23 y por la eleccion que hemos realizado

para los spinores.

Estas matrices cumplen con las siguientes propiedades:

2_52-52=1
Ox T Oy T (Ec. 24)

0x0y = 10, ,0,0, = L0y ,0,0, = 10y,

Con estas matrices acopladas a la matriz unitaria se puede construir el espacio 2x2
de la manera que cualquier matriz 4 en el espacio de las matrices 2x2 puede ser

expresada como:
A= Aol + Aox + Ay0y + 1,0, = Aol + Ao (Ec. 25)
Si 4 es hermitiana, todos los coeficientes son reales.

Como se indicod, las matrices de Pauli aqui definidas también pueden ser
consideradas como posibles rotaciones de un sistema de espin que son como las

utilizaremos para la cuantizacion del juego de minorias.
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Al introducir este tipo de estrategias se permitira que ademas de rotar o dejar en el
mismo estado al sistema se pueda acceder a 3 nuevas estrategias, las mismas que
por si solas no representan una ventaja para el jugador, pero pueden generar

nuevas historias para influir en la resolucion de los estados clasicos del sistema.
2.2. Definicion de Juegos Cuanticos

Una vez definidos los conceptos fundamentales de la teoria de juegos revisaremos
la posibilidad de incorporar el modelamiento mecanico cuantico a través de los
operadores al cambio de estrategias, funciones de pago y puntos de equilibrio en
un juego se han tomado de varios autores [50] [51] [52] y se presenta aqui una

compilacion.
2.2.1. “Cara o Sello Cuantico”.

Uno de los dispositivos mas simples para realizar un juego es aquel que permite la
presentacion de 2 estados como lo que representa una moneda, o de manera mas
general para el proposito de cuantizar el juego la veremos como un electron con

spin positivo o spin negativo [16].

En el punto que es necesario realizar una rotacién al sistema clasicamente sélo
tendriamos acceso a 2 opciones rotar la moneda o mantenerla en el mismo estado,
sin embargo si incorporamos las posibles rotaciones expresadas a través de las

matrices de Pauli tendriamos acceso a 3 acciones adicionales con el sistema.
2.2.2. Descripcion Detallada del Juego.

Al inicio cada jugador define su funcion de pago como el resultado del estado final

de la “moneda”.

El jugador A que la denominaremos Ana puede preparar una moneda en el estado
cara o sello y la pone en una caja. La caja utilizada para estas situaciones permitira
a cualquiera de los jugadores realizar una rotacion sin que el otro pueda identificar
si fue o no realizada una rotacién. Bolivar (jugador B) por su parte al recibir la caja
decide rotar o no la moneda. Una vez mas Ana decide realizar o no una rotacion y
devolver la caja a Bolivar. En este momento Bolivar tiene una ultima opcién de rotar
el sistema. Una vez realizado todo el proceso anterior se destapa la caja y se

determina el ganador. No existe manera alguna de determinar el resultado final de
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la operacion previamente, ya que con una moneda clasica ambos jugadores tienen

iguales probabilidades de ganar.

Para esquematizar el juego clasico consideraremos que Ana escogi6 el resultado
cara y Bolivar el resultado sello.

Bolivar finalmente

., . Bolivar . S
Preparacion Ana ingresa o Ana decidesi  decidesirealizar o
Inicial del la moneda a deiiinsl rotarono la UICIETU L
Juego la caia rotaronola moneda rotacion y se
& ) moneda devela la funcién
de pago.
Cara Cara
Sello
Cara
Sello Cara
Sello
( ) Cara — Cora
Si el resultado . Sello
. ello
final es cara Sello Cara
gana Ana, si el Sello
resultado final es Cara Cara
sello gana v Sello
Bolivar. Sello Cara
Sello
k—) il Cara Cara
Sello
Sello
Sello Cara
Sello

Figura 3.- Esquema de solucioén al juego de cara o sello clasico con 3 momentos de cambio.

Se analiza cada uno de los 5 momentos del juego y el arbol de posibles estados dependiente de las

estrategias tomadas en el evento anterior.

En el ejemplo presentado en la figura 12 vemos que existen un total de 2™ caminos
posibles que pudo haber tenido este juego, donde m es la cantidad de posibles
rotaciones antes de procesar la funcion de pago, sin embargo si consideramos las
decisiones de rotar o0 no la moneda como equiprobables ya que después del
momento 1 en el cual Ana fija un estado inicial® de la moneda en todos los
momentos siguientes es cada decision tiene una probabilidad de 0.5. Por lo que no

podria presentarse una estrategia ganadora por ninguno de los participantes.

8 Existe la posibilidad de corregir la estabilidad de este juego desde el momento uno cuando se
permite elegir al jugador que no fij6 el estado inicial de la moneda desde el momento uno y la
eleccion se produce después de terminar el juego no antes.
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2.2.3. Esquema Utilizado para Cuantizar el Problema.

Para cuantizar este juego procedemos a reemplazar la moneda por un sistema
mecanico cuantico que tenga dos posibles estados [53], una posibilidad es usar el

spin semi-entero de una particula [54].

Supongamos que Bolivar tiene la posibilidad de hacer rotaciones cuanticas

mientras Ana se encuentra restringida a los movimientos clasicos.

El estado entonces del sistema estara dado por:

Oc = Ocara = % ((1) (1));0-5 = Osello Z% ((1) (1)) (Ec. 26)

El resultado estara determinado como el valor propio de la matriz resultante del
sistema de tal manera que si es positivo el resultado sera cara y si es negativo el

resultado sera sello:

2 2
Icfc|2=<\/§(1*1—0*0)> =§,|as|2=<\/§(0*0—1*1)> = (Ec. 27)

La jugadora que tiene acceso unicamente a la estrategia clasica podremos expresar

sus decisiones como:

Or = Orotar = (2 é)ro_nr = Onorotar = (é 2) (Ec. 28)

Que son basicamente la matriz 7 y la matriz —I. En cuanto al jugador B que puede
incorporar las estrategias cuanticas sus posibilidades se amplian a las presentadas
en la Ecuacion 27. Aqui podemos validar que la decision de rotar es equivalente a
la rotacion de la matriz x de Pauli y la decisién de no rotar es equivalente a la matriz

de rotacion I.

Como resultados previos podriamos anticipar que las posibles combinaciones que

vamos a encontrar en el juego serian:

0, 0y = O, Op Oy = O (Ec. 29)
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(Ec. 30)

Al poder evidenciar una estrategia dominante a partir del momento 2 después de la

rotacion cuantica se plantea el momento 3 en la siguiente tabla considerando que

el momento 4 de parte del jugador B consistira en no rotar el sistema.

Estado Inicial Estrategia Estado Rotacion Matriz Resultado Ganador
m)omento 1 momento 2 | momento 3 | Aplicada Resultante Asociado
Cara Oy 1 o, A 1 Cara (Ana)
2% 2
Cara oy 10 o, 1 (i 0‘) 1 Sello (Bolivar)
27 2\0 —i 2
Cara a, la o, 1 (1 0 ) 1 Sello (Bolivar)
27 2\0 -1 2
Cara Oy A o, [ 1 Sello (Bolivar)
2
Cara Oy 0Oc o, g, 1 Sello (Bolivar)
2
Cara oy 1(1 0 ) o, 1( 0 i) 1 Sello (Bolivar)
2\0 =i 2\=i 0 2
Cara g, 1 (0 —1) o, 1 (—1 0) 1 Sello (Bolivar)
2\1 0 2\ 0 1 2
Cara Oy s o, o, 1 Cara (Ana)
2
Sello Oy 10 Opr 10 1 Sello (Bolivar)
2% 2" 2
Sello oy 1 Oy 1 1 Sello (Bolivar)
2% 2% 3
Sello a, 10 Opr 10_ 1 Sello (Bolivar)
277 277 2
Sello Opr 0, Opr A 1 Cara (Ana)
2
Sello Oy [ Opr . 1 Cara (Ana)
2
Sello oy, 1(1 0 ) O 1(1 0 ) 1 Sello (Bolivar)
2\0 =i 2\0 =i 2
Sello a, 1 (0 —1) Oy 1 (0 —1) 1 Sello (Bolivar)
2\1 0 2\1 0 2
Sello Oy [ Oy [ 1 Sello (Bolivar)
2

Tabla 6.- Funcion de Pago juego Cara o Sello cuantizado asumiendo que no se realiza el movimiento

en el momento 4 por parte del jugador B.

En la tabla 6 se puede evidenciar que los resultados quedan establecidos en el

momento en el cual el jugador B tiene acceso a una estrategia cuantica en un

momento del juego, en este caso en el momento 2 permitiéndole realizar una
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rotacion con las matrices g, o o, se asegura que la funcion de pago finalmente sera
el estado definido como sello dentro del sistema. En el caso de que el jugador B su
decision sea la opcion cara basta con realizar una rotacién final en el momento 4

para asegurar el resultado deseado.

Esto se explica debido a que el jugador B tiene acceso a un plano adicional de
transicion donde las decisiones (rotaciones) sobre el eje en el que se esta

analizando el sistema se anulan.

Los resultados obtenidos en este ejemplo de juego cuantico seran utiles en el

planteamiento cuantico del juego de minorias que se presenta en el capitulo IV.
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3. CAPITULO III: SIMULACION COMPUTACIONAL

3.1. Esquema General de una Simulacion Computacional

Para poder estudiar la evolucion de un sistema determinado, como por ejemplo:
flujo de caja en un banco, niveles de migracion en una ciudad, capacidad utilizada
en un sistema de transporte, o en el caso especifico que estamos analizando un
juego de minorias genérico [26]. Continuamente es necesario determinar las
acciones que el sistema estara ejecutando. Estas acciones deben estar
consideradas de tal manera que el sistema satisfaga de la mejor manera la
evolucién esperada. Por lo tanto es necesario saber como responde el sistema ante
una determinada accién. Esto lo podemos hacer inicialmente con el método
experimental sobre el sistema mismo; lo cual implica varios factores que no
podemos controlar como son costos, seguridad, tiempo entre otros que hacen que
esta opcion no sea viable normalmente. Con la idea de sobrepasar estos
inconvenientes, pretendemos reemplazar el sistema real por otro sistema que en la
mayoria de los casos podria ser una version simplificada del mismo en la que
podamos analizar directamente los efectos que estamos suponiendo que se ven
afectados. El ultimo sistema lo definiremos como el modelo que deseamos ocupar
para llevar a cabo las repeticiones necesarias sin los inconvenientes planteados. A
este proceso de experimentar con un modelo se lo denomina simulacion. Al proceso
de disefio del plan para la experimentacion que nos permita adoptar la mejor
decision se lo conoce como optimizacién. Si el plan de experimentacién se desea
llevar a cabo solo con la idea de aprender las respuestas del sistema, entonces
estamos tratando con un entrenamiento o capacitacion. Aqui es conveniente

introducir ciertas definiciones [55]:

Sistema: Esta dado por el conjunto de objetos o ideas que estan interrelacionados
entre si como una unidad para la consecucion de un fin. También podremos definir
el sistema como un subconjunto del universo que sera objeto de simulacion
permitiéndonos separarlo cuando sea necesario en un subconjunto de
entrenamiento que nos permita entender el comportamiento del mismo y un

subconjunto de validacion que nos permita ajustar los resultados obtenidos.
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Modelo: Relacionaremos al objeto X como un modelo del objeto Y definiendo un
observador el cual puede emplear X para responder cuestiones que le interesan

acercadeY.

Simulacion: Es el proceso de disefar un modelo de un sistema real y llevar a cabo
experiencias con él, esperando aprender el comportamiento del sistema y evaluar

diversas estrategias para su funcionamiento o evolucion.
Podemos considerar que utilizar simulacion es conveniente cuando:

¢ No existe una formulacion matematica analiticamente resoluble. Debido a que
muchos sistemas reales no podrian ser modelados o su modelamiento resultaria
muy complejo.

e Existe una formulacibn matematica, pero su solucién analitica resulta
complicada. Los modelos matematicos ocupados para modelar un reactor
nuclear son un ejemplo en el cual no podemos resolverlo sin incorporar gran
cantidad de suposiciones y simplificaciones.

¢ No existe el sistema real. En el caso de desarrollo de ingenieria resultaria muy
costoso fabricar cierto sistema nuevo con todos los materiales posibles para
experimentar sobre él. Incorporar una simulacién previa facilita la decision
optima del material adecuado y realizar pruebas reales con menos sistemas.

e Los experimentos son imposibles debido a impedimentos econdémicos, de
seguridad, de calidad o éticos. En este caso diremos que el sistema real esta
disponible para experimentar, sin embargo, existe algun otro tipo de dificultad
social o ideoldgica que no nos permite alterarlo directamente. Podriamos citar
como ejemplo en este caso la imposibilidad de provocar fallas en un avion real
para evaluar la conducta del piloto, como tampoco podriamos variar el valor de
un impuesto sélo con el fin de evaluar la reaccién del mercado.

o El sistema tiene una evolucion muy lenta o muy rapida. La temporalidad en la
que deseamos inmiscuirnos podria resultar un conflicto como por ejemplo
cuando se analiza los cambios climaticos que llevan afos en estabilizarse. En
cambio otros fendmenos como por ejemplo una explosion que en apenas

segundos ya evolucioné completamente.

Por otra parte también resulta conveniente citar los problemas que podriamos tener

al realizar simulaciones:
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e El desarrollo de un modelo puede ser costoso, laborioso y lento.

e Existe la posibilidad de cometer errores. No estd por mas notar que en la
elaboracion de un modelo no estamos incorporando todas las posibilidades y
generalmente tomamos al sistema como cerrado por lo que una influencia
externa podria invalidar la simulacion.

e No podemos conocer el grado de imprecision de los resultados. Ya que por lo
general el modelo se utiliza para experimentar situaciones nunca planteadas en
el sistema real, por lo que no existe informacién previa para estimar el grado de

correspondencia entre la respuesta del modelo y la del sistema real.

En el proceso de realizar e implementar una simulacién podemos distinguir las

siguientes etapas [56]:

e Formulacién del problema.

e Definicion del sistema.

e Formulacion del modelo.

e Coleccion de datos.

¢ Implementacién del modelo computacional.

¢ Validacion

¢ Disefio de experimentos.

¢ Experimentacion.

e Interpretacion.

¢ Implementacion.

)
)
)
)
)
Y| e Verificacion. ]
)
)
)
)
)

Figura 4.- Etapas para implementar una simulacion.

Esquema funcional que se tomara en cuenta para realizar la programacion de la simulacién planteada, los

pasos representan un esquema légico, sin embargo el orden de realizaciéon puede no ser secuencial.

Las mismas que representan un orden légico sin embargo no es necesario que se
realicen en el orden mencionado y omitiremos el detalle de cada paso, sin embargo
es adecuado mencionarlo ya que de esta manera se dispone de una metodologia
secuencial y simplificada que permite el desarrollo de una simulacion que ademas
de ser matematicamente correcta, es funcional y visualmente atractiva para que

pueda ser utilizada por alguien sin conocimiento completo de programacion.
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3.2. Simulacion de Monte Carlo y ventajas del uso de SAS®.

La simulacién de Montecarlo es una técnica que nos permite combinar conceptos
estadisticos® con la capacidad que tienen los computadores para generar nimeros

pseudo-aleatorios y automatizar los calculos [17] [25] [26].

Esta técnica proviene originalmente a trabajos realizados por Stan Ulam y John Con
Neumann a finales de los 40 en el laboratorio de los Alamos cuando se encontraban
investigando el movimiento aleatorio de los neutrones [19]. En afios siguientes la
simulacion de Monte Carlo se ha aplicado a varios ambitos como alternativa a los
modelos matematicos exacto e incluso a veces como Unico método para estimar
soluciones de problemas complejos. De esa manera; en el presente es posible
encontrar modelos que utilizan simulacion de Monte Carlo en las areas de
informatica, economia, e incluso ciencias sociales [14]. Como podemos ver la
simulacién de Monte Carlo se encuentra presente en los habitos en los que se
puede evidenciar un comportamiento aleatorio o probabilistico, el mismo que
desempene un papel fundamental, en realidad incluso el nombre de Monte Carlo
proviene de una ciudad de Moénaco, donde abundan los casinos y los juegos de

azar, la probabilidad y el comportamiento aleatorio son un estilo de vida.

Al igual que la estadistica aplicada ha venido ganando mucha importancia en el
mundo de la informacion, posiblemente debido a la mejora continua de los
ordenadores y en concreto de los paquetes estadisticos. Paralelamente los
paquetes estadisticos también se han ido desarrollando y adaptando a nuevas
necesidades de manera que ahora podemos hablar de “paquetes estadisticos”.
Para este estudio utilizaremos SAS®, el cual su nombre en un inicio significaba
“Statistical Analysis System”'° pero a partir de su creacion en 1960 ademas de
contar con su propio lenguaje de programacion este programa ha ido incorporando
nuevas capacidades la mayoria de las cuales no pueden ser consideradas
propiamente estadisticas, sin embargo de mucha utilidad para los usuarios del
mismo. SAS® pas6é a convertirse en una sola palabra. En la actualidad, los

diferentes médulos de SAS® nos permiten considerarlo un software de los llamados

9 Principalmente el muestreo aleatorio.

10 Sistema de Analisis Estadistico.
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“de inicio a fin”. Ya que permite importar y consolidar bases de diferentes fuentes,
crear graficos, trabajar como hoja de célculo, compilar programacion avanzada en
su propio flujo, ademas de construir interfaces para el usuario, herramientas para
tratar el manejo de datos y realizar Data-mining. Ademas de disponer de sistemas

formales de capacitacién y soporte para los programadores.

Se considera a SAS® una herramienta adecuada para realizar estudios y
simulaciones utilizando debido a su versatilidad, en su capacidad de recalcular
valores y sobretodo en las posibilidades que se ven presentes al momento de poder
permitir a los usuarios codificar sus necesidades libremente con su lenguaje de
programacion, el mismo que ademas con el acceso a las herramientas de desarrollo
de aplicaciones puede generar una simulacién destinada a un usuario final sin

problema.
3.2.1. Generacion un Numero Pseudo-Aleatorio

Los lenguajes de programacion estandar son capaces de generar numeros pseudo-
aleatorios que provienen de una distribucion uniforme entre 0 y 1. Este tipo de
numeros pseudo-aleatorios son los elementos basicos a partir de los cuales se

desarrollan las simulaciones por computador.

En SAS® la funcibn RANUNI() genera un numero que es generado de una
distribucion uniforme en el intervalo (0,1) utilizando el modulo primo generador 2%/
-1y factor multiplicador 397204094 [57].

En caso de que necesitemos una distribucién con otro multiplicador o con otra

longitud podemos utilizar:
variablegieqioria = @ * ranuni(semilla) + b (Ec. 31)

Con lo cual obtendremos un numero generado de una distribucion uniforme en el
intervalo (b,a+b). La semilla es por definicién un valor entero menor que el médulo
primo generados y que representa el valor en el cual empezaremos a generar los
numeros aleatorios. Esto podria ser de utilidad para utilizando el mismo cédigo
generar una secuencia de numero aleatorios pero igual en caso de que requiramos
repetir la ejecucién. Por defecto la funcidn utiliza el valor de semilla O el cual toma

una secuencia numérica basada en el reloj interno del computador.
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Los numeros que son generados por la funcion RANUNI tienen dos propiedades

por las que podrian ser considerados pseudo-aleatorios:

1. En cada iteracion se genera cualquier numero real entre 0 y 1 con la misma
probabilidad de ser generado.
2. Lo diferentes numeros generados son estadisticamente independientes

unos de otros.
3.3. Simulacion de Monte Carlo

Como hemos repasado anteriormente la simulacién de Monte Carlo es una técnica
cuantitativa que utiliza la estadistica y los computadores para imitar, mediante
modelos matematicos, el comportamiento aleatorio generado en sistemas reales
no dinamicos, o sistemas que en algun punto de su evolucidn recurren a estrategias

que pueden ser descritas por un fenédmeno aleatorio [26].

La clave en la simulacion de Monte Carlo entonces consistira en crear el modelo
matematico para el sistema, proceso o actividad que se requiere analizar,
identificando claramente aquellas variables (inputs del modelo) mediante las cuales
el comportamiento aleatorio de las mismas determina o explica el comportamiento
global del sistema. Una vez planteados los Inputs se llevara a cabo un experimento
que consiste en que con ayuda del computador se puedan generar muestras
aleatorias pero fijas para dichos inputs y analizar el comportamiento del sistema
ante los valores generados. Este proceso lo repetimos n veces para evaluar
mediante observaciones el comportamiento del sistema, lo cual nos permitira el
funcionamiento del mismo, como es de esperarse por la ley de los grandes numeros
mientras mayor sea el numero n de experimentos que llevemos a cabo el valor u

observacion obtenida sera mas precisa.
3.3.1. Ejemplo de una Simulacion de Monte Carlo!!:

Tenemos el resultado de analizar durante 200 dias el nimero de consultas de saldo

a la cuenta de ahorros de un cliente. La segunda tabla de la figura 14 incluye un

" El codigo utilizado para este ejemplo se detalla en el Anexo 1. Se aclara en este punto que la
utilizacion de SAS® se debe a todas las bondades que representa el software, ademas de que su
version estudiantil esta al acceso de la comunidad educativa. Sin embargo el cédigo es facilmente
interpretable y puede ser migrado a otros programas como R.
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numero de consultas diarias (entre 0 y 5) junto con las frecuencias absolutas
(numero de dias que se producen 0,1,..,5 consultas), las frecuencias relativas

(10/200 = 0.05,...) y las frecuencias acumuladas.

total_consultas
200

Salto de pagina
consultas frecuencia| frecuencia_absoluta frecuencia acumulada

0 80 0.400 0.400
1 50 0.250 0.650
2 40 0.200 0.850
3 15 0.075 0.925
4 10 0.030 0.975
5 5 0.025 1.000

Figura 5.- Ejemplo de tabla de frecuencias acumuladas.

Se puede interpretar la frecuencia relativa como la probabilidad de que el suceso
asociado ocurra, aqui la probabilidad de un determinado numero de consultas, por
ejemplo que el cliente realice 4 consultas tiene una probabilidad de 5% por lo que
la tabla nos proporciona la distribucion de probabilidad asociada a una variable
aleatoria discreta (la variable aleatoria seria el nUmero de consultas que soélo puede

tomar valores enteros entre 0 y 5.

Consideremos que se desea conocer el numero esperado de consultas por dia.

Utilizando la teoria de probabilidad:

Tomando X la variable aleatoria que representa el numero diario de consultas

sabemos que:

E[X]= Y oxi. P(X=x)=0%04+1%025+2%02+3*0.075+4*0.05+5 *
0.025=1.2 (Ec. 32)

De esta manera hemos calculado el valor de una manera exacta utilizando la teoria
de probabilidad, sin embargo ello no siempre es factible. Para este ejemplo
procederemos a utilizar la simulacion de Monte Carlo para estimar el numero

esperado de consultas diarias.

Ya que conocemos la distribucién de probabilidad asociada a la variable aleatoria
discreta dada en la columna de frecuencias relativas acumuladas para obtener los
intervalos de numeros aleatorios asociados a cada suceso, para este caso los

intervalos serian:
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[0, 0.4) para el suceso 0.

[0.4, 0.65) para el suceso 1.
[0.65, 0.85) para el suceso 2.
[0.85, 0.925) para el suceso 3.
[0.925, 0.975) para el suceso 4.

[0.975, 1] para el suceso 5.

# de Consultas

#de Consultas

| '
0.0 0.2 0.4 0.6 0g 10
Probabilidad

Figura 6.- Grafico de frecuencias absolutas (probabilidades) del Ejemplo 3.3.1.

En la Figura 6 nos muestra cada una de las probabilidades sobre el numero de
consultas. En él se aprecia claramente la relacion existente entre la probabilidad de

cada suceso Yy el area que ocupa.

Esto significa que al generar un numero pseudo-aleatorio con el computador
proveniente de la distribucion uniforme en el intervalo (0,1) estaremos llevando a
cabo un experimento con resultado obtenido de manera aleatoria y segun la
distribucion de probabilidad asociada a un suceso. Por ejemplo si el computador
nos proporciona 0.231 como numero pseudo-aleatorio podremos suponer que ese

dia se han producido 0 consultas.

Entonces crearemos una tabla de datos con por ejemplo 100 registros y definiremos
los condicionales necesarios para cumplir con la distribucion de probabilidades y
finalmente obtendremos el resultado del proceso para obtener estadisticos
basandonos esta vez unicamente en el numero de registros y en el promedio.
Repetimos este proceso para una muestra mucho mas grande por ejemplo 100.000

registros los resultados los podemos ver en la tabla 7.
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Variable de analisis Variable de analisis :
: SUCESO suceso
N Media N Media
100 1.1300000 100000 1.1999300
(a) (b)

Figura 7.- Promedio de la variable numero de consultas por dia en 100 (a) y 100.000 repeticiones (b).

En este caso en la primera simulaciéon con una poblacion mas pequefia hemos
obtenido un valor de 1.13 mientras que con la muestra de 100.000 registros nuestro
valor es de 1.9998 bastante mas cercano al valor tedrico. Definiendo como N el

numero de iteraciones podemos deducir que:

Observable,.q, = I\llim (Observablegimuiado) (Ec. 33)

3.3.2. Simulacion de Monte Carlo con Variables Discretas'’:

Dado que no siempre los datos que deseamos simular obedecen a una distribucién
de probabilidad continua es conveniente identificar las diferencias que se debe

tomar en cuenta cuando se pretende simular utilizando variables discretas.

Para este ejemplo vamos a suponer que es necesario determinar el numero de
tarjetas de cierto tipo que deben ser pre-emitidas para ciertos clientes, las mismas
que podran ser comercializadas y entregadas a su portador, pudiendo existir la
posibilidad de que el cliente no acepte la tarjeta. La emision de cada tarjeta tiene
un valor de 7.5 ddlares mientras que el precio con el cual se le otorga al cliente es
de 10 ddlares. En caso de no aceptacion por parte del cliente de la tarjeta la misma
puede ser enviada al proveedor por un reembolso de 2.5 ddlares por cada una,
ademas se tiene como restriccion que las tarjetas pueden ser pedidas en bloques
de 50 con un pedido inicial minimo de 100. Basados en datos histéricos, se puede

determinar la distribucion de probabilidades presentada en la Figura 8.

tarjetas_compradas probabilidad_venta| probabilidad_acumulada intervalo_inferior| intervalo_superior

100 0.30 0.30 0.00 0.30
130 0.20 0.50 0.30 0.50
200 0.30 0.80 0.50 0.80
250 0.15 0.95 0.80 0.95
300 0.05 1.00 0.95 1.00

Figura 8.- Distribucién de frecuencias para la simulacién de Monte Carlos con variables discretas.

12 El codigo utilizado para esta simulacion se encuentra en el Anexo 2.
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Con la informacion levantada construimos el modelo utilizando la probabilidad de
venta y los 5 posibles escenarios (entre 100 y 300) calculando para cada escenario
el numero de tarjetas vendidas como el minimo entre el numero de tarjetas de la
iteracion de la simulacion y el numero de tarjetas compradas ya que bajo ningun
concepto se podria vender mas tarjetas que las adquiridas. Por otra parte
calcularemos los beneficios obtenidos en cada caso como los ingresos por venta

mas los ingresos por devolucion menos el costo de elaboracion de las tarjetas.

Variable: Beneficios Variable: Beneficios
N Media Dev std Err std Minimo Méximo N Media Dev std Err std Minimo Maximo
10000 500.0 0 0 5000 5000 10000 5613 2870 28697 1250 7500
Media Media de CL al 95% Dev std Dev std de CL al 95% Media Media de CL al 95% Dev std Dev std de CL al 95%
500.0 500.0 500.0 0 5613 5556 566.9 2870 2830 2910
DF Valort Pr> |t} DF Valor t Pr> |t
9399 infty <0001 (a) 9999 19558 <0001 (b)
Variable: Beneficios Variable: Beneficios
N Media Dev std Err std Minimo Maximo N Media Dev std Err std Minimo Méaximo
10000 4978 5456 54557 -250.0 1000.0 10000 2449 6941 639407 6250/ 12500
Media Media de CL al 95% Dev std' Dev std de CL al 95% Media Media de CL al 95% Dev std Dev std de CL al 95%
4978 4871] 5085 5456 5381 553.2 2449 2313 2585 6341 684.6 7038
DF Valort Pr> jt| (c) DF Valor t Pr> |t} (d)

9999 91.25 <.0001 9993 3529 <.0001

Variable: Beneficios

N Media Devstd Errstd Minimo Maximo
10000 -834375 7762 77617 -10000 13000

Media Media de CL al 95% Dev std Dev std de CL al 95%
834375 -986519 682231 7762 7656 7871

DF Valor t Pr> |t
9993 -10.75 <.0001 (e)

Figura 9.- Valores estadisticos obtenidos para diferentes nimeros de tarjetas. (a) 100, (b) 150, (c) 200,
(d) 250, (e) 300.

Principales estadisticos obtenidos para validar la condicién resultante del sistema con diferentes

condiciones iniciales, podemos apreciar que para un mayor numero de tarjetas la desviacion aumenta.

Finalmente obtenemos un resultado comparativo de las simulaciones realizadas:

Comparacion de reéuitados obtenidos

tarjetas_compradas, beneficios| desviacion
00 500.000 0.000

150 561.250 286.968

200 497813 545566

250 244 938 694.070

300 83438 776167

Figura 10.- Resultado comparativo de las simulaciones realizadas para el ejemplo de tarjetas.

En el resultado obtenido se aprecia que en la simulacién con 150 tarjetas se maximiza el beneficio

minimizando la desviacion.

En el cual podemos ver que la decision que mayor beneficio genera es la de

comprar 150 tarjetas y ademas es la mas estable (excluyendo la de 100 tarjetas).
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3.3.3. Generacion de Numeros Aleatorios Provenientes de Otras Distribuciones.

Para los casos en los que es necesario generar un numero pseudo-aleatorio con
otro tipo de distribucion podemos utilizar la funcion RAND que nos permite generar
numeros aleatorios de varias distribuciones continuas y discretas. Siempre que sea

posible se utiliza la forma mas simple de la distribucion deseada.

La funcion RAND utiliza el generador mezclado de numeros aleatorios de Mersenne
(RNG"3) que fue desarrollado por Matsumoto y Nishimura [58]. El generador de
numeros aleatorios tiene un periodo bastante grande (2/%**7 - 1) y cumple
adecuadamente las propiedades estadisticas. Este periodo es un numero primo de
Mersenne de ahi que toma su nombre para el método de determinar el numero
estadistico. El algoritmo es una mezcla desplazada generalizada con
retroalimentacion (TGFSR'#) método que da la otra parte del nombre del método.
Las TGDSR dan a los RNG un alto orden de equidistribucién (623 dimensiones con
exactitud de 32 bits) lo que significa que existe una correlacion muy pequefia entre

623 numeros pseudo-aleatorios.

Podemos con el algoritmo Mersenne-Twister RNG despreciar este efecto ya que el
método nos garantiza que los primeros 2%’ valores seran distintos. A diferencia de
una muestra aleatoria uniforme que en un tamafio de /(° la probabilidad de

encontrar al menos un duplicado es mayor al 50%.

De entre las distribuciones existentes para generar nimeros aleatorios citaremos

unicamente las que son de utilidad en este trabajo:

Distribucion | Funcion de densidad de probabilidad | Observaciones
Exponencial fx)=e™* Definida para x>0
Normal 1 _((X—Z)Z) Definida para—oo < x < o
fl) = A\/Ee 2 0 y A parametrizables generalmente 0 y 1
Uniforme fx)=1 Definido para 0 < x < 1

Tabla 7.- Distribuciones y funcion de densidad de probabilidad mas comunes.

El desarrollo de esta tematica en importante para los resultados finales ya que nos

permite definir la manera en la cual se plantea la programacion de la simulacion.

13 Por su nombre en inglés “Random Number Generator”.

4 Sus siglas del nombre inglés: “Twisted Generalized Feedback Shift Register”.
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4. CAPITULO 1IV. RESOLUCION DE UN JUEGO DE
MINORIAS

Hasta el momento se ha presentado las herramientas necesarias para poder
proceder a cuantizar el juego de minorias. En este capitulo se presentaran el
planteamiento algebraico para la aproximacion cuantica del problema y la solucién

computacional para la aproximacién clasica y cuantica del sistema.

4.1. Modelacion Algebraica de un Juego Cuantico

Conforme a los conceptos introducidos en la primera parte iremos analizando uno

por uno las definiciones y conceptos cuantizables.
Juego: El juego estara compuesto de la siguiente manera:

Jugadores: Se considerara un sistema cerrado de N individuos en donde cada uno
puede encontrarse en un estado de spin 2 0 - 72 al momento de observarlo, el
momento de observacion estara determinado como la traza de la matriz 2x2 de
estado del jugador. Definiendo inicialmente los estados como las matrices similares

a las de la ecuacion 30:

n=3(0 Do=:Q o

Historia: Cada jugador parte de tener una historia asociada a las decisiones

(Ec. 34)

tomadas por él mismo en distintos m momentos’® anteriores al inicio del juego, los

mismos que son construidos aleatoriamente para empezar el juego:

Momento 1 Momento 2 Momento ... Momento m
Tipo de Determinado Determinado Determinado Definido por la
Seleccion | aleatoriamente | aleatoriamente aleatoriamente “historia”
Valores %0 -2 %0 - Y2 0-%2 2™ posibles
Posibles estados
Ejemplo V3 Yo VA 1 1 1

Tabla 8.- Posibles historias de un jugador en el juego de minorias cuantico.

Esquema para determinar el posible estado de un jugador cuantico dados un momento 1y 2 determinados

aleatoriamente.

5 El término momento se lo utiliza descriptivamente como un punto temporal o de transiciéon donde
se evalua la funcion de pago de los jugadores.
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El estado del jugador para posteriores instantes se determinara colapsando la
funcién de pago (obteniendo la traza de la matriz 2x2).

Acciones: Las acciones estan definidas por las matrices de rotacion de Pauli mas
la matriz identidad. Al final de cada iteracién cada jugador tendra la posibilidad de
mantener su accion o escoger una nueva accion, mediante la incorporacion de los
pagos virtuales cada accion sera mas o menos deseable para los jugadores siendo
los puntos acumulados por cada estrategia el peso que se le otorga para la

seleccién aleatoria de la estrategia de los jugadores

Estrategias: Cada uno de los individuos tienen acceso a las 4 acciones con las
que podra ir construyendo estrategias dadas por las matrices de rotacion de Pauli
y la matriz identidad lo cual permitiria tener una mayor diversidad de opciones para

los jugadores que en el esquema clasico.

Pagos: La funcion de pago sera determinado para cada jugador dependiendo de
su estado final determinando como ganadores a aquellos jugadores que se
encuentren en el estado menos poblado. Ademas de la funcién de pago propia para
cada jugador se pretende establecer una funcion de pago para cada una de las

posibles acciones que las definiremos como pagos virtuales.

A continuacion analizaremos las posibles estrategias que pueden darse como la

combinacion de todas las acciones que puede tomar un jugador:
Para el estado inicial o7 :

En el momento 1 los posibles estados resultantes serian:

1
010y = Orx = Eo-x

1
010y = Ory =30y (Ec. 35)

1
0710; = 01z = EO-Z

O'TI= o7

En el momento 2 los posibles estados resultantes serian:



1
010x0x = Otxx =501 01050z = Otxz =

1.
ZLO'y

1, 1.
010y 0y = O-Tyxz_zlo-z 010y 0, = O1yy =ElO'x

1.
010, 0, = 074y =ElO'y

orlo, = oy =5 0x

1.
01 0x 0y = Otryy =ElO'Z

1.
010y 0y = O1yy —ElO'T

1.
010;0y = Otzy = _Elo-x

_1
= o'y

orlay, = oy 5

orlo, = o1, ==

010, = o1, =

o0l = o, =

O'TII = 01

0710,0; = 017z = 07

ooyl = oy, =50y

10'
27z

39

(Ec. 36)

Podemos extrapolar los resultados para expresarlos de manera simplificada como:

1
Otm = 501 [lizam) G

1
Oim = 501 [lizam) 01

(Ec. 37)

(Ec. 38)

Considerando esto y los posibles resultados luego de la primera iteracion podemos

validar que existen 14 estados finales posibles:

Tabla 9.- Posibles estado

Estado | Representacion Espin
Matricial Asociado
o1 1.1 o0 1
zbo ) z
- 20 o) 3
1 1 1
7% 2 o) -3
1 1,0 -1 1
~3% 51(_1 o) z
77 | 30 o) 2
1 1 i 1
2 51(‘01' 0) —
2 | 50 %) -3
1 1 i 1
29 | 25 o) 2
1 1 1
i | 55 o) >
1. 1,0 -1 1
2 | 320G %) 2
1 11 o 1
El”z g(o —1) _g
5% | 500 1) -3
1 1/ 1
A () 2
1 1 1
i | 500 ) 2
S

finales del sistema y su espin asociado.
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En los estados accesibles mostrados vemos que el juego sigue siendo simétrico ya
que existe la misma cantidad de estados que apuntan al spin %2 como los que

apuntan a -%a.

En la tabla 9 podemos apreciar lo que sucede al colapsar la funcion de onda en
cada uno de los estados posibles generados por las rotaciones dadas por las
matrices de Pauli. Este resultado lo utilizaremos en la simulacién discreta del
problema como resultado una vez analizados los posibles estados finales después

de ciertas rotaciones.
4.2. Simulacion del Juego Clasico

Para realizar este juego se tomara en cuenta el problema de “El Farol”, un bar que
cada jueves brinda un espectaculo en vivo, sin embargo la capacidad de personas
sentadas que pueden ver el mismo es de apenas 60, este bar tendra 10176 clientes
regulares. Los mismos tendran accesibilidad a 2 estrategias, la varianza o?va a

disminuir a medida que m aumenta, es decir seria menor a la que corresponderia

.. . N . P
a decisiones aleatorias 0,2 = S a partir de m = 4, alcanza el valor minimo entre m =

. . sy N
5y m =6y crece acercandose asintéticamente a - para cuando m — oo.

Para iniciar el juego los participantes seleccionaran aleatoriamente en cada jugada
la estrategia a seguir entre las s disponibles ya que todas las posibles estrategias
inician con el mismo puntaje de estrategia. A medida que van ganando y perdiendo,
las estrategias iran acumulando puntos que son los que utilizara el agente que tiene
las estrategias por lo que se podria decir que el sistema esta “aprendiendo”
inductivamente a jugar [5]. EIl método de seleccion de los lados determinados como
minoritarios que realizan los jugadores segun las estrategias asignadas, se repite
un numero T de veces. El modelo descrito con N = 101 jugadores tiene un tiempo
transitorio cercano a 1.000 eventos. Pasado este transitorio, durante el cual los
resultados se asemejan a un comportamiento de decisiones aleatorias, el resultado
emergente se estabiliza en otros comportamientos que podrian mejorar o empeorar
el esquema aleatorio, depende del numero de estrategias, el tamafo de la

poblacién y la longitud de la historia. Este estado estacionario es el que

6 Se ha considerado un numero impar de clientes para evitar posibles empates en los resultados.
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relacionaremos con coordinar actividades, es decir los participantes conocen el
comportamiento de los otros y “deciden” cuando debe asistir cada uno al lugar del

evento.

De aqui que para la poblacion de N = 101 jugadores con 2 estrategias posibles cada
uno, la varianza o2 disminuye a medida que aumenta m, lo que va haciendo que
cada vez sea menor a la que corresponderia a decisiones aleatorias o2 = % a partir
de m = 4, alcanzando el minimo entre m= 5 y m = 6 y crece acercandose

e N .
asintéticamente a_ para cuando m — «, como muestra la figura 11.

c"2vsm

Figura 11.- Varianza de los jugadores que escogieron asistir (Opcion “1”).

Comparacion del resultado de la varianza de los resultados obtenidos por los jugadores que en el juego de

minoria de “El Farol” decidieron asistir.

2°m/N

Ok N W A& U0 oo

@0 eo0 L] L3 ) ©
(] 20 40 60 80 100 120 140

Figura 12.- Varianza reudcida %zvs numero de historias por jugador %

Se incorpora el criterio de varianza reducida, que hace referencia a la figura 11 pero su valor se divide para
el nimero de jugadores. Lo cual permite estudiar las propiedades del sistema independiente de la

poblacién.

Se toma unicamente la posibilidad de que cada jugador escoja de entre 2
estrategias posibles ya que un mayor numero de éstas no aportaria

cualitativamente nuevas propiedades cooperativas al modelo, mas bien podria
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disminuir la coordinacion, lo cual podria generar que el tiempo de aprendizaje de
los jugadores sea mayor y el tiempo computacional para la simulacién también

incremente [59].

Uno de los problemas que se pueden presentar es que exista una dependencia de
la evolucion del sistema con variables como el tamano de la poblacion, la memoria
de los jugadores y la varianza de la funciéon de pago previa, por lo que para
independizar la evolucién del sistema se introduce parametros reducidos como el

numero de historias posibles por jugador y la varianza reducida.
z=%2 =% (Ec. 39)

Esta definicion de los parametros nos permite hallar el minimo de u de la siguiente

manera

u = 0.2 cuando z, = 0.35

Ec.40
U= ( )

cuando z > oo

ol

Lo cual es valido de manera general en todo M, my o con s = 2.

Normalmente en el analisis del juego podemos dividir el comportamiento de la figura

26. En tres regiones [60], La primera corresponde a m pequefio, donde o2 > i, la

1 . , g .
segunda zona comprende entre: g2 = 1Y a2 minimo y el Ultimo desde o2 minimo

en adelante, como lo podemos visualizar en la figura 19.

atr2vsm

wn
=1

w
=]

ra
=

Figura 13.- Grafico de la varianza distribuido por regiones.

Se aprecian las 3 regiones presentes por la cantidad de historias consideradas, en la zona de color rojo con
una gran pendiente decreciente hasta el primer punto de inflexion, la zona azul con pendiente creciente

hasta el segundo punto de inflexién, y la zona verde con pendiente negativa hasta el maximo de m.
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En el estudio realizado no arroja determinadas caracteristicas de cada region, sin
embargo las propiedades de la regién eficiente concuerda con lo hallado por
Manuca, Li, Riolo y Savit [60], para m = 2 (4 historias posibles) y s = 2 se encuentra
que en las situaciones impares de una historia dada, las desviaciones son leves
(podriamos argumentar que la poblacién termina distribuida de una manera
estable), mientras que en las ocurrencias pares esta desviacion es mayor.
Podemos interpretar de aqui que al tener un m pequeno se puede dar la situacion

en la cual un jugador tenga sus dos estrategias similares.

Para respaldar esta observacién tomaremos un jugador dado que disponga de dos
estrategias similares. Para esto bastaria hallar un jugador con estrategias que se
diferencien unicamente en una historia. La primera vez que aparezca el mismo en
el juego sus estrategias estaran empates. La eleccion por una de las dos vendria a
ser aleatoria y una de las estrategias resultaria ganadora y la otra perdedora. Hasta
que volvamos a ver esa historia, las estrategias del jugador acumularan igual
cantidad de puntos ya que hacen las mismas predicciones y por lo ganarian y
perderian equitativamente. La segunda vez que aparezca en la historia mencionada
la estrategia que escogié de manera aleatoria la primera vez tendria un punto
adicional por lo que tendria mayor probabilidad de ser seleccionada por el jugador.
Ahora consideremos que no era un unico el jugador con esta particularidad, sino
mas bien habria un gran grupo con lo mismo: los jugadores con estrategias que
difieran so6lo en una determinada historia y hubieran ganado en la ocurrencia
anterior esta vez repetirian su jugada y los que hubieran perdido ahora tomarian la
otra estrategia. De esta manera se podria ocasionar que muchos jugadores se
encuentren del lado que habria resultado minoritario en la ocurrencia impar anterior
de la historia. La desviacion de los resultados podria ser grande y la estrategia
ganadora ahora seria la estrategia que habria perdido en la ocurrencia impar, por
lo tanto, los puntajes acumulados de las estrategias estarian empatados otra vez y
la tercera ocurrencia (que vendria a ser la segunda impar) volveria a darse de
caracter aleatoria y daria una distribucion de poblacion similar a la media en cada
grupo Y el ciclo se repetiria. Esto nos diria que, leves desviaciones de la media en
las apariciones impares de una historia (similares a una jugada aleatoria) vendrian
seguidas por grandes desviaciones en las ocurrencias pares y el lado que era

minoritario en la ocurrencia par resulta ser el opuesto al anterior impar. De una
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manera cualitativa esta dinamica de periodo 2 persiste mientras exista la posibilidad
razonable de que el puntaje relativo entre las estrategias de un jugador no varie

entre dos ocurrencias sucesivas de una dada historia.

Este modelo también es analizado en el trabajo de Manuca, Li, Riolo y Savit [60]
mediante modelos de caminata aleatorio en donde se demuestra que para m
relativamente pequefios este comportamiento es esperable, y se convierte en
crecientemente improbable a medida que m aumenta, también el nUmero esperado

de jugadores que toman nuevamente la misma historia con el puntaje relativo entre

estrategias sin modificacion respecto a la ocurrencia anterior es de orden 7. De

(2m)2

hecho si imaginamos un juego de minorias con s = 2 donde las historias con mas
visitas tienen idéntica probabilidad (comunmente denominamos a esta situacion
ergodicidad [61]), entonces cada historia tendra una visita cada 2™ jugadas. Por
esto, para cada jugador dado que tenga ambas estrategias con empate en puntos
virtuales de la aparicion de cierta historia, la probabilidad de que en la préxima
aparicion de la historia mencionada vuelva a tener las estrategias empatadas se
corresponderia directamente con una caminata aleatoria unidimensional que pase
por 0 exactamente cada 2™ pasos, esto se puede expresar como:

P:(Zm)Z‘Zmz 2 (Ec. 41)

2m—1 omy

Y de aqui podemos determinar que el numero esperado de jugadores que se

encuentren con la misma historia seria:

2 (Ec. 42)

2Mp
4.3. Aproximacion Analitica

Existen varias versiones para realizar el analisis que hacen referencia a la
formalizacion del juego mediante el uso de técnicas de fisica estadistica o vidrios
de espin [6] [62] [63]. Los cuales en su mayoria fueron realizados sobre el
comportamiento en la regién de informacion eficiente, en la cual z < z.. Aqui
analizaremos una aproximacion del juego de minorias cuantitativamente util para la

region de informacion eficiente a partir de una versién de Juego de Minoria de
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estrategia completa (FSGM'”) tomando como referencia principal la presentada en
el trabajo de Caridi y Ceva [64]. A este planteamiento se ha realizado algunas
variaciones que permiten simplificar los resultados, como aplicar las ideas a otras
variantes del juego, para lo que citaremos las principales definiciones de una

manera formal con la notacion y definiciones requeridas.

Sea #C el numero de elementos presentes en el conjunto C lo llamaremos el

cardinal del conjunto.

Definicién 1: Dado un m tal que 2 <m &€ N, llamaremos historia a toda cadena de
longitud m formada por ceros y unos. Definiendo con H = 2m a la cantidad de

cadenas diferentes para un m dado y con:
SH = {hll ey h'H } (EC 43)
el conjunto completo de historias, para el cual #S; = H.

Definicién 2. Una estrategia de un juego de minorias es una funcion del conjunto
Sy en el conjunto {0,1}. Es decir la estrategia Unica asigna univocamente una
respuesta binaria a cualquier historia dada. Si definimos como S;al conjunto con
todas las estrategias posibles podemos hallar que #S; = 2H. De manera general

se utilizara la notacion L = 2H.

Definicion 3. Dado un s tal que 2 <s €N, un jugador del juego de minorias estara
definido como el conjunto de s elementos tomados (con repeticion de S;. Se definira
Sy al conjunto completo de jugadores posibles diferentes y N al cardinal #Sy. Si dos
jugadores se pueden representar como conjuntos semejantes, entonces diremos

que uno es una copia del otro.

Definicién 4. Dado un s, 2 <s €N, y un N €N, una instancia del juego de minorias
es un conjunto / de N jugadores tomados (con repeticion de Sy. Para cada elemento
J del conjunto / se tiene ademas un arreglo (vy,..,v5) € Nj que acumula la

puntuacion virtual de cada estrategia y una funcién de decision:

D:Nj -] (Ec. 44)

7 Por las siglas en inglés de Full Strategy Minority Game.
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La misma que determina la estrategia a utilizar como aquella que posee el maximo
de los puntos virtuales (si existe un unico | tal que: v; = max{v;},<;<s) 0 un elemento

al azar (uniforme) de entre aquellos que alcanzan el maximo en otro caso.

Para los siguientes analisis tendremos en cuenta que s = 2 para simplificar el

analisis. Con lo que tendremos que:

L

N:#SNz(Z

) +1L (Ec. 45)

En las instancias I del juego de minorias generadas aleatoriamente puede suceder
que algunos jugadores potenciales no participen del juego o que multiples copias
del mismo jugador puedan participar. En el FSMG normalmente se excluyen ambos
casos. Elegiremos el numero de jugadores tal que sea exactamente Ny una sola

version de cada jugador potencial sera permitida.

Definicion 5. Definiremos el FSMG como la unica instancia del juego de minorias

en la cual se verifica que I = Sy

Siguiendo el trabajo de Cardi y Ceva [64], ciertas simetrias se pueden ver presentes
s6lo parcialmente en el juego de minorias, donde las instancias se general
aleatoriamente, esto puede ser explotado en el FSMG con el fin de conducirnos a

resultados tedricos satisfactorios.

En lo anterior encontramos las definiciones generales para un juego de minoria.
Para continuar con la estructura del juego que deseamos analizar en este estudio

introduciremos las siguientes definiciones.

Definicién 6. Dada una instancia 7 del juego de minorias, una ejecucién E del juego

es un par E = {hY,1} con la secuencia:
Xg = {X_ s oer X0) X1, X2, e } (Ec. 46)

Donde x;, = 0,1, definimos la cadena de resultados minoritarios obtenidos al

ejecutar el juego partiendo de una instancia £y con:
Sg = {h%,R1, ...} (Ec. 47)

Donde la secuencia de historias se encuentra dada por:
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Rt = (Xp—y Xe—mats s Xt ) (Ec. 48)

De esta forma k¥ € Sy para cualquier k, es decir ht = h; para algin 1<i<H.

Ademas para RO, coincide con las historias iniciales aleatorias y dadas ﬁy hk+1
diremos que la primera es la predecesora de la segunda y que la segunda es la

sucesora de la primera.

Notemos que la informacion dada por X; es equivalente a la dada por S puesto
que cada secuencia puede ser reconstruida de otra y que E no determina
univocamente a Xz en la version estandar del juego de minoria, ya que no se trata
de un juego deterministico, sin embargo se puede dar la situacion simplificada.
Notemos también que para este marco formal una instancia | del juego de minoria
0 aun una realizacién E no contiene informacion acerca del modo en que el juego
se llevara a cabo en lo que a las reglas respecta. Es decir considerando los
jugadores que toman decisiones en base al sistema de puntos virtuales acumulados
en las estrategias. Nuestro interés se centrara en estudiar el caso mas general que

es el juego de minorias tradicional.

Definicién 8. Llamaremos regla de actualizacién RA del juego a la funcién RA: N —
Sy para la que en cada paso k del juego nos indica la historia que es escogida por
los jugadores a la hora de hacer la decision durante el paso de seleccidn k. A menos

que sea definitorio no se hara mencion a la regla que podria utilizar el jugador.

Definicién 9. Dado un juego de minorias con una regla de actualizacion y un paso
del juego k € N, se llamara historia actual a RA(k) = h’,ﬁ o simplemente h,si el
contexto es claro para identificar que nos encontramos en el paso k para decidir la
eleccion. Finalizada la fase de eleccién y actualizados los puntos virtuales el juego

se halla en el paso k+1, en donde los jugadores podran utilizar la informacion h’g“.

Estas definiciones nos permitiran de manera mas clara en la simulacién verificar
que todos los puntos necesarios para modelar un juego de minorias se estén

cumpliendo.
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4.4. Simulacion del juego cuantico

Para la simulacién del juego tomaremos las definiciones dadas en la parte anterior
para realizar las adaptaciones adecuadas de tal manera que se pueda realizar la

simulacion del juego con las consideraciones cuanticas.

La implementacién de la simulacién fue realizada en lenguaje SAS utilizando el
ambiente educativo de SAS Educational Software, con la intencion de aprovechar
las posibilidades del lenguaje SAS principalmente en los temas referentes a la
orientacidn a objetos. En particular, las capacidades de herencia y polimorfismo de
los lenguajes orientados a objetos fueron muy importantes para mantener acotado
el volumen de la implementacion. La implementacion aqui mencionada se basa en
un programa principal desarrollado de tal forma que el mismo cddigo permite
ejecutar las variantes clasica y cuantica del juego de minorias, por medio de las
configuraciones apropiadas basandose en una interfaz propia del usuario para
referirse a la cantidad de historias, jugadores, iteraciones. Ademas de simplificar el
esfuerzo destinado a la implementacion, esta caracteristica del codigo permite
asegurar que los experimentos destinados a comparar distintas parametrizaciones

del juego se realizan en igualdad estricta de condiciones [18] [26].

La simulacién del juego de minorias se la ha estructurado alrededor de las clases
Poblacién y Jugador. Una instancia de la clase Poblacién representa a la poblacion
de una instancia del juego, compuesta por un conjunto de jugadores no
necesariamente homogéneos. Por su parte, la clase Jugador es una clase abstracta
que reune el comportamiento comun a todos los jugadores, y se implementan
subclases para aclarar los distintos tipos de jugadores y estrategias involucrados
en el juego. Hay que notar que las estrategias que conforman la base de las
decisiones de los jugadores también pueden ser consideradas como subclases
apropiadas de Jugador dentro del juego, y puesto que el comportamiento de una
estrategia no cambia del comportamiento de un agente. Esta caracteristica del
disefio permite, por ejemplo, incorporar facilmente jugadores con una sola
estrategia generando como instancia directamente la clase que representa a una
estrategia, que en este caso también responde a la interfaz y funcionalidad de un
jugador. Por otra parte, puesto que los jugadores mantienen un registro de los

puntos que han obtenido en el juego, no es necesario generar codigo adicional para
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el registro de los puntos virtuales de las estrategias, sino mas bien en cada registro
se ira almacenando los resultados de su propia estrategia y puntos acumulados al

seleccionarla.

A continuacion se realiza a una descripcion funcional de las clases consideradas

para la simulacion:

Poblacion: Una instancia de la clase Poblacion representa una instancia del juego
de minorias, con el conjunto de los agentes que participan en el juego y la
informacion relevante a la ejecucion de la simulacion. Contiene un arreglo de
Jugador que, debido a los requerimientos del lenguaje SAS en cuanto al
polimorfismo, se implementa como un arreglo de variables asociados al registro de
cada Jugador. Durante la construccion de una instancia de Poblacién, se
construyen en memoria dinamica las instancias de las subclases de Jugadores
especificadas por la configuracién de la ejecucion y se agregan a este registro los
resultados de las instancias. El tipo de los jugadores que se agregan aclara la

variante del juego de minorias que se ejecutara.

En caso de que la configuracion requiera que se utilicen jugadores con acceso a
estrategias cuanticas, el constructor de Poblacién ubica los jugadores cuanticos
con una variable llamada observacion la que nos permite determinar el tipo de
jugador seleccionado, y de manera aleatoria se marca esta variable para los
agentes que seran interactivos, de acuerdo al numero o la probabilidad de que un
jugador tenga acceso a estrategias cuanticas, especificada también en la
configuracién. Una vez seleccionados los jugadores que tendran acceso a las
estrategias cuanticas, se almacena la informacion de cada jugador si es cuantico o
no y. Este mecanismo permite a los jugadores abstraerse de la configuracion en

forma de tabla, omitiendo la posibilidad de que exista algun patrén de interaccion.

La clase Poblacion cuenta con el método de seleccion de estrategia, que se ejecuta
en cada paso de la simulacion. Durante cada paso, se permite a los jugadores que
ejecuten este proceso de seleccién. Cada subclase de Jugador implementa
distintos comportamientos en esta fase. Una vez realizada la eleccion, este método
decide cual es la decisién minoritaria e informa a los agentes el resultado del juego.
Ademas de este método, la clase cuenta con métodos para consultar las cantidades

de jugadores, sus pesos y puntajes obtenidos.
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Jugador: La clase Jugador representa un jugador genérico, implementando la
funcionalidad comun a todos los jugadores. Es una clase abstracta, lo cual quiere
decir que algunos de los métodos no pueden implementarse directamente sino mas
bien deben implementarse en las subclases, y por este motivo no es posible
generar directamente esta clase directamente dentro del codigo. La interfaz
principal de Jugador esta dada por los siguientes métodos: PrimeraRonda. En este
método se implementa la primera fase de decisidn, que corresponde a seleccionar
qué opcidén tendra el jugador para la primera ejecucion del juego. En funcion de la
historia del juego y las caracteristicas del jugador. Lo llamamos método protegido,
virtual y abstracto TomarDecision que no se implementa en Jugador y debe, por lo
tanto, implementarse en las subclases con funcionalidad especifica de cada tipo de

agente.

Decision Segunda Ronda: Este método retorna la decisién final de la eleccion,
que se implementa por medio del meétodo protegido, virtual y abstracto

tomarDecisionFinal que, nuevamente, se debe definir en las subclases.

DecisionGanadora: Este método permite informarle al jugador cual fue la decisidn
minoritaria en la ronda anterior, y es utilizado por las subclases de Jugador cuya
decision se basa en la historia del juego para actualizar la historia. Al finalizar cada
ronda de eleccion, la instancia de Poblacion informa a todos sus agentes cual fue
la decisién ganadora mediante este método. Ademas de otros métodos de consulta,
la clase Jugador mantiene como datos la cantidad de rondas del juego, los puntos
obtenidos por el jugador a lo largo del juego, el peso del jugador y, en caso de ser
cuantico la observacion acerca de esta particularidad. Estos datos se actualizan
dentro de los métodos implementados por el Jugador, dado que esta funcionalidad

es comun a todas las versiones de jugadores.

Las subclases de Jugador implementan los distintos tipos de jugador que se
consideran dentro de la aplicacién, y que fueron utilizados a lo largo de este trabajo.

Las subclases que se consideran son las siguientes:

Deterministico: Esta subclase representa a una estrategia individual. El
constructor de esta subclase toma como parametro el tamafio de la muestra y

genera aleatoriamente los resultados para cada salida del juego. La
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implementacion del método TomarDecision sencillamente retorna la indicacion de

la estrategia de acuerdo con la historia actual del juego.

Aleatorio: Esta subclase corresponde a un agente que toma una decisién aleatoria
en cada ronda, con lo cual la implementacion de TomarDecision genera un numero

aleatorio y retorna con probabilidad 1/2 una de las dos posibles decisiones.

Insistente: Esta subclase corresponde a un jugador que en cada paso selecciona

la misma estrategia.

Para la simulacién cuantica se consideran las mismas 3 subclases de jugadores
refiriéndolos como el nombre inicial con una Q al final (DeterministicoQ, AleatorioQ,
InsistenteQ). El analisis que se lleva a cabo toma en cuenta los resultados
comparativos al ejecutar distintas poblaciones de cada una de las clases

mencionadas.

Bajo esta metodologia se presenta la programacién que para facilidad de la
secuencia de analisis se la automatizé en un proyecto de SAS Enterprise Guide
ejecutable en el cual se puede llevar a cabo las simulaciones con variacion de
parametros'. Tomando en cuenta como principales parametros y su descripcion

los siguientes:

N_Jugadores: Determina la cantidad de jugadores que se incluyen en el sistema
teniendo como restriccion que debe ser un numero entero e impar de jugadores
como minimo 1 y como valor dado por defecto y utilizado para las obtener los

resultados la cantidad de 101.

Tipo_Jugadores: Se citan los 6 tipos de jugadores posibles (Aleatorio, AleatorioQ,
Deterministico, DeterministicoQ, Insistente, InsistenteQ) que pueden ser parte del
sistema y se solicita el numero de cada uno de ellos que seran parte del sistema,
la suma total de los jugadores entre los 6 tipos debe ser igual al numero total de
jugadores, en caso de que el numero sea menor se asigna como Deterministico a
la cantidad adicional de jugadores presentes, en caso de que exista un mayor

numero de jugadores al sumar los distintos tipos de jugadores que los definidos en

'8 El proyecto mencionado se lo adjunta en el Anexo 3 de este trabajo.
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el N_Jugadores, se reasigna el valor de N_jugadores a la sumatoria de los tipos de

jugador solicitados.

N_Iteraciones: especifica el nUmero de veces que se va a realizar la simulacion,
como minimo deben realizarse las 3 primeras iteraciones (1 aleatoria, 1 para
escoger la opcion de los diferentes tipos de jugadores y 1 para consolidar las

estrategias).
Condiciones de estado inicial:

Estado_0: determinado de manera aleatoria entre 1 o 0 como la condicion de asistir
o no al evento. Para esta funcion se ha tomado el generador de niumeros aleatorios

entre 0 y 2 y se ha tomado el valor entero de este resultado.

Resultado_0: determinado por las condiciones dadas en el Estado_0 se obtiene la

opcion que resultaba como ganadora en la iteracion inicial del juego.
Condiciones transitorias del juego:

Puntaje_ganador: se almacena el valor numérico de jugadores que seleccionaron

la decision ganadora en la ultima iteracion registrada del juego.

Opcion_ganadora: se almacena la decision que resultd ganadora en la ultima

iteracion registrada del juego.

Una vez determinadas todas las opciones que puede tomar un jugador se observa
la evolucién de las mismas y se busca determinar si existe alguna estrategia

dominante.

Se analiz6 el comportamiento de cada una de las estrategias planteadas para los
jugadores como si fueran puras obteniendo los siguientes resultados para la
estabilidad del sistema los mismos que se observan en la Figura 14 y se detallan a

continuacion:

Estrategia Aleatoria: Se puede apreciar que para un juego dominado por una
estrategia aleatoria no se encuentra un equilibrio en el paso del tiempo, debido a
que para cada una de las iteraciones, el sistema no logra generar un aprendizaje
adecuado con la situacion anterior, y seria el estado base del que partiriamos en
caso de que no existiere ningun tipo de inteligencia que ingresemos al juego, ya

que cada momento de la evolucidn representaria un nuevo momento inicial.
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Estrategia Insistente: En este caso los jugadores toman una estrategia que evita
que nuevos jugadores vuelvan a ganar el juego manteniendo el estado de equilibrio
del mismo siempre como ganadora la opcion inicial. Es decir cada jugador
mantendra la decision inicial, sea que eso represente un ganar o perder
directamente, sino mas bien depende del sistema que se estabiliza a una seleccion

rapidamente.

Estrategia Deterministica: E|l aprendizaje de los jugadores en las distintas
iteraciones genera que la evolucion de los resultados sea mas equitativa.
Observandose esto en que la distribucion de ganadores tiende a estabilizarse, sin

embargo aun existen fallas o errores en momentos consecutivos de la simulacién.

Estrategia Aleatoria Cuantica: En esta estrategia en cuanto a la evolucién no se
aprecia una considerable mejora con respecto a su simil clasico, ya que a pesar de
brindarles nuevas oportunidades o caracteristicas a los jugadores, los mismos no
las aprovechan directamente sino sélo parten de un momento inicial cada vez que

se genera la simulacion.

Estrategia Insistente Cuantica: Para esta estrategia notamos que la evolucion
con respecto a la estrategia clasica similar corresponde a que en este caso los
jugadores se inclinan por otorgar la ganancia a la estrategia opuesta a la original
aleatoria, de esta manera vemos que hay un aprendizaje con el momento inicial de

parte de los jugadores, sin embargo luego no se presenta una variacion.

Estrategia Deterministica Cuantica: Conforme a lo esperado cuando toda la
poblacién aplica una estrategia deterministica cuantica, es decir va aprendiendo de
la memoria de los sucesos que se han presentado los resultados de la evolucion

son estables en cuanto a que en cada iteracion gana una de las opciones.

Conforme a lo esperado cuando toda la poblacion aplica una estrategia
deterministica cuantica, es decir va aprendiendo de la memoria de los sucesos que
se han presentado los resultados de la evolucidén son estables en cuanto a que en
cada iteracion gana una de las opciones, y de esta manera queda confirmado que

la opcion de una estrategia cuantica permite una mejora para el sistema general.
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Figura 14.- Evoluciéon de los resultados de la simulacion de un juego de minorias con estrategias
puras. (a)Aleatoria, (b) Insistente, (c) Deterministica, (d) Aleatoria Cuantica, (e) Aleatoria Cuantica, y

(f) Deterministica Cuantica.

Resultados de la simulacion obtenidos para las diferentes estrategias, se puede observar que las
estrategias (a), (c) y (d) presentan muchas irregularidades, mientras que la estrategia (b) mantiene siempre
el mismo resultado ganador, la estrategia (e) mantiene como ganadora a la opcion contraria a la inicial del

sistema, la estrategia (f) muestra una variabilidad ideal, haciendo que el juego sea mas estable.

Para determinar el efecto de introducir poblaciones ajenas al sistema puro
previamente indicado, se efectudé la simulacion con la estrategia deterministica
clasica introduciendo jugadores cuanticos hasta encontrar la poblacion minima
requerida para estabilizar el sistema. Se tomd en cuenta la poblacion total y maxima

de 101 jugadores.
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Intrusos | Estabilidad | Errores
10 93 15
15 58 10
20 64 9
25 62 6
30 62 3
35 51 3
40 54 1
51 1 0

Tabla 10.- Efecto de los Intrusos deterministicos cuanticos y en el sistema deterministico clasico.

Cantidad de jugadores necesario para afectar a la estabilidad de poblacién, en donde se aprecia que a

mayor cantidad de intrusos en el sistema menos irregularidades o errores se presentan en el mismo.

En la Tabla 10 podemos ver los resultados de introducir jugadores que siguen una
estrategia deterministica cuantica, en una poblacion pura de jugadores que
disponian de una opcion deterministica clasica. De manera general al tener una
poblacion mayoritaria la estrategia cuantica envuelve al sistema y permite llegar al
equilibrio desde la primera iteracion, sin embargo el efecto de la presencia de estos
jugadores se nota claramente desde los 30 intrusos en donde practicamente no se

observan errores o imperfecciones en el sistema.
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5. CAPITULO V: CONCLUSIONES

Fue posible elaborar una solucién de un juego de minorias con muchos jugadores,
estudiar su evolucion clasica haciendo referencia a las posibles historias que puede
acceder el jugador, introducir la cuantizacién para las estrategias posibles y
encontrar una solucion de la experiencia de la simulacién que tiene un grado de
similitud adecuado con la solucion tedrica encontrada, de esta manera nos fue
factible hallar nuevos puntos de equilibrio del sistema mas estables por la presencia

de las estrategias cuanticas.

Se investigo las bases matematicas de la teoria de juegos, en especial sobre los
juegos de minorias, lo que permitid lograr un planteamiento tedrico y conceptual

adecuado del sistemay de las variables que influyen a su evolucion.

Se han analizado los parametros de un juego de minorias que podrian ser
cuantizados, planteando las condiciones necesarias para que la unidad de medida
sea similar al espin de un electrén, la base algebraica correspondiente a la opcion
de introducir como estrategia posible para un jugador una rotacion del tipo cuantico
basada en las matrices de Pauli y la funcion de pago interpretada como el colapso

de la funcion de onda del sistema.

Mediante la utilizacion de SAS Enterprise Guide, con un esquema ordenado y
adecuado de simulacion computacional, fue posible el realizar una simulacion con
muchos jugadores, en especifico fue posible realizar una simulacién de la evolucién
de los juegos de minorias para muchos jugadores utilizando métodos de Monte
Carlo para la simulacién, tanto en su versién clasica, como en su version cuantica,
con la posibilidad de generar multiples escenarios con diferentes tipos de

jugadores.

Las simulaciones implementadas permitieron acceder a una respuesta numérica
que facilita un entendimiento tedrico del problema planteado, mediante la
evaluacion de las diferentes estrategias puras de cada tipo de jugador. Pudimos
también identificar que al buscar estrategias dominantes la opcién cuantica en
particular es preferida a cualquier otra estrategia a disposicion de los jugadores,
sobre todo cuando las condiciones iniciales no permiten definir una historia para el

jugador.
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ANEXOS

Anexo 1.- Ejemplo simulacién frecuencia acumulada

Caodigo SAS utilizado en el archivo: “Ejemplo Frecuencia Acumulada.sas”

data datos; input consultas frecuencia; datalines;
080

150

240

315

410

55

;run;

proc sql; select sum(frecuencia) as total_consultas into : total_observaciones
from datos; quit;

data frecuencia_acumulada; set datos;
frecuencia_absoluta = frecuencia/&total_observaciones;
frecuencia_acumulada + frecuencia_absoluta;

ejemplo = "# de Consultas"; run;

proc print data=frecuencia_acumulada noobs;
var consultas frecuencia frecuencia_absoluta frecuencia_acumulada; run;

Legend1FRAME POSITION = (MIDDLE RIGHT OUTSIDE) LABEL=("");
Axis1 STYLE=1 WIDTH=1 LABEL=("");

Axis2 STYLE=1 WIDTH=1 MINOR= (NUMBER=1) LABEL=( "Probabilidad");
TITLE; TITLE1 "# de Consultas"; FOOTNOTE;

PROC GCHART DATA=frecuencia_acumulada;

HBAR ejemplo / SUMVAR=frecuencia_absoluta SUBGROUP=consultas CLIPREF

FRAME DISCRETE TYPE=SUM OUTSIDE=PCT LEGEND=LEGEND1 COUTLINE=BLACK MAXIS=AXIS1
RAXIS=AXIS2; RUN; QUIT; TITLE; FOOTNOTE;

data datos_simulados;

do i =1 to 100; aleatorio = ranuni(1);

if 0 le aleatorio It 0.4 then suceso = 0;

if 0.4 le aleatorio It 0.65 then suceso = 1;

if 0.65 le aleatorio It 0.85 then suceso = 2;

if 0.85 le aleatorio It 0.925 then suceso = 3;
if 0.925 le aleatorio It 0.975 then suceso = 4;
if 0.975 le aleatorio le 1 then suceso = 5;
output; end; run;

title "Resultado para una simulacién con 100 iteraciones";
proc means data=datos_simulados n mean;
var suceso; run,; title;

data datos_simulados_2;

doi=1to 100000; aleatorio = ranuni(1);

if 0 le aleatorio It 0.4 then suceso = 0;

if 0.4 le aleatorio It 0.65 then suceso = 1;

if 0.65 le aleatorio It 0.85 then suceso = 2;

if 0.85 le aleatorio It 0.925 then suceso = 3;
if 0.925 le aleatorio It 0.975 then suceso = 4;
if 0.975 le aleatorio le 1 then suceso = 5;
output; end; run;

title "Resultado para una simulacion con 100.000 iteraciones";
proc means data=datos_simulados_2 n mean;
var suceso; run; title;



Anexo 2.- Ejemplo simulacién selecciéon de escenario

Cddigo SAS utilizado en el archivo: “Ejemplo Elaboracion de Tarjetas.sas”

data tarjetas; input tarjetas_compradas probabilidad_venta; datalines;
100 0.3

150 0.2

2000.3

2500.15

300 0.05

;run;

data frecuencia_tarjetas; set tarjetas;
probabilidad_acumulada + probabilidad_venta;
intervalo_inferior = lag (probabilidad_acumulada);
if intervalo_inferior = . then intervalo_inferior = 0;
intervalo_superior = probabilidad_acumulada; run;

proc print data=frecuencia_tarjetas noobs; run;

%macro tarjetas;

%do tarjetas_a_comprar = 100 %to 300 %by 50;
%let costo_tarjeta = 7.5;

%let ingreso_por_venta = 10;

%let ingreso_por_devolucion =2.5;

data simulacion _tarjetas;

do i =1 to 10000; aleatorio = ranuni(1);

if 0 le aleatorio It 0.3 then tarjetas_compradas = 100;

if 0.3 le aleatorio It 0.5 then tarjetas_compradas = 150;

if 0.5 le aleatorio It 0.8 then tarjetas_compradas = 200;

if 0.8 le aleatorio It 0.95 then tarjetas_compradas = 250;

if 0.925 le aleatorio le 1 then tarjetas_compradas = 300;
tarjetas_vendidas = min(1*&tarjetas_a_comprar, tarjetas_compradas);
ingresos_venta = tarjetas_vendidas * &ingreso_por_venta;
ingresos_devolucion = tarjetas vendidas * &ingreso_por_devolucion;
costos = 1*&tarjetas_a_comprar * &costo_tarjeta;

Beneficios = sum(ingresos_venta, ingresos_devolucion, -costos);
output; end; run;

title "Resultado para una simulacién con 10.000 iteraciones y compra &tarjetas_a_comprar tarjetas";
/*proc means data=simulacion_tarjetas n mean stddev min max; var Beneficios; run;*/

PROC TTEST DATA=simulacion_tarjetas ALPHA=0.05;
VAR Beneficios; RUN; title;

proc sql noprint;
select mean(Beneficios) into : resultado_&tarjetas_a_comprar
from simulacion_tarjetas; Quit;

proc sql noprint;

select std(Beneficios) into : desviacion_&tarjetas_a_comprar
from simulacion_tarjetas; Quit;

%put resultado_&tarjetas_a_comprar;

Y%put &&resultado_&tarjetas_a_comprar;

%end;

data tarjetas 2; set tarjetas;

%do i =100 %to 300 %by 50;

if tarjetas_compradas = 1*&i then do;
beneficios = 1*&&resultado_ &i;
desviacion = 1*&&desviacion_&i; end;
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%end; run;

title "Comparacion de resultados obtenidos";
proc print data=tarjetas_2 noobs;
var tarjetas_compradas beneficios desviacion; run; title;

%mend tarjetas;

Y%tarjetas

Anexo 3.- Simulacién para diferentes tipos de jugadores problema el Farol.

Cddigo SAS utilizado en el archivo: “simulacién final.sas”

data el _farol; do i =1 to &n_jugadores;
estado_0 = int(ranuni(0)*2);
output; end; run;

data el_farol (drop=Aleatorio Insistente DeterministicoQ AleatorioQ InsistenteQ Deterministico);
set el_farol; format tipo_jugador $15.;

Aleatorio = 1*&Aleatorio;

Insistente = 1*&Insistente + sum(aleatorio);

DeterministicoQ = 1*&DeterministicoQ + sum(/*aleatorio,*/ Insistente);

AleatorioQ = 1*&AleatorioQ + sum(/*aleatorio, Insistente,*/ DeterministicoQ);

InsistenteQ = 1*&InsistenteQ + sum(/*aleatorio, Insistente, DeterministicoQ,*/ AleatorioQ);
Deterministico = sum(1*&n_jugadores,1);

if _N_ le Aleatorio then tipo_jugador ="Aleatorio";

if Aleatorio It _N__le Insistente then tipo_jugador ="Insistente";

if Insistente It _N_ le DeterministicoQ then tipo_jugador ="DeterministicoQ";

if DeterministicoQ It _N__le AleatorioQ then tipo_jugador ="AleatorioQ";

if AleatorioQ It _N_ le InsistenteQ then tipo_jugador ="InsistenteQ";

if InsistenteQ It _N_le Deterministico then tipo_jugador ="Deterministico";

run;

proc sql;
create table resultado 0 as select estado_0, count(*) as cuantos
from el_farol group by 1 order by 2; Quit;

proc sql;
create table resultado 0 por tipo as select tipo_jugador, estado_0, count(*) as cuantos
from el_farol group by 1,2 order by 3; Quit;

proc sql;
create table puntaje_ganador as select min(cuantos) as ganador
from resultado_0; quit;

proc sql noprint;
select estado 0 into : opcion ganadora from resultado 0
where cuantos in (select ganador from puntaje_ganador); quit;

data evolucion_0; iteracion = 1; opcion_ganadora = 1*&opcion_ganadora; run;
data evolucion; set evolucion_O; run;

data el farol i; set el farol; resultado 0 = 0;

if estado_0 = &opcion_ganadora then resultado_0 = 1;

if tipo_jugador = "Aleatorio" then do;
decision_1 = int(ranuni(0)*2);

if estado_0 =1 and decision_1 = 0 then estado_1 = 1;
if estado_0 = 1 and decision_1 = 1 then estado_1 = 0;
if estado_0 = 0 and decision_1 = 0 then estado_1 = 0;
if estado_0 = 0 and decision_1 = 1 then estado_1 = 1; end;

if tipo_jugador ="Insistente" then do;
decision_1 = int(ranuni(0)*2);



if estado_0 = 1 and decision_1 = 0 then estado_1 = 1;
if estado 0 = 1 and decision_1 = 1 then estado_1 = 0;
if estado_0 = 0 and decision_1 = 0 then estado_1 = 0;

if estado_0 = 0 and decision_1 = 1 then estado_1 = 1; end;

if tipo_jugador ="DeterministicoQ" then do; decision_1 = int(ranuni(0)*4);
if estado_0 =1 and decision_1 = 0 then estado_1 = 0;

if estado_0 = 1 and decision_1 = 1 then estado_1 = 0;

if estado_0 =1 and decision_1 = 2 then estado_1 = 1;

if estado 0 =1 and decision_1 = 3 then estado 1 =1;

if estado_0 = 0 and decision_1 = 0 then estado_1 = 0;

if estado 0 = 0 and decision_1 = 1 then estado_1 = 0;

if estado_0 = 0 and decision_1 = 2 then estado_1 = 1;

if estado_0 = 0 and decision_1 = 3 then estado_1 = 1; end;
if tipo_jugador ="AleatorioQ" then do; decision_1 = in (ranunl(O)*4);
if estado_0 =1 and decision_1 = 0 then estado_1 = 0;

if estado_0 =1 and decision_1 = 1 then estado_1 = 0;

if estado_0 = 1 and decision_1 = 2 then estado_1 = 1;

if estado_0 =1 and decision_1 = 3 then estado_1 = 1;

if estado_0 = 0 and decision_1 = 0 then estado_1 = 0;

if estado_0 = 0 and decision_1 = 1 then estado_1 = 0;

if estado_0 = 0 and decision_1 = 2 then estado_1 = 1;

if estado_0 = 0 and decision_1 = 3 then estado_1 = 1; end;
if tipo_jugador ="InsistenteQ" then do; decision_1 = int(ranuni(0)*4);
if estado_0 =1 and decision_1 = 0 then estado_1 = 0;

if estado_0 =1 and decision_1 = 1 then estado_1 = 0;

if estado_0 = 1 and decision_1 = 2 then estado_1 = 1;

if estado_0 =1 and decision_1 = 3 then estado_1 = 1;

if estado_0 = 0 and decision_1 = 0 then estado_1 = 0,

if estado_0 = 0 and decision_1 = 1 then estado_1 = 0;

if estado 0 = 0 and decision_1 = 2 then estado 1 = 1;

if estado_0 = 0 and decision_1 = 3 then estado_1 = 1; end;

if tipo_jugador ="Deterministico" then do; deciS|on_1 = |nt(ranuni(0)*2);
if estado_0 =1 and decision_1 = 0 then estado_1 =

if estado_0 =1 and decision_1 = 1 then estado_1 = 0

if estado_0 = 0 and decision_1 = 0 then estado 1 =0

if estado_0 = 0 and decision_1 = 1 then estado_1 = 1; end; run;

/*Desde aqui parametrizar*/

proc sql;

create table resultado_1 as select estado_1, count(*) as cuantos
from el_farol_i group by 1 order by 2; Quit;

proc sql;
create table puntaje ganador as select min(cuantos) as ganador
from resultado_1; quit;

proc sql noprint;
select estado 1 into : opcion _ganadora from resultado 1
where cuantos in (select ganador from puntaje_ganador); quit;

data evolucion_i; iteracion = 2; opcion_ganadora = 1*&opcion_ganadora; run;

data evolucion; set evolucion evolucion_i; run;

data el_farol_i; set el_farol_i; resultado_2 = 0;

if estado_1 = &opcion_ganadora then resultado 2 = 1;

if tipo_jugador = "Aleatorio" then do; decision_2 = int(ranuni(0)*2);
if estado_1 =1 and decision_2 = 0 then estado_2 = 1;

if estado_1 =1 and decision_2 = 1 then estado_2 = 0;

if estado_1 = 0 and decision_2 = 0 then estado 2 = 0;

if estado_1 = 0 and decision_2 = 1 then estado_2 = 1; end;

if tipo_jugador ="Insistente" then do; decision_2 = decision_1;
if estado_1 =1 and decision_2 = 0 then estado 2 = 1;

if estado_1 =1 and decision_2 = 1 then estado_2 = 0;

if estado_1 = 0 and decision_2 = 0 then estado_2 = 0;

if estado_1 = 0 and decision_2 = 1 then estado_2 = 1; end;
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if tipo_jugador ="DeterministicoQ" then do; if resultado_2 = 1 then decision_2 = decision_1;
if resultado 2 = 0 then decision_2 = int(ranuni(0)*4);

if estado_1 =1 and decision_2 = 0 then estado_2 = 0;

if estado_1 =1 and decision_2 = 1 then estado_2 = 0;

if estado_1 =1 and decision_2 = 2 then estado 2 = 1;

if estado_1 =1 and decision_2 = 3 then estado_2 = 1;

if estado_1 = 0 and decision_2 = 0 then estado_2 = 0;

if estado_1 = 0 and decision_2 = 1 then estado_2 = 0;

if estado 1 = 0 and decision_2 = 2 then estado 2 = 1;

if estado_1 = 0 and decision_2 = 3 then estado_2 = 1; end;

if tipo_jugador ="AleatorioQ" then do; decision_2 = int(ranuni(0)*4);
if estado_1 =1 and decision_2 = 0 then estado_2 = 0;

if estado_1 =1 and decision_2 = 1 then estado_2 = 0;

if estado_1 =1 and decision_2 = 2 then estado 2 = 1;

if estado_1 =1 and decision_2 = 3 then estado_2 = 1;

if estado_1 = 0 and decision_2 = 0 then estado_2 = 0;

if estado_1 = 0 and decision_2 = 1 then estado_2 = 0;

if estado_1 = 0 and decision_2 = 2 then estado_2 = 1;

if estado_1 = 0 and decision_2 = 3 then estado_2 = 1; end;

if tipo_jugador ="InsistenteQ" then do; decision_2 = decision_1;
if estado_1 =1 and decision_2 = 0 then estado 2 = 0;

if estado_1 =1 and decision_2 = 1 then estado_2 = 0;

if estado_1 =1 and decision_2 = 2 then estado 2 = 1;

if estado_1 =1 and decision_2 = 3 then estado_2 = 1;

if estado_1 = 0 and decision_2 = 0 then estado_2 = 0;

if estado_1 = 0 and decision_2 = 1 then estado_2 = 0;

if estado_1 = 0 and decision_2 = 2 then estado_2 = 1;

if estado_1 = 0 and decision_2 = 3 then estado_2 = 1; end;

if tipo_jugador ="Deterministico" then do; if resultado_2 = 1 then decision_2 = decision_1;
if resultado_2 = 0 then decision_2 = int(ranuni(0)*2);

if estado_1 =1 and decision_2 = 0 then estado_2 = 1;

if estado_1 =1 and decision_2 = 1 then estado_2 = 0;

if estado_1 = 0 and decision_2 = 0 then estado 2 = 0;

if estado_1 = 0 and decision_2 = 1 then estado_2 = 1; end; run;

%macro simulacion;
%do i = 3 %to &n_iteraciones; %let k = %eval(&i-1); %let j = %eval(&i+1);

proc sql;
create table resultado_&k as select estado_&k, count(*) as cuantos
from el_farol_i group by 1 order by 2; Quit;

proc sql;
create table puntaje_ganador as select min(cuantos) as ganador
from resultado_&k; quit;

proc sql noprint;
select estado_&k into : opcion_ganadora from resultado_&k
where cuantos in (select ganador from puntaje_ganador); quit;

data evolucion_i; iteracion = &i; opcion_ganadora = 1*&opcion_ganadora; run;
data evolucion; set evolucion evolucion_i; run;

data el_farol_i; set el_farol_i; resultado_&i = 0;

if estado_&k = &opcion_ganadora then resultado_&i = 1;

if tipo_jugador = "Aleatorio" then do; decision_&i = int(ranuni(0)*2);
if estado &k =1 and decision_&i = 0 then estado_&i = 1;

if estado_&k =1 and decision_&i = 1 then estado_&i = 0;

if estado &k = 0 and decision_&i = 0 then estado_&i = 0;

if estado_&k = 0 and decision_&i = 1 then estado_&i = 1; end,;
if tipo_jugador ="Insistente" then do; decision &i = decision_&k;
if estado &k =1 and decision_&i = 0 then estado_&i = 1;

if estado_&k =1 and decision_&i = 1 then estado_&i = 0;

if estado_&k = 0 and decision_&i = 0 then estado_&i = 0;

if estado_&k = 0 and decision_&i = 1 then estado_&i = 1; end;



if tipo_jugador ="DeterministicoQ" then do; if resultado_&i = 1 then decision_&i = decision_&Kk;
if resultado_&i = 0 then decision_&i = int(ranuni(0)*4);

if estado_&k =1 and decision_&i = 0 then estado_&i = 0;

if estado_&k = 1 and decision_&i = 1 then estado_&i = 0;

if estado_&k =1 and decision_&i = 2 then estado_&i = 1;

if estado_&k =1 and decision_&i = 3 then estado_&i = 1;

if estado_&k = 0 and decision_&i = 0 then estado_&i = 0;

if estado_&k = 0 and decision_&i = 1 then estado_&i = 0;

if estado &k = 0 and decision &i = 2 then estado_&i = 1;

if estado_&k = 0 and decision_&i = 3 then estado_&i = 1; end;

if tipo_jugador ="AleatorioQ" then do; decision_&i = int(ranuni(0)*4);
if estado_&k =1 and decision_&i = 0 then estado_&i = 0;

if estado_&k =1 and decision_&i = 1 then estado_&i = 0;

if estado_&k =1 and decision_&i = 2 then estado_&i = 1;

if estado_&k =1 and decision_&i = 3 then estado_&i = 1;

if estado_&k = 0 and decision_&i = 0 then estado_&i = 0;

if estado_&k = 0 and decision_&i = 1 then estado_&i = 0;

if estado_&k = 0 and decision_&i = 2 then estado_&i = 1;

if estado_&k = 0 and decision_&i = 3 then estado_&i = 1; end;

if tipo_jugador ="InsistenteQ" then do; decision_&i = decision_&k;
if estado_&k = 1 and decision_&i = 0 then estado_&i = 0;

if estado_&k =1 and decision_&i = 1 then estado_&i = 0;

if estado &k =1 and decision_&i = 2 then estado_&i = 1;

if estado_&k =1 and decision_&i = 3 then estado_&i = 1;

if estado_&k = 0 and decision_&i = 0 then estado_&i = 0;

if estado_&k = 0 and decision_&i = 1 then estado_&i = 0;

if estado_&k = 0 and decision_&i = 2 then estado_&i = 1;

if estado_&k = 0 and decision_&i = 3 then estado_&i = 1; end;

if tipo_jugador ="Deterministico" then do; if resultado_&i = 1 then decision_&i = decision_&Kk;
if resultado_&i = 0 then decision_&i = int(ranuni(0)*2);

if estado_&k =1 and decision_&i = 0 then estado_&i = 1;

if estado_&k = 1 and decision_&i = 1 then estado_&i = 0;

if estado &k = 0 and decision_&i = 0 then estado_&i = 0;

if estado_&k = 0 and decision_&i = 1 then estado_&i = 1; end; run;

%end;

%let n_menos_uno = %eval(&n_iteraciones-1);

proc sql;

%do m =1 %to &n_menos_uno; drop table resultado_&m;
%end; quit;

%mend,;
%simulacion

SYMBOL1 INTERPOL=JOIN HEIGHT=10pt VALUE=NONE LINE=1 WIDTH=2 CV = _STYLE_;
Axis1 STYLE=1 WIDTH=1 MINOR=NONE ;

Axis2 STYLE=1 WIDTH=1 MINOR=NONE ; TITLE;

TITLE1 "Resultado evolucion para &Deterministico Jugadores Deterministicos,

&Aleatorio Jugadores Aleatorios, &Insistente Jugadores Insistentes

&DeterministicoQ Jugadores Deterministicos Cuanticos,

&AleatorioQ Jugadores Aleatorios Cuanticos,

y &InsistenteQ Jugadores Insistentes cuanticos";

PROC GPLOT DATA = evolucion; PLOT opcion_ganadora * iteracion / VAXIS=AXIS1 HAXIS=AXIS2
FRAME; RUN; QUIT; TITLE; FOOTNOTE; GOPTIONS RESET = SYMBOL;
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