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Resumen

El objetivo del presente trabajo es el de obtener una estimacion del error ge-
nerado al aproximar numéricamente, mediante el método de elementos finitos, un
problema de control 6ptimo gobernado por una ecuacién diferencial parcial lineal
eliptica con condiciones de frontera Dirichlet homogénea, con las siguientes parti-

cularidades:

e El espacio de los controles es de dimension finita.

e Restricciones puntuales sobre el estado son impuestas en el dominio de la

ecuacion.

e El funcional de costo posee una penalizacion en norma-/1, la cual no es dife-

renciable.

Se demuestra que el orden de la estimacion para el error es h?|logh|, donde h re-
presenta el tamafio de la malla. Finalmente, para ilustrar esta estimacion se realizan

experimentos numéricos.

Palabras clave: problema de control 6ptimo eliptico, restricciones de estado, es-

timacioén de errores, método de elementos finitos, optimizacién dispersa.

VIII



Abstract

The purpose of this study is deriving an estimation of the generated error due to
the numerical approximation of a optimal control problem governed by linear ellip-
tic partial differential equations with homogeneous Dirichlet boundary conditions

(by the finite element method) with the following particularities:

e The control space is finite dimentional.
e Pointwise state constraints are imposed in the domain of equation.

e The functional cost includes a /1-norm penalization, which is non-differentiable.

It is proved that the order of convergence for the error is h?|log k|, where h repre-
sents the size of the mesh. Finally, to illustrate this estimation, numerical experi-

ments are conducted.

Keywords: elliptic optimal control problem, state constraints, error estimates;

finite element method, sparse optimization.
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Capitulo 1

Introduccion

Existen numerosos fenémenos fisicos que pueden ser descritos mediante las ecua-
ciones diferenciales parciales por ejemplo: en la propagacién del sonido, transferen-
cia de calor, la electrostdtica, la electrodindmica, la dindmica de fluidos, la elastici-
dad, la mecénica cuantica, etc. cf. [14]. Una vez modelados dichos fenémenos, es de
interés controlarlos de manera 6ptima. De aqui la importancia de los problemas de
control 6ptimo para este tipo de ecuaciones. La elecciéon de un espacio de control de
dimensién finita estd motivada por requerimientos tecnolégicos ya que, en la prac-
tica, varias cantidades finitas son seleccionadas para controlar ciertos procesos en
aplicaciones reales cf. [13], [18], [28]. De hecho, hay aplicaciones en las que resulta
muy costoso o poco realista trabajar con controles de funciones, por lo cual es ne-
cesario que las variables de decisién sean finitas (controles finitos). Adicionalmente,
en el caso de controles finitos, cuando estas variables son muy costosas o muy nu-
merosas, una estrategia que puede significar en la préctica un ahorro importante
de recursos es determinar las variables més relevantes de control. Esto nos motiva
a considerar la norma-f; como término de penalizacién, debido a que es conocido
que ésta induce soluciones que tienen gran cantidad de componentes iguales a ce-
ro cf. [28]. Esta propiedad es conocida como “dispersiéon” o en inglés “sparsity”, la
cual nos permite disminuir los costos de la aplicacién y nos da una idea de cua-
les son las componentes méas importantes de control. Por otro lado, las restricciones
puntuales sobre el estado también son importantes en aplicaciones en las cuales se
especifica mantener el estado restringido cf. [3], [20]. Aunque en la literatura existen
varios trabajos que consideran la aproximacion y analisis del error (por elementos
finitos) para problemas con dispersion cf. [5], [6], [31], son pocos los que consideran

dispersion y restricciones de estado cf. [7].



Este tipo de problemas han sido estudiados en cf. [19] con un término de pena-
lizacién en la norma de L2. Posteriormente en cf. [31] se considera términos sparse,
sin embargo estos trabajos estan dedicados a la resolucién numérica mas a no a la
pregunta sobre la estimacion de errores de aproximacién por el método de elemen-

tos finitos.

La novedad de este trabajo consiste en que abordamos la interrogante sobre el
orden del error de aproximacion de la resolucién del problema de control 6ptimo
con penalizacién en norma-¢; por el método de elementos finitos para problemas
de controles finitos y restricciones de estado. A continuacién se describe el conteni-
do de este proyecto: en el Capitulo 2 se introduce algunas definiciones y resultados
fundamentales, asi como también se resumen trabajos preliminares los cuales nos
ayudaran con el entendimiento de toda la investigacién. En el Capitulo 3 analiza-
mos la formulacién del problema, ademas de estudiar la existencia, unicidad y re-
gularidad de la ecuacién de estado a partir de la cual demostrar la existencia de una
solucién 6ptima y finalmente realizar un estudio sobre las condiciones de optima-
lidad que satisface dicha solucién. El Capitulo 4 presenta todo lo correspondiente
a la aproximacién numérica del problema de control, obtenida a partir del método
de elementos finitos. Principalmente, la aproximacién se hace sobre la ecuacién de
estado en el cual se estima el orden de los errores. El Capitulo 5 presenta el estu-
dio del problema sin regularizacion de Tikhonov, es decir analizamos el caso & = 0.
En el Capitulo 6 se ilustran experimentos numéricos para verificar los resultados
tedricos obtenidos. Finalmente, en el Capitulo 7 se exponen algunas conclusiones y

comentarios del trabajo realizado.



Capitulo 2

Definiciones y resultados preliminares

2.1. Espacios funcionales
Los siguientes conceptos y resultados fueron tomados de [2], [4], [14], [16] y [19].
Para lo cual, consideramos () un subconjunto abierto y acotado de R™.

DEFINICION 2.1. Diremos que la fronteraI' = Q\Q es continua (respectivamente
Lipschitz, continuamente diferenciable, de clase Ck1 1 veces diferenciable) si para

cada x € I existe una vecindad V de x en R" y nuevas coordenadas ortogonales

{vi,v2, ..., ym} tales que
1. V es un hipercubo en las nuevas coordenadas, es decir

V:{(Ul,...,vm):—ai<vi<ai, izl,...,m};

2. Existe una funcién ¢ continua (respectivamente Lipschitz, continuamente di-

ferenciable, de clase C*1, n veces continuamente diferenciable), definida en
Vi={(v1,...,0m 1) —a;<v;<a;, i=1,...,m—1}
y tal que
9(y)] < 2, paracaday' = (1, ym1) € V',

aQnNv = {y = (y//ym) eViyn < 47(]/)},
TrNV={y=w,ym) €V:iyn=0¢U)}

En particular, un subconjunto abierto acotado de R? cuya frontera es un poli-

gono, tiene una frontera Lipschitz pero esta no es continuamente diferenciable.



DEFINICION 2.2. Definimos el espacio de funciones continuas como el conjunto
C(Q) ={f:Q—R: f es continua}

normado por

| flle@q) = sup|f(x)].
xeQ)

Asi mismo consideramos C¥(Q)) el espacio de funciones reales definidas en ), k

veces continuamente diferenciables, que pueden ser normado por

ek = 22 1ID*flley-

lac| <k

En esta definicién, para & = (a1,...,a,) € IN” hemos utilizado las siguiente

notacion

n a\alf
= : DD‘ = —
""‘ g“l y D= e

Parak =0,1,2,..., el espacio (CK(Q)), || - ||ck(cr)) es un espacio de Banach.

DEFINICION 2.3. Para 0 < 7 < 1, el espacio de Hélder C*7(Q)) consiste de las

funciones f € C¥(Q) para el cual la norma

fllckr@y = X IID*flleray + 3 1D flcon(ay

Ja| <k la|=k

es finita, donde | - |Co,7((-)) denota la semi-norma y-Hélder, definida por

{1~ fal}

|1 — x|

[flconqy = sup
x1,x2€0)
X172

Con esta norma C*7(Q)) es un espacio de Banach.

DEFINICION 2.4. El conjunto C.(Q)) representa el espacio de funciones continuas
con soporte compacto en Q. CX(Q) es el espacio de funciones continuas k veces

diferenciables con soporte compacto.

DEFINICION 2.5. Definimos los espacios de Lebesgue LF((}), con1 < p < oo, como

el conjunto

L(Q) = {f . Q) — R medible /Q () |Pdx < oo}.



Este espacio es de Banach con la siguiente norma

1oy = [ [ f(x)]”dxr/p.

DEFINICION 2.6. Definimos el espacio de Lebesgue cuando p = co, como
L*(Q) ={f : QO — Rmedible: 3C > 0 tal que |f(x)| < C c.tp.enQ}.
Este espacio es de Banach con la siguiente norma

=) = esssg)lp |f(x)|=inf{C e Ry : |f(x)] <C ctp. enQ}.
xe

OBSERVACION. |f(x)| < [|f]|1~(q) c-t.p en Q.

PROPOSICION 2.1. Sea f : ) — R tal que f € L*(Q)) N C(Q)) entonces

) = ||f||C(Q)'

Demostracion. Puesto que |f(x)| < |[f|lc(q) para todo x € ), de la definicién de
||+ [z (2) se sigue que

[l ) < ||f||C(Q)'

Para la otra desigualdad, vamos a suponer lo contrario. Es decir, suponemos que
[fllze(q) < [Ifllc(q), por lo tanto existe xo € ) tal que ||f[| =) < |f(x0)|- Luego,

puesto que f es continua existe una bola abierta B(xp, r) donde se cumple que

Iy < 1f ()], Vx € B(xo,7),

lo cual no puede ser, pues la medida de B(xy, ) es no nula. ]

DEFINICION 2.7. Sean 1 < p < oo yk € IN, definimos el espacio de Sobolev W*P (Q))
como el conjunto de todas las funciones f € LV (QQ), tales que para todo multi-indice
a € IN" con |a| < k, se tiene que D* f existe en el sentido débil y pertenece a LV (Q)),

es decir
Wk'p(Q) ={felP(Q):D"f e LP(Q), V|a| <k}.



En este espacio se define la siguiente norma

/ 1/p
/\D"‘f Wedx| . si 1<p<oo,
|1x|<k

Y esssup |[D*f(x)], si  p=oco.

L [af<k x€Q)

Hf”wkrr’(n) = HfHka =

Notemos que si k = 0 entonces WO7(Q) = LP(Q).
Si p = 2 denotamos H*(Q)) = Wk?(Q) para k € IN. Ademdas H*(Q) es un espacio

de Hilbert con el producto escalar

(F.8)mey = L [ D*f(x)D*g(x)dx

|a| <k

DEFINICION 2.8. Paral < p < 400, se define Wé’p(ﬂ) como Ia clausura de C}(Q)
en WP (Q).

Denotamos Hj(Q)) = W&’z(Q) el cual es un espacio de Hilbert.

2.2. Calculo Subdiferencial

En esta seccién revisamos brevemente algunos resultados del andlisis convexo,
el cual engloba una gran parte del cdlculo subdiferencial para funciones convexas
no diferenciables. Los resultados presentados a continuacién fueron tomados de [9]
y [10].

A lo largo de este capitulo denotamos por X, W dos espacios de Banach, mien-

tras que Y denota un subconjunto de X.

DEFINICION 2.9. Una funcién f : Y — R es Lipschitz sobre Y, si existe K > 0 tal
que
f(y) = f()] <K|ly—x|[, VxyeY.

Diremos que f es localmente Lipschitz en x, si existe una vecindad V de x donde se

cumple que
f) = f@)| <Klly—zll, VyzeVu

DEFINICION 2.10. Seax € Y y f : Y — R. La derivada direccional generalizada de



f en x en una direccién v € X, denotada por f°(x;v), estd definida como

fly+to) — f(y) fly+to) — f(y)

f°(x;v) = limsup = lim sup .

El gradiente generalizado de f en x, se define por
I f(x):={Ce X" :f(x;0) >(C,v), YveX}.

Presentamos algunas propiedades basicas del gradiente generalizado.

PROPOSICION 2.2. 5i f es localmente Lipschitz en x, entonces:

1. d.f(x) es un subconjunto no vacio de X*.
2. ||Z|]+ < K para todo { € d.f(x).

3. Para cadav € X, se tiene f°(x;v) = max{({,v) : { € o.f(x)}.

Para la demostracién ver [10], paginas 27-28, Proposicion 2.1.2.

DEFINICION 2.11. Sea f : X —+ W y x € X, se define la derivada direccional de f en

X en una direccion v € X (en el sentido usual), como

F(x:0) = lim L) = ()

t10 t

cuando este limite existe.

DEFINICION 2.12. Decimos que f es Gateaux diferenciable en x, si la funcion

Dgf(x): X—=W
v— Dgf(x)v = f'(x;0)
es lineal y continua.

Decimos que f es Gateaux diferenciable en X, si f es Gateaux diferenciable en
todo x € X.

DEFINICION 2.13. f es continuamente Gateaux diferenciable en x, si existe una ve-
cindad Vi de x, tal que
Dgf: Vi — L(X,W)
x — Dgf(x)

es una funcioén continua en x.



f es continuamente Gateaux diferenciable en X, si f es continuamente Gateaux

diferenciable en todo x € X.

DEFINICION 2.14. Un conjunto U C X es convexo, si para todox,y € Uya € [0,1]
se tiene que
ax+ (1—wa) € U.

DEFINICION 2.15. Sea f : U — IR una funcién definida sobre un conjunto convexo

U, decimos que f es convexa si para todo x,y € U y « € [0, 1] se tiene que

flax + (1 —a)y) < af(x) +(1—a)f(y).

Si la desigualdad es estricta paraa € (0,1), entonces f se dice estrictamente conve-

Xa.

DEFINICION 2.16. Decimos que { € X* es un subgradiente de f en x (en el sentido

del andlisis convexo) si cumple la siguiente desigualdad:

fly)—f(x) > (Cy—x), VyeX

DEFINICION 2.17. El subdiferencial de f en x, denotado por of (x), es el conjunto de

todos los subgradientes de f en x.

OBSERVACION. El subdiferencial de f en x es un subconjunto no vacio de X*.

El siguiente resultado se encuentra en [9], pagina 60, Ejercicio 4.2.

PROPOSICION 2.3. Consideremos f(x) = ||x]|1,

1. 9f(0) es la bola cerrada unitaria en X*.

2. si¢ € df(x) conx # 0, entonces (¢, x) = ||x||1 y||C]|x+ = 1.

Una aplicaciéon de este resultado corresponde al célculo del subdiferencial de
f(x) =||x||y con X = RM. Paraello, sea { € df(x) de la Proposicion 2.3 se tiene que
[IClle <1y (C,x) =||x||1, delo cual se sigue que {1x1 + - - - + {pxp = |x1| + -+
lxm| vy 1] <1, paracadai = 1,..., M. Luego, analizando por casos, se concluye
que

{1}, six; >0,
Gies {—1}, six; <0,
[—1,1], six; =0,

paratodoi=1,..., M.



PROPOSICION 2.4. 5i f es una funcién convexa, entonces
of (x) ={C e X*: fl(x;v) > ({,v)x+x, VveX}.

Para la demostracion ver [9], pagina 61, Proposicion 4.3.

PROPOSICION 2.5. Sea f : X — R una funcién convexa y x € X. 5i f es Gateaux

diferenciable, entonces

If (x) = {Dgf(x)}-

Demostracion. De la Proposicion 2.4, se tiene que D f(x) € of (x).Sea { € df(x) y

v € X entonces
flx+to) = f(x) = t((,0), Vt=0,

se sigue que

e [ 10) = F)

in ; ¢,0),

entonces

(D f(x),0) > (§,0).
De igual manera, si consideramos —v de obtiene que
—(Dgf(x),v) = =(C,v),

por lo tanto

(Dcf(x),0) = (§,0)
para todo v € X, lo que implica que D¢ f(x) = C. O

El siguiente resultado nos permite calcular el subdiferencial de la funcién indi-

catriz de un conjunto convexo, .

PROPOSICION 2.6. Sea C € RM un conjunto convexo cerrado y x € C, entonces

dlc(x) = Ne(x) = {y e RM: (y,c —x) <0, VceC}l

La demostracion es una implicacién directa del Ejercicio 4.5 [pagina 61] y la Pro-

posicion 2.9 [pagina 30] de [9].

PROPOSICION 2.7 (Subdiferencial del producto por un escalar). Sea f : X — R una

tuncién Lipschitz cerca de x € X y s € R, entonces
d(sf)(x) = sof(x).

10



Para la demostracion ver [10], pagina 38, Proposicién 2.3.1.

PROPOSICION 2.8 (Subdiferencial de la suma). Sean f, g : X — R funciones conve-

xas las cuales admiten un punto en X en el cual f es continua, entonces
A(f+9)(x) =09f(x) +9g(x), VxeX.

Para la demostracion ver [9], Pdgina 63, Teorema 4.10.

PROPOSICION 2.9. Sea f una funcién convexa y Lipschitz cerca de x, entonces o, f (x)
coincide con el subdiferencial en x (en el sentido del andlisis convexo) y f°(x;v)

coincide con la derivada direccional f'(x;v), para todov € X.

Para la demostracién ver [10], Paginas 36, Proposicién 2.2.7.

PROPOSICION 2.10. Si X es un espacio de dimension finita, entonces cualquier fun-

cién convexa f : X — R es Lipschitz cerca de todo punto en X.

Para la demostracion ver [9], Paginas 39-40, Corolario 2.35.

DEFINICION 2.18. Sea F una funcién de X en W. Decimos que F es estrictamente

diferenciable en x € X, si la aplicacién detinida por

_ Fy+to)—F
(DsF(x),0) := lim ¢ Ut) W wex
t10

es lineal continuo y ademads el limite es uniforme con respecto a v en conjuntos

compactos.

PROPOSICION 2.11. Si F es continuamente Gateaux diferenciable en x, entonces F

es estrictamente diferenciable en x, y

DgF(x) = DgF(x).

Para la demostracién ver [10], Pagina 32, Corolario.

2.3. Ecuaciones generalizadas

En esta seccion se proporcionard una herramienta ttil para la obtencién de la
estimacion del error para la aproximacién del problema de control 6ptimo con res-

tricciones puntuales en el estado. Las definiciones y resultados presentados a conti-

11



nuacién fueron tomados de [19], [25], [26] y [27].

Si A es un conjunto en un espacio normado (X, || - ||), la distancia de un punto

dado y al conjunto A, esta dado por

inf{||ly —al|:a € A}, siA#Q,

dist|y, A| =
by, Al + o0, siA=0Q.

Sean (X, || ||x), (Y, || - |ly) y (Z,]| - || z) espacios de Banach, H un subconjunto abier-
tode X, G : H — Y una funcién Fréchet diferenciable, y K un cono convexo conte-
nido en Y. Definimos la relacién y <g 0si —y € K, con lo cual el sistema de nuestro
interés es el siguiente

G(u) <k 0, Yu € C, (2.1)

donde C es un conjunto convexo cerrado no vacio en X tal que CN H # @.
Para nuestro estudio, consideramos i € C N H que satisface (2.1).
DEFINICION 2.19. Una perturbacién admisible del problema (2.1) en il es una triple-

ta{P,p,G(-,-)}, donde P es un espacio topoldgico, p € P, y G(-,-) es una funcién
de P x HenY, tal que

1. G(p,u) = G(u), Yue€ H.

2. G(-,-) es parcialmente Fréchet diferenciable con respecto a la segunda variable
para todo (p,u) € P x H.

(+,-) son continuas en (p, i), donde a—G(, -) denota la derivada

0

parcial mencionada en 2.

En general, el sistema perturbado (2.1), lo expresamos como

G(p,u) <x0, VYueC. (2.2)

Presentamos las condiciones para las cuales el sistema (2.2) tiene solucién en una
vecindad de p y si, ademas, el conjunto de soluciones del sistema perturbado tiene
un buen comportamiento cerca de i, es decir, si al realizar una perturbacién el con-
junto de las soluciones permanece cerca a i, esto serd medido por la dist[0, G(p, u)],

donde G esta definido por

G(p,u) +K, siue CNH,
G(pu) = ,
D, siu € CNH.

12



El conjunto de soluciones del sistema perturbado (2.2), para toda perturbaciéon ad-

misible p, estd dado por
Y(p) ={uec CNH:G(pu) <0}

DEFINICION 2.20. (Condicién de regularidad de Robinson) Sea G una funcién con-
tinuamente Fréchet diferenciable en el punto ii. Decimos que (2.1) es regular en i si
se cumple que

0 € int{G(u1) + G'(i1)(C — @) + K}. (2.3)

Tenemos los siguiente resultados sobre la estabilidad de sistemas no lineales.

PROPOSICION 2.12. Supéngase que (2.1) es regular en it € C N H para el cual se
satisface que G(i1) <k 0 y en el cual, G es continuamente Fréchet diferenciable.
Entonces, existe una constante ¢ > 0 tal que para cualquier perturbacién admisible
{P,p,G(-,)} de (2.1) en i1, y cualquier ¢ > 0, existen vecindades N de p, y O de ii

tal que para cada p € N el sistema perturbado (2.2) tiene solucién, y la estimacion
dist[u, X(p)] < cdist[0,G(p, u)],
se cumple para todou € O.

Para la demostracién ver [25], paginas 501-503, Teorema 1.

DEFINICION 2.21. Una ecuacién generalizada consiste en inclusiones de la forma:
0 € F(x) + dtp(x), (2.4)

donde F es una funcién de un espacio normado X a su dual X*, C es un conjunto
convexo cerrado no vacio en X y oic(x) denota el operador cono normal definido
por

z€ X*con(z,c—x)x:x <0, VceC, six € C,

J —
e =1 4 six¢C.

PROPOSICION 2.13. Si C es un conjunto convexo cerrado no vacio de R™ y K un

cono convexo de R", entonces oPcx x (x,v) = opc(x) X 0Ppg (V).

Demostracién. Primero vamos a probar que 0ycxk(x,v) C 9ppc(x) x opk(v). Para
ello, suponemos que (x,v) € C x K, entonces para todo (z1,22)" € dpcxx(x,v) se
tiene que

Te—x)+zl(k—v) = (zl,zz)T((c, k) — (x,v)) <0,
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para todo (¢, k) € C x K. En particular, si tomamos (c, k) = (¢,v) y (¢, k) = (x,v) se

obtiene que

esto implica que (z1,22)T € 9P (x) x Ik (v). Para el caso en que (x,v) ¢ C x K, el
resultado es inmediato.

Para la otra contenencia, sea (z1,23)T € 9y (x) x 9 (v) y analizamos el caso en

que x € Cyv € K, del cual se tiene que

le(c—x)go, Ve e C,
2 (k—v) <0, VkeK.

y sumando estds desigualdades se concluye que
(z1,22)T((c, k) — (x,v)) <0, V(ck) € CxK,

es decir (z1,22)T € dPcxx(x,v). De igual manera, la conclusion es inmediata para el

casoenquex € Cov ¢ K. ]

Para el analisis de estabilidad de la ecuacion generalizada (2.4), presentamos las

siguientes definiciones y resultados.

DEFINICION 2.22 (Condicién de regularidad fuerte). Para ¥ € X definimos la fun-
cionT: X — X* +2X° tal que

Tx = F(x) + F'(x)(x — %) + 9yc(x).

Sea X una solucion de (2.4), decimos que (2.4) es fuertemente regular en ¥ con una
constante Lipschitz asociada Cy, si existen vecindades U del origen de X* y V de x
tal que la interseccion de T-1NV es una funcién Lipschitz con constante Cr, de U

en).

PROPOSICION 2.14 (Teorema de la funcién implicita de Robinson). Sea O un sub-
conjunto abierto de un espacio normado X, P un espacio topoldgico, F : O x P — X*
una funcién, y C un subconjunto convexo cerrado de X. Suponemos que la derivada
parcial de Fréchet de F con respecto a la primera componente, denotada por F'(-, -),
existe sobre O x P, tal que F(-,-) y F'(-,-) son continuas en (xo, pg) € O x P y que

X resuelve
0 € F(x,po) + opc(x). (2.5)
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Si (2.5) es fuertemente regular en xy con una constante Lipschitz asociada Cy, en-
tonces para cualquier ¢ > 0, existen vecindades N de py y W, de xo, y una funcién
x : Ny — W,, tal que, para cualquier p € N, x(p) es la unica solucién en W, de la
inclusion

0 € F(x,p) + oppc(x).

Meas atin, para cada p y q en N, se tiene que

[x(p) — x(@)[| < (CoL+#)[[F(x(q), p) — F(x(9), )]l

Notemos que x(po) = x, es decir la tinica solucién de (2.5) es xj .

Para la demostracién ver [26], pagina 45, Teorema 2.1.

2.4. Optimizacién con restricciones en dimensién finita

Basados en [19], presentamos en esta seccién algunos resultados de la teoria de

la optimizacién con restricciones en R™.

DEFINICION 2.23. Un problema de programacion no lineal estdndar en dimensiones
finitas, consiste en minimizar una funcién objetivo f: R™ — IR sobre un conjunto
admisible, que se define como un conjunto convexo cerrado, y funciones de restric-

cion G;: R" — R, parai = 1,...,I. La formulacion para este problema estd dada

por

)
in f(u
L{g&adf (u)

(NP) sujeto a:
Gi(u):O, iZl,...,k,
Gi(u), <0 i=k+1,...,1L

\

En particular, nos interesa el caso en que u esté restringido a una caja, es decir,
para algunos ug, uy € R", Uy = {u € R™ 1 u,; <u; <wyp;, Vi=1,...,m}. Para

este caso podemos definir las siguientes funciones de restricciéon

Gi+l(u) = Ug; — U4, Vi= 1,. ..,m,

Gi+l+m(u) = Uu; — ub,i, Vi = 1,. .., M.
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Asi, reescribimos el problema (NP) en su formulaciéon equivalente

min f(u)

sujeto a:

Gi(u)=0, i=1,...,k

Gi(u) <0, i=k+1,...,LL1+1,...,14+2m.

(NP')

Consideremos ahora K el cono definido por
K={zeR':z=0,i=1,..,k z>0,i=k+1,.,1}

Entonces, las restricciones G;(u) = 0, i = 1,...,k, Gj(u) < 0,i =k+1,...,1
pueden ser expresadas como G(u) <k 0, donde z <k 0 significa —z € K,y G es el
vector definido por G = [Gy, ..., Gj]. Asi, el problema (NP) puede ser escrita de la

forma equivalente:
min f(u)
(P) G(”) <k 0,
ue Uad.

DEFINICION 2.24. Definimos el conjunto factible para el problema (NP), como
ufeas = {M eER":ue€ Uﬂdy G(M) <k O}
Siu € Ugeys, decimos que u es factible para el problema (NP).

DEFINICION 2.25. Decimos que 71 € R™ es una solucién global del problema (NP)
si 11 es factible para (NP) y f(i1) < f(u) para todo u factible. Si se cumple la de-
sigualdad estricta f(i1) < f(u) para todo u # # factible para (NP), entonces ii se

dice solucion global estricta para (NP).

DEFINICION 2.26. ii € R™ es una solucién local del problema (NP) si i es factible
para (NP) y existe una bola abierta B(ii, p) tal que f(i1) < f(u) paratodou € B(ii, p)
factible. Si se cumple la desigualdad estricta f(i1) < f(u) para todo u # i factible

en B(il, p), entonces i se dice solucién local estricta para (NP).

Anélogamente estas definiciones se cumplen para (NP’), considerando el pro-

| minf(u)
(P ) { G(u) SK 0,

blema equivalente
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con
K={zeR*":.2,=0,i=1,..,k, 2>0,i=k+1,..1+2m}. (2.6)

PROPOSICION 2.15.5i i € R™ es una solucién local del problema (NP) y f es
convexa entonces i es una solucién global para (NP). Ademds si f es estrictamente

convexa entonces il es una solucion global estricta.

Para obtener las condiciones de optimalidad asumiremos en lo que sigue que f

y G son lo suficientemente suaves.

Decimos que una restriccion es activa en algun punto factible u si G;(u) = 0, e

inactiva en caso contrario.

DEFINICION 2.27. La funcién de Lagrange asociada a (NP') estd definida por

[4+2m

L(u,A) = f(u)+ ; AiGi(u).

DEFINICION 2.28. Sea Z = {1,...,1 + 2m}. El conjunto de indices A(ii) de restric-

ciones activas en il estd definido por
A(n) ={ieZ:G;(u)=0}.

DEFINICION 2.29. Dado el vector ii y el conjunto de los indices activos A(i1), dire-
mos que i satisface la condicién de calificacién de restricciones de independencia

lineal (LICQ) si el conjunto de los gradientes activos
{VGi(a):ie A(i)}
es linealmente independiente.

DEFINICION 2.30. Dado el vector i, diremos que il satisface la condicién de cali-
ficacién de restricciones de Mangasarian-Fromovitz (MFCQ) si el conjunto de los
gradientes

{VGi(u):i=1,...,k}

es linealmente independiente y existe algtin u € U,, tal que

VGi(it)u =0, parai=1,...,k
VG(ii)u <0, parai=k+1,...,14+2m, conG;(ii) = 0.

PROPOSICION 2.16. En dimension finita, la condicién de regularidad de Robinson
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(2.3) es equivalente a (MFCQ).

Para la demostracién ver [27], pdgina 206.

PROPOSICION 2.17. La condicién (LICQ) implica (MFCQ).

Para la demostracién ver [17], pagina 188.

La demostracién del siguiente resultado es una consecuencia directa de la Pro-

posicion 2.16 y 2.17.

PROPOSICION 2.18. La condicién (LICQ) implica la condicién de regularidad de

Robinson.

Las siguientes condiciones conocidas como Karush-Kuhn-Tucker (o KKT sys-

tem) expresan las condiciones necesarias de primer orden para el problema (NP').

PROPOSICION 2.19. Suponemos que il es un optimo local para (NFP’), y que (LICQ)
se satisface en ii. Entonces existe un vector A € R!*2"  Jlamado multiplicador de

Lagrange, tal que se cumple

oL  _ -
7l 7
au(u/\) 0 (2.7)
y
Gi(n) =0, parai=1,...,k
Gi(n) <0, arai=k+1,...,1+2m,
(W=<0 p 2.8)
A >0, parai=k+1,...,14+2m,
AiGi(i1) =0, parai=1,...,1+2m.

En particular, de (2.7) podemos omitir los indices i ¢ A(ii), pues en estos indices

A; = 0, obteniendo asi

VuL(i,A) =Vf(a)+ Y. AiVGi(a)=0.
ie A(ir)

La demostracién puede ser encontrada en [22], paginas 321-329 ,Teorema 12.1.

DEFINICION 2.31. La condicién de complementariedad estricta se cumple en i si il

es una solucién local que satisface (2.7)-(2.8), y si ademads satisface la implicacion
Gi(ﬂ) =0= }\i >0,

paratodoi € {k+1,...,14+2m} N A(n).
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En la Seccién 4.4 veremos que las condiciones de optimalidad de primer orden
(2.7)-(2.8) de (NP’) pueden ser expresadas como una ecuacion generaliza de la for-

ma

VuL(i, 1) +[ {0} ] 2.9)

- G(a) A, (A)
donde K es el cono dual de K definido en (2.6).

Para las condiciones suficientes de segundo orden, definimos los siguientes con-

juntos de indices
Ih={ie{k+1,...,1,...,1+2m} : G;(ir) = 0},
I.={ief{k+1,...,1,...,1+2m} : A; > 0} N A(i1).

DEFINICION 2.32 (Cono critico). El cono critico asociado a un vector factible i para
el problema (NP'), y denotado por Cy, es el conjunto de todos los vectores v en R™

que satisfacen
, Vie{l,...,k}Ul,,

, Vie I(]\I_|_.

DEFINICION 2.33. Decimos que (i1, A) satisface la propiedad de coercividad, si se
cumple
u2L(ia,A)u >0,

para todou € C;\{0}.

PROPOSICION 2.20. Sea il un vector factible del problema (NP'), tal que las condi-
ciones de primer orden (2.7)-(2.8) y la propiedad de coercividad se satisface en 1.

Entonces existen constantes positivas w y ¢, tales que
fu) = (@) > w||u —al?
se cumple para todo u factible con ||u — ii|| < e.

Para la demostracién ver [22], paginas 333-335, Teorema 12.6.

DEFINICION 2.34. Decimos que (il, ) satisface la condicién suficiente de segundo

orden, si se cumple

oIV2L (1, )0 >0, VYoveCy v#0,
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donde
i={veR":VG(i)Tvo=0,Viec{l,... . kyu{ic {k+1,...,1+2m} : A; > 0}}.

PROPOSICION 2.21. Sea f y G; parai = 1,...,1 +2m dado en (NP’), los cuales son
dos veces diferenciables en el punto il € U,y. Suponemos que i, junto con A € R!*2"
resuelve (2.9). Si (i1, A) satisface la condicion suficiente de segundo orden junto con

la condicién (LICQ), entonces (2.9) es fuertemente regular en (ii, A).

La demostracion puede ser encontrada en [26], pagina 56, Teorema 4.1.

2.5. Un resultado abstracto de la existencia del multi-

plicador de Lagrange

Los siguiente resultados fueron tomados de [3]. Para lo cual realizamos las si-

guientes notaciones

e X, W espacios Banach.

e Kj es un subconjunto convexo, cerrado, no vacio de X.

e K3 es un subconjunto convexo, cerrado, de interior no vacio de W.
e f una funcién de X en R.

e g una funcién de X en W.

e /1 una funcién de X en R", para n € IN dado.

Con esto, vamos a considerar el siguiente problema:

( 3
min f(x)

sujeto a: (2.10)
8(x) € Ky,
h(x) = 0.

\

La proposicién que sigue es muy importante, pues con esta vamos a obtener nues-

tras condiciones de optimalidad para nuestro problema en estudio.
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PROPOSICION 2.22. Sea X una solucién de (2.10). Suponemos que f y h son funcio-
nes Lipschitz cerca ¥ y g una funcion estrictamente derivable en una vecindad de X.

Entonces existe A > 0, ¢ € W* y ¢ € R" tales que

A+lellw-+ Y 12| >0, 2.11)
i=1

(p,w—g(X))ww <0, VoK, (212

0 € Ad.f (%) + [Dsg(%)] ¢ + f Giochi(x) + dlk, (%) en X*. (2.13)

i=1
OBSERVACION. En la ausencia de las restricciones de igualdad, los resultados ante-

riores son validos si se retira los términos correspondientes a dicha restriccion.

Para la demostracién ver [3], pdginas 71-73, Teorema 2.1.

PROPOSICION 2.23. Si I es estrictamente derivable, {Vh;(%) : i € {1,...,n}} es

linealmente independiente y si existe xo € K tal que

1. g(%) + Dsg(%)(x0 — %) € Ky,

2. (Vhi(x),xg—%)=0,Vi=1,...,n,
entonces la conclusion de la Proposicién 2.22 es verdadera para A = 1.

Para la demostracién ver [3], pdginas 73-75, Teorema 2.2.
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Capitulo 3

Analisis del problema de control

Optimo

En este capitulo se plantea el problema de control 6ptimo gobernado por una
ecuacion diferencial parcial lineal eliptica con condiciones de frontera Dirichlet ho-
mogénea y restricciones finitas sobre el estado, analizamos la existencia y unicidad
de la solucién 6ptima y se realizardn estudios sobre las condiciones de optimalidad
necesarias y suficientes. Para esto, utilizaremos algunos resultados descritos en el

capitulo anterior.

3.1. Planteamiento del problema

Planteamos el siguiente problema de control 6ptimo:

3 1 o

min J(y, u) = 5|ly — yal >+ 5 |[ul5 + Bl |ull

(yu) 2 2

sujeto a:
M

(P) Ay(x) = ) ujei(x), enQ,

i=1

y(x) =0, sobre T,

y(x]) gb], Vj:1,...,l,

ue uad/

donde Q) C IR? es un conjunto convexo, abierto y acotado con frontera Lipschitz
poligonal I. y; € L?(Q) es un estado deseado, con pardmetro de Tikhonov a > 0,
B > 0, las funciones ¢; € C%7(Q),i = 1,2,..., M, para algin 0 < ¢ < 1, se define el
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conjunto de los controles admisibles por
Ug = {u € RM 1wy <y <wyy, Vi=1,...,M},

con ug, Uy € R con u, < uyp. La ecuacion diferencial se basa en un operador diferen-

cial uniformemente eliptico y simétrico definido por
2
Ay(x) = — ) 9j(aij(x)diy(x)) + ao(¥)y (),
ij=1

y cuyos coeficientes a;; € C'*(0),0 <6 < 1,yap € C*(Q) tal que ap(x) > 0 en
(), y la restriccién sobre el estado se impone en los puntos Xj € Qconj=1,...,1]

cuya cota superior viene dado por el vector b € R%.

3.2. Estudio de la ecuacion de estado

En esta seccion se analizard la existencia, unicidad y regularidad de la solucién
débil de la ecuacion de estado. Para esto nos referimos a [4], [14], [20], tomando al-
gunas definiciones y resultados fundamentales sobre Ecuaciones Diferenciales Par-

ciales elipticas.

DEFINICION 3.1. Sea e € L?(Q}), decimos que una funcién y. € H}(Q) es una solu-

cion débil de la ecuacion

Ay(x) =e(x), en (), G3.1)
y(x) =0, sobreT,

siy. cumple la ecuacion variacional:

2
Y (a9, 9j¢) + (a0ye, ¢) = (e, )
ij=1
para todo ¢ € H}(Q), donde (-, -) representa el producto escalar en L?((}).

PROPOSICION 3.1. Para cada funcién e € L?(Q), existe una tinica solucién débil
Ye € HY(Q) N H?(Q) de (3.1) y la funcién F : L2(Q)) — H}(Q) definida por

Fle) =y, Vec L*(Q),

es lineal y continua. Mds atin, sie € C%7(Q), entonces y, € C>7(Q).
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Demostracion. Para la existencia y unicidad ver [14] [theorem 3, p. 301] y para el

resultado de regularidad ver [15],[16], pues () es convexo. O

El siguiente resultado muestra la existencia, unicidad y regularidad de la solu-

cién débil para la ecuacion de estado.

PROPOSICION 3.2. Para cada u € RM, la ecuacién de estado tiene una tnica solu-
cién débil y, € HY(Q) N H2(Q) N C*7(Q), es decir y,, satisface
2 M
Y- (4939, 9i) + (aoyu, ¢) = () wiei, @), (3.2)
ij=1 i=1
para todo ¢ € H}(Q)).
Demostracion. Dividimos en M subproblemas definidos como en (3.1), es decir para

i=1,...,M, consideramos la ecuacién

Ay(x) = e;(x), en (),

y(x) =0, sobre T,

por la Proposicién 3.1 existe una tinica solucién débil y; € H}(Q) N H2(Q) NC27(Q)
para cada uno de estos subproblemas. Entonces si aplicamos el principio de super-

posicion se sigue que

M
Yu = 2 Uiyi
i=1
es una tnica solucién débil de la ecuacién de estado, para todo u € RM. l

3.3. Existencia de una solucién para el problema (P)

Para el analisis de la existencia de una solucién 6ptima, vamos a replantear nues-
tro problema de control 6ptimo (P) como un problema de optimizacién solamente

en términos de u. Para esto definiremos el operador control-estado.

DEFINICION 3.2. Sea S el operador control-estado definido por

S: RM — C(O)
u = oy =Su=Yy" uy,

donde y; es la solucién débil de (3.1) cone = e;, parai =1,..., M.
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Claramente, de la Proposiciéon 3.2, Su es la soluciéon de la ecuacion de estado,

para u € RM.

OBSERVACION. El operador S es lineal y continuo.

Observemos que si reemplazamos y = Su en el funcional de costo | y denotamos

f(u) = J(Su,u), nos queda el siguiente problema

) 1] L
urrelbraldf(u)zi i;uiyi—yd +§||u||2+ﬁ||u||1
sujeto a: (33)

M
Y uiyi(xj) <bj, Vi=1,...,1L

\ =1

Para tomar en cuenta las restricciones de estado definimos el conjunto factible

M
ufeas = {u € Z/{ad : Zuiyi(x]-) < b], V] = 1,...,1} .
i=1

Ademés, para nuestro estudio hacemos la siguiente suposiciéon

HIPOTESIS 3.3. Z/lfeﬂs es un conjunto no vacio.

Verifiquemos ahora, los siguientes resultados

PROPOSICION 3.4. U,; es un conjunto convexo cerrado de RM.

Demostracion. Dados u,v € U5y t € [0, 1], se tiene que

tug; < tu; < tup;, y
(1 — t)ua,i < (1 - t)Ui < (1 — t)ub,i,
paratodoi = 1,..., M. Al sumar estas dos desigualdades, obtenemos la siguiente

desigualdad
Uy i < tu;+ (1 — t)Ul' < Up i, Vi=1,..., M,

por tanto tu + (1 — t)v € U,y, es decir U,z es un conjunto convexo.

Ahora demostremos que U,; es un conjunto cerrado, sea (u,),cN en U, tal que
u, — u, verifiquemos que u € U,y. Puesto que u, € U,; para todo n € N, se sigue
que
Ugi S Uiy <up;, Vi=1,...,M,
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y tomando el limite cuando n — +oo, se obtiene que
Ug; <up <y Vi=1,..., M.

Esto implica que u € U,,. [

PROPOSICION 3.5. Uy,,s s un subconjunto cerrado, convexo y acotado de RM,

Demostracién. Sea (i,)neN una sucesion de Uy, tal que u, — u en RM, puesto que
Upq es cerrado se tiene que u € U,y y parai = 1,..., M se tiene que u;,, — u; en R .

Por otra parte, puesto que u, € U feas Para todo n € IN se sigue que
M
Zui,nyi(xj) <b, Vi=1,...,M,
i=1

por lo cual al tomar el limite cuando n — 4o, por continuidad obtenemos
M
Y wyi(xj) <bj, Vji=1,...,M.
i=1

Es decir u € Ufeqs y por consiguiente hemos verificado que Uj,,s es un conjunto

cerrado. Analogo a la Proposicion 3.4 se demuestra la convexidad de Uy

Puesto que Uy, es acotado se concluye que Uy, también lo es. [

A continuacién demostramos la existencia y unicidad de la solucién 6ptima para

(P) utilizando su forma reducida.

PROPOSICION 3.6. Existe una tinica solucién 6ptima para el problema (P).

Demostracion. Se tiene que f es una funcién continua definida en un espacio de di-
mension finita y que Uy, es cerrado y acotado. Entonces, por el teorema de Weiers-
trass, existe # € U,; control 6ptimo para el problema (3.3) y de la Proposicién 2.15
se sigue que i es tinico, pues f es estrictamente convexa. Luego, gracias al operador

control estado se concluye que (Sii, i7) es una solucion 6ptima para (P). O
OBSERVACION. Si 7 es el control 6ptimo de (3.3), su estado asociado viene dado por
M

L_liyl'.
i=1

<
Il
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3.4. Condiciones de optimalidad

El siguiente paso en nuestro andlisis consiste en derivar las condiciones necesa-
rias y suficientes del problema (P), para lo cual aplicaremos la Proposicién 2.22 y

2.23 a nuestro caso. Empecemos realizando la siguiente hipoétesis

M
gj(u) = Z“iyi(xj> —bj, para j=1,...,],
i=1
34
Q1i(u) = ug; — u;, parai=1,..., M, (34)
gl+M+i(u) =U; — Uy, Ppara i= 1,. . .,M,

y denotamos g a la funcién cuyas componentes son g; parai =1,...,1 +2M.

Si consideramos i la solucion 6ptima de (3.3), y para el posterior anélisis reali-

zamos las siguientes hipoétesis.

HIPOTESIS 3.7. Para las restricciones dadas por g, la condicién (LICQ) se satisface

en .

Hi1POTESIS 3.8 (Condicién de Slater). Existe un control u° € intl,; tal que

M
Z”?]/i(xj) <b, Vi=1,...,L
i—1

DEFINICION 3.3. La parte positiva a™ y la parte negativa a~ de un ntimero real a

son dos niimeros reales no negativos definidos por

a" =max(a,0),

a~ = —min(a,0).

La siguiente Proposicién describe las condiciones que satisface la solucién 6pti-

ma de nuestro problema.

PROPOSICION 3.9. Sea (i1, ) la solucién 6ptima para el problema (P) entonces exis-
tenv € R' yw € R?M tales que
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I
/Q(y_ —ya)yi dx + ait; + Y vjyi(xj) — (W — Wiym) = —B, sii; >0,
=1
I
/0(37 —ya)yi dx + il + Y ojyi(x;) — (Wi —Wipm) = B, siil; <O,
=1

Sﬁ, siil; =0,

!
/Q(y‘ —ya)yi dx + ait; + ) vjyi(x;) — (W — Wiy m)
j=1
paratodoi=1,..., M.

Demostracién. Primero procedemos a verificar las hip6tesis de la Proposicion 2.22.

Para esto, replanteamos nuestro problema de la siguiente manera:

( 1| M 2
, = i — 2 11ull?
min f(u) := 3 i:Zlulyl va|| +5llullz+ Bllull
(P) sujeto a:

M
Y uiyi(x) —bj <0, Vji=1,...,1
\ =1

Ahora definimos la funcién g : RM — R!, como

1

j=1

M
u— g(u) = [; uiyi(x;) — b]-]

cuya derivada viene representada por la matriz Jacobiana:

yi(x1) ya(x1) - ym(x1)
Dg(a) = vi (.xz) yz(.xz) ]/M(:XZ)
va(x) ya(x) -+ ym(x)

Puesto que la derivada no depende de u, se sigue que g es estrictamente diferencia-
ble en una vecindad i y se cumple que Dsg(ii) = Dg(it) (ver la Proposicion 2.11).
Por otra parte, expresamos la funcién objetivo de la forma f(u) = F(u) + Bfi(u),

donde
2

1 o
F(u) = 5 +5lulB y filw) = llulh.

M
Z Uiyi —VYa
i=1

Usando el hecho de que F y f; son funciones convexas, se sigue que f es una funcién

convexa y gracias a la Proposicién 2.10, se tiene que f es Lipschitz cerca de todo

punto u € RM, en particular de 7. Por tanto, cumplimos con las hipétesis de la
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Proposicién 2.22 y puesto que no tenemos restricciones de igualdad, se tiene que

existe A > 0y v € R tal que

A+ |loll2 >0, (3.5)
(v,z—g(i1)) <0, vz € R, (3.6)
0 € Adcf (1) + [Dsg(i1)]*v + oLy (i), en RM. (3.7)

Puesto que U, es un conjunto convexo cerrado, por la Proposicién 2.6 se sigue que
oy, (1) = Ny ,(1) = {w € RM : (w,u — i) <0, Yu € Uy} Adicionalmente,
por la Proposicion 2.9 se obtiene que d.f(it) = df (i), por lo tanto (3.7) puede ser

expresada como
0 € Adf (i) + [Dg(i)]*v + Ny, (1),

ademds, por las Proposiciones 2.5, 2.7 y 2.8 se tiene que of(i1) = VF(i1) + Bof1(i)

de donde obtenemos
0 € A(VE(a)+ Bofi(i)) + [Dg(i)] v + Ny, (i). (3.8)

Luego, gracias a la Hipotesis 3.8 se cumple la Proposiciéon 2.23, en consecuencia

A =1y reemplazando en (3.5), (3.6) y (3.8) se obtiene las siguientes condiciones:

(v,z—g()) <0, vz € R, (3.9)
0 € VE(i1) 4+ Bofi(i1) + [Dsg(it)]*v + Ny, (i), en RM, (3.10)

De (3.9) se tiene

Zv](z] 7(xj) +b;) <0, vz € R,

en particular tomandoz = 0y z = [2(7(x;) — b]-)];.zl, se obtiene que

)
Z —b;) =0. (3.11)
La condicién (3.10) es equivalente a

—VE(#t) = [Deg(n)]"v — w € ofi(a),
para algin w € Ny (). Por otra parte, sabemos que

VE(@) = [(7 — ya,yi) + emi] i,
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Yy que

M
[Dgg(@)]*0 = [Deg()] "o = LZ vj, il ] ,
i=1

entonces

M
—[(7 = ya i) + i)} [Zv]yz x])] —w e Bofi(i) enRM,
i=1

Luego, por la definicién de subgradiente, tenemos

{8}, si ;> 0,
—(7 — Ya i) Z vyi(xj)) —wi € {—B}, sid; <0
[—B,B], sii; =0,
de lo cual se obtienen las relaciones:

I
(7 — ya yi) + it + Y ojyi(xj) + wi = =B, siig; >0,
]'7

(7 = ya,yi) + ot + Zv]yz )+wi=p, si; <O, (3.12)
j=

(g_ydryi>+“’/_‘i+zvj]/i(xj)+wi < B, sii; =0,
j=1

paratodoi=1,...,M,donde w € RM tal que

M

Y wi(ui — 1) <0, Vi € Uy,
en particular, para todo u,; < u; < uy; se tiene que

wi(ui — I/_li) S O, (313)

para todoi = 1,..., M. Si consideramos la parte positiva y la parte negativa de w,
podemos definir el vector w € RZM como

wi:a)i_, Vizl,...,M,
Wiy =w, Vi=1,...,M.

Con esto probaremos que
Wi(tg; — ;) =0,

(3.14)
wipm (i —up,;) = 0.
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En efecto, analizaremos los siguientes tres casos:

e Siu,; <il; < uyp; entonces de (3.13) se sigue que

para todo u,; < u; < uy,. En particular, si tomamos u; # ii; obtenemos que

w; = 0, en consecuencia se tiene que w; = 0y w;;; = 0.
e Siil; = u,; entonces de (3.13) se tiene que
wi(up,; — ;) <0,

esto implica que w; < 0, por lo tanto se sigue que w; = —w; y wiyy = 0,
demostrando asi (3.14).
e Siil; = uy;, entonces de (3.13) se sigue que
wi(ug,; — 11;) <0,

lo que implica que w; > 0, en consecuencia se obtiene que w; = 0y wip =

wj, con lo cual se prueba (3.14).

Luego, gracias a (3.12) y puesto que w; = —(wW; — w;, ) se obtiene las siguientes

relaciones

I
(7 = va,vi) + it + Y ojyi(x)) — (Wi —wipn) = =B, sidl; >0,
=1

I
(T —ya vi) +aiti+ Y _ojyi(xj) — (Wi —wipm) =B, siil; <0, (3.15)
=i

I
(7 — va,yi) + i+ Y oyi(xj) — (Wi —wipm)| < B, siit; =0,
j=1

Con la deduccién de (3.11), (3.14) y (3.15) hemos obtenido las condiciones de opti-

malidad necesarias para el problema (P). ]

OBSERVACION. Hay que enfatizar que dichas condiciones también son suficientes,

en virtud de la convexidad de (P).

31



Capitulo 4

Estimacion de errores

El objetivo de este capitulo es obtener el orden de la estimacion del error para
la aproximacién del problema de control 6ptimo. Para esto, primero es necesario
estimar el error para la solucién aproximada de la ecuacién discreta por el méto-
do de elementos finitos. Luego, mediante la discretizacion de la ecuacion de estado
se define el problema de control discreto, el cual es formulado como un problema
equivalente de control, cuyo funcional de costo es diferenciable. Este anélisis es fun-
damental, pues nos servira como herramienta para alcanzar el objetivo propuesto,
en vista de que dicha equivalencia nos permitird aplicar resultados conocidos para

problemas diferenciables.

4.1. Discretizacion de la ecuacion de estado

En esta seccién realizamos la aproximaciéon numérica de la ecuacién de estado
utilizando el método de elementos finitos. El siguiente paso es el de estimar los
errores de la solucién de dicha ecuacién. Las definiciones y resultados presentados
a continuacién son tomados de [8] y [24].

Consideramos una familia de mallas (7});~0 de Q) que consisten de tridngulos
T € 7Ty, tales que

e |JT=0y

TeT,

e 2 triangulos T; y T}, i # j comparten un vértice, un lado o son disjuntos.

Para cada tridngulo T € 7T}, denotamos p(T) al didmetro del conjunto T,y ¢(T) al

didmetro de la bola més grande contenida en T'. El tamafio de la malla /1 lo definimos
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como

h = méx p(T),
rgg;;ﬁ()

y asumimos la siguiente condicién de regularidad sobre la malla:
HIPOTESIS 4.1. Existen dos constantes positivas p y ¢ tales que

o)

o(T)

h
Y S 7 VT € 7-/
para todo h > 0.

DEFINICION 4.1. Detinimos el espacio (asociado con la triangulacion Tj,)
Y, = {yh S C(Q) th|T S Pl(T) VT €Ty, yp =0 sobre F},

donde P;(T) denota el conjunto de las funciones afines a valores reales definidas

sobre T.

Adicionalmente, para cadai = 1,..., M, se define el estado discreto y?, como el

elemento de Y}, que satistface la ecuacion
2
.k21<a;k8jy?, Idn) + (aoy}, dn) = (ei, b)), (4.1)
k=
para todo ¢y, € Y},.
OBSERVACION. Y}, es un subespacio de dimensién finita de H} (Q2).
PROPOSICION 4.2. Paracadai =1,..., M, la ecuacion (4.1) tiene una tinica solucién

yfl S Yh-

Demostracion. Sea {¢1,..., pn} una base del subespacio Y;,. Se tiene que si y" € V),

existenu, s =1,...,N, tales que

he) — 3y
yi (%) ;usqu(x)-

Entonces si tomamos ¢, = @; en (4.1), el problema se reduce a encontrar N escalares
{ul, ..., ul} tales que
N

) ula(gs, @) = (e, ¢1), VI=1,...,N, (4.2)
s=1
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donde a(-, -) es el operador bilineal continuo y coercivo, definido por
2
a(s, ¢1) = Y, (ajkdips, 9py) + (ao@s, ¢1).
jk=1

Entonces el problema (4.2) es equivalente a resolver el sistema lineal
Aul = e,

donde A = (ag)NxN, con ag = a(¢s, ¢;), y el lado derecho e; = [(e;, ¢;)] ;. Luego,
puesto que a(-, -) es bilineal y coercivo se tiene que A es una matriz definida positiva

por tanto es invertible, lo cual implica que el sistema tenga una tinica solucién. [

Notemos por )y un subdominio de () que contiene a X;j para todoj=1,...,1

Con el cual se presenta el siguiente resultado de aproximacion.

PROPOSICION 4.3. Existe una constante c > 0 que no depende de h tal que

lyi — y1'l] < ch?, 4.3)
lyi — vl L) < ch, (4.4)
yi = Y| 1) < ch?|loghl, (4.5)

parai=1,..., M.

Para la demostracién de (4.3) y (4.5) ver [20][Proposicién 3.3], y la estimacion

(4.4) se encuentra en [21][Teorema 3.1].

Y para nuestra ecuacién de estado, el estado discreto estd definido como el tinico

elemento y de Y;, que satisface la ecuacién

2 M
Y (audiyr, Oxpn) + (aoys, ¢n) = <Z uie;, (Ph) , VP EYy,, (4.6)

jk=1 i=1

fijado cualquier u € RM.

PROPOSICION 4.4. El estado discreto de (4.6), viene dado por

M
h h
Vi = ) Uiy, (4.7)
i=1
para todou € U,,.
Demostracién. De la Proposicion 4.2 se tiene existencia y unicidad de y/ solucién de
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la ecuacién (4.1), paracadai =1, ..., M. Por lo tanto el resultado es inmediato de la

linealidad de la ecuacién (4.6). OJ

Denotamos v, = Z?ﬁl u;y; a la solucion débil de la ecuacion de estado (3.2) aso-
ciado al control u € U,; . Luego, si a las estimaciones obtenidas en la Proposiciéon
4.3 aplicamos la desigualdad triangular y utilizamos la acotacion de U,;, obtenemos

el siguiente resultado

PROPOSICION 4.5. Para todo u € U,;, se cumple que

|y — vill < CH?, (4.8)
yu = Vil lL(q) < Ch, (4.9)
[1yu — Vil () < CH?[loghl, (4.10)

para alguna un constante C > 0 independiente de h y u.

Puesto que y, — ¥/ es una funcién continua en todo (), se tiene entonces que la

norma L®(Q)) coincide con la norma C(Q}), por lo tanto

yi =y e < ch, 411
lyi — vl ciay) < ch?|loghl, (4.12)
1y = villc@) < Ch, (4.13)
|y — villcy) < CH?[loghl. (4.14)

De (4.11), se tiene que
1y i) = illo) < ch

lo que implica
1y llciey < € (4.15)

para h suficientemente pequefio.

PROPOSICION 4.6. Existe una constante C > 0 tal que

[yullc@a) < C, (4.16)

para todou € Uy,,.

Demostracién. Utilizando la desigualdad triangular y puesto que U, es acotado se

tiene el resultado. [
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PROPOSICION 4.7. Para todo u € U,; y h suficientemente pequenio, existe una cons-

tante c > 0 independiente de h, tal que
il < e 4.17)
Demostracién. Usando la desigualdad triangular en (4.13) se tiene

1illey = llyulleqa) < Ch,

entonces
il < Ch+ yullcy

C.

IN

4.2. Problema de control equivalente

En vista de que la norma /1 no es diferenciable, las condiciones de primer orden
resultan ser muy abstractas, méas atin si hablamos de las condiciones de segundo or-
den, pues de estas no poseemos informacién alguna. Esto representa una dificultad
en el andlisis de la estimacion del error para nuestro problema y de aqui la impor-

tancia de esta seccién.

El objetivo de esta seccion es plantear un problema de control 6ptimo cuyo fun-
cional de costo sea diferenciable y que a su vez sea equivalente a nuestro problema
reducido (3.3). El estudio que se realizara para este nuevo problema nos permitira
demostrar que la nueva solucién 6ptima satisface condiciones de optimalidad de
primer y segundo orden, lo cual es crucial en la estimacién del error para la apro-
ximacién del control 6ptimo del problema estudiado en las secciones anteriores.
Aplicaremos la técnica de descomposicién descrita en [29][Pagina 9] en el contexto
del control 6ptimo de ecuaciones diferenciales parciales, que consiste en separar las

partes positiva y negativa del control.

Tomando en cuenta la Definicién 3.3, empecemos esta seccion indicando la rela-

cién que existe entre un nimero y sus partes positiva y negativa, la cual esta dada

por:

a=a" —a, (4.18)
la| =at +a. (4.19)
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Ademas, satisfacen la siguiente propiedad

tam =0. (4.20)

Es decir a® y a~ son ortogonales. Tenemos la siguiente caracterizacion.

PROPOSICION 4.8. Sean a € R y a1, a4, dos niimeros no negativos, tales que
a=ay—a y aa; =0,

entoncesay = at ya, =a~.

Demostracion. Puesto que aja; = 0 se tiene que a1 = 0 0 a; = 0, y analizamos los

siguientes casos:

1. Sia =0entoncesa; =a; =0yat =a~ =0,porlotantoa; =atyay =a~

2. Sia > 0 se tiene que a™ = a = a1 — a, entonces la tnica opcién es que a; = 0,

caso contrario at < 0, porlo tantoat =a;ya, =a~ = 0.

3. Sia < 0 se tiene que —a~ = a = aj — ap, entonces la tnica opcién es que
ap = 0, caso contrario —a~ > 0, por lo tanto —a~ = —ap ya; = at =0, es
decira™ =ayya; =a'. O

DEFINICION 4.2. La parte positiva u™ de un vector u € RM estd definido por el
vector
+ +]M

ut = [u L,

similarmente, la parte negativa de u esta definida como

u = [“f]f\il-

De (4.18) se tiene que cualquier u € RM puede ser expresado en términos de u ™"

y U~ como
u=ut—u". (4.21)
Ademés, por (4.19) se obtiene que
M
fulls =Y (u +up).

i=1
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Por otra parte, de la propiedad de ortogonalidad (4.20) se concluye

2 M 2
[[ul]2 = Z“i
i=1

Ahora, recordemos que el conjunto de los controles admisibles estaba definido por
uad = {u S ]RM UG <u; < Up i, Vi = 1,...,M},
con lo cual definimos los siguiente conjuntos

+ _ M. + + L
U,={ueck Py < up < up, Vi=1,..., M}

u{;i:{uelRM:—uf < —u; < _”l;i' Vi=1,...,M}.

a,i

La relaciéon que existe entre estos dos conjuntos y U, se explica en la siguiente

proposicion.
PROPOSICION 4.9. La siguiente identidad de conjuntos es cierta:
Uy =US U
Para la demostraciéon de la Proposicion 4.9 vamos a utilizar el siguiente Lema.
LEMA 4.10. Seana, b € R tal que a < b, entonces at < bt y—a < —=b".

Demostracion. Analizamos los siguiente casos:

1. Sia > 0yb > 0entoncesa = a’ y b =b" y por hipbtesis se obtiene que

at <b".
Ademas, tenemos que a~ = 0y b~ = 0, con lo cual se cumple que
—a < —-b".
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2.Sia<0yb<O0setienequea = —a ,a" =0,b=—-b" yb" =0, por lo tanto
—a~ < -b" y a" <b".

3.8a<0yb>0entoncesa = —a,at =0,b" =byb~ =0, conlo cual se
obtiene que
at <bt y —a <-b. O

Demostracion de la Proposicién 4.9. Sea u € Uy,,. Por (4.21) podemos expresar u como
u = u" —u~, probaremos entonces que ut € Uy u~ € U, . Para ello, sabemos

que paratodoi =1,..., M se tiene que
Ui < Ui < Uy,

lo cual es equivalente a
Ui S Uy U < Upj, (4.22)

luego, del Lema 4.10 se sigue que

Yy que

juntando las desigualdades anteriores se sigue que

+ + +
Up; S U Sy,

Yy que
—U, S U S Uy,

. + —+ — —
esdeciru™ e U yu €U,

Reciprocamente, sea v € Uy w € U, probaremos que v — w € U,,. Para ello,

sabemos que para todoi = 1,..., M se cumple que

Yy que

Sumando estas desigualdades se obtiene que

o o + -
i T Ugi SO Wi Sy — Uy,
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es decir

Ugj < U — Wi < Uy,
por lo tanto v — w € U,y. [

COROLARIO 4.11. Seau € RM, entonces u € U,y si y solosiu™ € U, L yu €U,

Estamos en condiciones de reformular nuestro problema (3.3), el cual puede ser

escrito como

. 1 M + “M +2 - + —
min £() = 5| S0 —uDvi—val| +5 L[ 0]+ L+ )
sujeto a

Este planteamiento nos sirve para reformular el siguiente problema de control 6pti-

mo:
2
M a2 2M
min F(u Z —WirM)Yi — Yd +72ui —I—,BZul-
uclV,y i— 2 i=1 i=1
sujeto a: (4.23)
M

Z(ui—ui+M)yi(xj) —b]' <0, Vj:1,...,l,

\ Z:l

donde V,; C R*M es el conjunto de los controles admisibles definido como
Vod = UT, XU (4.24)

OBSERVACION. Note que realizando la separacién de u en sus partes positiva y

negativa definimos un problema que tiene el doble de variables del problema (3.3).

OBSERVACION. Notese que si u € V,; entonces u > 0, es decir V,; C IR%FM.

Realizando un anélisis andlogo al problema (3.3), se define el conjunto
u 2M
eras: uc Vad: Z(ui—ui+M)yi(xj)—bj§0, ijl,...,l C R,
i=1

Similarmente a la Proposicién 3.5, se tiene que Vfeas €8 un conjunto cerrado, convexo

y acotado, ademds, por la Hipotesis 3.3 es distinto del vacio. De la misma manera,
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F es una funcién continua, por lo tanto se concluye que existe un control 6ptimo

a € V,y para (4.23) y que es tnico, pues F es estrictamente convexa.

A continuacién se demuestra la condicién de ortogonalidad que satisface un con-
trol 6ptimo de (4.23). Esta propiedad es importante ya que nos permitird demostrar

la equivalencia entre (4.23) y nuestro problema reducido (3.3).

PROPOSICION 4.12. Si @ es el control 6ptimo de (4.23) entonces 6,1, ) = 0 para
todoi=1,..., M.

Demostracién. La demostracion se consigue por contradiccion. Suponemos, sin pér-
dida de generalidad, que @17 > 0, es decir i1 > 0y @4 > 0, y consideramos

el vector i € RM, definido como
u =t — min(ﬁl, ﬁ1+M) >0,
Uy yp = Gyp — min(ag, dyqp) >0,
= a, Vi=2,...,M,
Ui pm = Qi pm, Vi=2,..., M.

Se tiene que u € V,;. En efecto, puesto que @ € V,; se tiene que

”;,z‘ << u;fi, y que (4.25)
_M;,i < —Uj < —M;’i, ‘
para todo i = 1,..., M. Por otra parte, por como se encuentra definido u, es sufi-
ciente probar que
ugy < <ufy, y que
—Ugy S —UieM S Uy

7

Para ello, primero sumamos las desigualdades de (4.25) con i = 1, obteniendo asi
Ugy STy — UM < Upy, (4.26)

y analizamos los siguientes casos:

1. Siugq,up; > 0, de (4.26) se tiene que 0 < iy — 114y, entonces G4 < 1y, y

con la definicién de 1y, ty4 )1 se obtiene que

u; =0 — a4y >0, yademads

u =0,
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y utilizando nuevamente (4.26), obtenemos que

+ ~ +
Uy <u < Uyy, y que
—Ugq < —uppm < _”b,l'

2. Siugy,upy <0,de (4.26) se tiene que @] — Gy < 0, entonces @17 < 1451, con

lo cual se obtiene que

u =0, y ademas

Uy = tppm — 111 >0,

y utilizando nuevamente (4.26), obtenemos que

—Uyy S —Uiypm S~y yque
+ <3 +
uu,l <up < ub,l'

3. Siu,; <0yuy; > 0, entonces u, = —u,, uf =0,u, = u; yu, =0, luego
analizamos los siguientes casos:
e Sidiy > 14, Se obtiene que

uy =10;—tay4p >0, y ademads

up =0,
y utilizando nuevamente (4.26) obtenemos que

+ ~ +
Uyq <u < Uy, y que
_ua,l < —uiMm < _”b,l‘

e Sitiy < 114, se obtiene que

u =0, y ademas

up =ty — g >0,
y utilizando nuevamente (4.26) obtenemos que

+ < +
Upyp S UL = Uy, y que
—Uyyp S UM S Uy

Por otra parte, puesto que @i; > 0y @iy4p > 0 se obtiene que 0 < u; < @1y

0 < ujypm < 14, de lo cual se sigue que

01 +apyp > ug + Ui, (4.27)
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y por monotonia
af +ad, > U+ Uy, (4.28)
ademas
U — M = Ug — Ui,
esta igualdad, en particular implica que
M ~ ~
Z(ui—ui+M)yi(xj)—bj <0, Vj:1,...,l,
i=1
es decir u satisface las restricciones de (4.23). De las dos desigualdades (4.27) y (4.28),

se obtiene la siguiente acotacién

e
=

I
N |
=

(@ — @y m)yi —ya|| +

N
I
—_
~
I
—_
~
I
—_

M
(@ — Wirm)yi —Ya|| + 5 Z
2

M

L oMo

(W = iem)yi —ya|| +5 Y (@f 417, ) + B
- .

I
\
=

N
I
—_
I
p—
I

M=

(@; + @ 01)

I
N =
=

N
Il

=
Il

=

1 M ~ ~ 14 M ~2 . ~2 M ~ ~
> S| |2 (@ = S m)yi —ya|| + 5 ) (8 + W) + B Y (8 + Fiym)
= F(u),
lo cual es una contradiccién debido a la optimalidad de . l

PROPOSICION 4.13. Sea @ el control 6ptimo de (4.23) y @ € RM el vector definido
por

_ _ M _ M
w = [ui]izl - [“i+M]i:1r

entonces

_ M _ M
[uz]izl =w Yy [uz+M]i:1 =w .
Demostracion. De la definicion de @ se tiene que
Wi = U; — Wiypm,

para todoi = 1..., M. Sabemos que @; > 0, ;45 > 0y de la Proposicion 4.12 se

sigue que ©;1;, ) = 0. Asi, la Proposicién 4.8 implica que

ﬁlz’a_}j— y ﬁi-i—M:wi_/ VZzl,M,
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esto nos permite concluir que

_ 1M _ _ M _
[ui]i:1 =" y [ui—i—M]i:l =w . L

PROPOSICION 4.14. Si i1 y @ son soluciones de los problemas (3.3) y (4.23) respecti-

vamente, entonces
_ 1M _ _ M __
[“i]i:1 =at y [“i+M]i:1 =u,

es decir ii = [ﬁi]f-\il — [ﬁi+M]5\i1. En otras palabras, los problemas (3.3) y (4.23) son

equivalentes.

Demostracion. Si il es la solucion 6ptima de (3.3), al ser descompuesto de la forma

i =u"—i,podemos definir el siguiente vector

7+
w:(bf )e]RzM.
.

Puesto que i € U,q se obtiene que " € Uy i~ € U, en consecuencia W € V.

Ademads, como i cumple las restricciones de (3.3), se sigue que

M
Y ayi(x;) —bj <0, Vji=1,...,1,
=1

entonces

(g+—ﬂl_)yl(x])—b]§0, ijl,...,l,

1

o

1
I

y al ser escrito en términos de w, obtenemos que
M
Z(Wi_wi—i-M)yi(xj)_bjSO/ VJ:L...,Z,
i=1

es decir W € V5. Ademads, tenemos también que

fla) = f(at —a)
1M 2 o.M M
= S| =)y —ya|| +5 L)+ (7)) + B Y (5 + )
i=1 i=1 i=1

2 a Mo , M
+5 2 (Wi +Wion) +B) (Wit Wipn)
i=1 i=1

(Wi — Wirm)Yi — Ya

I
=

1

I
™ N =
= L™=

)

Por otro lado, para @ € V,; la solucién del problema (4.23), definimos el vector

B
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@ € RM tal que
=M _ M
@ = [];2) — [@itmli—ys
y puesto que [ﬁi]f\il eUly [ul+M] _, €U, setiene que @ € U,;. Ademds, como @
satisface las restricciones de (4.23), se sigue que
M
Z(ﬁi — 1_11‘_|_M)y1'(x]') — b] <0, V] =1,...,1,
i=1

de lo cual se obtiene que

'ME

I
—

sz(x])—bjSO, Vi=1,...,1,

1

2
1|4 M
F(a) =3 Y (@ —aim)yi —val| +5 Z a2 + 02, ) + B Y (@ + @)
i=1 1 i=1
1| M ? M
) > (@ —@; )Y — Ya +22((w (0;)*) + B Y (0 +w;)
i=1 i=1 i=1
1] ?
=5 || @i —ya|| +5ll@l2+ Bll@lh
iz
= f(m)

Puesto que 1 es la soluciéon 6ptima del problema (4.23) se obtiene que

f(a) = F(w) > F(a) = f(w),

y por unicidad del control 6ptimo para el problema (3.3), se concluye que @ = i, lo

cual es equivalente a w = 1. l

Siendo (4.23) un problema de dimensién finita, obtenemos las condiciones de
optimalidad aplicando la teoria de optimizacién en R". Por tanto, introducimos el
Lagrangiano £ : R?M x R**M — R asociado a (4.23), definido por

i=i

l 4M
£(u, u, 1/) = F(u) + Zy]G](u) + ZviGl+i(u), (4.29)
j=i
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donde

Mz

— i p)yi(xj) — by, para j=1,...,[,
z:l
G1+z’(u) = Mai —u parai=1,..., M,
o . (4.30)
Grotei(u) = 1, — uispr, para i=1,..., M,
Griomyi(u) =u; — M;,i, para i=1,..., M,
Griamyi(u) = wjppm — Uy ir parai=1,..., M,

y denotamos G a la funcién cuyas componentes son G; parai =1,...,1 +4M.

En lo que sigue vamos a denotar 1 a la solucién 6ptima de (4.23) y por la Hipo-
tesis 3.7 11 satisface la condicién (LICQ) para G. Para la obtencién de las condiciones
necesarias de primer orden utilizamos la Proposicién 2.19, la cual se cumple gracias
a que la condicién (LICQ) se satisface en . Por lo tanto, existen fi € R, y 7 € R4M

tales que

VF +ZWG +szvcz+l( ) =0,
j= i=i
(1‘1) <0, Vji=1,...,1+4M, (4.31)

Gi(a) =0, Vi=1,...,1,
le1+z( )=0, Vi=1,...,4M.
Para detallar adecuadamente estas condiciones calculamos las siguientes derivadas,

recordando que (-, -) denota el producto escalar en L?(Q)).

(Yu — Ya, y1) +auy + B
(Yu —Ya,yi) +au; + B

VE(w) = | WxTYeym)tamuth (4.32)

—(Yu —Ya,y1) +awpm + B

—(Yu — Ya, vi) +avipp + B

—(Yu —Ya,ym) + auppr + B
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donde y, = Z,j(vi 1(ug — ugipr)yk. Por otra parte tenemos

y1(xj)
yi(xj)

VGj(u) = ym(x;)) , Vi=1,...,1L
—yl(xj)

—yi(xj)

—ym(x;)
Por lo tanto, nuestras condiciones (4.31) quedan expresadas por
!
(7 = Ya,yi) + ot + B+ Y Ayi(x;) — Ui+ Vo = 0,
=1

]
l

—(7 = Ya,yi) +atiypm + B — Y Ayi(xj) = Vim + Vigam =0,
j=1
parai=1,...,M,donde 7 = Y™, (&; — @;, m)y;, junto con

Gi(@) <0, Vj=1,...,1+4M.

Ademas, satisface las condiciones de complementariedad

. Yi=1,...,1,
, Vi=1,...,

, Vi=1,...,
, Vi=1,...,M.

) =0
) =0 M
Tipm(uy; —0ipm) =0, Vi=1,..., M,
Uiom(@; —uy;) =0 M
) =0

Vipam (Qivm — U,

S

(4.33)

(4.34)

(4.35)

(4.36)

Para encontrar las condiciones necesarias de segundo orden, es necesario calcu-

lar la matriz Hessiana del Lagrangiano con respecto a u. Para ello, por la linealidad

de las restricciones, notamos que

V2L(d,u,v) = V?F(a),
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donde V?F (i) esta dado por:

() +ea  (201) - (ym,y1) ) —Wy) - —(ymy1)

viy2)  (22) + (ym,y2) ~vy2) —y) o —(ymy2)
V() = (y1,ym) (y2,ym) (ymoym) +o | —(y,ym)  —(y2,ym) —(ym,ym)
-y —ey) o —lmy) | (yuyn) + (1) - (ym,y1)

—(y1,42) —(y2,12) —(ym, y2) viy2)  (y202) +o (ym,y2)
—uym)  —(v2,ym) —(ym ym) (vy1,ym) (y2,ym) (ym, ym) +

Visto de otro modo, se tiene que
A+ al —A
V2L(a,fi,7) = VAF(@) = u| ) (4.37)
~A |A+aly

donde la matriz A es simétrica semi-definida positiva y estd dada por

vry)  2y) - (ymy1)
A (y1.y2)  (W2y2) - (Yymy2)
vym) (2ym) - (ymym)

PROPOSICION 4.15. La matriz V2L(q, i, 7) es definida positiva.

Demostracion. Para v # 0y puesto que A es simétrica semi-definida positivay a > 0
se tiene que
O

2M
Z (U] ]+M yl/y])(vl Z)i+M) T ZUJZ > 0.

oTV2L (4, i, 7)o
j=1

i,j=1
Finalmente concluimos esta seccion con el siguiente resultado.
PROPOSICION 4.16. Existen constantes positivas w y ¢ tales que

F(u) — F(a) > w|lu—alf,

paratodou € V,; con ||lu—1| <e.
Demostracion. La demostracion es inmediata pues se satisfacen las hipétesis de la

Proposicion 2.20. [
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4.3. Discretizacion del problema de control

En esta seccion consideramos la discretizacion de la ecuaciéon de estado estudia-
da en la seccién 4.1, la cual nos permite definir el siguiente problema de control

discreto reemplazando el estado discreto yZ definido en (4.7):

2
Xyl

m = ||U u

min fu(u) a| + 5 lullz+Bllulh

lyz

sujeto a: (4.38)

M
Z”iy?(xj)—bjSO, Vi=1,...,1L

\ =1
Luego, de manera similar al problema continuo, usamos la descomposicién de cual-

uier vector en RM como la diferencia entre su parte positiva y su parte negativa.
q P p ysup 1

Asi definimos el problema

( M 2 oM
min F (u 2 —wim)y! —val| F5 ) w Y
UEV,y iz 23 i=1
sujeto a: (4.39)
M
Y (i —wiam)yi(x) —b; <0, Vj=1,..,L
[ i=1

Para demostrar la existencia de una solucién 6éptima para (4.38) se debe asegurar

que el conjunto
h A h
ufeas =quc uad : Zuiyi(xj) —bj <0, VJ: 1,...,1;,
i=1

sea distinto del vacio. De la misma forma, (4.39) tiene una solucién 6ptima si el

conjunto

M
Vioas = {u € Vaa: Y (i —uipm)yi(x) —b; <0, Vj = 1,...,1} /
i1

es diferente del vacio.

OBSERVACION. V" es distinto del vacio si v solo si " __ es distinto del vacio.
feas y feas

Por el momento para nuestro andlisis vamos asumir que (4.38) y (4.39) poseen
una solucién 6ptima. En la Seccién 4.4 se discutird la existencia de tinica solucién

para el problema (4.39).
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PROPOSICION 4.17. (Condicién de ortogonalidad) Si @" es un control éptimo para

h =

el problema (4.39), entonces ; al ivym = Oparatodoi=1,..., M.

Demostracién. La demostracion es andloga a la Proposicion 4.12. [

PROPOSICION 4.18. Si ii" y @ son soluciones de los problemas (4.38) y (4.39) res-

pectivamente, entonces

_h ]M _h—

i-1 = y [ui+M i— Uy

es decir " = [a!!] ?11 — [al, M] . En otras palabras, los problemas (4.38) y (4.39)

1

son equivalentes.
Demostracion. La prueba es similar a la Proposicion 4.14. l

Establecemos ahora las condiciones necesarias de primer orden para el problema

(4.39). De manera anéloga introducimos el Lagrangiano £, : R?M x R*+*M — R

definido por
! 4M
Ly(w, 1, v) = Fy(u) + ]; HiGl () + gvichi(u), (4.40)

donde

G]’?(u) = %(ui - ui+M)ylh(xj) —b;, para j=1,...,1],

i=1

Glh+i(“) = ”Zi —u, parai=1,..., M,

Gzh+M+i(“) = Uy — WipM, para i=1,..., M, (4.41)

Glh+2M+i<u) =u; — ”;,z" parai=1,...,M,

Glh+3M+i(u) =UWiyM — Uy parai=1,..., M,

y denotamos Gj, a la funcién cuyas componentes son Glh parai=1,...,1 +4M.

Si @ es la solucién c’)ptima de (4 39) y satisface la condicién (LICQ), se tiene

entonces que existe un i € R, y 7" € R*M tal que

VE(a —i—thVGh(u +thVGl+l(u ) =

i=i
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VE(u)

VGh

/
(7" = ya,yi) + ot} + B+ Y @y () — 7 + 0oy =
j=1

I
h h _ o h n _
—(@" —yay!) +oul y+B-Y aiyi () = vim + 7 =0,
=1

donde yj; = Y34, (u — ugy m)y}-

(u)

(@) <o, Vi=1,...,1+4M,
) =0, Vi=1,...,1,
(@) =0, Vi=1,...,4M.

Calculando las derivadas correspondientes tenemos:

(v — va, yi) +aug + B

vk —ya,y?) + au; + B

(Y — Ya, vhy) +aupy + B
—(h = yayt) + aurm + B

—(Yh = ya, y!) + auipp + B

= (Vi = Ya, Vi) + wvom + B
Por otra parte, se tiene

yi (x)

vl (x)

Y (xp)
—yi (x))

—y} (%))

— i (x5)

Asfi, nuestras condiciones quedan expresadas por
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parai=1,...,M,donde 7" = Y™, (al - al'. )y, junto con
Gi(@") <0, Vj=1,...,1+4M.

Adicionalmente, se satisfacen las condiciones de complementariedad

v (uf,—a)) =0, Vi=1,...,M,
Vot — ) =0, Vi=1,...,M, (4.45)

7om(f —uf) =0, Vi=1,...,M,

7/ apa (80 — u, ) =0, Vi=1,....M

4.4. Estimacidn del error para el control

En esta secciéon presentamos el resultado principal de este proyecto: una estima-
cién del error para los controles 6ptimos del problema de control discreto (4.38).
Para llegar a esta estimacion, por conveniencia de la diferenciabilidad en la fun-
cién de costo, trabajamos con los problemas equivalentes (4.23) y (4.39), para los
cuales estamos interesados en estimar la diferencia entre sus respectivas soluciones.
Esta interrogante nos lleva a realizar un analisis de sensibilidad de problemas de
programacion no lineal con respecto a sus perturbaciones para aplicarlo a nuestros
problemas de control (4.23) y (4.39).

Empecemos nuestro estudio observando que el problema (4.23) se puede formu-

lar en la forma:
min F(u)

Gj(u) <0, j=1,. .1, (4.46)
uc Vad/

donde G; definido como (4.30), mientras que el problema discreto (4.39) tiene la

forma
min F,(u)

Gl(w) <0, j=1,..,1, (4.47)

uey,

con G]h estd definido como (4.41).
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En lo que sigue de esta seccién denotamos:
M
Yu =Y _(uj —wiim)yi,
i=1
h u h
Vi = (i = wiem)yy,
i=1
para cualquier u € V,;.
A continuacién, se demuestran algunos resultados técnicos de estimacion, las
cuales seran utilizados en los resultados subsiguientes.

PROPOSICION 4.19. Existe una constante C > 0, independiente de h, tal que

1
Jg (’Gj(“> - G?(W)I +[IVGj(u) - VG?(W)H +(|V2Gj(u) —VzG}KW)H)
< C(||u — w|| + K*|logHh])

se cumple para todou,w € V,;.

Demostracién. Directamente de la definicién de G; y G, se tiene que

(wi — Wi )yt (x;)

o

Il
—_

e

N
Il
—_

(u; — ui+M)J/i(xj) -

1

=

~
I
—_

[(ui —uipp) — (Wi — Wi+M)] yi(xj)

4

M
+ Z(Wi - Wiim) []/i(xj) - y?(xj)]
i=1
utilizando la desigualdad triangular, tenemos que

M
G() = GHo)1 < 12 (1w = wean) = (i = wican)| )|+ o) = ¥ o)1)

M
< 2 [l = il s = wical) )]+ ) = vl

Puesto que ()y contiene x; para todo j = 1,...,1, consideramos la norma || - HC(()O)

junto con el max; ; |y;(x;)|, obteniendo asf

2M
[Gj(u) — Gl(w)| < C <E i = wi +[|yw —}/Z;Hc(ao)> /
i=1
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por la estimacion (4.14), se tiene que
|G]-(u)—G]’7(w)| §C(||u—w||+h2]10gh|). (4.48)

Por otra parte, de (4.33) y (4.43) se obtiene la siguiente estimacion
h 4 h
IVGj(u) = VG (W)l < C)_ lyi(x)) — i (x))]
i=1

M
<CY llyi — villcy)
i=1
de la estimacion (4.12), se sigue que
IVGj(u) — VG}(w)|| < CH?*|loghl. (4.49)

Finalmente, puesto que Vsz(u) y VZG]’? se anulan ya que las restricciones son li-

neales, el resultado se concluye sumando (4.48) y (4.49). ]

PROPOSICION 4.20. Existe una constante C > 0, independiente de h, tal que
[F(u) = F(w)| + ||VF(u) = VE(W)|| + || V2F(u) = V2F(w)|| < C[[u —w]|| (450)
se cumple para todou,w € V,;.

Demostracion. De la definicién de F, se tiene que

1 M 2 M 2
[F(u) — F(w)| = > Y (i —wim)yi — Z — WitM)Yi — Yd
i=1 i=1
2M
Z u? — w? +IBZ
i=1
1
=15 (v = val 2= llyw — val 2) + z i) (i + w;)

2M
+p ;(ui —w;j)

1
Zh@w—wWWw—wMQm—wWWm—ww

2M

4= 2 —wi)(w+w;) + B Y (u—wy)l,

i=1
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por la desigualdad triangular, se sigue que
1
(B (w) = FW)| < 5| 1y = vall = 1o = val | | 1l = vall + llyo = vall |
LY 2M
+5 0 = willui+wil + B ) [uy —wil.
i=1 i=1

Puestou, w € V,; se tiene que |u; + w;| es acotado para todoi = 1,...,2M, y gracias
a la estimacion (4.16) se sigue que ||y, — y4|| + ||yw — ya|| también es acotado, con

lo cual tenemos que

2M

P () F(o0)] < 201l = vall — 1o — vl +5C2 Y s — vl + B3 s — v,
i=1 i=1

con Cq, Cy > 0y usando nuevamente la desigualdad triangular, se sigue que

2M
[F(u) = F(W)| < c1llyu = ya = (o — ya)l| + 2 ) [u; — wi|
i=1

oM
el =yl + L o = wi
M
E\ — i) — (Wi = wirn)| [yl + ) [ — wil
i=1
M oM
<o | Y (= wil + |wipar — wiml) [yil |+ ) [ — wi
i=1 i=1
oM oM
<c| max {|[yill} ) [wi—wil +) [ui—wi| |,
i=1,...M =1 =1
con ¢y, ¢z, ¢ > 0. Puesto que Y™ |u; — w;| puede ser acotada por ||u — w||, se obtiene

que
[F(u) = F(w)| < Cflu — wl].

Por otra parte, de (4.32) se obtiene que
M

[VF(u) = VF(w)|| <c Z(}(yu —Ya, Yi) Foawi + B — (Yo — Ya, yi) — aw; — B
i=1

+|=(Wu — ya, vi) + auip + B+ (Yo — Ya, Vi) — aWim —ﬁD

=

= ¢ 3 (1) + 0w = (g, 1) — aw

1=

—_

+| =W, yi) + @i+ (Y, yi) — “Wi+M|>
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de lo cual se sigue

M=

IVE) = VEW)I < ¢ Y (| (0 — v, 1) + (i = wy)

I
—_

i

+|= (W = yo, i)
con ¢ > 0. Por la desigualdad triangular, se ve que
|VE(w) — VE(w)|| < cz(\ — Yo, yi)| + el — wif

+ =W = yo vi) | + alwim — Wi+M|)

M 2M

= <22{(yu _yw/yi)| +0¢Z lu; —wyl |,
i=1 i=1
usando la desigualdad de Cauchy-Schwarz, tenemos

M 2M
IVE(u) = VE(w)[| < ¢ (2211% = Yl [yill +D¢E\ui—Wz\>

i=1 i=1
2M
< c(eillyu = yal | +a ) lui—wil),
i=1

con ¢ > 0y utilizando la desigualdad triangular, se sigue que

i=1
M 2M

C (’ui—wi|+|ui+M_Wi+M’> ||%||+Z|ui—wi|
i=1 i—1

IN

M
IVF(u) — VF(w)|| < C 2| —uipm) — (W i_Wi+M)|HyiH+Z’ui_Wi|>

IN

N 2M 2M
C | max {|lyll} ) [ui—wi|+) [ui—wi |,
i=1,...M i— i—
con C > 0. Puesto que Y™ |u; — w;| puede ser acotada por ||u — w||, se obtiene que
[IVE(u) = VE(wW)]| < Cflu—wl].
Finalmente, como V2F (u) es constante respecto a u, se tiene que
IV2F(u) = V2E(w)|| = 0 < ClJu— w]|.

Sumando estds tres desigualdades se concluye (4.50).
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PROPOSICION 4.21. Existe una constante C > 0, independiente de h, tal que

|Fi(w) = By(w)| + || VEy () = VE,(W)|[ + [[V?Fy(u) — V2F,(w)|] < C[lu—w]]
(4.51)

se cumple para todou,w € V.

La demostracion es similar a la demostracion de la anterior proposicién, usando

ademas la acotacion de yf-’ visto en (4.15).

PROPOSICION 4.22. La siguiente estimacion
[F(u) = Fy()| + [|VE(u) = VE (w)]| + [|[V2F(u) = VZEy(u)|| < Ch?, Vu € Vy
se cumple para alguna constante C > 0 independiente de h y u.

Demostracién. De la definicion de F y Fy,, se obtiene que

1 1
F() o) = |3l =l = 311~

1
= > {1 = vall = 11 = vall| {119 = wall + 11t = al

4

usando la desigualdad triangular, se sigue que

1
[P (w) = Fy(w)| < Sl = va = v+ yal (vl |+ 121 +21lval])
1
= 5 (Il + 1211+ 21yl )y — w11

Luego, de (4.16) y (4.17) se tiene que ||y, || + ||y"|| + 2||y4|| es acotado, obteniendo

asi
F(u) — Fy(w)| < cllyu —yill,

con ¢ > 0. De la estimacion (4.8) tenemos

[F(u) - Fy(w)| < CK™.
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Por otra parte, de (4.32) y (4.42) obtenemos la siguiente desigualdad

M
IVF(u) = VE(w)]] < ¢ 3 (| (v = v i) + a0 + B (v = ya,y}) — iy — |
i=1

= — Yo yi) + o+ B+ (Ve —ya yl) — auiim — ﬁ))

=cC

o

I
—

(| = varws) = Wl = yayh)

2l)

|~ (= v, v0) + Wk = va )

M
=2c Z ‘(yu - yd/yi) - (yZ - yd/yb ’
i=1

con ¢ > 0. Por la desigualdad triangular, se sigue que

)

+ | arv) = ar )

ME

IVF(w) = VA, w)]] < 2¢ ) (| ) = (o))

I
MR

I
Mz

e Y (| urye) = Wy = Wk wl) + )

I
—_

)

+ | Waryi =yl

=2 + | ayi— 1))

(| = viows) + Wl =)

s

N
I
—

).

+ | ayi— 1)

<2¢ Y (| —viowi)| + | Wy = 1)

i=1
usando la desigualdad de Cauchy-Schwarz, tenemos
! h h h h
IVF(w) = VE @) <2¢ Y (11l v = il + 121 s = 21+ lyal v = 711)
i=1

-9 o . _ h .
=2¢ ) (il Hyu = vl + (lyall + Nval ) yi — vill ),
i=1

gracias a (4.17) se tiene que ||y"|| + ||y4|| es acotado, con lo cual tenemos

i=1

M
IVF(u) = VE(u)|| < (Clllyu yﬁIHCzZHyi—yf‘H)/

utilizando las estimaciones (4.3) y (4.8) se obtiene que

IVE(w) — VE,(u)|| < Ch%.
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Para la tltima estimacién es necesario calcular V2F, (1), la cual estd dada por

W) +a Wy o Wy -y =Y —Wheyh)
Whyh) WD+ o (v ) kb — (W vh)
V2, (a) = (y’f,hy’xdh) (yZ,hy’;Ah) Wi yhﬁd) s *h(y’fhf Vi) f(yhéfy’fh) - (yh’,h,yh’xﬂ)
=y, y1) ) — (e y1) (i y)) +a (3. 1) (Y v1)
-y A~ ) Whyd) WAy +e o Wiy
—Whyh) AV o =Wy | k) Wk o Wyl +a

por tanto, para todoi,j = 1,..., M se tiene que

(i) = G| = |y = Why) = Wl + W)

< iyl + |y — o))

< Myl 1y = v 1+ i1y = il
< al®+ o[y llcq 1

< Ch?,

lo que nos permite concluir
||[V2F(u) — V2F,(u)|| < CH?.
Sumando estas desigualdades se obtiene la estimacion deseada. [
PROPOSICION 4.23. Existe una constante C > 0, independiente de h, tal que
[F(u) = By(w)[+]|VE(u) = VE,(W)|| + [ V?F(u) — V2F,(w)]|
+ZI%(|G]'(U)—G?(W)I+|IVG]'(U)—VG}“(W)|I (4.52)
j=
+||V2G;(w) = V26 (w)[[) < C(|[u—w]|+ /| log h])
se cumple para todou, w € V,; y h suficientemente pequeno.

Demostracion. De la desigualdad triangular se tiene que

|F(u) = Fy(W)|[+||VF(u) = VE,(w)|| + [|[V?F(u) = V2Fy(w)|| < [F(u) — F(w)]
+ [F(w) — By(w)| + [[VE(u) = VE(W)|| + [[VF(w) — VE,(w)]
+[|V2E(u) — V2E(w)|| + || V2F(w) — V2Ey(w)]|,
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luego, por la Proposicion 4.20 y 4.22 se obtiene que

[F(u) = Fy(w)| + ||[VF(u) — VE,(w)]|
+[|V2F(u) = V2F,(w)]| < C(|Ju — w|| +K?).

Asi, al sumar la desigualdad de la Proposicién 4.19, y puesto que h?> < h?|logh|

para h suficientemente pequefio, se concluye la estimacion (4.52). [

Para continuar con nuestro anélisis tomamos en cuenta el conjunto K = ]Rl+. Por

tanto es posible reescribir (4.46) y (4.47) como

min F(u)
G(u) <k 0, (4.53)

u G Vad,

min Fj,(u)
Gp(u) <k 0, (4.54)
u € Vy,

respectivamente, considerando las primeras [ componentes de G y Gy,.

Nuestro objetivo es mostrar que existe una sucesién @ de soluciones para el
problema (4.39) que convergen a @ cuando / tiende a 0. Para esto, se consideraré el
problema auxiliar

min F,(u)
Gr(u) <k 0,
ueV,;NB(a,p),

para algtn p > 0 que serd especificado en lo posterior. Se probard que este problema
admite una tnica solucién 1‘1’; y satisface cierta estimacién con respecto a @. Esto nos
permitird demostrar que:

h
o

la frontera de B(w,p), por lo tanto 1‘1’; es una solucién local de (4.39) que por

e Si p es suficientemente pequefio entonces 1‘12 € B(a,p), es decir @} no estd en

I es la tnica solucién

ser un problema estrictamente convexo implica que @,

Optima.

e Bajo las mismas hipétesis se cumple la estimacion ||a — ﬁZH < h?|logh|, me-

diante el uso de ecuaciones generalizadas.
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OBSERVACION. u € Ve si y solo si G(u) <g 0y u € V. De igual manera,
uc V}‘ms es equivalenteau € V,;y Gy (u) <g 0.

Recordemos que 1 denota la solucion 6ptima de (4.23), por tanto @ es solucién
de (4.53). Ademas, satisface la condiciéon (LICQ). Con esto procedemos a seguir con

nuestro andlisis de perturbacion.

OBSERVACION. La Proposicién 2.18 implica que @ satisface la condicién de regula-
ridad de Robinson.

Para la demostracion del siguiente resultado usaremos las definiciones y resul-

tados de la Seccion 2.3 referente a ecuaciones generalizadas.

PROPOSICION 4.24. Existen constantes positivas C y hy, tal que para cadah € (0, h)

existe u € V}'eas y cumple la estimacion
|[a —u"|| < Ch*|logh.

Demostracion. Consideremos la funciéon G : Ry x R*M — R/ definida por

Gl ) G(u), si h=0,
,u ==
Gp(u), si h#0.

y la tripleta {IR4,0, G(+,-)}, de acuerdo a la Definicién 2.19, es una perturbacién ad-
misible para el sistema G(u) < 0 en @. En efecto, tenemos que G(0,u) = G(u) para
todo u € R?M, y de la Proposicién 4.19 se deduce que G y G /du son continuas en
(0, @). Ademas, tenemos que la condicién de regularidad de Robinson se cumple en
@, por lo cual cumplimos con las hipétesis de la Proposicién 2.12, de la cual obtene-
mos que existen fip > 0, ¢ > 0y una vecindad O de 1, tal que para todo i € (0, ko)

el sistema G(h, u) < 0 tiene solucion y se cumple que
distjw, X(h)] < cdist[0,G(h,w)], Vh € (0,hg),Vw € O, (4.55)

donde X(h) = {u € V,5: G(h,u) <g 0} y G(h, w) esta definido por

G(h,w) +K, siw e Vy,
g(h,w): ( ) ad
@, siw & V.
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En particular, si tomamos w = 1 se tiene que

dist[a, X(h)] < cdist[0,G(h,@)]
= cdist[0,G(0,a) + G(h, @) — G(0,1)],

y por tratarse de una distancia se sigue que

= c(dist[0, G(0, @) + K] + dist[0, G(h, @) + K— G(0,@) — K])
dist[0, G(@) + K] + dist[0, Gy (@) + K — G(a) — K])

Luego, por la caracterizacién de infimo existe u” € Z(h) tal que

o — u'l| < CH?|log ],
y puesto que X(h) = V}‘ms, se concluye que u”* € leﬁeas. O
PROPOSICION 4.25. Para p > 0, el problema auxiliar

min F,(u)
Gp(u) <k 0, (4.56)
ueV,; N B(ﬁ,p),

tiene una tinica solucién @", para h suficientemente pequefio. Ademds, existe un

elemento v" € Veas que cumple la estimacion
@ — v"|| < Ch?|logHh|.
con C > 0 independiente de h.

Demostracién. De la Proposicion 4.24 se tiene que existe algun k), > 0, tal que para

todo h € (0, k) existe u" € VJ’} s que satisface ||@ — u”|| < Ch?|logh|. Con esto, se

(4
sigue que existe hg(p) tal que para todo h € (0,hg(p)) implica que ||@ — u”|| < p.
Por lo tanto u* € V}‘e .« N B(1@,p) por tanto, el conjunto factible de (4.56) es distinto
del vacio. Gracias al teorema de Weierstrass podemos concluir que (4.56) tiene una
tinica solucién 6ptima @".

Ahora, para encontrar un v" € Vieas tal que ||[a" — v"|| < Ch?|logh|, vamos a

construir una ecuacién cuya solucién sea v".
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Construccion de la ecuacién para v"': Denotamos por I(@) el conjunto de los indi-
ces de las componentes inactivas de G en @. Probaremos que si p es suficientemente
pequerio entonces todas las componentes inactivas de G en @ son también inactivas
en @". En efecto, si i € I(@) entonces G;(i1) < 0y como G; es continua, existe una
vecindad V de 1 tal que para todo u € V se cumple G;(u) < 0. Por otro lado sabe-
mos que @" € B(a, p) para todo i < hg, por lo cual, si tomamos p lo suficientemente

pequefio se concluye que G;(a") < 0.

Luego, suponemos que existen * componentes de G que son activas en @ y reor-
denandolas si es necesario, podemos asumir que A(a) = {1,2,...,r}, lo que signi-
fica Gi(@) = --- = Gy(2) = 0. Ademas, de (4.33) se sabe que VG; es una funcién
constante, entonces VG (@) = VG (@"),..., VG, (@) = VG, (@") y por la condiciéon
(LICQ) en i se obtiene que VG (@"),..., VG, (@) son linealmente independientes.

De lo anterior, la matriz
B, = [VGi(a"),..., VG, (a")]

tiene rango r, y reordenado las filas, si es necesario, podemos encontrar una subma-

triz invertible Dj, de orden r X r, obteniendo asi la siguiente descomposicion

Dy,

B, —
h E,

7

con Ej; una submatriz de orden (2M — r) x r. Consideremos ahora ¢, : R” — R la

funcién definida por

¥ni(w) = Gi(w, @l 4,..., a5y - Gl@"), vi=1,...r
Asi, para encontrar v" fijamos sus 2M — r tltimas componentes por
vi=al, VYi=r+1,...,2M.

Resta determinar sus primeras r componentes, las cuales van a ser la solucién del
siguiente sistema
$i(w) =0, (4.57)

es decir, las primeras r componentes de v/ van a estar definidas por

h .
vi=w; Vi=1,...,r.

Solucién de (4.57): Definimos @' = (ﬁi’, .., a)T, @ = (ay,...,a,)T. Por otro lado
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de la Proposicion 4.19 se tiene que

[lyn(@")]| = [1G(a") — Gy(@")|| < ch?|loghl. (4.58)
Tomando en cuenta i, (w) = [V, G (w, ﬁi’ﬂ, e, ﬁ’le), oo, Vo Gi(w, ﬁfﬂ, e, ﬁ’;M)],
donde V, denota el gradiente respecto a w, se tiene de (4.33), que V,G; es constante

por lo tanto ¢}, es constante, obteniendo asi

¢ (w01) = gp(w2)[| = 0 < yffwr —wsll, Vs, wa € B(a,p),

1

puesto que ¥, (w) es de rango completo, se sigue que (1, (w)) " existe y cumple

1(p(@) I < B, Vwe B(w,p),

para todo 0 < h < hy, si p es tomado suficientemente pequefio. De aqui obtenemos
que

[ (@)™ (@) | < 11 (5 (@) M (@) 1] < Bllgpn(n)l],

si definimos # := B[y, (0y,)| se sigue que

(@)~ (@n) 1| <1,

y de (4.58) se tiene que

1 1 1
5B =SB |[n(@n)|| < 5B*ych?|logh| <1,

si h es suficientemente pequefio. Entonces estamos en las hipétesis del Teorema
Newton-Mysovskii (pdgina 412, de [23]), el cual nos asegura que el método de New-
ton con punto inicial wy = @), genera una solucion w de (4.57) en B(wy, con) (donde
cp es una cierta constante) y por ser soluciéon de (4.57), se sigue que

pp(w) = Gi(v") — Gl (@") = Gi(w, a4, ..., why) — G/ (@") =0,

1

paratodoi =1,...,r. Lo anterior implica que

Gi(v") = GMa") <o, vi=1,...,r,

" es solucion de (4.56). Finalmente, puesto que w € B(wy, con7) se sigue que

pues 1
[|w —wy|| < con < ch?|logh|lo que implica ||v" — @"|| < ch?|logh|. Ademés, para
h suficientemente pequefio se tiene que G; (v!) <Oparatodoj=r+1,...,1+4M,

pues son los indices de inactividad, por lo tanto se concluye que v/ € Veas- ]

PROPOSICION 4.26. Si p > 0 suficientemente pequerio y h € (0,hy(p)) entonces la
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solucién @" del problema auxiliar (4.56) pertenece a B(1, o), es decir @i" es la solucién

Optima del problema (4.39).

Demostracién. Sea " solucién de (4.56), de la Proposicién 4.24 sabemos que existe

u" € V}’e .« N B(1i,p) que se aproxima a @ con orden h?|log h|. Por la optimalidad de
h

" se sigue que
F(a") < Fy(u") < [Fy(u") — Fy(@)| + |Fy () — F(a)| + F(a),
sumando los términos F(@") — F,(@") , se obtiene que
F(a") — Fy(a") + Fy(a") < |Fy(u") — By (@)| + [Fy(@) — F(@)| + F(a") — Fy(a") + F(a),
por lo tanto
F(a") < |Fy(u") = Fy(a)| + |Fp(@) — F(@)| + [F(@") - F,(a")| + F(a).
Ahora, de la Proposicién 4.21, se tiene que
F(a") < [[u" — || + [Fy(a) — F(@)| + |F(a") — Fy(a")| + F(a),
y de las Proposiciones 4.23 y 4.24, obtenemos

F(a") < ¢ h?|logh| + F(a). (4.59)

Por otra parte, de la Proposicion 4.25 existe v e Veas que se aproxima a @’ con

h

orden h?|log h|. Luego, puesto que v" es tan cercano a @, para p y h suficientemente

pequenos, se sigue de la Proposicién 4.16 que
wlla—v!|? < F(v") - F(a),

por lo tanto
F(@) +wlfa - v"|* < F(v"),

por la desigualdad triangular, se ve que
F(@) + w|[a —v"|[> < |F(v") — F(a")| + F(&").
Usando la Proposicién 4.20, obtenemos que

F(@) +wlja —v"[|> < [|v" — a"|[ + F(a"),
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asi, de la Proposicion 4.25
F(a) + w||a — v"||> < o K| log h| + F(a"), (4.60)
combinando (4.59) y (4.60), se obtiene que

F(&) + wl|a — v"|]2 < ¢ 1| log h| + F(q),

Ila — v"|| < c\/h2|logh|. (4.61)

y por consiguiente

Por otro lado, se tiene que
la—a"|| < [la—v"||+][[a" —v"|| < [[a—v"||+ch?|logh,

y de (4.61), se concluye que

o — a”| SC<\/h2|logh]+ hz\logho. (4.62)

Finalmente, para / suficientemente pequefio se tiene que ||@ — @"|| < p, por lo tanto

@" € B(a,p). Con lo cual, @" es la solucién 6ptimo de (4.39). O

OBSERVACION. La estimacion (4.62) de la Proposicién 4.26 nos permite concluir la
existencia de una sucesion 1y, de soluciones del problema (4.39) que convergen a 1,

cuando & — 0.

En lo que sigue denotamos por @" la solucién 6ptima de (4.39). Para proseguir

con nuestro estudio, consideramos nuevamente todas las componentes de G, con lo

cual K = Ile 4M o5 el nuevo cono asociado a nuestras restricciones. Entonces el cono

dual K asociado a K estd definido por
Ky ={zeR**M.;Ty >0, VYoeK},
y puesto que K = lle M se sigue que
Ki={zeR™M:.z >0, i=1,...,1+4M} = R;HM

Recordemos ahora que el cono normal 9y (x) de un conjunto convexo E C R*M en

un punto x € R?M estd definido por

ZGIRZMconzT(e—x)go Ve € E, six € E

d —
ve(®) Q, six ¢ E.
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Por facilidad, consideramos los multiplicadores de Lagrange estructurados de la

?\z(?)@ﬂ?lj‘m.
v

Es claro que las condiciones de complementariedad (4.36) pueden ser escritas como

siguiente forma

G(a) <x0,A € K, yG(a)TA =0, (4.63)

las cuales son equivalentes a G(1) € dyk, (A). En efecto, suponemos (4.63) entonces
G(a) <k 0implica G(@)" < Oparatodoy € K+, delocual G(a)" (7 — A) < 0 pues
G(a)TA = 0y puesto que A € K se concluye G(@t) € gk, (A). Reciprocamente,
si G(1) € Yk, (A) entonces A € K, con lo cual obtenemos que G(a)’ (7 — A1) <0
para todo 17 € K., en particular si tomamos 17 = 0y 57 = 2A se sigue que G(a)"A =
0, luego si tomamos 77 = v + A, con v € K arbitrario, obtenemos que G(@)’v <0y
puesto que v es arbitrario en K se concluye que G;(i) < 0coni =1,...,I es decir
G(u) <k 0.

Ahora, vamos a expresar las condiciones necesarias de primer orden para el pro-
blema (4.23), en la forma de una ecuacién generalizada. Para ello, observemos que

las condiciones necesarias de primer orden pueden ser expresadas como

De la definicién del cono normal en R*M se tiene que {0} = d¢gou (1) y usando la

Proposicién 2.13, se obtiene que

T(a,A) = 0pram () x Ok, (A) = Opam i, (@, A).
Por lo tanto, la solucién de la ecuacién generalizada

0 € F(u,A) + dpgan g, (u, ) (4.64)
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expresa las condiciones necesarias de primer orden para el problema (4.23).

De manera andloga, el sistema de optimalidad para el problema discretizado

(4.39) es equivalente a la solucién de la ecuacioén generalizada
0c fh<uh, Ah) + 8¢R2MXK+ (uh/ Ah)l
donde F}, esta definida por

vuﬁh (ur /\)
— Gp(u)

PROPOSICION 4.27. Sih es suficientemente pequerio, i satisface la condicién (LICQ)
para el problema (4.39).

Demostracion. De la Proposiciéon 4.19 y la estimacion (4.62), se tiene que

176;(a) - VG (&) < C(lla~a'|| + #l1oghl) < C (y/i2lloghl + i[logh]),

por lo tanto, si G;(@) < 0 entonces G;’(ﬁh) < 0, para h suficientemente pequefio.
Es decir, si j es un indice inactivo del problema (4.53) en @ implica que j es inactivo

para el problema (4.54) en @”.

Resta analizar los indices actividad del problema (4.53) en @, puesto que 1 sa-
tisface la condicién (LICQ) para el problema (4.23). Para todo j € A(@) los VG;(1)
son linealmente independientes, esto implica que para todo j € A(1) los VG;?(ﬁh)
también son linealmente independientes, siempre que / sea suficientemente peque-
fio. Por consiguiente en todos los indices de actividad del problema (4.54) en @" los
VG]}-l(ﬁh) son linealmente independiente, es decir @" satisface la condicién (LICQ)

para el problema (4.39). [

OBSERVACION. De este resultado y la Proposicion 4.44, existe

;\h_(ﬁh ) c RIH4M
=\ 5 LraM,

que satisface las condiciones de optimalidad de primer orden para el problema

(4.39), siempre que h sea suficientemente pequefio.

PROPOSICION 4.28. Sea @ la sucesion de soluciones del problema (4.39) que con-

h

vergen a @ cuando h — 0, entonces los multiplicadores A" asociado a @"* son unifor-

mente acotados para todo h > 0 suficientemente pequenio.
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h h

Demostracion. Puesto que @" — @ cuando h — 0, se tiene que @1" es una sucesion
acotada. Luego, si 1 es suficientemente pequefio se sigue que todas las componentes
inactivas de G en @ son también componentes inactivas de Gy, en @". En consecuen-

cia, (@', A") satisface

Vuly(@", A" = VE@@") + Y Alvci(a") =o. (4.65)
icA(a)
Reordenando si es necesario, suponemos que A(i) = {1,...,r}, entonces la matriz

B, = [VGI@"),..., VG (@)

tiene rango r, y reordenado las filas, si es necesario, podemos encontrar una subma-

triz invertible D), de orden r X r, obteniendo asi la siguiente descomposicién

Dy,

B, —
h E,

4

con E;, una submatriz de orden (2M — r) x r. Entonces de (4.65) se tiene que

Ay =-D;? [vph(ah)]r (4.66)

. 7
i=1
en la demostracion de la Proposicion 4.25 se obtuvo que D, ! es una matriz acotada,

para I suficientemente pequefio. Verificamos que [VF,(@")]._, es acotada. De la

r
i=1

Proposicion 4.23 y 4.26 se obtiene que
IVE,(a") = VE(@)|| < c(|[a" —al| + 1* log )

< («/hzl logh| + K| logh]>

<C,

y aplicando la desigualdad triangular, se sigue que
IVE(a")| < C+[|VE(@)|| <¢,

por lo tanto [VF,(a")] ;:1 es acotada. Entonces de (4.66) se obtiene que [A"]’_, son

acotados para & suficientemente pequefio y parai = r +1,...,] + 4M se tiene que

)_xf‘ = 0, pues en estos indices Gj, es inactivo en a. O]

OBSERVACION. La igualdad (4.66) de la Proposicién 4.28, nos permite concluir que

h

A", 1a sucesién de los mutiplicadores de Lagrange asociados a @”, converge a A, el

multiplicador de Lagrange asociado a 1, cuando i — 0.
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Consideramos " la solucién éptima del problema aproximado (4.39), obtenido
de la Proposicién 4.26, con A" el vector de los multiplicadores de Lagrange asociado

a @". Por lo visto anteriormente, se tiene que

0 € Fp(a", A") + Opgon i, (8", A"), (4.67)
vamos a probar que (@", A") resuelve la ecuacion generalizada perturbada

Sy € F(u", A7) + dypgom, g (u", A1), (4.68)

con ;, una perturbacion de orden h?|log h|.

PROPOSICION 4.29. La ecuacién generalizada (4.68) tiene solucién en (@, A").

Demostracion. De la ecuacion generalizada (4.67), se tiene que

VuLly(a", A") [ (0} ]
+ _
— Gp(a") Ik, (A")

de la primera componente de esta ecuacion, obtenemos que

0= VuLy(a", A"

I+4M
= VE(@")+ ) A'VGl(a")
j=i

l+4M
= VF(@") + VF,(a") - VF(@") + Y} Al (VG (@) + VGi(a") —VGj(ﬁh)>
11424
= VF(@") + VF,(a") - VF(@") + ) AIVGj(a")
- [+4M
+ Y A (VG]’?(ﬁh) - VGj(ﬁh)>,

=i

si definimos 1,1 = VF,(@") — VF(@") y 11, = Z;:?‘M /_\;’(VG];?(ﬁh) — VG;j(u")), se

sigue que
I+4M
0=VF@")+ Y AIVGi(@") +r1+r2
j=i

= VaL(a", A") — 6,1,

donde 6,7 = —(r1 + r1,2). Probaremos que ||6;1|| < ¢ h?|logh|. En efecto, de la
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desigualdad triangular se tiene que

Onall < lruall + lrnol|
h h = h
= [[VE,(a") = VE@")[[+]] ) A7(VGj(@") - VG;(a"))]|
j=i
h h M hch h
< [IVE(a") - VE@")[[+ ) A7 [IVGj(@") = VG;(a)]],
j=i

gracias a la Proposicién 4.28 se tiene que los multiplicadores A" son uniformemente

acotados, obteniendo asi

[4+4M
16011 < [[VE(@") = VE@")|| +¢ ) [[VGI(a") - VG;(a")]],
J=i

con c > 0. Luego, de la estimacion (4.52), se sigue que

|61,11] < ¢ h?|loghl.

De forma anéaloga, analizando la segunda componente se obtiene que
0e —Gh(ﬁh) + 81/1K+ ()_\h)
0e—G(a") + (G(ﬁh) - Gh(ﬁh)> + oy, (A
0e —G(ﬁh) — Opp + 0Pk, (/_\h),

donde &,, = —(G(@") — G,(@")) y de la estimacién (4.52) se tiene que ||d;2|| <
¢ h?|logh|. Entonces de estos dos resultados, se concluye que (@",A") resuelve la
ecuacion generalizada (4.68), con una perturbacién (ShT = (01, (5h/2)T que es de orden
h?|loghl. O

De manera andloga que en [19] obtenemos el siguiente resultado.
PROPOSICION 4.30. Existe una constante C > 0 independiente de h, tal que
[la —a"[[ +[|A = A[| < Ch?|log ],
siempre que h sea suficientemente pequeno.

Demostracion. Definimos la funcion F : RZM x R!H4M  RZMATH4AM _y R2M o RIH4M
tal que
F(u,A,0) = F(u,A) =9,
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se tiene que F(u,A,0) = F(u,A). Asi, la ecuacion generalizada (4.64) puede ser
expresado como
0 € F(u,A,0) + dypam g, (u,A), (4.69)

y puesto que la condicion fuerte de segundo orden se satisface en (ii, 1) junto con la
condicién (LICQ), y gracias a la Proposiciéon 2.21, se concluye que la ecuacion gene-
ralizada (4.64) satisface la condicion de regularidad fuerte en (i, A). Por consiguien-
te (4.69) es fuertemente regular en (@1, A), con lo cual estamos en las hipotesis del
teorema de la funcién implicita de Robinson (Proposicién 2.14) por lo tanto existen
vecindades O de 0y W de (1, A), tal que para todo § € O existe un tnico (u, i) € W
que resuelve
0 € F(u, A 0) + ayU]RzMxK+ (u, 7\),

que es lo mismo
5 € F(U,A) + 0pgam, i, (T, A). (4.70)

Adicionalmente del teorema de la funcién implicita, se cumple que
[I(@,4) — (@, A)]| < C|[F(g, A,0) — F(g,A, )|
= C||F(u,A) — F(u,A) + ]|
= Cllall,

por lo tanto
[[a—al[ + [|A = Al < CJ|9]]. (4.71)

De la Proposicion 4.29, sabemos que 6, — 0 cuando i — 0, por lo tanto J, € O para

h > 0 suficientemente pequefio y de (4.70) obtenemos
8y € F(W,A) + 0ppam i, (6, 4). (4.72)

Luego, de las observaciones realizadas en la Proposicién 4.26 y 4.28, respectivamen-
te, se obtiene que para h > 0 suficientemente pequetio (@, A") € W y puesto que
(", A") satisface (4.68), se sigue por la unicidad de (4.72) que (@”,A") = (u,A).

Finalmente de (4.71), se concluye que

[la —a"|| +[]A = A"|| < C||64]| < Ch*|loghl. O

Finalizamos esta seccién con el resultado mas importante de este proyecto, el

cual es la estimacion del error para la aproximacién del problema de control 6ptimo.

PROPOSICION 4.31. Si 71 es una solucién del problema (3.3) entonces existe una su-
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cesién @i de soluciones éptimas del problema (4.38) y una constante C > 0 que no

depende de h, tal que la estimacion
||z —a"|| < Ch?|logh],
se cumple para h > 0 suficientemente pequefio.

Demostracion. De la Proposicion 4.14, sabemos que @ = [o;/M, — [@;4m]M,. Lue-
go, de la Proposiciéon 4.30 deducimos la existencia de una sucesién de soluciones

Optimas del problema (4.39) y de la Proposicién 4.18 se tiene que la soluciéon del

problema (4.38) es a" = [a@/]M, — [@?_,,JM,. Por lo tanto, obtenemos la siguiente
acotacion
o _ 1M _ M M 1M
o —a"l| = 1 ([ 2y — [en] 2,) = ([0 — [@lu] ) I
_ 1M _mnM _ M _h M

< ey = [ T 8] 2y — (8] 2

< Clla—a"|

< Ch?|loghl,
siempre que h > 0 sea suficientemente pequefio. O
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Capitulo 5

Notas sobre el problema sin

regularizacion de Tikhonov (« = 0)

El estudio realizado a nuestro problema (P) en los capitulos anteriores no con-
templan el caso en que a = 0. El objetivo de este capitulo es abordar un estudio del
problema sin regularizaciéon de Tikhonov (« = 0), para lo cual es necesario realizar
una suposicion sobre las funciones bases y; y con ello hacer un anélisis andlogo a los

Capitulos 3 y 4.

El problema de control 6ptimo a analizar estd planteado de la siguiente manera :

( B 1
min J(y, u) = §||3/—3/d||2 + Bllullx
(yu)
sujeto a:

/ f— M . .
(P7) Ay(x) =Y ue;(x), enQ,
i=1

y(x) =0, sobre T,
y(x)) < by, Vi=1,...,1,

RS U4,

con las mismas suposiciones hechas en la Seccién 3.1 para el problema (P).

Realizaremos el andlisis de existencia y unicidad de una solucién 6ptima del

problema (P’), para lo cual es necesario asumir la siguiente hipétesis.
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HIPOTESIS 5.1. La matriz A, definida por

vuy)  (2y) - (ymy1)
e (y1y2)  (W2y2) - (ymy2)
wuym) (2ym) - (ymym)

es definida positiva.

OBSERVACION. Es fécil notar que la Hipétesis 5.1 puede ser satisfecha si tomamos
{y1,...,ym} una base ortonormal de L?(Q)). Asi, A = Iy, y se sabe que la matriz

identidad es definida positiva.

Haciendo un analisis andlogo a la Seccién 3.3, concluimos que nuestro problema

reducido esta dado por:

2
7 1 M
L{g&izf(u) =3 ;”iyi_yd + Bllullx
sujeto a: (®.1)

M
Y wyi(x) <bj, Vi=1,...,1,
i=1

donde y; es la soluciéon débil de (3.1) cone = ¢;, parai =1,..., M.

OBSERVACION. f es una funcién estrictamente convexa.

Demostracion. Es suficiente probar que la funcion

2

fiw) =5

M
Z Uiyi — Y4
i=1

es estrictamente convexa. Para ello, calculamos la Hessiana de fi, la cual esta dada

por

(yiy1)  (ay1) - (ym 1)
V2, (1) = (ylzyz) WZ'{W) (yM:yz) ,
(yym) (2.uym) - (Ym ym)

gracias a la Hipotesis 5.1 se tiene que V2 f;(u) es definida positiva, por tanto f; es

estrictamente convexa y por consiguiente f es estrictamente convexa. [
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La demostracion del siguiente resultado es similar a la Proposicién 3.6.

PROPOSICION 5.2. Existe una tinica solucién 6ptima (i, i1) para el problema (P’).

Para derivar las condiciones de optimalidad de (P’) procedemos similarmente a

la Seccién 3.4, obteniendo asi el siguiente resultado.

PROPOSICION 5.3. Sea (i1, i) la solucién éptima para el problema (P'), bajo la Hi-
pétesis 3.7, existen v € R! y w € R?M tales que

1
Y 0i(7(xj) —bj) =0,
=1

I
/0(17 —ya)yidx+ Y vyi(x;) — (wj —wim) = —B, sii; >0,
=

I
/0(17 —ya)yi dx + Y vjyi(xj) — (wj —wipm) = B, siit; <0,
=1

1
Q(J? —ya)yidx +Y_oyi(xj) — (wj —wipm)| < B, siit; =0,
=

paratodoi=1,..., M.

Ahora, para obtener el orden de la estimacion del error para la aproximacién
del problema de control 6ptimo (P’) desarrollamos el mismo analisis realizado en
el Capitulo 4. Para esto, realizamos un anélisis idéntico a la Seccién 4.2, es decir,

reformulamos el problema (5.1) en el siguiente problema de control 6ptimo:

2
M
min F(u) : Z ui — Ui m)Yi — Yd ‘1'52“1
uGVad i=1
sujeto a: (5-2)
M
> (Wi —wi)yi(x) b <0, Vi=1,...1
(=1

donde V,; C R?M es el conjunto de los controles admisibles definido en (4.24). Pues-
to que F es continua existe al menos una solucién 6ptima de (5.2).

Ademas, se tiene que F es una funcién convexa. En efecto, calculamos V2F (),
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la cual estd dada por

(v1,y1) voy) - my) | ) —@w2m) o (M)

(v1,92) W2y2) - my2) | —uy) 2y o —(ymy2)

V() = (yuym)  (oym) - (ymym) | —(oym) —aym) - —(ymym)
) —y) o —my) | () oy1) - (ymn)
—(y2)  —W2y2) o —(my2) | (12) (2y2) o (ymy2)

—(ym)  —(2ym) o —mym) | uym)  aym) o (Ymoym)

visto de otro modo, se tiene que

V2F(a) = (%’_,TA) ) (5.3)

por la Hipoétesis 5.1 la matriz A es simétrica definida positiva, entonces se tiene que

M
o' V2F(@)o = ) (v — vj0m) (Vi ) (0 — Vi)
=1
m\T M
- ([Uj - Uj+M]j:1> Alv; = viymliSy
>0,

por lo tanto F es convexa. En consecuencia toda soluciéon 6ptima de (5.2) es una

solucion global.

Con esto y de forma analoga a la Proposicion 4.12 y 4.14 se obtiene los siguientes

resultados.

PROPOSICION 5.4. Si @1 es una solucion éptima de (5.2) entonces @;u;4p; = 0 para
todoi=1,..., M.

PROPOSICION 5.5. Si i1 y @1 son soluciones de los problemas (5.1) y (5.2) respectiva-

mente, entonces

[ﬁi]ﬁl =a" y [8iym] f\il =1,
M

es decir i = [w;],_, — [Ty M}f‘\iy En otras palabras, los problemas (5.1) y (5.2) son

equivalentes.

OBSERVACION. De la Proposiciéon 5.5 y de la unicidad para la solucion del problema

(5.1) se concluye que la solucién 6ptima del problema (5.2) es tnica.

Para la obtencién de las condiciones de optimalidad para el problema (5.2) con-

sideramos el Lagrangiano definido en (4.29) y procedemos de forma similar a la
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obtencién de (4.34), (4.35) y (4.36). Por lo tanto, existen fi € R}, y 7 € RM tales que

!
(7 = Ya yi) + B+ Y Ayi (%)) = i + Tsom = 0,
. - (5.4)
—(7 —Ya,yi) +B— Z iiyi(xj) = Uigm + Uigam = 0,
j=1

parai=1,...,M,donde j = Zf\il(ﬁi — @+ M)Yi, junto con
Gj(ﬁ) <0, Vj=1,...,14+4M, (5.5)
con Gj definido en (4.30). Ademads, satisface las condiciones de complementariedad

)=0, Vi=1,...,1,

)=0, Vi=1,...,M

17i+M(”z7,i —t;,.pm) =0, Vi=1,..., M, (5.6)

Uipom(@ —uy;) =0, Vi=1,...,M,
)=0 M

17i+3M(ﬁi+M—ua_i , Vi=1,...,

’

Para encontrar las condiciones necesarias de segundo orden asumimos que i
satisface la condicién de complementariedad estricta para el problema (5.1), por lo

tanto el cono critico para el problema (5.2) viene dado por
Ca={veRM:VG(w)Tv=0 VjeAa)},

donde A(a) = {j € {1,...,I +4M} : Gj(a) = 0}. El siguiente resultado es una

caracterizacion del cono critico.

PROPOSICION 5.6. S5i v € Cy y cumple que v; = vj, ) para todoj = 1,..., M,

entonces v = 0.

Demostracion. Seai € {1,..., M}, de la Proposicion 5.4 se sabe que @;i;; ) = 0, con

lo cual podemos analizamos los siguiente casos:

e Sii; # 0 entonces 14 ) = 0. Como 1 satisface las restricciones de caja se tiene
que necesariamente u; ; — @4 v = 0, considerando la definicién de G se sigue
que Gj;p+i(@) = 0 por tanto [ + M + i € A(@) y puesto que v € Cg se tiene
que

0= VG mpi(@) v=—viim,
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y por consiguiente v, = 0.

e Sif;yp # 0entonces @; = 0, por las restricciones de caja se tiene que necesa-
riamente u . — @, p = 0 es decir G;4;() = 0 por tanto [ +i € A(1) y puesto

que v € Cy se tiene que
— =\ oy —
0= VGl+l(u) V= -V
entonces v; = 0.

Con esto se tiene que v; = 0 o viy)r = 0y puesto que v; = v; )y, se sigue que

v; =Viip = 0, paratodoi =1,..., M, lo cual nos permite concluirque v =0. [

Para la siguiente proposicion es necesario calcular la matriz Hessiana del La-

grangiano con respecto a u, pero claramente se tiene que
V2L(a,u,v) = V2F(a).
PROPOSICION 5.7. Para todov € Cg\{0} se cumple que
vIV2L(a,i,7)v > 0.

Demostracion. Para v € Cq\{0} obtenemos que

M
vIVAL(G,f1,7)v = Y (Vi = viem) (¥ ¥) (Vi — Vigm)
i,j=1
m\T M
= ([V] — Vj+M]j:1> A [Vz' - VH—M]i:l‘

Como v # 0, de la Proposicion 5.6 se tiene que existe un jo € {1,..., M} tal que

Vj, # Vj,+M Y puesto que A es definida positiva, se concluye que
vIV2L(a,i,7)v > 0. O

La demostracion del siguiente resultado es consecuencia directa de la Proposi-
cién 2.20.

PROPOSICION 5.8. Existen constantes positivas w y ¢ tales que
F(u) - F(a) > w||u—al,

para todou € V4 con ||u — || <e.
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Si consideramos la discretizacion de la ecuacion de estado estudiada en la sec-
cion 4.1, podemos definir el problema de control discreto reemplazando el estado

discreto y! definido en (4.7).

min f;(u) :

u
min " il

lyz —Yd

sujeto a: 5.7)

M
Y wyl(x) —b <0,  Vj=1,..,L
i=1

Reformulamos este problema en el siguiente problema de control éptimo discreto:

( M , 2 oM
min Fj( Z — WMy} — Ya|| +BYu
uclV,y = i—1
sujeto a: (5.8)

Z w; — i m)y) (x) — by <0, Vi=1,...,L

Realizando un estudio idéntico a la Seccion 4.3 obtenemos la siguiente proposicion.

PROPOSICION 5.9. Los problemas (5.7) y (5.8) son equivalentes.

Tomando en cuenta el Lagrangiano definido en (4.40), obtenemos que las condi-

ciones de optimalidad para (5.8) pueden ser expresadas por:

(7" = ya v} +/3+Z#]yz xj) = U+ Tl = 0,

= (5.9)

~(7" —yayi) +B- Z Ay (G) = 0o + Tam = 0,

parai=1,...,M,donde " = Y, (a! — @’ _,,)y", junto con
Gl(@") <0, Vj=1,...,1+4M,

con G]}.’ definido en (4.41). Ademas, se satisfacen las condiciones de complementa-
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riedad

il (?h(xj) —b]) —0, Vji=1,...,1,
v (uf—af) =0, Vi=1,...,M,
Ty —al ) =0, Vi=1,...,M, (5.10)
Uom(@ —uy) =0, Vi=1,...,M,
7 am(@fy —u,,) =0, Vi=1,...,M.

Finalmente para obtener el orden de estimacién del error para los controles 6p-
timos del problema de control discreto (5.7), trabajamos con los problemas equiva-
lentes (5.2) y (5.8). Luego realizando el mismo anélisis que la Seccién 4.4 concluimos

el siguiente resultado:

PROPOSICION 5.10. Existe una constante C > 0 independiente de h, tal que
[ — a"[| + |2 — A"[| < Ch?|log ],
siempre que h sea suficientemente pequeno.

Lo que deriva directamente en la siguiente proposicion.

PROPOSICION 5.11. Si 71 es una solucién del problema (5.1) entonces existe una su-
cesién 1" de soluciones 6ptimas del problema (5.7) y una constante C > 0 que no

depende de h, tal que la estimacion
7 — ]| < CI?| log ],

se cumple para h > 0 suficientemente pequefio.
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Capitulo 6

Experimentos numéricos

En esta secciéon presentamos dos ejemplos de problemas de control 6ptimo de es-
te trabajo, para los cuales verificamos numéricamente que el orden de la estimacién
del error es cercano a a(h) = h?. Esto no contradice nuestra teoria puesto el término

| log h| resulta numéricamente dificil ser detectado cuando & es pequefio.

Los resultados numéricos de cada problema fueron obtenidos mediante la reso-
lucién aproximada de la ecuacién de estado a partir del paquete IFEM en Matlab,
para diferentes tamafios de malla /. Para el tratamiento numérico de las restriccio-
nes de estado hemos usado la regularizacion de Moreau-Yosida cf. [11][pagina 98].
Dicha regularizacion es una aproximacion que consiste en penalizar las restricciones

de estado por medio de la funcién

[ [max(0, v (y (x;) — b))liza I,

entonces nuestro problema (P) se aproxima mediante el siguiente problema

;

min J (y, 1) +21,Y|| [max(0, 7 (y(x;) — b)]1y ||

(yu)
sujeto a:
P M
( reg) Ay(x) = Zuiei(x), en (),
i=1
y(x) =0, sobre T,
u € U,y,

para 7 € R lo suficientemente grande, para nuestros ejemplos vamos a utilizar el
pardmetro de regularizacién v = 1000000. Asi, obtenemos un problema discreti-

zado que tiene la forma de un problema de optimizacién no diferenciable que es
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resuelto usando el algoritmo OESOM cf. [12]. [lustramos la convergencia para dis-
tintos tamafio de malla, y una tabla que muestra el error en la variable del control

para diferentes valores de & y el error experimental de convergencia calculado por

log(||a" — a;||) — log(||m}; — @"]|)

EOCI - 7
log(h1) — log(h2)

(6.1)
para dos consecutivos tamafios de malla h; y ho, y u;, la solucién aproximada del
problema.

EJEMPLO 1. Consideramos el siguiente problema con 5 puntos disjuntos para las

restricciones de estado y 10 controles.

i T) = 3y =l P+ 3l B+ 10] )
sujeto a:
®) | Ay = e enQ=(01)x (0,1
y(x) = sobre T,
y(xj) < -12, Vj=1,23,4,
\ y(xs) <12,

con

x1 = (0.25,0.25), x, = (0.75,0.25), x3 = (0.75,0.75), x4 = (0.25,0.75),
x5 = (0.5,0.5).

Las funciones prefijadas e;, estdn dadas por

er(x) = (31 + %2)?, ea(x) = ¥+ 33, ealx) = (x1 — x2)?, exlx) = i+,
es(x) = —4m? cos(2m(x1 — x2)), e(x) = —47 cos(27(x1 + x2))

e7(x) = x5 — x3, eg(x) = x1x5 — 1, eg(x) = sin(27rx;), eyo(x) = sin(27xy).
Ademas consideramos el conjunto de los controles admisibles, definido por
Uy = {ucRY: -100 <u; <100, Vi=1,2,...,10},
y el estado deseado es
y4(x) = — cos(27x1) cos(27xp) + 1000.

Calculamos una solucién aproximada ii;, = " con h = 0.001953125, 1a cual es consi-

derada como solucién “exacta” ya que la solucion analitica es desconocida. Luego,
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Figura 6.1: Ejemplo 1; — log(h) versus —log(||i" — i ||) (linea solida) comparada

con —2log(h) (linea entrecortada).

de referencia calculamos la solucion para diferentes tamafios mallas, y obtenemos el

error usando la solucién de referencia ;. Ademds, medimos el orden del error de

acuerdo a (6.1), obteniendo los siguientes resultados:

h ||a" — ;]| BOC
0.125 6.12921317 -
0.0625 1.41605888 2.1138
0.015625  0.08520188 2.0274
0.0078125 0.02024204 2.0735

0.00390625 0.00403609 2.3263

Observamos que el estimador del error es 2 por lo que el orden es aproximada-

mente /2. En la Figura 6.1 se compara el error numérico con la funcién h? en escala

logaritmica. Donde se puede observar que aproximadamente tienen la misma pen-

diente.
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Figura 6.2: 7 calculado con i = 0.0625.

El control 6ptimo calculado para h = 0.0625, viene dado por:

—25.2871
~9.3130
0
~3.0135
| 910788
89.2871
0
13.9271
0
0

observamos que los controles 7%, i}, il y ﬂ’fo satisfacen la propiedad de dispersion.
En la figura 6.2 se visualiza el estado 6ptimo 7" para h = 0.0625.

El vector de las restricciones de estado para h = 0.0625, es

—21.9103
—18.5031

_n 5

[y (xj)] _ = | 2223
—18.5031
_121.7314
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esto refleja de que nuestro ejemplo no posee restricciones activas.

EJEMPLO 2. Consideramos el siguiente problema con 5 puntos disjuntos para las

restricciones de estado y 8 controles.
min J(y,u) = 5y~ yal > + o |l + 5] uy
uellygCRS "7 2 8o
sujeto a:
—Ay(x) +y(x) = Z?:l ue;(x), enQ = (0,1)x (0,1),
y(x) =0, sobre T,
y(xj) <10, Vj=1,23,4,5,

con
x1 = (0.08,0.4), xp = (0.4,0.4), x3 = (0.84,0.12), x4 = (0.12,0.44), x5 = (0.2,0.24).
Las funciones prefijadas e;, estdn tomadas como sigue

e1(x) = x1 + xo, ea(x) = 872 sin(27wxy ) sin(27x2), e3(x) = x1 — X,
eq(x) = cos®(rrxy), es(x) = 47> cos(2m(x1 + x2)), es(x) = 47 cos(27(x1 — x2)),

e7(x) = 21 + 13, es(x) = (21 —1)(23 — 1) (x] + 23).
Ademés, el conjunto de los controles admisibles esta dado por
Upyg = {ucR®: —500 < u; <500, Vi=1,2,...,8},
y el estado deseado es

ya(x) = —2sin(27xq) sin(27x;) + 5.

h con h = 0.00125, la cual es consi-

Calculamos una solucién aproximada if; = i
derada como solucién “exacta” ya que la solucion analitica es desconocida. Luego,
de referencia calculamos la solucién para diferentes mallas con tamafios descenden-
tes, y calculamos el error usando la solucién de referencia ii;. Medimos el orden del

error de acuerdo a (6.1), obteniendo los siguientes resultados:
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Figura 6.3: Ejemplo 2; — log(h) versus —log(||ii" — i ||) (linea solida) comparada

con —2log(h) (linea entrecortada)

ho||a" =] EOC
0.04 0.54515935 -
0.02  0.13564030 2.0069
0.01  0.03410037 1.9919
0.005 0.00802171 2.0878
0.0025 0.00171625 2.2247

Observamos que el estimador del error es 2 por lo que el orden es aproximada-

mente 2. En la Figura 6.3 se compara el error numérico con la funcién /2 en escala

logaritmica. Donde se puede observar que aproximadamente tienen la misma pen-

diente.

El control 6ptimo calculado para i = 0.04, esta dado por:

—455.9386
0
0
0
9.7017
13.1094
—160.0708
0
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Figura 6.4: 7" calculado con h = 0.04.

vemos que la propiedad de dispersién se satisface en los controles i3, %, il y .

En la Figura 6.4 se visualiza el estado 6ptimo 7 para i = 0.04.

De igual manera para h = 0.04, el vector de las restricciones de estado es

~9.9948
—19.7645

[gh(xj)] = | 99964 |,
145492
~9.9994

y esto en vista de que en los puntos x1, x3 y x5 las restricciones son activas.
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Capitulo 7

Conclusiones y comentarios

1. Al haber aproximado numéricamente el problema de control 6ptimo goberna-
do por una ecuacién diferencial parcial eliptica de tipo Dirichlet con restriccio-
nes de control y estado, mediante el método de elementos finitos, se dedujo

que el orden de las estimaciones del error para el estado 6ptimo es

17— 7"llc(ay) < Ci*|loghl, (7.1)

donde (g es un subdominio de () que contiene a x; paratodoj =1,...,1y
C; > 0 independiente de h. Asi mismo, el orden de las estimaciones del error

para el control 6ptimo es
@ —a"|| < Ch?|loghl, (7.2)

para C; > 0 independiente de h. Por tanto, no hay disminucién del orden de
error para el control, en consecuencia es 6ptimo. Esto es relativamente espera-

do ya que no hay aproximacién por elementos finitos para los controles.

2. Para el problema sin regularizacion de Tikhonov (a = 0), al haber realizado la
Hipotesis 5.1 se obtiene los mismos resultados que el problema (P), es decir el
orden de las estimaciones del error para el control 6ptimo esta dado también
por (7.2).

3. Los experimentos numéricos realizados en el Capitulo 6 verifican satisfacto-
riamente el orden del error dado por (7.2), para tal comprobacién utilizamos
el error experimental de convergencia EOC’ definido en (6.1), es importante
recalcar que en el caso de controles funcionales esta es una pregunta abierta,

que para nuestro caso pudo ser respondida gracias a la estructura finita de los
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controles.

. Los resultados obtenidos del estudio de ecuaciones generalizadas fuertemente
regulares resultaron ser una herramienta fundamental para la obtencién del

orden de estimacion del error para el control.

. La resolucién numérica implica la aproximacién por elementos finitos y luego
la aplicacién del algoritmo OESOM para la resoluciéon de problemas dispersos

en dimensién finita.

. Una prolongacion de este proyecto de investigacion seria el realizar una es-
timacion de errores para el caso en que se tenga restricciones puntuales de
estado sobre todo el dominio en lugar de restricciones puntuales finitas. Otra
variante interesante resultaria el analizar el mismo problema de control pe-
ro gobernado por una ecuacién diferencial parcial semilineal eliptica de tipo

Dirichlet o Neumann.
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