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Resumen

En esta tesis consideramos una formulacion cuasiestatica de un problema de fluido
tipo Bingham con frontera libre, donde el subproblema cuasiestatico es resuelto usando el
método de conjuntos de nivel para la solucion de la frontera libre (dominio mévil). Luego,
planteamos el problema de Bingham en el dominio determinado por dicha frontera libre
con las condiciones de frontera adecuadas. Asi, podemos formular este problema como un
sistema de optimalidad primal-dual de una version regularizada del modelo de Bingham
original. Proponemos un esquema numérico para su simulacién, el cual combina el método
de Newton-Semismooth para resolver el subproblema de Bingham (ver [1]), junto con el
método de conjuntos de nivel (level-set method, ver [4]), que describe el movimiento de la
frontera libre del fluido. Analizamos el subproblema cuasiestatico y presentamos algunas
simulaciones numéricas de la metodologia propuesta. Con el propésito de validar nuestra
metodologia, la comparamos con resultados numéricos conocidos para el caso de un fluido
newtoniano estudiado en [24, 25].

[Palabras clave: Fluido de Bingham. Conjuntos de nivel. Level-set method. Frontera
libre. Newton-Semismooth. Simulacién numérica]



Abstract

In this thesis we consider a quasi-static formulation of a time-dependent free boun-
dary Bingham flow, where the static subproblem is formulated as a primal-dual optimality
system of a regularized version of the original Bingham model. We propose a numerical
scheme for its numerical simulation that combines a Semismooth-Newton method for
solving the associated Bingham static subproblem (see [1]), together with the level-set
method (see [4]) which describes the motion of the free boundary of the Bingham fluid.
We analyze the static subproblem and present numerical simulations of the proposed
methodology. In order to validate our methodology, we will compare this one with known
numerical results for the Newtonian case in [24, 25].

[Keywords: Bingham fluid. Level-set method. Free boundary. Newton-Semismooth. Nu-
merical simulation]
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Introduccion

La simulacién numérica de fluidos viscoplésticos es un campo muy activo de investigacion
en la dinamica computacional de fluidos por su gran cantidad de aplicaciones en diferentes
dreas. Esta ha sido aplicada en la modelizacion de fendmenos naturales, como por ejemplo
en la aproximacién de flujos de lava volcanica o en la dindmica de avalanchas (ver [18]).
Ademas, el campo de utilidad se extiende a aplicaciones dentro de la industria petrolera
y de gas, alimenticia, entre otras (ver [30]).

En el campo de la dinamica de fluidos es muy conocido que los fluidos tipo Bingham
son materiales viscopldsticos que tienen un comportamiento dual determinado por un
limite elastico (yield stress threshold) que determina las partes del material que se com-
portan como un fluido (sobre el limite elastico), o como un sélido (bajo el limite eldstico).
Debido a que la diferenciacién exacta de estas zonas liquidas-sélidas es desconocida, su
formulacién usualmente toma la forma de una desigualdad variacional, en la que varias
metodologias han sido propuestas en su estudio analitico y numérico (ver [3, 16]). En par-
ticular, el autor de [1] propone un método de Newton-Semismooth que prueba ser muy
eficiente en resolver una caracterizacion primal-dual de la solucién de una regularizacién
de Tikhonov del problema original de Bingham.

Por otro lado, aplicaciones mas realistas requieren la simulacién de una masa aislada
de fluido viscoplastico que se mueve en el tiempo, por lo que dicho planteamiento corres-
ponde a un problema caracteristico de frontera libre. Los problemas de frontera libre son
aquellos donde el material cambia su forma a lo largo del tiempo.

Al menos hay dos enfoques para tratar los problemas con dominio mévil: el primero
es el enfoque geométrico que analiza el cambio del dominio del material mediante la es-
tructura del mallado. Una de la técnicas mas conocidas siguiendo esta metodologia son
los métodos ALE (Arbitrary Lagrangian-Eulerian Methods, ver [29]). El otro enfoque
tiene una naturaleza funcional donde se estudia una funcion de transporte que describe
el cambio del dominio en el tiempo. Uno de los métodos que destaca en esta linea de
investigacion es el método de conjuntos de nivel (level-set method, ver [17]).

El método de conjuntos de nivel aborda problemas que involucran un cambio de interfaz
o identificaciéon de dominio. Problemas de frontera libre asociadas a fluidos de Bingham
han sido estudiados en [20] para la simulacién numérica de avalanchas.

En la presente tesis, consideramos una formulacion cuasiestatica de un fluido de Bing-
ham, la cual se obtiene de una discretizacion temporal del problema dindmico. El aporte
de este trabajo consiste en la combinacién de la metodologia de Newton-Semismooth para
resolver el subproblema cuasiestatico de Bingham y el método de conjuntos de nivel que
determina el dominio donde se resuelve este subproblema.

12
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El subproblema estatico de Bingham para cada paso temporal es analizado usando
la teorfa de multiplicadores de Lagrange, andlogo al trabajo realizado en [1]. Para dicho
proposito, consideramos una regularizaciéon de Tikhonov del subproblema estatico y su
formulacién primal-dual, la misma que implica la existencia de multiplicadores que carac-
terizan y distinguen las zonas liquidas-sélidas del fluido. Esta formulacién primal-dual es
conveniente para la aplicacion del método de Newton-Semismooth en su resolucién.

Adicionalmente, presentamos algunas simulaciones numéricas de un fluido de Bing-
ham con frontera libre, en los que podremos evidenciar el desempeno numérico de la
metodologia que proponemos para su resolucion. Ademas, analizamos la velocidad, pre-
sién, distincion de zonas liquidas-solidas, tiempo de desplazamiento y comportamiento del
fluido.

Finalmente, validamos cualitativamente la metodologia que proponemos, usando un
experimento muy conocido llamado “collapsing water column” presentado en [24], el cual
trata sobre el desplazamiento de una cantidad de agua contenida en un reservorio. Asi,
comparamos los resultados numéricos de nuestra metodologia con las medidas experi-
mentales realizadas para dicho experimento en [27]. Mas atin, los comparamos con los
resultados obtenidos en [25], el cual simula numéricamente el mismo experimento con
otro tipo de metodologia.



Capitulo 1

Analisis del problema de Bingham
con frontera libre

La predisposicién de un fluido no newtoniano a resistir la deformacién por el tensor
de stress o fuerzas internas de deformacion depende de la tasa de deformacion gradual
del material. Esta deformacion posee una memoria temporal, es decir, la deformacién del
fluido en un cierto tiempo depende de la deformacién de tiempos anteriores. El modelo
de Bingham utiliza un limite eléstico, el cual es una suerte de penalizacion y distincion
de zonas solidas-liquidas.

1.1. Formulacién del problema de frontera libre

Consideramos un fluido de Bingham bidimensional (o tridimensional) con densidad
p > 0y viscosidad 1 > 0 constantes, que evoluciona en un espacio de tiempo [0, 7], con
T > 0 ocupando el dominio moévil Q(t). Asumimos ademas que la frontera del fluido se
divide en tres partes disjuntas: I'¢(¢), donde la velocidad tiene condicién antideslizante
(non-slip condition), I'p () en la cual la velocidad de ingreso de fluido tiene tasa constante
y la frontera libre I'r(t) donde el fluido interacciona con la tensién superficial asociada al
medio donde el fluido esta transportandose.

En la figura 1.1 ilustramos la ubicacion de las fronteras, antes descritas.

].—'n-“]' r"'{'r}

)

Figura 1.1: Grafico ilustrativo. Ubicacién de fronteras.

Proponemos un modelo de un fluido tipo Bingham con frontera libre, basado en [1],

14



15

como sigue:

(divy(t) =0,
oret = —p(t) - I +0o(t),
U(t) = 2#£(Y<t>) + ﬁgni%%%na si 5(Y<t)) # 0,
le@)[ < g, sie(y(t)) =0,
(B) § 0,y = Divo(t) — Vp(t) +£(t), en Q(t) x [0,T],
Orer - M = ¢Kn, en I'p(t) x [0,T7,
Y =Yb; en I'p(t) x 0,77,
y =0, en Iy(t) x [0,T7,
\Y(O) = Yo en (0),

con t € [0,T], donde y es el campo de velocidad y p denota la presién asociada al
fluido. Ademds, g > 0 corresponde a la plasticidad o limite eldstico (yield stress) y ¢ el
coeficiente de tensién superficial. La cantidad o(t) representa la componente del tensor
de deformacién de Cauchy (deviatoric part) y Div denota el operador divergencia. En la
parte derecha de la ecuacién que describe la dinamica del fluido consideramos una fuerza
externa f(t), que interactia en el comportamiento y deformacién del fluido. Ademés,
representa el tensor de deformacién de velocidades, con componentes dadas de la siguiente
manera:

eij(y(t))

__1 dy(t) + ayj(t)
o 2 63:]- 8.CCZ ’

para y(t) = (y1(t),vy2(¢))T. La frontera del dominio se escribe como 9€(t) = ['p(t) W
Ip(t) W Io(t) v | - || representa la norma de Frobenius, definida de la siguiente manera:

| Al := /tr(AAT), para todo A € R™?,

para d = 2,3, donde tr(-) representa la traza de la matriz.

Adicionalmente I'p(t) representa la frontera libre en la que se impone una condicién
de frontera en el tensor de stress, con el fin de balancear la tension superficial y las fuerzas
de deformacién del fluido (ver [25]). En esta condicién de frontera, K es la suma de la

curvatura principal, es decir

1 1
Ki=——+—
R5+Rt’

donde R and R; son los radios de curvatura a lo largo de las coordenadas s y ¢, como se
muestran en las Figuras 1.2 y 1.3.



16

Figura 1.2: Curvatura K.

Figura 1.3: Curvatura K (vista 3D)

En la literatura usual de frontera libre, e.g. [17, 42, 5], se presenta la siguiente férmula
para la curvatura K en R3:

8n1 8712 8n3

K=V -n= 1.1
v-n (%1 + 8@ + 61’3’ ( )

donde n = (ny,n9,n3) es el vector normal exterior a la frotera libre I'p(¢). Por lo tanto,
la curvatura se escribe como la divergencia del vector normal. A menudo, se toma la ex-
presion (1.1) como la definicién de la curvatura de una superficie implicita. En todo este
trabajo, consideramos la identidad (1.1) para describir a la curvatura principal.

La condicién de frontera o7, - n = ¢Kn en la frontera libre I'p (%), es una condicién de
balance que controla las fuerzas de deformacién del fluido mediante la fuerza de tensién
superficial, inherente al medio de transporte. La tension superficial es la fuerza que actua
por unidad de area en la frontera libre y que contrae dicha superficie en direccién a la
normal. En la Figura 1.4 ilustramos la tension superficial dada en términos de la curvatura.
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11

cKn
Figura 1.4: Tension superficial.

1.2. Formulacién del subproblema cuasiestatico

Como el dominio del modelo de Bingham €2(¢) depende del tiempo, consideramos el
caso cuasiestatico, donde el término d;y es aproximado por un esquema de diferencias
oy ~ y’““T—fy’“ luego de una discretizacién uniforme del espacio temporal [0, 7], donde

Vie1 == Y(tkt1), e :=y(tx) y 7 > 0 es el paso temporal.

Por lo tanto, a partir del problema (B), la formulacién cuasiestatica consiste en una
sucesiéon de problemas que dependen de la solucion previa y; donde el dominio €2, esta de-
terminado en el paso anterior. Analizaremos la existencia de la solucién de cada subpro-
blema estético, en virtud de [1], donde se obtiene una caracterizacién primal-dual de la
solucién. En nuestro caso, el subproblema estatico es formulado como sigue: en el tiempo
tet1, para Q fijo, buscamos y, q : O — R? y prir : Qp — R tales que:

(divyy =0,
OTot = —Pk+1 L + g1,
Ok+1 = 2N5(Yk+1) + \/59”281:3”7 si 5<Yk+1) # 0,
le@)[ < g, st e(Ygq1) =0,
(B)it1 { ¥ir1 — ¥ = 7Divogr — Vi1 + Thi1,  en Q,
Oror - M = K1y, en I'%,
Yi+1 = YD> on 'k
Yit1 =0, en F’&
KY(O) = Yo; en (Y.

donde las fronteras T'%. ') Tk estén prefijadas y determinadas en el paso previo. Ademds,
estas fronteras satisfacen que 0Q = Th W T% WL,

Asumimos que €2y es el dominio que ocupa inicialmente el fluido.

Observacién: Para plantear el problema cuasiestatico se puede considerar un esquema
de Crank-Nicolson puesto que en la ecuacién de movimiento del fluido no consideramos el
término convectivo de la velocidad. En [9] se menciona que cuando se utiliza un esquema 6
(Euler o Crank-Nicolson) para la resolucién de ecuaciones del tipo Navier-Stokes, en donde
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existe una no linealidad y una parte convectiva, resulta muy costoso computacionalmente
debido a que en cada tiempo, el sistema de ecuaciones a resolver cambia. Esto puede
evitarse considerando un método semi-implicito que no cambie en cada iteracion, el cual
puede construirse de varias formas. Especificamente el autor de [9] sugiere el método BDF
(backward differentiation formula) debido a que en éste método, el sistema de ecuaciones
a resolver esta asociado a un matriz del tipo Stokes, que no cambia en cada iteracion,
ahorrandonos mucho costo computacional. En este trabajo consideramos el esquema de
Euler implicito debido a que en la ecuaciéon de movimiento no consideramos el término
convectivo de velocidad y por la facilidad en el planteamiento del problema cuasiestatico.

1.3. Analisis del subproblema estatico

En esta seccién nos enfocaremos en analizar el subproblema estatico (B)gy;. La idea
principal de esta seccién es caracterizar la solucion del problema de Bingham mediante la
teorfa de la dualidad de Fenchel, andlogamente a [1]. La formulacién cuasiestatica genera
una sucesion de subproblemas estaticos que dependen de la solucion anterior. Nos enfo-
camos en la formulacion variacional del subproblema estético fijando un tiempo .

De la forma como planteamos el problema cuasiestatico, la funcién y, se encuentra
definido en 2;_;. Asumimos que la velocidad actual y, ., no varfa en exceso con respecto
a y; del paso previo. Esta consideracion es razonable si tomamos el paso temporal 7 su-
ficientemente pequenio. Asf, podemos suponer que y, € L?*(€).); ésto puede ser alcanzado
mediante la extension de y,, al dominio actual €2, mediante un procedimiento de extrapo-
lacién sobre el nuevo dominio. En [43], seccién 5.4, se menciona que para realizar procesos
de extrapolacién es necesario que 99, sea C1.

A la vez podemos considerar que €2 es un dominio tipo C! para todo k € N. Esta
suposicion es necesaria para asegurar que K esté bien definido en la frontera como se
propone en [10] y [25]. Con el fin de caracterizar la solucién del problema de Bingham, a
continuacion introducimos las siguientes familias de espacios funcionales:

XFi={veH' (%) :v=0enT}},
Xip:i={veH" () : v=0enT{UT}},
Y ={veH (Q):divv=0,v=0en It}
YOITD::{yGHI(Qk) cdivy=0yy=0enTEUTY},
Z:={peL>* () : p;; = Pj; para todo i,j = 1,2},
y el conjunto:

Vi i={veH' (W) :divv=0,v=0en Ty v=yp,en %}

Los espacios Y* y Y/, son conocidos como espacios solenoidales. Para mayor informacién
respecto a los espacios antes descritos se puede consultar [1, 13] . Por otro lado, definimos
la forma bilineal @ y el funcional j sobre un dominio  C R? de la siguiente manera:

aly,v:Q) = T2M/Qs(y):g<v>dx+/9yvdx,

iviQ) = 7 \/§g/ﬂ||a(v)||dx.
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Notacién. Con el proposito de mejorar la presentacion del subproblema estatico omiti-
remos la escritura de €. Esto es, usaremos a(-,-) = a(+,;Q), j(-) = j(-;Q) y el producto

L22 (.7 ')LQ(Q) — (.’ )
En el siguiente lema introducimos la formulacién variacional del problema (B)y41

Lema 1. Sea Q. un dominio de clase C1, y sea yry1 una solucion de (B)yi1. Luego,
Vi1 € YL y satisface la siguiente desigualdad variacional:

a(Yrt1, V = Yit1) + (V) = 5 (Yr+1)
> (tf + yu, v —yit1) + T§/ (Kyng, v —yi)ds, (1.2)

'k
para todo v € YE y k € N.

Demostracion. Notacidén. Por conveniencia en la escritura, omitiremos el subindice £+ 1
de las cantidades que dependen del mismo, es decir notaremos y = yii1, 0 = 011,
P = pr+1, n =15 y K = K} y renombraremos y := yy.

Sea v € Y£ multiplicando la quinta ecuacién de (B)y escrita como:
y—y=7Dive —7Vp+ 7f,

por el término (v —y) e integrando sobre {2 obtenemos:

/ y(v—y)dr — 7'/ Divore(v —y)dz
Q

Qp

:/Qky(v—y)dx—l—T/ f(v—y)da. (1.3)

Q

Integrando por partes y considerando las condiciones de frontera, se sigue que:

—/ Divory(v —y)dz = / o:e(v—y)dx — / p div(v —y)dz
973 Q

Qp
/r';

— / (070t -, v —y)ds.
r

k
D

(¢Kn,v —y)ds — / (070t M, vV —y)ds

k
F0

Como (v —y) € Y¥ entonces div (v — y) = 0 y consecuentemente, ka pdiv(v—y)dz = 0.
Ademss, debido a que v,y € YA (v—y)=0en % y (v —y) =0 en Ik, obtenemos lo
siguiente:

_/Qk Divorg(v—y)dr = /Qka:e(v—y)dx—/ (cKn,v —y)ds. (1.4)

k
l—‘F

Remplazando (1.4) en (1.3), llegamos a la siguiente ecuacién:

/Qk}’(v—y)d:v—I—T/ o:e(v—y)dr = T/Qkf(v_y)dx_i_ (v — y)dz

Qp
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Considerando la tercera ecuacién de (B)y41 escrita como:

5(Yk+1)
||5(Yk+1)H7

obtenemos que la parte izquierda de la identidad (1.5) se escribe en términos de a y 7, de
la siguiente forma:

Opg1 = 206(Ypy1) + \/59

/Qky(v—y)dx+7'/ o e(v—y)dr

Q

= /Qk y(v—y)dx + T/Qk (Z,ua(y) + ﬂgﬂ) e(v—y)dz,

le(y)ll
= a(y,v—y)+ \/579/9 E(y)H;gH— y) dz. (1.6)

Luego, aplicando la desigualdad de Cauchy-Schwarz para el producto escalar de Frobenius
se tiene que:

\@Tg/ e(y) s e(v— Y)dx

T

e [ W) e )y,

= V29 | o ﬁg/ﬂk B

< Varg [ leilds —Varg [ Jety)lds

= i(v)— (). (L.7)

Por lo tanto, combinando (1.5), (1.6) y (1.7) obtenemos lo siguiente:

T/Q f(v—y)algz:—i—/Q Sf(v—y)dQH—Tg/F (Kn,v—-y)ds < aly,v—y)+jv)—7iy).

]

El lema anterior nos permite enunciar la siguiente formulacién débil del problema.

Desigualdad variacional

Una formulacién variacional del problema (B);y; es dada como sigue: encontrar y €
YE tal que:
[ que:

Wy, v —¥) + i) —j¥) = (E+Fv—y)+7s / (Kn,v—y)ds,  (L8)

k
FF

y(0) = v,

para todo v € YA.

Observacién. A diferencia del problema tratado en [1], nuestro problema contiene el
término de frontera [, (Kn,-)ds, correspondiente a la condicién de frontera libre.
F
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Introducimos a continuacion la desigualdad de Korn.

Desigualdad de Korn. Sea 2 un dominio abierto, conexo, subconjunto de R"™, con n > 2.
Existe una constante C' > 0, conocida como constante de Korn, tal que para todo v €
H'(Q):

V12 o) < C/QZ (V@) + ey (v) (@)?) d, (1.9)

,j=1

donde

1 8yi 8yj
ei(y) = 2 (axj + ox; )
Para la demostracién de la desigualdad de Korn se puede revisar [39].

A continuacién, presentamos un resultado sobre la existencia de la solucién para la
formulacién variacional (1.8), andlogo a lo realizado en [1].

Teorema 1. Sea y, € L*(Q). Eviste una tinica solucion y € Y} de (1.8).

Demostracion. Usando la desigualdad de Korn (1.9), aseguramos la existencia de una
constante o > 0, tal que:

a(u,u) > a0|]u||f{1(gk), para todo u € X*,

en particular para todo u € Y} Ademds, por un resultado de traza para el espacio
selenoidal Y/ (ampliamente estudiado en [13]), podemos acotar el término de frontera

fr’; (Kn,v —y)ds.
De las desigualdades de Cauchy-Schwarz y la de Holder, tenemos que:

a(y, v) < [[yllysllvllys + 27ulle(¥)lle22 @, le()llLz2q,),

para todo y,v € YA. Por lo tanto, a(-,-) es una forma bilineal, coerciva y simétrica en el
espacio Y. Ademds, £(-) es lineal y continua, por lo tanto j(-) es convexa y continua por
composicion.

El operador [, (Kn,-)ds es lineal y consecuentemente, la parte derecha de (1.8) es
F

lineal y continua en Y2. De los resultados de ([12], Chap 3. Thm 3.1), podemos asegurar
la existencia de una tnica solucién y de la desigualdad variacional (1.8). ]

De acuerdo con el estudio realizado en ([1], p.g. 110), la condicién (1.8) es una condicién
necesaria y suficiente de optimalidad para el siguiente problema de minimizacion:

(P*) { inf J(y):= 3a(y,y)+i(y)— (fy)—7s fp% (Kn,y)ds,

K
yeyYy

donde f = 7f +y. Como j(-) es un funcional continuo y convexo, el problema de minimi-
zacion anterior tiene una unica solucién (ver [1], p.g. 110).
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Estamos interesados en una caracterizacién de la solucién de (P*™). Usando la teorfa

de la dualidad de Fenchel (ver [1], seccién 5.3), vamos a obtener el problema dual de
(Pk—kl).

Introducimos el operador A € L£(Y* Z), definido por: Av := £(v). Sea F : Y* = R,
dado de la siguiente manera:

+00, caso contrario,

Fly) = {%a<y,y> — (£y) = 75 fuu (Km,y)ds, siy €V,

v G : Z — R definido por G(q) := V27 kaH |la|d.

Usando las funciones anteriores, el problema (P**!) se escribe como:
inf {F(y)+G(Ay)}. (1.10)
yeYk

Tomando en consideracién los resultados previos de [1], p.g. 111, el problema dual estd da-
do como:

sup {—F*(—A"q) - G*(q)}, (1.11)

q€eZ”

donde F* : Y — R y G* : Z* — R son funcionales conjugados y convexos de F y G,
respectivamente y A* € £(Z*,Y**) es el funcional adjunto de A.

El célculo del funcional conjugado F* es analogo al exhibido en [1]. Sea q € Z* e
identificamos Z con su dual Z*. Luego, tenemos que:

FH(=Nq) = sup {(—A*q,y)yeyr — F(y)},

yeEYk
1 _
= sup 3 —(q£(y))ree,) — 50, y) + (£y)
yeEYk

+T§/
r

Por consiguiente podemos deducir que la solucién y, € Yk de (1.12) satisface la siguiente
desigualdad variacional:

(Kn, y)ds} . (1.12)

k
F

G(Yqv V= Yq> + (q7 5<V - Yq)>L2X2(Qk) > (E A Yq>
—|—T§/ (Kn,v —y,)ds,
T
para todo v € Y%, la cual es equivalente a:

0¥ 2) + (@ 2@)gzogay — (2) =7 [ (Knz)ds = o
T

F

para todo z € Y(fD. Luego, se sigue que:

* * ]' r
F(=ANq) = —§a(yq,yq)—(q,a(yq))wz(nk)+(f,yq)L2mk>
+T§/ (Kn,y)ds, (1.13)
g3
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donde y, depende de q. Por otro lado, segiin [1], p.g. 113, el funcional G* es dado de la
siguiente manera:

G (q) = sup {(q, P)r22(9,) — @/ ||p||dw} :

peZ Q41
donde § = v27p.

Definimos el siguiente conjunto:

Z; = {q €Z:(q, P22y < g |lp||dz, para todo p € L2X2(Qk)} ,

Qp

y asi, tenemos que:

G*(a) = {0’ 3 A€ 2y, (1.14)

+00, caso contrario.

Finalmente, reemplazando (1.13) y (1.14) en (1.11) podemos escribir el problema dual de
la siguiente manera:

(sup J*(q) = 30(yq, Yq) + (A, €(yg))r2xza,) — (£¥4)

q€Zy
—7< fr,;(/Cn, Yq)ds 7
donde y, satisface:
1(qr2) + (0. 2(2)) o) = (£.2) +7¢ [y (Kn.z)ds,
| para todo z € Y{'p.

(Pk+1*)

Mediante la teorfa de la dualidad de Fenchel y el estudio realizado en [1], seccién 5.3.1,
el sistema de optimalidad de (P*™) y (P**'), estd dado como sigue:

a(y,z) + (q,&(2))2x2q,) — (F,2) — 7¢ fF’fw (Kn,z)ds =0, VzeY{p,
(8 4 (a. P22, < 9 Jq, IIPlldz, Vp € L¥2(Qy),
7 Jo, lle@)lldz = (a,(y))2x2 (-

Gracias a un resultado demostrado en ([1], Lema 5.2, p.g. 113), se verifica que la
siguiente relacion:

(a4, P)r2x2(q,) < g/ |p|ldz, para todo p € L2*?(€2),
Q

es equivalente a:
lall < g, c.t.p. en Q. (1.15)

Ademas, segtn ([1], Lema 5.3, p.g. 114), tenemos que la siguiente identidad:

g / le)ldz = (a,£(9))e2x2(cn.

es equivalente a:

: (1.16)
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Segun [1], las expresiones (1.15) y (1.16) pueden ser escritas de la siguiente forma:

mix(cg, loq +e(y)(2)[)a(z) = gloa +e(y))(x), ctp. enQyo>0.  (1.17)

Finalmente, utilizando la identidad (1.17), podemos rescribir el sistema de optimalidad
(8*1) de la siguiente manera:

yeYp

(S¥1) < aly, 2) + (q,£(2))r2x2(,) — (F,2) — 7 fr,} (Kn,z)ds =0, para todo z € Y{p,

o (oate(y)(@)
U*) = Tiefog Joaw =@ ctp.en y o >0.

Definimos los conjuntos activos A e inactivos Z para el sistema (S*!), de la siguiente
forma:

A = {ze€Q:oq+ey,) @) > og},

Observacion. Los conjuntos activos A representan las zonas del dominio donde el tensor
de stress supera el limite elastico, y consecuentemente, el fluido se comporta como liquido.
En contraste con los conjuntos inactivos Z, los cuales representan las zonas donde el tensor
de stress no supera el limite elastico y por lo tanto, el fluido se comporta como sélido.

1.3.1. Regularizacion del subproblema estatico

Como el operador divergencia asociado al funcional J*(q) en el problema dual (P*™*)
tiene un kernel no trivial, no es posible garantizar la unicidad de la solucion. Siguiendo el
procedimiento de [1], p.g. 112, regularizamos el problema dual incorporando un término
de Tikhonov. Denotemos por v al parametro de regularizacién. Por lo tanto, el problema
dual regularizado asociado al subproblema estatico de Bingham es el siguiente:

( S»Eulg J*<q) = %a(yq7yq) + <q7 g(yq))LQXQ(Qk) - (E yq)
q€K;
-T< fl—q;?UCH, Yq>d87 ||q||[‘2><2 (%)
donde y,, satisface:
A(¥q2) + (4, 2(2))gez(0y) = (£.2) + 7 [ (K, 2)ds
| para todo z € Y.

(Ph1)

Definimos el operador de regularizacién ¥ : R™? — R, (d = 2, 3) de la siguiente

forma: L )
7 _ 9- 3 9
- {gHMH £osinM) > 2,

. ’ (1.18)
3IIM1%, st M| < £,

asi, podemos regularizar la norma de Frobenius usando la funcién continuamente diferen-
ciable W. Usando esta funcién, el problema primal regularizado de (P*™) es:

(P5) {mm J,(v) = aly.y) + fQ (y))da — (£y) — ¢ fpk (Kn,y)ds,

v yeYE

Luego, podemos establecer la conexion entre los problemas dual y primal regularizados.
Esta relacion queda expresada en la siguiente proposicion:
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Proposicion 2. El problema (Pﬁ“*) es el problema dual de (P’ffl) Y
J’t(q'y) = J’Y(y'y)7

donde q, y y., son las soluciones de (P’f/Jrl*) Y (P,’i“), respectivamente.

Demostracion. Reemplazamos el funcional G en (1.10) por

6i'(p) = [ Wip)ds,

donde ¥ es dado por (1.18). Luego, para q € Z, tenemos que:

~2
_ g

Gh = su / [ p— +—} dx
5 (a) peg{ s a:p—glpl 2

+ o (a:p) = ZIpll| dx}, (1.19)

donde HY := {z € Q4 : [Ip[| > £, c.top. }.

oo si y solo si q € Zjz. Por este motivo,

De (1.14) y (1.19) concluimos que G¥(q) =
| < gctp. en Q.

podemos asumir que q € Zjg, es decir ||q(z)]

Por otro lado, definimos el siguiente funcional Y : Z — R dado por:

=2
_ g

T(p) = / [q:p—gp +—}dm
® = [ Ipll+ 5

5

g
s [ Jlaie) - 2wl de (1.20)
Qk\H,I;
e introducimos la funcién p, € Z definida de la siguiente forma:

Bo(z) = {Po(x)a si [[po(2)| >

0 si [|po(@) | <

2 Q2 [«

para p, € Z. Es posible mostrar que Y (p,) < YT(Py), lo cual implica que:

supT(p) =sup { 1(p) i € 2y [p(o)] < L . en 4 |

PEZ

2 |l

El supremo de (1.20) es calculado considerando solamente el segundo término, el cual es
un funcional cuadratico céncavo. El maximizador de (1.20) estd dado por p = %, lo cual
muestra que:

k(N %”qHL%Q(Qk)? si q € Zy,
+00, caso contrario.

Debido al procedimiento de regularizacion, el funcional objetivo de (P'f/“*) es K - uni-
formemente céncavo (ver [1]) y tiene una tnica solucién q, € Z, para cada v > 0. De
la convexidad estricta del funcional objetivo J,, podemos asegurar la existencia de una
tnica solucién para (Pf/“). O
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1.4. Sistema de optimalidad del subproblema estati-
co de Bingham

En esta seccién caracterizaremos las soluciones de (Pﬁ“) y (Pﬁ“*) mediante la teoria
de la dualidad como en [1]. De acuerdo a la teorfa de la dualidad de Fenchel, estas
soluciones satisfacen que:

_A*qy € af<y'y>7 (
a, € 9G,(c(y,))- (
Ademads, de la regularizacién (1.18), obtenemos que F y G, son diferenciables en y_ y

e(y,), respectivamente. Segtin el resultado dado en [1], p.g. 118 , concluimos que (1.21)
implica que:

21)
2

1.
1.22)

a(ywz)—|—(q7,6(z))L2x2(Qk)—(f,z)—Tg/Fk (Kn, z)ds — 0, (1.23)

k
para todo z € Yy,

Gracias a la diferenciabilidad de G, la relacién (1.22) puede escribirse como:

_ e(y,)
(4, P22, = g/ (—” :p> dx
! () s\ eyl
—l—’y/ (5(y7) :p)da (1.24)
QAL
para p € Z, o equivalentemente, puede ser escrita por casos de la siguiente manera:

ve(y,)(z), c. t.p.en QA"
q,(z) = { . !

gHE(yv)(x)H’ c.t.p.en ‘A’Y’

donde A = {x €t [ely,)(@)] > 2 et p.}.

De la ultima caracterizacion deducimos que las soluciones y. y q., de los problemas
regularizados (Pi“) y (Pﬁ“*) respectivamente, verifican el siguiente sistema:

(
y, € Y}, )
a(y'yv Z) + (qw g(z))L2X2(Qk) = (f7 Z)L2(Qk) +7¢ frl;? <’CI1, Z>d57

(SE*H1) < para todo z € Y.

T @
9%(7) = 9V el @

\C.t.p. en (), para todo vy > 0.

En lo que sigue, usaremos las notaciones A, y Z, para referirnos a los conjuntos activos
e inactivos de (Sﬁ“), respectivamente. Estos conjuntos estan definidos de la siguiente
manera:

A = {remiter )@l 2L e upl.
T = glk\AA,y

o

A continuacién, presentamos un resultado que muestra la convergencia de una sucesion
de soluciones regularizadas hacia la solucién original, andlogo al estudio realizado en [1].
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Teorema 3. Las soluciones y., de (Pﬁ“) convergen a la solucion g de (P**Y) fuertemente

en H'(Q%) y la solucidn q, de (P’ffl*) converge hacia la solucion q de (P*™*) débilmente
en L**(Q), cuando v — oo.
Demostracion. Sean (yy,qv) tales que satisfacen:

o¥2) + (a4 @iy — (B2) 7 [ (Knzds = 0. (129)

1—‘F
para todo z € YE)’fD. Por otro lado, sean (y,q) tales que verifican:
0(9,2) + (@ (@)yeo, — E2) ~ 75 [ (Knzlds = o, (1.26)
Tk

para todo z € Y{p,.

Por esta razén, restando (1.25) de (1.26) obtenemos que:
(l(y — Y Z) = (q7 - q, 5(Z))L2><2(Qk)7

y utilizando la definicién de a, tenemos que:

T 21 /Q (5 (}7 — yv) : s(z)) dr + /Q (¥ —y,)zde = / (q7 —q: e(z)) dx,(1.27)

Q

para todo z € Y{),.
Tomando z =y — y, en (1.27), obtenemos que:
T2u/ -y, e —vy)) da
Q

-yl = [ (g -aiem-y) dn (29

Andlogamente al estudio realizado en [1], vamos a calcular cotas para el término
(qw —q:e(y —yy)(z)) en los siguientes conjuntos disjuntos: AN A,, ANZ,, A, NI,
y Z,NZ,. Los conjuntos activos e inactivos estdn dados de la siguiente manera:

A, = {renulp@i = e ep .

I,y = Qk \A,y,
A = {ze:lloq+ely,)@)] =09 c t.p.}.
1 = Qk \A.

Analicemos por casos:

_ (= () ()
= En AN A, fla)| = ”q'y(x)H =9, q4= g|zgggwg| yay = 9|Z(§:)(x)|' Luego, tenemos
la siguiente acotacién punto a punto:

R

(o, = @) : = ¥)(@) < Naplll@)@I - a5 50

IA
=]
oy
<

|
+9lle(y,) (@) = 0. (1.29)
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(z)
(@)

= En ANZ, : Sabemos que £(y)(z) = 7'q, (2), |q,(2)] < g, a(2)| = gy @ = 522
Luego tenemos que:

(@, —a)(@) 1 e(y —y,)(2)) < glle@) @)l = lla, (@)] - glle(@) ()]
+9lle(y,) (@)l

= =y a,(@)*+ g7 la, @), (1.30)
-2
L g
< 79"~ lla,(@)]?) < o

(y, (@)

= En A, NZ: Para este caso, tenemos que £(y)(z) =0y q,(r) = I @D Entonces:
(Q«, —q:e(y— yy)(a:)) = (((_1 - qv) : E(yw)(x)) )
< la@llle (v,) @) = glle () @)l (1.31)
< la@llle (v,) @) = lla@)lllle (v,) (@)l = 0.

» En Z, N 7T : Aqui, se verifica que ¢(y)(z) = 0, 5(},7)(:5) — 7—1(%(95)7 la(@)| < gy
la,(z)|| < g, de manera que:

(@, —a: ey —y)@) = ((@—a,):ely,)(@)),
< la@)lllle (y,) @I = lla, (@)%
< 77 glla, @)l =7 la, (@))% (1.32)
< e - el < 2
De (1.28) y (1.29)-(1.32), obtenemos que:
a(y—yw,y—yv) < /Q%Qda: (1.33)

Ahora, como (y —y,) € Y* C X*, donde
XF={ycH'(Q%) y=0enI}},

y a(,-) es coerciva en X* (ver [1], Teorema 5.6, p.g. 119), es decir existe un o > 0 tal
que:

a(y—y,y—v,) > ally -y, (1.34)

de (1.33) se tiene que y., — y fuertemente en H'(€2), cuando v — oco.
Por otro lado, como y., — ¥ luego (1.27) implica que:

lim (q'y - QJ €(Z))L2X2 = Oa

Y—00

para todo z € Yo’fD. Lo cual implica que q, — q, débilmente en el subespacio Y. C Z,
definido por:

Y.:={p€Z : existe veYyp tal que p=¢e(v)}.
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A continuacién vamos a recuperar la presién p en el sistema (Sfj“) y probar que ésta
pertenece a L?(£2;) como en [1]. Ademds veremos que si p € LZ(Qx1), entonces ésta es
tinica. El espacio LZ(Q) estd dado de la siguiente manera:

s = {pe @« [ i) de = o},

Teorema 4. Eriste una unica funcion p € L*(Qy,) tal que:

(y, — 2rpulAy, — Div q, + Vp, 2) = (f, 2)12(0p0) T Tg/ (Kn, z)ds

Ik
para todo z € Y*.

Demostracion. Como (y ., q,) € Y} x Z satisface la ecuacién (1.23), tenemos que:
0(3,2) + (4, £(0))g2vogay = (£2) +7< [ (on)ds. (1.35)
1—‘F

k
para todo z € Yg'p.

Por otro lado, como divy., = 0y divz = 0 se tiene que (1.35) implica que:
(y, +27pAy., + Divg, — f z) - Tg/ (Kn,z)ds =0,
I

para todo z € Y{,. Siz € H; ()

<Yy — 2TpAy., — Divg,, — f Z>H*1(Qk),H(1)(Qk) =0,
con lo cual, por el teorema de Rham (ver [1], p.g. 121) existe un p € L?*(€),) tal que:
—27ulAy, —Divq, +Vp=f—y,, en H'(Q), (1.36)

el cual es tunico si p € L(Q) (ver [1]).

Por otro lado como (f— yv) € L?(Q) luego (—QTMAy7 —Div q, + Vp) € L*().
Ademads, como div y. = 0 entonces:

27uAy., + Divq, — Vp = Div (2rpe(y,) + q, —p- 1) € L*(Qy). (1.37)

Adicionalmente, multiplicando (1.36) por z € YolfD e integrando por partes tenemos que:

/Qk y,zdr +27p /Qk+1 e(y,) : e(z)dx + /Qk qQ, : &(z)dr — /Qkp 1 e(z)da
- /Qk<f72>dl‘ - /F%<(2w€(y7) +q,—pI)-nzds=0, (138

y como p- [ :e(z) =p div z =0, entonces la expresién (1.38) nos queda:

/ y,zdr + QTM/ e(y,) : e(z)dx +/ q, : &(z)dx

Qp Qi1 Qp

/ (f,z)dx — / (2rpe(y,) +aq,—p 1) -n,z)ds = 0. (1.39)
Q
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Tomando en cuenta que (yw, qv) satisface la siguiente ecuacion:
0f¥,:2) + (@ue@pegy — (£2) —7< [ (Knzhds = 0. (L40)
1—‘F
y comparando las ecuaciones (1.39)-(1.40), deducimos que:
(27pe(y,) +a, —p-I) -n=7cKn, en I'%.

Ahora demostremos que la presién p es tinica. Supogamos que existe p € L* (), p # p,
que satisface (1.36). Si p; € L23(Q,1) satisface inicamente (1.36) podemos concluir que
existe C1,Cs € R tal que p = p; + C1 y p = p1 + Cs. Por tanto, la tinica posibilidad es
que se diferencien por una constante. De este modo, tenemos que:

(2rpe(y,) +a,—p-I)-n = 7¢Kn, en %, (1.41)
(2rpe(y,) +a,—p-I)-n = 7¢Kn, en I'%, (1.42)

y restando (1.41) de (1.42) obtenemos que (C; — Cy)n = 0 en ['%.. Como n # 0 luego
tenemos que C; = Cy y p = p. Hemos demostrado que la presién es tinica si p € LE(Q%).
]

Anélogamente a lo deducido en [1] y gracias al ultimo teorema, podemos escribir el
siguiente sistema variacional que incluye el término de la presion:

Encontrar (y,,q,,p) € Yyp x Z x L*(€) tales que:

a(y,,v) + (ay,&(v)) 22 — (p, div v)

= (f k
( k+1) - <f7 V) +7< fr% <]CII, V>d57 para todo v € YE),D7
e (divy,,r) =0, para todo r € L*(y,),
_ - ey))@)
qw(-T) - gméx(g_],7||;(yw)(a:)||)’ c.t.p. en Qk,

para todo v € X(’{D, donde:
Xip={veH" (%) : v=0enT{UT}},
yf=71f+y,.

Podemos notar que si (y.,, q.,p) € Y}; X Z x L*(€) resuelve el problema (Sg;l), luego
es solucién del sistema optimalidad (Sﬁ“).

En resumen, hemos deducido el sistema primal-dual regularizado (Sﬁ;l) de (S**1) que
depende del parametro v y se ha recuperado el término de la presién. Adicionalmente, se
ha demostrado que si el parametro v tiende al infinito, su solucién tiende a la solucion
del sistema original.

En el siguiente capitulo, discretizaremos espacialmente el sistema regularizado (Sfj;l)
para obtener aproximaciones numéricas de la solucién.



Capitulo 2

Aproximacién por el método de
elementos finitos

El sistema de optimalidad obtenido al final del capitulo anterior es no lineal y repre-
senta un analisis mas complejo en su resolucion. Teniendo en cuenta este precedente, en
este capitulo discretizamos espacialmente el sistema de optimalidad mediante el método
de elementos finitos para obtener un sistema no lineal en dimension finita.

Motivados en los métodos de resolucion de dinamica de fluidos, realizamos un analisis
sobre las funciones base para el método de elementos finitos. Segin [4, 31], no podemos
tomar arbitrariamente las funciones base en el método de elementos finitos, debido a la
interaccién entre la ecuaciones de momento y continuidad. Esta interaccion puede causar
problemas de inestabilidad, el cual esta relacionado con el problema del “inf-sup” o la
condicién de “Ladyzhenskaya-Babuska-Brezzi” (condicién LBB, ver [31]).

Por cuestiones de estabilidad en el método de elementos finitos para dinamica de flui-
dos, usamos una clase especial de funciones base, denominadas elementos de Taylor-Hood,
(revisar [10]). Cada una de estas funciones base es una dupleta que esta conformada por
una componente usada para el esquema variacional de la presién y la restante, usada para
el esquema de la velocidad. En un esquema de Taylor-Hood, el grado polinomial de las
funciones base para la presion es menor que el grado usado para la velocidad.

Por otro lado, en el sistema de optimalidad que caracteriza la solucién de Bingham
podemos notar que interviene las funciones norma y méximo que no son diferenciables en
el sentido usual, pero si admiten derivadas generalizadas en el sentido de Newton. Por lo
que, el sistema no lineal en dimensién finita serd resuelto mediante el método de Newton
semisuave como en [1]. Al final, presentamos algunos experimentos numéricos para el caso
estatico que muestran el desempeno numérico de este método.

2.1. Meétodo de elementos finitos

Recordemos que la solucién del sistema de optimalidad caracteriza a la del problema
de Bingham. En esta seccién, discretizaremos espacialmente el sistema de optimalidad
obtenido al final del capitulo anterior mediante el método de elementos finitos. La discre-
tizacion realizada en esta seccién permite posteriormente utilizar derivadas generalizadas
en el sentido de Newton de las funciones norma y méaximo que intervienen en el sistema

31
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de optimalidad.

Para nuestros fines, identificamos el espacio L?*2(€2;,) con el espacio (L?())¥? y

definimos el operador ¥ : L¥%(Q,) — (L*(%))?*? mediante:

19((1) = (Q11> q12, .-y 91ds 421, 422, -y 92d;y -+, 4d1s 4d2;s -+, Qdd)T;

con
g1 qi12 ' Qid
G21 422 - Q24
q= . . .
qd1 442 - ddd

Notemos que el operador anterior ¢ es un isomorfismo entre L?*2(2) v (L?(Q))%*¢. En
este sentido, el espacio (L?(€2))?*? es dotado con el siguiente producto escalar:

(a, P)axa = / (a(x), ple))dz,

donde (-, -) es el producto escalar de Frobenius, dado de la siguiente manera:

(q,p) := tr(qp"), para todo q, p € R

Notacién. Usamos la notacion con superindice h para referirnos a espacios discretizados
en el espacio, donde h representa el tamano de la discretizacion espacial.

Asfi, introducimos espacios finito-dimensionales V" < H* (), W" C (L*())>? y
Q" C L*(Q) y definimos los siguientes subespacios:
Xopi={v"eV":v" =0en T§™ UTH},
Yolf}g ={v"e Xgi’g : (r" divv"), = 0, para todo 7" € Q"},
y el conjunto:
Vi = v e V(P divv?)y = 0, parar® € Q" v =0 en TE y v =y,
en ')}

Usando el analisis realizado en el capitulo anterior, podemos plantear el problema
discretizado de (Sﬁ;l) como la buisqueda de y" € YDk’h, q" € Wy ph € Q" tales que:

a(y™, v") 4 (q", e(v")) 2x2 — (p", div v") = (fh,vh)

—|—T§/ (Kn,v"),  para todo v" € X(li’g, (2.1)
r

(div VFh, r") =0, paratodo " € Q", (2.2)
méx(g,7[le(y") ()|Na" (@) — gy(e(y"))(x) =0,  c.t.p. en Q. (2.3)

Ademas, en virtud de [1], para ayudar a fortalecer la estabilidad de los espacios discretos
X(]i’g y Q", penalizamos la ecuacién (2.2) relajando esta restriccién de la siguiente forma:
para o > 0 suficientemente pequeno,

(div v", 7™ + o(p",7") =0,  para todo " € Q". (2.4)

Tomando en cuenta la 1ltima consideracion, es posible mostrar que la discretizacion es
estable para algunos espacios escogidos X{ ;, y Q" de manera adecuada (ver [4], p.g. 60).
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2.1.1. Elementos finitos de Taylor-Hood

En esta seccion introducimos una clase especial de funciones base, las cuales garan-
tizan la estabilidad de la discretizacion en el método de elementos finitos para simular
fenémenos fisicos que involucran fluidos. El estudio realizado en [31] analiza las ecuacio-
nes de Navier-Stokes y sugiere el uso de elementos finitos de Taylor-Hood para superar la
inestabilidad resultante de la interaccién entre las ecuaciones del momento y de la conti-
nuidad. Motivados en aquello, utilizamos este tipo de elementos. Al final de esta seccion,
ilustramos el esquema de construccion de las funciones base de Taylor-Hood.

Consideramos €2, un dominio acotado en R? (d = 2, 3) y T, = {7} una triangulacién
de €2, cuyos elementos verifican las siguientes propiedades:

2. int7; Nint7; = 0 para todo 77,73 € Th, 6 T = Ta.
3. Cada arista de la triangulacion pertenece a 0€); o es una arista de algin 7 € 7.

El espacio de polinomios en RY de grado menor o igual a N > 0 es denotado por Py. Es
decir, si p € Py entonces es de la forma:

p(z) = Z Coxitxy? .. ay,

la] <N

con C, € Ry a un vector de indices. El espacio de elementos finitos, que denominamos
simpliciales, estan dados por:

Xb = {ve L)) : v|r € Py para todo T € Ty},
X i ={v € O(Q) : v|r € Py para todo T € Ty},

para N > 1. Estos espacios consisten de polinomios a trozos que, para N > 1, son conti-
nuos en .

Segtin [10], seguimos que X! C Hl(Qk) para N > 1. Asi, consideramos la siguiente
pareja:
(V" Q") = (), Xi_1 N Lg()),

que se denomina dupleta de Taylor-Hood (ver [4]).
A continuacién, definimos la LBB-estabilidad, la cual es una condicién suficiente para
que el sistema (2.1)-(2.3) tenga tnica solucion.

Definicién 1. La pareja (Vh, Q") se llama LBB-estable si existe una constante 3 > 0 tal
que:
(r", div o)
sup ~———= > Bl 20y,
ey ||V HHI(m.)

para todo r" € Q".
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Adicionalmente en virtud de [10], la pareja (V", Q") es LBB-estable para N > 2.

En nuestro caso, utilizamos los elementos de Taylor-Hood con N = 2, es decir:
(VR Q") = ((X3)*, X1 N Lg())- (2.5)

Por lo estudiado en [1], p.g. 124, se sigue que si la LBB-estabilidad se verifica para las
funciones del método de elementos finitos, luego el sistema discretizado (2.1)-(2.3) tiene
una dnica solucién. Es decir, los espacios seleccionados (2.5) son adecuados para garanti-
zar unicidad de la solucién.

Observacién. La existencia y unicidad de la solucién de (2.1)-(2.3) se prueba usando
argumentos analogos de la teorfa de la dualidad de Fenchel, realizada en el capitulo ante-
rior, con los espacios funcionales discretos.

A continuacién, vamos a ilustrar la construccién de las funciones base de elementos
finitos de Taylor-Hood para la presién y la velocidad, presentadas en [31] y [38]. Asi,
consideremos el dominio € = [0,4] x [0,3] y una primera triangulacién, con tamano de
paso h =1 como en la Figura 2.1.

l

Figura 2.1: Triangulacion para la presiéon. Elementos finitos de Taylor Hood.

Cada tripleta de nodos de la triangulacion de la Figura 2.1 define un tridngulo o
elemento. Llamaremos pnodos al conjunto de todos los nodos de esta triangulacién. Como
es natural, para construir funciones base lineales w;, consideramos que éstas toman el
valor de 1 en el nodo 7, 0 en los otros nodos y son lineales sobre cada tridngulo. Podemos
observar la forma de estas funciones base en la Figura 2.2. Asi, representamos la variable
de la presién como combinacion lineal de funciones lineales a trozos w;, como sigue:

pnodos

p(1,12) = Z piwi(T1, 2),
i=1

donde la i-ésima funcién base esta asociada con el i-ésimo pnodo.
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Figura 2.2: Funcién base lineal para la presion. Elementos finitos de Taylor Hood.

Ahora, construimos una segunda triangulaciéon asociada a la velocidad, que es un
refinamiento de la primera. El conjunto de nodos de esta triangulacion los llamaremos
vnodos. Empezamos incluyendo todos los pnodos, luego creamos un nuevo nodo en el
punto medio de cada arista y los anadimos a la triangulacién. Esta segunda triangulaciéon
la ilustramos en la Figura 2.3.

Figura 2.3: Triangulacion para la velocidad. Elementos finitos de Taylor-Hood.

Notamos que este procedimiento involucra dos triangulaciones anidadas, una para la
presiéon y otra para la velocidad. Las velocidades estaran definidas en un mallado de
triangulos de seis nodos. Estos tridngulos comparten sus vértices con los tridangulos de
tres nodos de la presion.

Usamos los triangulos de seis nodos para definir funciones base v;, las cuales son 1
en el nodo ¢, 0 en todos los demés nodos y polinomios cuadraticos sobre cada tridngulo
o elemento. De esta manera, la variable de la velocidad es representada mediante la
combinacion lineal de las funciones v; cuadraticas. Debido a que la velocidad es un vector,
ésta tiene componentes (v, v9); por lo tanto, la combinacién lineal se escribe de la siguiente
manera:
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vnodos
U1(SL’1,JC2) = Z U11U1($1,5€2),
i=1
vnodos
Vo (21, T2) = VUi (21, X2),
i=1

En la Figura 2.4 observamos una funciéon base cuadratica de punto intermedio sobre
dos elementos o triangulos, mientras que en la Figura 2.5, podemos observar una funcion
base usual (asociada a la velocidad) sobre seis tridngulos.

=1 axig--

Figura 2.4: Funcion base cuadratica de punto intermedio sobre dos triangulos. Elementos
finitos de Taylor-Hood.

Figura 2.5: Funcién base cuadratica para la velocidad sobre seis triangulos. Elementos
finitos de Taylor-Hood.
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2.2. Método de Newton-Semismooth

En esta seccién, aplicamos el método propuesto en [1], para resolver el sistema no lineal
de ecuaciones (Skfl). Es bien conocido que las funciones norma y maximo, que aparecen
en el sistema (S5%1), no son diferenciables en el sentido usual pero si admiten derivadas
generalizadas en el sentido de Newton (ver [15]). Ademds, estds funciones son semisuaves
y por composicion, el sistema (Sﬁ;l) también lo es. Esto motiva la utilizacién del método
de Newton pues podemos aprovechar esta propiedad en el desempeno numérico.

Notaciéon. Nuevamente, por conveniencia en la escritura omitimos los subindices asocia-
dos a la discretizacién espacial y temporal.

En virtud de la seccién anterior, consideramos v € V", w € W" y r € Q" funciones
fijas, luego el sistema de ecuaciones (2.1)-(2.3) con la relajacién incorporada de presion
(2.4) puede ser escrito mediante el siguiente operador F:

ay,v) + (4.£(v))2xz = (p, div(v)) = (£, v) = 7¢ [ (Kn, v)ds
F(y,q,p) := (divy,r) + o(p,7) =0. (26)
(max(0,7[e(¥)[l — 9)a, W)ax2 = (§7e(¥), W)2x2

Definicién 2. Sea D C R" abierto. La aplicacion F : D C R™ — R™ se llama Newton-
diferenciable, en un conjunto abierto V- C D, si existe una derivada generalizada G : V —
R™ ™ tal que:

lim |F(x+ h) — F(x) — G(x + h)h||gm = 0, (2.7)
h—0 HhHRn

para todo x € V.

Las funciones norma y méaximo son Newton-diferenciables. Asi, la derivada generali-
zada en el sentido de Newton del méx(0,-) : R — R es la funcién Gy, definida de la
siguiente manera:

1, siv >0,
0, siv<0,

Gméx(v) = {

y la derivada de Newton de la funcién norma es la funcién )., dada de la siguiente forma:

Ty .
VH~||(y> — Myl S1 Y 7é 0,
0, siy = 0.

Denotamos la matriz jacobiana de (2.6) mediante Jgp = Jr(y,q,p) y las entradas de ésta
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por Jg(i,7) para i,j = 1,2, 3, dadas de la siguiente forma:

Jr(1,1) = a(-,v),

JF(LQ) = (-,€(V))2><2,

JF(173> - —(',diV(V)),

Jr(2,1) = (div(:),r),

Jr(2,2) = 0,

Jr(2,3) = o(,r),

Je(3.1) = (Gméane(y)H et w)2 (10 W
Jr(3,2) = (mdx(0,7[e(y)ll = g)(-), W)axa,

Je(3,3) = 0.

Consecuentemente, dado un punto inicial adecuado (y°,q°, p°) € V" x W" x Q", el paso
de Newton para el sistema (2.6) estd dado por:

i) La resolucién del sistema:

oy

op
donde dy € Vh, 0q € Wh, fpe@Q"yF = F(y,q,p), y

ii) La actualizacién de las variables:

y* = y+ 0y, (2.9)
qQ"Y = q+9q, (2.10)
p* = p+dp. (2.11)

Mas adelante en la implementacion numérica, usaremos el problema de Stokes para ini-
cializar las funciones (y°,p°) puesto que el método de Newton demanda un punto de
inicializacion adecuado.

El sistema de ecuaciones (2.8)-(2.11) es la linealizacién del sistema de optimalidad
regularizado (S%*!) para el problema de Bingham.

2.3. Experimentos numéricos de un problema estati-
co de Bingham

Consideramos el experimento numérico de un fluido de Bingham estatico en un sub-
dominio €, el cual es resuelto mediante la caracterizacién de la solucién por el sistema
de optimalidad, vista al final del capitulo anterior. Como dijimos antes, este sistema no
lineal sera resuelto mediante el método de Newton-Semismooth desarrollado en la seccion
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anterior. Al final, mostramos que este método evidencia una convergencia superlineal (lo-
cal), lo cual es muy conveniente para nuestros fines posteriores.

En todo este trabajo, los experimentos numéricos son resueltos usando la plataforma
de célculo de ecuaciones diferenciales parciales FEniCS (ver [36]), debido a la facilidad de
ésta en simular dindmica de fluidos, utilizando el método de elementos finitos.

En este experimento, tomamos una masa aislada estatica en un plano inclinado, sobre
la que actia el efecto de una fuerza externa que simula ser la gravedad. Las cantidades y
especificaciones del experimento se muestran en el Cuadro 2.1. La modelizaciéon considera
varios aspectos como la tension superficial en la frontera libre I'r, condicién de ingreso de
fluido en I'p y condicion antideslizante en I'y. En la Figura 2.6 observamos la localizacién
de las fronteras antes mencionadas.

Significado Notacion Cantidad
Paso espacial h 5.98 x 1072
Tension superficial S 5x 1073
Viscocidad 1 1

Fuerza externa f (0,-9.8)T
Limite elastico g 25
Parametro de regularizacion v 1000
Parametro de relajacion de presion o 107°

Cuadro 2.1: Parametros adimensionales para el experimento de Bingham estético

(0, (5,21

A.
21 Qq F

(RLREY}

[5,-1,5)

Figura 2.6: Plano inclinado: subdominio €2,

El método de Newton-Semismooth ha demostrado tener un buen desempeno numérico
para resolver este tipo de problemas.

Por requerimientos numéricos posteriores, usamos un dominio computacional © que
contenga a (), suficientemente grande. Esto lo podemos observar en la Figura 2.6. Como se
menciond en el capitulo anterior, la frontera de €2, se divide en tres partes: antideslizante
Iy, ingreso I'p y frontera libre I'r. Es asi que, en I'p y 'y imponemos las siguientes
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condidiciones de frontera:
vy = Ypa _ —z1 (71 — 2)
b Yp,2 0 ’
_( Yoa 0
Yo ( Yo, ) ( 0 > |
respectivamente. Para el caso de la frontera libre I', imponemos una condicién de stress
del tipo o1, - 1 = ¢<Kn, donde o7, es el tensor total de stress y n representa el vector

normal al subdominio en la frontera libre. También suponemos que existe una fuerza
externa f que afecta a la masa del fluido y simula ser la fuerza de gravedad:

t=( o5 )-

Se espera que el material fluya bajo los efectos de la fuerza de ingreso y,, y la fuerza f.
El método de Newton-Semismooth requiere una inicializacién (y°, p°) como fue des-
crito en la seccion precedente. Para esto, tomamos la resolucion del problema de Stokes
como se sugiere en [1] y q@° = 0. El criterio de parada en el método de Newton es dado
de la siguiente manera:
kosok S,k
H (5Yh7 5qh7 (Sth) HLQ(Qk)QXLQ(Qk)QXQXLQ(Qk) < tOl,

donde tol = 1077 representa una tolerancia adecuada.

En la Figuras 2.7 y 2.8 mostramos la magnitud y el campo vectorial de la velocidad
respectivamente, que corresponden a un comportamiento usual de fluidos de Bingham.

haagritud

Figura 2.7: Magnitud de la velocidad. Experimento de Bingham estatico
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Figura 2.8: Campo vectorial de la velocidad. Experimento de Bingham estatico

Adicionalmente en la Figura 2.9 mostramos la presién del fluido, donde observamos

que es positiva en la parte superior del subdominio €2, contrastando con la negatividad
en la parte inferior.

 Mognitud

= .|
I

)
a

'Fl.II

Figura 2.9: Campo escalar de la presion. Experimento de Bingham estatico

EE &

Para un mejor analisis mecdnico de la velocidad, presentamos sus componentes hori-
zontal y vertical en las Figuras 2.10 y 2.11. En particular, en la Figura 2.11 (izquierda)
observamos que el fluido describe un comportamiento sélido cerca a la frontera de ingreso
I'p. En la Figura 2.10 (derecha), observamos que la fuerza externa f influencia al fluido a

desplazarse por el plano inclinado. En particular, la velocidad decrece en direccion vertical
cerca de la frontera libre.
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Magpd ol Moy ad

(a) Componente horizontal de la velocidad. (b) Componente vertical de la velocidad.

Figura 2.10: Componentes de la velocidad. Experimento de Bingham estatico

(a) Componente horizontal de la velocidad (b) Componente vertical de la velocidad

Figura 2.11: Componentes de la velocidad (vista 3D). Experimento de Bingham estético

En la Figura 2.12 mostramos los conjuntos activos (gris) e inactivos (anaranjado) res-
presentados por la norma de Frobenius del multiplicador q. Observamos que los puntos
activos son la mayoria del subdominio. La parte del fluido que tiene un comportamiento
solido es la zona anaranjada, en contraste con la zona gris donde el fluido se comporta
como un liquido.

También podemos notar en la Figura 2.12 que la masa aislada actiia como un liquido
cerca de la frontera antideslizante (en el centro del subdominio), mientras que tiene un
comportamiento solido cerca de la frontera de ingreso.
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Figura 2.12: Conjuntos activos (gris) e inactivos (anaranjado). Experimento de Bingham

estatico

El método de Newton-Semismooth usa iteraciones que violan la condicion de factibi-
lidad impuesta en la variable dual ||q|| < g, pero cuando éste termina, las componentes
que violan esta condicién tienden a cero.

En el Cuadro 2.2 y en la Figura 2.13 observamos el rapido decrecimiento de los re-

siduos || (dy%, daf, opf|)

||L2(Qk)2><L2(Qk)4><L2(Qk)

, que confirma la convergencia superlineal

(local) del método. Segun [1], las propiedades cualitativas de convergencia del método son
independientes de los datos de condicién de frontera.

’ Tteraciones ‘ ||53’§||L2(Qk)2 ‘ ||5(I§LHL2(Q,Q)2X2 ‘ 169 [ £2(0)
1 7177 x 1072 | 4.545 x 10* 4.662 x 10!
2 7.246 x 1072 | 2.783 x 10° 4.800 x 10°
3 1.195 x 1072 | 1.183 x 10° 2.318 x 10°
4 1.689 x 1073 | 4.497 x 1071 | 1.221 x 10°
5 9.690 x 10~* | 4.493 x 10~* | 1.288 x 10°
6 4273 x 10741 2.531 x 107 | 5.617 x 107!
7 1.997 x 107* | 1.172 x 10~' | 5.689 x 10!
8 1.178 x 1074 | 4.453 x 1072 | 1.742 x 107!
9 1.759 x 107* | 6.423 x 1072 | 1.922 x 10!
10 3.853 x 107° | 1.294 x 10°%2 | 6.945 x 1072
11 7.960 x 1076 | 3.122 x 10~% | 1.073 x 1072
12 2.116 x 1077 | 5.975 x 10~° | 2.060 x 10~*
13 1.949 x 1079 | 1.216 x 107 | 3.662 x 10~©

Cuadro 2.2: Iteraciones y residuos del método de Newton-Semismooth. Experimento de

Bingham estatico
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Norma de la actualizacién

E ! ! ! ! ! ! ! ! ! ! ! 3
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13

Iteraciones

Figura 2.13: Norma H(c?yﬁ,équ,épﬁﬂ)
Newton-Semismooth

— 4 4
||L2(Qk)2XL2(Qk)2X2XL2(Qk) para v = 10*. Método de

Finalmente, en el Cuadro 2.3 comparamos el comportamiento del método para dife-
rentes valores del parametro de regularizacion . Notamos en este experimento que el
numero de iteraciones aumentan, pero el método sigue mostrando una tasa de convergen-
cia superlineal.

’ y \ Iteraciones ‘

1 10
10? 11
103 11
10* 13

Cuadro 2.3: Para cada valor v: niimero de iteraciones del método de Newton-Semismooth

Por el resultado de convergencia de la solucion del problema regularizado, vista en el
capitulo anterior (Teorema 3, p.g. 27), si tomamos ~ suficientemente grande entonces la
solucién del problema regularizado se aproxima a la del problema original de Bingham.



Capitulo 3

Formulacion de la evolucion de la
frontera libre a través del método de
conjuntos de nivel

En los problemas de fluidos con frontera libre distinguimos dos clases de modelizacién:
el primero se trata de la modelizacién de dos fluidos interactuando entre ellos, conocido
como problemas de frontera libre de dos fases (ver [4]), donde el método de conjuntos
de nivel es el que distingue que cada fluido ocupe un determinado lugar en el espacio.
En la metodologia de dos fases, se requiere que los dos fluidos estén modelados por una
misma dindmica. Por ejemplo: el agua y el aire son fluidos newtonianos y la dindmica que
describe a ambos corresponde a las ecuaciones de Navier-Stokes. Por lo tanto, para este
caso, la modelizacién de dos fases es una eleccion adecuada.

El segundo tipo de modelizacion se lo conoce como frontera libre de una sola fase donde
se analiza la dindmica de un solo fluido (ver [28]). Elegimos este tipo de modelizacién ya
que nos interesa exclusivamente el comportamiento del fluido de Bingham que interactia
con una geometria dada y no su interaccién con otro fluido. La interaccién de un fluido
de Bingham (no newtoniano) con el aire (newtoniano) corresponde a la modelizacién de
dos fases, el cual no esta considerado en este trabajo. Ademas, en muchas aplicaciones es
razonable despreciar el aire debido a la gran diferencia de los parametros que caracterizan
a ambos fluidos.

Los métodos de conjuntos de nivel se basan en la resolucién de una ecuacién de trans-
porte llamada ecuacion de “level-set” o ecuacién de distancia, la cual transporta un sub-
dominio por el efecto de un campo de velocidad. Un cierto nivel de la soluciéon de la
ecuacion de transporte es el que describe el dominio que ocupa el fluido en un instante.
El método de conjuntos de nivel involucra una ecuacién de transporte, la cual presenta
problemas en su resolucién numérica debido a la naturaleza convectiva del transporte y
a la no preservacion de las propiedades conservativas del sistema. Para aplicar satisfacto-
riamente este método, primero se deben superar algunas dificultades que explicamos mas
adelante.

En este capitulo, discutimos la resolucion de la ecuacion de transporte junto con los

problemas que se presentan en la obtencién de su soluciéon numérica. También establece-
mos las herramientas que usamos para superar tales inconvenientes numéricos, especial-

45
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mente nos enfocamos en la regularizacion y reinicializacién del método de conjuntos de
nivel (ver [6, 14]). Discutimos adicionalmente sobre el tipo de funciones de elementos fi-
nitos adecuadas para la resolucién de la ecuacién de transporte. Finalmente, presentamos
algunos experimentos numéricos en los que mostramos su tratamiento numeérico.

3.1. Método de conjuntos de nivel (level set method)

En esta seccion, introducimos el método de conjuntos de nivel para describir dominios
moviles. La idea de este método es definir una funcién de transporte, la cual describira el
dominio mediante sus conjuntos de nivel (ver Figura 3.1). Como mencionamos antes, en
este trabajo se usa la modelizacién de frontera libre de una sola fase.

Figura 3.1: Método de conjuntos de nivel

Asi, consideramos un dominio © cerrado y acotado, subconjunto de R¢ (d = 2, 3), el
cual constituye el espacio geométrico suficientemente grande por donde el fluido se des-
plaza en un intervalo de tiempo [0, 7.

Ademads, denotamos a 1 como la frontera de ©, es decir 1 = 90 y dividimos a la
frontera en tres partes disjuntas: la parte de ingreso de fluido I'p y la parte por donde el
fluido puede desplazarse I'y, de esta manera, 1= "1p & .

Observaciéon. De ahora en adelante, nos referimos a © como dominio computacional.

En la Figura 3.2 ilustramos un dominio computacional y la ubicacién de sus fronteras.

)

Figura 3.2: Dominio computacional ©. Partes de la frontera 7
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Adicionalmente, fijamos un subdominio €, C © que representa el espacio geométrico
que ocupa el fluido en el tiempo tj, mientras que Qf = O \ . corresponde la ausencia
de fluido, y 92 la frontera o interfaz del fluido.

Consideramos M > (0 una constante positiva e introducimos la funcién de conjuntos
de nivel ¢ : © — R para describir la frontera libre como sigue:

o = {z:¢(x)= M},
Qe = {z:¢(x) > M}.

El subdominio €2, es representado con el nivel M > 0 de seccion transversal plana de
alguna hipersuperficie en R? o R? (ver Figuras 3.1 y 3.4). Es comtin escribir la funcién de
conjuntos de nivel como la funcién de distancia, dada a continuacion:

ba(z) == xrenalgk |z — Z|, (3.1)

donde ¢(x) > M en un lado de la frontera mientras que ¢(z) < M en el otro lado. En
virtud de [14], una frontera estd asociada a la funcién caracteristica de conjuntos de nivel,
reformulada de la siguiente manera:

o) =1 (z € Q),
d(z)=0e (z€Ql).

Segun recomienda el estudio realizado en [14], por cuestiones de estabilidad numérica,
podemos regularizar la funcion caracteristica de conjuntos de nivel (3.2)-(3.3), usando la
siguiente funcién suave:

1

donde € > 0 es un parametro que se lo conoce como el “grosor” de la frontera. Por
ejemplo, si consideramos M = 0.5, y ¢ = 0 luego ¢. = 0.5. En la Figura 3.3 ilustramos la
regularizacién (3.4).

"'!r

il

a2

T o0

1.0
]

0.4

Q6
e (g 00

Figura 3.3: Funcién caracteristica regularizada con centro (0.5,0.5)7 y radio r = 0.2
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Figura 3.4: Contorno de tres niveles M = 0.05, 0.5, 0.95 de la funcién caracteristica
regularizada

En la Figura 3.5 mostramos el parametro € (grosor de la frontera), que aparece en la
regularizacion (3.4). Este juega un rol muy importante en la regularizacion y el proceso
de reinicializacion del método de conjuntos de nivel, que explicamos en las secciones
posteriores.

=] )

=
=
- -~
e r -

Figura 3.5: Grosor de la frontera €

3.2. Advecciéon de la funcion de conjuntos de nivel
(ecuacién de transporte)

En esta seccion, estudiamos el proceso de adveccion de la funcion de transporte que
describe la frontera libre a través de sus curvas de nivel, y la cual estd caracterizada por
ser solucién de una ecuacién de transporte asociada al campo de velocidades del fluido en
cuestién. La adveccion o transporte del fluido, en los problemas de frontera libre, requie-
ren tratar ciertos problemas de inestabilidad numérica y problemas en la descripcién del
dominio.

Supongamos que el campo de velocidad y : © x [0,T] — R? (con d = 2, 3) estd dado,
y que la frontera estd descrita por la funcién de conjuntos de nivel ¢. Entonces, para
transportar la frontera libre en el tiempo, la siguiente ecuacion de transporte debe ser
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resuelta:
op(x,t) +y(z,t)Veo(z,t) = 0, en © x [0,77, (3.5)
y(x,t) - mse < 0, en 1p x [0,7], (3.6)
oz, t) = 1, en p x [0,7T], (3.7)
oz, t)y(z,t) -nse = 0, en 1y x [0,T], (3.8)
&(z,0) = ¢o(x), en O, (3.9)

donde nse es el vector normal unitario a la frontera .

La ecuacion anterior se la conoce como ecuacién de la continuidad o transporte. En
(3.5), el campo de la velocidad y influencia el transporte de la masa de fluido inicial ¢q(z).
La condicién de frontera (3.6) representa el flujo de ingreso en la frontera Tp. Geométri-
camente, en 1p, el &ngulo que forma la velocidad de ingreso y con la normal exterior nse

T 3T

puede variar entre }5, o> [ Por ejemplo, si el flujo ingresara de manera perpendicular a

TIp, entonces los vectores y v nge serian colineales con direcciones opuestas.

La condicién (3.7) significa que en todo momento existe una cantidad de fluido en la
frontera de ingreso T1p. Por otro lado, la condicién de frontera (3.8) significa que no existe
flujo en la frontera Ty. El fluido es libre para deslizarse en las paredes pero no puede pasar
a través de ellas, es decir, una velocidad y es distinta de cero si y solo si es perpendicular
al vector normal 7pe en Tg. En nuestro problema, la frontera T esta asociada a la con-
dicién antideslizante del fluido, donde la velocidad es y = 0. En [25], p.g. 9, se estudia el
modelo de Navier-Stokes de frontera libre y la condicién (3.8) se denomina condicién de
compatibilidad.

En la Figura 3.6, ilustramos las condiciones de frontera (3.6) y (3.8).

Fluido

Figura 3.6: Relaciéon entre y y nse

Observaciones.

» La frontera libre del fluido adquiere sentido cuando €, N O # ), es decir cuando
el subdominio €2, el cual representa el espacio geométrico que ocupa el fluido, se
interseca con el dominio computacional ©. Mientras que, cuando I';, N 7T # (), las
condiciones de frontera del fluido se establecen de acuerdo a los parametros de
modelizacién descritos en la seccién 1.2.

» Fl sistema (3.5)-(3.9) se resuelve en el dominio computacional © y no solamente en
el subdominio €2;. Por este motivo, en el método de conjuntos de nivel, es necesario
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que la velocidad también esté definida en ©. Por tanto, para nuestro problema, se
deberda extender y a ©. Este procedimiento se describira en la seccién 4.4.1.

A continuacién, consideramos los siguientes espacios funcionales:

W, (0,T) = {¢peL?(0,T,H(©))| ¢ c L?(0,T,L*(©))},
Wea(0,T) = {¢€L?(0,T,H*©))| 0 € L*(0,T,H(O))}.

Para analizar a mayor profundidad los espacios W;(0,T") y W.4(0,T) se puede revisar
[43].

De acuerdo a [43], Teorema 2, p.g. 302. tenemos que el sistema (3.5)-(3.9) tiene solu-
cién ¢ € C (0, T, L*(0)) y por lo tanto la condicién inicial (3.9) cobra sentido fisico.

Notacion. Sin riesgo de confusién y por facilidad en la notaciéon, obviamos la escritura
de la variable espacial y temporal en algunos calculos, asi y = y(x,t) y ¢ = ¢(x, t).

Estamos interesados en fenémenos de la naturaleza que involucran fluidos incompre-
sibles, es decir que su densidad permanezca constante. Estos deben satisfacer la conser-
vacion de volumen. La restriccién de incompresibilidad es gobernada por la propiedad de
divergencia libre del campo de velocidad y viene dada por la siguiente ecuacion:

V-y=0, en0O.
Por este motivo, la ecuacién de transporte puede escribirse como:
96+ V - (¢y) =0, (3.10)

es decir, las ecuaciones (3.10) y (3.5) son equivalentes.
Segtin [43], seccién 7.3.2, podemos realizar la formulacién variacional en H'(©) pre-
suponiendo condiciones razonables sobre la solucién. Asi, tomamos una funcién test

s € H'(O©), multiplicamos por la ecuacién (3.10) e integramos sobre © de la siguiente
manera;

/@(&(b)s dx+/®V-(¢y)s dr = 0,

del teorema de la divergencia de Gauss, podemos concluir que:
/ (p) s dr+ | ¢s(y-mee) dS — /(<Z5Y)V5 de = 0,
e 00 e
& / (0p) s dr+ | ds(y-moe) dS+ | ¢s(y -nse) dS — / (py)Vs = 0,
© ®

Ip o

Por las condiciones de frontera (3.6)-(3.8), la ecuacién anterior se transforma en:

/@ (016) s d — /@ (yVs) de = — A s(y- o) dS (3.11)

para todo s € H'(O).
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Definicién 3. Decimos que ¢ € W;(0,T') es una solucion de la ecuacion (3.5)-(3.9) si se
verifica que:

/@ (010) s d /@ O(yVs) dv = — L s (y-me) dS (3.12)

¢(0) = oo (3.13)
para todo s € H'(©) y c.t.p. t € [0,T].

Con respecto a la existencia y unicidad de la solucién de la ecuacién (3.5)-(3.9) en
espacios de Sébolev se utiliza el método de la difusion desvanecida que se explica de-
talladamente en [43], seccién 7.3.2. El método de la difusién desvanecida considera una
sucesién de problemas de transporte regularizados que convergen al problema de trans-
porte original. Estos problemas regularizados tienen una solucién débil que explicamos
mas adelante y para justificar la solucién de la ecuacién de transporte original, se estudia
el caso limite. Asi se asegura que existe una tdnica solucién en W;(0,7) de la ecuacién
(3.5)-(3.9). Para revisar los detalles en como se construye la solucién se puede revisar [43],
p-g. 425-429.

La ecuacién de transporte (3.5)-(3.9) mueve el nivel inicial ¢(z, 0) por el efecto del cam-
po de velocidad. Desafortunadamente, no es posible resolver numéricamente esta ecuacién
y preservar el contorno como esperamos. Existen varios problemas como inestabilidad, di-
sipacion, dispersion, etc. Por requerimientos numéricos, nos enfocamos alternativamente
en una ecuacién de transporte regularizada que discutimos en la siguiente seccion.

3.3. Estabilizacion de la ecuacién de transporte

Es bien conocido que la ecuacion de transporte, introducida en la seccion anterior, es
inestable numéricamente debido a que es una ecuacién convectiva. Por lo tanto, para po-
der describir la frontera libre del fluido de Bingham requerimos superar este inconveniente.
En esta seccién, proponemos incorporar un término controlado de difusion en la ecuacion
de transporte y considerar un flujo difusivo adicional en las condiciones de frontera, como
se sugiere en [6], p.g. 7. Puesto que los niveles de la ecuacién de transporte describen
el dominio mévil, esta ecuacion debe comportarse bien numéricamente, y asi, podremos
establecer y formular una metologia de frontera libre que sea estable. El término difusivo
que incorporamos debe ser controlado cuidadosamente, tomando en cuenta que la difusion
debe ser la adecuada para no alejarse de la descripcion de la frontera libre o en su defec-
to, desaprovechar la propiedad de suavidad en la soluciéon dada por la incorporacion del
término difusivo. Es asi que, la difusion que consideramos esta relacionada directamente
con el grosor de la frontera libre (ver Figura 3.5).

Consideramos la siguiente ecuacion de transporte estabilizada:

Op(x,t) + y(z,t) - Vo(x,t) — eAp(x,t) = 0, en © x [0,77, (3.14)
ly(z,t) — eVo(z,t)] -n9e < 0, en p x [0,7], (3.15)

o(x,t) = 1, en 1p x [0,7T], (3.16)

[b(z,t)y(z,t) — eVo(z,t)] -n9e = 0, en Ty x [0,77, (3.17)

é(x,0) = ¢o(z), en O, (3.18)



52

donde € > 0 representa el grosor de la frontera.

Notamos que, si € = 0 entonces la ecuacién de transporte regularizada (3.14)-(3.18) se
convierte en la ecuacién de transporte original (3.5)-(3.9).

La ecuacion anterior es una ecuacién de conveccién-difusién. Si las condiciones de
frontera e inicial son las adecuadas, la solucién en el sentido clédsico existe y pertenece al
espacio de funciones continuas con derivadas parciales de primer y segundo orden también
continuas (C%(12)), es decir esta solucién es suave. En este trabajo, con el fin de ampliar
el conjunto de soluciones admisibles, vale la pena considerar una forma integral o débil
de la ecuacion de transporte regularizada.

El término y(z,t) - Vo(z,t) de (3.14) se puede escribir como V - (¢(x, t)y(z,t)) debido
a la propiedad de divergencia libre V - y(z,t) = 0.

Notacién. Por facilidad en la notacion obviamos la escritura de la variable espacial y
temporal, asi y = y(z,t) y ¢ = ¢(z,1).

Consideramos una funcién test s € H'(0) y multiplicamos por la ecuacién (3.14) e
integramos sobre ©, asi tenemos que:

[ @a)sdos [(V-(ey)—edolsds = o

e
Por el teorema de la divergencia de Gauss, tenemos que:

/@ (Orp) s dx +

—/ es(Vo - nge) dS+/ eVo-Vsdr = 0,
80 e

65(y - o) dS — / (by) - Vs du
00 ©

(:’/ (0y0) s d + ¢s(y -noe) dS+ | ¢s(y - nse) dS
6 b T

—/@(cby)vs—/% es(Vo - noe) dS—/% es(Vo - o) dS+/@eV¢-Vs dr = 0,

s /@ (9id) s do + L sloy ~ V6) o 45 + / S(6y — €V6) - e dS

o

_/(¢y).vsdx+/eV¢-Vsdx = 0,
® e

Por las condiciones de frontera (3.15)-(3.17), la ecuacién anterior se transforma en:

O dr — -Vs d Vo-Vs dr — Vo - ds
/@(@sx /@(¢>y) sx+/®e¢> s do /68(¢7769)

Ip
Z—K‘ s(y - nmee) dS,

para todo s € H'(O).
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Definicién 4. Decimos que ¢ € W4(0,T) es una solucion de la ecuacion (3.14)-(3.18)
si se verifica que:

O, dx — Vs d Vo Vs dr — V- ds
/@( ¢)s dx /@(gby) S :l:—l—/@e ¢-Vs dx [{Des( ¢ Noo)

Z—K‘ s(y-nee) dS,

para todo s € H(©) y c.t.p. t € [0,T].

Observaciones. En lo que concierne a la existencia y unicidad de la solucién de la
ecuacion de transporte, vamos a suponer que las componentes del campo vectorial de la
velocidad y, pertenecen a C'(© x [0,T];R) y ademés que ¢y € H'(O). De esta manera,
podemos decir lo siguiente:

» Segun [43], p.g. 425, la ecuacién de transporte regularizada (3.14)- (3.18) tiene unica
solucion en W,4(0,7).

= Estudiando el caso limite de las ecuaciones regularizadas, es decir cuando € — 0
(método de la difusién desvanecida, ver [43], seccién 7.3.2) se demuestra que existe
unica solucién en W;(0,T") de la ecuacién de transporte original (3.5)-(3.9).

3.3.1. Aproximacion de la ecuacion de transporte estabilizada

Utilizamos el método de elementos finitos para la discretizacién espacial de la ecuacién
de transporte regularizada. La eleccion adecuada de la base de elementos finitos en la
resoluciéon de la ecuacién de transporte es muy importante. En este sentido, esta base
debe considerar tres aspectos fundamentales:

= Precisién: Los elementos finitos de orden superior dardan mayor exactitud a medida
de que la regularidad de la solucién lo permita. Segin [17], podria ser ventajoso
tener mayor orden de precision en el espacio que en el tiempo dado que calculamos
las derivadas espaciales de ¢.

= Complejidad: Los métodos de elementos finitos de orden superior resultan costosos
de resolver por la complejidad al ensamblar los sistemas.

» Proyecciones: Al momento de proyectar funciones salto (discontinuas) en una base
de funciones lineales y continuas a trozos, podria ocurrir oscilaciones inadecuadas
en la solucién c.f.[17].

L1

Figura 3.7: Elemento triangular con vértices 1,2, 3 con cordenadas (11, xa1), (12, T22), ¥

($137$23)7~
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Elementos finitos tipo Lagrange

A continuacién, ilustramos los elementos finitos continuos tipo Lagrange en 2D.

Consideramos un triangulo o elemento 7 con sus vértices indexados como 1, 2, y 3, con
coordenadas (a:lj,:vgj), j =1,2,3 (ver Figura 3.7). El polinomio de orden 1, N;(z, yx),
asociado con los vértices j satisface:

Nj(xk,:vk) = (Sj’k, ],k‘: 1,2,3, (319)
donde 0 es la funcién delta de Kronecker. Consideremos N; de la siguiente forma afin:
Nj(x1,22) = a+ bxy + cxa, (x1,29) € OF, (3.20)

donde ©7 es el dominio ocupado por el tridngulo 7. Si imponemos la condicién (3.19) en
(3.20), entonces tenemos que:

1 1 x; wo a
0 = 1 Tik T2k b k#l%jv j7k7j:17273'
0 1 2y x9 c

Resolviendo este sistema por la regla de Crammer, tenemos que:

Dy i(x,x . . .
Nj(xth):%? k#l#‘% j?k7]:172737
7.kl
donde

[ 1 T T i

Dy, = det | 1 xy 29k |,
|1 2wy |
[ 1 .lej iUQj i

Ong,l = det 1 L1 T2k
T T

Figura 3.8: Funcién N; para el nodo 1 del tridngulo 7 (izquierda) y funcién base 7, en su
soporte de cuatro elementos finitos.
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Las funciones base se construyen combinando las funciones N; en tridngulos colindan-

tes; por ejemplo, en la Figura 3.8 se muestra una funciéon base 7;, formada por cuatro
elementos o tridngulos. La construccién de la base en términos de las funciones N; elimi-
na la necesidad de conocer detalladamente la informacion de la geometria tales como el
nimero de tridngulos compartiendo un nodo.
Colocar los tres nodos en los vértices de los triangulos garantiza una base continua. Si
alternativamente, la interpolacién se realiza en tres puntos no-colineales (respecto a las
aristas de los tridngulos) entonces el polinomio serd tinico, més no determinard una apro-
ximacion continua (elementos finitos discontinuos tipo Lagrange, ver [46] p.g. 190). Con
nuestra ubicacion de los vértices, la funcién N; es continua a lo largo de las aristas del
triangulo. Esta funcién lineal es determinada por los valores nodales en dos vértices sobre
la arista (por ejemplo j y k), como se muestra en la Figura 3.8, por lo tanto la base es
continua.

Adicionalmente, si {ny,...,nx} representa la base de elementos finitos lineales que
construimos, y ¢ se puede escribir como combinacién lineal de los elementos de la base,
es decir,

Mz

xlax27 C] /)7] x17$2)

7j=1
entonces la restriccion de ¢(xq,x9,t) al tridngulo T, tiene la forma:

d(x1, T, t) = c1(B)h (21, T2) + Ca(t) (1, T2) + c3(E) (21, x2),  con (z1,x2) € OF.

Para la construccién de funciones continuas tipo Lagrange de orden superior se procede
de manera analoga al que acabamos de explicar. Para mayor informacion sobre elementos
finitos tipo Lagrange se puede consultar [46], p.g. 189.

A continuacién, consideramos el siguiente espacio de dimensién finita:
W = {77 € C(0) : n|p €11, para todo T € Th} (3.21)

donde II; representa el espacio de polinomios tipo Lagrange de grado uno (revisar [46],
p.g. 189), definidos en R? con d = 2,3 y T}, es una triangulacién que verifica las propie-
dades de una triangulaciéon admisible que se introdujo en la seccién 2.1.1.

El esquema de elementos finitos de la ecuacién de transporte estabilizada lo escribimos
de la siguiente manera:

(210" (t),5) — (8"(1), Y (D) V5) o + (V9" (1), V) — (V" - moe,5)
= — (yh Moo, 3)_|D , (3.22)
$(0)" = ¢o,  (3.23)

para todo s € W!(O) y c.t.p. t € [0,T], donde (-,-)e y (-, )7, representan el producto en
L*(©) y L*(Tp), respectivamente.

En el cuadro 3.1, listamos algunos espacios que podrian ser utilizados para la aproxi-
macién de la ecuacion de transporte. Todos estos elementos son del tipo Lagrange.
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Notacion ‘ Orden Tipo

Wwk(e) Lineal Continua

W2(0) Cuadrética Continua

WY (0) Constante  Discontinua

Wi(O) Lineal Discontinua

Wk.(0) Lineal Vectorial, continua whe) x wie)
W2(0) Cuadrética Vectorial, continua W2(0) x WHe)
WY.(0) Constante  Vectorial, discontinua  W9(0) x W9(O)
WL(0) Lineal Vectorial, discontinua W} (0©) x Wi (O)

Cuadro 3.1: Espacios de elementos finitos para la ecuacién de transporte.

La eleccién mas natural de las funciones base del método de elementos finitos es la
que permita que ¢ sea continua, ya que sus conjuntos de nivel se utilizaran para describir
el subdominio €2;. En este trabajo usamos las funciones base lineales y continuas a trozos
W!(©) para aproximar la ecuacién de transporte.

Discretizaciéon temporal

Discutimos a continuacién, la discretizacién temporal para la ecuacién de transporte
regularizada. Estamos buscando una soluciéon de la formulacion débil de la ecuacion de
adveccién-difusion (3.22)-(3.23), para todo t € [0,T]. Por lo tanto el intervalo temporal
[0, 7] es uniformente dividido en N subintervalos de igual longitud 7 > 0, donde ¢ :=
ti—1 + 7. Asi, escribimos:

o = ¢"(t),
YZ = yh(tk)a

para todo k=1,...,N.

A continuacién, formulamos un esquema de Crank-Nicolson de la ecuacién (3.22)-
(3.23). Segun [4], el esquema de Crank-Nicolson tiene un mejor comportamiento respecto
a la convergencia y estabilidad que el método de Euler implicito en la discretizacion
temporal de este tipo de problemas. Por esta razon, elegimos el esquema de discretizacion
temporal de Crank-Nicolson, el cual viene dado por la siguiente relacion:

1 1 €
;(¢Z — dp_1,8)e — B ((bZYZ + ¢Z—1YZ7 VS)@ + 5 (Vd)z + Vor_i, VS)@
€
5 ([Voh + Vil -me,s)q, = — (Vi - Moo, )+ (3.24)
on =do,  (3.25)

para todo s € W(O).

Segin [6], hemos obtenido un esquema estable de aproximacién que preservara el
contorno de la funcién de transporte. La fidelidad de conservacién de contorno como el
area del mismo es la que describird de manera adecuada el subdominio del fluido §2y.
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3.4. Reinicializacién de la ecuacion de transporte

La estabilizacion presentada en la seccion anterior, nos permite tratar una funcién de
transporte suavizada. Sin embargo, se puede producir un efecto de aplanamiento (ata-
chamiento) debido a la incorporacién del término de difusién. El efecto de aplanamiento
podria degenerar los contornos de la funcién de transporte y por lo tanto, causar una
descripcion erronea del subdominio.

Otro problema que puede presentarse es la pérdida de volumen de la funcién de trans-
porte debido a las zonas donde esta funcién varia fuertemente, como se menciona en
[4]. La pérdida de volimen significa que existe un efecto de disipacién en la funcién de
transporte. Segun [5], se puede superar estos problemas y mejorar la descripcién del sub-
dominio mediante un proceso llamado reinicializacion (ver [17, 14]). Este proceso consiste
en reinicializar o corregir la funcion de transporte en cada paso temporal o en un intervalo
adecuado de tiempo. Para este fin se resuelve una ecuacion, llamada de reinicializacién.

En los problemas de fluidos con frontera libre, la velocidad del fluido no es constante y
en aplicaciones practicas, la masa del fluido se debe desplazar por las paredes del dominio
computacional, donde se produce un efecto de disipacion en la funcion de transporte. Por
tal motivo, el proceso de reinicializacion es importante en la metodologia que proponemos
en el siguiente capitulo.

El proceso de reinicializacion puede describirse de la siguiente manera: para cada
tiempo ¢ € [0, T], habiendo calculado la solucién ¢ de la ecuacién de transporte, obtenemos
su reinicializacién ¢, resolviendo la siguiente ecuacién de reinicializacién [4] en el sub-
tiempo :

O+ V- [l =) = eV-[n(Ve ), en © x [0, 77, (3.26)
Vo -n9e = 0, en T x [0,7], (3.27)
o(z,0) = oé(z,t), en O, (3.28)

donde 7' es el tiempo final de reinicializacién, € > 0 es el grosor de la frontera y 7 es el
vector normal unitario en el sentido del método de conjuntos de nivel (ver [17]), el cual
viene dado de la siguiente manera:

Vo(x,t)

n(x,t) = W’ (3.29)

e indica la direcciéon de mayor variacion de la funcién ¢ en cada punto del dominio ©.

La ecuacién de reinicializacion (3.26) considera un término de segundo orden €V -
n(Ve - n)], el cual incorpora un término de difusién en direccién de 7 (gradiente de la
funcién de transporte). La condicién del tipo Newman homogénea, dada en (3.27) signi-
fica que durante la reinicializacién, no hay transporte de masa hacia o desde el sistema
(flujo en direccién de la normal).

La ecuacién de reinicializacién se resuelve hasta un 7' > 0 suficientemente grande, tal
que el siguiente criterio de estacionariedad se satisfaga (ver [14]):

V(2 D)) =1, (3.30)
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es decir, que la funcién de reinicializacién no varfe en el tiempo. La ecuacién (3.30) se
denomina ecuacion Eikonal y es una propiedad que verifica la solucién de la ecuacién de
reinicializacién (3.26)-(3.28) cuando t — oo (ver [4]).

Cuando el proceso de reinicializacién haya concluido, redefinimos ¢(z,t) = o(x, T).
El proceso de reinicializacion recupera la propiedad de la funcién de transporte para des-
cribir subdominios mediante sus conjuntos de nivel.

3.4.1. Aproximacion de la reinicializacién de la ecuacion de trans-
porte

Ahora describimos la aproximacién de la ecuacién de reinicializacién dada en (3.26)-
(3.28) mediante el método de elementos finitos y proponemos un esquema de discretizacion
temporal. Ademads, detallamos el tratamiento de la ecuacién no lineal de reinicializacién.

Asumiendo regularidad de la solucién, multiplicamos (3.26) por s € W(O) e integra-
mos sobre O, asi tenemos que:

/@ (O;p) s da + /@ Vol —¢)nls de = e/eV (Ve - n)ls du. (3.31)

Usando nuevamente el teorema de Gauss, obtenemos:
[@ws ot [ 9l emside— [ oli—gn-Vsdn =
) e e
€/V'[U(V<p-n)s] dx—e/(Vg0~77)77-Vs de. =
e ©

/@(8590)8 dw+/@@w(1—s@)(n-nae) dS—/@w(l—w)n-Vs dr =

6/@@ s(V - n)(n - noe) dS—é/e(an)n'Vs dz. (3.32)

Si consideramos la condicién de frontera (3.27) en la ecuacién de reinicializacion, la
definicién de n en (3.29) y suponemos que la funcién de reinicializacién preserva los
contornos de la funcién de transporte a lo largo del tiempo como en [14], entonces tenemos
que:

1Moo = 0. (3.33)

Notemos que 79 es el vector normal exterior a la frontera del dominio computacional ©
y n es la direccién de mayor crecimiento de la funcion de transporte.

Considerando (3.33) en (3.32), obtenemos la siguiente formulacién variacional:

(0pp,8)0 — (p(L =), n-Vs)e = —e(n-Ve,n-Vs)e, (3.34)
o(x,0) = oz, t), (3.35)

para todo s € W1(0), donde (-, -)e denota el producto en L?(O).
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De esta manera, obtenemos el siguiente esquema de elementos finitos:

(03", 5)0 — (" (1= ¢"),n-Vs)e = —e(n- V" n-Vs)e, (3.36)
¢"(0) = ¢"¢t) (3.37)

para todo s € W1(O).

Discretizamos el subtiempo mediante el esquema de Crank-Nicolson. Utilizamos los
superindices n y n — 1 para referirnos a la discretizacién del subtiempo . El intervalo
subtemporal |0, T] es uniformente dividido en N subintervalos de igual longitud 7 > 0,
donde tj, := t;_; +7 > 0. Asi, escribimos:

el = (i), para todo n = 1,..., N.

El esquema de Crank-Nicolson para la formulacién débil (3.36)-(3.37) de la ecuacién
de reinicializacién, esta dado por:

1 h h h h
7(907},1 o QOZ_I, S)@ — Spn + gpn—l 1 _ SOTL + SOTL—I ’n . VS
T 2 2 o
h h
+ ©,_
—€ (77 -V (%) R Vs) , (3.38)
e
v = O (3.39)

para todo s € W1(O).

Observacién. El paso de discretizacion subtemporal de la ecuacién de reinicializacion 7,
en general es mas pequeno que el de la ecuacién de transporte 7. En la seccién 4.4.1 se
explicard como tomar el paso de discretizacién subtemporal 7.

El sistema de ecuaciones (3.38) es no lineal con respecto a ¢,,. No obstante, podemos
realizar una linealizacién, como se propone en [17]. Asi, aproximamos el término:

h o ok h o oh h g ph
+ ool + + ¥
gon gpn 1 1 o (pn gpn 1 777 . VS ~ M — 802802717 VS . 7’] (340)
2 2 [e) 2 (C]

Reemplazando la aproximacién (3.40) en (3.38), obtenemos:

1 oh 4+ of of 4+ of
;(@Z_‘PZAaS)@ = ( 5 1(1— 5 1),Vs-n)®
—% (V(eh+¢h 1) nVs-n)g,

y reorganizando términos, tenemos que:

~

(h.s)g — % (¢, Vs n)g + % (Vel-n,Vs-n)g +et (ghoh 1, Vs-n),
= (Ph18)o+ 5 (Wi Vs m)g = 5 (Ve mVs-n)g,  (341)

para todo s € W(O).
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La ecuacién anterior no es tan complicada de resolver como parece ya que es un sistema
de EDO’s de primer orden; sin embargo, es importante la eleccién adecuada de funciones
base del método de elementos finitos. A continuacion, realizamos un analisis de la eleccién
de las funciones base de elementos finitos para las ecuaciones de transporte estabilizada
y reinicializacién como en [17].

El estudio realizado en [17], p.g. 24, sugiere que como en la reinicializacién se debe
calcular el gradiente de las ecuaciones de conjuntos de nivel, podriamos tomar V¢ €
WY, (0) (ver Cuadro 3.1) debido que el gradiente de ¢ € W!(©) podria ser discontinuo
y tener grado polinomial 0. Una alternativa podria ser usar elementos del mismo orden,
elementos del tipo Lagrange continuo de orden 1 para el cadlculo de n y de ¢; aunque
correriamos el riesgo de obtener proyecciones andémalas, sin embargo, mejorariamos la
precision en el método de elementos finitos. En el Cuadro 3.2 presentamos las alternativas
que se podrian escoger, segun [17]:

Funcién Elemento (opcién 1) Elemento (opcion 2)

O, W, (©) WL(O)
y Wye(0) Wie(0)
Ui Wya(©) Wie(©)

Cuadro 3.2: Espacios de elementos para las funciones del método de conjuntos de nivel
basado en que ¢ € W(O).

Alternativamente, para obtener una mayor precisién en el método de elementos finitos
se podria tomar ¢ € W?(©). La eleccién de los elementos para las otras funciones de
conjuntos de nivel, es andloga al caso W!(©). En el Cuadro 3.3, presentamos dos posibles
opciones que se podrian escoger de acuerdo a [17].

Funcién Elemento (opcién 1) Elemento (opcién 2)

¢, ¢ WZ(O) W2(O)
y W,.(©) W,.(©)
Ui Wia(©) Wi ()

Cuadro 3.3: Espacios de elementos para las funciones del método de conjuntos de nivel
basado en que ¢ € W2(O).

Observaciones.

= En los experimentos que presentamos en la siguiente seccién, utilizamos la plata-
forma de célculo FEniCS, que tiene gran capacidad y adaptabilidad para resolver
ecuaciones diferenciales, (para mayor informacién consultar [36]). Por este motivo,
en este capitulo escribimos los esquemas de elementos finitos en forma funcional
puesto que es mas coherente con el entorno de FEniCS.

= En la resolucién de la ecuacién de transporte, escogemos el tipo de elementos finitos
dados por la opcién 1 (ver Cuadro 3.2). Esta es la eleccién méas natural para que ¢
sea continua y haya una equilibrada relacién entre precision y costo computacional,



61

evitando el problema de “proyecciones” andémalas que mencionamos en la seccién
3.3.1.

3.5. Experimentos numéricos

En esta seccion presentamos dos experimentos que muestran como se comporta el
método de conjuntos de nivel en la descripcion de dominios méviles usando los contornos
de la funcién de transporte. Ambos experimentos consideran velocidades constantes en el
tiempo. El primer experimento trata sobre una masa aislada, influenciada por una velo-
cidad constante. El método de conjuntos de nivel transporta esta “masa” en un dominio
computacional. Para esto, resolvemos la ecuacion de transporte regularizada, vista en la
seccién anterior. Adicionalmente, el segundo experimento que presentamos, ilustra como
funciona el proceso de reinicializacién y su contribucion en la metodologia para simular
fluidos de frontera libre, que proponemos en el siguiente capitulo.

3.5.1. Experimento de conjuntos de nivel con velocidad cons-
tante sin reinicializacién

. . . . _ 0.2
En este experimento, consideramos una masa circular aislada, de centro ¢ = ( 0.9

y radio r = 0.15, que viene descrita por la siguiente funcion caracteristica:

bo(2) = {0, si z € B(¢,r), (3.42)

1, caso contrario,

donde B(¢,r) representa la bola de centro en ¢ y radio r.

Denotamos el subdominio de la masa como (2. Esta masa se transporta por el efecto
de un campo de velocidad, representado por y, a través de un dominio computacional © =
0, 1], durante un intervalo de tiempo [0, 6]. Ademds, denotamos a 1 como la frontera de ©,
es decir, 71 = 00. Consideramos condiciones de frontera del tipo Dirichlet homogéneas en
T, lo cual significa que la masa no puede atravesar las paredes del dominio computacional
©. En la Figura 3.9, mostramos el dominio computacional y sus fronteras.

T,

[ ] (1.0

g O ) 1,

LLIREN] .—I ¢1.0%
i}

Figura 3.9: Dominio computacional de la ecuacion de transporte
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Dado el nivel inicial ¢y y considerando que se trata de una funcién discontinua, la
regularizamos mediante (3.4), de la siguiente forma:

2
¢0 = _1 + 6(¢O/6)7

y posteriormente, resolvemos la ecuacién de transporte regularizada:

1 1 €
;(¢Z - ¢2717 S)@ - 5 (¢ZYZ + ¢271YZ7 VS)® + 5 (V¢Z + V@Z*p VS)@
€
_5 ({V(?Z + quzfl] " Moo, 8)-1D = - (ylkl CEY S)-lp ) (34?))
o8 = ¢o, (3.44)

para todo s € W(0).

Consideramos en este experimento que la velocidad es constante a lo largo del tiempo

y es igual a:
(0.1
Y=\o1 )

Resolvemos la ecuacién de transporte regularizada (3.43), discretizando el espacio y el
tiempo mediante los métodos de elementos finitos y Crank-Nicolson, respectivamente.
Asi, tomamos el paso de discretizacién espacial h = 1072, y el tamano de paso temporal
T=10"2%

En la Figura 3.10 podemos apreciar la ecuacién de transporte, asociada a la masa ais-
lada. En estas capturas podemos observar que la regularizacién actia mediante la difusion
incorporada en la frontera, mientras que en la Figura 3.11, podemos observar capturas
para diferentes tiempos, que representan el subdominio {2, de la masa en movimiento.

El subdominio §2(¢) de la masa aislada estd representado por el nivel ¢(z,t) = 0.5. Uti-
lizamos el nivel ¢(z,t) = 0.5 debido a que la masa inicialmente estd descrita por la funcién
caracteristica dada en (3.42) y éste es el nivel intermedio entre ¢(x,t) = 0 (ausencia de
fluido) y ¢(x,t) = 1 (presencia de fluido). Notamos que la masa no muestra una deforma-
ciéon mayor en el tiempo, debido a que la velocidad es constante en cada punto del espacio.

En la Figura 3.11, la zona negra corresponde a los puntos x € ©, asociados al nivel
¢(z,t) = 0.5, el cual corresponde al subdominio €(t) de la masa aislada.
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' L. ‘ .
(a) ¢(z,0) (b) ¢(x,1)
‘ I. é I
(c) ¢(x,2) (d) ¢(x,3)

o o
‘l.'l ‘i.'l
s Lns

e e

(e) ¢(z,4) (f) ¢(x,5)

& i

(8) ¢(x,6)

Figura 3.10: Funcién de transporte
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(a) Subdominio Q(t) parat =0 (b) Subdominio Q(t) para t =1

(¢) Subdominio §2(t) para t = 2 (d) Subdominio Q(t) para t =3

(e) Subdominio §(¢) para t =4 (f) Subdominio Q(t) parat =5

(g) Subdominio €(t) para t =6

Figura 3.11: Transporte del subdominio €2(¢) de la masa aislada con velocidad constante

El drea del nivel inicial ¢(x,0) = 0.5 de la ecuacién de transporte debe mantenerse
constante. Proponemos utilizar un indicador de area d4, el cual nos permite calcular el area
del subdominio descrito por el método de conjuntos de nivel. Definimos para ¢(z,t) > 0
c.t.p en O, el siguiente indicador:

50(t) = /@ Sa(d(z, 1))dz, (3.45)
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donde:
1, si¢(x,t)>0.5,

0  caso contrario,

oa(¢(z,1)) = {

el cual define una medida de drea del subdominio €2(¢) de la masa, descrito por el nivel

¢(z,t) =0,5.

En el Cuadro 3.4 mostramos el drea del subdominio de la masa €Q(t), para diferentes
tiempos. Notamos que el area del subdominio cambia con respecto al drea inicial (70.40 x
1073) en cada iteracion.

Tiempo Area del subdominio (¢)
t=0.0 5¢(0 0) =70.40 x 1073

t=10 6,(1.0) =68.85 x 1073
t=20 064(2.0)=67.80 x 1073
t=3.0 6,(3.0)=66.85x 1073
t=4.0 64(4.0) =65.65 x 1073
t=50 06,(5.0) =65.10 x 1073
t=06.0 0,(6.0) =66.62x 1073

Cuadro 3.4: Area del subdominio €2(t) de la masa aislada descrita por el nivel ¢(z, ) = 0.5

A pesar de que el nivel ¢(x,t) = 0.5 tenga un buen comportamiento al describir el
subdominio de la masa, éste no preserva el area inicial 70.40 x 103 (ver Cuadro 3.4). Esto
se debe a efectos de disipacion, dispersion, difusion, etc, (ver [17]). Esta razén motiva el uso
del proceso de reinicializacion, introducido en la seccién anterior, como herramienta que
permita preservar el contorno del nivel de la ecuacion de transporte y consecuentemente,
preservar el area del subdominio.

3.5.2. Experimento de conjuntos de nivel con velocidad cons-
tante y reinicializacién

En este experimento queremos mostrar la importancia del proceso de reinicializacion
de la ecuacién de transporte mediante un ejemplo mal condicionado. Como se observo en
el experimento anterior, incluso considerando una velocidad constante en la ecuacién de
transporte, se producen problemas numéricos en la descripcion de dominios. En este ex-
perimento, constatamos la necesidad del proceso de reinicializacién de la ecuacion de
transporte.

Nuevamente, consideramos una masa circular aislada de centro ¢ = ( 83 ) y radio
r = 0.2. A diferencia del experimento anterior, en este experimento imponemos condicio-
nes susceptibles a que el método de conjuntos de nivel falle en la descripcion del subdo-
minio de la masa. Asi, usamos un paso de discretizaciéon temporal mayor al utilizado en
el experimento anterior, lo que causa inestabilidad numérica. Ademas, consideramos que
la masa se desplaza cerca de una pared del dominio computacional, en donde se impone
una condicién de frontera del tipo Dirichlet homogéneo en la ecuacién de transporte, lo
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cual causa pérdida de volumen en el método de conjuntos de nivel.

Anélogo al experimento anterior, supongamos que la masa aislada se desplaza por el
efecto de un campo de velocidad, en un dominio computacional © = [0, 1]?, durante un
intervalo de tiempo [0, 5.6].

La velocidad para este experimento la consideramos constante a lo largo del tiempo:

v= (00 )

El proceso de reinicializacion consiste en que para cada tiempo t; y una solucién
aproximada ¢ de la ecuacién de transporte regularizada (3.43), queremos recuperar las
propiedades del nivel inicial. La idea de la reinicializacion es recuperar o corregir los
problemas de disipacién, pérdida de volumen y dispersion. La reinicializacion actia entre
la iteracién temporal k y la iteracién k + 1. Asi, dada una funcién de transporte ¢} en el
tiempo tx, resolvemos la siguiente ecuacién lineal de reinicializaciéon:

(el s)g — % (eh, Vs-n)g + % (Vel-n,Vs-n)g +et (ehon 1, Vs-n),
= (@ 1,8)o+ g (¢h 1, Vs ) — %T (Vb -, Vs-n),, (3.46)

oh =gk, (3.47)

para todo s € W(0).

La ecuacién anterior es resuelta mediante el método de elementos finitos y Crank-
Nicolson. Nuevamente, consideramos a W!(©) como el espacio de funciones base para
el método de elementos finitos y tomamos pasos de discretizacion espacial y temporal
h = 1072 y 7 = 0.7 respectivamente. El paso de discretizacién subtemporal es 7 = 0.07
y el tiempo final de reinicializacién es T = 2.0, en el cual esperamos que la funcién de
transporte haya recuperado o se aproxime a su contorno inicial, segin el proceso de re-

inicializacién.

Para el subdominio inicial €(0), registramos un drea de d,(0) = 0.1256, la cual to-
mamos como area real de la masa. En el Cuadro 3.5 mostramos el tiempo de transporte
junto con el drea del subdominio €(t) sin utilizar el proceso de reinicializacién y usando
reinicializacién. Notamos que al usar el proceso de reinicializacion, el area se acerca mas
al dato inicial.



Tiempo

Sin reinicializacién

Area de Q(t)

Con reinicializacién

Area de Q(t)

t=20.0

55(0.0) = 12.56 x 10~ °

5,(0.0) = 12.56 x 103

t=0.7 64(0.7) =13.31 x 1073 5( 7) =13.24 x 1073
t=14 04(1.4)=1345%x10"% §,(1.4) =13.34 x 1073
t=21 0421)=1348x10"% §,(2.1) =13.18 x 1073
t=28 0,428)=1349x 1073 §,(2.8) =13.14 x 1073
t=35 04(35)=1354x10"% §,(3.5) =13.05 x 1073
t=42 04(42)=1356x107% §,(4.2) =12.91 x 1073
t=4.9 0,4(4.9) =1358x 107  §,(4.9) =12.74 x 1073
t=56 0,4(5.6)=1372x 107 §,(5.6) = 12.69 x 1073

Cuadro 3.5: Area del subdominio €(#)

En las Figuras 3.12 y 3.13 podemos observar la resoluciéon de la ecuacién de trans-
porte y el subdominio que representa, sin utilizar el proceso de reinicializacién. En estas
capturas observamos que el nivel ¢(z,t) = 0.5 pierde la conservacién del contorno inicial,
debido a un problema de disipacion.

Finalmente, en las Figuras 3.14 y 3.15 observamos como funciona el proceso de reini-
cializacion. En estas capturas podemos notar que la reinicializacién corrige el contorno en
el nivel ¢(x,t) = 0.5 preservando asi la descripcién del subdominio inicial ©(0) y conse-
cuentemente su area. Por tal motivo, podemos concluir que el proceso de reinicializacion
ayuda al método de conjuntos de nivel para poder conservar las propiedades del nivel
inicial.

Observacion. La recuperacién del drea del subdominio no es como la esperariamos, (ver
Cuadro 3.5). Ademds, numéricamente es muy costoso resolver la ecuacién de reinicia-
lizacion en todo el dominio computacional. Reinicializar correctamente la ecuacién de
transporte es un tema que aun se sigue estudiando en la actualidad.

Alternativamente al proceso de reinicializacién que vimos anteriormente, para futuras
investigaciones se podria proponer un proceso euristico de reinicializacion. Este consiste
en que para cada subintervalo adecuado de tiempo, antes de que la funcion de transporte
pierda la propiedad de describir correctamente el subdominio del fluido, redefinamos la
condicién inicial a través de una funcién indicatriz. Por ejemplo, supongamos que ¢}
representa la funcién de transporte en un tiempo ¢ (resuelta por la ecuacién de transporte
regularizada, p.g. 49) entonces reinicializamos la ecuacién de transporte, redefiniendo la
condicion inicial de la siguiente manera:

L,
b = {O

donde M representa el nivel que describe el subdominio. Asi replanteamos la ecuacion
de transporte regularizada en el intervalo [0,7 — t;]. Este procedimiento nos evitaria
realizar el proceso de reinicializacién de la seccion 3.4 y consecuentemente, tener menor
gasto computacional y una metodologia més eficiente.

si gl > M,

caso contrario,



(a) ¢(x,0)

i =
1 an
ai
I R
i
] -- -

(c) ¢p(x,1.4)

(e) ¢(x,2.8)

(8) o(x,4.2)

(b) ¢(z,0.7)

(d) ¢(x,2.1)

(f) ¢(z,3.5)

(h) ¢(z,5.6)

Figura 3.12: Funcién de transporte de la masa aislada sin reinicializacién.
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(a) Subdominio Q(t) para t = 0.0

(¢) Subdominio (¢) para t =14

(e) Subdominio Q(t) para t = 2.8

(g) Subdominio €(t) para t = 4.2
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(b) Subdominio €(t) para t = 0.7

(d) Subdominio €(t) para ¢t = 2.1

(f) Subdominio €(t) para t = 3.5

(h) Subdominio (¢) para t = 5.6

Figura 3.13: Subdominio 2(¢) de la masa aislada sin reinicializacion.
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(c) ¢p(x,1.4)

(e) ¢(x,2.8)

(8) o(x,4.2)
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(b) ¢(z,0.7)
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(d) ¢(x,2.1)

(f) ¢(z,3.5)

(h) ¢(z,5.6)

Figura 3.14: Funcién de transporte de la masa aislada con reinicializacién.
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(a) Subdominio Q(t) parat =0

(¢) Subdominio (¢) para t =14

(e) Subdominio Q(t) para t = 2.8

(g) Subdominio €(t) para t = 4.2
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(b) Subdominio €(t) para t = 0.7

(d) Subdominio €(t) para ¢t = 2.1

(f) Subdominio €(t) para t = 3.5

(h) Subdominio (¢) para t = 5.6

Figura 3.15: Subdominio de la masa aislada con reinicializacion.



Capitulo 4

Método combinado
Newton-Semismooth con conjuntos

de nivel (SSN-LS)

Los flujos de fluido tipo Bingham de frontera libre tienen un amplio campo de aplica-
cién en la ingenieria petrolifera (ver [30]), en la ingenieria de alimentos, (ver [34]), en el
campo de la geologia modelando la caida de avalanchas (ver [18]) o flujos de lava volcénica
como en [7], entre otras. Con el fin de simular la dindmica de este tipo de fluido, requeri-
mos métodos numéricos eficientes, que describan con precisién la forma de la frontera libre.

Esta seccién corresponde al mayor aporte de este trabajo. Proponemos un método
para simular este tipo de fluidos viscoplasticos, el cual combina la técnica de conjuntos
de nivel, que describe el dominio mévil, y el método de Newton-Semismooth, que calcula
eficientemente la velocidad y presion del fluido de Bingham.

Este trabajo es nuevo en combinar la técnica de conjuntos de nivel y el método de
Newton-Semismooth para el estudio de simulaciones de flujos de fluidos tipo Bingham.
Ampliamos los campos de aplicacion del método de Newton-Semismooth para resolver la
caracterizacién primal-dual del problema de Bingham, desarrollado en [1], junto con el
método de conjuntos de nivel (para la descripcién de dominios méviles) segin lo explicado
en el capitulo 3.

La principal contribucion de este trabajo se resume de la siguiente manera:

= Adaptamos el uso de los métodos de conjuntos de nivel y Newton-Semismooth pa-
ra simular flujos de fluido tipo Bingham en el tiempo. Superamos el obstaculo de
estabilizar numéricamente el método de conjuntos de nivel y el de establecer con-
diciones de contorno adecuadas de la frontera libre. La metodologia propuesta se
puede aplicar al caso de fluidos newtonianos, como veremos més adelante.

= Implementamos numéricamente la simulacion del método combinado en el paquete
computacional FEniCS (revisar [36]), validamos el método combinado desarrollando
una metodologia andloga para el caso de las ecuaciones incompresibles de Navier-
Stokes (ver [25]) y comparamos nuestros resultados numéricos con los de la biblio-
grafia estudiada (ver [24, 25, 27]). Ademads, analizamos los resultados de nuestras
simulaciones numéricas, para el caso de Bingham, basandonos en los experimentos
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estudiados en [1]. Finalmente, sacamos conclusiones de la dindmica y el comporta-
miento del fluido de Bingham.

4.1. Método combinado (SSN-LS)

En los capitulos anteriores, hemos constatado el buen desempeno numérico de los
métodos de Newton-Semismooth y conjuntos de nivel, por separado. Esto nos motiva a
considerarlos como herramientas adecuadas para proponer un método que combine ambas
técnicas, y simule eficientemente un fluido de Bingham con frontera libre, descrito por el
problema cuasiestatico (B)x41 de la seccion 1.2.

En esta seccién, presentamos un método combinado de Newton-Semismooth con con-
juntos de nivel para simular un fluido tipo Bingham con frontera libre (SSN-LS).

Escribimos el método en dos partes. La primera parte trata sobre el calculo del do-
minio en el tiempo, mientras que la segunda aborda la dindmica del fluido, es decir, el
calculo de la velocidad y presién.

Observacién. El método combinado estd descrito mediante pasos que seguimos y leemos
de manera ordenada. Escribimos las ecuaciones de dinamica de fluidos en formulacion
variacional, que como se vi6 en los capitulos anteriores, son resueltas mediante el método
de elementos finitos.

Notacién: El superindice h representa la discretizacion espacial, mientras que los subindi-
ces k' y k+ 1 corresponden a la discretizacién temporal con tamano de paso 7, mientras
que n y n— 1 corresponden a la iteracion subtemporal del proceso de reinicializacién, con
tamano de paso 7.

Suponemos que el fluido se desplaza en un intervalo temporal [0, 7). Este intervalo es
uniformente dividido en N subintervalos de igual longitud 7 > 0, donde t, = tx_1 + 7.
Asi, escribimos:

¢Z = ¢h(tk)7
yZ = yh(tk)v
pZ = ph(tk>7

para denotar las funciones de transporte, velocidad y presién en el tiempo t, respecti-
vamente. Asi, los conjuntos de nivel de la funcién de transporte son los que describen el
subdominio del fluido, mientras el campo de velocidad influencia el transporte y deforma-
cién del subdominio.

De esta manera, consideramos un dominio computacional © C R? con d = 2, 3, que es
invariante en el tiempo. Este dominio computacional representa el espacio geométrico por
donde se desplaza el fluido. Ademds denotamos a 1 como la frontera de © y dividimos
esta frontera en tres partes disjuntas: la parte por donde ingresa el fluido Tp y la parte
por donde el fluido se desplaza Ty. En la figura 4.1 ilustramos un ejemplo de dominio
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computacional y la ubicaciéon de cada tipo de frontera.

=

Figura 4.1: Dominio computacional ©. Ubicacion de fronteras.

Sea un subdominio inicial €2y, el cual esta descrito por la funcién indicatriz ¢ y re-
presenta el subdominio del fluido en el tiempo inicial ¢ = 0, es decir, ¢g(x) =0 < = € Q

Yy ¢o(x) =16z & Q.

Denotamos a §2;,_;, como el subdominio que representa la masa del fluido, a y? v p},
como la velocidad y presion en el tiempo tj, definidas en el subdominio €2;_1.

Observacién. La diferencia del subindice temporal entre el subdominio €2 y las fun-
ciones y? y ph indica que el subdominio del fluido estd calculado en un paso temporal
anterior. Por esta razén, seguimos la misma notacién de la formulacién cuasiestatica in-
troducida en el Capitulo 1.

A continuacion, calculamos el nuevo subdominio €2, y posteriormente, la nueva velo-
cidad yJ, y presion p}, .

s Calculo del subdominio

1. Inicialmente, regularizamos la funcién indicatriz del tiempo inicial, con la cual
resolvemos la ecuacion de transporte.

2

% =7 T e(@0/9)’

donde € > 0 es el grosor de la frontera.

2. Una vez calculadas ¢ , y y?, calculamos ¢, resolviendo la siguiente ecuacién
de transporte estabilizada, segtin lo indicado en la seccion 3.3.

1 1 €
;(9252 - ¢Z—17 3)@ 3 (cbZYZ + QbZ—lYZa VS)@ + 2 (Vcb'é + V¢Z—1a Vs)@
€
_5 ([VQSZJ + V(bzfl] RIGEE S)WD - = (YZ " Toe, S)WD )
¢ = o,

para todo s € W(O).
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3. Cuando hayamos calculado ¢, procedemos con la reinicializacién, calculando "
mediante la resolucion de la siguiente ecuacion, segin lo descrito en la secciéon

3.4.
(el s)g — % (¢, Vs m)g + % (Vel -0, Vs-n)g +e (ehoh 1, Vs n)g
= (@Z—l?s)@ + % (902—17v8 ' 77)@ - % (VQOZ—I 7 Vs - 77)@,

Yo = P
para todo s € W!(O).
Repetimos este paso hasta que el siguiente criterio de estacionariedad se satis-
faga:
h ~
IVenl =~ 1,
asi redefinimos:
B = P
4. Con la funcién de transporte ¢} y el nivel M = 0.5; definimos el nuevo subdo-
minio y su frontera de la siguiente manera:

Q = {2€06 :1¢ix)> M},
o, == {z€0 :1¢gp(x)=M }.

5. Utilizando el dominio computacional © y su fronteras Ty y T1p, definimos las
fronteras del subdominio:

Flg = 00N T,

F’B = 0O, Np,

Ik = 09, Nint(6),
que representan la frontera antideslizante, frontera de ingreso y frontera libre
del fluido, respectivamente. Nétese que I'f y 'Y, adoptan la forma de las fron-

teras de 71, mientras que la frontera libre del fluido I'%. interseca el interior del
dominio computacional © (ver Figuras 4.1 y 4.2).

Cuando hayamos llegado a esta parte del método, ya tendremos descrito el subdo-
minio €2, y sus fronteras: antideslizante Tk, de ingreso de fluido T'%, y frontera libre
I'%. En la Figura 4.2, ilustramos la ubicacién de las fronteras del subdominio €,

Figura 4.2: Subdominio Q (rojo) transportandose en el dominio computacional ©
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La segunda parte del método trata sobre el calculo de la velocidad y presién del
fluido en el subdominio €2, determinado en la primera parte del método.

s Calculo de la velocidad y presién

1. Suponemos que la velocidad y? (definida en €;_;) fue calculada en el paso an-
terior. Extrapolamos y? en el nuevo subdominio (:

Yilow, = Yila.-

2. Actualizamos los espacios V" = V"(Q,.), W" = W"(Q,) v Q" = Q"().

3. Calculamos yZH y pZH, mediante el método de Newton (2.8) p.g. 37-38, resol-
viendo el siguiente sistema:

a3lp1¥) + (@ €0D)2r2 — (s div (V) = (B, v) = 76 g (O, v
(div YZ+17 ) + Q(pZ—&-la 7) =0,
(mzix(O, 7”6(},24-1)” - g)qz_g.p W)2><2 - (g’yg(yz+l)7 W)2><2

donde TIJ,;H =7l +yl,veV weW'yreQh

. h h . .
4. Cuando hayamos calculado las funciones y}., y pj,, en el subdominio €, ex-
tendemos por 0 estas funciones hacia el dominio computacional ©, es decir:

yZJrlle — y}kLJrl‘@?

pZ+1|Qk — pZ-i—l’@v

y volvemos al paso 2 del Calculo del subdominio.

Observacién. La triangulacién del subdominio €2, asociada a la dicretizacién espacial,
es subconjunto de la triangulacion del dominio computacional ©. En la Figura 4.3, mos-
tramos la triangulacién del subdominio, contenida en la del dominio computacional. En el
momento que calculamos un subdominio {2, C O, en el paso 4 del Calculo del subdo-
minio, diferenciamos la triangulacion del subdominio con la del dominio computacional.

Tranguiacon ded doming Computacional H

Triangulacisn
del Subdomino

Qi

Figura 4.3: Triangulacién del subdominio {2
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4.1.1. Consideraciones numéricas

En esta seccion presentamos algunas consideraciones numéricas para la implementa-
cion del método combinado.

» Criterio de Newton. En la resolucién del sistema (4.1) mediante en método de New-
ton (2.8) p.g. 37-38, el criterio de parada en la implementacién numérica esta dado
por:

h h h
” (5Yk+17 5qk+1’ 5pk+1) ||L2(Qk)2XLQ(Qk)ZXQXLQ(Qk) < tOl,
donde tol > 0, representa una tolerancia adecuada.

s Paso subtemporal de reinicializacion y grosor de la frontera. Segin [14], el paso
de discretizacion subtemporal de reinicializacién y grosor de la frontera se pueden
tomar de la siguiente manera:

—
—

—

>
8l

N—

—~
>

e
S~—

donde h es el paso de discretizacion espacial, 7 el paso de discretizacion subtemporal
de reinicializacion y € el grosor de la frontera.

» Tiempo final de reinicializacion. Segun [17], alternativamente al criterio de estacio-
nariedad del paso 3 del Calculo del subdominio, se puede considerar un tiempo
final de reinicializacién T' suficientemente grande hasta que el proceso de reiniciali-
zacion haya recuperado la propiedad del contorno inicial de la funcién de transporte.
Un indicador para verificar que esta propiedad se verifique es d,4, definido en (3.45)

p-g. 99.

» Extrapolacién. La velocidad y? del paso 1 del Célculo de la velocidad y presién,
estd calculada en el subdominio €2;,_;. Esta funcién se extrapola adecuadamente para
propagar con precision la direccion del campo de velocidad en el nuevo subdominio
Q. Segin [41], para los puntos del nuevo subdominio €, donde los puntos de la
velocidad y, tienen valores desconocidos, se toma un promedio de las velocidades
de los puntos circundantes (ver Figura 4.4).

Frontera Libre

Qpy

O\

Figura 4.4: Extrapolacion de la velocidad
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s Fatension por 0. En el paso 4 del Calculo de la velocidad y presion, las fun-
ciones y} “ay ph 41 se extienden por 0 hacia ©, es decir, las funciones yr “ay ph 41
toman el valor de 0 en ©\€.

4.2. Experimentos numéricos para el caso Bingham.

Aqui, presentamos dos experimentos numéricos usando el método combinado de Newton-
Semismooth y conjuntos de nivel para la simulacién de un fluido tipo Bingham de frontera
libre, presentado en la seccién anterior. Con estos experimentos, analizamos el desempeno
numérico del método propuesto.

El primer experimento trata sobre el desplazamiento de un flujo de fluido de Bingham
en un plano inclinado con tasa constante de ingreso de fluido, mientras que el segundo
experimento tiene el propdsito de analizar el desplazamiento del fluido en una tuberia que
cambia de grosor. De esta forma, analizamos la deformacién y comportamiento del fluido,
junto con su velocidad, la distincién de zonas sélidas-liquidas y el tiempo de desplaza-
miento.

4.2.1. Fluido de Bingham en un plano inclinado.

La configuracién del experimento que presentamos en esta seccion, es la misma que la
del experimento visto al final del Capitulo 2. El objetivo es analizar la conducta del fluido
de Bingham en un plano inclinado durante un intervalo de tiempo.

La frontera de subdominio es dividida en tres partes disjuntas: antideslizante I'y, in-
greso ['p y frontera libre I'p. En la Figura 4.5, observamos la localizacion de las fronteras

del subdominio.

(0,2} (5.2)

(5,-1.5)

Figura 4.5: Ubicacién de las fronteras del subdominio €2

En este experimento, se inyecta fluido de manera constante por la frontera de ingreso
['%, v éste cae paulatinamente por efecto de una fuerza vertical que simula la gravedad.
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En I'% y ¥, imponemos las siguientes condidiciones de frontera:

o = ()
W= (2)

Consideramos una condicién de tensién superficial en I'%., esto es una condicién de
stress en la frontera libre del tipo o7, - 1 = ¢Kn, donde o7, es el tensor total de stress,
n representa el vector normal al subdominio en la frontera libre y ¢ es el coeficiente de
tension superficial.

respectivamente.

En la Figura 4.6, presentamos la ubicacién de las fronteras del dominio computacional.

Figura 4.6: Ubicacion de las fronteras del dominio computacional ©

En el Cuadro 4.1, mostramos los parametros adimensionales asociados al experimento
de esta seccion.
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Significado Notaciéon Cantidad
Tamano de paso espacial h 1072
Tamano de paso temporal T 1072
Tiempo final de simulacion T 7.2
Tamano de paso subtemporal T 1073
Tiempo final de reinicializacion T 1072
Tensiéon superficial S 0.5
Viscocidad 1 1

Fuerza externa f (0,-9.8)T
Limite elastico g )
Pardmetro de regularizacién de Tikhonov v 103
Tolerancia de Newton-Semismooth tol 107°
Parametro de regularizacion de presion 0 107°
Grosor de la frontera € 5% 1075

Cuadro 4.1: Parametros adimensionales para el experimento de Bingham en un plano
inclinado.

Debido a que la fuerza externa f simula ser la gravedad, esperamos que el material
fluya bajo los efectos de esta fuerza y la condicién de ingreso yp.

En la Figura (4.7) observamos las capturas del nivel ¢(z,t) = 0.5 de la ecuacion de
transporte. Estas capturas representan el subdominio del fluido de Bingham en diferentes
tiempos. Notamos que el fluido se desplaza sobre el plano inclinado, hacia la direccién
(0, —1)T por los efectos de la fuerza externa f. El subdominio del fluido adopta una
curvatura de t = 2.4 a t = 3.6, es decir, el fluido se estd conteniendo antes de t = 2.4 y
luego cede en t = 3.6. Este comportamiento es diferente a lo que esperariamos de un fluido
newtoniano, como veremos mas adelante en la seccién 4.3, para el caso del desplazamiento
del agua.
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(a) Q(t) en t = 1.2 (b) Q(t) en t = 2.4

(c) Qt) ent =3.6 (d) Q(t) ent =4.8

(e) Qt)ent =06 (f) Q(t) ent =172

Figura 4.7: Subdominio del fluido. Experimento de Bingham en un plano inclinado

Por otro lado, en la Figura (4.8) podemos observar las capturas de la magnitud de
la velocidad del fluido de Bingham en diferentes tiempos. La velocidad toma los valores
mas altos cerca de la frontera libre, mientras que decrece cerca del plano inclinado por
la condicién antideslizante en T'5. En la frontera de ingreso I'f,, notamos que existe una
tasa de ingreso constante, impuesta por la condicién de frontera en I'¥.. Observamos que
la velocidad disminuye en t = 2.4 y luego aumenta en ¢t = 3.6.
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(a) y(z,t)ent =1.2 (b) y(z,t) ent =24

(c) y(z,t) ent =3.6 (d) y(z,t) ent = 4.8

el

1K1
I

\

(e) y(z,t)ent =6 (f) y(z,t) ent =72

Figura 4.8: Velocidad del fluido. Experimento de Bingham en un plano inclinado.

En las capturas de la Figura 4.9 presentamos la presién del fluido en diferentes tiempos.
Notamos que los valores de la presién decrecen a medida que el fluido se desplaza en el
plano inclinado. Observamos que la presiéon toma valores positivos en la parte superior
del fluido, en contraste con la parte inferior donde la presion es negativa.
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(a) p(z,t) ent = 1.2 (b) p(x,t) ent =2.4

(c) p(x,t) ent = 3.6 (d) p(x,t) ent =4.8

(e) p(z,t) ent =6 (f) p(z,t) ent = 7.2

Figura 4.9: Presiéon del fluido. Experimento de Bingham en un plano inclinado

Con el fin de analizar la dinamica del fluido, tomamos una particula cerca de la frontera
libre y el plano inclinado (ver Figura 4.10). Seguimos la trayectoria de dicha particula
durante el tiempo. Asi, en el Cuadro 4.2 presentamos la velocidad y presién de esta
particula de fluido. Notamos que la componente horizontal de la velocidad aumenta en el
tiempo, mientras que la componente vertical oscila (aumenta y disminuye) en el tiempo.
Notamos que como la particula se encuentra cerca de la frontera libre, la presién decrece
a lo largo de tiempo (ver Cuadro 4.2).
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Figura 4.10: Trayectoria de una particula de fluido. Experimento de Bingham en un plano

inclinado
] Tiempo \ Posicién \ Velocidad Presion ‘
t=12 | z=(0.50,0.70) | y(z,t) =(0.82,—1.31) | p(z,t) = —14.54
t=24 | z=(1.10,0.27) | y(x,t)=(1.43,—-1.31) | p(z,t) = —41.20
t=36 | z=(1.70,—-0.26) | y(z,t) = (1.41,—1.71) | p(x,t) = —48.12
t=4.8 | x =(2.45,-0.28) | y(z,t) = (1.71,—-1.01) | p(x,t) = —62.20
t=6.0 | x=(3.15,-0.61) | y(z,t) = (1.76,—1.67) | p(x,t) = —82.41
t=72|z=(3.80,-0.71) | y(z,t) = (1.73,—1.21) | p(x,t) = —102.93

Cuadro 4.2: Posicién, velocidad y presion de una particula de fluido cerca de la frontera
libre. Experimento de Bingham en un plano inclinado.

En las capturas de la Figura (4.11), presentamos los conjuntos activos e inactivos
en diferentes tiempos. Las zonas negras corresponden a la parte del fluido donde éste se
comporta como liquido, mientras que las zonas grises pertenecen a las zonas que muestran
comportamiento sélido. En estas capturas notamos la distinciéon de las zonas solidas-
liquidas. El fluido tiene un comportamiento sélido cerca de la frontera de ingreso y empieza
a remarcarse a medida que pasa el tiempo, mientras que en la mayor parte de la masa del
fluido se observa un comportamiento liquido.
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(a) Ay(t) y Z,(t) en t = 1.2 (b) A, (1) y Z,(t) en t = 2.4

(c) Ay(t) y Z,(t) en t = 3.6 (d) Ay(t) y Zy(t) en t = 4.8

() Ay(t) y Zy(t) en t = 6 (f) Ay(t) y Zy(t) en t = 7.2

Figura 4.11: Conjuntos activos A, (t) (negro) e inactivos Z,(t) (gris). Experimento de
Bingham en un plano inclinado

En lo que se refiere al desempeno numérico del método combinado, el tiempo de eje-
cucion del experimento de Bingham en un plano inclinado fué de 1h:13min:7s. El ntimero
promedio de iteraciones del método Newton-Semismooth para este experimento fue de
15 iteraciones. En el Cuadro 4.3 presentamos las iteraciones y los residuos asociados al
método de Newton-Semismooth para el tiempo final ¢ = 7.2. En la Figura 4.12 observa-
mos el decrecimiento de los residuos del método de Newton-Semismooth, correspondiente
al tiempo t = 7.2.
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Tteraciones | [0yhlliz@,? | 199 ezo, 2 | 19P 220
1 1.288 x 107! | 7.065 x 10! 1.201 x 10!
2 5.073 x 10~ | 4.433 x 10! 9.560 x 10*
3 2203 x 107 | 2.112 x 10t 4.713 x 10!
4 1.294 x 1071 | 1.156 x 10! 2.548 x 101
5 6.344 x 1072 | 6.011 x 10° 1.315 x 10°
6 3.459 x 1072 | 3.510 x 10° 7.390 x 109
7 3.086 x 1072 | 2.137 x 10° 5.380 x 109
8 1.663 x 1072 | 2.754 x 10° 3.410 x 109
9 1.024 x 1072 | 1.275 x 10° 2.223 x 109
10 5139 x 1073 | 5.735 x 1071 | 1.098 x 10°
11 2.835 x 1072 | 3.040 x 10° 2.473 x 109
12 6.408 x 1073 | 8.759 x 10° 7.059 x 109
13 2.946 x 1073 | 4.341 x 10° 3.498 x 10Y
14 1.411 x 1073 | 2.124 x 10° 1.725 x 10°
15 5767 x 1074 | 9.211 x 107 | 7.434 x 1071
16 1.603 x 1074 | 2.840 x 107+ | 2.283 x 1071
17 1.554 x 107° [ 3.309 x 1072 | 2.656 x 1072
18 1.759 x 1077 | 4.488 x 10~* | 3.602 x 10~*
19 3.136 x 10712 | 7.822 x 1078 | 6.249 x 108

Cuadro 4.3: Iteraciones y residuos del método de Newton-Semismooth en ¢ = 7.2. Expe-
rimento de Bingham en un plano inclinado

Residuos
5]
T
|

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19
Iteraciones

Figura 4.12: Norma de H (oy%, o, oprll) HLQ(Qk)zxLQ(Qk)zxzxLQ(Qk) para t = 7.2. Método de

Newton Semismooth. Experimento de Bingham en un plano inclinado.

Consideramos importante analizar la relacion del desplazamiento del fluido con res-
pecto al tiempo, debido a que un fluido de Bingham puede modelar fenémenos naturales
como desplazamientos de lava volcénica (ver [7]) o caida de avalanchas (ver [18]), don-
de podemos estimar el tiempo de evacuacién de una poblaciéon aledana. Consideramos la
particula descrita en la Figura (4.10) y Cuadro (4.2) y analizamos su desplazamiento en el
plano inclinado con respecto al tiempo. En la Figura 4.13 presentamos el desplazamiento
de esta particula con respecto al tiempo, cuya relacién permitiria estimar la velocidad
media del avance del fluido.



87

Desplazamiento (sin dimensiones)

0 | | | | | |
2 3 4 5 6 7
Tiempo (sin dimensiones)

Figura 4.13: Desplazamiento del fluido de Bingham respecto al tiempo. Experimento de
Bingham en un plano inclinado

4.2.2. Fluido de Bingham en una tuberia.

En la industria petrolifera, alimentaria y energética, los fluidos no newtonianos son
ampliamente utilizados y su transporte en tuberias puede ser muy costoso (e.g. [30, 34]).
Por este motivo, el experimento de esta seccién tiene el objetivo de analizar como actia el
limite elastico en un fluido de Bingham al momento de distinguir las zonas sélidas-liqui-
das. Un fluido de Bingham se comporta como un liquido cuando supera el limite elastico,
caso contrario tiene un comportamiento sélido.

En esta seccién, analizamos la velocidad, presion, distincién de zonas sélidas-liquidas
y tiempo de desplazamiento de un fluido de Bingham en una tuberia.

A continuacion, explicamos la configuracién del experimento de esta seccion. Con-
sideramos una seccion transversal de una tuberia como se ilustra en Figura 4.14. Asi,
podremos simplificar un problema tridimensional en uno bidimensional. Proponemos esta
simplificacién por el costo computacional en simular este tipo de problemas que involucran
sistemas a gran escala.
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/ § Irf\ Tuberia
H [

Figura 4.14: Seccion transversal de una tuberia

A lo largo del tiempo y de manera constante, se va inyectando fluido en una tuberia
que cambia de grosor. La configuracion de este expermiento es similar al experimento
realizado en [1], p.g. 144, el cual trata un problema estacionario y supone que el fluido
ocupa totalmente el espacio de la tuberia. El experimento de esta seccién es diferente
pues corresponde a un problema de frontera libre donde el fluido va ocupando el espacio
dentro de la tuberia.

En el Cuadro 4.4, mostramos los parametros del experimento de esta seccion

Significado Notacién Cantidad
Tamano de paso espacial h 15 x 1072
Tamaifio de paso temporal T 1072
Tiempo final de simulacién T 6.4
Tamano de paso subtemporal T 1073
Tiempo final de reinicializacién T 1072
Tensién superficial S 0.5
Viscocidad I 1

Fuerza externa f 0,0)T
Limite elastico g 5
Pardmetro de regularizacién de Tikhonov v 103
Tolerancia de Newton-Semismooth to 107°
Pardmetro de regularizacién de presién 0 107°
Grosor de la frontera € 5% 107°

Cuadro 4.4: Cantidades para el experimento de Bingham en tuberia.

Como antes, consideramos una condicién de tensién superficial en la frontera libre I'%.,
condicién de ingreso constante en I'%) v condicién antideslizante en TE. En la Figura 4.15
podemos localizar las fronteras del subdominio del fluido €2;.
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L8]] u 233

Figura 4.15: Ubicaciéon de las fronteras del subdominio 2

En la Figura 4.16 podemos observar la localizacién de las fronteras del dominio compu-

tacional ©.

(1B '1 =

Figura 4.16: Ubicacién de las fronteras del dominio computacional ©

Imponemos las siguientes condiciones de frontera:

wpm (U)o (W),

YD,2
_( You _ 0
=) = (0)
en T'% v T'F respectivamente.

Suponemos que la fuerza de gravedad es perpendicular a la seccién de tuberia (ver
Figura 4.14), por esta razén podemos considerar:

0
—(9).
Esperamos que el material se llene debido a la condicién de ingreso y,, en T'%.

Las capturas de la Figura (4.17) corresponden al nivel ¢(z,y) = 0.5 de la funcién de
transporte, que representa el subdominio del fluido de Bingham en diferentes tiempos.
Observamos que el fluido va ocupando paulatinamente el espacio dentro de la tuberia
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debido a la condicién de ingreso yp en la frontera T'%. El transporte del fluido se acelera
cuando éste empieza a llenar la parte estrecha de la tuberia. Este comportamiento se debe
a dos factores: el aumento de la velocidad y el cambio de presion en el subdominio del
fluido entre las partes angosta y estrecha de la tuberia.

(a) Q(t) ent =1.2 (b) Q(t) ent =24

(c) Qt) en t = 3.6 (d) Q(t) en t = 4.8

(e) Qt)ent =06 (f) Q(t) ent =72

Figura 4.17: Dominio del fluido. Experimento de Bingham en una tuberia

En la Figura (4.18) podemos apreciar las capturas de la magnitud de la velocidad del
fluido de Bingham para diferentes tiempos.
La velocidad toma los valores mas altos en la frontera libre del subdominio del fluido,
mientras que decrece cerca de las paredes de la tuberia, debido a la condicién antidesli-
zante. Cuando el fluido llena la parte ancha de la tuberia y empieza a desplazarse a la
parte estrecha, notamos un aumento en la magnitud de la velocidad. Esto se debe a la
diferencia de presién en el subdominio entre la parte ancha y angosta de la tuberia. Es
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decir, la presién toma valores mayores (positivos) cuando el fluido estd desplazdndose en
la parte ancha, y menores (negativos) cuando se encuentra en la parte angosta, causan-
do un aumento de la velocidad en el subdominio del fluido. Este comportamiento de la
presion lo mostramos en las capturas de la Figura 4.19

i 1
' ,'.

(a) y(x,t) en t = 1.2 (b) y(z,t) en t =24
1 1
| |

(c) y(z,t) ent = 3.6 (d) y(x,t) en t = 4.8

™ - P
=l -] |

L

(e) y(x,t) ent =6.0 (f) y(z,t) ent =64

Figura 4.18: Velocidad del fluido. Experimento de Bingham en una tuberia
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(a) p(x,t) ent =1.2 (b) p(z,t) ent =24

(c) p(z,t) ent = 3.6 (d) p(z,t) ent =4.8

(e) p(x,t) ent = 6.0 (f) p(z,t) ent = 6.4

Figura 4.19: Presion del fluido. Experimento de Bingham en una tuberia

Nuevamente, seguimos la trayectoria de una particula de fluido que se encuentra cerca
de la parte central de la frontera libre (ver Figura 4.20). En el Cuadro 4.5 presentamos la
velocidad y presion de esta particula de fluido. La componente horizontal de la velocidad
aumenta en el tiempo, mientras que la componente vertical permanece constante igual
a cero. La componente horizontal de la velocidad tiene un incremento mas notorio entre
los tiempos t = 4.8 y t = 6.0 debido a la diferencia de presiéon entre la parte estrecha y
angosta de la tuberia. Notamos que, como la particula se encuestra cerca de la frontera
libre, la presién decrece a lo largo de tiempo (ver Cuadro 4.5).
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Figura 4.20: Trayectoria de una particula de fluido. Experimento de Bingham en una
tuberia

‘ Tiempo ‘ Posicién ‘ Velocidad ‘ Presién ‘
t=12 | x=(0.4,1.5) | y(z,t) = (1.12,0) | p(z,t) = —5.710
t=24 | x=(1.1,1.5) | y(z,t) = (0.85,0) | p(x,t) =—9.831
t=3.6 | x=(1.7,1.5) | y(z,t) = (0.70,0) | p(x,t) = —15.32
t=48 | x=(2.2,1.5) | y(z,t) = (1.14,0) | p(z,t) = —27.90
t=6.0 | x=(3.2,1.5) | y(z,t) = (1.25,0) | p(x,t) = —146.21
t=64 | x=(3.6,1.5) | y(z,t) = (1.29,0) | p(x,t) = —173.17

Cuadro 4.5: Posicién, velocidad y presion de una particula de fluido cerca de la frontera
libre. Experimento de Bingham en una tuberia.

En la Figura 4.21 presentamos los conjuntos activos e inactivos en diferentes tiempos.
Las zonas negras representan la parte del fluido donde éste se comporta como liquido y
las zonas grises son donde el fluido se comporta como sélido. En estas capturas notamos
la distincion de las zonas sélidas-liquidas. Al momento en el que se llena totalmente la
parte ancha de la tuberia, el fluido rompe el limite elastico y aumenta la velocidad en
direccion de la parte angosta de la tuberia. Notamos que el fluido se comporta como
s6lido en la zona de ingreso de fluido, en las paredes de la parte ancha y en la parte
central de la parte angosta de la tuberia. Observamos que, una vez que el fluido ocupa
el dominio computacional ©, su comportamiento es similar al experimento “Flow in a
bounded channel” realizado en [1], seccién 5.7.6, p.g. 144.
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(a) Ay(t) y Z,(t) en t = 1.2 (b) A, (1) y Z,(t) en t = 2.4

(c) Ay(t) y Z,(t) en t = 3.6 (d) Ay(t) y Zy(t) en t = 4.8

(e) Ay(t) y Z,(t) en t = 6.0 (f) Ay(t) y Zy(t) en t = 6.4

Figura 4.21: Conjuntos activos A, (t) (negro) e inactivos Z,(t) (gris). Experimento de
Bingham en tuberia.

Con respecto al desempeno numérico del método combinado, el tiempo de ejecucion
del experimento de Bingham en un tuberia fué de 44min:21s. El nimero promedio de
iteraciones del método de Newton-Semismooth fué de 14 iteraciones. En el Cuadro 4.6
presentamos las iteraciones y los residuos asociados al método de Newton-Semismooth
para el tiempo final ¢ = 6.4. En la Figura 4.6 mostramos el decrecimiento de los residuos
del método de Newton-Semismooth, en el cual podemos observar el érden de convergencia
del método, similar al experimento realizado en [1], seccién 5.7.3, p.g. 145.



Tteraciones [ [y [z, 2 | 109 2my > | 197K T2 ]

1 2.760 x 1071
2 1.063 x 10°

3 5.825 x 107!
4 3.059 x 107!
5 1.415 x 107!
6 6.518 x 1072
7 7.033 x 1072
8 3.528 x 1072
9 1.949 x 1072
10 1.163 x 1072
11 4.875 x 1073
12 3.184 x 1073
13 1.673 x 1073
14 9.885 x 1074
15 4.071 x 1074
16 8.942 x 1075
17 1.902 x 10~°
18 1.133 x 1076
19 2.413 x 1078

1.060 x 102
5.548 x 10!
2.766 x 10!
1.410 x 10!
7.798 x 10°
4.109 x 10°
3.074 x 10°
1.497 x 10°
8.263 x 101
1.550 x 10°
7.604 x 1071
4.170 x 107!
2.060 x 10"
1.008 x 107!
4.312 x 1072
1.169 x 1072
1.867 x 1073
1.670 x 10~*
2.248 x 1076

1.292 x 10!
1.492 x 102
7.510 x 10*
3.751 x 10!
2.028 x 10!
1.051 x 10*
7.481 x 10°
3.735 x 10°
2.068 x 10°
7.175 x 10°
3.533 x 10°
1.726 x 10°
9.526 x 101
4.897 x 107!
2.043 x 101
5.613 x 1072
9.025 x 1073
4.202 x 1074
1.072 x 107°
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Cuadro 4.6: Iteraciones y residuos del método de Newton-Semismooth en ¢ = 6.4. Expe-

rimento de Bingham en una tuberia.

Residuos
3
T

Figura 4.22: Norma de || (0}, dqf, 6pf )

9 10 11
Iteraciones

HLQ(Qk)2><L2(Qk)2X2><L2(

Newton-Semismooth. Experimento de Bingham en una tuberia.

o) Para t = 6.4. Método de

En el Cuadro 4.23 presentamos la relacién del desplazamiento horizontal respecto al
tiempo de la particula de fluido descrita en la Figura (4.20) y Cuadro (4.5). Notamos que
el desplazamiento es mayor cuando la particula llega a la zona angosta de la tuberia (a

partir del tiempo t = 4.8).
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Desplazamiento horizontal (sin dimensiones)
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Tiempo (sin dimensiones)

Figura 4.23: Desplazamiento horizontal respecto al tiempo del fluido de Bingham en una
tuberia.

4.3. Validacion de la metodologia para el caso new-
toniano

En esta seccion, validamos nuestra metodologia para simular fluidos de frontera libre
mediante un experimento de una masa de agua desplazandose en un plano horizontal por
el efecto de la gravedad, llamado “collapsing water column” (ver [25]). El desplazamiento
de agua es modelado mediante las ecuaciones de Navier-Stokes de frontera libre como en
[25] p.g. 26. El experimento numérico considerado en [25] p.g. 26, utiliza una modeliza-
ciéon de conjuntos de nivel de dos fases. Reproducimos el mismo experimento, usando el
modelizacién de conjuntos de nivel de una sola fase, cuyo desarrollo y tratamiento son
analogos a la seccion 4.1.

Aligual que el caso de Bingham, el modelo de Navier-Stokes de frontera libre considera una
condicién de tension superficial en la frontera libre. Con respecto al tratamiento numérico
de las ecuaciones de Navier-Stokes, consideramos un esquema de resoluciéon mediante la
técnica de desacoplamiento de paso intermedio de Chorin (ver [25]), pues consideramos
que esta técnica acelera el calculo de la velocidad y presion del fluido.

En lo que respecta al célculo del dominio mévil, usamos las mismas técnicas de esta-
bilizacion y reinicializacion que fueron explicadas en el capitulo anterior.

4.3.1. Modelo de Navier-Stokes de frontera libre

En esta seccién describimos el tratamiento de las ecuaciones de Navier-Stokes de fron-
tera libre. Consideramos €(t) C R? con frontera tipo Lipschitz I'(t) := 09Q(t). Suponemos
que la densidad y la viscocidad del fluido son constantes a lo largo del tiempo y que la
frontera del dominio I' se divide en dos partes disjuntas: I'g(t) que es la parte de frontera
por donde se desplaza el fluido (condicién antideslizante) y I'r(t) que representa la fron-
tera libre del fluido. Por lo tanto, I' = I'g W I'f.
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Las ecuaciones incompresibles de Navier Stokes de frontera libre c.f.[25], estdn dadas
de la siguiente manera:

(p0iy () = =Vp(t) + Div(uo(t) + pf(t), en Q(t) x [0, 7],
V-y(t) =0, en Q(t) x [0,T7,
(NS) < y(t) =0, en [y(t) x [0,T7,
oot - = ¢Kn, en I'p(t) x [0,T],
L¥(0) =y, en Q(0),

donde y denota el campo de velocidad, p la presion, p la viscocidad, p la densidad y f la
fuerza externa. El tensor de stress es dado por o(t) := Vy(t) + {Vy(t)}T y

dy(t) = 0(y(@)) + (y(t) - V)y(t). (4.1)

Observacion. En el caso del modelo de Bingham, estudiado en el capitulo 1, no consi-
deramos el término convectivo (y(t) - V)y(t).

Adicionalmente, la condicién de tension superficial en la frontera libre I'r es dada por
el tensor de stress o,y = —pl 4+ po, donde ¢ es el coeficiente de tension superficial y n
representa el vector normal exterior a I'p(t).

Analogo al capitulo 1, proponemos una formulacién cuasiestética del problema (INS). Asi,
el término 0,y es aproximado por un esquema de diferencias 0,y ~ y’““T—fy" luego de una
discretizacién uniforme del espacio temporal 0,7, donde y,.; = y(tit1), yr = y(tx)
y 7 es el paso de discretizacién temporal. A continuacion, presentamos la formulacién
cuasiestatica usando el esquema de discretizacion de Euler explicito:

(p (yk—“fyk) = =p (Y- V) ¥y = Vo + Div(uor) + pfi,  en €y,

V¥ =0, en i,

(NS)kJrl \ Vi1 =0, o Fg,
Orot - = ¢Kny, o F%'

L¥(0) = ¥o, en ),

La razén de utilizar el esquema de Euler explicito en la formulacién cuasiestatica, es
que éste permite desarrollar la busqueda de paso intermedio del método de Chorin (ver
[25]), como lo veremos mas adelante.

Consideremos nuevamente los siguientes espacios funcionales:

XFi={veH' (%) :v=0enT}},
YF:={veH (Q):divv=0,v=0en Ik}

Sea v € Y* multiplicando la primera ecuacién de (INS) 41 DOr Vv e integrando sobre
), tenemos que:

/ p(M>de:_p/ (yk-V)ykvdx—i—/ DivaTotvdx—i—/ pfy v dz.
Qe T Q. Qp 7%

(4.2)
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Por el teorema de integracién por partes, se sigue que:

/ Divorgv de = —/ po :e(v) d:p+/ p div(v) dx
Qp Qp

Q
—1—/ JTot-nvdS—l—/ OTot -V dS. (4.3)
T rg
Como v € Y* entonces div(v) = 0y v .= 0 en I'}. Por esta razén, los términos

ka p div(v) dx y fr’g oret -1 v dS se anulan en la ecuacion (4.3). Considerando ademads la

condicién de frontera: 7o -n = cKny, en 'Y, y la identidad (4.3), tenemos que la ecuacién
(4.2) se convierte en:

/p(M) vdr = _p/ (yk~V)ykvdx—/ po :e(v) dx
Qk T Qk: Qk

—I—/ cKny v dS +/ pfi v dz, (4.4)
r

Qp
Para la resolucién numérica de (4.4) usamos el método de proyecciéon de Chorin (ver
[25] p.g. 10), el cual es un esquema eficiente y ampliamente usado para la resolucién de
las ecuaciones incompresibles de Navier-Stokes. Partimos de la formulacién cuasiestatica,
luego calculamos la solucién y, ., en el tiempo #;41, usando dos pasos intermedios, como
describimos a continuacién.

k
F

para todo v € Y*

Segun [25], primero, calculamos una velocidad intermedia y* que no tiene la propiedad
de divergencia libre. Segundo, obtenemos la correccién Vp; de la velocidad intermedia,
mediante la resolucién de una ecuacién de Poisson para la presién, que da lugar a una
velocidad con divergencia libre y; ;. La idea del método de proyeccién de Chorin es tratar
la presion de manera implicita.

Segun [25], la velocidad intermedia y* estd dada como solucién de la siguiente ecuacion:

*_ 1
/ (y Yk) vdr — _/ (yk.V)ykvdx——/ po :e(v) dx
O T Qp P Qp

1
—l—;/ sKny v dS +/ fi, v dx. (4.5)
r

Q
La ecuacién (4.5) tiene el término convectivo ka (yx - V)y, v dz, proveniente de
la ecuacién (4.1). En esta ecuacidn, la presién desaparece debido a que la tratamos de
manera implicita. Asi, podemos rescribir las ecuaciones de Navier-Stokes de la siguiente
forma integral:

k
F

+ = 0, 4.6)
T p
4

6
V¥ = 0. (4.7)

Luego, aplicando el operador divergencia a la ecuacién (4.6), multiplicando por (—1)
y utilizando la condicién (4.7) llegamos a la siguiente ecuacién de Poisson:

—V-(ivm) - _V.y" (4.8)
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Ademas, obtenemos condiciones de frontera para la ecuacién de Poisson, proyectando la
ecuacién (4.6) en la normal exterior a la frontera del dominio:

Opr _ P
on I - T( Yk+1) n. (4'9)

Siimponemos que y* =y, en I’y , luego obtenemos condiciones de frontera tipo Newman
homogéneas para la presion:

Opy,

8_1’1 0, €n Fk (410)

Si resolvemos la ecuacién (4.8) con la condicién de frontera (4.10), encontramos una
solucién que no es unica. Sin embargo, si fijamos una condicién adicional:

/ pr dx =0, (4.11)
Qf

entonces aseguramos la unicidad de la solucién.

Multiplicando la ecuacién (4.8) por r € L? (€,) e integrando sobre €2 tenemos que:

—/ V~(ZVpk>rd:c: —V . .y" rdx
Qp p Q

& Z/ Vkardx—z %rdS:— V-y*rdx. (4.12)

Considerando la condicién de frontera (4.10) en la ecuacién (4.12), obtenemos lo si-
guiente:

; Vpr Vrde = —/ V-y*rdx, (4.13)
Q

Qp

para todo r € L* ().

Para obtener unicidad de la presion, proponemos incorporar un término o ka prr dx
con ¢ > 0 suficientemente pequeno (asociado a la condicién (4.11)) en la ecuacién de
Poisson (4.13), de la siguiente forma:

T Vpr Vr dz + Q/ pr de = — V.y*rdx. (4.14)
P Jaoy Qe Qe

Finalmente, obtenemos la correccién de la velocidad intermedia y* y encontramos la
velocidad y;,,; (con la propiedad de divergencia libre) de la siguiente manera:

/ Vit1 de—/ y,gvclyc—Z Vpr v dz, (4.15)
Qs Q P Joy

para todo v € Y*.
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Algoritmo de Chorin y conjuntos de nivel para las ecuaciones de Navier-Stokes

(Ch-LS)

A continuacion, proponemos un esquema de resolucion de las ecuaciones de Navier-Stokes
7
que combina el método de Chorin y el método de conjuntos de nivel de una sola fase.

Consideramos un dominio computacional © C R?, que representa el espacio geométri-
co por donde se desplaza el fluido en un intervalo de tiempo [0,7] y denotamos ;1
como el subdominio que representa la masa del fluido, y, la velocidad y pj la presién del
fluido definidas en el subdominio €_;. Ademds nos referimos a V" y Q" como espacios
de dimensién finita de H*(Qy) v L?(Q%), respectivamente (ver p.g. 30).

Calculamos el nuevo subdominio del fluido €, posteriormente la velocidad y% “ay
presién pf, como sigue:

s Calculo del subdominio

1. Hallamos la funcién de transporte ¢}, y consecuentemente, el nuevo subdomi-
nio Q, la frontera 9, la frontera antideslizante I'% y la frontera libre I'¥.,
exactamente igual que para el caso de Bingham, descrito en la seccién 4.1, p.g.
74-75.

= Calculo de la velocidad y presién

1. En el subdominio Q, extrapolamos y? en (U
h h
Yklﬂk—1 - Yk’Qk’

2. Encontramos y* resolviendo la siguiente ecuacién, mediante el método de ele-
mentos finitos:

Y - vi h h 1
—|vdr = — (yp - V)yivde—= [ po:e(v)de
o T Q. P Jqy

1
+—/ sKnyv dx + fi'v dz.
P Jrk, Qe

para todo v € V.

3. Hallamos pf!, resolviendo la siguiente ecuacién mediante el método de elementos
finitos:

- VpZVrd:erg/ prirdr = —/ V.-y'rdz,
p Qp Qy, Qp

para todo r € Q" y o > 0 suficientemente pequefio.

4. Habiendo hallado pf!, calculamos y,_, de la siguiente manera:

/ yZHV dr = / yiv dr — Z/ Vplv dz, (4.16)
o Q P Jo,

para todo v € V.
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5. Calculadas la velocidad y? 41 Y presién i 41, las extendemos por 0 hacia el do-
minio computacional ©, es decir:

YZ+1|Qk — YZ+1|6’
pZ-i—l‘Qk — pZ-i-l‘@

y volvemos al Calculo del subdominio.

Observacién. En la aproximacion de las ecuaciones de Navier-Stokes mediante el método
de Chorin, utilizamos los mismos elementos finitos del Taylor-Hood (V" Q") = ((X%)2, XN
L3(S%)), descritos en la seccién 2.1.1.

4.3.2. Experimento de validacién “collapsing water column”

El experimento que presentamos en esta seccion es un ejemplo clasico de un problema
de frontera libre, estudiado en [27] y denominado “collapsing water column”. En este ex-
perimento se trata de simular numéricamente la caida de una cantidad de agua contenida
en un reservorio. Analizamos el desplazamiento del fluido respecto al tiempo.

En un tiempo inicial, la compuerta de un reservorio se abre de manera instantanea y

deja fluir el agua por el efecto de la gravedad. Con la finalidad de simplificar el problema,
consideremos una seccién transversal del reservorio, como se ilustra en Figura 4.24.

Gravedad

4

L Agua Contenida

Figura 4.24: Seccion transversal del reservorio

Simulamos el experimento “collapsing water column” usando el algoritmo de Chorin y
conjuntos de nivel que presentamos en la seccion anterior. Este algoritmo combina el
esquema de resolucién de las ecuaciones de Navier-Stokes mediante el método de paso
intermedio de Chorin y el método de conjuntos de nivel de una sola fase. Posteriormente,
comparamos nuestros resultados numéricos con la simulacién realizada por R. Groce et
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al, c.f. [25], y con las mediciones experimentales del trabajo de R. Martin y J. Moyce [27].

Reconstruimos la configuracion del experimento de validacion. De esta manera, con-
sideramos un dominio computacional rectangular y dividimos la frontera del dominio
computacional en dos partes disjuntas: 1y la parte donde el fluido se desplaza y Ty
la parte donde no hay flujo de fluido. El dominio computacional y la ubicacién de sus
fronteras estan ilustrados en la Figura 4.25.

"
{0 N.O035TIRY I N (U220, OAEN TS

1, e Ta

{0 '-I (k2288 0
1]

Figura 4.25: Ubicacion de las fronteras del dominio computacional ©. Experimento “co-
llapsing water column”.

En la frontera I'f del subdominio §2;, que tiene contacto con Ty del dominio computacio-
nal (ver Figura 4.26), consideramos condiciones de frontera del tipo Dirichlet homogéneas
(antideslizantes) para la velocidad.

(0, (LORST2S) (1 2ZRE, (LOHST2E)

K ;
F 2y r" L g 0sT2s

(L1 l",n;- {2286, 1)
1]

0, B5TI5

Figura 4.26: Ubicaciéon de las fronteras de subdominio 2. Experimento “collapsing water
column”.

En el tiempo inicial, la cantidad de agua contenida en el reservorio tiene una altura y
un ancho iguales de 0.05715 y esta localizada al lado derecho del reservorio como se puede
observar en la Figura 4.26. Notemos que en este experimento no hay ingreso de fluido y
se espera que el agua se desplace horizontalmente debido a la fuerza externa f.

En el Cuadro 4.7 presentamos los parametros adimensionales que usamos en este
experimento.
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Parametros ‘ Constantes
Tamano de paso espacial h 1073
Tamano de paso temporal 7 1073
Tiempo final de simulacion T’ 2.5

Tamano de paso subtemporal 7 1074
Tiempo final de reinicializacion T |10°3
Viscocidad p 1.002 x 1073
Densidad p 9.982 x 10?
Tensién superficial o 0.5

Fuerza externa f (0; —9.8)T
Grosor de la frontera ¢ 5x107°

Cuadro 4.7: Parametros adimensionales del experimento “collapsing water column”

Utilizando el Algoritmo Ch-LS, introducido en la seccién anterior, simulamos el
experimento “collapsing water column”. Asi, en las capturas de la Figura 4.27 observa-
mos el subdominio del fluido y su cambio en el tiempo. En estas capturas observamos la
evolucién de la frontera libre del agua. Notamos que el comportamiento del agua (fluido
newtoniano) es diferente al experimento del fluido de Bingham en un plano inclinado,
presentado en la seccion 4.2.1.

La simulacién realizada por R. Groce et al. (ver [25]) se muestra en las capturas
de la Figura 4.28. Debido a que consideramos parametros adimensionales, realizamos una
comparacién cualitativa con los experimentos numéricos presentados en [25]. Notamos que
la deformacién de la masa de agua (ver Figura 4.27) usando nuestra metodologia es similar
al experimento realizado en [25] (ver Figura 4.28) y corresponde a un comportamiento
usual de este fluido.
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(a) Q(t) ent=0

(b) Q(t) ent =0.1

(c) Q(t) ent =0.2

Figura 4.27: Subdominio del fluido. Experimento “collapsing water column”
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(a) Q) ent=0

(b) Q(t) ent =0.1

(c) Q(t) ent=0.2

Figura 4.28: Reimpresion de la simulacién realizada por R. Groce et al, c.f. [25]. Experi-
mento “collapsing water column”

En las capturas de la Figura 4.29 presentamos la velocidad del fluido en diferentes
tiempos. Notamos que la magnitud de la velocidad aumenta en direccion a la frontera
libre y decrece cerca de las paredes de reservorio. Este comportamiento es el esperado

debido a la influencia de la fuerza externa f (gravedad) y la condicién antideslizante en
Tk,
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Mizgnsud

I.E

(a) y(z,t) en t = 0.01

Iekagrisi

:ul;

(b) y(z,t) ent = 0.1

Kiagnisud

:HI;

(c) y(x,t) ent =0.2

Figura 4.29: Velocidad del fluido. Experimento “collapsing water column”

El experimento “collapsing water column” no considera ingreso de fluido y por lo tanto
el area del subdominio inicial debe mantenerse constante. En el Cuadro 4.8 presentamos
el drea del subdominio () para diferentes tiempos. Notamos que el area del subdominio
disminuye por un efecto de disipacion, no obstante, ésta se mantiene controlada por el
proceso de reinicializacion.
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Tiempo Area del subdominio €(t)
t=0 3o(t) = 3,463 x 102
t=5x10"2  §4(t) = 3,439 x 1073
t=10x10"2 5,(t) = 3,269 x 10~
t=15x 102 4(t) = 3,154 x 1073
t =20 x 1072 (5¢(t) = 3,136 x 1073

Cuadro 4.8: Area del subdominio §2j. Experimento “collapsing water column”

En lo que respecta al desempenio numérico del método de Chorin y conjuntos de nivel,
el tiempo de ejecucién del experimento “collapsing water column” fué de 1:min:38s.

En los graficos de la Figura 4.30, presentamos los desplazamientos del agua respecto a
los ejes horizontal y vertical (linea roja) utilizando el Algoritmo Ch-LS de la pagina 100.
La tendencia del desplazamiento del fluido estda en concordancia con la simulacién pre-
sentada en [25] (linea negra) y los datos experimentales de [27] (puntos o); sin embargo,
existen diferencias con el experimento real debido a que no tenemos una sincronizacion
exacta de la configuracién inicial.
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Figura 4.30: Resultados numéricos (linea roja) comparados con simulacién de [25] (linea
negra) y datos experimentales de [27] (puntos o).

El experimento de validacién ha permitido constatar que la metodologia propuesta es
adecuada para simular fluidos de frontera libre. La validacion realizada en esta seccion
es cualitativa mas no cuantitativa por no poder ajustarnos totalmente a la configuracion
inicial del experimento. Sin embargo, el comportamiento del fluido es el esperado. Mo-
tivados en aquello, confiamos que la metodologia propuesta en esta tesis es una buena
eleccion para simular fluidos de frontera libre, en particular fluidos tipo Bingham.



Capitulo 5

Conclusiones y Recomendaciones.

El modelo propuesto en esta tesis describe un fluido de Bingham de frontera libre me-
diante una aproximacion cuasiestatica. Primero deducimos una desigualdad variacional y
un problema de optimizacion asociado a cada subproblema del problema cuasiestético.
Luego, mediante la teoria de la dualidad, pudimos establecer el sistema de optimalidad
de un problema regularizado, el cual converge al problema original de Bingham. El aporte
de este estudio, a diferencia del desarrollado en [1], es la incorporacién de una condicién
de tension superficial en la frontera libre. Hemos caracterizado la solucién del problema
de Bingham como la solucién de un sistema de ecuaciones usando un multiplicador de
diferenciacion de zonas sélidas-liquidas.

Introducimos los elementos finitos de Taylor-Hood para establecer el esquema de apro-
ximacién de las ecuaciones de momento y continuidad del fluido de Bingham. La utiliza-
cién de este tipo de elementos finitos nos permiten verificar la condicion de Ladyzhenskaya-
Babuska-Brezzi, la cual garantiza la estabilidad de la aproximacién (ver [4, 1]).

Aprovechando la “suavidad” del sistema de optimalidad que caracteriza la solucién de
Bingham, lo resolvemos mediante el método de Newton-Semismooth adaptando la meto-
dologia de [1] a nuestro caso. Este método muestra tener un buen desempeno numérico
(convergencia superlineal local) en los experimentos realizados.

El método de conjuntos de nivel nos permite describir el dominio mévil . Este método
se basa en la resolucién de una ecuacion de transporte. Hemos analizado y propuesto
herramientas para superar los inconvenientes numéricos que se presentan en su resolu-
cion. Por tal motivo, se ha estudiado la regularizaciéon de la ecuacion de transporte y
se ha introducido un proceso llamado reinicializacion que ayuda a preservar el contorno
de la funcién de transporte. Complementando nuestro estudio, hemos discutido la mane-
ra adecuada de elegir las funciones base de elementos finitos para la ecuacién de transporte

El método combinado que proponemos, nos permite simular eficientemente un fluido
tipo Bingham de frontera libre y trabajar en geometrias méas complejas. En esta misma
linea de investigacién, trabajos futuros podrian enfocarse en el caso tridimensional, el
mejoramiento del modelo con el acoplamiento de la ecuacion del calor, la utilizacién de
mallas adaptativas y la validaciéon del modelo con datos experimentales.

El uso de mallas adaptativas mejoraria la descripcion de la frontera libre y la simula-

109
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cién de la dinamica computacional del fluido de Bingham. Asi, se podria usar una malla
gruesa en la zonas del fluido que tienen comportamiento sélido y una malla fina en las
zonas de comportamiento liquido. De esta manera, mejorariamos el desempeno numérico
del método propuesto. El refinamiento adaptativo de mallas requiere de un estimador de
error a posteriori de discretizacién (ver [40]).

La metodologia propuesta se puede extender a simular fluidos newtonianos de frontera
libre, como se constata en el experimento de validacion. La aplicabilidad del método de

conjuntos de nivel de una sola fase puede extenderse facilmente a muchos otros tipos de
fluidos.

El método propuesto reduce significativamente el costo de resolucién del problema
de Bingham. Ademads, basado en [36], nuestra implementacién numérica de frontera li-
bre podria escalarse a nicleos masivos de procesamiento (en paralelo) para el caso de
simulaciones més realistas con geometrias complejas en 3D.
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Capitulo 1

Tiempo final

Dominio del fluido

Frontera de ingreso

Frontera antideslizante

Frontera libre

Condiciéon de ingreso del fluido
Velocidad inicial

Limite elastico

Coeficiente de tension superficial
Velocidad del fluido

Tensor de stress

Presién del fluido

Curvatura

Tensor de deformacion

Tensor total de stress

Vector normal exterior

Fuerza externa

Paso de discretizacién temporal
Subominio inicial de fluido

Forma bilineal, continua y coerciva
Funcional lineal y continuo
Contraccién de v27g

Limite elastico

Viscocidad del fluido

Densidad del fluido

Parametro de regularizacion de Tikhonov
Espacios solenoidales

Yk

Contraccion de 7f + y,,

Conjuntos activos

Conjuntos inactivos

Conjuntos activos del problema regularizado
Conjuntos inactivos del problema regularizado
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Capitulo 2

0 Parametro de regularizacion de la presion

h Tamano de paso de la discretizacion espacial

T Triangulacion

vh Espacio de elementos finitos para la velocidad
Q" Espacio de elementos finitos para la presién

XA Elementos de Taylor-Hood de orden N

Grnsx Derivada de Newton de la funcién méaximo

T Derivada de Newton de la funcién norma

vV, ¥, q° Puntos de inicializacién de Newton-Semismooth

Capitulo 3

Subdominio del fluido

Ausencia de fluido

Dominio computacional

Frontera del dominio computacional

Frontera de ingreso del dominio computacional
Frontera antideslizante del dominio computacional
Frontera sin flujo del dominio computacional
Funcién de transporte

Funcién de distancia

Regularizacién de la funcién de transporte
Nivel de la funcién de transporte

Normal en el sentido de conjuntos de nivel
Normal exterior del dominio computacional
Grosor de la frontera

Funcion de reinicializacion

Espacio de las funciones lineales y continuas a trozos tipo Lagrange

Medida de area del subdominio €2,

Funcién caracteristica de €2

Variable subtemporal de la ecuacién de reinicializacién
Tiempo final de reinicializacion
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Capitulo 4

Subdominio del fluido

Dominio computacional

Frontera antideslizante del dominio computacional
Frontera de ingreso de fluido del dominio computacional
Residuo ponderado del método SU/PG

Espacio de las funciones lineales y continuas a trozos del tipo Lagrange
Funcién de reinicializacién en el subtiempo %,

Funcion de transporte en el tiempo ¢

Parametro de regularizacion de Tikhonov

Grosor de la frontera

Paso de discretizacién espacial

Paso de discretizacién temporal

Paso de discretizacion subtemporal de reinicializacion
Fuerza externa

Curvatura

Tensor total de stress
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Acronimos

LBB
ALE
SSN-LS
Ch-LS
NS

Ladyzhenskaya-Babuska-Brezzi condition
Arbitrary Lagrangian-Eulerian methods
Semismooth Newton-Level Set method
Chorin-Level Set method

Navier-Stokes model
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