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Resumen

En el presente trabajo se desarrolla una teoria para el estudio del primer grupo de
homotopia de una categoria finita. Posteriormente para un carcaj ligado se construye
una categoria finita y se analiza la relacién entre el primer grupo de homotopia de
dicha categoria y el del carcaj ligado, ademas de comparar ambos resultados con el
primer grupo fundamental del espacio clasificador del carcaj ligado. Finalmente, se
estudia si existe alguna relacion entre el primer grupo de homotopia de un carcaj y

el primer grupo de cohomologia de Hochschild de su dlgebra de caminos.
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Abstract

In this paper we present a homotopy theory for the study of the first fundamen-
tal group of a finite category. Later, given a bound quiver we construct a category
and study the relation between the first fundamental groups of this category and the
bound quiver, contrasting both results with the first fundamental group of the clas-
sifying space of the bound quiver. Finally we study if there exists a relation between
the first homotopy group of a quiver and the first Hochschild cohomology group of
its path algebra.
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Introduccion

El estudio de carcajes ligados es importante desde muchos aspectos, tanto to-
polégicos como algebraicos. Este trabajo se enfoca esencialmente es las particula-
ridades topoldgicas de estos objetos, con la ayuda de las técnicas de la topologia

algebraica.

Motivados por los resultados presentados en [5] y [17], se plantea desarrollar
una teoria para el estudio del primer grupo de homotopia de una categoria finita y
aplicarla al estudio de la homotopia de un carcaj ligado via la construccién de una
categoria sobre tal carcaj. La filosofia que se sigue tiene su génesis no solamente en
los trabajos estudiados, sino también en estudios realizados aparte en lo que respec-
ta a la teorfa de categorias de restricciéon mostradas en [7]. Sin embargo, el explicar
cual es esta conexién resulta increiblemente complicado e irrelevante para el obje-
tivo de este proyecto. Pero, a manera de un bosquejo, en el capitulo 3 se presenta
el concepto de categoria con vacuidad y son justamente las flechas vacias las que
son una reminiscencia del resultado de componer dos funciones parciales que co-
mo funciones no tienen una composicion bien definida en la categoria de funciones

parciales.
El trabajo esta desarrollado de la siguiente manera:

En el Capitulo 1 se presentan los preliminares algebraicos. Los temas referentes
a grupos y anillos no se detallan, pues se espera que el lector esté familiarizado con
ellos. Un tema que se ubica a continuacién, pese a su alto nivel de abstraccién, es
el de colimites en grupos. Este tema se ubica aqui con el unico objetivo de poder
demostrar a futuro el teorema de Seifert-van Kampen, vital en el desarrollo de este
trabajo. Luego se pone énfasis en los conceptos de médulos y algebras, siendo estos
los pilares fundamentales para el estudio del Capitulo 4. El estudio de las sucesiones

exactas y los productos tensoriales cierran este capitulo.

El Capitulo 2 se centra en el desarrollo de la topologia algebraica bésica. Se pre-

sentan los teoremas cldsicos de la topologia algebraica, especificamente sobre el pri-



mer grupo fundamental. Se enuncia y demuestra el teorema de Seifert-van Kampen.
Este teorema sera utilizado para legitimizar la definicién del primer grupo de ho-
motopia de un carcaj, asi como para demostrar una serie de resultados a lo largo
de este trabajo. A continuacion, se presentan los complejos celulares, que también
serdn una herramienta clave en este estudio. Cabe recalcar que hasta este punto, los
contenidos no son dotados de mucha variedad de ejemplos, pues estos se presenta-
réan de manera mas completa e involucrando una mayor cantidad de conceptos en

los capitulos posteriores.

El corazén de este trabajo se encuentra en el Capitulo 3. Se inicia con la teoria
clasica de carcajes, algebras de caminos y de teoria de categorias. No se extiende
innecesariamente estas teorias con objeto de no incrementar el volumen de este tra-
bajo, sino que se presenta tinicamente los conceptos mds relevantes y aquellos que
serdn utilizados. Posterior a ello, se presenta una teoria que fue desarrollada con-
juntamente con Pablo Rosero y David Pazmifio, cuyo objetivo es el de estudiar el
primer grupo de homotopia de una categoria finita. Esta teoria puede ser encontra-
da en un estudio aiin mds detallado en [21]. Aqui se incluyen las demostraciones de
todos los resultados, sin embargo no se maneja una notacién similar a la utilizada
en la cita referida. Luego de esto, sobre un carcaj ligado se construye una categoria,
y se estudia la homotopia del carcaj ligado a través de esta categoria, ilustrando una
fuerte relaciéon entre ambas construcciones. Finalmente, en este capitulo se muestra
el concepto de espacio clasificador y se demuestra que los grupos fundamentales de

un carcaj ligado y su espacio clasificador son isomorfos (véase [5]).

El cuarto y Gltimo capitulo presenta la teoria béasica sobre Algebras de Lie y Al-
gebras diferenciales. El objetivo es estudiar la cohomologia de Hochschild de un
algebra de caminos y buscar alguna relacién entre esta y el primer grupo de homo-
topia. Se descrubre que a priori no existe una tal relacién, para lo cual se caracteriza
al primer grupo de cohomologia de Hochschild de un algebra de caminos a través

del uso de derivaciones (véase [12]).



Capitulo 1

Preliminares Algebraicos

En este capitulo se presenta un breve resumen de las principales estructuras al-
gebraicas que serdn utilizadas en este trabajo. Los resultados simples se presentan
sin demostracion, pues fueron cubiertos en los cursos de estructuras algebraicas, y
se remiten sus demostraciones a los libros [9], [16] y [22]. Los resultados importantes
serdn presentados con sus respectivas demostraciones debido a su relevancia y a la

utilidad de las técnicas involucradas.

1.1. Magmas, monoides, semigrupos y grupos

Sea X un conjunto no vacio. Una ley de composicion interna (también llamada ope-
racién o simplemente ley) sobre X es cualquier funcién * : X x X — X. Por notacién,
se escribe x * y en lugar de *(x,y). Al par (X, *) se lo llama un magma. Abusando
del lenguaje, se dice simplemente que X es un magma. Dado un magma (X, *) se
dice que * es asociativa o que el magma es asociativo si para todo x,y,z € X, se ve-
rifica que x * (y * z) = (x *xy) * z. A un magma asociativo se lo llama semigrupo. Un
elemento e; € X se dice neutro a izquierda (para x) si paratodo x € X, e; xx = x, y un
elemento e; € X se dice neutro a derecha si paratodox € X, xxe; =x. Ae € Xsele
dice neutro si es a la vez neutro a izquierda y neutro a derecha. Si ¢; es un neutro a
izquierda y e; es un neutro a derecha, entonces ¢; = ¢;. En efecto, como e; es neutro
a izquierda, entonces e;e; = e; y, puesto que ¢; es neutro a derecha, e;e; = e;. Asi
e; = e4. En particular esto implica que si un magma posee un neutro a izquierda y

un neutro a derecha, entonces posee un neutro y ademas dicho neutro es tinico.
Un semigrupo con neutro se llama un monoide.

Dado un monoide (S, *) con neutro e, se dice que un elemento x € S es invertible

3



por izquierda si existe x' € S tal que x” * x = e, en cuyo caso a x’ se la denomina una
inversa por izquierda de x. De manera andloga se definen los conceptos de invertible
por derecha y de inversa por derecha. Un elemento x € S se dice invertible si es
invertible por derecha e izquierda. Dado (S, %) con neutro ¢, si x es invertible, x’ y

2

x" son las inversas por izquierda y derecha de x, respectivamente, entonces x’ = x”.

En efecto se tiene que

X=xxe=x"*(xxx")= (" xx)xx" =exx" ="
Esto implica que si un elemento de un monoide es invertible por izquierda e inverti-
ble por derecha, sus inversas por izquierda y por derecha coinciden. Por ende si un
elemento x de un monoide es invertible, existe un tinico elemento x’ del monoide
tal que x x x" = x" % x = ¢, siendo e el neutro. A dicho elemento se lo llama la inversa
de x. Trivialmente e es su propia inversa, y si x es invertible con inversa x’ también

lo es x’ con inversa x.
Un grupo es un monoide en el que todo elemento es invertible.

Sea (X, *) un magma. Generalmente se escribe xy o x - y en lugar de x * y para
x,y € X,y en ese caso a la ley de composicién interna se la denomina una multipli-
cacion, o se dice que la ley de composicién interna se expresa multiplicativamente.

1

En este caso, se define x! = x y x" = xx"~! paran > 2. En el caso de que X sea un

monoide, se denota por 1 al neutro de X y lo se lo denomina uno, ademds se define

20

= 1. Si X es un grupo, se notard por x ! a la inversa de x € X y ademds se define
x" = (x"H"sin <0.

Un magma (X, *) se dice conmutativo o se dice que * es conmutativa si x x y =
y * x para todo x,y € X. En caso de que X sea un semigrupo conmutativo, es conve-
niente notar por + a la ley de composicion interna. En esta situacién a + se la llama
la suma o se dice que la ley esta escrita aditivamente. Si X es un monoide conmuta-
tivo, se notard por 0 al neutro de X y se lo llamard cero. Un grupo conmutativo se

denomina un grupo abeliano.

Sea X un conjunto y *, o dos leyes de composicién interna para X. Se dice que o

se distribuye a la derecha sobre * si
xo(yxz)=(xoy)*(xoz)
para todo x,y,z € X. Similarmente, o se distribuye sobre x a la izquierda si

(xxy)oz=(x02)*(yo2)



Finalmente, o se distribuye sobre * si o se distribuye a la izquierda y derecha sobre

*.

En lo que sigue, a menos que se indique lo contrario, los magmas considerados

serdn grupos y la ley serd escrita multiplicativamente.

En un grupo se tiene trivialmente:
XZ=Yz=>x=1Yy

ZX =zYy = X = V.

Ademads de manera simple se verifica (xy) ! =y~ 1x~1.

Sea G un grupo. Un subgrupo de G es un subconjunto H C G que es un grupo con
la misma ley de composicién interna de G. Senotard H < Gysi H < Gy H # G, se
escribird H < G.

Sea G un grupoy H C G. Entonces H < G siy sélosi H # @ y para todo
x,y € H se tiene que xy ! € H.

Dados dos grupos G y G/, una funcién f : G — G’ es un homomorfismo de

grupos si f(xy) = f(x)f(y) para todo x,y € G. Se observa que

fF1=f(1) = f(1?) = fF()f (1),

de donde

Ademais

1=f(1)=flx™) = f)f(x71) y 1=f1)=fx""x) = fx)f(x),

con lo cual
fh) = (f0)

Asi, todo homomorfismo de grupos preserva neutros e inversos.

La imagen de f es el conjunto

im(f) = f(G) = {f(x) : x € G},
y el niicleo de f se define como el conjunto
ker(f) = f'({1}) ={x € G: f(x) = 1}.
Se tiene que ker(f) < Gyim(f) < G'. Ademés, f es inyectiva si y s6lo si ker(f) =1

5



(donde 1 representa al grupo con un sélo elemento). Un homomorfismo f : G — G’
se dice un isomorfismo si es biyectivo. En dicho caso se dice que G y G’ son isomorfos,
lo que se escribe G = G'.SiG = G’y f : G — G’ es un isomorfismo se dice que G y

G’ son isomorfos via f.

Si Gesun grupo, H < Gy g, ¢ € G, se define
¢H={¢h:he H}, Hg={hg:he H}, g¢gHY{ ={ghg' :heH}.
A los conjuntos gH y Hg se los llama clases lateral izquierda y lateral derecha de H en

G, respectivamente, y a ¢~ Hg se le llama clase de conjugacion de H por g en G.

Se define el orden de G como el namero |G|. El grupo se dice finito o infinito segiin

su orden sea finito o infinito.

Dado un grupo G y una familia (G;);c; de subgrupos de G, su interseccién es
un subgrupo de G. Si S C G, a la intersecciéon de todos los subgrupos de G que
contienen a S se lo denomina el subgrupo generado por S, el cual es el subgrupo mas

pequefio (para el orden de la inclusién) de G que contiene a S. En simbolos:

($)= () H.

H<G
SCH

Se tiene, ademas, que
(S)={g' - g :keN,nj e Zyg €S,vi=1,..,k}.

Si S es un conjunto finito, por ejemplo S = {g1,...,¢n}, se escribe (g1, ...,¢n) para

indicar el subgrupo generado por S.

Un grupo G se dice finitamente generado si existen g1, ...,gn € G tales que G =

(g1, --,8n)- G se dice ciclicosi G = (g) para algin g € G.

Si G es un grupo, su subgrupo conmutador es el subgrupo [G, G| de G generado

por todos los elementos de la forma ghg~'h~! con g, h € G. Siendo més precisos:
[G,G] = ({ghg 'h™': g, h € G}).

Al elemento ghg~'h~! se lo llama el conmutador de ¢ y h y es notado usualmente

como [g,h].Si S C G, se define el centralizador de S en G como el subgrupo
Cg(S)={g€ G:gs=sg,VseS}.

SiS = {s1,...,5,} se escribe C;(s1, ..., sn) para denotar al centralizador de S. Se define



el centro de G como
Z(G)={g€G:gx=xg,Vx € G}.

Es claro de la definicién que

Z(G) = Cg(G) = [ Cal(g)-
geG

Si S C G, el normalizador de S en G es el conjunto

Ng(S) ={g € G: g5 = Sg}.

Notese que Ng(S) < Gy que Cg(S) < Ng(S).Sig € Ng(S), se dice que g normaliza
a S. Ademds, si A C Ng(S), también se dice que A normaliza a S.

Sea G un grupo y H < G. Son equivalentes las siguientes proposiciones:
(i) gH = Hg para todo g € H;
(ii) ¢ 'Hg = H paratodo g € G;
(iii) g~'Hg C H para todo g € G;
(iv) Paratodo g € Gytodoh € H, existe h' € H tal que gh = h'g;
(v) Paratodo g € Gytodoh € H, existe /' € H tal que hg = gH'.

(vi) La operacion (gH)(g'H) = (g¢')H dota al conjunto de las clases laterales iz-

quierdas de una estructura de grupo.

(vii) La operacién (Hg)(Hg') = H(gg') dota al conjunto de las clases laterales de-

rechas de una estructura de grupo.

(viii) Existe un grupo G’ y un homomorfismo de grupos f : G — G’ tal que H =

ker(f).

(ix) G normaliza a H, es decir, G = Ng(H).

Si H < G verifica una de las condiciones equivalentes enlistadas arriba, se dice
que H es un subgrupo normal de G y se lo nota por H 4 G,y si H # G, por H<G.
Ademas, como Hg = gH para todo ¢ € G, se define sin riesgo de ambigtiedad el
grupo G/ H cuyos elementos son las clases laterales izquierdas (o equivalentemente
las derechas) con la operacion definida en el punto (vi) (o equivalentemente en el
punto (vii)) de la proposicién anterior. Al grupo G/H se lo llama el grupo factor de
G por H o el grupo cociente de G por H.



La proyeccion candnica t : G — G/ H definida por ¢ — gH es una sobreyeccion

y un homomorfismo de grupos.

TEOREMA 1.1 (Emmy Noether!). Sea f : G — G’ un homomorfismo de grupos y sea
H < G tal que H C ker(f). Entonces existe un tinico homomorfismo f : G/H — G’
(llamado el homomorfismo inducido por f) tal que f(gH) = f(g), para todo g € G,

o equivalentemente, tal que f = f o 7y, es decir, tal que el diagrama

¢ ¢

T
ﬂHl ///~
S f

G/H
conmuta. Ademads, f es inyectiva si y sé6lo si H = ker(f).

TEOREMA 1.2 (Teoremas de isomorfismos de Noether).

(1) Primer teorema de isomorfismos. Sea f : G — G’ un homomorfismo de grupos

F . G/ ker — G’ el homomorfismo inyectivo inducido por f, entonces
y 34 p

G/ ker(f) = im(f) via f.

(2) Segundo teorema de isomorfismos. Sea G un grupo y sean H,K < G, tales que
H < Cg(K). Entonces

HK :={hk:h € H,k € K} <G,
K<HK, HNK<HyHK/K=H/HNK.

(3) Sea G un grupo y H,K < G tales que H < K. Entonces K/H < G/H y

G/H
K/H

PROPOSICION 1.3. Sea G un grupo. Un elemento u € G pertenece al subgrupo con-

= G/K.

mutador |G, G| si y s6lo si existen x1, Y1, . .. X, Yn € G tales que

u =[xy, y1] - [xn, Yn].

Demostracion. Siu se escribe en la forma mencionada, claramente pertenece a (G, Gl.
Reciprocamente, puesto que |G, G| es generado por elementos de la forma [x, y] con

x,y € G, entonces existen uy,vy,...,un, vy € G tales que

u = [uy,v1]" - [thn, 0],

1Emmy Noether (1882-1935), matemética alemana.
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conn; € Zparai € {1,...,m}.Se tiene que, para x,y € G,

-1
eyl = [y, ],
Con esto, eliminando exponentes, se obtiene la representacion deseada. O

PROPOSICION 1.4. Sea G un grupo y [G,G]| su subgrupo conmutador, entonces
[G,G] <G.
Demostracion. Sea H = [G,G] y g € G. Para cada x,y € G se tiene que

1

gl ylg™ =[xyl ([ ylgley) '8 =[xy Hix vl gl

y por ende g[x,y]g~! € [G,G] para todo x,y,¢ € G. Con esto, si u € G, por la

proposicion anterior, existen x1,Y1,...,Xs, ¥n € G tales que

u =[xy, y1] - [xn, Ynl,

y consecuentemente

gug~ = (glrr,ylg™") -+ (glrw yalg™) € [G, Gl.
Por lo tanto, ¢[G, G]g™! C [G, G] para todo g € G, es decir; [G,G] < G. O

DEFINICION 1.1. Sea G un grupo. Al grupo factor
G/[G,G]
se lo llama la abelianizacién de G.

La interseccion de subgrupos normales es un subgrupo normal. Dado un con-
junto S C G, la clausura normal de S en G es la interseccion de todos los subgrupos

normales que contienen a S. En simbolos

Ne(S)= (| H
HAG
SCH
Se presentan algunas construcciones basadas en los grupos al igual que ciertos

grupos especiales. Dada una familia de grupos (G;);cj, su producto directo es el con-

junto

G=T]G:

icl



dotado de la operacién
(xi) (yi) = (xiyi)-

Se dice que un elemento (x;) € G tiene soporte finito si x; = 1 para todo i € I, salvo
quizds para un ntmero finito de indices. Si todos los grupos G; son abelianos, se
define su suma directa como el conjunto

DG cllG

iel i€l
de los elementos del producto directo con soporte finito. Si I es finito, la suma directa

y el producto directo coinciden; ademas, es conveniente notar (tanto el caso abeliano

como en el no abeliano) por
GlX"'XGn y Gl@@Gn
al producto directo y a la suma directa, respectivamente, cuando I = {1,..,n} es
finito.
Un grupo G se dice libre sobre X C G si verifica la siguiente propiedad universal:
Para toda funcion f : X — G/, siendo G’ un grupo, existe un tnico homomorfismo

de grupos f : G — G’ tal que f = f o, siendo: : X — G la inclusién canénica.

Diagramdticamente, se tiene la conmutatividad de
X——G
|
N
G

Dado un conjunto X # @, el grupo libre generado por X es un grupo G(X) que es libre
sobre X.

TEOREMA 1.5. S5i X # O, existe el grupo libre sobre X, y este es tinico salvo isomor-

fismo.

Demostracion. Unicidad: Supéngase que G y G’ son dos grupos libres sobre X, y sean

1: X = Gel: X — G’ Se tienen los siguientes diagramas conmutativos:

N

X ———G
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siendo 1 el homomorfismo identidad sobre G. La propiedad universal provee la
unicidad de la funcién dibujada con lineas entrecortadas, por ende 7o // = 1. De

manera similar / o7 = 1 y por ende G = G'.

Existencia: Se define X! como el conjunto de simbolos S = {x~!|x € S}. La
escritura x~! debe ser entendida, por el momento, como un simbolo. Ahora, sea
G(X) el conjunto de todas las palabras formadas por los simbolos de X U X! con
las siguientes reglas: Los simbolos x~! y x, escritos consecutivamente en cualquier
orden, se cancelan, la multiplicacién estd dada por concatenacién de palabras y la
palabra vacia es la identidad. Con esto, G(X) es claramente un grupo que verifica
X C G(X). Sea ahora G’ otro grupoy f : X — G’ una funcién. Si aqa; - - - a, es
una palabra de G(X), se define f(a; - --a,) = f(a1) - - - f(an). Asi, claramente f es el

tinico homormofismo de grupos tal que fo: = f. O

A X se lo suele llamar la base del grupo libre G cuando G es libre sobre X. Usual-

mente se omite la base y se dice simplemente que G es libre.

TEOREMA 1.6. 5i f : G — F es un homomorfismo sobreyectivo de grupos y F es
libre, entonces existe g : F — G tal que f o g = 1.

Demostracién. Sea X una base para F y sea x € X C F. Como f es sobreyectiva,
usando el axioma de eleccién es licito escoger un elemento x’ € G tal que f(x') = x,
que estd univocamente determinado por x. Sea entonces ¢’ : X — G definida por
¢'(x) = x'. Nétese que esta definicion implica que f(¢'(x)) = f(x’) = x para cada
x € X. Como F es libre sobre X, existe un tinico homomorfismo g : F — G tal que

gotr=g'.Seaaj---a,unapalabraen F, cona; € X. Asi

f(glar---an)) = f(g(ar)---g(an)) = f(g'(a1) - -- ¢'(an))
= f(g'(a1)) - f(§'(a2)) = ay- - - an,

de modo que f o g = 1F. O

De manera similar, se puede definir y construir el monoide libre simplemente sin

incluir los inversos (y por ende sin la regla de cancelacién).

1.2. Colimites de grupos

Esta seccion tiene una importante repercusion futura para el estudio del teore-

ma de Siefert-van Kampen y sus corolarios. Se inicia describiendo la terminologia
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bésica.

Un conjunto dirigido I es un conjunto con una relacién de pre orden < (es decir,
una relacion reflexiva y transitiva) tal que para todoi,j € I existe k € I que verifican
i < kvyj < k. Un sistema directo de grupos indexado por I es una familia de grupos
(Gi)ier tal que para cada i < j, existe un homomorfismo de grupos ¢;; : G; — G;,

con @;; : G; = G; el homomorfismo identidad, de tal modo que el diagrama

(Px Ajk
Gy

conmuta siempre que i < j < k. Se nota al sistema directo por (G;, ¢;j). Un blanco u
objetivo del sistema directo (G;, ¢;;) es grupo G junto con una familia de homomor-

tismos de grupos ¢; : G; — G paracadai € I tal que el diagrama

pii
Gi —Z]> G]

z

conmuta siempre que i < j. Se nota a este blanco del sistema directo por (G, ;).

P
G

Un colimite del sistema directo (G;, ¢;;) es un blanco (G, 1;) que es inicial entre todos
los blancos. Esto significa que se verifica la siguiente propiedad universal: Si (H, p;) es
otro blanco del sistema directo, entonces existe un #inico homomorfismo de grupos

o : G — H tal que el siguiente diagrama conmuta

2
N

para todo i € I. Se indicard que (G, ;) es un colimite del sistema directo (G;, ¢;;)

Gi

(o4

H

mediante
(G, ¥i) = im (G, ¢i5)
I
El uso del simbolo = se justifica a través del siguiente resultado:

PROPOSICION 1.7. El colimite de un sistema directo es tinico salvo un tinico iso-

morfismo. Esto significa que si dos blancos (G, ;) y (H, p;) son dos colimites de un
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sistema directo (G;, ¢;;), entonces existe un tinico isomorfismo de grupos¢ : G — H.

Demostracion. Usando el hecho de que (G, ¢;) es un colimite y (H, p;) es un blanco
del sistema directo, existe un tinico homomorfismo de grupos ¢ : G — H tal que el

diagrama

conmuta para todo i € I. Invirtiendo los roles de G y H existe un tinico homomor-

fismo de grupos ¢’ : H — G tal que el diagrama

H
v
G; o
i G
conmuta para todo i € I. De este modo se obtienen los siguientes diagramas con-
mutativos
G G
i i
¢/ Lo /
Gl T> H y Gl e
o b I
G G,

y puesto que (G, ;) es a la vez colimite y blanco, implica que 15 = ¢’ o . Invirtien-
do los roles de G y H se tiene que 0 o ¢/ = 1y, por lo que ¢ es un isomorfismo. La

unicidad es consecuencia directa de la definicidon de colimite. O

En general, el cdlculo del colimite de un sistema directo de grupos es una labor

complicada. Aqui se presentardn casos particulares que serdn utilizados a futuro.

Antes de continuar, se realizan dos construcciones abstractas. Sea (G;);c; una
familia de grupos, en donde no se asume que el conjunto I tenga alguna estructura.

Sea G = *;¢1 G; el grupo descrito por la siguiente informacién:

e Un simbolo es un elemento de la unién disjunta de los conjuntos G;. Una palabra
es una secuencia finita de simbolos. Los elementos de G son palabras reducidas
aiay - - - a, es decir, palabras tales que si ajy ajyq son dos simbolos consecu-

tivos en dicha palabra, entonces a; € G; y a;,1Gy para i # i'. Esto es, dos
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letras consecutivas de una palabra no pueden pertenecer a un mismo grupo

Gj, necesariamente pertenecen a grupos distintos de la familia.

e El producto de dos palabras en G es su concatenacion reducida. Es decir, si
a =a---a,yb = by---by son dos palabras en G, entonces: Si a,,b; son
elementos de un mismo grupo G;, sea ¢ = a,b; su producto en G; y asi ab =
ai---ay_1cby - - - by. Sipor el contrario a, y by pertenecen a grupos distintos de

la familia, entonces ab = ay - - - a,by - - - by,.

e El elemento neutro es la palabra vacia, y los elementos neutros de los grupos G;
se interpretan como caracteres vacios. Dicho de otro modo, si 4, b son palabras

reducidas, alb = ab, siendo 1 el neutro de cualquier grupo G;.

eSia = a;---a, es una palabra en G, su inverso estd dado por la palabra

-1 1,

a = a, al , donde a; j ! es el inverso de aj en el grupo al que pertene-

ce tal simbolo.

PROPOSICION 1.8. Con lo descrito anteriormente, % ;c; G; es un grupo.

Demostracién. Sélo hace falta probar la asociatividad. Para cadai € I ycadaa € G;
se define L, : G — G como la funcién L,(ay - - - a,) = aay - - - a, (reduciendo aa; en

caso de ser menester). Ahora, si a,b € G;, entonces

(LooLy)(ay---ay) = Ly(bay---ay)
= (ab) (a1 - an)
= Lap(ay - - - an),

de modo que L, o Ly, = L. En particular L,o L, 1 = L1 = 1. Con esto, para cada
palabra a = ay - - - a, se define L(a) = L4 o --- o L,,, de modo que se obtiene una
funcién inyectiva L : G — Sg, siendo S; el grupo de permutaciones de G. Noétese
que si a, b son dos palabras reducidas de G, entonces L(ab) = L(a) o L(b). Ademés,
L es inyectiva, pues si L(a) = L(b) entonces aplicando L(a) y L(b) a la palabra vacia
se obtiene que a = b. De este modo, sia,b,c € G,

L((ab)c) = L(ab) o L(c)

= (L(a) o L(b)) o L(c)
L(a) o (L(b) o L(c))
(a) o L(bc)

(a(be)),

I
~
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y por inyectividad de L, (ab)c = a(bc), lo que prueba la asociatividad. O

DEFINICION 1.2. Sea (G;);c; una familia de grupos. Al grupo *c; G; se lo llama el
producto libre de la familia (G;);c;.

Ahora, nétese que la funcion ¢; : G; — G definida para cada a; € G; por ¢;(a;) =
a; es un homomorfismo de grupos inyectivo, de modo que todo grupo G; puede

considerarse como un subgrupo de G.

Ahora, se considera la relaciéon i < jen I siy s6losii = j (es decir, la relacion de
igualdad). Con esto I es un conjunto directo. Méas atin, como no es posible que i < j
para i # j, entonces trivialmente (G;, ¢;;) es un sistema directo, siendo ¢;; : G; — G;

el homomorfismo identidad. Se tiene entonces el siguiente resultado:

TEOREMA 1.9. Con las convenciones anteriores, (k;c; G;, ;) = hg(Gi, Qi)
I

Demostracion. Sea (G, p;) un blanco del sistema directo (G;, ¢;;) y G = *;c; G;. Se
define o : G — H del siguiente modo: Dada una palabra reducidaa = a;---a, € G,
con a; € Gj, entonces o'(a) = p;,(a1) - -~ p;,(an). Seana = ay---ay y b = by -+ by
dos palabras en G tales que 4; € Gj; y by € Gy,. Se consideran dos posibilidades: Si
in = kj, sea ¢ = a,b; el producto de estos elementos en el grupo G;, = Gy, de modo

que ab = ay---a,_1cby - - - by,. Como p; es un homomorfismo de grupos, se tiene
que p;, (¢) = pi, (a)pk, (b), y por ende
o(ab) =o(ay---a,_1cby- - by)
= 0 (@n) - Pi,_y (An-1)0i, (€) Pk, (D2) - - - Pk, (Om)
= (i, (an) - - pi,_y (an—1)pi, (an)) (Px, (b1) Pk, (b2) - - - Pk, (b))
=c(a)o(b).

Si por el contrario i, # ki, entonces se tiene simplemente

o(ab) =c(ay---ayby---by)
= (i (an) - - - 0i, (an) ) ok, (b1) - - - P, (b))
=o(a)o(b).

Asi, 0 es un homomorfismo de grupos. Ahora, por definicién de ¢; : G; — G, se

tiene que
(0 o) (a;) = o(yi(a;)) = o(a;) = pi(a;)

para todo a; € G;, de modo que ¢ o ¢; = p;. Finalmente, la unicidad de ¢ es inme-
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diata por este mismo razonamiento. [

Manteniendo las notaciones anteriores, sea I’ = {oo} U I, siendo co un simbolo
que no es un elemento de I. A I’ se lo dota de la siguiente relacién: i < jen I’ siy sélo
sii=o000sii,j# co, entoncesi = j. Sea Goo = {1} el grupo trivial, y ¢eo; : Goo — G;
el tinico homomorfismo de grupos posible, es decir, el que envia a 1 en el neutro de
Gi YV Yoo : Goo — G igual. Por trivialidad, la misma demostracién anterior muestra

lo siguiente:
COROLARIO 1.10. <*i€1 G;j, l[)l> = lig’1<Gi, (P1]>
I/

Demostracion. Las funciones ¢o; V oo conmutan con cualquier homomorfismo de

grupos. [

Sean G1, G, dos grupos. Se nota por G * G a su producto libre. Sea H un tercer

grupoy ¢1: H = Gy y ¢2 : H — G, dos homomorfismos de grupos inyectivos. Sea

N(H, g1, 92) = Ng, s, ({¢1(a)g2(a) ' € G1 x Gy :a € HY}),

es decir, N es la clausura normal de todas las palabras en Gj %k G, de la forma

@1(a)@y(a)~t, cona € H.
DEFINICION 1.3. Al grupo G; * G,/ N(H, ¢1, ¢2) se lo denomina el producto libre de
G1 y G amalgamado por H via ¢1 y @3, y se lo nota por Gy * g G2, o por Gy * Ga.

H

Sea Go = Hel = {0,1,2} ordenado por la relaciéon i < jsiy sélosii = 0.
Sea m : G1 % Gy — Gj %y Gy la proyeccion canénica. Sea P : G — Gi %y G
el homomorfismo dado por la composicién de 7t con la inclusién canénica G —
G1 % Gy, y ¥, definida andlogamente. Sea ¢y : H — Gj %y Gy definido por ¢y =
P10 91 = Pp o ¢ de modo que se obtiene un blanco directo (G sk Gy, ;) para
el sistema directo (G, ¢;;), con ¢;; el homomorfismo indetidad, y ¢o; = ¢;, para

i € {1,2}. Se tiene entonces:
TEOREMA 1.11. <G1 * Go, 1,[)1> = hg’l(Gi, (Pz]>
H I

Demostracion. Es una consecuencia inmediata del teorema de Emmy Noether. [

COROLARIO 1.12. Si en la discusion anterior H = {1} es el grupo trivial, entonces

GlikIngGl*Gz.
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Demostracién. Se obtiene directamente observando que el subgrupo normal N cons-

ta tnicamente de la palabra vacia, o aplicando el Corolario 1.10 al Teorema 1.11. [

1.3. Anillos

Una terna (R,+,-), donde R es un conjunto no vacio y +,- son dos leyes de
composicion interna, se dice un anillo si (R,+) es un grupo abeliano y (R,-) un
semigrupo, tal que - es distributiva respecto de 4. Como es usual, se refiere a R como
el anillo. Al grupo (R, +) se lo llama el grupo aditivo de Ry a (R, -) el semigrupo
multiplicativo de R y se escribe esta operacion multiplicativamente. Al neutro de la
suma se lo nota por 0 y se lo llama cero, y al neutro de la multiplicacién, si existe,
por 1y se lo denomina uno. En caso de existir el uno, se dice que R es un anillo con
unidad. La multiplicacién no requiere ser conmutativa, pero en caso de serlo se dice

que R es un anillo conmutativo.

Si R es un anillo, su centro es el conjunto

Z(R) ={x € R:rx =xr,Vr € R}.

Algunas notaciones importantes son las siguientes: Si A,B C R, siendo R un

anillo, y x € R, entonces
A-B={ab:ac AbeB}, A+B={a+b:acAbecB}

y senota xAy Ax enlugarde {x} - Ay A-{x}, respectivamente.

Sea R un anillo. Un elemento x € R se dice nilpotente si x"* = 0 para alginn € N

2 — x. Un divisor de cero a derecha es un elemento a € R tal

y se dice idempotente si x
que existe b € R, con b # 0, tal que ba = 0. De manera andloga se define un divisor
de cero a izquierda. Si R es anillo con unidad, un elemento x se dice invertible a
izquierda (resp. invertible a derecha, invertible) si lo es en el monoide (R, ). Un
elemento invertible se dice una unidad. Al conjunto de unidades de R se lo nota por
R* o por U(R). U(R) es un grupo multiplicativo. Un dominio es un anillo con unidad

que no posee divisores de cero. Es decir, un dominio es un anillo R que verifica
ab=0=a=00b=0, VabeR.

Un anillo de division es un anillo con unidad en el que todo elemento distinto de cero

es una unidad. Un dominio conmutativo se dice un dominio integro y un anillo de
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divisién conmutativo se llama un campo.

Si R es un anillo con unidad, se permite que 1 = 0. En dicho caso
a=al=a0=0

para todo a € R. Se escribe R = 0y se llama a este el anillo trivial.

Sea R un anillo, y S un subgrupo del grupo aditivo de R. Se dice que S es un
subanillo si es un anillo para la suma y multiplicacién heredadas de R. Si R tiene
unidad, se exige ademads que S tenga la misma unidad. El centro Z(R) de un anillo
es un subanillo de R. Por otro lado, un subgrupo I del grupo aditivo de R es un
ideal izquierdo si R -1 C I,y se escribe I <; R. Se dice que I es ideal derecho de R si
I-R C Iyseescribe I <, R. Un ideal de R es un subgrupo del grupo aditivo que
es a la vez ideal izquierdo e ideal derecho, y se nota por I < R. Un ideal izquierdo,

ideal derecho o ideal I de R se dice propio si I # R.

Dados R, S dos anillos, un homomorfismo de grupos abelianos f : R — S es un
homomorfismo de anillos si f(ab) = f(a)f(b). Si ademads R tiene unidad, se exige que
f(1) = 1. El ntcleo de f se define como

ker(f) = £ 1({0}) = {x € R: f(x) = 0}.

Claramente ker(f) < Ry f es inyectivo si y s6lo si ker(f) = (0), siendo (0) el ideal
que contiene tinicamente al cero del anillo. Si f es biyectivo, se dice que f es un
isomorfismo, que R es isomorfo a S, y lo se escribe R = S. También se dird que R es

isomorfo a S via f para indicar que f : R — S es un isomorfismo.

Sea R un anillo e I un ideal de R, entonces el grupo aditivo abeliano R/I puede

dotarse de una estructura de anillo definiendo:
(a+I)(b+1)=ab+ L

Maés atin, si R es un anillo con unidad, 1 + I es una unidad para R/I. En cualquier
caso, la proyecciéon 7r; : R — R/I dada por x — x + I es un homomorfismo de

anillos sobreyectivo.

Un ideal izquierdo (resp. ideal derecho, ideal) I de R se dice maximal si I # R
y para todo ideal izquierdo (resp. ideal derecho, ideal) J, la inclusién I C | implica
que I = J o ] = R. De manera analoga se define la nocién de ideal izquierdo (resp.

ideal derecho, ideal) minimal.

La intersecciéon de ideales izquierdos (resp. ideales derechos, ideales) es nueva-
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mente un ideal izquierdo (resp. ideal derecho, ideal), y la interseccién de subanillos
es un subanillo. Dado un conjunto X C R, siendo R un anillo, el ideal izquierdo (resp.
ideal derecho, ideal) generado por X es la intersecciéon de todos los ideales izquier-
dos (resp. ideales derechos, ideales) que contienen a X. Se notara por RX (resp. XR,
(X) 0 RXR). Cabe recalcar que RX y R - X son diferentes. RX es un ideal izquierdo,
mientras que R - X solamente es el conjunto de los productos rx conr € Ry x € X.Si
X = {x} seescribe Rx, xR y (x) o RxR segtn corresponda. Un ideal izquierdo (resp.
ideal derecho, ideal) I se dice finitamente generado si I = RX (resp. I = XR, I = (X))
para algun conjunto finito X. Si X es finito, ademads, al ideal (X) se lo notara por

(x1, ..., x,) siendo x; los elementos de X. Notese que

n
RX = {Zrixi:nElN,rieRyxieX},

XR:{
i

n
(X) = {anisri :neN,r,s; € Ryx; € X}

SR
l]H

xiri:nEN,rieRyxiEX} y

I
_

Un ideal se dice principal si es generado por un solo elemento.

Dados dos ideales I, ] en un anillo R, al ideal generado por todos los elementos
delaformaabcona € I yb € | selo llama el productode I y | y se lo nota por I]. La
suma I+ ] = {a+Dbla € I,b € ]} es un ideal izquierdo (resp. ideal derecho, ideal)

si Iy ] son ideales izquierdos (resp. ideales derechos, ideales)

Se presenta un teorema analogo a uno presentado en la seccién de grupos:

TEOREMA 1.13 (Primer teorema de isomorfismos). Sea f : R — S un homomorfis-
mo de anillos e I < R un ideal contenido en ker(f). Entonces f induce un tinico
homomorfismo de anillos f : R/I — S tal que f(x + 1) = f(x) para todo x € R.

Ma4s atin, si I = ker(f), entonces f es inyectiva y
im(f) = R/ ker(f).

En este punto es importante recordar que si R es un dominio integro existe un
campo K con la propiedad de ser la mds pequefia extension en la cual todo elemento
no nulo de R es invertible. Esto es, existe un campo K y un homomorfismo de anillos
1 : R — K tal que si S es cualquier otro anilloy f : R — S es un homomorfismo tal
que f(r) es invertible para todo r € R*, entonces existe un inico homomorfismo de

anillos f’ : K — S tal que f' o1 = f.Si K’ es otro campo con tal propiedad, entonces
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K = K’ a través de un tnico isomorfismo. A K se lo llama el campo de fracciones de R.
Un ejemplo de esta construccion es la obtencién de Q como campo de fracciones de
R, o el campo de fracciones k(Xy,...,Xn) como campo de fracciones del anillo de

polinomios k[Xj, ..., Xu].

1.3.1. Caracteristica y torsion

TEOREMA 1.14. Sea R un anillo con unidad. Entonces existe un tinico homomorfis-

mo de anillos f : Z — R.

Demostracién. Recordemos que a un homomorfismo de anillos con unidad se le exi-
ge verificar que la imagen de 1 es 1. Se define f(0) = 0y f(1) = 1.Sean € Z
distinto de 0,1. Si n > 1 se define recursivamente f(n) = f(1) 4+ f(n —1) ysin <0
se define f(n) = —f(—n). Es claro que f : Z — R es un homomorfismo de anillos
y es el tnico, pues todo homomorfismo de anillos desde Z est4 definido de dicha

manera. O]

Sea R un anillo con unidad y f : Z — R el tinico homomorfismo dado por el
teorema precedente. Entonces ker(f) es un ideal de Z. Los ideales de Z son de la
forma nZ para algan n € Z, por ende ker(f) = nZ. Es licito asumir que n > 0.

Considérense dos casos:

(1) Sin = 0, entonces ker(f) = (0) y por ende f es inyectiva. Esto implica que R

posee un subanillo isomorfo a Z.

(2) Sin # 0, por el primer teorema de isomorfismos im(f) = Z/nZ, lo que signi-

tica que R tiene un subanillo isomorfo a Z/nZ.

DEFINICION 1.4. Sea R un anillo con unidad. Al ntiimero entero n > 0 descrito an-

teriormente se lo llama la caracteristica de R, y se lo nota por char(R) = n.

SiResunanillo,x € Ryn € Z,paran = 0 se denota nx = 0,sin = 1 en cambio
nx = x.Sin > 1 recursivamente se define nx = x4+ (n — 1)x y si n < 0 entonces

nx = (—x)(—x).
PROPOSICION 1.15. Sea R un anillo con unidad con char(R) # 0. Entonces

char(R) = min{n € N* : nx = 0,Vx € R} = min{n € N* : nl = 0}.
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Demostracion. Seak = char(R), y supéngase que nl = 0,conn € IN*.Sea f : Z — R
el tnico homomorfismo desde Z, entonces nl = f(n) = 0, por ende n € ker(f) =

kZ, 1o que significa que k | n, pero claramente k1 = 0 y por ende
char(R) = min{n € N* : nl = 0}.
Ahora astimase que n1 = 0y sea x € R, entonces nx = (nl)x = 0x = 0, por lo tanto
{nelN":n1=0} C{neN":nx=0,Vx € R},
la inclusién contraria es trivial, tomando particularmente x = 1, por lo tanto
{nelN*":nx=0,Vx € R} = {n € N*: nl =0}.
O

PROPOSICION 1.16. Si R es un dominio, entonces char(R) = 0 o char(R) es un

numero primo.

Demostracion. Supoéngase que char(R) # 0y sean = char(R).Si f : Z — R
es homomorfismo de anillos, entonces ker(f) = nZ. Ahora, si n = ab entonces
f(a)f(b) = f(ab) =0, y como R es integro, entonces f(a) = 00 f(b) = 0. Se asume
sin pérdida de generalidad que f(a) = 0, entonces a € nZ, por lo que a = nk para
algin k € Z. Pero entonces n = nkb, lo que implica que kb = 1y por ende que

|b| = 1. Consecuentemente 7 es primo. O

PROPOSICION 1.17. Sea F un campo de caracteristica 0, entonces F posee un sub-

campo isomorfo a Q.

Demostracion. Se sabe que F posee un subanillo isomorfo a Z. Sea f : Z — F el
tnico homomorfismo desde Z y definase f(a/b) = f(a)/f(b) para a,b € Z, con
b # 0. Asi se ha extendido a f a todo Q. Puesto que f # 0 y el tinico ideal propio de

Q es (0), se sigue que f es inyectiva, lo que completa la demostracion. O

DEFINICION 1.5. Sea R un anillo, x € R, x # 0 yn € IN*. Se dice que x tiene torsién

nsinx = 0.

El anillo R se dice libre de torsion n si ningtin elemento no nulo de R tiene torsién

n. Equivalentemente, R es libre de torsién n si para todox € R, nx =0 = x = 0.

Si R es un anillo con unidad libre de torsién 7, es inmediato, por definicién, que

char(R) # n. Ademas, si char(R) = 0, entonces R es libre de torsion n para todo
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n € IN*.

En general, un polinomio no constante sobre un campo F no siempre tiene raices
en dicho campo. Por ejemplo, el polinomio x% + 1 no tiene raices en R, pero sf las
tiene en C. Un campo en el que todo polinomio tiene raices se dice algebraicamente
cerrado. Todo campo algebraicamente es infinito. En efecto, si F fuese un campo fini-
to, sean ay, . . ., a, sus elementos. Entonces p(X) = (X —ay) -+ (X —a,) +1 € F[X],
pero entonces para todo a; € F, p(a;) =1 # 0y por ende p no tiene raices, por lo

que F no seria algebraicamente cerrado.

Dado un campo F, una extensiéon de F es un campo G tal que F es isomorfo a
un subcampo de G. Esto se escribe por G/F. Para cualquier campo F existe (salvo
isomorfismo) una tnica extension F tal que F es algebraicamente cerrado y tal que
dicha extension es la més pequena extension algebraicamente cerrada. Esto signifi-
ca que si G/F es otra extensién y G es algebraicamente cerrado, entonces G/F es

también una extension.

1.4. Médulos y Algebras

1.4.1. Modulos

En esta seccién, R serd un anillo con unidad. Se denota por R° al anillo cuyos
elementos son los mismos de R y en donde las operaciones se definen como sigue:
la suma a + b en R es igual a la suma en R, mientras que a x°? y, el producto en

R°P es yx en R. Notese que si R es conmutativo, entonces R = R.

DEFINICION 1.6. Un R-mddulo izquierdo es un par (M, ¢) donde M es un grupo abe-

liano y ¢ : R — End(M) es un homomorfismo de anillos.

Un R-médulo derecho es un par (M, ¢) donde M es un grupo abeliano y ¢ : R%? —

End(M) es un homomorfismo de anillos.

Como es usual se dice que M es un R-médulo (izquierdo o derecho), sin hacer re-
ferencia a ¢ o 1. Se nota por g M para indicar que M es un R-médulo izquierdo y por
MRy para indicar que M es un R-médulo derecho. Noétese que si R es conmutativo,

un moédulo izquierdo es lo mismo que un médulo derecho.

Antes de proceder con ejemplos, se presenta una caracterizacién del concepto de

modulo, para lo cual es necesaria una definicién previa:
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DEFINICION 1.7. Sea G un monoide y X un conjunto. Una accién a izquierda de G
sobre X es una funcién - : G x X — X (en donde se escribe g - x en lugar de -(g, x)

paratodo g € G y todo x € X) que verifica:
(1) 1-x = x, para todo x € X;
(2) g-(¢'-x) =gg"-x paratodo g,§’ € Gy todox € X.
El concepto de accién a derecha de G sobre X se defube andlogamente.

PROPOSICION 1.18. Sea (M, ¢) un R-médulo izquierdo. Entonces para cadar € R
ycadam € M,

r-m = g(r)(m)

define una accioén a izquierda del monoide multiplicativo de R sobre M. Esta accién

ademads verifica
(3) (r+s)-m=r-m+s-mparatodor,s € Rytodom € M;
(4) r-(m+n)=r-m+r-nparatodor € Rytodom,n € M.

Por simplicidad, se escribe rm en lugar de r - m para la accion descrita en la pro-

posicion anterior.
Demostracion. Como ¢ preserva identidades, ¢(1) es la identidad sobre M, asi
1m = g(1)(m) = m,
paratodom € M. Seanr,s € Ry m € M, entonces
r(sm) = p(r)(p(s)(m)) = (9(r) 0 p(s)) (m) = @(rs)(m) = (rs)m.
Seanr,s € Rym € M, se sigue que
(r+s)m = ¢(r+s)(m) = (p(r) + ¢(5))(m) = ¢(r)(m) + ¢(s)(m) = rm +sm.
Finalmente, sir € Ry m,n € M se tiene
r(m+n) = @(r)(m+n) = ¢(r)(m)+ @(r)(n) = rm+rn.
[l

De hecho, la accién definida en la proposicion anterior caracteriza completamen-

tea ¢:
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PROPOSICION 1.19. Sea M un grupo abeliano y - : R x M — M una accion del
monoide multiplicativo de R sobre M que verifica (3) y (4) de la proposicién anterior.

Definase ¢ : R — End(M) como sigue: dador € R, ym € M,
p(r)(m) =r-m.
Entonces ¢ es un homomorfismo de anillos y consecuentemente (M, ¢) es un R-

modulo izquierdo.

Demostracion. Noétese que si m € M, entonces
p(1)(r) = 1m = m,

por ende ¢(1) es el homomorfismo identidad sobre M. Que ¢ sea homomorfismo de
grupos abelianos es consecuencia de (3), y que preserve productos es consecuencia

de (2). Finalmente, que ¢(r) sea un endomorfismo es consecuencia de (4). O]

Si (M, ¢) es un R-médulo derecho, entonces

m-r=(r)(m)

define una accién a derecha del monoide multiplicativo de R sobre M que, como
en las proposiciones anteriores, caracteriza por completo a ¢, con sus respectivas

formas andlogas de (3) y (4).

De ahora en adelante, se escribird rm = ¢(r)(m) para la accién descrita ante-
riormente, sin hacer énfasis en ello. Similarmente se hara para el caso de médulos

derechos.

DEFINICION 1.8. Sean (M, ¢) y (N, ¢) dos R-médulos izquierdos. Un homomorfis-
mo de grupos abelianos f : M — N se dice un homomorfismo de médulos si para todo
reR

foo(r)=9(r)of.

De manera andloga se define un homomorfismo de médulos cuando los médulos

son derechos.

PROPOSICION 1.20. Una funcién f : M — N entre médulos izquierdos (M, ¢) y

(N, ¢) es un homomorfismo de médulos si y s6lo si paratodor € R ytodom,n € M

flmtn) = f(m)+f(n) y flrm)=rf(m).
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Demostracion. La condicién f(m +n) = f(m) + f(n) es la definicion de homomor-
tismo de grupos abelianos. Astimase que f es un homomorfismo de médulos, y sean

r € Ry m € M. Entonces

flrm) = f(@(r)(m)) = (f o @(r))(m) = (¥(r) o f)(m) = p(r)(f(m)) = rf(m).

Reciprocamente, sea r € Ry m € M, entonces

(fop(r)(m) = flo(r)(m)) = f(rm) = rf(m) = (r)(f(m)) = (P(r) o f)(m),

y como m es arbitrario se concluye que f o ¢(r) = (r) o f. O

Esto motiva el hecho de llamar a un homomorfismo de R-médulos una aplicacién
R-lineal. El ntcleo y la imagen de un homomorfismo de médulos se definen como

su nucleo e imagen como homomofismo de grupos abelianos.

DEFINICION 1.9. Sea (M, ¢) un R-médulo izquierdo (o derecho). Un subgrupo N
de M se dice un R-submddulo de M si para todor € R, N es invariante bajo ¢(r), es
decir, ¢(r)(N) C N.

Si (M, ¢) es un R-médulo izquierdo, y N es un R-submoédulo de M, se define
¢~ : R — End(N) como ¢n(r) = ¢(r)|n. Como N es invariante bajo ¢(r), entonces
¢nN(7) es un endomorfismo sobre N. Es claro entonces que (N, ¢n) es un R-moédulo
izquierdo. Gracias a esto, y a la accién inducida por ¢y que N es un R-submoédulo
de Msiysélosi N # @yrm+n € N para todor € Ry todom,n € N. Se sigue
trivialmente que el nicleo y la imagen de un homomorfismo de médulos son sub-
modulos del médulo de salida y el médulo de llegada, respectivamente. Claramente

un homomorfismo de médulos es inyectivo si y sélo si el nticleo es trivial.

EJEMPLO 1. R es un médulo sobre si mismo: definiendo la accién 7 - x = rx entonces
rR es un R-médulo izquierdo y con la accién x - ¥ = xr Rg es un R-médulo derecho.
A rRy Rg se los llama los R-médulos regulares izquierdo y derecho, respectivamente.
Los R-submoédulos de gR son los ideales izquierdos de R y los de Ry son los ideales
derechos de R.

Mas generalmente, R" es un R-médulo izquierdo o derecho segtn la accién sea

r(r1, e tn) = (171, 0, 11) O (P10, 1)1 = (117, .0, T7),
respectivamente.

EJEMPLO 2. Si k es un campo, un k-médulo es lo mismo que un k-espacio vectorial.
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Ahora, sea E un k-espacio vectorial y sea T : E — E un operador lineal. Si p(x) =
ag + a1x + - + ayx" € k[x], podemos asociar un operador p(T) = apl + a1 T +
... T" donde T* se entiende como la composicién de k veces T. Con esto, es posible

dotar a E de una estructura de k[x]-médulo de la siguiente manera:

para cada v € E. Un k[x]|-submédulo de E es un subespacio vectorial de E invariante
bajo T.

EJEMPLO 3. Sean M, N dos R-m6dulos izquierdos. Se define Homg (M, N) como el
conjunto de todos los homomorfismos de R-médulos de M hacia N. Su estructura

de R-médulo izquierdo esta dada por

(f+8)x) =f(x)+g(x) vy (f)x) =rf(x).

Se denota por Endgr(M) = Hompg(M, N). No debe confundirse End(M) con
Endgr(M). El primero es el anillo de homomorfismos del grupo M en si mismo, el

segundo es de los homomorfismos de médulos.

EJEMPLO 4. El anillo M,,(R) de matrices cuadradas n x 1, con entradas en el anillo R
puede dotarse de una estructura de R-moédulo izquierdo o derecho segtin la acciéon

sea r(a;;) = (ra;;) o (a;j)r = (ajjr), respectivamente.

EJEMPLO 5. Sea S un anilloy f : R — S un homomorfismo de anillos. Entonces se

puede dotar a S de una estructura de R-médulo izquierdo definiendo la accién

r-s=f(r)s,
y andlogamente se le da una estructura de R-mé6dulo derecho.

DEFINICION 1.10. Sean R, S dos anillos con unidad y M un grupo abeliano. Se dice
que M es un (R, S)-bimddulo si M es a la vez un R-médulo izquierdo y un S-médulo
derecho y si verifican la siguiente condicion de compatibilidad: Para todor € R,m € M,
sES,

(rm)s = r(ms).
Se indicard que M es un (R, S)-bimédulo escribiendo g Ms.

EJEMPLO 6. Sea M un R-médulo izquierdo. Si f,¢ € Endgr(M), se escribe xf en
lugar de f(x), y gf enlugar de f o g, y se define con esta composicién el producto

en Endg (M), dotdndole asi de una estructura de anillo. De este modo, M tiene una
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estructura de (R, Endg(M))-bimédulo.

Analogamente, si M es un R médulo derecho, entonces M tiene una estructura
de (Endg(M), R)-bimédulo. Aqui el producto fg de dos elementos en Endg(M)
estd definido como fg = fog.

Si M es un R-médulo izquierdo y N un R-submédulo de M, el grupo factor M/ N

puede dotarse de una estructura de R-médulo izquierdo al definir
r(x+N)=(rx)+ N

para todo x € My todo r € R. Igual que antes, la proyeccién canénica v : M —

M/ N es un homomorfismo sobreyectivo de R-médulos.

TEOREMA 1.21 (Emmy Noether: Primer teorema de isomorfismos). Sea f : M — N
un homomorfismo de R-médulos izquierdos (resp. derechos) y M C ker(f) un R-
submédulo de M. f induce un tinico homomorfismo de médulos f : M/M' — N
tal que f(x + M') = f(x) para todo x € M. En particular

M/ ker(f) = im(f)
via f.
Demostracion. Similar al caso de grupos y anillos. ]

TEOREMA 1.22 (Emmy Noether: Segundo teorema de isomorfismos). Sea M un R-
médulo y N, P dos R-submédulos de M. Entonces

N/(NAP)= (N+P)/P

Demostracion. Se tiene el homomorfismo f : N — (N + P)/P definido por f(x) =
x + P. Més aun, x € ker(f) siysoélosix € NN P, porlo que ker(f) = NN P. Mas
aun,six+P € (N+P)/P,existeny € N,z € P tales que x = y + z y por ende
x+P=(y+z)+P=y+P,puesz+P =0+P. Asi f(y) = x+ P yporende f es

sobreyectiva. Se sigue del primer teorema de isomorfismos que
N/ker(f)=N/(NNP)= (N+P)/P,
como se deseaba. O

Sea (M;j);c; una familia de R-médulos izquierdos (o derechos). El producto directo
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de la familia (M;);c; es por definicién el conjunto
[IM;,
iel

con la suma y multiplicacién por escalar definidos componente a componente:

(xi) + (vi) = (xi tyi), r(xi)=(rx;).

La suma directa de la familia (M;);c; es el subconjunto
PmclM
iel i€l
del producto directo formado por los elementos de la forma (x;);c; tales que x; = 0

para todos salvo un nimero finito de indices i € I. Es claro que si I es finito, entonces
DM =]]M;,
iel iel

y para I = {1,...,n} se escribe

Mi®---dM,,, M;x---xM,

para indicar la suma directa o el producto directo de estos.

Si todos los M; son R-submoédulos de un R-moédulo M, la suma de dicha familia
se define como
ZMI' = spany (U Mi> .
iel iel
Sil=/{1,..,n} seescribe
My+---+M,

para indicar la suma.

PROPOSICION 1.23. Sea M un R-médulo izquierdo (o derecho), (M;);c una familia
de R-submédulos de M y N = Z M,;. Son equivalentes

iel

(i) f : @ M; — N definida por f((x;)) = LicX; es un isomorfismo de R-
iel
modulos;

(ii) Paratodoiy € I, M;, N 2 M; = {0},
i+,

(iii) Para todo x € N existen tinicos iy, ...,iy € I y tinicos Xj; € Ml-], no nulos (j =
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1,..,n) talesquex = x;, +--- +x;,.

Demostracion. La demostracion es similar al caso del dlgebra lineal para espacios

vectoriales, por lo que se omite. O

Si se cumple alguno de los enunciados equivalentes de la proposicién anterior,
se dice que N es la suma directa de los submoédulos M;, y se escribe N = @ M;.
icl
Si M es un R-médulo, un R-submoédulo N de M se dice un sumando directo de M si
existe N’ talque M = N @ N'.

1.4.2. Mboédulos libres y finitamente generados

En este apartado se considera que todos los R-médulos son izquierdos y que R es

un anillo con unidad. El tratamiento para el caso de R-médulos derechos es anélogo.

DEFINICION 1.11. Sea M un R-médulo y B C M. M se dice libre sobre B, o que M
es libre y B es una base para M si verifica la siguiente propiedad universal: Para toda
funcién f : B — M/, siendo M' un R-médulo, existe un tinico homomorfismo de

R-médulos f : M — M’ tal que el diagrama
B—— M
f\ XS
M/

conmuta, donde: B — M es la inclusion.

Sea X un conjunto. Se indica un procedimiento para construir un R-médulo libre
con base X, F(X). Sea F(X) el conjunto de todas las funciones 7 : X — R tal que
#(x) = 0 para todo salvo un ntimero finito de x € X. Dadas 77,0 € F(X), se define
paracadax € Xycadar € R

(1 +0)(x) =n(x)+6(x) y (r)(x)=ry(x).

Asi F(X) es un médulo izquierdo. Para cada x € X se define 7, como la funcién
Nx(y) = 1siy = xyne(y) = 0siy # x. Entonces 17, € F(X). La aplicacién
L 1 X = 1y es inyectiva, por ende se puede considerar a X como un subconjunto de

F(X) al identificar a cada x € X con #7,. Notese que si 7 € F(X), se puede escribir

n=y 1(x)1x

xeX
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y dicha representacion es tnica.

PROPOSICION 1.24. F(X) es un R-médulo libre con base X.

Demostracién. Sea M un R-méduloy f : X — M una funcién. Se define f : F(X) —
M como sigue: Para 17 € F(X),

fln) = Y n(0)f(x).
xeX
Es claro que f es un homomorfismo de médulos. Ahora, si x € X, se tiene que

fle) = 3 nx()f(y) = 1f (x) = f(x),

yeX

de modo que fo: = f.
Claramente, f es el tinico homomorfismo de R-mdédulos que verifica tal condi-
cién. 0

COROLARIO 1.25. Un R-médulo M es libre sobre B C M si y s6lo si M = F(B).

Sea M un R-médulo y (M;);c; una familia de R-submoédulos de M. La intersec-
cion Njer M es un R-submoédulo de M. Si S € M, a la interseccién de todos los
R-submoédulos de M que contienen a S se la denota por spang(S) y se la llama el R-
submédulo generado por S. Como es usual, se escribe spang(sy, ..., s,) siS = {s1,...,51 }.

Una combinacion lineal de elementos de S C M es una suma finita de la forma

n
Y rimi = rymy - A Ty
i=1

donde r; € Ry m; € S para todo i = 1,..., 1. Es claro que spang (S) es el conjunto de

todas las combinaciones lineales de elementos de S.

PROPOSICION 1.26. Sea M un R-médulo libre sobre B, entonces M = spang(B) y
ningtn subconjunto propio de B genera a M. Mds atin, B es linealmente indepen-

diente sobre R, es decir, para todo by, ...,b, € B y todory,...,t, € B, se tiene que
r1b1+...+rnbn:0:>rl:---:rnzo_

Reciprocamente, si existe un conjunto linealmente independiente B C M que genera

a M, entonces M es libre con base B.

Demostracion. Sin pérdida de generalidad, se asume que M = F(B). Como para
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cada 17 € F(X) se puede escribir

n=3 n(x)n,

x€B

se sigue que F(X) = spang(B). Sean by, ...,b, € By ry,..., 14 € R tales que
r]_b]_ + "'+rnbn — 0.

Entonces se tienen dos representaciones

n n
0= rimp, =Y 0np,
i—1

i=1
dado que dicha representacién debe ser tinica, entonces r; = 0 para todo indice i en
el conjunto {1, ..., n}. Finalmente si un subconjunto B’ C B genera a F(B), entonces
x € B\ B’ seria combinacion lineal de elementos de B’, en contradiccién con la

independencia lineal de B.

Reciprocamente, sea B un conjunto generador linealmente independiente para
M. Sea f : B — N una funcién, siendo N un R-mdédulo. Para cada x € M existen

anicos rq, ..., € Ry by, ..., by € B tales que x = r1by + - - - + r,b,. Se define

fx) =rif(br) + - +ruf(ba).

Es trivial verificar que f : M — N es un homomorfismo de R-médulos y que f =

fousiendo:: B — M lainclusiéon. Asi M es libre con base B. O

DEFINICION 1.12. Un R-médulo M se dice finitamente generado si existen xi, ..., Xn

tales que M = spany(xy, ..., X;).

PROPOSICION 1.27. Un R-médulo M es libre y finitamente generado si y sélo si
M = A" para cierto n. Ademads las n-uplas e; = (0, ...,0,1,0, ...,0) son una base para

A" y por ende estdn en correspondencia con una base para M.

Demostracién. Claramente ey, ..., e, generan a A" y sin linealmente independientes,
por lo que A" es libre y finitamente generado. Reciprocamente, sea A un R-médulo
libre finitamente generado. Sea B = {by, ..., b, } una base para M. Definase f : A" —
M por

(r1, s tn) —> f((r1, o, tn)) =11y + - - - + 1l

Es trivial verificar que f es un homomorfismo de R-médulos. Sea (rq, ..., ;) un ele-

mento de ker(f), entonces r1by - -- + ryb, = 0y como B es linealmente indepen-
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diente, se sigue que iy = --- = r, = 0. Asi ker(f) = 0. Ahora, si x € M, existen
unicos 1, ..., € R tales que x = rqby + - - - + r4b,, de donde x = f(rq,...,7) y por

ende f es un isomorfismo. O

PROPOSICION 1.28. Un R-médulo M es finitamente generado si y solo si existe n €
N y un submédulo N C A" tal que M = A"/ N.

Demostracién. Si M = A" /N, sean e; como en la demostracién anterior y sean ¢; las
imagenes de ¢; en A" /N. Las imagenes homomorficas de ¢; en M claramente gene-
ran a M, asi M es finitamente generado. Reciprocamente, sean x, ..., X, generadores
de My definase f : A" — M mediante

(11, cestn) —> f(r1, 0y Tn) = 11X1 + - - - + Xy

Es claro que f es un homomorfismo sobreyectivo de médulos, por ende, si N =

ker( f ), el primer teorema de isomorfismos permite concluir que M = A" /N. O

DEFINICION 1.13. Un R-médulo M se dice ciclico si existe m € M tal que M =

spang(m), es decir, si M es generado por un solo elemento.

PROPOSICION 1.29. M es un R-médulo ciclico si y s6lo si M = R/ I para algtin ideal
IdeR

Demostracion. Supéngase que M es ciclico y sea m un generador de M. Se define
f : R = M mediante
r— f(r) =rm.

Claramente f es un homomorfismo de médulos sobreyectivo. Sea I = ker(f), asi

por el primer teorema de isomorfismos, R/ = M.

Reciprocamente, sea f : R/I — M unisomorfismoy seam = f(1+ I). Para cada
x € Mexister+1 € R/I tal que f(r + I) = x. Notemos que

m=rf(1+1)=f(r(1+1)) = f(r+1) =x,

de modo que m genera a M. O

1.4.3. Algebras

Las estructuras de grupo, anillo y médulo se conjugan en una estructura llamada
algebra. Igual que antes, R serd un anillo con unidad. Los R-médulos, a menos que

se indique lo contrario, seran izquierdos.

32



DEFINICION 1.14. Sean M, N, P tres R-médulos. Una funcién f : M X N — P se
dice R-bilineal si para cadam € M la funcién n — f(m,n) es R-lineal, y si para cada

n € N la funcién m — f(m,n) es R-lineal.

Una forma bilineal ¢ : M x M — M se dird un producto sobre M. Nétese que en
particular un producto es una ley de composicion interna. Si ¢ es un producto sobre

M, el centro de M se define como

ZM)={me M: ¢o(m,x)=¢(x,m),Vx € M}.

Dado que un producto es una ley de composicién interna, podemos hablar de

productos asociativos, conmutativos, con unidad, etc.

DEFINICION 1.15. Un R-dlgebra (o un dlgebra sobre R) es un R-médulo A equipado
con un producto ¢ : A x A — A. Un R-dlgebra se dice

e asociativa si su producto es asociativo;
e unital si su producto admite un neutro;

e conmutativa si su producto es conmutativo o, equivalentemente, si Z(A) = A.

Una subdlgebra de A es un R-submédulo B de A tal que ¢|3. 3 es un producto

sobre B.
Cuando no se especifica el producto, este se escribird multiplicativamente.

EJEMPLO 7.Sea A un anilloy f : R — A un homomorfismo de anillos tal que
im(f) € Z(A). Entonces, definiendo la acciéon r-a = f(r)a, A es un R-médulo y
ademds es un R-algebra asociativa para el producto ¢(a,b) = ab. En efecto, como
im(f) C Z(A) se tiene parar € R, a,b,c € A que

p(ra+0b,c) = (ra+b)c =rac+bc =re(a,c) + ¢(bc)
¢(a,rb+c) =a(rb+c) =arb+ac =rab+ac = re(a,b) + ¢(a,c),

lo que muestra que ¢ es un producto.

En particular, si f : Z(R) — R esla inclusién de Z(R) en R, se tiene que R es una
Z(R)-algebra.

EJEMPLO 8 (Algebra de Lie de un algebra asociativa). Supéngase que R es conmu-
tativo. Sea A un R-édlgebra asociativa. Se define [-,:] : A x A — A como la forma

bilineal
[a,b] = ab — ba.
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Al dlgebra (A, [, -]) selanota por A~ y se la llama el dlgebra de Lie de A. Este élgebra

posee dos propiedades importantes:

(1) Anticonmutatividad: [x,x] = 0 paratodox € A;y
(2) Identidad de Jacobi: [[x,y],z] + [[v, z], x] + [[z, x],y] = 0 para todo x,y,z € A.

Maés adelante se definird en un contexto mds general lo que es un dlgebra de Lie, que

generaliza a esta idea.

Notese que si A # 0, por la identidad de Jacobi, el dlgebra de Lie A~ no es
asociativa, y por la anticonmutatividad, no es unital, pues si ¢ fuese una unidad
para el dlgebra A™, entonces

e=[ee] =0,
lo que implicaria que A = 0.

EJEMPLO 9 (Algebra de Jordan de un algebra asociativa). Sea R un anillo conmuta-

tivo y A un R-algebra asociativa. Se defineo : A x A — A como la forma bilineal
xoy = xy—+yx,

y se la llama el producto de Jordan. Al élgebra (A, o) se la nota por A™ y se la conoce

como el dlgebra de Jordan del dlgebra A. Esta dlgebra posee dos propiedades:
(1) Conmutatividad: x oy = y o x paratodo x,y € A™;
(2) Identidad de Jordan: Para todo x,y € A*, (xoy)o (xox) =xo0 (yo(xox)).

Si R es un anillo con unidad, y A tiene la misma unidad 1, se puede considerar el

elemento 2 = 1 4 1. 5i 2 es una unidad en el dlgebra A, entonces
xo02 b=x271 4271y = X,

de modo que 27! es una unidad para A*. Una manera distinta de definir el producto
de Jordan es la siguiente: Si R = F es un campo con char(F) # 2y A es un F-algebra

que contiene a F, se define

En este caso, 1 es una unidad para el algebra AT.

EJEMPLO 10 (Algebras de incidencia). Sea X un conjunto preordenado por <, es
decir, < es una relacion sobre X reflexiva y transitiva, pero no necesariamente anti-

simétrica. Supéngase ademds que X es localmente finito, es decir, para todo x,y € X
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el conjunto
[yl ={z € X[x <z <y}

es finito. Dado un anillo conmutativo con unidad R, se define Z(X, R) como el alge-
bra
Z(X,R) ={f: Xx X = R|f(x,y) =0cuando x £ y},

dotado de las operaciones

(f+9)(xy) = flxy) +8(xy),
(rf)(x,y) = rf(xy),
(fxe)xy) = Y, flx,2)8(zy).

x<z<y

Al producto * se lo llama producto de convolucién, o simplemente convolucién, y se
nota fg en lugar de f * g. Al dlgebra Z(X, R) se la llama el dlgebra de incidencia de X
sobre R. Se define 6 : X x X — R como la funcién 5(x, y) = dyy, siendo Jy, la delta
de Kronecker. § cumple el papel de elemento identidad de Z(X, R). En efecto,

(fo)(xy) = Y. f(x,z)6 = Y. f(x,2)8y = f(x,y),

x<z<y x<z<y

de modo que fé = f y similarmente 6 f = f.

El 4lgebra Z(X, R) es asociativa. En efecto

(fom(xy) = ) (fx2hzy)= ), Y} flxw)g(wz)h(zx)

x<z<y x<z<yx<w<z

= ). frwig(wzh(zx)= ), flxw) ) gwz)h(zx)
x<z<w<y x<w<y w<z<y

= ). flrw)(gh)(wy) = (f(gh)(xy)-
x<w<y

Notese que el conjunto
B = {exy|x <y},

donde

0, en caso contrario,

ey (1,0) — {1, si(u,v) = (x,y)

para cada x < y, forma una base para Z(X,R) considerando a esta como un R-
modulo izquierdo cuando X es un conjunto finito. En efecto, sean x1,y1, ..., Xy, Yn

tales que x; < y; para todo iy (x;,y;) # (xj,¥;) cuando i # jy sean rq,.., 7, € R
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tales que
n
Z riex,y; = 0,
i=1

entonces

n
rj = riexy; (Xjy;) = griexi,yi(xj'yf) =0,
i=

para todo j, de modo que B es linealmente independiente. Por otro lado, si f €
Z(X,R), se puede escribir

f= Zf(x/y)ex,yr

x<y
por lo que B genera a Z(X, R).

Incluso cuando X es infinito, la identidad

f= Z f(xry)ex,y

x<y

es vdlida si es entendida como una suma formal (este concepto no serd utilizado en

este trabajo, por lo cual no se precisard su significado). Ademas, se tiene la identidad

€xy€uv = Oyulxv- (1.1)

EJEMPLO 11 (Algebras de matrices). Sea X = {1,...,n} y se define la relacion de
preorden < en X, donde x < y para todo x,y € X, es decir, < es la relaciéon X x X.
Si R es un anillo conmutativo con unidad, nétese que, como anillos, M, (R) coin-
cide con el dlgebra de incidencia Z(X, R). Asi M,,(R) es un R-4lgebra con la suma,

producto y producto por escalar usual de matrices.

Ahora considérese X = {1, ...,n} con la relacién de orden usual en los nimeros
naturales. Se identifica a I(X, R) con el subconjunto de M,,(R) formado por matrices
triangulares superiores. Esta R-dlgebra serd notada por T, (R) y es una subdlgebra
de M, (R).

Finalmente, si se considera X = IN* con el orden usual, el dlgebra Z(X, R) coin-

cide con el algebra de matrices infinitas triangulares superiores, que se denota por
Teo(R).

TEOREMA 1.30. Sea R un anillo conmutativo con unidad y A un R-médulo libre con
base X. Dada una funcién ¢ : X x X — A, existe una tnica funciéonp : A x A — A

que es un producto y que extiende a ¢. Mds atin, si ¢ verifica

p(p(x,y),z) = ¢(x, ¢(y,2))
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para todo x,y,z € X, entonces (A, ) es un dlgebra asociativa. Si ¢ verifica que
¢(x,y) = ¢(y,x) para todo x,y € X, entonces (A, ) es un dlgebra conmutativa.
Finalmente, si X es finito y ¢(x,x) = x para todo x € X y ¢(x,y) = 0 para todo

x # vy, entonces el elemento

e=) «x

es un unidad para el producto 1.

Demostracion. Sean u,v € A. Existen a1,...,&,, B1,...,Bm € Ry elementos de la

base X x1,..., X1 Y Y1, ..,Ym tales que
n m
=Yy ax;, v= Z,B]-yj.
i=1 j=1

Se define entonces

ZZ 1,3]90 xzry]
i=1j=1

Por construccion, ¢ es R-bilineal. Ahora, suponiendo que

p(p(x,y),z) = ¢(x, ¢(y,2))

se probara que ¢ es un producto asociativo. En efecto, para u, v, w € A, se conside-
ran escalares a1, ...,&y,B1,...,Bm/Y1,--.,7p € Ry elementos de la base x1,...,x,

Yi,o o Ymy 21, .., 2p € X tales que

n

m P
= Z”‘ixif U= Z Biyi, w= Z YiZk-
i=1 k=1

i=1

Asi

n

Y wiBjp(e(xi,y;),w)

$p()0) =3 3
L
)3

1‘7

1
ZD‘Z,B] Z 04 xz,y] Zk)
i=1j=1

1

n p
=Y w Y Y Bimeoe(xi 9(yj 7))
=1 j=1k=1

= ¥(u, (v, w)).

La conmutatividad es inmediata bajo la hipétesis dada, ya que R es conmutativo.
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Finalmente, seau € Ay aq,...,a, € R, x1,...,x, € X tales que

n
u = Z ;X
i=1

Entonces
n n n
Pplue) =Y Y aip(xi,x) =Y aip(xi,x;) = ) aix; = u,
i=1xeX i=1 i=1
y de manera similar ¢(e, u) = u, por lo que e es un neutro para el producto. [

DEFINICION 1.16. Sea k un campo y A una k-dlgebra. Se dice que A es un dlgebra de

dimension finita si como k-espacio vectorial es de dimension finita.

OBSERVACION 1. Puesto que toda forma bilineal en un espacio vectorial estd com-
pletamente determinada por las imégenes de los elementos de una base, el teorema
anterior muestra que el producto en una k-algebra de dimension finita estd comple-

tamente determinado por los elementos del producto de una base.

DEFINICION 1.17. Sea (A, ¢) un R-dlgebra. Un idempotente es un elemento e € A
tal que ¢(e,e) = e. Un idempotente e se dice idempotente central sie € Z(A). Una

familia de idempotentes {e; }c| se dice ortogonal si ¢(e;, ;) = 0 para todo i # j.

Dados A, B C A, se define
¢(A,B) ={¢(a,b):aec A bec B}

En el caso particular cuando A = {a} o B = {b} se escribe ¢(a, B) y ¢(A,b), respec-

tivamente, para representar al conjunto ¢(A, B).

Un R-submédulo T de A se dice un ideal izquierdo del dlgebra A si p(A,Z) C T.
En cambio 7 se dice un ideal derecho si ¢(Z, A) C I. Finalmente, T se dice un ideal si

1 es a la vez ideal izquierdo e ideal derecho.

TEOREMA 1.31. Sea A un R-dlgebra asociativa unital y By,...,B, una familia de
ideales izquierdos de A. Entonces A = By @ - - - ® By, si y s6lo si existe una familia

de idempotentes ortogonales ey, . .., e, tales que B; = Ae; yer + - - -+ e, = 1.

Demostracién. Se supone para iniciar que A = B; @ - - - @ B,, de modo que existen
unicos e¢; € B; tales que 1 = e + - - - + e,. Se sigue entonces que ¢; = e;je; + - - - +
e? + -+ - + ejep, lo que por unicidad de la descomposicién en suma directa implica
que eie; = 0sij # iy que e? = e;, ya que eiej € Bj al ser los conjuntos B; ideales

izquierdos de A. De este modoeej, . . ., e, es una familia de idempotentes ortogonales
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de A. Puesto que B; es un ideal izquierdo, entonces Ae; C B;. Reciprocamente, si

X € B;, entonces
x=xl=x(ey+---+e+---+e,) =xe1+---+xe;+ -+ xey,
de modo que xe; = 0 para todo i # j ya que la suma es directa, y consecuentemente

x = xe; € Ae;. Esto prueba que B; = Ae;.

Ahora se supone que existe una familia de idempotentes ortogonales e, ..., ey,

tales que B; = Ae;ye; +---+e, = 1.Sea x € A, entonces
x=xl=x(ey+---+e+---+e,) =xe1+---+xe;+ -+ xey,

con xe; € Bj, porloque A = By + - -+ By,. Ahora, si x = x1 + - - - x, es otra descom-

posicion con x; € B;, se sigue que
Xej = X1€; + -+ Xj€j + - - -+ Xne,
pero x; = aje; para algtin a; € A, de modo que
xe; = aje1e; + - - - +aeje; + - - - + anepe; = aje; = X;j,
por lo que la descomposicién es tinica y por ende la suma es directa. O

TEOREMA 1.32. Sea A un R-dlgebra asociativa unital y By,...,B, una familia de
ideales de A. Entonces A = By @ --- @ By, si y solo si existe una familia de idem-
potentes centrales ortogonalesey, . .., e, tales que B; = Ae; ye; + - - +e, = 1. Mds

aun, en este caso cada B; es un R-dlgebra unital con unidad e;.

Demostracion. Suponiendo que A = By @ -+ @ By, en virtud del teorema anterior
basta probar que los idempotentes ¢; son centrales. Sea x € A, entonces x = xej +
-+ xe,yx =ex+---+eyx, de donde, por la unicidad de la descomposicién y el
hecho de que los B; son ideales, se tiene que e;x = x¢;, y asi e; € Z(.A). El reciproco

es inmediato.

Ahora, si x € B;, entonces x = xe; = ¢;x por unicidad de la descomposicién, de
modo que e; es un neutro para B;, y por ende B; es un R-dlgebra unital con identidad
e;. [

DEFINICION 1.18. Con la notacién de los teoremas anteriores, a la descomposicion
A = By ®--- @ By se la llama la descomposicién idempotente del dlgebra A, y a la

familia ey, .. ., e, una familia de idempotentes primitivos para el dlgebra A.
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TEOREMA 1.33. Sea A un R-dlgebra asociativa y e, ... ,e, una familia de idempo-

tentes primitivos para A tal que
n
.A = @ ei.Aej,
ij=1

entonces

n
Z(A) C @eiAei.
i=1
Demostracion. Seaa € Z(A), existen a;; € A tales que
n
a = Z eiai]-e]-.
iji=1
Sik € {1,...,n}, se tiene que
n n
epa = 2 ekeiaijej = Z ekak]-ej
iji=1 j=1
y por otro lado

n n
aey — Z eiai]-e]-ek = Z €;a;xC-
ij=1 i=1

Como 4 esté en el centro de A se verifica
n n
Z Craki€j = Z €idikCk,
j=1 i=1

y por ende
n n
Y eaie; = Y | eiaey.
i=1 i=1
i£k i+k
Puesto que la suma es directa, los elementos ¢;4;;¢; son linealmente independientes,

lo que implica, por lo anterior, que para todo k y para todo i # k # j, entonces

ejajex = 0 = exay;e;, de donde en particular, para todo i # j e;a;je; = 0, y por ende

n
a= Z €iaii€i,

i=1

y, puesto que a € A es arbitrario, se concluye que

Z(A) C P eiAe;.
i=1
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DEFINICION 1.19. Sean (A, ¢) v (B, ) dos R-dlgebras. Un homomorfismo de mé-
dulos f : A — B se dice un homomorfismo de R-dlgebras si para todo x,y € A

flo(x,y)) = p(f(x), f(y))-

Las nociones de nticleo e imagen se aplican analogamente para los homomorfis-
mos de R-dlgebras. Igualmente las nociones de cociente de un édlgebra por un ideal,
y los teoremas de isomorfismos de moédulos se extienden trivialmente al caso de

algebras, con las modificaciones obvias en las demostraciones.

1.5. Exactitud y productos tensoriales

Sea R un anillo con unidad y

fnq f
"'—>Mn_1n—>Mn—n)Mn+1—>"' (1.2)
una sucesion de R-moédulos izquierdos (o derechos) y homomorfismos de médulos.
Dicha sucesion se dice exacta en M, si ker(f,) = im(f,_1). La sucesion se dice exacta
si es exacta en M,, para todo n. Una sucesién exacta corta es una sucesion exacta de la
forma

0— M I M2 M —o.

La sucesion anterior es exacta si y sélo si f es inyectiva, ker(g) = im(f) y g es
sobreyectiva. Una sucesién de R-médulos y homomorfismos con infinitos términos
no nulos se dice una sucesion exacta larga. Toda sucesioén exacta larga de la forma
(1.2) puede descomponerse en sucesiones exactas cortas del siguiente modo. Sean
Ky, = ker(fy) = im(f,—1) vy tn : Ky — M, la inclusién. De este modo la sucesion

corta

‘ f
0 — K, - M, = K11 — 0
es exacta. El siguiente diagrama permite visualizar de mejor manera la situacion:

fn—l fn

> M,

Iy fn
Kn KT[+1

e .

En lo que sigue, R serd un anillo conmutativo con unidad.

- —— My » My —— -+

0 0
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DEFINICION 1.20. Sean Mj, ..., M, una familia de R-médulos y N un R-médulo.
Una aplicacion n-lineal es una funcién f : My x --- x M, — N tal que f es R-lineal

en cada componente.

TEOREMA 1.34. Sean Mjy, ..., M, una familia de R-médulos, entonces existe un par
(T,t) siendo T un R-méduloyt : My X - - - x M, = T una aplicacién n-lineal tal que
para todo R-médulo M y toda aplicacién R-lineal f : My x --- x M, — M existe
un unico homomorfismo de R-médulos f' : T — M tal que f' ot = f. Mds atn, si
(T',t') es otro par con dicha propiedad, existe un tinico isomorfismo g : T — T’ tal

quegot=t.

Demostracion. Sea S el R-médulo libre sobre My x - - - M, y sea U el R-submédulo

de S generado por todos los elementos de la forma

(X1, Xi+ x5, xn) — (X1, Xy, X)) — (X1, X0, 00, X)),

(X1, oo Xipeeo, Xn) — (X1, 00, X, oo, X))

donde x;, x} € Mj, paraj € {1,...,n} yr € R. Se considera entonces T = S/U. Si
(x1,...,%n) € My X --- X My, se denota por x; ® - - - ® x, a su imagen en T. Se tiene

por construccion que
QR HA)D QX = (1R QX @ QX))+ (KR QX ® - Rxy)
paratodox; € My, ..., x;,xi € Mj,...,xy € My y

@ @x® QX)) =11Q - ® (r5;) ® - ® xp

para todo (x1,...,x,) € M1 X --- X M, y todo r € R. Por construccion, los elemen-

tos de T son sumas finitas de la forma
m
Y (i@ @xp)
k=1

donde x¥ € M; paratodoi € {1,...,n} ytodok € {1,...,m} y ry € R para todo
ke{l,...,m}.

Ahora, se define t : My x --- x M,, — T mediante t(x1,...,X;) = X1 ® - - - ® Xp.
Por lo anterior, es claro que t es n-lineal. Sea ahora f : Mj x --- M, — M una

aplicacion n-lineal. Se define f' : T — M del siguiente modo: Dado

m
X = Zrk(x'{@)---@xﬁ)ET
k=1
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entonces
m

flx) =Y nefx, ).

k=1
Notese que f’(x) esta bien definido, es decir, su definicién no depende del represen-
tante elegido para x. Esto es consecuencia inmediata de las relaciones que definen
al R-submoédulo U y la n-linealidad de f. También es claro por construccién que

f'ot = fyque f’ estd inicamente determinado por f.

Para finalizar, supongase que (T, 1) es otro par con las propiedades requeridas.
Sustituyendo (M, f) por (T’,t') se obtiene un tinico homomorfismo de R-médulos
¢: T — T tal que got = . Invirtiendo los roles de (T, t) y (T',t') se obtiene otro
tnico homomorfismo de R-médulos ¢’ : T — T tal que ¢’ o t' = t. Las composicio-
nes g o g’ y ¢’ o g deben, por unicidad, ser las funciones identidad, lo que implica

que g es el isomorfismo deseado. O

DEFINICION 1.21. Con la notacién del teorema anterior, T se denomina el producto
tensorial de My, ..., M, sobre R, y se denota por Qg M; o por M; ®g - - - @r My (0
incluso por M ® - - - ® My, si R es claro para el contexto). A los elementos de T se
los llama tensores. Los tensores x1 ® - - - ® x,, introducidos en la demostracion son los

generadores de T.

OBSERVACION 2. Una construccién similar puede emplearse para el caso cuando R
es no conmutativo, o incluso cuando M; es un (R;, R;;1-bimddulo, pero los detalles

son un poco mds tediosos, y tal generalidad no sera utilizada en este trabajo.

Una mitad de la parte (2) de la demostracion del siguiente resultado fue extraida

de [2]. Sin embargo, como se evidencia, las técnicas involucradas son estdndar.
PROPOSICION 1.35. Sean M, N, P tres R-modulos. Entonces existen isomorfismos
tinicos

(1) M®N - N®M

2) MON) P > M®(N®P) > MRN®P

B) (M&GN)®P - (M®P)d (N®P)

4) Re¥M — M
tales que, respectivamente,

(@ x@yr—y®x
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b) (xRY) Rz xR (YR2z) > xQYRz
© (yY)Rz— (x®2z,yR2)

(d) a® x +— ax.

Demostracién. (1) Considérense las aplicaciones f : M X N - NQMyg: N x M —
M ® N definidas por f(x,y) = y®xy g(y,x) = x®y. f y g son R-bilineales,
de modo que estas inducen tnicos homomorfismos f' : M®N - N My g :
N®M — M® N talesque f'(x®y) =y®xy g (y®x) = x®y. Claramente f' o g’

y ¢’ o f’ son identidades, por ende x ® y — y — x es un isomorfismo.
(2) Se prueba la existencia del isomorfismo M ® (N ® P) - M ® N ® P, la otra

parte es similar. Se construyen homomorfismos

Mo (NoP) L MoNoP S Mo (No P)

talesque f(x® (Y ®z)) =0RyRzygx®y®z) =x® (y®z).

Para construir f, fijese un elemento x € M, la aplicacién (x,y) — x @y ® z es
R-bilineal en y y z y por ende induce un homomorfismo f, : N9 P -+ M ® N ® P
tal que fyx(y ®z) = x ® y ® z. Ahora se considera la aplicacion (t,x) — fx(t) de
M x (N®P)en M® N ® P. Esta aplicacién es bilineal en f y z y por ende induce
un homomorfismo

f M®(N®P) > MN®P
talque f(x ® (Y ®z)) =x QYR z.

Para construir g considérese la aplicacion (x,y,z) — x® (y®z) de M x N x P

en M ® (N ® P). Esta aplicacion es 3-lineal y por ende induce un homomorfismo
g MRAIN®P -+ M®(N®P)

talque g(x Y ®z) =x® (Y ®2z).
Claramente f o ¢y go f son identidades, porende x ® (y ® z) — ¥ ® ¥y ® z es un

isomorfismo.

(3) La aplicacion ((x,y),z) — (x®z,y®z)de  M&N) x Pen  M® P) & (N®

P) es R-bilineal, por ende induce un homomorfismo
f:(M&N)®P - (M®P)® (N®P)

tal que f((x,y) ® z) = (x ® z,y ® z). Considérese ahora las asignaciones (x,z)

44



(x,0)®zdeMxP— (M®&N)®Py (y,z) — (0,y) zde NxP - (M&N)®P,
que son aplicaciones R-bilineales. Estas inducen homomorfismos g; : M x P —
(M&N)®Pyg : N®P - (M® N)® P dados por ¢g1(x®z) = (x,0)®zy
2(y,z) = (0,y) ® z. Se define entonces

¢:(M®P)®(N®P) > (M®N)®P

mediante ¢(x Rz, y Q@ w) = g1(x®2z) + @2(y @w) = (x,0) ® z+ (0,y) ® w. Se nota
que

gofil(xy)®z) =g((x®z,y®2z))
=(x0)®z+0,y)®z
= (vy)®z

(feg)x®zy®w) = f((x,0)®z)+ f((0,y) ®z)
=(x®z0)+ (0,y®@w)
= (x®z,yw),
por lo que f es un isomorfismo.

(4) La aplicacion R x M — M dada por (r,x) + ax es R-bilineal, por lo que
induce un homomorfismo f : R® M — M dado por f(r ® x) = rx. Por otro lado, g :
M — R ® M definido por g(x) = 1 ® x es claramente un homomorfismo. Ademads,

claramente f o g es la identidad, y
(g0 f)(r@x) = g(rx) = rg(x) = r(1®x) = r@x
por lo que f es un isomorfismo. O

PROPOSICION 1.36. Sean f : M — M’ y g : N — N’ homomorfismos de R-médulos.
Existe un tinico homomorfismo f ® g : M®@ N — M’ @ N’ tal que

(fegxay) = flx)©gy)
paratodox € Myy € N.

Demostracion. La funcion M x N — M’ ® N’ definida por (x,y) — f(x) ® g(y) es
R-bilineal y por ende induce un tnico homomorfismo f® ¢: M N — M' @ N’

con la propiedad requerida. O
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TEOREMA 1.37. Sean (A, ¢) y (B,¥) dos R-dlgebras. Su producto tensorial A @ BB

puede ser dotado con la estructura de R-dlgebra tal que su producto 1 verifica

N(x©y,z@w) = ¢(x,2) © Py, w).

La R-dlgebra A ® B es asociativa (resp. unital, conmutativa) si lo son las dlgebras A
y B.

Miés aun,si f : (A, ¢) = (A, ¢") yg: (B,¥) — (B,¢") son homomorfismos de
R-dlgebras, entonces el producto f ® g : A® B — A’ ® B’ es un homomorfismo de
R-algebras.

Demostracion. La aplicacion A x B x A x B — A ® B definida por

(x,y,2,w) = ¢(xz) @ Pp(yw)

es claramente 4-lineal (pues R es conmutativo), por lo que induce un homomorfis-
mo de R-médulos p: AQ B ARB — AR B. Ahora, seat: (A®B) x (A®B) —
A® B® A® Blaaplicacién bilineal que define al producto tensorial, e indentifique-
sea A®B®A®Bcon (AR B)® (A® B), de modo que se obtiene una aplicacién
bilineal 7 : (A® B) x (A® B) - A® B dada por 1 = p o t. Por construccién se

sigue trivialmente que

Nx®y,z0w) = ¢(x,2) @ Py, w).

La asociatividad y conmutatividad son sencillas verificaciones bajo las correspon-
dientes hipétesis, y sie € Ay e € B son neutros, entonces ¢ ® ¢’ es un neutro para
el algebra A ® B. La verificacién de que f ® ¢ es un homomorfismo de R-dlgebras

es trivial. O

Ahora se relaja la condicion de exactitud para una sucesién de R-mdédulos y ho-

momorfismos.

DEFINICION 1.22. Una sucesion de R-médulos y homomorfismos

) 1
1>M()—0>0

se dice un complejo de cadena si para todon € IN,

571 © 57’14—1 = O/
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o, equivalentemente, si para todon € IN
im(d,+1) C ker(dy).

A los homomorfismos 6, se los llama operadores de borde. Un elemento x € M, se
dice un ciclo si é,_1(x) = 0, y se dice un borde si x € im(,). Al complejo de cadena

se lo denota por (M., 6) o simplemente (M.).

De manera dual, un complejo de cocadena es una sucesioén de R-médulos y homo-

morfismos

—1_ 0 1 2
OHMO a>M1 a>M2 AN

donde para todon € N
an+1 o = 0,

o, equivalentemente, si para todon € IN
im(9") C ker(o"1).

A los elementos de ker(0") se los llama cociclos y a los de im(9") se los denomina

cobordes. Al complejo de cocadena se lo denota por (M',9d) o simplemente (M").

DEFINICION 1.23. El n-ésimo grupo de homologia de un complejo de cadena (M., )

se define como el R-mdédulo cociente
H,(M.) = ker(é,)/im(6y41).

A la sucesion (Hy,(M.)),en se la llama la homologia del complejo de cadena (M.).

El n-ésimo grupo de cohomologia de un complejo de cocadena (M, 0) se define

como el R-médulo cociente
H"(M') = ker(9") /im (9" 1).
A la sucesion (H" (M) ) e se la llama la cohomologia del complejo de cadena (M').

Este trabajo presentard en su ultimo capitulo una teoria de cohomologia para
dlgebras asociativas, conocida como la cohomologia de Hochschild?. El objetivo de pre-
sentar esta teoria es el de buscar un vinculo entre esta y la teoria que serd desarro-

llada para estudiar la homotopia de categorias y carcajes finitos.

2Gerhard Paul Hochschild (1915-2010), matematico alemén-estadounidense
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Capitulo 2

Preliminares Topoldgicos

2.1. Topologiay continuidad

Sea X un conjunto. Una topologia sobre X es una coleccién T de subconjuntos
de X tales que ©,X € 7,si U,V € T entonces UNV € Ty tal que para toda
familia (U;)ie; C 7, se tiene que | JU; € 7. Al par (X, 7) se lo denomina un espacio
topologico (por abuso de lenguaje ltfalmbién se dice que X es un espacio topolégico), a
los elementos de X puntos y a los de T conjuntos abiertos. Un conjunto se dice cerrado si
su complemento es abierto. Por paso al complemento, @ y X son cerrados, la unién
tinita de cerrados es cerrado y la interseccion arbitraria de conjuntos cerrados es un

conjunto cerrado.

Dado un punto x € X, siendo X un espacio topolégico, una vecindad de x es un
conjunto V tal que existe un abierto U que verifica x € U C V. Si V es abierto se
dice una vecindad abierta de x, y si V es cerrado se denomina una vecindad cerrada de

X.

Si X es un espacio topolégico y A C X, la intersecciéon de todos los conjuntos
cerrados de X que contienen a A es el conjunto cerrado mas pequefio que contiene
a Ay se denomina la clausura de A. Esta se notara por A. Se tiene la siguiente carac-
terizacion: x € A si y sélo si toda vecindad V de x interseca a A. Un conjunto A es

cerrado siy sélosi A = A.

Dado un conjunto A en un espacio topolégico X, un punto x € A se dice un
punto interior de A, si existe una vecindad U tal que x € U C A. Al conjunto de
todos los puntos interiores de A se lo llama el interior de A y se lo denota por A. Un

conjunto A es abierto si y sélosi A = A.

48



Sea X un espacio topolégico y A C X. Un punto x € X se dice un punto de
frontera de A si para toda vecindad Ude x, UNA # @y U\ A # @. Al conjunto de
puntos de frontera de A se lo llama la frontera de A y se la denota por dA. Es claro
que ANJA = @y que dA C A.

Una base para una topologia T es una subfamilia B C 7 que verifica la siguiente

propiedad: Para todo abierto U € T existe By C Btal que U = [ J B. A los
BeBy
elementos de B se los llama abiertos bdsicos.

Una familia B C £(X) es una base para una topologia si y sélo X = U By

BeB
para todo By, B, € By todo x € By N By, existe B € Btal que x € B C B; N By. De

ser el caso,
={UCX:(VxelU)(IBe B)(xe BCU)}

es la tinica topologia que tiene por base a B.

Una subbase para una topologia es una familia S C #(X) tal que la coleccién
de todas las intersecciones finitas de elementos de & forman una base para una
topologfia.

Si X, Y son dos espacios topolégicos, una funcién f : X — Y se dice continua si
para todo abierto U de Y, f~!(U) es un abierto de X. Por paso al complemento, f
es continua si y s6lo si para todo cerrado F de Y, f~1(F) es cerrado de X. Si B es
una base para Y, f es continua si y s6lo si para todo abierto béasico B € B, f ~1(B) es
abierto de X. Se dice que f es continua en a € X si para toda vecindad V de f(a),
f~1(V) es una vecindad de a. Una funcién es continua si y sélo si es continua en

todos los puntos de su dominio. La composiciéon de funciones continuas es continua.

Una funcién biyectiva, continua, con inversa continua se dice un homeomorfismo.
Si X e Y son dos espacios topolégicosy f : X — Y es un homeomorfismo, se dice que
X y Y son homeomorfos via f, o simplemente homeomorfos cuando f no es importante

para el contexto. Esto se escribe X =Y.

Sea X un espacio topolégico. X se dice Ty o que verifica el axioma O de separacion
si para todo par de puntos x,y existe una vecindad U talque x € Uyy ¢ Uo
viceversa. X se dice T7 o que verifica el axioma 1 de separacién si para todo x,y € X
existen vecindades U, V talesque x € U,y € V perox € Vyy ¢ U. Esto equivale a
decir que para todo x € X, {x} es cerrado. X se dice un espacio de Hausdorff!, espacio
T>, espacio separado o que verifica el sequndo axioma de separacion si paratodo x,y € X
existen abiertos U, V talesque UNV =Qyx e Uyy e V.

IFelix Hausdorff (1868-1942), matematico aleman
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Dado un espacio topolégico (X7) y Y C X, la coleccién
w={UNY:Uert}

es una topologia sobre Y. Al par (Y, 7y) se lo llama un subespacio topolégico de X y
a Ty la topologia heredada por Y de X. Nuevamente se abusard de lenguaje diciendo
que Y es un subespacio topolégico de X. La inclusién canénica: : Y — X es siempre

una funcién continua, considerando en Y la topologia heredada desde X.

EJEMPLO 12. Un espacio métrico es un par (X,d) donde X es un conjunto y 4 :
X x X — R es una métrica, es decir, es una funcién tal que d(x,y) > 0 para todo
x,y € X (no negatividad), d(x,y) = d(y, x) para todo x,y € X (simetrfa), d(x,y) =0
siy sblo si x = y (separacion) y d(x,y) < d(x,z) +d(y,z) para todo x,y,z € X
(desigualdad triangular). Para todo x € X y todo r > 0 se definen

B/(x) ={ye X:d(x,y) <r}, Bx]={yeX:d(x,y)<r},

y se denominan las bolas abiertas y cerradas de centro x y radio r, respectivamente.
Entonces
u;={UCX:(Vxel)(3r>0)(B:(x) CU)}

es una topologia sobre X, denominada la topologia inducida por la métrica 4. La
coleccién
B={B/(x):x€X,r>0}

es una base para 7;. Todo espacio métrico es un espacio de Hausdorff. En particular

se tienen los siguientes ejemplos de espacios métricos:

(1) Si X esun conjuntoy d(x,y) = 1six # yyd(x,x) = 0, entonces d es una mé-
trica llamada la métrica discreta. El par (X, d) se dice un espacio métrico discreto.

En este caso 7; = Z(X) y X se dice un espacio topoldgico discreto.

(2) En R" (o similarmente en C") se definen

n 1/p
= |P = 3 :
e (i_21|xz|> y e = max [,

donde p > 1y x = (x1,...,.x4) € R" (0 C"). Entonces las funciones

dp(x,y) = lx—ylly v deoly) =[x —yllo

son métricas sobre IR” (o C"). Todas estas métricas inducen la misma topologia,
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la que se denomina la topologia usual sobre R" (o C"). A menos que se indique
lo contrario, R" y C" siempre estardn equipadas con la topologia usual, y sus

subconjuntos con la topologia heredada.

Si (X,d)y (Y,d") son espacios métricos, una funcién f : X — Y es continua en

a € X siy solo si para todo € > 0 existe & > 0 tal que si d(x,y) < ¢, entonces

d'(f(x), f(y)) <e.

Si X es un espacio métricoy A C X el didmetro de A se define como

diam(A) = sup d(x,y).
x,yeA
Sea X un espacio topolégico y K C X. Un recubrimiento abierto de K es una fami-

lia (U;)ie; de conjuntos abiertos de X tales que K C | J U;. Un subrecubrimiento de
icl
(U;)ic1 es una subfamilia (U;);c; tal que ] C I. El recubrimiento se dice finito si el

conjunto que lo indexa es finito. K se dice compacto si de todo recubrimiento abierto
de K se puede extraer un subrecubrimiento finito. Si f : X — Y es continua y X es
compacto, entonces f(X) es compacto. Mds aun, si f : X — R es continua y X es
compacto, existen a,b € X tales que f(a) < f(x) < f(b) para todo x € X. Dicho
de otro modo, toda funcién continua sobre un compacto a valores reales alcanza su
maximo y su minimo. Un importante resultado sobre espacios métricos relativos a

la compacidad es el siguiente:

TEOREMA 2.1 (Ntdmero de Lebesgue?). Sea X un espacio métrico compacto y (U;);cr
un recubrimiento abierto de X, entonces existe 6 > 0 tal que si A C X verifica
diam(A) < ¢ entonces A C U; para alguni € 1. A ¢ se lo llama el niimero de Lebesgue

del recubrimiento abierto (Uj;);c].

Sea X un espacio topoldgico. X se dice disconexo si existen abiertos no vacios
disjuntos U,V de X tales que X = U U V. Si X no es disconexo, X se dice cone-
xo. Un subconjunto Y de X se dice conexo si es conexo en la topologia heredada.
Equivalentemente, Y es disconexo si existen A, B abiertos no vacios de X tales que
ANBNY =Q@yY C AU B, caso contrario es conexo. Un espacio X es conexo si y
s6lo si toda funcién continua f : X — {0,1} (con la topologia discreta en la llegada)
es constante. Si f : X — Y es una funcién continua entre dos espacios topolégicos X

e Y, y X es conexo, entonces f(X) es conexo.

Si X es un espacio topoldgico, para x,y € X se define x ~ y siempre y cuando

2Henri Le6n Lebesgue (1875-1941), matematico francés.

51



exista C C X conexo tal que x,y € X. Esta es una relaciéon de equivalencia. Las clases
de equivalencia generadas por esta relacién se denominan las componentes conexas de
X. Un conjunto es una componente conexa si y s6lo si es maximal para el orden de la
inclusioén en la coleccién de subconjuntos conexos de X. Mas atn, las componentes

conexas de X forman una particion de X.

Sea X un espacio topolégico y x,y € X. Un camino de x a y es una funcién con-
tinuaa : [0,1] - X tal que a(0) = ay B(1) = y. X se dice conexo por caminos si para
todo x,y € X existe un camino de x a y. Si se define x ~ y siempre y cuando exista
un camino de x a y, se obtiene una relacién de equivalencia. Las clases de equiva-
lencia obtenidas por esta relacion se denominan las componente conexas por caminos
de X. Todo lo mencionado referenta a las componentes conexas sigue siendo valido
para las componentes conexas por caminos. En la siguiente seccion se estudiara con

mas detalle la nocién de caminos.

Sea X un conjunto y (f; : X — Yj);c; una familia de funciones donde que Y; es
un espacio topolégico. Si X es equipado con la topologia discreta, todas las familias
fi son continuas. Por ende, la colecciéon de todas las topologias que vuelven a las
funciones f; continuas es no vacia. La interseccién de esta coleccion es una topologia,
denominada la topologia inicial o topologia débil generada por la familia (f;);c;. Esta

es la topologia mds pequena en X tal que las familias (f;);c; son continuas.

Sea ahora Y un conjunto y (f; : X; — Y) una familia de funciones, siendo (X, 7;)

espacios topolégicos. Sea
t={UCY:ff'(U)ern Viel}.

Esta es una topologia sobre Y, denominada la topologia final o topologia fuerte ge-
nerada por la familia (f;);c; sobre Y. Esta es la topologia mas grande que vuelve
continuas a todas las funciones f;.

Sea ahora (X;)ic; una familia de espacios topoldgicos y X = HXi- Sean las

i€l

funciones p; : X — X; las proyecciones canénicas p;(x;) = x;. La topologia débil
T generada por la familia (p;);c; se denomina la topologia producto sobre X y al par
(X, T) el espacio producto. Si I = {1,...,n} es finito, una base para esta topologia estd
dada por la coleccién de todos los conjuntos de la forma U; X --- x Uy, siendo U;

un abierto de X;.

TEOREMA 2.2 (Tychonoff®). El producto de espacios compactos es compacto.

3 Andréi Nikoldievich Tijonov (1906-1993), matematico ruso.
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Sea X un espacio topolégico y ~ una relacién de equivalencia sobre X. La pro-
yeccién candnica 77 : X — X/ ~ es una sobreyeccioén. La topologia fuerte generada
por la funcién 7t se denomina la topologia cociente sobre X/ ~, y al espacio obtenido
el espacio cociente. En particular, si A C X se define la relaciéon de equivalencia x ~ y
siysOlosix =y oux,y € A.En tal caso se escribe X/ A enlugar de X/ ~.Si X es un
espacio de Hausdorff y A es un subconjunto cerrado, entonces X/ A es un espacio
de Haudorff.

Para finalizar esta seccién, se introduce un teorema que es de gran utilidad para

las demostraciones a futuro.

TEOREMA 2.3 (Lema del pegado). Sean X,Y dos espacios topoldgicosy f : X — Y
una funcién. Si X = Fy U ---UF,, siendo cada F; un conjunto cerrado y si f|r, es

continua para cadai € {1,...,n} entonces f es continua.

Demostracién. Sea G un cerrado de Y. Se tiene que (f|r)1(G) = EN f~1(G) es un
cerrado de X. Asi

16 = JENF(©),
i=1

lo que implica que f~!(G) es un cerrado de X y por ende f es continua. O

2.2. Homotopia

En esta seccién se presentan los conceptos y principales resultados sobre ho-
motopia. El objetivo principal es construir el grupo fundamental de un espacio to-
polégico, estudiar sus propiedades y presentar ejemplos. Por notacién, si X es un

conjunto 1y serd la funcién identidad sobre ese conjunto.

OBSERVACION 3. Sea YX el conjunto de todas las funciones f : X — Y. Nétese que

YX=T] Ys

xeX

donde Y, = Y para todo x € X. De este modo, cuando X y Y son espacios topo-
16gicos se puede equipar a Y* con la topologia producto. Ahora, si C(X,Y) es el
subconjunto de YX formado por todas las funciones continuas, se puede equipar a
C(X,Y) con la topologia heredada desde YX. En todo lo que sigue, a menos que se

indique lo contrario, C(X, Y) siempre estard equipado con dicha topologia.

A menos que se indique lo contrario, todas las funciones en esta seccién serdn considera-
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das continuas.

DEFINICION 2.1. Sean X, Y dos espacios topolégicos y f,g : X — Y dos funciones.
Una homotopia de f a g es una familia de funciones continuas (f : X — Y);¢(oq] tal
que fo = f, fi = g y la aplicacién H : X x [0,1] — Y definida por H(x,t) = f;(x) es
continua. También se dice que H es una homotopia de f a g. Si existe una homotopia

de f a g, estas se dicen homotdpicas y esto se denotard por f ~ g.

OBSERVACION 4. Noétese que una homotopia de f a ¢ puede definirse equivalen-
temente como una funcién continua H : X x [0,1] — Y tal que H(x,0) = f(x)
y H(x,1) = g(x) para todo x € X, pues en este caso, se considera la familia
ft = H(x,t) paratodo t € [0,1].

LEMA 2.4. ~ es una relacién de equivalencia sobre C(X,Y).

Demostracién. Sea f € C(X,Y), entonces si f; = f para todo t € [0,1], (ft)cjo1] s
una homotopia de f a f, y por ende f ~ f.

Sean ahora f,g € C(X,Y) tales que f ~ ¢.Sea H : X x [0,1] — Y una homotopia
de f a ¢. Entonces la funcién G : X x [0,1] — Y definida por

G(x,t) =H(x,1—t)

es una homotopiade ga f. Asi g ~ f.

Finalmente, si f ~ ¢y ¢ ~ h,sean H; : X x [0,1] - Yy Hy : X x[0,1] = Y
homotopias de f a ¢y de g a h, respectivamente. Se define H : X x [0,1] — Y como

Hx ) Hi(x,2t) sixe[0,1/2]
X, t) =
Hy(x,2t—1) six € [1/2,1].

Esta funcién es continua gracias al lema del pegado y por ende una homotopia de f
ah.Asif ~h. O

LEMA 2.5. Sean X, Y, Z espacios topoldgicos, fi,f2: X =+ Y y 1,82 : Y — Z funcio-

nes continuas. Si f1 ~ f» y g1 ~ g2, entonces g1 0 f1 >~ gy 0 fo.

Demostracion. Sean Hy : X x [0,1] — Yy Hy : Y x [0,1] — Z homotopias de f1 a f>
y de g1 a ¢». Se define H : X x [0,1] — Z mediante

H(x,t) = Hy(Hy(x,1t),t).
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H es continua y verifica

H(x,0) = Hy(H1(x,0)) = Ha(f1(x),0) = g1(f1(x)) = g1 0 f1(x)
H(x,1) = Hy(Hi(x,1)) = Ha(f2(x),0) = g2(f2(x)) = g2 0 f2(x).

Asig1 Ofl = sz. [
DEFINICION 2.2. Sea X un espacio topolégico y A un subespacio de X. Una retrac-

cion de X a A es una funciénr : X — X tal quer|y = 14 yr(X) C A. En este caso,

se dice que A es un retracto de X.

Se dice que A es un retracto por deformacion de X si 1x es homotdpica a una re-

traccion de X a A.

Notese que si A es un retracto por deformaciéon de X, r : X — X una retraccién de
X a A homotépicaa lx ysit: A — X eslainclusién candnica, entonces r o1 = 14,
perotor = r ~ lx. Esto permite estudiar a los retractos por deformacién como un

caso particular del siguiente concepto:

DEFINICION 2.3. Sean X, Y dos espacios topolégicos. X y Y se dicen del mismo tipo
de homotopia si existen funciones f : X - Yy g:Y — X talesquegof ~ lxy
fog~1y.5i X yY son del mismo tipo de homotopia, se escribird X ~ Y. En este

caso, f y g se dicen equivalencias homotdpicas.

Un espacio topolégico se dice contractible si tiene el mismo tipo de homotopia de

un punto.

LEMA 2.6. ~ es una relacion de equivalencia entre espacios topol6gicos.

Demostracién. ~ es claramente reflexiva y simétrica. Sean X, Y, Z tres espacios topo-
l6gicos tales que X ~ Yy Y ~ Z. Existen funciones f : X =+ Y, g:Y = X, h:Y = Z
yk:Z — Ytalesquegof ~ lx, fog ~ ly,koh ~ 1y yhok ~ 1z. Se definen
fl=hof:X—Zyg =gok:Z — X.Porel Lema 2.5 se tiene que

flog'=(hof)o(gok)=ho(fog)ok~holyok=hok=~1g.
Del mismo modo se prueba que ¢’ o f' ~ 1x. Asi X ~ Z. O

Se recalca la definicion de camino, pues serd estudiada a profundidad en esta

seccion.

DEFINICION 2.4. Sean X un espacio topolégico y x,y € X. Un camino de x ay es una
funcién continua « : [0,1] — X tal que (0) = x y a(1) = y.
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Si a es un camino de x a y, se define el camino inverso de & como el camino « :

[0,1] — X dado por
w(t) =a(l—t).

« es entonces un camino dey a x.

Six € X, el camino constante en x es el camino X : [0,1] — X dado porX(t) = x.

Sia es un camino de x ay y B un camino dey a z, se define su producto « - B como
el caminodex az

a(2t) sit €[0,1/2]

(a-B)(t) = .
B(2t—1) site[1/2,1].

OBSERVACION 5. Gracias al lema del pegado, el producto de dos caminos es una

funcién continua y por ende un camino.

DEFINICION 2.5. Sean « y 3 dos caminos de x a y. Una homotopia de caminos de « a

es una funcién H : [0,1] x [0,1] — X que verifica

para todo s,t € [0,1]. Si existe una homotopia de caminos de « a f, estos se dicen

homotdpicos y se denota por x ~ p.

OBSERVACION 6. De manera andloga a los casos anteriores, se tiene que ~ es una
relacion de equivalencia entre caminos de x a y. Si « es un camino de x a y, se escribe
[a] para representar a la clase de equivalencia de todos los caminos de x a y que son

homotépicos a « y a esta clase se la llama la clase de homotopia de .

DEFINICION 2.6. Sea « un camino de x ay. Una reparametrizacion de « es un camino

ao ¢ donde ¢ : [0,1] — [0,1] es una funcién continua tal que ¢(0) =0y ¢(1) = 1.

LEMA 2.7. 5i « es un camino y « o ¢ es una reparametrizacion de «, entonces o ~

xo Q.
Demostracion. Se define la funcién H : [0,1] x [0,1] — X mediante
H(t,s) = a((1—s)g(t) + st).

Entonces se tiene que H(t,0) = a(¢(t)) = a o ¢(t) y H(t,1) = a(t). Ademés como
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H(0,5) =a((1—s5)¢(0) +0) = a(0)
y como ¢(1) = 1, entonces
H(1,s) = a((1=5)p(1) +5) = a(1),
por lo que H es una homotopia de caminos de a o ¢ a «. O

PROPOSICION 2.8. Sean x,y,z, w puntos de un espacio topoldgico x y sean «, 3,7y

caminos de x ay, dey az y de z aw, respectivamente. Entonces

(1) a-7~a.
2) % o~ a
@) a-T~x
@) a-a~y

G) a-(B-7)=(a-p)-7.

Demostracion. (1) Sea la funcién ¢ : [0,1] — [0, 1] definida por

ot — {2t site0,1/2]

1 site[1/2,1].
Entonces se ve que « - 7 = « o ¢. En efecto, sit € [0,1/2]
(a-7)(t) = a(2t) = aog(t),

ysite([1/2,1],
(a-y)(t) =72t = 1) = ya(l) = a(p(t)).

Por el Lema 2.7 se concluye que a - i >~ «.

(2) Se define ¢ : [0,1] — [0, 1] mediante

0 site[0,1/2]
p(t) = ,
2t—1 site[1/2,1].

y similar al caso anterior, se tiene que X - « = & o @, lo que implica que ¥ - & ~ a.
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(3) Se define la siguiente homotopia:
a(2t) sit € 0,s/2]
H(t,s) = ¢ a(s) sit€[s/2,1—5/2]
a(2—-2t) site[l—s/2,1].

Se tiene que

=own-ou(t

H(11) = a(2t) site0,1/2]  [a(2t) site0,1/2]
' a2 —2t) site[1/21]  |&@1-2t) site[1/21]

Ademas
H(0,s) =a(0) =x y H(1,5) =a(0) =x.

H es continua por el lema del pegado, y por ende H es una homotopia de x a « - &.

Esto muestra que « - & ~ X.

(4) Es inmediato de (3) intercambiando los roles de a y &, considerando que & = «

y cambiando x por y.

(5) Sea ¢ : [0,1] — [0,1] la funcién definida por

t/2 site[0,1/2]
p(t) =<t—1/4 site[1/2,3/4]
26—1  site[3/4,1]

¢ es continua y verifica que ¢(0) = 0y ¢(1) = 1. Ahora, si t € [0,1/2], entonces
((a-B)-v)oo(t) =((a-B)-7)(t/2) = (a- B)(t) = a(2t) = (a- (B-7))(t).
Site[1/2,3/4] setienequet—1/4 € [1/4,1/2]y
((a-B)-7)oo(t) =((a-p)-7)(t—1/4) = (a-p)(2t —1/2) = p(4t - 2),

mientras que
(- (B-7)t) = (B-7)(2t =1) = p(4t —2),

y asi

((a-B)-7)oe(t) = (a-(B-7))()
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Finalmente, si t € [3/4,1], entonces 2t —1 € [1/2,1] y

((a-B)-7)og(t) = ((a-B)-7)(2t =1) = (4 = 3),

mientras por otro lado

(- (B-y)(t)=(B-7)(2t—1) = (4t -3),
lo que implica que
((a-B)-r)op(t) = (a-(B-7))(H).
Se ha demostrado que
((a-B)-7v)op=a-(B-7),
de modo que por el Lema 2.7 se concluye que (a - B) - ~ a - (B- ), como se deseaba.

]

OBSERVACION 7. La tdltima propiedad en esta proposicion, establece que salvo ho-
motopia, los caminos a - (B -7y) y (a - B) - v son el mismo. Esto permite, cuando el
contexto lo permita, escribir simplemente « - 8 - 7y para indicar a cualquiera de estos

dos caminos, sin que exista riesgo de ambigiiedad.

DEFINICION 2.7. Sea xy € X. Un lazo sobre xq o lazo con base en xy es un camino de x
a xg. Al par (X, xo) se lo llama espacio topoldgico con punto de base. Si (X, xo) y (Y, o)
son dos espacios topoldgicos con punto de base, un morfismo entre dichos espacios

es una funcion continua f : X — Y tal que f(xo) = yo.

PROPOSICION 2.9. Sea (X, x() un espacio topolégico con punto de base. Sea el con-
junto 111(X, x¢), cuyos elementos son todas las clases de homotopia de lazos en x.

Dotado de la operacion [«][B] = [« - B], m1(X, x0) es un grupo.
Demostracion. Sean a, B,y lazos sobre xp, como « - (B -y) =~ (« - B) - 7, entonces

(@] ((Blv]) = [][B -] = [a- (B-7)] = [(a-B) - v] = [~ Bl[7v] = ([a][BDIV],

por lo que la operacién es asociativa. Sea ahora a un lazo sobre x. Puesto que & - Xy ~
Xy Xp- &~ asesigue que

[@][x0] = [a - Xo] = [4]

[xo][a] = [0 - a] = [a],

por lo que la operacion tiene neutro y es igual a [Xp]. Finalmente, sea « un lazo sobre
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Xp, entonces o - & >~ X y & - & =~ X( por lo que

[a][a] = [a - &] = [x0]

[@][a] = [ a] = [xo],
con lo que [a] tiene inverso y [a] ! = [a]. O

DEFINICION 2.8. El grupo 711 (X, xo) se llama el grupo fundamental o primer grupo de

homotopia del espacio topolégico con punto de base (X, x).

PROPOSICION 2.10. Si X es conexo por caminos, para todo xp, Yo € X se tiene que

los grupos 1t1(X, x0) y 11(X, yo) son isomorfos.

Demostracion. Sean xg,1p € X,y sea 0 : [0,1] — X un camino de xp a x;. Se define
Dy : m1(X, x0) — m1(Y, yo) para cada [a] € 1(X, x9) mediante

Do([a]) = [0 (a-0)].

Noétese que @y estd bien definida. En efecto, si a es un lazo en xq, entonces 6 - (« - )
es un lazo en yg pues 6 es un camino de yg a xo y 8 un camino de xg a yo. Ahora, si
a =~ B son dos lazos en xgp homotdpicos, sea H : [0,1] x [0,1] — X una homotopia
de a a B. Entonces G : [0,1] x [0,1] — X definida por

0(2t) sit€[0,1/2]
G(t,;s) = Q H(4t—2,5) sitec[1/2,3/4]
(4t — 3) sit e [3/4,1]

es una homotopia de 6 - («-0) a 6 - (B-6). Por ende [0 - (a-0)] = [0-(B-0)], lo
que implica que Py no depende de la elecciéon del representante para la clase de

homotopia.

Ahora se debe verificar que ®g es un homomorfismo de grupos. En efecto,

Py ([a] [B]) = Po([ac- B]) = [0 (- B) - 0],

pero 6 - 6 ~ X, y por ende

O-(a-B)-0~(0-(a-0))-(0-(B-9)),
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lo que implica que
Po([a][B]) = [0~ (- O)][0- (B-0)] = Po([a]) Py ([B])-
Finalmente, nétese que si  es un lazo en yg

Py o Dg([p]) =10 ((0-(B-0))-0)] = [B],

por lo que &y o ®; es la identidad en 711(X, yp). De manera andloga ®; o ®y es la

identidad en 711 (X, x¢), lo que muestra que ®y es un isomorfismo de grupos. O

OBSERVACION 8. Si X es conexo por caminos, la proposicién anterior dictamina que
realmente el punto de base es irrelevante, por ende en estos casos suele escribirse

711 (X) en lugar de 711 (X, x).

PROPOSICION 2.11. Sea f : (X, x9) — (Y, yo) un morfismo de espacios topolégicos
con punto de base y sea f : m1(X,x9) — 71(Y,yo) definida por

fe(la]) = [f o a].

Entonces f, es un homomortfismo de grupos.

Demostracién. Noétese que si & es un lazo en xg, entonces f o« es un lazo en yj.
Gracias a esto, y por el Lema 2.5, f, es una funcién bien definida. Ahora, sean «, 8

dos lazos en xo, se tiene que

fe([a][B]) = fullaw- B]) = [f o (a-B)]-

Una simple verificacion muestra que fo (a - ) = (foa) - (f o B), de modo que

fe([a][B]) = [(fow) - (foB)l = [foa]lf o B = fella]) £([B]),
lo que completa la demostracion. O

DEFINICION 2.9. 5i f : (X,x9) — (Y,y0) es un morfismo de espacios topolégicos
con punto de base, al homomorfismo de grupos f. : m(X,x9) — m(Y,yo0) se lo

denomina el homomorfismo inducido por f.

PROPOSICION 2.12. Sean f : (X,x0) — (Y,y0) yg: (Y,y0) = (Z,z0) dos morfismos

es espacios topolégicos con punto de base. Entonces

(g0 ) =g.0f.
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Demostracion. Sea a un lazo en xg. Entonces

(g0 f)«([a]) = [go foa] =g:([f oa]) = g(f:([a])) = g« o fu([a]),

lo que implica el resultado. O

PROPOSICION 2.13. Sea (X, x¢) un espacio topolégico con punto de base. Entonces

(HX)* = ﬂﬂl(X,Xo) .
Demostracion. La demostracion es inmediata. ]

LEMA 2.14. Sean f, g : X — Y dos funciones homotépicas y H : X x [0,1] — Y una
homotopiade fag.Seanxy € X y0:1[0,1] — Y el camino de f(xg) a g(xo) definido
por 6(t) = H(xo, t). Entonces el diagrama

m (Y, f(x0))

e

1 (X, xo) 5

N

(Y, g(x0))

=

conmuta, siendo ®5 el homomorfismo definido en la demostracion de la proposicion
2.10. Es decir,

f* = CI)@ O Zx.

Demostracién. Sea x un lazo en xq. Se requiere probar que
fe(la]) = @go g«([a]),

es decir,
foa~0-((gon)-0).

Con este fin, se define G : [0,1] x [0,1] — Y del siguiente modo:
6(2st) sit€[0,1/2]

G(t;s) = { H(a(4t —2),s) sitc[1/2,3/4]

0(s(4 —4t)) sit € [3/4,1].

G es continua gracias al lema del pegado. Por otro lado,
H(0,5) = 6(0) = H(x0,0) = f(x0) 'y H(1,5) =6(0) = f(xo)-
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Ademais

0(0) site[0,1/2]
H(t,0) = S H(x(4t—2),0) site[1/2,3/4] = f(x0)-((foa)- f(x0)),
6(0) sit € [3/4,1].
y
6(2s) site[0,1/2]
H(t,1) = { H(a(4t —2),1) site[1/2,3/4 =0-((goa)-0).
0(4 — 4t) sit e [3/4,1].
Entonces
fow=f(xo)- ((foa)-f(x0)) =0 ((goa)-0),
como se queria probar. [

TEOREMA 2.15.5i f : X — Y es una equivalencia homotdpica, es decir, X y Y
tienen el mismo tipo de homotopia, entonces para todo xy € X el homomorfismo

fr (X, x0) = m1(Y, f(x0)) es un isomorfismo de grupos.

Demostracién. Sea g : ¥ — X talque gof ~ 1xy fog ~ ly. Considerando el
diagrama
m1 (X, xo) m (Y, fogo f(xo))

.| 12

m (Y, f(x0)) —5— m(X,g0 f(x0))

se observa que como go f ~ lx, por el lema g o fi = Py para algtin camino 6.
Puesto que &y es un isomorfismo, entonces g, o f, es un isomorfismo, de donde
f« es inyectiva y g« es sobreyectiva. Repitiendo el mismo razonamiento se obtiene
que f« o g« es un isomorfismo y por ende f. es sobreyectiva y g« es inyectiva. En

particular f, es biyectiva y por ende un isomorfismo. O

COROLARIO 2.16. Si X, Y son dos espacios topoldgicos conexos por caminos y del

mismo tipo de homotopia, entonces 11 (X) y 711(Y) son isomorfos.

COROLARIO 2.17. Sea X un espacio topolégico, A un retracto por deformacion de
X y xo € A, entonces
m (X, x0) = (A, xo).

Un resultado maés fuerte que el corolario anterior es el siguiente:
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PROPOSICION 2.18. Si A es un retractode X, et : A — X es la inclusiéon canodnica,
entonces L : 111(A, x0) = 11(X, x9) es un homomorfismo inyectivo de grupos. Si A

es retracto por deformacion, i, es un isomorfismo.

Demostracién. En el primer caso, sea r : X — A una retraccién, de tal modo que
roi =14y consecuentemente 7, o L. = 1, (4 y,), 10 que implica que (g es inyectiva.

En el segundo caso se considera 1 o ¥ =~ 1x y se concluye que ¢, es sobreyectiva. [J

PROPOSICION 2.19. Sean (X, x9), (Y, y0) dos espacios topolégicos con punto de ba-
se. Entonces
1 (X XY, (x0,40)) = m1(X, x0) x (Y, y0)

Demostracion. Sean p; : X XY — Xy p2 : X XY — Y las proyecciones canénicas.
p1, p2 son continuas por definicién de topologia producto. Si « es un lazo con base en
(x0,Y0), entonces p1 o w es un lazo con base en xy y p, o & es un lazo con base en y. Se
define ¢ : 11 (X X Y, (x0,y0)) — 71(X, x0) X 711(Y, yo) para [a] € (X X Y, (x0,Y0))
como

¢([a]) = ([proal, [paoal).

Es claro por construccién que ¢ es un homomorfismo de grupos. Ademas, si

¢([a]) = ([xol, [yo]),

entonces

pioa~Xy Yy Pp2oa>=Typ.

Esto implica que

h = (pl © ‘XIPZ o 0() = (x_()/%) = (xOIyO)/
y por ende ¢ es inyectiva. La sobreyectividad es inmediata. O]

DEFINICION 2.10. Un espacio topolégico X conexo por caminos se dice simplemente

conexo si 1t1(X) es el grupo trivial.

EJEMPLO 13. Sea xg € R" y a un lazo sobre xy. La funcién
H(t,s) = sxg(t) + (1 —s)a(t)

es una homotopia de « hacia el lazo constante Xj. Por ende todos los lazos en R” son

homot6picos entre si, lo que implica que

m (R") = 11 (R", x9) = {0}.
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Asi, R" es simplemente conexo.

Para cada n € Z se define wy, : [0,1] — S!, siendo S! = {x € R?|||x|; = 1} Ia

circunferencia con centro 0 y radio 1, como el lazo
wy(t) = (cos(27tnt),sin(27nt)),

que tiene base en el punto (1,0). El siguiente resultado es clave, y caracteriza por
completo a las clases de homotopia de lazos en S 1 a través de los lazos w;y,. Mds atn,

da una descripcién completa de 71 (S, (1,0)).

TEOREMA 2.20. La funcién ® : Z — 711(S?) definida para cadan € Z por
®(n) = [wy]
es un isomortismo de grupos.

Para probar este teorema se seguird una demostraciéon presentada en [13], para
lo cual serdn necesarios una serie de resultados previos. Primero, una notacién: Sea
p: R — S! definida por p(t) = (cos(27t),sin(27t)). Dada una funcién f : X — S1,

un levantamiento de f es una funcién f: X — Rtal que f = po f.

LEMA 2.21. Existe un recubrimiento abierto (U,) de S' tal que para todo &, cada

componente conexa de p~!(U,) es homeomorfa a U, via p.

Demostracién. Sea Ut = S'\ {(1,0)} y U, = S'\ {(0,1)}. Asi {U, U, } es un recu-

brimiento abierto de S'. Né6tese que
p~HUy) =R\ {2k : k € Z},

por lo que las componentes conexas de p~!(U;) son precisamente los intervalos
abiertos |2k, 2(k + 1) 7|, con k € Z, cada uno de los cuales es homeomorfo a R. De
manera similar

pH(Up) =R\ {2k + 1)t : k € Z},

cuyas componentes conexas son los intervalos abiertos |(2k + 1), (2k + 3) 7t[, con

k € Z, cada uno de los cuales es homeomorfo a R. O

LEMA 2.22. Sea F : Y x [0,1] — S! una funcién continua y f un levantamiento de
f = Flyxqoy- Existe una tinica funcién F:Y x[0,1] = R que es un levantamiento
de F tal que Fly, (o = f.
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Demostracién. Sea yo € Yy (U,) el recubrimiento abierto de S' dado por el Lema
2.21.Paracadat € [0,1], F(yo,t) € U, par algin a. Como F es continua, para cada
t € [0,1] existe una vecindad N; C Y de yp y un intervalo abierto |a;, b[ que contiene
at, tal que

F(Nix|ag, be]) C U,.

Ahora, el conjunto {yo} X [0,1] es compacto y (N, |at, bt[);c[01) es recubrimiento
abierto de {yo} x [0,1], de modo que es licito extraer un subrecubrimiento finito.
Sean sj, ..., s¢ los indices de tal subrecubrimiento. Sin pérdida de generalidad, se
puede asumir que 0 €]as,, by, |, luego que b, €as,, bs,|, y entonces se seleccionan

2] 6]a52, bs, [. Procediendo de manera recursiva, se tiene una particion
=t<h < ---<tp=1
tal que para cadai € {0,...,m — 1}, [t;, ;1] Claj, bj[ paraalgan j € {1,..., k}. Asi, si
N% = Ng, N~ NN,
se tiene que
F(N, [ti, ti1]) C Us

para algin a, y por comodidad se nota U, = U;. La funcién F esta definida sobre
Y x {0} por f. Asumiendo que F estd definida en N’ x [0,¢;] donde N* C Nj es una
vecindad de vy, serd extendida al conjunto N*+! x [0,t;,1] donde N**! C N’ es tam-
bién una vecindad de yg. Puesto que F(N* x [t;, t;41]) C Uj;, existe una componente
conexa U; C R homeomorfa a U; via p tal que F(yo,t;) € U;. Sea N i+1 1a vecindad

de yo determinada por
N {t} = (Flyieqey) ™ (U) 0 (N x {8}),

de modo que F(N'*! x {t;}) C U;. De este modo se define F sobre N'*1 x [t;,t;,1]
como la composicién de F con el homeomorfismo p~! : U; — U;. Luego de m — 1

pasossi N = N m=1se tiene una extension
Fyy : N % [0,1] = R,

siendo N una vecindad de yp.

Ahora se prueba que Fy| {yox[0,1]} estd univocamente determinada por yo y f.
Para ello se considera 15];0 otra extension tal que I:;O es un levantamiento de F |y0>< 0,1]-

De manera similar a la anterior, existe una particion 0 = tgp < t;--- < t;; = 1 de tal
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modo que F({yo} X [t;, ti+1]) € U;. Razonando recursivamente, se supone que

Fyoltyoy <1060 = Fyol oy (0,41

Puesto que los intervalos son conexos, y dado que por hipétesis de induccién

Fyo(yo i) = ﬁéo (o, ti),

existe una componente conexa U; de p~!(U;) homeomorfa a U; via p tal que

Fyo({yo} x [t tiya]) = Fy({mo} x [t tiga))-
Dado que p es inyectiva sobre U; y
po FVO =P Fylo
se sigue que
Fyol fyoy < tutin) = Féo | {yo} x[titisal

lo que completa el paso inductivo.

Para cada y € Y se nota por N, a la vecindad de y tal que existe una extensién

de f hacia Ny x [0,1], y por F, a tal extensién. A continuacién se prueba que
Fy Ny, ony, = B, oy,
para todo y1,y2 € Y. En efecto, sea z € Ny, N Ny,, y sea
N = Ny, N Ny, N N;.

Asi Fy [nxjo1) Byalnxfoa] ¥ Fzlnx[oa) son tres extensiones que levantan a F|, 1), 10
que por el parrafo anterior implica que deben ser iguales. Como z es arbitrario, esto
implica el resultado deseado. Esto permite definir F(y,t) = F,(y, ) sin riesgo de

ambigiiedad, y esta aplicacion es tnica pues F, es tnica. O

LEMA 2.23. Para cada camino « : [0,1] — S! que inicia en un punto xy € S! y para

cada %y € p~'({x0}), existe un tinico levantamiento & : [0,1] — R que inicia en %;.

Demostracién. Sea Y un espacio consistente de un s6lo punto. Asi, se identifica a

Y x [0,1] con [0,1] y aplicando el Lema 2.22 se obtiene el resultado. O

LEMA 2.24. Sea H : [0,1] x [0,1] — S!' una homotopia del camino ag al camino

a1 que inician en xq. Para cada ¥y € p~'({xo}) existe una tinica homotopia H :
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[0,1] x [0,1] — R entre los caminos levantados &g, &; tal que para cada s, H(-,s) es

el tinico levantamiento del camino H(-,s) al punto %.
Demostracion. Basta aplicar el Lema 2.22 conY = [0,1]y f = H(-,0) aF = H. O

Demostracion del Teorema 2.20. Sea f, : [0,1] — R un camino de 0 a 'y f; un levan-
tamiento de f,,. La funcién (t,s) — (1 — s)f,(t) + s@y,(t) es una homotopia de f,
hacia @,, siendo @,(t) = nt un levantamiento de w,. Por ende p o f, es homotépico

a po@y = wy. De este modo ®(n) = [po fy].
Param € Z sea T, : R — R la traslacion 1, (x) = x + m. Asi @y, - (T © @y) s un
camino de 0 hacia m + n, de modo que ®(m +n) = [p o (Wm - (Tm © @yn))]. Ahora,
po(@m- (Tmo@n)) = wWm - Wy,
de modo que

(1 +1) = [wn - wa] = [wn][wn] = D(m)D(n).

Esto prueba que ® es un homomorfismo de grupos.

Sea & : [0,1] — S! un lazo con base en (1,0) y sea & su tnico levantamiento
que inicia en 0, en virtud del Lema 2.23. Ahora, como po &(1) = a(1) = (1,0) y
p~1({(0,1)}) = Z, se tiene que & termina en algin n. Por ende ®(n) = [a]. Esto

prueba que ® es sobreyectiva.

Finalmente, si ®(n) = 0, entonces w, ~ wy, lo que implica que existe una ho-
motopia H : [0,1] x [0,1] — S! tal que H(-,0) = wq y H(-,1) = wy. Sea H el tnico
levantamiento dado por el Lema 2.24. Por unicidad se tiene que H(-,0) = @y

H(-,1) = @y. Ahora, se tiene que

0=a@y(1) = H(1,0) = H(1,1) = @,(1) = n,
de modo que ker(®) = {0} y por ende ® es inyectiva. O
EJEMPLO 14. El toro es el espacio S! x S!. Se tiene entonces que

m(Stxsh =2z xz.
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2.3. Teorema de Seifert-van Kampen

Para toda esta seccién, a menos que se indique lo contrario, se consideran las

siguientes hipétesis:
(1) X es un espacio topoldgico conexo por caminos y xg € X.
(2) (Uj)ren es un recubrimiento abierto de X tal que x¢ € U, para todo A € A.

(3) La familia (Uy)rcn es cerrada por intersecciones finitas. Es decir, para todo
A1, Az € A, existe A € A tal que Uy, NU,, = U,.

Todos los grupos fundamentales considerados tendrdn como punto base a xp €

) Uy

AEA
Se define la relacion > en A como sigue: A > u si Uy C U,. Paracada A > u se

denota por ¢, : 711 (Uy) — m1(Uy) al homomorfismo de grupos inducido por la
inclusién canénica U, — U,,. De igual manera se nota por ¢, : 711 (U, ) — m1(X) al
homomorfismo de grupos inducido por las inclusiones U, — X. Se tiene entonces

que para todo A > u el diagrama

1 (Uy)

N

71 (X)

conmuta, pues lo hacen las inclusiones. La hipétesis (3) implica que (7r1(Uyz), pax)
es un sistema directo, y el diagrama conmutativo anterior que (711(X), {,) es un
blanco del sistema. La pregunta natural que viene a lugar es si efectivamente este
blanco es el colimite del sistema directo de grupos construido. Esta respuesta esta

dada en el siguiente resultado:

TEOREMA 2.25 (Seifert*-van Kampen®). Con Ias hipétesis y notaciones anteriores,

(m1(X), ¢a) = lim (i (Un), @ap)-
A

La demostracion del teorema de Siefert-van Kampen que aqui se presenta es

tomada de [19], y recae en dos lemas. El primero de ellos es simple:

LEMA 2.26. 71'1(X) = <U/\€A ¢A(nl(UA))>.

4Herbert Seifert (1907-1996), matematico aleman.
Egbert van Kampen (1908-1942), matematico belga.
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Demostracion. Sea [] € 7r1(X). La familia (¢ ="' (U, )) e €s un recubrimiento abierto
del espacio métrico compacto [0, 1], por lo que existe un nimero de Lebesgue € > 0
de tal recubrimiento. Sea n un namero natural suficientemente grande tal que 1/n <
€.Sea J; = [(i—1)/n,i/n] paracadai € {1,...,n}, de modo que por definicién
de nimero de Lebesgue, existen indices A; € A tales que «(J;) € U, para cada
i€ {l,...,n}.Paracadai € {2,...,n}, se elige un camino B; en U,  NU,, de
xo hacia «((i — 1)/n), y se define ; : [0,1] — X como el camino «|}, o h;, siendo
h; : [0,1] — J; la biyeccién lineal
i—1+t
hi(t) = —
Con esto, sea

w01 =71-B2,  &n=PBnYn_1

yparai € {2,...,n—1},
;= Bi- i Pit1:

De este modo, cada «; es un lazo con base en xg, y por la hipétesis (3), cada lazo
®; es un camino en un conjunto U, para un cierto A € A. De este modo [«;] €

P, (m(Uy,)) parai € {1,...,n} y ademds por construccién
&) = [aa] - - on]-
Asi [a] € (Urea ¥a(r1(Uy))), lo que completa la demostracion. O

LEMA 2.27. Sea H un grupo y para cada A € A el homomorfismo p, : 71 (U,) — H.
Suponga que para todo A > u el diagrama

(N
m(Uy) ——— m(Uy)

H

conmuta. Para cada g € IN¥, si [B;] € m1(Uy,) coni € {1,...,q} ysi

¥ ([B1]) - 9a, ([Bg]) = 1,

entonces

or ([B1]) - o2, ([Bg)) = 1.

Demostracion. La demostracion de este lema es extensa y tediosa, motivo por el cual

serd dividida en varias etapas:
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(i) Para cadai € {1,...,q} sea h; : [(i—1)/q,i/q] — [0,1] la biyeccién lineal
hi(t) = gt + 1 — i. Puesto que cada B; es un lazo con base en xy, el lema del

pegado implica que la funcién § : [0,1] — X dada por
i—1

B(t) = (Brohi)(t),

i

<t< -, ie{l,...,n}
q

es continua, y por ende es un lazo en xy. Mas atn, puesto que

A ([B1]) -, ([Bg]) = 1,

se tiene que [B] = 1, pues f es homotdpica al producto B - - - - Bg- Pero 1 =
[%0], por lo que existe una homotopia H : [0,1] x [0,1] — X de B hacia ¥y.
Con esto, se tiene que la familia (H'(U,)) ca es un recubrimiento abierto
del espacio métrico compacto [0,1] x [0,1], de modo que es posible elegir un

namero de Lebesgue € > 0 para este recubrimiento.

Sea k un entero positivo suficientemente grande tal que 1/ (kq) < €//2, y sea
n = kq. Se define

Si:ti:%I iG{O,l,...,i’l}.

Paracadai € {1,...,n}sea J; = [tj_1,t], yparai,j € {1,---,n} sea el con-
junto R;; = J; X J;. A los conjuntos R;; se los llama rectangulos. Notese que por

construccion se tienen las siguientes propiedades:

@ 0=sy<s1< - -<sy=1y0=tg<t; <---<t,=1;
ik ik i .

(b) t,-k—;—E—5,paratodoz€{1,---,q—1},y,

(c) diam(Ry) = /2(1/n)? = v2/(kq) < e.

Esta altima propiedad se debe a que los conjuntos R;; son cuadrados con lados
de longitud 1/n. Para cada i,j € {0,...,n} se define v;; = (;,s;) y se llama a
estos puntos vértices. Sii # 0, a;; = J; X {s;} y a este conjunto se lo llama lado

horizontal. Si j # 0, b;j = {t;} x ]; y se denomina lado vertical.
Sea la funcién f; : [0,1] — J; el homeomorfismo lineal

i—1+t¢ t
= =t 4+ —.
n n

fi(t)
Se define A;; : [0,1] — X como el camino A;i(t) = H(fi(t),s;) para todo
t € [0,1]. De manera analoga se define el camino B;; : [0,1] — X mediante

Bij(s) = H(t;, fi(s)) para todo t € [0,1].
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(iii)

Por definicién de ntimero de Lebesgue, para cada rectangulo R;; existe A;; € A
tal que H(R;;) C Uy, pues por (c) se tiene que diam(R;j) < e. Ahora, se nota
que los vértices v;; son vértices de uno, dos o cuatro rectangulos Ry;. Sea p;; €
A tal que Uy es la intersecci6n de los conjuntos abiertos U,,, correspondientes
a tales rectdngulos Ry;. Esto es posible por la hipétesis (3). Por ende H(v;;) €
Uy, Ahora, para cada ij, sea 7;j : [0,1] — Uy, un camino de xo hacia F(v;;),

con la condicién de que si F(v;;) = xo, entonces 7;; = Xo.

Ahora se demuestra lo siguiente: Sean A,y € Ay v : [0,1] — Uy N U, un
lazo con base en x. Si [a] € 711(Uy) y [B] € m11(Uy) son tales que & ~ ¥ ~ B,

entonces p; ([4]) = pA([B))-
En efecto, por la hipétesis (3) existe v € A tal que Uy N U, = Uy, y por ende
7] € m(Us). De este modo [a] = @ua([a]) y [B] = @uu([7]). Con esto

pa([a]) = (or 0 @ua)([7]) = ov([7]) = (ou © @) ([7]) = pu(B]),

como se deseaba.

Este resultado permite escribir p(7y) en lugar de p,([«]) o p,([B]) sin riesgo
de ambigiiedad. Con esta convencioén se definen los elementos del grupo H

siguientes:
aij = p((viri- Aij) - 7i), Yy Bij = p((7rij—1 - Bij) - 7ij)-

A continuacion se prueba que, por cada rectdngulo R;;, se verifica la siguiente

relacién en el grupo H:
i j-1PBij = Bi-1,j%ij- (2.1)

Notese en primer lugar que A;; 1 - B;; >~ B;_1;- Ajj. En efecto A;; 1 es un
camino de v; 1, 1 hacia v;; 1, B; ; es un camino de v; ; 1 hacia v;j, por lo que
Ajj_1- Bjj es un camino de v; 1 ; 1 hacia v;;. De manera similar, B; 1, - Aj; es
un camino de v; 1 ; 1 hacia v;;. Esto implica que (Al-,j,l . Bij) Bi_1j- Ajjesun

lazo con base en v; 1, 1. Mds atn, por construccion, (Ai,]-,l . Bl-]-) "Bi 1 Ajj =~

Ui—1,,-1, pues H es una homotopia de f hacia el camino constante X, y asi

Ajj1-Bij~ (Aij-1-Bij) - (Bi—1,j - Aij - (Bi—1 - Aij))
~ ((Ajj-1-Bij) - Bi_1;- Ajj) - (Bi_1, - Ajj)
~ (Bj_1 - Ajj)-

72



(iv)

(v)

Con esto se obtiene

Yi-1,j-1" Aij-1"Yij-1" Yij-1" Bij - Yij = Yvi-1,j-1- Bi-1,j - Yi—1j - Vi-1 - Aij - Yijs
de donde

[YVie1j-1-Aij—1 Vij—[vij—1- Bij-¥ij) = [Vie1,j—1-Bi1, - Vi—1,j][Vi-1j - Aij - 7ij)
y consecuentemente, al aplicar p Aijs 5€ obtiene (2.1).

En esta etapa se demuestra que

n q
H“io = HPAj([ﬁj])- 2.2)
1= ]:

Para esto se probard mds precisamente que para todo j € {1,...,q} se verifica

que
k
TTeg-1krio = oa, (B}
i=1

Se debe notar primero que A(;_1)x4;0 €s un camino del vértice v 1)1,

hacia el vértice v(;_1)x 0. En particular A;_ 1)1 inicia en

V(i—1)k0 = (Fj—1)kso) = ((F—1)/9,0)

Ao terminaen vy = (j/g,0). Ahora, puesto que
Y Ajk, ik, ]7q p q

[V (=10  A(=1)k+1,0 * Y(=1)k+1,0) "~ [Vjk—1,0 “ Ajko " Tjk,o0)

= [Y(j—1)k0 - A(=1)k41,0  A=1)k+20 """ Ajro - Yiko]
= [X0 - A(j—1)k+1,0 " A(—1)ks20 " Ajro - Xo)
= [A(j—1)ks10 - A(i=1)k420 " Ajrol = [B]

se sigue la identidad (2.2).

Recuérdese que H(t,1) = H(0,s) = H(1,s) = xp, de modo que trivialmente
se tienen las relaciones

wy =1, Vie{l,... n} (2.3)

Boj=Pnj=1, Vie{l,...n} (2.4)
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(vi) Ahora se prueba que
n n
H 0(1',]'_1 = H 0(1']' (2.5)
i=1 i=1
paratodoj € {1,...,n}. En efecto, se tiene que

Q1 101 Wy 1,j— 10y, j—1 = 01,1821 Xp—1,j—1%nj—1Pn,;
= 01,j 1021 Xy—1,j—1Pn—1,j%n,iPn,;

=01 1021 0y 1,j-1Pn—2,%—1,j%n,jBn,

=1 1P1j02, * An—1,j-1Pn—2,j%n—1,j%,iBn,
= Poji1,j&2,j * * * n—1,j—1Pn—2,j%n—1,j%n,jPn,j

=y 0y 1j-1Bn—2,j%n—1,j%n,jPn,;-

Aqui, en la primera y tltima igualdad se hizo uso de la identidad (2.4), mien-

tras que en todas las demds se hizo uso repetido de la relacién (2.1).

(vii) Para terminar, nétese que (2.5) implica que

n n
H &ip = H Xin,
i=1 i=1

lo que por (2.2) y (2.4) significa que
q n
[Tea(B) =TTao=1
i=1

j=1

como se deseaba probar.

]

Demostracion del Teorema 2.25. Solamente hace falta probar que el blanco (711 (X), )
verifica la propiedad universal del colimite. Para esto se considera un grupo H y una

familia de homomorfismos de grupos p, : 7r1 (U, ) — H tal que el diagrama

m(Uy) —2 m (Uy)

N

conmuta siempre que A > . Se define ¢ : m1(X) — H del siguiente modo: Si
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[a] € m1(X), por el Lema 2.26 existen [a1] € r11(Uy,), ..., [an] € 1 (Uy,) tales que

(2] = i, ([aa]) - - pa, (an]),
entonces se asigna
o(la]) = pa, ([a1]) - - oa, ([an))-

Si se tuviera que
(2] = Py ([B1]) -~ Py ([Bn])

es otra descomposicion de [a], entonces

Py ([a]) - o, ([ P (B ™) -y ([B1) 1) = 1

y por el Lema (2.27) se sigue que

o ([aal) o, (@) o, (1Br] 1) -+ oy ([B1) 1) = 1,

es decir,
oy ([a1]) - - - pa, (lan] = 0 ([B1]) - - - 01 ([Brm]),

lo que implica que o([«]) es independiente de la descomposicion elegida para [«], y
por ende ¢ estd bien definido. Por construccién es claro que ¢ es un homomorfismo
de grupos y que 0o ¢, = p, para todo A € A. Mads aun, si ¢’ : m1(X) — H es otro
homomorfismo de grupos que verifica 0’ o iy = p,, se tiene en particular que para
todo A € Ay todo [a] € 1(U,)

o' (a([a])) = pa([a]) = o(ya(la])),

de modo que ¢ y ¢’ coinciden sobre los generadores de 711 (X) y por ende ¢/ = .

Esto prueba la unicidad. O

COROLARIO 2.28 (van Kampen). Sea X un espacio topolégico conexo por caminos
v x9 € X. Sean U, V dos abiertos conexos por caminos talesque X = U UV, UNV
es conexo por caminos y xo € U N V. Entonces si los homomorfismos inducidos por

las inclusiones canénicas U NV — U y U NV < V son inyectivos,

m(X)=mU)  x m(V),
nl(UﬂV)

donde la amalgama se realiza via tales homomorfismos. En particular, si U NV es
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simplemente conexo, entonces
m(X) = m(U) * m (V)

Demostracion. La primera parte de este resultado es consecuencia inmediata del teo-
rema de Seifert-van Kampen y el Teorema 1.11. La segunda parte es consecuencia

de la primera parte y el Corolario 1.12. O

2.4. Complejos celulares

La nocién de un complejo celular (conocido también como complejo CW, o CW-
complejo) es el concepto que permitird relacionar la teoria topoldgica con la cate-
gorica en lo que respecta al estudio de la homotopia. La idea fundamental detras
de la nocién de un complejo celular es construir un espacio topolégico de mane-
ra recursiva, “pegando” ciertos subespacios de IR" sobre subespacios de menores

dimensiones. Esto serd precisado a lo largo de esta seccién.

DEFINICION 2.11. Sea (X;);c una familia de espacios topoldgicos. Se define su union
disjunta o su coproducto como el espacio X = [ [;c; X;, que como conjunto es la unién
disjunta de los espacios X;, es decir, ;c;({i} x X;) y estd dotado de la topologia
tinal generada por las inyecciones ; : X; — X tal que a cada x; € X; le asigna el par
(i,x;). Cuando I = {1, ...,n} sea finito, se escribird X; Ul - - - U X, o[ [ X; en lugar
delJ;c; Xi.

Por un abuso de lenguaje, se identifica a un elemento (j,x;) € [[jc; X; con el

elemento x; y por ende se entiende también que X; C [ [;c; X;.

Es conveniente recordar asuntos puntuales respecto a las relaciones de equiva-
lencia. Dado un conjunto A y dos relaciones de equivalencia R, R sobre A, se dice
que R; es mas fina que R, si Ry € Rj. Dado un conjunto S C A X A, entonces A x A
es una relacion de equivalencia que contiene a S. Asi, la colecciéon de todas las rela-
ciones de equivalencia que contienen a S es no vacia, y por ende es posible formar
su interseccion. Esta interseccion es una relacion de equivalencia y por construcciéon

es la relacion de equivalencia més fina que contiene a S.

TEOREMA 2.29. Sean X, Y, Z espacios topolégicos y f : Z — X, g : Z — Y dos

funciones continuas. Existen, salvo homeomorfismo, un tinico espacio topolégico P
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y un par de funciones continuas p1 : X — P y pp : Y — P tal que el diagrama

>

ZL
g

g
=

Y ——
p2

conmuta y tal que P es universal con respecto a esta propiedad, en el sentido de que
siQyq: X = Qyqx:Y — Q es otra tripla que verifica qy o f = g o g, entonces

existe una dnica funcién continua h : P — Q tal que el diagrama siguiente conmuta:

/ —

Y ——
p2

P es, como conjunto, iguala X UY/ ~ siendo ~ la relacién de equivalencia mds
fina tal que f(z) ~ g(z) para todo z € Z, y estd equipado con la topologia cociente.
Las funciones p1 y p2 son las composiciones de la proyecciéon canénica 7w : X LY —

P con las inyecciones canénicas X — XUY y Y — X LY, respectivamente.

Demostracién. Por construccién, es claro que pp, p2 son funciones continuas y que
p1of = p20g, yaquelasimdgenes de dichas funciones se identifican punto a punto
en el cociente. La verificacion de la propiedad universal es més delicada. Para ello, es
conveniente en primer lugar dar una descripcion de la relacion ~. Sean u,v € X LY.
Si u 0 v no pertenecen a f(Z) LI g(Z), entonces u ~ v siy sélosi u = v por la
minimalidad de ~. Si en cambio u,v € f(Z) U g(Z), se tienen varias posibilidades:
En primer lugar que u,v € f(Z), en tal caso u ~ y siy s6lo si u = v, y sucede de
manera similar si u,v € g(Z). El caso de interés es entonces cuando u € f(Z)y v €
g(Z) (o viceversa). Puesto que la unién es disjunta, necesariamente u # v. Ahora,
u = f(z) yv = g(w) para ciertos z,w € Z. En este caso puesto que f(z) ~ g(z) y
f(w) ~ ¢(w) por la minimalidad de ~ debe tenerse que f(z) = f(w) y ¢(z) = g(w)

ara que u ~ v, y reciprocamente. Asi se ha descrito completamente a ~.
y

Sean Q, q1 y g2 como en el enunciado del teorema. Se escribe [x] para los ele-

mentos de P (que son clases de equivalencia) que tienen a x como representante. Se
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define entonces
gi(x) sixeX

h([x]) =

p(x) sixeY.

h esta bien definida. Para esto basta analizar el caso cuando x ~ y, x € f(Z)y

y € g(Z).Seanx = f(z) yy = g(w) conz,w € Z. Aqui, f(z) = f(w)y g(z) = g(w),
por lo que

71(x) = q10 f(z) = 2o g(w) = q2(y),

lo que muestra que & estd bien definida. Puesto que g1 y 42 son continuas, h es
continua por el lema del pegado. Por construccién, hopy = gy yhops = g2y h

es Uinica por la minimalidad de ~.

Finalmente, queda probar que si P/, p| : X — Py p, : Y — P’ verifican las
mismas condiciones que P, p1, p2, entonces P y P’ son homeomorfos. Pero esto es
simple, pues tomando Q = P’ existe una funcién h : P — P’ que hace conmutar
el diagrama. Ahora, tomando Q = P, la funcién identidad 1p : P — P claramente
hace conmutar el diagrama, de modo que si ' : P’ — P es la funcién que se obtiene
al invertir los roles de Py P/, entonces i’ o h = 1p. De manera analoga hoh' = 1p,

por lo que / es un homeomorfismo. O

DEFINICION 2.12. Sean X, Y, Z, f,g v P, p1, p2 como en el teorema anterior. La tri-
pleta (P, p1, p2) se llama el pushout de f y g. También se dice que P es el pushout de

XyYviafyg.

La idea tras el pushout de dos espacios topoldgicos es la de pegar los espacios X

e Y identificando subespacios de estos. Esto se ilustra en el ejemplo a continuacion.

DEFINICION 2.13. Sean X, Y dos espacios topoldgicos, A un subespacio de Y y f :
A — X una funcién continua. Al pushout de X y Y via f y la inclusién canénica
A <= Y se lo llama la adjuncion de X sobre Y via f y se la nota por X11;Y. A f se la

llama una aplicacién de adjuncion.

Mads generalmente, dado un espacio topolégico Y, (Y,) una familia de copias
de un espacio topolégico Y, A C Y un subespacio y ¢, : A — X una familia de
funciones continuas, se define la adjuncion de (Y,) sobre X via (¢, ) como el cociente
del espacio X U 11, Y, médulo la relaciéon de equivalencia mds fina tal que x ~ ¢, (x)

para todo x € A.

Para definir la nocién de complejo celular, se introduce una notacién que serd
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utilizada de aqui en adelante: El n-disco es el conjunto
D" ={xeR": x|, <1}

con la topologia heredada desde R". A su frontera se la conoce como la (n — 1)-

esfera §"~ 1, es decir
S =9D" = {x e R" : ||x|] = 1}.

Existe una inyeccion canénica S"~! < D". Una n-célula e" es el interior de un n-
disco, es decir,
e" =D"={x e R":||x|], <1}.

Dada una funcién continua f : S"~! — X, siendo X un espacio topolégico, la ad-
juncion de una n-célula e” a f se entiende como la adjuncion X Il D". De manera

similar si en lugar de una n-célula se tiene una familia de n-células.

Con esto, se define el concepto de n-esqueleto de manera recursiva como sigue:

(1) El 0-esqueleto X° es un conjunto dotado de la topologia discreta. Sus puntos

serdn considerados 0-células.

(2) Suponiendo construido del n — 1-esqueleto X"~!, se considera una familia
de n-células (e!) y funciones continuas ¢, : S""! — X"~1. Entonces el n-

esqueleto X" es la adjuncién de (/') sobre X"~ ! via ().

DEFINICION 2.14. Un complejo celular (también complejo CW o CW-complejo) es un

espacio topolégico X tal que X = X" siendo X" un n-esqueleto o tal que
X=Jx"
neN

equipado con la topologia siguiente: Un conjunto A C X es abierto (cerrado) si y
solo si A N X" es abierto (cerrado) en X". Si X = X" entonces a n se lo llama la
dimensién del complejo celular X, y en el otro caso, se dice que X es un complejo

celular de dimension infinita.

Por un abuso de notacion, si e} es una n-célula utilizada en la construccion de un
complejo celular X, a su imagen homeomorfica en X también se la notard por e, y

se la llamard igualmente una n-célula.

Para cada n-célula e}, sea @} : D} — X la funcién definida como la composicién
Dy — X" 'z Df — X" < X,
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donde las flechas — representan inclusiones canonicas y la otra flecha es la aplica-

cion cociente. A @} se la llama la aplicacién caracteristica de la n-célula ej;.

OBSERVACION 9. Los complejos celulares fueron definidos por J.H.C. Whitehead®,
en cuya definicién él hacia énfasis en dos propiedades que poseen los complejos

celulares:

(1) Finitud de clausura (Closure-finiteness en inglés): La clausura de una n-célula en

el complejo interseca solamente a un ndamero finito de n-células.

(2) topologia débil (Weak topology en inglés): Un conjunto es cerrado si y sélo si

interseca a la clausura de toda célula en un conjunto cerrado.

Puesto que estas propiedades no seran utilizadas en este trabajo, no se presentan
sus demostraciones. Sin embargo, estas propiedades, justifican el nombre de CW-
complejo, pues la C hace referencia a la finitud de la clausura y la W a la topologia

débil, segtn las siglas en inglés.

DEFINICION 2.15. Sea X un complejo celular. Un subespacio cerrado A de X se dice
un subcomplejo de X si puede expresarse como unién de células de X. En este caso,

al par (X, A) se lo llama un par celular o un par CW.

TEOREMA 2.30. Sean X, Y dos espacios topolégicos y A C X un subespacio cerrado.

Son equivalentes:

(i) Para toda funcién continua f : X — Y y toda homotopia H : A x [0,1] = Y
que inicia en f| 4, existe una homotopia H : X x [0,1] — Y que extiende a H,
en el sentido de que para todo t € [0,1], las funciones fi : A = Yy fi: X = Y
dadas por x — H(x,t) y x — H(x,t), respectivamente, verifican f| 4 = f;.

(ii) Para todo par de funciones continuas Hy : X x {0} - Yy Hy: Ax[0,1] =Y
tales que Hi| 5, {0y = Ha|ax o) existe una funcién H : X x [0,1] — Y tales que
Hlxx(0y = H1y Hax[o1) = Ha.

(iii) EI conjunto X x {0} U A x [0,1] es un retracto de X x [0, 1].
Demostracién. La equivalencia de (i) y (ii) es inmediata por la definicién de homoto-

pia.

®John Henry Constantine Whitehead (1904-1960), matematico britanico.
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(ii)=-(iii): La funcién identidad X x {0} UA x [0,1] — X x {0} U A x [0,1] se
extiende a una funcién r : X x [0,1] — X x {0} U A x [0,1], y esta es la retracciéon

buscada.

(iii)=(ii): Sean Hy : X x {0} — Yy Hy : A x [0,1] — Y tales que Hi[4, 0} =
Ha|axqoy y 7 @ X x[0,1] = X x {0} UA x [0,1] una retraccién. Por el lema del
pegado (aqui se usa la hipétesis de que A es cerrado) H; y H; inducen una funcién
G:Xx{0}UAx[0,1] =Y, demodo que H = G or es la funcién buscada. O

OBSERVACION 10. Notese que la hipotesis de que A es cerrado solamente se usa en
la implicacién (iii)=(ii), por ende todas las demds implicaciones probadas perma-
necen validas sin tomar en cuenta esta hipétesis. Sin embargo, la hipétesis de que
A sea cerrado no es vital: Puede demostrarse el resultado de manera mas general,
pero la demostracion es mucho mas delicada, y tal generalidad no serd usada en

este trabajo.

OBSERVACION 11. La condicién (i) puede expresarse equivalentemente de la si-

guiente manera:

(i) Dada una funcién continua f : X — Y y una homotopia (f; : A — Y) tal que

fo = f|a, existe una homotopia (f; : X — Y) tal que fo = fy fi|la = fi para
todo t € [0,1].

DEFINICION 2.16. Dado un espacio topolégico X y un subespacio A cerrado verifi-
can cualquiera de las condiciones equivalentes del teorema anterior, se dice que el

par (X, A) posee la propiedad de extensién homotdpica.

PROPOSICION 2.31. Si (X, A) posee la propiedad de extensién homotépica y X es
Hausdorff, entonces A es cerrado.

Demostracién. Sea Y un espacio de Hausdorff y f : Y — Y una funcién continua.
Se probara que el conjunto F = {y € Y : f(y) = y} es cerrado. En efecto, siy & F,
existen vecindades abiertas disjuntas U de y y V de f(y). Consecuentemente f (V)
es una vecindad abierta de y, y por ende lo es W = U N f~1(V). Por construccién
W C Uy f(W) CV,porende WN f(W) = @. En particular esto significa que
W C Y\ F,yporende Y \ F es abierto, es decir, F es cerrado.

Sear: X x[0,1] — X x [0,1] una retraccién de X x [0,1] hacia X x {0} U A x
[0,1], se tiene que un punto z pertenece a la imagen de r si y s6lo si (z) = z, por

definicion de retraccion. Ahora, puesto que X es un espacio de Hausdorff, también
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lo es X x [0,1]. Por el parrafo anterior, esto significa que la imagen de 7, que es el

conjunto X x {0} U A x [0,1], es cerrado, y por ende lo es A. O

TEOREMA 2.32. Si el par (X, A) posee la propiedad de extension homotépica y A
es contratible, entonces la aplicacién cociente T : X — X/A es una equivalencia

homotépica.

Demostracion. Sea f{ : A — X una homotopia de A a un punto * tal que f} es la
inclusiéon de A en X, y sea f; : X — X la extension de tal homotopia dada por
la propiedad de extensién homotdpica, de modo que fo = 1x. Por construccién,
fit(A) C A para todo t € [0,1] y consecuentemente 7to f; : X — X/A verifica
(7o ft)(A) = x. Esto implica la existencia de funciones f, : X/A — X/A tal que
7o fy = f,; o para todo t € [0,1], inducidas por las respectivas f;. De la misma
manera, f; induce una funcién ¢ : X/A — Xtalque gom = f1.Seax € Xy

X = 7t(x). Entonces

mog(x) = n(g(m(x))) = m(fi(x)) = f1(n(x)) = f1(%),

lo que por la sobreyectividad de 7t implica que 71 0 ¢ = f;. De este modo

gom=fixfo=1x y mog=f;~fy=1x/a
lo que implica que 7T es una equivalencia homotépica. O
LEMA 2.33. Para todo n, el par (D", S"~1) posee la propiedad de extensién homot6-

pica.

Demostracién. Sean Y un espacio topolégico, f : D" — Y una funcién continua y
H:S$"1x[0,1] — Y una homotopia que inicia en f|g.-1. Sea h : D, — Y, donde
D, = {x € R": ||x|| <2}, la funcién definida por

f(x) si [lx] <1

H(x/ el 1= 1lx[) sl < x| <2,

que es continua por el lema del pegado. Se tiene entonces que la funcién H : D" x

[0,1] — Y definida por
H(x,t) = h((1+t)x)

es la homotopia que extiende a H deseada. O

TEOREMA 2.34. Todo par celular (X, A) posee la propiedad de extensién homotdpi-

ca.
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Demostracion. Sea f : X — Y una funcién continua y (f; : A — Y) una homotopia
tal que f|4 = fo. Se define para cada n una homotopia (g} : X" — Y), donde X" es

el n-esqueleto de X, de manera recursiva. Se denota por A" al n-esqueleto de A.

Para n = 0, la construccion es trivial, pues X° es discreto. Asumiendo construida
la homotopia (¢! : X" 1 — Y) tal que ¢' ' = flyu1 v g Hant = filan1,
sean @) : D; — X" aplicaciones caracteristicas para las n celdas e}, que conforman
aX"yo¢r = CI)Z\S&H las aplicaciones de adjuncién. Se tiene entonces el diagrama

conmutativo de pushout siguiente

ch SZ_I R— Ha Dg

f| Jo

Xn—l P X"

donde @ y ¢ se definen, por licencia del lema del pegado, mediante ®|pr = P} y

¢|gn-1 = ¢ij. Se considera ahora el diagrama comutativo
4

Ha 5271 — Ha DZ

0| lq» o

anl . '

Y,
n—1
8t
donde la funciéon 7/ : D} — Y esta construida como sigue: Para cada «, asu-

miendo construida Tf‘l, se tiene una funcién ;' 1

Talgn1 = g 1o ¢, dado que el par (D", 5" 1) posee la propiedad de extensién

= Ttn_1|Dg. Siell C Ay sedefine

homotépica (lema anterior), se extiende esta aplicacién a una funcion 7, : Dy — Y;
en caso contrario, es decir, si e no es una célula de A, se define T;/ x = ft o ®,. Por
el lema del pegado, se obtiene la funcién 7/" deseada. Haciendo uso de la propiedad
universal del pushout, existe una tnica funcién g} : X" — Y que hace conmutar el
diagrama
[L,S; — I, D}
<Pl l(b

anl < X"
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Por conmutatividad y construccion, es inmediato que g} es la homotopia deseada,

lo que completa el paso inductivo.

Si X = X" para algtn 1, entonces se define f; = ¢/ para cada t € [0,1]. Si
X = Upen X", se define, usando el lema del pegado, fi|x» = g/ para todo t € [0, 1].

De este modo se ha construido la homotopia deseada. O

Dado que para todo par (X, A) con la propiedad de extensién homotépica, don-
de A es contractible, se tiene que la proyeccion 7w : X — X/ A es una equivalencia
homotépica y que todo par celular posee la propiedad de extensién homotépica,

trivialmente se obtiene el siguiente resultado.

COROLARIO 2.35. La aplicacién cociente 7 : X — X/ A es una equivalencia homo-
topica para todo par celular (X, A) tal que A es contractible.

La teoria aqui presentada tiene dos objetivos: El primero es servir como base
para la construccién de una teorfa similar pero en dos estructuras distintas: las cate-
gorias y los carcajes. La segunda es la de proporcionar un punto de vista topol6gico
para el estudio de dichas estructuras. Los complejos celulares juegan un papel fun-
damental en este estudio: A cada categoria, carcaj y carcaj ligado le sera asociado un
complejo celular, que servird como puente entre las distintas teorfas de homotopia

en consideracion.

Algunos teoremas de este capitulo, como el de Seifert-van Kampen se han pre-
sentado con la mayor generalidad y rigurosidad posible. El precio a pagar fue eleva-
do, pero esto permitira a futuro obtener demostraciones mucho més simplificadas

de otros teoremas.
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Capitulo 3

Carcajes, Algebras de Caminos y

Teoria de Categorias

3.1. Carcajes

El objeto fundamental a ser estudiado en este trabajo son los carcajes. En esta
seccion se desarrolla la teorfa basica de carcajes y sus propiedades topoldgicas. Para

un estudio més profundo del tema se refiere a [15].

DEFINICION 3.1. Un carcaj es una cuadrupleta I' = (To,T1,s,t) donde T es un con-
junto no vacio llamado conjunto de vértices, I'1 es un conjunto (posiblemente vacio)
llamado conjunto de aristas y s,t : I'1 — TI'p son dos funciones, llamadas respectiva-

mente salida y llegada.

A los elementos de Iy se los llama vértices y a los de I'1 aristas. Dada una arista
a, se dice que esta inicia en x sis(a) = x y que termina en y si t(x) = y. Un lazo en

x € I'p es una arista que inicia y termina en x.

En inglés un carcaj se conoce como quiver, y en combinatoria se denominan multi-
digrafos. En el primero de los ejemplos que se presentardn mas adelante se entendera

el por qué de esta denominacién.

En el idioma espafiol, un carcaj es una bolsa tubular en la cual se llevan flechas.
Esto se refleja en el nombre que aqui se utiliza, pues como se verd a continuacién,

un carcaj se representa por un diagrama con flechas.

Es dtil representar un carcaj mediante diagramas como sigue: Dibujamos un

punto en el plano por cada elemento de I'y, y si a es una flecha que inicia en 2 y termi-
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na en b, trazamos una arista que una los puntos correspondientes a a y b, ubicando
una saeta que apunta hacia b. Los vértices y las aristas se etiquetan por sus nom-
bres cuando es necesario identificarlas. Por ejemplo, dado el carcaj I' = (T, I'y, s, t),
donde

lo={1,2,3}, Ti={ap7}

y
s: I — Ty t: Ih — Iy
o — 1 0 —> 2
B B r—
v — 2 v — 3
se obtiene el diagrama
o
17 T2-"53
~_
B
En cambio si
s: I — Iy t: Ih — Iy
o — 1 o — 1
g — 2 g — 1
v — 2 ¥y — 3
se obtiene
p 84

a2 1 < 2 y 3.

EJEMPLO 15 (Digrafos). Un digrafo (o grafo dirigido) es un par (V,E) donde V es un
conjunto cuyos elementos son denominados vérticesy E C V x V. A los elementos
de E se los denomina aristas. SiTy = V,I'; = E y definimos s((a,b)) = ay t((a,b)) =

b para cada (a,b) € V, entonces I' = (T'g, 'y, s, ) es un carcaj.

Reciprocamente, un digrafo puede definirse como un carcaj I' en el cual para

todoa,b € I'y, con a # b, existe a lo mds una arista que inicia en a y termina en b.

EJEMPLO 16 (Preérdenes). Sea (X, <) un conjunto preordenado (es decir, < es una
relacion reflexiva y transitiva sobre X).SeaT'p = X, I'1 =<= {(x,y) € X x X|x <y}
ys((x,y)) =x,t((x,y)) =y, entonces I' = (I'p, Iy, s, ) es un carcaj.

Notese que todo preorden es un digrafo, pero el reciproco no es verdadero.

Un preorden tiene una propiedad que en general no comparte con los digrafos:
transitividad. Esto significa que si a es una arista de a hacia b y B es una arista de
b hacia ¢, entonces existe un arista 7y de a hacia c. Esto se da pues la relacion de

preorden es transitiva.
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DEFINICION 3.2. SeaI' = (T'y,I'1,s,t) un carcaj y sean x,y € I'g. Un camino orientado

de x a y es una secuencia finita a1, ..., a,, € I'y tal que

1) s(w) = x;
(2) t(a;) = s(ajr1) paratodoi € {1,..,n—1};y
3) t(an) =y.

A n se lo llama la longitud del camino orientado y se lo denota por ¢(n). Por nota-
cion se escribird ay - - - &y, para representar al camino orientado, y se dird que dicho

camino inicia en x y termina eny.

Un ciclo orientado es un camino que inicia y termina en un mismo vértice. Si x es
un ciclo orientado que inicia y termina en x, se dice que es un ciclo orientado sobre x.

Un carcaj se dice aciclico si no posee ciclos orientados.

Al conjunto de todos los caminos orientados de x a y lo notaremos por I'(x,y).

Finalmente, el conjunto de todos los caminos orientados en I' serd notado por Cr.

OBSERVACION 12. Sea I' = (o, I'y, s, ) un carcaj.

(1) SiT es aciclico, no posee lazos. Més aun, I es aciclico si y sélo si I'(x,x) = @

para todo x € I'.

(2) Se tiene que
Cr= |J T(xy).

x,y€ly

(3) Las funciones s, t pueden extenderse a Cr del siguiente modo: Si
x=uwq---0a, €Cr,

entonces se define
s(a) =s(ay), ta) = t(ay).
De este modo, un ciclo orientado es un elemento « € Cr tal que s(a) = #(«).

EJEMPLO 17. En el carcaj
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a7y es un ciclo orientado que inicia y termina en 1, ex es un camino orientado de 4
a 2, y no existen ciclos orientados que inicien y terminen en 4. El camino orientado

aByaBy es un ciclo orientado sobre 1.

DEFINICION 3.3.Sea I' = (T, Ty,s,t) un carcaj. Un subcarcaj es una cuadrupleta
I" = (I, 19,8, t') tal queTy CTo, T} CTq,8" =s|r, t' =t|r, ytal ques(T}) CI{y
t(I}) C T,

Se notard I'" C T para indicar que I es un subcarcaj deT yI" C T'siI’ C Ty
" 4£T.

OBSERVACION 13.5i I' es un carcaj, la relacion C entre subcarcajes de I' es una

relacién de orden parcial.

DEFINICION 3.4. Sea T un carcaj. Un particion de T es una familia (T?);c; de subcar-
cajes de T tales que las familias (T});c; v (I'))ic; son particiones de los conjuntos I’y

y I'1, respectivamente.

DEFINICION 3.5. SeanT = (T, I'1,s,t) y A = (Ao, Ay, 8, ') dos carcajes. Un morfismo
de carcajesy : I — A esun pary = (19,11) dondeny : To — Ag y 1 : T'1 — A son

funciones tales que

mos=som y mnoot=ton,

es decir, tales que los siguientes diagramas conmutan:

I — Ty I —— T
’hl l’?o ’ ihl l’?o .
M T> Ao Aq T> Ao

De manera més intuitiva, un morfismo de carcajes es un par de funciones que
“preservan la estructura de carcaj”. Esto significa que una arista es enviada en otra

arista preservando su orientacién.

EJEMPLOS 18. (1) SiI = (T, Ty, s,t) esuncarcajy I = (I, T, s’,t') es un subcar-
caj de I, entonces existen las inclusiones canénicas i : Ty = Toy ¢ : T) — Ty.

Entonces ¢ = (ig,11) : T” — T es un morfismo de carcajes.

(2) SiT = (To,Ty,s,t) es un carcaj donde Ty = @, y A = (Ag,A1,5,t') es otro
carcaj, entonces toda funcién g : I'g — A define un morfismo de carcajes al

poner 1 = (19, D), siendo @ la funcién vacia.
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(3) Sea A el carcaj
«a 1,

aqui Ag = {1} y A1 = {a} ys(a) =t(a) = 1.
Dado un carcaj I = (T'y,I'1, s, t), las funciones constantes 79 : Tp — Aoy 171 :
I'1 — A; definen un morfismo de carcajes 7 = (171, 12) : I — A.

DEFINICION 3.6. Sea 7 = (1o,11) : I — A un morfismo de carcajes. 1] se dice pleno
si para todo par de vértices x,y € I'g y toda aristax € A1 dep(x) ano(y) existe una
arista p € I'1 de x ay tal que 11(B) = «.

1 se dice fiel si para todo par de vértices x,x' € Ty y todo par de aristas o, &’ € Ty

de x ax’', laigualdad 1 («) = 1 (a’) implica la igualdad « = o’

Evidentemente la composicion de morfismos plenos (respectivamente fieles) es

un morfismo pleno (respectivamente fiel).

DEFINICION 3.7. Sean I' = (I'y,T'y,s,t) un carcaj y x,y € I'g. Un camino de x a y
es una secuencia finita x = xo,...,x, = y € Iy tal que para cadai € {1,..,n} el
conjunto I'(x;_1,x;) UT(x;, x;_1) es no vacio.

Si para cadai € {1,..,n} seeligea; € T'(x;_1,x;) UT'(x;, x;_1), también se dice
queay...ay, esuncaminodex ay.

Un ciclo sobre x es un camino de x a x.

Al conjunto de los caminos a1 - - - a, de x a y se lo nota por ,I'(x,y) y al de todos

los caminos en I" por Wr. Claramente
Wl—' = U Zur(x, y) .
X,}/Gro

OBSERVACION 14. La terminologia empleada no debe dar lugar a confusién: En un
camino orientado se exige un sentido de orientacion a las aristas, en la de camino (no
orientado) no se exige esto. En particular, todo camino orientado es un camino. Mas

aun, si x, y son dos vértices en un carcaj I', entonces

I'(x,y) € ol'(x,y).

EJEMPLO 19. Considérese nuevamente el carcaj del ejemplo 17. Aqui 1,3,4,1, o,
equivalentemente, yd€e es un ciclo sobre 1, y & y B son caminos de 2 a 1. En cambio

a'y y, B son caminos de 1a 2.

DEFINICION 3.8. Un carcaj I se dice débilmente conexo (o conexo) si para todo par de
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vértices x, y el conjunto ,,I'(x,y) es no vacio. I se dice fuertemente conexo si para todo

par de vértices x, y el conjunto I'(x,y) es no vacio.

OBSERVACION 15. De la definicién anterior y la observaciéon 14 se sigue que todo

carcaj fuertemente conexo es débilmente conexo.

EJEMPLO 20. Los carcajes

son fuertemente conexos. El carcaj

4 1 « B

3

no es débilmente conexo y por ende no es fuertemente conexo.

DEFINICION 3.9. Sea I un carcaj. Un subcarcaj I se dice un subcarcaj conexo maximal
si I es conexo y si dado otro subcarcaj I” C T conexo tal que I’ C T”, entonces
=1

LEMA 3.1. Sea T = (T'y, 'y, s, t) un carcaj. Para cada x,y € T definimos
x~ysSx=yoqul(x,y) #O.

Entonces ~ es una relacion de equivalencia sobre I'.
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Demostracién. La relacion es reflexiva por definicién. Si x ~ y existen dos posibili-
dades:

(i) Six =y entoncesy = x y por ende y ~ x.

(i) Si oI'(x,y) # @, sea x = xp,...,%X, = y un camino de x a y, entonces por
definicion existe w; € T'(x;_1,x;) UT(x;,x;_1) paratodoi € {1,...,n}.Se sigue

quey = Yn, Yn—1,-..,X1, X0 = X esun caminode y a x. Asi y ~ x.

Esto prueba que ~ es simétrica. Finalmente, supéngase que x ~ yyy ~z.Six =y o
y = z, entonces claramente x ~ z. Por ende, se supone que ,I'(x,y) # D # I'(y,z).
Sea x = xp,...,Xx; = yuncaminodexayyy = yo,...,Yn = zuncaminode y a z.

Entonces x = xo,...,Xn,Y1,...,Ym = zesuncaminode xazyporende x ~z. [

LEMA 3.2. Sea I un carcaj, x un vértice deT' y [x]op C Iy la clase de equivalencia

representada por x. Si
[x]1 = {a €Ty :s(a) € [x]o},

entonces [x| = ([x]o, [x]1,5|[x),,t[[x],) €s un subcarcaj conexo maximal deT.

Demostracion. Para probar que [x] es un subcarcaj, basta probar que t(a) € [x]o para
todo a € [x]1.Seay = t(«) & [x]o, con « € [x];, entonces a es un camino de x a y, es

decir, « € ,I'(x,y), y por ende x ~ y, lo que implica que y € [x]o.

Ahora, nétese que
[(u,0) = [x](u,0)

para todo u,v € [x]o. En efecto, si a1 ---a, € T'(u,v), como a7 es un camino de u
a algin punto x1, entonces a7 € [x]; y por ende x; € [x]o. Repitiendo el mismo
argumento, a; es un camino de x; € [x]p a algtn punto x,, por lo que ap € [x]1 y
X7 € [x]p. Procediendo recursivamente se sigue que a; € [x]; paratodoi € {1,..,n}

asiwy---a, € |ul(u,v). La inclusion contraria es trivial.
y 1

A continuacion se verifica que [x] es conexo. En efecto, si 1, v € [x]o, entonces u ~
Xy x ~ v, porlo que u ~ v, pues la relacién ~ es transitiva. Con esto, ,I'(1,v) # @,

y por ende [x] es conexo.

Finalmente, sea A un subcarcaj conexo de I tal que [x] C A. Razonando por
reduccion al absurdo, sea u € Ag \ [x]o. Como x € [x]gp € Ag y A es conexo, se
sigue que ,A(x,u) # @, lo que implica que ,I'(x,u) # @y por lo tanto que x ~ u.

Pero esto contradice que u ¢ [x]o, y por ende Ay = [x]o. Sea ahora « € A;, como

91



s(a) € Ag = [x]o se sigue que a € [x];. Esto prueba que A = [x]; y por ende que
x] = A. O

LEMA 3.3. Si A es un subcarcaj conexo de T, entonces A C [x] para todo x € A.

Demostracion. Sea x € Ag. Para cada y € A se tiene que ,A(x,y) # @, por lo tanto
wL(x,y) # @,y esto implica que x ~ y. Asiy € [x]o y por ende Ay C [x]o. Ahora, si
a € A, seay = s(a) € Ag. Como A es conexo, se tiene que ,I'(x,v) 2 ,A(x,y) # D,
y por ende x ~ y, es decir, y € [x]o. Esto prueba que A C [x]. O

TEOREMA 3.4. La coleccion de todos los subcarcajes conexos maximales de un carcaj
I' son una particién de I'. Mds atin, todo subcarcaj conexo de I’ estd contenido en un

subcarcaj conexo maximal.

Demostracion. El lema anterior implica que si A es un subcarcaj conexo maximal de
I', entonces A C [x], y por maximalidad, A = [x]. Asi, la coleccién de todos los
subcarcajes conexos maximales de I' es ([x])yer,. Puesto que ([x]g)xer, = o/ ~, se
sigue que ([x]o)xer, €s una particién de T'p. Ahora, sia € T'y x = s(a), por definiciéon
a € [x]1.Si[x]1 N[yl # @, seana € [x]; N[y]y, entonces u = s(a) € [x]o N [y]o, lo
que implica que x ~ u y y ~ u, y por transitividad, x ~ y, es decir, [x]; = [y];. Esto

prueba que ([x]1)xer, €s una particion de I'y. Asi, ([x])xer, €s una particién de T'.

Que todo subcarcaj conexo estd contenido en un subcarcaj conexo maximal es
consecuencia inmediata del lema anterior y de la observacién realizada al inicio de

la demostracion. OJ

DEFINICION 3.10. Sea I' un carcaj. A los subcarcajes conexos maximales de I' los

llamaremos las componentes conexas de T'.

COROLARIO 3.5. Un carcaj es conexo si y s6lo si posee una tinica componente cone-

xa. Mds atin, de ser el caso, el mismo carcaj es su 1inica componente conexa.

OBSERVACION 16. Puesto que sera til a futuro, si I' es un carcaj y « es una arista

o e . . Lt 2 14
que inicia en x y termina en y, se escribirda : x - yox — .

A continuacion, dado un carcaj I' = (T, Iy, s, t) se construird un complejo celular
IT| de dimension 1. Para cada x € T, sea A?C una 0-célula, y para cada a € I'y, sea A}é

una 1-célula.

M X'=1] AY. Evidentemente X° estd equipado con la topologia discreta. Ade-
x€ly

mas se identifica a X° con I’y como conjuntos.
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(2) Sia: x — yesunaaristaen Ty, sea f, : 9AL — X definida por f,(s(a)) = Ag(“)

y fa(t(a)) = Ay(y)- Entonces, si

z=anic ]al,
ael ael
se tiene la existencia de una funcién f : Z — X° que se obtiene aplicando el

lema del pegado a las funciones f,. Con esto

X! = (]_[ Ai) I, x°

aely

Se define entonces |T| = X'.

DEFINICION 3.11. Dado un carcaj I, al complejo celular |T'| se lo llama la realizacién

geométrica del carcajI’, o grafo asociado aT'.

Mas generalmente, un grafo es un complejo celular de dimensién 1; un grafo se
dice conexo si es conexo como espacio topolégico. Un subgrafo es un subcomplejo
de un grafo. Un drbol es un subgrafo contractible. Finalmente, un drbol se dice drbol

generador si contiene a todos los vértices del grafo.

LEMA 3.6. Sea X un grafo conexo y Xy un subgrafo de X, entonces existe un sub-
grafo Y de X que contiene a todos los vértices de X tal que X, es un retracto por

deformacion de Y.

Demostracién. Se construye una sucesiéon Xgp C X; € X, C --- de subgrafos de X

recursivamente: Construido X, el subgrafo X,, |1 se obtiene como

Xl’l+l - Xn U U a/
eagX\Xn
deyNX, #D
siendo ¢, las 1-células de X. Sea X' = U, Xn- X’ es abierto en X pues si x € X,
para algtn n, existe una vecindad suficientemente pequefia de x contenida en X, 4
gracias a la construccién. X’ es cerrado gracias a que es unién de las clausuras de

1-células de X. Por ende, ya que X es conexo, X = X'.

Sea ahora Yy = Xy y asumiendo construido Y, sea Y;,;1 obtenido a partir de Y},
por la adjuncién de una 1-célula por cada vértice de X,,11 \ X, tal que cada una de
dichas células tiene a uno de sus vértices de frontera como un vértice en Y, y al otro
como un vértice en X, 11 \ X,. De este modo, Y;, 1 es un rectracto por deformacion

de Y;. En efecto, dada una 1-célula e, con las propiedades mencionadas, existe un

93



homeomorfismo ¢, : [0,1] — e,. Se define entonces f}* : Y11 — Y, +1 del siguiente

modo:
Al =Ty, ¥y file(x) = @u((1 = )9y ' (1)),

siendo e, las 1-células mencionadas previamente. Por el lema del pegado, esta defi-
nicion es legitima, y f/' es una homotopia que retracta por deformacién a Y;,;1 hacia

Y,,. De este modo, se define para x € Yj, 11\ Yy
fi(x) = fonn,_q(x),  site 270D, 27

ysix € Yy = Xo, fi(x) = x. Con esto, se obtiene una homotopia que muestra
que Y = U,en Yx se retracta por deformacion hacia Xy. Ademds, por construccién,
es claro que Y posee todos los vértices de X. Esto completa la demostracion del

lema. O

TEOREMA 3.7. Todo drbol en un grafo conexo estd contenido en un drbol maximal.

En particular, todo grafo conexo posee un drbol maximal.

Demostracién. Sea X un grafo conexo y Xo un arbol de X. Por el lema anterior, existe
un subgrafo Y de X que contiene a todos los vértices de X tal que Y se retracta por
deformacién hacia X, pero como X es contractible, se tiene que Y es contractible.

AsiY es un arbol maximal que contiene a Xj.

La segunda afirmacion se sigue de considerar X conformado por un solo vértice
del grafo. O

Si X es un grafo conexoy T C X es un arbol maximal, se denotara por F(X, T) al
grupo libre con base el conjunto de todas las clases [e,] donde e, es una 1-célula que

no estd contenida en T.

TEOREMA 3.8. Sea X un grafo conexo, xy un vértice y T un drbol maximal de X que
se contrae a x(. Entonces
(X, x0) = F(X, T).

Demostracién. Por el Corolario 2.35, la aplicaciéon cociente 7w : X — X/T es una

equivalencia homotdpica. Esto implica que
m (X, x0) = m (X/T, %),

siendo Xj la imagen de xg en X/T, o equivalentemente, {xo} = 7t(T). Por ende el
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problema se reduce a probar que
m(X/T, %) = F(X,T).

Sea {e, } la coleccion de todas las 1-células de X que no estdn en T. Para cada «, sea
Sl una copia de S! y sean f, : {*} — S} funciones, donde {*} es un espacio de un
solo punto. Si X’ es la adjuncion de la familia S}, via f,, se tiene que los espacios X /T
y X’ son homeomorfos. Esto es claro pues la imagen de cada ¢, en X/T se aplica
homeomorficamente en S,}(. Para cada «, sea x, un punto distinto de la imagen de
{+} en X' que pertenece a la imagen de S} en X/, y sea V.= X'\ {x,}4. Se tiene
entonces que V es una vecindad abierta de la imagen de {*} en X' y ademés V es
contractible (pues geométricamente, V es la unién de copias de [0, 1] todas pegadas
en un s6lo extremo). Se sigue que (S UV, V) es un recubrimiento abierto de X'.
De este modo, por el teorema de Seifert-van Kampen, se sigue que 111 (X', *’) es
isomorfo al producto libre de tantas copias de Z como «’s estdn en consideracion.

Esto claramente implica el resultado. O

Este teorema legitimiza la definicién de primer grupo fundamental de un carcaj
que se dard en breve. Antes, es importante recalcar unas nociones en los carcajes
analogas al caso topolégico: Un drbol en un carcaj es un subcarcaj que no contiene
ciclos (ni orientados ni no orientados, estos ultimos entendidos en la forma obvia).

Un drbol se dice maximal si contiene a todos los vértices del carcaj.

DEFINICION 3.12. Sea I' un carcaj conexo, T un drbol maximal de T y xo un vértice.
Siay,...,a, son aristas de I que no yacen en T, entonces se define 111 (T, xo) como el

grupo libre con base ay, . .., ay.

COROLARIO 3.9. Sea I' un carcaj conexo, xo un vértice de I y |xo| su imagen en |T|.
Entonces
(T, xo) = 7 (|1, [xol)-

EJEMPLO 21. Sea I el carcaj

es claro que |T'| & S!, y por ende

711(1", 1) = 71'1(51)

I
N
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Ahora, si se considera el 4rbol maximal

1 2

\@/f

entonces 711 (I, 1) es el grupo libre generado por «, es decir
m(T,1) ={.. A A B }

y es claro que la funcién n — a” de Z hacia r1(I', 1) es un isomorfismo de grupos,

lo que corrobora la afirmacién anterior.

Los mismos resultados se obtienen al sustituir el vértice 1 por 2 o la arista a por
B.

EJEMPLO 22. Sea I el carcaj

Dado que el subcarcaj

es un arbol maximal en T, se tiene que 771(I, 1) es el grupo libre con base By 7, el

mismo que es claramente isomorfo a Z * Z.

Visto de otro modo, se tiene que |I'| es del mismo tipo de homotopia que el
espacio con forma de 8, es decir, dos circunferencias pegadas en un punto. Se puede
hacer uso del teorema de van Kampen para calcular su grupo de homotopia: Para
ello se considera el recubrimiento U, V,U NV, donde U es la figura 8 salvo algtn
punto de la circunferencia inferior distinto del punto donde estas se pegan, V es la
figura 8 salvo un punto situado en la circunferencia superior, nuevamente distinto
del punto donde las circunferencias se pegan. De este modo U NV es contractible y
tanto U como V se retractan por deformacion hacia S'. De este modo el teorema de

van Kampen implica que
m (T, 1) 2 mU) x m (V) 2 m(SH) xsm(SH)y =2z xZ
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PROPOSICION 3.10. Si xo, Yo son dos vértices de un carcaj conexo I', entonces
(T, x0) = (T, yo)-

Demostracién. Es inmediato del Corolario 3.9. O

3.2. Algebras de caminos

Durante toda esta seccion I' = (T'g,I'q,s,t) serd un carcaj finito y k un campo
algebraicamente cerrado. Sea kI el k-moédulo libre (k-espacio vectorial) con base
W' = CrU{ex : x € Ty}, siendo e, simbolos que no pertenecen a I'r. Se conside-
ra que ey es una “arista” de x hacia x y se lo denomina el camino orientado trivial sobre

x. Dados dos caminos orientados &, B € Cr se define

a1 0pP1 Bm sit(a) =s(B)

0 en caso contrario

ap =

dondex = &1 ---a, y B = B1---Pmeslaexpresion de a y p como concatenaciéon de

aristas. También, si« € Cr y x € I'y, entonces

a sit(a) =x a sis(a) =x
ey = exlx =
0 en caso contrario 0 en caso contrario

yexey =0siy # xyexex = ex.
Esta operacion se extiende, gracias al Teorema 1.30, a todo kI', dotdndolo de una

estructura de algebra asociativa unital, donde

e= ) ex

xely

es el neutro para el producto del algebra.
DEFINICION 3.13. A kI se lo llama el dlgebra de caminos del carcajI’ sobre k.

TEOREMA 3.11. kI" es un dlgebra finitamente generada si y sélo si I' es (finito y)

aciclico.

Demostracién. Supéngase que I' es aciclico. Si I'j posee n elementos, como Cr se
inyecta en el conjunto de todos los subconjuntos de Ty, se tiene que dimy(kI') <

2" 4 |T'y| (el namero |T'y| se afiade por la presencia de los caminos triviales ey), lo que
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implica que kI" es de dimensién finita. Reciprocamente, I' posee un ciclo orientado,
digamos & = ay - - - &y, entonces a, an, xaw, . .. son elementos linealmente indepen-

dientes, por lo que dimy (kI') = +oco. O

PROPOSICION 3.12. Se tiene la identidad

kI' = @ exkley,.

x/yero

A dicha expresién se la conoce como la descomposicion de Peirce' del dlgebra kT'. Dado

a € kI, existen tinicos elementos ay, € exkl'e, para cada x,y € Iy tales que
r= ) axy
x,y€ly
A esta expresion se la llama la descomposicion de Peirce de .

Mas atin, si Cy, ..., C,, son los conjuntos de vértices de las componentes conexas

de T, entonces los conjuntos

xr]/ECi

son ideales de kI' y verifican que
n
Z(kT') = @ Z(A)).
i=1

Demostracion. Paracadai € {1,...,n}, sea

ei= ) e

xeC;

Se tiene que ey, . . ., e, conforman una familia de idempotentes centrales ortogonales

yquee =ej +---+e,. Seaw € kI, es claro que
n
x=exe= )  exae,.
x,y€l)

Ahora, sean xg,yp € I'g y sea « # 0 un camino en I' tal que

wEeqgde, N Y exAey
x,y€ly
(x/y)#(xOryO)
Entonces s(a) = x9 y t(a) = yo, lo que no es posible pues a también pertene-

ce a la suma de la expresiéon anterior. Si & # 0 no es un camino, se escribe & =

1Benjarnin Peirce (1809-1880), matemaético estadounidense.
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a1 + - - - + Ay, con a; un camino para cada i € {1,...,m},y se aplica el anterior

razonamiento a cada «;. De este modo

exoAey, N Y exde, = {0}

x,y€ly
(%) #(x0.40)

y consecuentemente

kI = @ exkTe,.

x/yero

Seai € {1,...,n} fijoy a € kT'. Por lo anterior existen tinicos ay, € eykI'e, tales

que

r= )

x,yel"o

Si B € Aj, existe tinicos By, para cada u, v € C; tales que

,B: Z ,BMU-

u,veC;

Se tiel’le C_[lle axy — e_xr)/xyEy y ﬁuv — euéuvev, con ’Yx/y, 51,['0 < kr.

ap = ( Y. txxy> < Y ﬁuv) =Y ) exvwyeyeuduveo.

x,y€ly u,veC; XY u,veC;

Puesto que eye, = O0siy # u,y exyxyey = 0si x e y no pertenecen a la misma

componente conexa de I', se sigue que
‘X,B = Z exYxuluduvly € Aj,
x,u,0eC;

de modo que A; es un ideal izquierdo. Del mismo modo se tiene que A; es ideal

derecho y por ende es un ideal de kT'.

Notese que si x e y pertenecen a distintas componentes conexas de I', entonces

exAe, = 0. Esto permite concluir que

n
kI =P A,
i=1

y consecuentemente que
n

Z(kT') = @ Z(A)).
i=1
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COROLARIO 3.13. Se tiene que

Z(kT') € €P exAex.
xely
Demostracién. Es una consecuencia inmediata de la proposicion anterior y del Teo-
rema 1.33. [

Gracias a este corolario, si « € Z(kI'), la descomposicién de Peirce de a puede

escribirse de manera Ginica como

n= Y oy

xely

con &y € exAey para cada x € T.

DEFINICION 3.14. Al ideal F = (Cr) generado por todos los caminos orientados de
I' se lo llama el ideal fundamental de kI'. Un ideal I de kI se dice un ideal admisible si
existe un enterom > 2 talque F C I C F2. En este caso, al par (T, I) se lo llama un

carcaj ligado.

Si (T, I) es un carcaj ligado y x,y € T, entonces kI'(x,y) denotard el k-médulo
libre con base todos los caminos orientados de x ay, e I(x,y) = I NkI'(x,y). Un

camino « de x a y se dice un camino no nulo sia ¢ I(x,y).
m
Si x,y € Ty, una combinacion lineal p = Y a;a; € I(x,y), donde a; € k y a; son
i=1
caminos orientados de x a y, se dice una relaciéon minimal si m > 2 y si para todo

JCAL...,m}, )Y aw € 1(x,y).
ic]
En lo que resta de la seccién, I' serd un carcaj conexo y (I',I) un carcaj ligado.
A continuacién se procede a definir una relaciéon de equivalencia en el conjunto de
caminos (no orientados) de I': Se denota por ~ a la relaciéon de equivalencia mds

pequefia que satisface:

1 1

(1) Para cada arista « de x hacia y, se verifica aa ™! ~ e, y a"la ~ e,. (Aqui &~
representa la arista a recorrida en sentido contrario, lo que es licito pues se estd
lidiando con caminos no orientados).

m
(2) Para cada relacion minimal Zaitxi se verifica que a; ~ «; para todo i,j €

i=1
{1,...,m}.
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(3) Si u,v,w,w’ son caminos (no orientados) y si u ~ v, entonces wuw' ~ wow’

siempre que las composiciones estan definidas.

DEFINICION 3.15. Dos caminos u, v en carcaj ligado se dicen homotdpicos siu ~ v. Se

notard por W a la clase de equivalencia de un camino w.

A continuacion se define una nueva relacién ~, entre caminos orientados. Dados
dos caminos orientados paralelos &, 8 (i.e. s(x) = s(B) y t(a) = t(B)), se tiene que
a ~o, Bsia = B o siexiste una secuencia finita & = ag,ay,...,45s = B de caminos
paralelos tales que para cada i € {1,...,s} existen caminos u;, v;, v} y w; tales que
8 = ujv;w; y ajyq = ujv;w;, de tal modo que v; y v} pertenezcan a una misma

relacion minimal.

DEFINICION 3.16. Dados dos caminos orientados paralelos «, 3, se dice que a es
naturalmente homotopico a p six ~, B. Se denota por &° a la clase de equivalencia de

un camino orientado «.

PROPOSICION 3.14. La relacién ~, es la relacion de equivalencia mds pequefia que

satisface las condiciones (2) y (3) anteriores.

Demostracién. Se prueba primero que ~, verifica (2). Para ello sean x,y € Iy y
Yioq ae; € I(x,y) una relacion minimal en kI'. Entonces, dados &;, y &;, con ip < jo,
se definen u; = ey, w; = ey, v; = a;y v} = a1, de tal modo que «; = u;v;w; y
Nip1 = UW; Y Rig, Kig41, - - ., &j, es la secuencia deseada. Por ende &;; ~o a;, para
todo ip, jo € {1,...,m}.

Sean a, B dos caminos orientados paralelos tales que & ~, By 7, dos caminos
orientados tales que los productos yay’ y yB7’ estén definidos. Se requiere probar
que yay’ ~o yB7’. Para ello se consideran dos casos: Primero, si « = B no hay nada
que probar. Segundo, existe una secuencia finita e caminos & = ag, a1,...,&s = B
y para cada i € {1,...,s} caminos orientados u;, v;, v, y w; tales que v;, v} perte-
necen a una misma relaciéon minimal, &; = w;v;w; y aj41 = u;, viw;. Se tiene en-
tonces que ya;y = (yu;)vi(wiy) y yaiv1y = (yu;)vi(wiy), con lo que yay' =
yaoy, yary, ..., yasy' = By es la secuencia finita buscada. Asi, ~, verifica la

condicion (3).

Queda probar que ~, es la relaciéon de equivalencia més pequefia que verifi-
ca estas dos propiedades. Sea ~' una relaciéon de equivalencia sobre los caminos
orientados de I' que verifica (2) y (3) y sean &, B caminos orientados paralelos ta-

les que & ~, B. Se busca probar que « ~’ B. Eliminando el caso trivial cuando
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a = B, se asume la existencia de una secuencia finita &« = ag,a1...,45 = By pa-
racadai € {1,...,s} caminos orientados u;, v;, v; y w; tales que v;, v; pertenecen a
una misma relacién minimal, &; = w;v;w; y «;y1 = u;, viw;. Puesto que v;, vi’ per-
tenecen a la misma relacion minimal, se sigue que v; ~' v/, y por la condicion (3),
ujvjw; ~' u;viw;, lo que implica que a; ~' &}, ;. Puesto que la relacion ~' es transiti-

va, de esto se deduce que &« = gy ~' a5 = B, como se deseaba. O

COROLARIO 3.15. La relacién ~, es mds fina que ~ sobre los caminos orientados

deT. Es decir, si «, B son caminos, se verifica que x ~, 3 implica que a ~ B.

EJEMPLO 23. Considérese el carcaj I' representado por el diagrama

B
1-%4s27 73
\’Y)r

Su ideal fundamental es
F=(apB,vaB uay),

y por ende
F2=(apay) y F =(0)

Se tiene entonces que I = (af — ay) es un ideal admisible, y por ende (T, I) es
un carcaj ligado. Ahora, a8 — a7y es una relacién minimal, por ende aff ~ a7y 'y
consecuentemente a~'af ~ a~lay, de donde B ~ . Sin embargo, B %o 7, pues
de ser el caso, existirfa una secuencia finita f§ = «g,x;1...,4s = 7y y paracadai €
{1,...,s} caminos orientados u;,v;, v} y w; tales que v;, v; pertenecen a una misma
relacion minimal, a; = u;v;w; y ;41 = u;, viw;. La tnica posibilidad es que v;, v} €
{B, v} y consecuentemente u; y w; son triviales. Pero en tal caso, no hay relaciones

minimales que contengan a By 7, lo que es absurdo.

Este ejemplo ilustra que la relacién ~, puede ser estrictamente mds fina que ~.
OBSERVACION 17. Una pregunta natural en este punto es determinar condiciones
bajo las cuales las relaciones ~ y ~, coinciden. Una respuesta parcial es que esto

sucede cuando el algebra A = kI'/I es schuriana, es decir, para todo x,y € Iy se

verifica dimy (exAey) < 1.

Tal resultado no serd utilizado en este trabajo, por ende no se hace mayor énfasis

ni se presenta una demostracién de tal hecho.

PROPOSICION 3.16. Si « es una arista, entonces &° = {a}.

102



Demostracién. Puesto que I es un ideal admisible, ninguna arista aparece en ningu-
na relaciéon minimal. Si B # « es naturalmente homotdpico a «, existe una secuencia
finita de caminos paralelos & = g, a1,...,&45 = By caminos u;, v;, v;, w; tales que
v;, vf aparecen en la misma relacion minimal «; = u;o;w; y a1 = uivgwi. En parti-
cular ag = ugvowy y &1 = upvjwo, de modo que como &y = « es una arista, se sigue
que dos caminos en 1, vy, Wy son triviales. vy no puede serlo pues aparece en una
relacién minimal, de modo que lo son 1 y wy. Entonces &y = vg lo que nuevamente
es imposible, pues las aristas no aparecen en relaciones minimales. Por ende la tinica

posibilidad es que B = &, es decir, &° = {a}. O

DEFINICION 3.17. Sea x un vértice de T y sea VW C m1(T, xg) el conjunto de todos

1, -1

los elementos de la forma w™"'u~"vw, siendo w un camino (no orientado) de xy a x

vy u,v dos caminos orientados homotépicos de x a y. Entonces se define
N(T,1,x0) = Ny, (r,x) (W),

es decir, N(T, I, xq) es la clausura normal en 711(T', xg) del conjunto WW. Con esto, el

primer grupo fundamental del carcaj ligado (T, I) se define como
(T, 1,x0) = (L, x0) /N(T, I, xp).

Notese que como I' es conexo, la definicién es independiente de xo, por lo que se

notard 71 (I, I) en lugar de 1 (T, I, x).

Ejemplos de estas construcciones serdn presentados més adelante, para tratarlos

como ejemplos para toda la teoria desarrollada.

Para mayor informacion en lo que respecta a las dlgebras de caminos, se tienen

las referencias [6] y [8].

3.3. Teoria de Categorias

En esta seccion se definen tres de las estructuras fundamentales de la Teoria de
Categorias: las categorias, los funtores y las transformaciones naturales. No se ex-
tiende esta teoria ni se la explota en todo su potencial, pues no es este el objetivo de

este trabajo.

Una categoria ¢’ se describe de la siguiente manera:
C1. Una coleccién de objetos, notada por O(%).
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C2.

C3.

C4.

C5.

Ce.

Una coleccién de flechas o morfismos, notada por A(%).

Dos operaciones: dg, 91 : A(%) — O(%) llamadas respectivamente dominio y

codominio.

SifeA(€), A=09o(f)yB=01(f) seescribe f: A— Bo A I8

Si f,g € A(%¥) son tales que 91(f) = 9do(g), existe una flecha &, con dy(h) =
do(f) y 91(h) = 91(g), notada por h = g o f, llamada la composicién de f y g.

En este caso, f y g se dice que es un par de flechas componibles.

La composicion es asociativa: Si d1(f) = do(g) y 91(g) = 9o(h) para cualquier
tripleta de flechas f, g, h € A(%), entonces

ho(gof)=(hog)of.

Para cada objeto A € O(%), una flecha 14 : A — A, llamada la identidad sobre
A,talquesif: A— Byg:C — Ason flechas, entonces

fola=f y lpog=g.

Se suele cometer abusos de notacién escribiendo A € 4 o f € € siendo A un

objeto y f una flecha. Aqui se haré uso de dicho abuso de notacién solamente para

los objetos, es decir, se escribird A € ¢ cuando realmente se quiere decir A € O(%).
Si f € A(%), se dird que f es una flecha de %

Dados dos objetos A, B € ¢, a la colecciéon de todas las flechas f : A — B se la

notard por Hom(A, B) o por ¢ (A,B).Si f,g € Hom(A, B), diremos que f y g son

flechas paralelas.

OBSERVACION 18. La descripcion anterior realmente corresponde a la definicién de

una metacategoria. Una categoria, en un sentido muy riguroso, es una metacategoria

en la que sus axiomas se interpretan dentro de la teorfa de conjuntos. No se seguira

dicha terminologia.

EJEMPLOS 24.

1.

Categoria de los conjuntos. Esta categoria estd dada por la siguiente informacién:

e Objetos: conjuntos;
e Flechas: funciones entre conjuntos;

e composicién: la composicion usual de funciones;
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e Identidades: las funciones identidad sobre un conjunto.

Es sabido que la composicién de funciones es asociativa y que la composicién
de una funcién con la identidad devuelve la misma funcién, de modo que esta

es una categoria, a la que se notard por Set.

2. Predrdenes. Sea X una clase y < una relacion reflexiva y transitiva sobre X. El
par (X, <) es llamado preorden. Se construye la categoria X< (a la que también
se la llama preorden) mediante la siguiente informacién: Sus objetos son los
elementos de X, ysia, b € X, se dird que hay una flecha f : a — bsia < b.
La composicién (asi como la asociatividad) estd dada por la transitividad del

preorden y la identidad por la igualdad.

Un preorden puede caracterizarse por la siguiente propiedad: Para todo par
de objetos a,b € X, Hom(a, b) tiene a lo més un elemento. En efecto, si X< es
un preorden, claramente tiene dicha propiedad. Reciprocamente, si ¢ es una
categoria con dicha propiedad, entonces se define sobre X = O(%) la relacion
a < bsiy so6losiexiste f : a — b. Se sigue trivialmente que (X, <) es un

preorden, que como categoria coincide con %'

3. Monoides. Sea M una clase y 7 : M x M — M una funcién con las siguientes
propiedades: Existe e € M tal que 7(e,m) = y(m,e) = m para todom € M
(e se denomina elemento neutro) y, si m,n,p € M, entonces y(m,n(n,p)) =
n(n(m,n), p) (asociatividad). Al par (M, ) se lo llama un monoide. Por simpli-
cidad se escribe mn en lugar de 1(m,n) y se dice simplemente que M es un
monoide. Sea * un simbolo que no es un elemento de M. Se define una catego-
ria M* cuyo tnico objeto es * y cuyas flechas son los elementos de M. La flecha
identidad es e y la composicién de dos flechas m, n estd dada por m o n = mn.

Asi M* verifica todas las condiciones para ser una categoria.

Reciprocamente, si € es una categoria con un sélo objeto *, sea M = A(%).
Sim,n € M, se define mn = m on (esto siempre estd definido pues ¢ posee
un solo objeto), y se nota que 1, cumple el papel del neutro. Entonces M es un

monoide.

De este modo, es licito caracterizar a los monoides como categorias con un
s6lo objeto. Notese que esta construccién concuerda con la presentada en el

capitulo 1.

4. Categoria de los espacios topoldgicos: Sea Top la categoria cuyos objetos son es-

pacios topolégicos cuyas flechas son las funciones continuas. Aqui hay que
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aclarar que si X es un conjunto y 71 y 72 son dos topologias diferentes sobre X,

entonces (X, 71) y (X, 72) son objetos distintos de la categoria Top.

. Categorias de estructuras algebraicas: Por Grp se representara a la categoria cuyos
objetos son grupos y cuyas flechas son homomorfismos de grupos. Si los obje-
tos son grupos abelianos y las flechas son homomorfismos de grupos, entonces
se denota a esta categoria por Ab. La categoria cuyos objetos son anillos y sus
flechas homomorfismos de anillos es la categoria Ring. Si R es un anillo con
unidad, la categoria de R-médulos izquierdos y homomorfismos de médulos

se denota por R-Mod y a la categoria de R-mé6dulos derechos por Mod-R.

. Categoria de carcajes: Esta es la categoria Quiv cuyos objetos son carcajes y sus

tlechas son morfismos de carcajes.

. Categoria uno. Es la categoria con un solo objeto y una sola flecha, que es la
identidad de dicho objeto.

e DOl,
Esta categoria se denota por 1.

. Categoria dos. Esta categoria posee dos objetos, una identidad para cada uno de

ellos y solamente una flecha entre estos dos objetos:
e — 0

(se omiten las identidades). Se denota por 2.

. Categoria tres. Esté representada por el diagrama conmutativo

<]

Se nota por 3.

OBSERVACION 19. Se denotard a la composicién f o ¢ simplemente como fg. Se

debe tener precaucion con esta notacién, pues ciertos autores como [7] escriben la

composicién f o g como gf.

DEFINICION 3.18. Sea ¢ una categoriay f : A — B una flecha de €. f se dice

e monomorfismo si para todo objeto C y todo par de flechas g1,8> : C — A, la
igualdad fg; = fg» implica que g1 = §» (es decir, f es cancelable a izquierda).
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e epimotrfismo si para todo objeto C y todo par de flechas g1,$2 : B — C, la
igualdad g1 f = g»f implica que g1 = g» (es decir, f es cancelable a derecha).

e isomorfismo siexiste g: B — A talque fg =1y gf = 14.

e seccion si existe § : B — A tal que gf = 14. En este caso diremos que g es una

inversa por izquierda de f.

e retraccion si existe h : B — A tal que fg = 1p. Diremos que g es una inversa por
derecha de f.

PROPOSICION 3.17. En una categoria cualquiera:

1. Toda seccion es monomorfismo.
2. Toda retraccion es epimorfismo.

3. Una flecha es isomorfismo si y sélo si es seccion y retraccion. En particular,

todo isomorfismo es monomorfismo y epimorfismo.

4. La composicién de monomorfismo (resp. epimorfismo, secciones, retracciones,
isomorfismos) es un monomorfismo (resp. epimorfismo, seccion, retraccion,

isomorfismo).

Demostraciéon. 1. Sea f : A — B una seccién, entonces existe ¢ : B — A tal que

gf =14.5ean g1,82 : C — A tales que fg1 = fg», entonces ¢fg1 = §fg2, por
ende 1491 = 1442, de donde g1 = ¢, es decir, f es un monomorfismo.

2. Se prueba de manera similar a 1.

3. Si f: A — B es unisomorfismo, trivialmente es seccién y retraccion. Recipro-
camente, supdngase que f es seccion y retracciéon. Entonces existen g, 1 : B —

Atalesque hf =14y fg = 1p. Pero tenemos que

§ =1ag = (hf)g = h(fg) = Mg =h,
de modo que gf =14y fg = 1p, es decir, f es isomorfismo.

4. Sean f : A — B,g : B = C dos monomorfismos, y sean 1,82 : D — A
dos flechas tales que (gf)g1 = (gf)g2, entonces ¢(fg1) = g(fg2), pero g es
monomorfismo, asi fg1 = fg2, y como f es monomorfismo también, se tiene
que g1 = g2, lo que significa que gf es monomorfismo. Similarmente se prueba

para el caso de los epimorfismos.
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Ahora supéngase que f y ¢ son secciones, entonces existen f/,¢’ : B — A tales

que f'f =14y ¢'g = 1p. Se sigue que
(f8N&f) = F(&9)f = flsf = ff = 1a,

asi gf es una seccion. Similarmente se procede con las retracciones.

EJEMPLOS 25.

1. En Set se tiene que f es monomorfismo si y sé6lo si f es seccién si y sélo si f
es inyectiva. En efecto, si f : A — B es inyectiva, para cada x € f(A) existe
un tnico y, € A tal que f(yx) = x.Sia € A es un elemento fijo, se define

g : B — A mediante
yx sixe f(A)
a six ¢ f(A).
entonces g es una inversa por izquierda para f. En efecto: g(f(x)) = y(x), pero

por definicion f(yf(,)) = f(x) y como f es inyectiva, x = y¢(,), asi g(f(x)) =
x. Reciprocamente, si ¢ es una inversa a izquierda de f, se tiene que si f(x) =

g(x) =

f(y), entonces ¢f(x) = gf(y), es decir, 14(x) = 14(y), pero por definicién de
funcién identidad, esto es x = y, con lo que f es inyectiva. Esto prueba que f

es seccion si y s6lo si f es inyectiva.

Por la proposiciéon precedente se sabe que toda seccién es monomorfismo.
Ahora se debe probar que en Set todo monomorfismo es seccién. En efecto,
sea f : A — B un monomorfismo. Sean x,y € A, tales que f(x) = f(y). Se
definex: A - Ayy: A — Amediante X(a) = x y y(a) = y para todo a € A.
Entonces la igualdad f(x) = f(y) puede escribirse como fx(a) = fy(a) para
todo a € A. Pero esto es fx = fy, y como f es monomorfismo, se tiene que

X =y, conlo que x = y. Asi, f es inyectiva, y por ende una seccion.

2. En Set se tiene que f es un epimorfismo si y sélo si f es una retraccion si y
sOlo si f es sobreyectiva. En efecto, si f : A — B es sobreyectiva, para cada
x € Bexiste y € A tal que f(y) = x, pero dicho y no es necesariamente tnico.
Sea Ay = {y € A : f(y) = x}. Entonces se asegura que Ay es no vacio.
Por el axioma de eleccion aplicado a la familia { Ay} ep, existe una funcién
g B — Uyep Ax tal que f(x) € Ay para cada x. Pero U,cp Ax C A, asi es

posible considerar ¢ : B — A como una funcién tal que g(x) € Ay, es decir,
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f(g(x)) = x. Con esto, ha sido construida una funcién g tal que fg = 1p, lo
que significa que f es una retraccién. Reciprocamente, si f es una retraccion,

sea g su inversa por derecha. Sea y € B, entonces x = g(y) € A,y f(x) =
f(g(y)) = fg(y) = 15(y) = y, de modo que f es sobreyectiva.

Ahora, como toda retraccién es epimorfismo, basta probar que en Set un epi-
morfismo es una retracciéon. Sea f : A — B un epimorfismo. Definase g1, > :

B — 2(B) mediante g1(y) = {y} N f(A) y g2(y) = {y}. Como f(x) € f(A)
paratodox € A

g1f(x) = g1(f(x)) = {f ()} N f(A) = {f()} = &(f(x)) = &2/ (x),

y como f es epimorfismo, esto implica que g; = g». Entonces, siy € B,

{y} =) =5y) ={y}Nf(A),

de donde {y} C f(A), es decir, y € f(A), lo que significa que f es sobreyecti-

va, y por ende una retraccion.

. Considérese a IN como un preorden. Aqui todas las flechas entre objetos dis-
tintos son monomorfismos y epimorfismos, pero ninguna de ellas es seccioén ni
retraccién. En efecto, sim, n € IN, con m < n, existe una tnica flecha f : m — n.
Asfi, para todo objeto p y flechas g1, g2 : p — m (lo que significa que necesaria-
mente p < m), si f¢1 = fg», trivialmente se tiene que g1 = ¢» pues Hom(p, m)
tiene solamente un elemento. Asi f es monomorfismo. Similarmente f es epi-
morfismo. Sin embargo, no existen flechas n — m pues m < n, de modo que f

no puede ser seccién ni retraccién.

. Como se vio en la proposicién, una flecha es isomorfismo si y sélo si es seccién
y retraccion. En particular, si f es isomorfismo, entonces f es monomorfismo y
epimorfismo, pero el reciproco falla. Para ello basta considerar el mismo ejem-

plo anterior.

OBSERVACION 20. En el ejemplo 2 arriba, se vio que el axioma de eleccién implica

que toda sobreyeccién admita una inversa por derecha. De hecho se tiene la equiva-

lencia: Que una funcién es sobreyectiva si y s6lo admite una inversa por la derecha

es equivalente al axioma de eleccién. En efecto, el reciproco se prueba como sigue:

Si (A;)ic es un conjunto no vacio de conjuntos no vacios. Sea

X=A{(@i,a):i€l,ac A;}.
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Definase 7 : X — I mediante #(i,a) = i. 17 es claramente sobreyectiva, por ende
existe una funcién ¢ : I — X tal que o = 1x. Asi, si (i,a) € X, entoncesi € Iy

a € A;, de modo que

(i,a) =1x(i,a) = o(n(i, x)) = o(i).

Definiendo p : X — U;c; A; mediante p(i,a) = a € A;, se sigue que po € [1;cr A,
por ende se cumple el axioma de eleccion.

Por este motivo, a una categoria en la que todo epimorfismo es una retraccién
se la llama una categoria con eleccion. El ejemplo precedente muestra que Set es una

categoria con eleccién, pero en general un preorden no lo es.

DEFINICION 3.19. Dos objetos A, B de una categoria se dicen isomorfos si existe un
isomorfismo f : A — B. Eso se escribe como A = B. Un objeto A se dice que es
tinico salvo isomorfismo en cumplir una propiedad P si todo objeto que verifica P es

isomorfo a A.

Es trivial que la relaciéon = entre los objetos de una categoria es una relacién de

equivalencia.

DEFINICION 3.20. Sea ¢ una categoria y A € € un objeto. Se dice que A es un objeto
inicial si para todo B € ¢ existe una tinica flecha A — B. A se dice un objeto terminal
si para todo objeto B, existe una tinica flecha B — A. Un objeto que es a la vez objeto

inicial y terminal se dice un objeto cero.

PROPOSICION 3.18. Los objetos iniciales, terminales y ceros son tinicos salvo iso-

morfismo.

Demostracién. Se prueba el resultado para objetos iniciales, pues en los otros casos
la demostracién es similar. Sean A y B dos objetos iniciales. Como A es inicial, existe
una tnica flecha f : A — B e intercambiando los roles de A y B existe una tinica
g : B — A. Ahora, como A es inicial, la tnica flecha posible A — A es la identidad,
y similarmente para B, por ende fg = 1py ¢f = 14, lo que significa que f es un

isomorfismo, y por ende A y B son isomorfos. O

EJEMPLO 26. En un preorden, un objeto es inicial si y sélo si es el minimo de la
clase para la relacién de orden. Similarmente, un objeto es terminal si y s6lo si es el

maximo. Un preorden tiene elemento cero si y sélo si este consta de un solo objeto.

Un funtor, en un contexto més algebraico, es un “morfismo de categorias”. En-
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tonces, como es de esperarse, un funtor debe actuar tanto sobre objetos como sobre

flechas, y debe preservar composiciones e identidades. Més especificamente:

Dadas dos categorias ¢ y 2, un funtor covariante T : € — 2 esun par T =
(T',T")donde T" : O(¢) — O(2)y T" : A(¥) — A(Z) talquesi f: A — Bes
una flecha en ¢, entonces T"(f) : T'(A) — T'(B) es una flecha en 2 y tal que

T'(fog) =T'(foT'(s) vy  T"(La)=1lpa)

para todo par de flechas componibles f, ¢ y todo objeto A.

De manera similar, si para cada flecha f : A — B, se corresponde una flecha
T"(f) : T"(B) — T'(A), y si se verifica

T"(gof)=T"(f)eT"(g) vy  T'(1a) =1p(a)

entonces se dice que T es un funtor contravariante.
Por simplicidad, y sin riesgo de confusién, se denota T/ = Ty T" = T.

Para no tener que realizar un estudio separado de los funtores covariantes y
los contravariantes, es factible realizar una construccién: Dada una categoria &, se
define su dual como la categoria €°F, cuyos objetos son los mismos objetos de ¢y
donde existe una correspondencia biyectiva f <+ f* entre flechas f : A — B en
¢y flechas f* : B — A en ¢°F. Es decir, las flechas de ¢°7 son las mismas de
¢ cambiadas de sentido. Notese que (-)* es trivialmente un funtor contravariante.
Asi, un funtor T : ¥ — 2 es contravariante si visto como un funtor T : ¥ —
2°P es un funtor covariante. De este modo, toda la teorfa que se desarrolle sobre
funtores covariantes es también vélida para funtores contravariantes, simplemente

argumentando por dualidad.

EJEMPLOS 27.

1. Si X, Y son preérdenes, un funtor covariante T : X — Y es lo mismo que una

funcién creciente, mientras que T es contravariante siy s6lo si T es decreciente.

2. Si ¢ es una categoria, 1l : € — € definido por 14(A) = Ay ly(f) = f
para todo objeto A y toda flecha f es un funtor covariante, llamado el funtor
identidad sobre €.

3.SiS5:¢¢ - 2yT: 2 — % son dos funtores covariantes, entonces T o S
(notado también TS) definido por T o S(A) = T(S(A))y ToS(f) = T(5(f))

para todo objeto A y toda flecha f es un funtor covariante. Si S y T son contra-
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variantes, entonces TS es covariante. Si uno de ellos es covariante y el otro es

contravariante, entonces TS es contravariante.

. Cuando un categoria ¢ estd formada por objetos y flechas que tienen una ca-
racteristica mds restrictiva que los objetos y flechas de una categoria 2 (por
ejemplo ¢ es la categoria de los espacios topolégicos con las funciones con-
tinuas y Z es solamente la categoria de los conjuntos con las funciones), un
funtor € — 2 que verifica T(A) = Ay T(f) = f para todo objeto A y to-
da flecha f se dice un funtor olvidadizo. No es posible definir formalmente un
funtor olvidadizo, pero si entender la idea intuitiva de que “olvida” cierta es-

tructura correspondiente a los objetos y flechas de su categoria dominio.

. Sea Top, la categoria cuyos objetos son los espacios topolégicos con punto de
base y las flechas morfismos entre tales espacios. Entonces 71 : Top, — Grp
tal que a cada espacio topoldgico con punto de base (X, xg) le asigna su pri-
mer grupo fundamental 7r1(X, xg) y a cada morfismo f : (X, x9) — (Y, y0) el

homomorfismo inducido f : 71(X, x9) — m1(Y, y0), es un funtor covariante.

Los ejemplos 3 y 4 arriba sugieren la construcciéon de una nueva categoria: Cat.

Sus objetos son las categorias y sus flechas son los funtores covariantes entre estas

categorias. Formalmente Cat, como se ha definido aqui, es una metacategoria. Su

definicion rigurosa requiere de conceptos de l6gica matemaética, pero ese no es un

conflicto en este trabajo. Es fécil notar que un funtor es un isomorfismo (en Cat) siy

sOlo si es una biyeccion tanto en objetos como en flechas, sin embargo esta definiciéon

no es del todo relevante.

Maés funtores y categorias apareceran a lo largo de este trabajo.

Como suele ser costumbre, se escribe TA y Tf en lugar de T(A) y T(f) para

cualquier objeto A y flecha f.

DEFINICION 3.21. Sea T : € — 2 un funtor covariante.

e T se dice un funtor pleno si para todo par de objetos A,B € ¢, y toda flecha
g:TA — TBen Z, existe una flecha f : A — Ben¢ talqueg = Tf.

o T se dice un funtor fiel si para todo par de flechas paralelas fi, f, se tiene que
Tf1 = Tf, implica que f1 = f».

e Un funtor que es a la vez pleno y fiel se dice plenamente fiel.
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EJEMPLO 28. Dada una categoria ¢, una subcategoria de € es una colecciéon ¢’ de
algunos objetos y flechas de ¢ que es estable bajo las operaciones dy, d1, composicion
y unidades. En particular, 4’ es también una categoria. Existe un funtor canénico
1 : €' — € que es el de la inclusion. Este funtor es claramente fiel, pero no es
en general pleno. Si ¢ es pleno (y por ende plenamente fiel), se dice que ¢’ es una

subcategoria plena de €.

Laidea detrds de una transformacién natural es la de un “morfismo de funtores”.

En lo que resta de esta seccién, todos los funtores se asumen covariantes a menos

que se explicite lo contrario.

DEFINICION 3.22. Sean S, T : ¢ — 2 dos funtores. Una transformacién natural T :
S — T es una familia de flechas T4 : SA — TA en 9, una para cada objeto de ¢, tal

quesi f : A — B es una flecha en ¢, el cuadrado del diagrama

A SA —45 TA
f| s |17
B SB —— TB

conmuta en ¥, es decir, Tf o T4 = T 0 Sf.

EJEMPLO 29. Sea X un conjunto fijo. Se define el funtor Tx : Set — Set del siguiente
modo: para cada conjunto A, Tx(A) = X x AX donde AX es el conjunto de todas
las funciones ¢ : X — A; para cada flecha f : A — B, Tx(f) : X x AX — X x BX
se define para cada (x,¢$) € X x AX mediante Tx(f)(x,¢) = (x, f o ¢). Ahora, sea
e: Tx — 1,siendo 1 la identidad 1 : Set — Set, para cada objeto A € Set mediante
ea : X x AX — A dado por es(x,¢) = ¢(x). Entonces e es una transformacién
natural. En efecto, si f : A — B es una funcion, para (x,¢) € Tx(A) = X x A%,

If oea(x,¢) = flealx,¢)) = f(@(x)) = f o p(x).

Por otro lado,
ego Tx(f)(x,¢) = ep(x, fop) = fop(x).

De este modo 1f oeq = eg o Tx(f), por ende e es transformacién natural.

Sit:S — Tyo: T — U son dos transformaciones naturales entre funtores

S,T,U:% — Z,es posible definir c o T : S — U para cada objeto A € € mediante

(U'OT)A:(TAOTA
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donde la composicién del lado derecho se realiza en la categoria . Més atn, existe
una transformacion natural indentidad: 1 : T — T dada por T4 = 17(4) para ca-
da A € ¥. Esto permite definir la categoria funtorial Cat(%¢, %) o 9% cuyos objetos
son los funtores T : € — Z y sus flechas son las transformaciones naturales entre
dichos funtores. Asf, se puede hablar de transformaciones naturales que son mono-
morfismos, epimorfismos, isomorfismos, etc. Si T : S — T es isomorfismo, este sera
referido como un isomorfismo natural o equivalencia natural. Cuando dos funtores S y

T sean isomorfos via un isomorfismo natural se escribe, como debe ser, S = T.

DEFINICION 3.23. Sean ¢’ y & dos categorias. Una equivalencia de categorias es un par
de funtoresS : ¢ — Ty T : 2 — ¢ tal que ST = 14 y TS = 14. También se suele

decir que S o T es una equivalencia de categorias.

3.4. Homotopia de categorias finitas

En esta seccion se presenta una teoria de homotopia para categorias finitas. Las
construcciones son, en cierto modo, paralelas a las que se realizan en [17], con las

debidas modificaciones.

El motivo de utilizar las ideas de Larose y Tardiff es que en una categoria &,
la existencia de las flechas identidad dota a la categoria de una estructura binaria

reflexiva, y por ende la teoria se extiende bastante bien al caso de las categorias.

Esta teoria ha sido desarrollada en un trabajo conjunto con David Pazmifio y
Pablo Rosero y estd también presentada en [21], sin embargo, el enfoque aqui pre-
sentado es distinto desde el punto de vista notacional, y las demostraciones son
diferentes en forma (mas no de fondo), pues deben ajustarse a la notacién aqui uti-
lizada. Més atn, el objetivo de presentar aqui esta teoria es la de poder aplicarla al

estudio de los carcajes ligados, que es el objetivo de la siguiente seccion.

Una categoria conformada por un nimero finito de objetos y flechas se dice que

es finita.

LEMA 3.19. Se considera el conjunto Z equipado con la relacion:
n=<msiysélosin=monespary|n—m|=1.

Entonces (Z, <) es un preorden, y por ende una categoria.

Demostracion. Puesto que por definicion n < n para todo n € Z, se tiene que < es
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reflexiva. Sin < my m =< p,los casos cuando n = m o m = p son triviales, por ende
se puede asumir que [n —m| = 1y |n — p| = 1. Se sigue que n y m son pares, lo que
no es posible pues la diferencia de dos pares distintos es al menos 2. La transitividad

se sigue por vacuidad. O

DEFINICION 3.24. Se define a A como la categoria descrita en el Lema 3.19.

Diagraméticamente, la categoria A luce ast:

y —3 < -2 s —1 < 0

~
—_
A

2

<+
W
AN
~

en donde por simplicidad no se han dibujado las identidades.

OBSERVACION 21. La demostracién del Lema 3.19 muestra que salvo por las iden-
tidades, la categoria A no tiene flechas componibles. Esto, en particular, implica
que una condicion necesaria y suficiente para que una funcioén de objetos y flechas

F: A — € seaun funtor, es que F(n — n) = 1p,).

DEFINICION 3.25. Sea ¢ y & dos categorias y F,G : € — 2 dos funtores. Una
homotopia de F hacia G es un funtor H : A x € — 2 tal que existen enteros pares

m < n que verifican:

H(i—j,f)=F(f), Vij<mi=<jVfeE
H(i—j,f)=G(f), Vij>ni=jVfe?.

Cuando sea necesario hacer énfasis en los enteros pares m y n, a H se la llamara
una (m, n)-homotopia. En caso de existir una tal homotopia, se dice que F y G son

homotépicos, y se escribird F ~ G.

PROPOSICION 3.20. Sean ¢ y & dos categorias. ~ es una relacion de equivalencia

en los objetos de Ia categoria funtorial 2 .
Demostracion. Si F : € — 2 es un funtor, entonces H : A x ¢ — % dada por
H(Gi—j,f)=F(f), VizjVfe¥

es una homotopia de F hacia F. Asi F ~ F.

SiF,G: % — 2 son funtores tales que F ~ G y H es una (m, n)-homotopia de F
a G, entonces H' : A x € — 2 dada por

HGi—=j,f)=H(—i— —jf), VizjVfe¥
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es una (—n, —m)-homotopia de G a F, y por ende G ~ F.

Sean F,G,H : € — 2 funtores tales que F ~ Gy G ~ H y sean H; una (m, n)-
homotopia de Fy Gy H, una (p, q)-homotopiade Ga H.Se define H : AX ¢ — 2

(i, C i <
Hi,C) = 1(4,C) sii <n
Ho(i—n+p,C) sii>n

mediante

en objetos y por

o Hi(i =], f) sii,j<mi=j
Hi— ) f) = | . o
Ho(i—n+p—j—n+p,f) sii,j>ni=j.

en flechas. Con esto, H es una (m,n — p + q)-homotopia y consecuentemente F =~
H. O

PROPOSICION 3.21. Sean %,¢,  tres categorias, F,G : # — € yF,G' : € — 9
funtores tales que F ~ G y F' ~ G'. Entonces F' o F ~ G' o G.

Demostracion. Existen una (m, n)-homotopia H; : A X  — ¢ de FaGyuna (p,q)-
homotopia Hy : A X € — 2 de F' a G'. Se define H : A x &8 — 2 como sigue: Para
un objeto (i, B) € A x A

H(i,B) = Ha(i —m+ p,H1(i, B))
y para una flecha (i — j, f) € A x &
H(i—j f) =Hali=m+p—j—m+pHi(i =] f)).

Sir = méx{n —m,q — p}, se sigue que H es una (m,m + r)-homotopia de F' o F
a G' o G. En efecto, sii,j < myi < jse tiene que H1(i — j, f) = F(f), ademas
i—-m+pj—m+p<pyi—m+p=<j—m+pdemodo que

Hi—j,f)=Hoi—m+p—>j—m+p Hi(i =], f))
=F(H1(i — j, f)) = F(F(f)) = (F o F)(f)

Por otro lado, sii,j > m+ryj < j, entonces i,j > m+ (n —m) = n, por lo que
H1(i — j, f) = G(f). Por otro lado,

i—mtpzmtr—m+p=r+p=(@—p)+p=4q
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por ende

H(i—=j f) =Hali=m+p—=j—m+pHi(i =] f))
=G'(Ma(i = j, f)) = G(G(f)) = (G2 G)(f).

AsiF'oF ~ G' o G. O

DEFINICION 3.26. Dos categorias ¢ y 7 se dicen del mismo tipo de homotopia si exis-
ten funtoresF : ¢ — 2y G: 9 — ¢ talesque GoF >~ 14 y F o G ~ 14. Se escribird

¢ ~ 9 y se dird que F o G es una equivalencia homotdpica de categorias.

PROPOSICION 3.22. La relaciéon ~ es una relacién de equivalencia en los objetos de
Cat.

Demostracion. La relaciéon ~ es manifiestamente reflexiva y simétrica. Si # ~ €'y
€ ~ 9, existen funtores F : B — €,G : € — 9,F : € — %’yG’ : 9 — € tales
que FoF~1g4 FoF ~14¢,GoG~1gyGoG ~1y4. Asi

(GoF)o(FloG')~GolyoG' ~GoG ~1yh

y de manera similar (F' o G') o (G o F) ~ 14, lo que significa que # ~ 2,y por ende

la relacién es transitiva. ]

DEFINICION 3.27. Sea ¢ una categoria y A, B dos objetos en ¢’. Un camino de A hacia

Ben € es un funtor o : A — ¢ junto con dos niimeros enteros pares m < n tales que

a(i =) =14 Vi,j<mi=j
a(i—j)=1p Vi,j>n,i=j.
Cuando sea necesario hacer énfasis en los enteros pares m y n, se dird que x es un
(m, n)-camino de A hacia B.
Un camino de A hacia A se dice un lazo sobre A o lazo con base en A.
La categoria ¢ se dice conexa por caminos si para todo par de objetos A,B € ¢

existe un camino de A hacia B.

OBSERVACION 22. Si « es un (m,n)-camino de A a B, entonces para todo entero
par m’ < m y todo entero par n’ > n, « es un (m’,n’)-camino de A a B. Esto es
una consecuencia inmediata de la definicién. Este hecho se usa libremente en lo que

sigue, sin hacer énfasis en el mismo.

EJEMPLOS 30.
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Si A es un objeto en una categoria %, el funtor A : A — ¢ definido por A(i —

j) = 14 para todo i < j es un camino, llamado el camino constante en A.

Si f: A — Besuna flecha en una categoria ¢, entonces el funtor ]?: AN—=C

definido para cada objeto i € A por

. A sii<0
fli) = _
B sii>1
y para cada flechai — j € A por
1A Sll,]SO
Fi—j)={f sii=0j=1
1 sii,j>1

es un camino de A hacia B llamado el camino asociado a f.

Por simplicidad, dada una composicién de flechas f o g, se notara por fg} en

- . .
lugar de f o g a su camino asociado.

Si  es un (m,n)-camino de A a B en una categoria %, el funtora : A — ¢

definido para cada objeto i € A y para cada flechai — j en A por
a(i) =a(—i), a(i—j)=a(~i——j)
es un (—n, —m)-camino de B hacia A. A @ se lo llama el camino inverso de «.

Es conveniente hacer una ligera incursién en los funtores definidos sobre la ca-

tegoria A x A. Para iniciar, esta categoria esta dada por el diagrama mostrado en la

tigura 3.1.

Para representar un funtor sobre esta categoria, F : A X A — ¢ se procederd

como sigue: Se omiten los objetos (i, j) y en su lugar se ubican sus imdgenes respecto

del funtor F, es decir F(i, ), a las cuales (en el diagrama abajo) se las nota por F; ;.

Sobre la flecha (i,j) — (7,') se ubica su imagen respecto del funtor F, que en este

R . i .
caso, por simplicidad se escribe por F; ]-] , Y no se escribe en caso de ser una flecha

identidad. Para ubicar al objeto (0,0) se colocara un e en su posicién. Mds atin, como

en todos los funtores a considerarse, si en el diagrama no aparecen filas o columnas,

esto significa que estas son copias de la tltima fila 0 columna mds cercana. Esto se

ve diagramaticamente como se ilustra en la figura 3.2.
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—2,0) — (-1, ,0) 1,0) +—— (2,0)

0) +— (0,0) — (
0,
\ /

!

c+— (=2,-1) — (-1,-1) + (0,-1) — (1,-1) « (2,1

!

~

AN

oo — (=2,-2) — (-1,-2) «+— (0,-2) — (1,-2) +— (2,—-2) — ---

Figura 3.1: Categoria A x A

= i 2
Fop ——2— F g < : Fop > F12
\ | 1,1 / | 1,1
F:22,'21 F, F:11,'21 Foo’ s Fo) )y
+ \ l / l pl1 \ +
F oy —F0—> Fqq +— ;" Fo > Fi1
A /{ T ]\ T 5 / A
F 3% F 5 Fly Fop'! Fop Fo) iy
e | D
F o0 —F 0 —> F_q10 «—F°— eFy g — Fjy — Fip
S | P N
Foo! Foo' Fyt Ey! o Fop ! By
1 ~N b ST ! N4
Fo 1 ———F—F1 10— F-1—F7— F
F 721,'711 F 0,1'1 ! F 3,'711

Figura 3.2: Funtor F: A X A — €

DEFINICION 3.28. Sean A, B y C tres objetos en una categoria ¢, « un (m,n)-camino
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de A hacia B y B un (p,q)-camino de B hacia C. El producto « - B se define como el
(m,n — p + q)-camino de A hacia C definido para cada objetoi € A por

(i) sii <n
Bli—n+p) sii>n

y para cada flechai — j € A por

o a(i — j) sii,j<n
(@-p)i—j)=93 _ R
Bli—n+p—j—n+p) sii,j>n
DEFINICION 3.29. Sean A, B dos objetos en una categoria ¢, « un (my, n1)-camino y
B un (mjy, p2)-camino de A hacia B. Sean m = min{my, my} yn = max{ny,ny}. Una
homotopia de caminos de x a p es un funtor H : A x A — ¢ junto con un entero par
p > 0 tal que que H es una (0, p)-homotopia del funtor « al funtor B y tal que
. [y ./ 1A S‘i i//j/ S m

HE—j,i —=])=
1B si i/,j/ >n
En este caso se dice que los caminos « y B son homotdpicos y se denota « >~ . Se dice

también que H es una p-homotopia de caminos.

Notese que en la definicion anterior se puede asumir sin pérdida de generalidad

que a 'y B son (m, n)-caminos de A hacia B.
Modificaciones obvias en la demostracion de la Proposicion 3.20 muestran el

siguiente resultado:

PROPOSICION 3.23. Dados dos objetos A, B en una categoria ¢, la relacién ~ entre
caminos de A hacia B en ¢ es una relacion de equivalencia. A la clase de equivalen-

cia de un camino « se la denotard por [«].

PROPOSICION 3.24 (Teorema de concatenacién). Sea ¢ una categoria, «, «' dos ca-

minos de A a B y B, B’ dos caminos de B a C tales que « ~ o' y B ~ B'. Entonces

a-p~a B

Demostracion. Se asume sin perder generalidad (gracias a la observacion 22) que «,

son (m, n)-caminos y a’, B’ son (m’, n’)-caminos. Se considera una p;-homotopia #4
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de a a &’ y una pp-homotopia H, de f a p'. Sea

H - A XA — €

i1 sii’ <n
i) = " N

i—j,i =) sii/,j’ <n

Hi (i

Ho(i,i' —n+m') sii’ >n
(i—ji'—=j) — Hal
Hol(i

i—ji—n+m —j—n+m') sii,j/ >n

y sea p = méax{py, p2}. Entonces H es una p-homotopia del camino « - B al camino
o« - B. En efecto, primero nétese que a - By &’ - B’ son (m,n —m' + n’)-caminos de A

hacia C. Ahora, sii,j’ < myi < j setiene que para todoi < j
Hi—ji =) =Hi(i—=]i —])=1y
ysii',j' >n—m'+n' entoncesi’ —n+m',j’ —n+m' > n’ y consecuentemente
Hi—ji =) =Hi(i—=ji—n+m =] —n+m)=1c.
Ahora, sii, j < 0 se tiene que

Hi(i— 4,7 =7 sii, i’ <n
Wi i )= { I T) I=
Ho(i — j,i' —n+m' —j —n+m') sii,j/ >n

y dado que
Hi(i =i =) =al =)

Ho(i = j,i' —n4+m' —j —n+m)=p0"—n+m =i —n+m)

esto implica que

(i’ =7 sit’,; i’ <n
H(i—j,i =)= =7 J
B(i' —n+m' —j —n+m') sii,j >n
porlotanto H(i — j,i' =) =wa B —j).
De manera andloga, si i,j > p, entonces i,j > p1yi,j > pa por lo que H(i —
j,i" = j) =a"-p'(i"” = j). Esto prueba que H es una (0, p)-homotopia del funtor

« - B al funtor a’ - B’ y por lo tanto completa la demostracion. O

PROPOSICION 3.25 (Teorema de asociatividad). Sean « un (m, n)-camino de A a B,
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B un (p,q)-camino de B a C y y un (r,s)-camino de C a D, entonces
a-(p-y)=(a-B)-7y
Demostracion. Nétese que el (p,q —r +s) camino f§ - v estd dado para cada flecha
i — j por
o )BlE=) sii,j<q
B-1i—=j=9 , T
Yi—g+r—=j—qtr) siij=q

y consecuentemente se tiene el (m,n — g+ p —s +r)-camino a - (B - y) definido por

P L Gad) sii,j<n
(- (B- )i = ]) = , |
B-7)i—-n+tp—j—n+p) siij>n

que puede expresarse como

a(i — ) sii,j<mn
=\Bli—n+p—j—n+p) sin<i,j<n—p+q
yi-n+p—q+r—j—it+tp—q+r) sii,j>n—p+q.

Un calculo completamente similar muestra que

((a-B) - 7)(i =)

a(i — ) sii,j<mn
=\Bli—n+p—j—n+p) sin <i,j<n—p+q
yi—-n+p—qg+r—j—i+p—q+r) sii,j>n—p+q.

y por consiguiente a - (B-y) = (a-B) - 7. O

Antes de continuar, se introduce una notacién que sera muy ttil. Sea ¢” una ca-
tegoria y A, B dos objetos de dicha categoria. Si « es un (m, n)-camino de A hacia
B, al notar por o’ a la flecha a(i — j) y por A; al objeto a(i), se tiene el diagrama

siguiente:
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De este modo, llamando a; = txi-“ y Bi = ocj._l, se denota al camino anterior por

[ Brus20tm2Brss -+ dtn—2Puln].
De un modo més general, para un entero par k tal que 0 < k < m — n la notacién
(1] ()t kB2 vk -+ &n—2Bn[n]

indica el mismo (m, n)-camino, donde es sabido que existe una asignacién para
a(i — j),coni,j < m+k, pero no es de interés conocer cual es. De manera anédloga

se tienen las notaciones

[m]“mm[xm+2 ce “n—k—zm(') [”] y [m] (')“m+k,6m+2+k Tt “n—j—Z;Bn—j(') ["]

PROPOSICION 3.26 (Teorema de factorizacion). Se tiene la identidad entre los cami-

nos

(M) Bny28m+2Bmra- “n—ZE[”]

[ m-y2m +2] - [m + 2] 2fmralm + 4] - - [n = 2Jay—2Buln].
Demostracion. Basta notar que ambos caminos estdn dados por el diagrama

o

m B2 Xm+2 Bn 1p
» A1 <— Amo Yoo 4 Ay

. <1A A

La proposicién anterior permite escribira - -y enlugardea - (- y) o (a-B) - 7y

sin riesgo de ambigtiedad.

PROPOSICION 3.27 (Teorema de traslacién). Los caminos de A a B
[mlaoBz - tn—m—2Bm—n[n] y [OlaoB2 - an—m—2Bm—nlm —n]

son homotépicos.

Demostracion. Se prueba para empezar que dado un diagrama

A f>B<g C

entonces los caminos de A a B [m]fg[m + 2] y [m + 2] fg[m + 4] son homot6picos.
Para este fin considérese la homotopia dada por el diagrama mostrado en la figura

3.3, donde e indica la imagen del punto (0, m) en dicha homotopia. Por recursividad

123



se sigue que los cominos [m]fg[m + 2] y [m + k]| fg[m + 2 + k] son homot6picos para
todo entero positivo k, y sustituyendo m por m — k es claro que dicha equivalencia

se da también para todo entero negativo k. En resumen
[m]fg[m +2] ~ [m+2|fg[m+4] Vke2Z.

La demostracion del resultado se sigue procede por induccion sobre k = (m —
n)/2. En efecto, considerando ay, = fy Btz = &, el caso qued6 probado para
k = 1 en el parrafo precedente. Suponiendo el resultado vélido para k se tiene que

los caminos vy y 7/ dados respectivamente por

[mlaoBn - - an-m—2Bm—n[n] 'y [OlaoPn - an-m—2Bm—nlm—n]

son homotoépicos. Escribase

6= [m]‘XOE cee “n—m—Zﬁmfn“nfmﬁm—n+2 [” + 2]/

& = [O]D‘OE te “n—m—zﬁm—n“n—mﬁm—n—&-z [ﬂ —m+ 2]

Por el teorema de factorizacién se puede escribir

5 = [mlaoBalo +2] - 1 — 2JnmoB i) - [1)an B izl +2]
=7 [nlan—mPm—ni2[n+2|,
5 = (0)aoBa[2] -+~ [t — 11— 2n 2B gl — ] - [l Bzl — m+2]

=" [n— mlay—mPm—ni2[n —m+2].
Ahora, por el primer parrafo de esta demostracion se tiene que
[]otn—mPBm—n+2[n +2] = [0 — m]an—mPBu—ni2[n —m+2],
y por hipétesis de induccion y ~ 7'. De este modo, por el teorema de concatenacién
Y - (M) siB 2l +2) = 7' - [ — ]ty Braln — m+2),
lo que significa que § ~ §'. O

La técnica utilizada anteriormente es estdndar para este estudio. Usando el teo-
rema de factorizacién, basta descomponer el camino en productos de “subcaminos”
mas simples y enfocarse tinicamente en el subcamino en donde se requiera hacer un

andlisis. Esto quedard en evidencia en demostraciones posterior.

OBSERVACION 23. En vista del teorema de traslacion es suficiente considerar tinica-
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B s B < B
B s B < B
A //\ A
f f
/
A—f— B<+——B
AN /
f
RN i
A—f— B+—B
A /(/I\]\ A
f f f f
/ | AN
o A s A < A

Figura 3.3: Homotopia: teorema de cancelacién.

mente (0, k)-caminos, pues todo (m, n)-camino serd homotépico a un (0, k)-camino
con k = n — m. Por este motivo es posible referirse tinicamente a k-caminos en lugar

de (0, k)-caminos.

PROPOSICION 3.28 (Teorema de reduccion). Se tienen las siguientes homotopias de

caminos para cualquier entero pari tal que 0 < j < k:

[0]aoB - - - ok —2Pk[K] = [OlaoBr - -~ BilaLati - - ax—oBx[k +2]
= [O]D‘OE' il A Biva e “kfzﬁ[k +2],

dondew; : A; — Ai+1‘

Demostracién. En virtud del teorema de factorizacién, es suficiente probar que para

el diagrama

A f>B<g C f>D<g E

se verifican las identidades siguientes:
(1) [0/8f'g’[4] ~ [0]fg1cIcf s’ (6]
(2) [0]/g[2] ~ [0]f1p15g[4]-

Para probar (1) basta observar la homotopia dada en el diagrama mostrado en la
tigura 3.4 a la izquierda, y para probar (2) la homotopia dada en el diagrama de la

derecha de la misma figura. O
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i
S

>§< B
/TN
f f f
N
s A < A

Figura 3.4: Homotopias: Teorema de reduccién

PROPOSICION 3.29 (Teorema de cancelacion). Sea [0]aoB2 - - - ax_»Bx[k] un camino.
Parai € {0,2,...,k} sea A; la imagen de i en dicho camino. Seanh : A; — Gy

W' : G' — Aj;1 flechas. Entonces se tienen las siguientes homotopias:

0)aoBa - - - a_2Belk] = [0]aoBa - - - Bl - - - B[k +2]
~ [0]aoBa -~ ;"' Bia - - ooyl + 2]

A; =Cy Aj;1 = Beldiagrama

A f>B<g C

Demostracion. Nuevamente, en virtud del teorema de factorizacién, basta considerar

y probar las dos afirmaciones siguientes:
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(1) [0]fgf'g’[4] ~ [0]fghhf'g'[6];

(2) [0]fg[2] ~ [0] fH'I'g[4].

Considérense los diagramas mostrados en la figura 3.5.

El diagrama de la izquierda es una homotopia de caminos desde [0] fghhf'¢’[6]

hacia [0] fg1c1cf'g’[6], de modo que por el teorema de reduccién se tiene

(0] fghhf'g'l6] ~ [0]fg1cIcf's'[6] ~ [01f3f's'4],
lo que prueba (1).

El diagrama de la derecha es una homotopia de caminos desde [0] f#’'h'g[4] ha-
cia el camino [0]f1p15g[4] y por lo tanto, nuevamente del teorema de reduccién se

obtiene
[01fW'h'g[4] ~ [0] f1515g[4] =~ [0]fZ[2],

lo que prueba (2). O
DEFINICION 3.30. Sea « un (m, n)-camino de A hacia B en una categoria €. u se dice

e centrado sim = 0;

e reducido si para todo entero par i tal que m < i < n se tiene que
a(i —»i+1)#a(i—i—-1) y a(i—>i+1l)F#a(i+2—i+1).

Una vez demostrados los resultados anteriores, se presenta un resultado que
conjuga a todos los anteriores y que, a su vez, permitird definir uno de los conceptos

claves de esta seccion.

TEOREMA 3.30. Sea ¢ una categoria, A, B dos objetos y « un (m, n)-camino de A ha-
cia B. Entonces existe un tinico ¢-camino &' que es homotdpico tal que ¢ es minimal
en el conjunto de todos los enteros pares no negativos k tales que existe un k-camino

de A hacia B. Mds aun o’ es centrado y reducido.

Demostracion. Sea K el conjunto de todos los enteros pares no negativos k tales que
existe un k-camino homotépico a a. El teorema de traslacién implica que K es no
vacio y, por el teorema de buen orden de los ntiimeros naturales, existe un elemento
minimal ¢ de K. Esto proporciona la existencia de un ¢-camino &’ homotépico a

con las condiciones requeridas.
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Figura 3.5: Homotopia: Teorema de cancelaciéon

o’ es centrado por construccién, y es reducido pues caso contrario los teoremas
de cancelacion o reduccién permitirian hallar un (¢ — 2)-camino homotépico a «a,

contradiciendo la minimalidad de /.

Del teorema de cancelacién es claro que si un n-camino a y un m-camino 8 son
homotépicos, con m < n, entonces existen pares de flechas en la imagen del funtor
B que pueden cancelarse. En particular esto implica que f = ¢siysélosi f = g,y

un razonamiento inductivo sobre la longitud de &’ muestra que este es tnico. O

DEFINICION 3.31. Con la notacién del teorema anterior, al camino «’ se lo llama el

representante homotdpico minimal de la clase [«].

PROPOSICION 3.31. Sea A un objeto en una categoria €. El conjunto x1(%¢, A) for-

mado por todas las clases de equivalencia de lazos con base en A tiene una estruc-
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tura de grupo dada por el producto

Demostracion. El teorema de asociatividad implica que el producto es asociativo. Si
[x] € x1(€,A) entonces a - A = a y gracias al teorema de traslacién A -a ~ a.
Por ende [A] es la identidad para el grupo. Finalmente, dado [a] € €, se asume sin
pérdida de generalidad que « es un representante homot6pico minimal para la clase

[a]. Se escribe entonces
a = [0aoBa - - - ax—2Prlk].

Asi, por los teoremas de factorizacion y cancelacion se tiene que
o - = [0]aoBa - - - gy K] [0] Brti— - - - Boo K]

0JaoB2[2] - - - [k — 2]ax_o Bk [K][0] Bxak—2[2] - - - [k — 2] Boig K]
Oaop2[2] - - - [k — 4ag_aBr_alk — 2] (2] Br—o®k—2[4] - - - [k — 2] Baitg[K]

—

~

—

~ [0]1414[2]
lo que implica que [«][@] = [A] y de manera analoga se tiene que [&][«] = [A]. Por
ende [¢] ! = [&]. O

DEFINICION 3.32. k1(%, A) es el primer grupo de homotopia o grupo fundamental de la

categoria ¢ con base en A.

PROPOSICION 3.32. Sea ¢ una categoria conexa por caminos y A, B dos objetos de
esta. Entonces
K1 (C@ﬂ, A) = K1 (cg, B)

Demostracién. Sea p un camino de A hacia By ¢g : x1(%4, A) — x2(%, B) definida
por
p(la]) = [B-a- ).

Por el teorema de cancelacion se tiene que para todo [«a], [a'] € k1 (%, A)

—[Fa-alp]
= [Ba-ppa’-pl
=[F-a-plF-a'-



= @p([a]) @p([«]),

de modo que ¢g es un homomorfismo de grupos.

Un célculo similar muestra que

?p° 95 = Ly (4,
y que

P50 Pp = Ley(4,4),
por lo que ¢g es un isomorfismo de grupos. O
DEFINICION 3.33. Se denotard por FCat, a la categoria cuyos objetos son pares

(¢,A), siendo ¢ una categoria finita y A un objeto de la misma. Las flechas F :
(¢,A) — (2,B) son funtores F : € — 9 tales que F(A) = B.

Paralelamente, FCat es la categoria cuyos objetos son categorias finitas y las fle-

chas funtores entre estas.

TEOREMA 3.33. k1 : FCat, — Grp es un funtor covariante, donde si F : (¢,A) —
(2, B) es una flecha de FCat., entonces F, = «1(F) : k1(¢,A) — x1(Z,B) estd
determinada por

E.([a]) = [Foal

Demostracion. Sea (€, A) un objeto de FCat, y [¢] € x1(%, A), entonces

(1a)«([a]) = [Ta0a] = [a] = 1 (4,a)-

SiF:(%B) = (¢,C)yG: (¢,C) — (2,D) son flechas componibles, entonces
para todo [«] € x1(%, B)

(GoF).([a]) = [(GoF)oa]
=[Go (Foa)]
= G«([Fou])
= Gi(F([a]))
= (G. o E.)([a]).
Por esto, k7 es un funtor covariante. ]
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3.5. Extendiendo un carcaj ligado a una categoria

El objetivo de esta seccion es construir una funcién = : FBQuiv — FCat, siendo
FBQuiv la clase de carcajes ligados finitos. Una vez construida, a través de una serie

de ejemplos se presentara evidencia de la existencia de un isomorfismo
m (T, 1) = (E(T, 1))

para cada carcaj ligado (T, I).
Durante toda esta seccion se asumira que I' es un carcaj finito, conexo y aciclico,

que k es un campo algebraicamente cerrado y que I es un ideal admisible de kI'.

DEFINICION 3.34. Sea ¢ una categoria. Una familia de flechas vacias es una coleccién
de flechas (T ap: A — B), una por cada par de objetos A, B tales que para todo par
de flechas f : B— Cyg:D — A se verifica

fotap=tac y Tapog=Tps.

Una flecha de tal coleccion se dice una flecha vacia. Una categoria con una familia de

flechas vacias se dird una categoria con vacuidad.

PROPOSICION 3.34. 5i ¢ posee una coleccion de flechas vacias, dicha coleccién es

tinica.
Demostracion. Sean (Tap)y (1/45) dos colecciones de flechas vacias. Entonces

Tas=Tap © T5p=17p
para todo par de objetos A, B. O

OBSERVACION 24. El concepto de categoria con vacuidad aqui definido es similar al
de categoria con ceros (véase por ejemplo [18]) pero no son equivalentes. El concepto
de categoria con ceros requiere la presencia de un objeto cero. Esto es, un objeto que
es a la vez inicial y terminal. En este caso no se requiere de la presencia de un tal

objeto, motivo por el cual no se utiliza la misma terminologia.

La motivacién para el nombre se expondrd mds adelante al definir la extensiéon

—
H
—

Ahora, dada una categoria ¢ sin vacuidad, es posible extender esta categoria a

una categoria con vacuidad %' afadiendo una familia de flechas vacias. Existe un
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funtor obvio (T : ¥ — € que es la identidad en objetos y la inclusién canénica en
flechas.

DEFINICION 3.35. Dada una categoria sin vacuidad ¢, a la categoria con vacuidad

¢ se la denomina la extension por vacuidad de % .

OBSERVACION 25. Toda categoria es un carcaj. Los vértices del carcaj son los objetos,
las aristas son las flechas, y el dominio y codominio cumplen los papeles de las
funciones s y t (como son usalmente notadas). Esto implica la existencia de un funtor
olvidadizo de la categoria Cat hacia la categoria Quiv que “se olvida” de la operacién

de composicion entre flechas.

DEFINICION 3.36. Sea ¢ una categoria con vacuidad. Un caminoa : A — ¢ de A

hacia B se dice un camino con vacio si existe una flechai — j en A tal que
a(i = j) =Ta(ija()) -
a se dice un camino lleno si no es un camino con vacio.

DEFINICION 3.37. El primer grupo de homotopia de una categoria con vacuidad & con
base en A es el conjunto kY(%, A) cuyos elementos son clases de homotopia cuyos

representantes homotopicos minimales son llenos, con la operacion usual.

OBSERVACION 26. Dada una categoria con vacuidad ¥, los dos grupos de homoto-
pia x(€, A) y x1(%¢, A) no coinciden en general. Ademds, a pesar de que (%, A)
es efectivamente un grupo y como conjunto pudiese parecer un grupo mds pequefio
que x1(%, A), la realidad es muy distinta. Esto se debe a que en general no se tie-
ne que «)(¢, A) sea un subgrupo de (%, A). Para visualizar esto, considérese la

categoria con vacuidad ¢ dada por el diagrama

Tap -7 B - tep
7 A \g\\
/// \/‘\A/

A -———- TAD -——-- s D
\\\ k/‘f
\\\ / ///

Tac = ¢ -7 Top

donde g o f = koh =1 4p. En este caso se obtiene que
ki (€,A) =1 vy «(¢,A)=2Z,

lo que ejemplifica la situacion.
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DEFINICION 3.38. Sea I' un carcaj. Se define la categoria libre sobre I como la catego-
ria € (T') cuyos objetos son los vértices de T' y donde Hom(x,y) = I'(x,y) six # y,
Hom(x,x) = I'(x,x) U {ex} y la composicién es el producto o concatenacién de
caminos en sentido inverso. Esto es, si «, 3 son caminos de x ay y de y a z, res-
pectivamente, entonces p o« = aff. Mds atin, las identidades estdn dadas por los
caminos triviales e, para cada vértice. Ademads, existe un evidente morfismo de car-

cajest: I = €(T') que es la identidad en objetos y en aristas.

El nombre de categoria libre puede justificarse en el hecho de que ¢ (I') verifica
la siguiente propiedad universal: Dada cualquier categoria & y cualquier morfismo de

carcajes f : I — 2, existe un tnico funtor covariante F : € (I') — 2 tal que
Foir=f.

Esta propiedad no seré utilizada en este trabajo, por lo que se omite su demostraciéon

y se la refiere a [3, pags. 20-23] o a [18, pégs. 48-50].
PROPOSICION 3.35. Dada una categoria ¢ y una funcion

R:0(¢)x0O(¢)— |J < (Hom(A,B)xHom(A,B))
A,BEO(¥)

que a cada par de objetos A, B en € le asigna una relacién Ry p := R(A, B) sobre

Hom(A, B), existen una categoria ¢ /R y un funtor Qr : € — % /R tales que

(1) Si fR4 g en Hom(A, B) entonces Qr(f) = Qr(g), para todo par de objetos
A, By

(2) Se verifica la siguiente propiedad universal: 5i Q : ¢ — % es cualquier funtor tal
que fR4 pg en Hom(A, B) implica que Q(f) = Q(g) para todo par de objetos

A, B, entonces existe un tnico funtor Q' : € /R — 2 tal que
QoQr=0Q.

La siguiente demostracién es una extensién detallada del sketch presentado en
[18, pags. 51-52].

Demostracién. Una congruencia sobre € es una funcién

S:0(€)x0(¢)— |J Z(Hom(A,B)xHom(A,B))
A,BEO(¥)
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que a cada par de objetos A, B le asigna una relaciéon
Sas € Hom(A, B) x Hom(A, B)
que verifica

(i) R4 p es una relacion de equivalencia para cada par de objetos A, B; y

(ii) Para todo par de flechas f, f' € Hom(A, B) y toda flechag: A" -+ Ayh: B —
B’ se tiene que
fSA,Bf/ = hofogSyph oflog.

Dadas dos funciones

R R :0(€)x0(€¢)— |J Z(Hom(A,B)xHom(A,B)),
A,BEO(¥)
se dice que R C R’si para cada objeto A, B se verifica Ry p C R/, ;. Es claro que C

define una relaciéon de orden parcial en la clase de tales funciones. La funcién

Smax: O(€) x O(¢) — U 2(Hom(A,B) x Hom(A, B))
ABEO(¥)
(A, B) —>  (Smax)a s = Hom(A, B) x Hom(A, B))

es trivialmente una congruencia tal que R C S4y. Esto implica que el conjunto X de
congruencias S tales que R C S es no vacio. Se define con esto una congruencia R,
donde

/
Rlp= ﬂ SAB-
SeXx

Puesto que cada S4 p es una relacion de equivalencia, se tiene que R/, ; también es
relacién de equivalenciay si fR) ;f'y g: A" = Ay h: B — B son flechas, se tiene
que fSapf paratodo S € X y consecuentemente, puesto que los elementos de

son congruencias,
hofogSaphof'og,
de donde
hofogR;LBhof’og,
por lo que en efecto R’ es una congruencia. Por construcciéon, R" € £y R’ C S para
todo S € X, de modo que R’ es la congruencia mas pequefia tal que R C R’.

Se define entonces ¢’/ R como la categoria cuyos objetos son los mismos objetos
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de ¢ donde
Homg (A, B) = Homg (A, B) /R, p

para todo par de objetos A, B. Si se denota por [f|4p a la clase de equivalencia
de f € Homy (A, B) con respecto a la relacién de equivalencia R/, ;, se define la
composicion

[glscolflas=1[g° flac

Esta composicion esta bien definida, pues si fR4 pf’ y §Rp cg’, entonces

gof=gofolaRycgofoly=gof =lcogofRycleg'of =g'of,
de modo que [go flac = [¢ o f']ac y por ende la composicién no depende del
representante elegido para las clases de equivalencia.

Ahora, se construye el funtor Qr : ¥ — % /R. Dicho funtor es la identidad en
objetos y asigna a cada flecha f : A — B su clase de equivalencia [f]4 p. Este es un

funtor por las construcciones realizadas en esta demostracion.

Finalmente, sea Q : ¢ — % un funtor tal que

fRang = Q(f) = Q(g)

para todo par de objetos A, B y todo par de flechas f,g € Hom(A, B). Sea

S: OF)x0(€¢) — J 2(Hom(A,B) x Hom(A, B))
ABEO(F)

(4, B) — {(f,8) € (Hom(4,B))*: Q(f) = Q(g)}-

Es claro que S4 g := S(A, B) es una relacién de equivalencia sobre Hom(A, B) para
todo par de objetos A, B en ¥. Mds atin, suponiendo que fS4 pf’ ydadasg: A’ — A
y h: B — B’ se tiene que Q(f) = Q(f’) y consecuentemente

Q(hofog)=Q(h)oQ(f)oQ(g)
= Q) o Q(f") 2 Q(g)
=Q(hoflog),

por lo que S es una congruencia. Se define entonces Q' : /R — 2 del siguiente
modo: si A es un objeto en ¢ /R, entonces Q'(A) = Q(A), y si [f]ap es una flecha
en ¢ /R, entonces Q'([f]ap) = Q(f). El funtor Q" esta bien definido en flechas,
pues si [f]lap = [g]a s, entonces fR g, pero R” C S por la minimalidad de R', y
consecuentemente S, pg, 1o que implica que H(f) = H(g). La unicidad de Q' es
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inmediata. [

Ahora se procede a construir la extension E, que es el objetivo de esta seccion.

Dado el carcaj ligado (T, 1), sea T} = %(T)" la extensién por vacuidad de la
categoria libre sobre I'. Para cada par de objetos x,y € Iy, se define la relacién Rily

en Homg, (x,1) como la relacién de equivalencia mds pequefia tal que
(1) Siay B son caminos de x a y tales que a ~, f3, entonces aR! 2P
(2) Sia € I, entonces thfW Try-

Con esto se tiene la funcion

R': 0N x0(M)) — |(J £(Hom(x,y) x Hom(x,y))
x,y€ly
(x,y) — Ralc,y'

Noétese que R! es una funcién que a cada par de vértices x,y en el carcaj I asigna

una relacion de equivalencia que extiende a la relaciéon ~.

DEFINICION 3.39. Se define la extension E del carcaj ligado (I', I) como la categoria
&(T, 1) = (€(1)/RY).

Antes de pasar a presentar ejemplos, se muestran un par de propiedades.

PROPOSICION 3.36. La categoria Z(T', I) es una categoria con vacuidad.

Demostracién. Por definicién de la funcién R!, se tiene que para todo par de vértices

X, Y,
[Txy]x,y = {Txy}/

y ademds, si f 1y — zy g : w — x son flechas en % (T')", entonces

[f ]y,z © [Txy]x,y = [fo Txy]x,z = [Txzlxz

y similarmente [1y,]xy © [$]wx = [Twylwy, de modo que la familia ([Tx,]xy) s una

familia de flechas vacias para la categoria E(T, I). O

PROPOSICION 3.37. La categoria &(I', I) es finita cuando I es un carcaj finito y aci-

clico.

Demostracion. Puesto que T tiene tantos vértices como objetos tiene E(T, I), basta

analizar la cardinalidad de la clase de flechas de Z(T"). Dado que I es finito y aciclico,
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existe un namero finito de caminos en I'. Por cada par de vértices, existe ademds
una flecha vacia, por ende, la categoria % (T')T tiene un ntimero finito de flechas.
Finalmente, como Qi : ¥(I')T — E(T,I) es una sobreyeccion en flechas, se sigue
que E(T, I) tiene un namero finito de flechas, lo que prueba que esta es una categoria
finita. [

La construccion de la categoria Z(T, I) puede ser entendida de una manera mds
intuitiva, a la par que se entiende el porqué de su construccién. El objetivo prin-
cipal de construir la categoria E(T',I) es de poder aplicar la teoria de homotopia
construida en la seccion anterior a dicha categoria, preservando las propiedades ho-
motopicas del carcaj ligado (T, I). Para ilustrar la construccion se presenta una serie

de ejemplos.

EJEMPLO 31. Considérese el carcaj I' representado por el diagrama

y ligado por el ideal I = (af — a7y). Nétese que en este caso no existen relaciones

minimales. Ahora, la categoria libre ¢ (I') es la siguiente (se omiten las identidades):

Se tiene entonces que para todo par de vértices x, y, Ri/y estd formado tnicamente
por pares diagonales, es decir, pares del tipo (¢, 0), siendo ¢ un caminode x a y, y

consecuentemente
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es la categoria (T, I), donde las flechas punteadas representan a las flechas vacias
y [-] es la clase de equivalencia en la correspondiente relacion. Nétese que se han
omitido también las flechas vacias 1y, para todo vértice x, para no sobrecargar el

diagrama.

Ahora, se procede a calcular los grupos 71 (T, I) y «§(E(T, I)). En el primer caso
se tiene que
(1) =1

pues mismo carcaj es un drbol maximal de si mismo. Consecuentemente N (T, [, 1) =
(1) y por ende
m(T, 1) =1

Ahora, todos los lazos llenos en la categoria Z(T, I) son homot6picos al lazo trivial
1. En efecto, se puede verificar esto trivialmente para el lazo [0]a1,BxB[4] usando el
hecho de que a8 = B o a y el teorema de cancelacién. Similarmente para su analogo

sustituyendo p por <. De este modo
(2T, 1) =1=m(T,1,1).

EJEMPLO 32. Sea I el carcaj
3
VRN
1——2 5
4

ligado por el ideal I = (B6 — 7e). En este caso la categoria libre ¢'(I') estd dada por

wpé
3
ap )
B Bé
1552 ? 5
Y€
v
N /
4
wye

Ahora, se tiene que B6 ~, ‘ye, y consecuentemente a6 ~. aye, por lo que la cate-

goria E(T', I) luce como se muestra (se omiten las flechas vacias para no sobrecargar
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el diagrama)

en donde [-] indica la clase de equivalencia en de la flecha en su correspondiente

relacion.

Aqui se tiene facilmente que 711(I',1) = 1 pues m1(7,1) es el grupo libre en
un s6lo generador, y el subgrupo normal N(T, I, 1) estd generado por el elemento
[&] 71[BS][ve] !{a] que también es generador de 711(T, 1). Por otro lado, una simple
verificacion muestra directamente que todos los lazos llenos en E(T', I) con base en

1 son homot6picos a 1, y por ende
m(T,1,1) = KX(E(T, I),1).

EJEMPLO 33. Los dos ejemplos anteriores no ilustran la necesidad de incluir las fle-

chas vacias en la construccion. Sin embargo el siguiente ejemplo lo hara:

Considérese el carcaj I" descrito por el diagrama

1252 ﬁ>3

y ligado por el ideal I = (apf). En este caso no existen relaciones minimales. La

categoria libre ¢'(T') es

y la categoria &(T, I) esta dada por

[ lf]_:_[fls}
1 o] . 9 (B 3
N 2 4

esto pues af € I. Aqui, nuevamente -] indica la clase de equivalencia en la respec-

tiva relacién y las lineas punteadas son flechas vacias.

Pero, ;por qué es necesario que [xf] sea una flecha vacia? La respuesta estd en el
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hecho de que a pertenece al ideal admisible I, y por ende este es enviado hacia cero
al pasar al cociente kI'/I. Por ende, se desea que la informacién que contiene este
ideal desaparezca también en la categoria Z(I', I). Es por este motivo que es natural

considerar el grupo «9(T, I, xo) en lugar del grupo x1 (T, I, xo).

En este caso resulta sencillo observar que
m(T,1,1) =1=«Y(&(,I),1).

EJEMPLO 34. Sea I nuevamente el carcaj

ZySXS
N, A

pero esta vez ligado por el ideal I = (af8, B + ye). La categoria (I, I) es

1 2

lpol=lay
Sl
;T (8]
1 = [a] — 2
(]
[ay]

Aqui, puesto que [af] = [T13] se tiene que

[@pd] = [6] o [ap] = [T15].

Este ejemplo es patoldgico para la construccion realizada, puesto que sucede lo si-
guiente: Se tiene que xf € I, pero ademds B ~, e, por lo cual ad ~, aye, en
donde el segundo término de esta igualdad es no nulo, y esto va en contra de la idea

de que deberia ser cero, ya que 36 € I. Un célculo directo muestra que en este caso

m(T,1,1) =1 =«)(&(T,I),1)

140



EJEMPLO 35. Considérese el carcaj

En este caso, F = (f,§) y por ende F2 = (0), lo que implica que el tnico ideal

admisible es el ideal trivial, y consecuentemente la categoria E(T, (0)) es solamente

f
==
1\\32.

Aqui se ha denotado por f y g a las imdgenes de f y g en la categoria Z(T, (0)).

I

En este caso se tiene que 11(I,1) = (f) = (g) = Z y puesto que trivialmente
N(T, (0),1) = 0 se sigue que

I

(T, (0),1) = Z.

Por otro lado se tiene que los representantes homot6picos minimales de los lazos
con base en 1 son wy := 1, wy := [0]f3[2], wz := [0]f3fS4],... y w_1 = [0]gf[2],
w_p :=[0]gfgf[4]....Se define entonces la funcién ¢ : Z — x(Z(T, (0)),1) tal que

n — [wy]. Es claro entonces que ¢ es un isomorfismo de grupos, y asi
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<(E(T, (0)),1) = Z = (T, (0),1).

OBSERVACION 27. Como se observa en los ejemplos, la construcciéon de la catego-
ria puede ser entendida mds comodamente de manera informal. Nétese que lo que
se hace es construir la categoria libre, extenderla por vacuidad e identificar flechas
homotépicas entre si, y aquellas que pertenecen al ideal identificarlas con flechas
vacias. Esto equivale a trazar simplemente una flecha por cada clase de homotopia,
sin considerar aquellas flechas que pertenecen al ideal, y luego extender el resulta-
do obtenido por vacuidad. Las relaciones de conmutatividad estan dadas segtn la

concatenacién de caminos y la relacién de homotopia natural.

En la siguiente seccién se dard un punto de vista geométrico para el cdlculo del
primer grupo de homotopia de un carcaj, y se exhibird de manera maés clara el por

qué de la construccion aqui realizada.
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3.6. Espacios clasificadores

Para terminar este capitulo, se presenta un vinculo de la teoria presentada con
la teoria topolégica. Un espacio clasificador es un complejo celular asociado a un

carcaj ligado o a una categoria.

La siguiente construccion fue tomada de [5], al igual que la demostracién de los

resultados que se presentan.

Sea (I', I) un carcaj ligado, con ' = (T'g, I'1, s, t) un carcaj finito, conexo y aciclico.
Se define la familia (Cy,),eN como la familia siguiente:
(1) Co =To;
(2) C1={0°:0€Cr,0 € 1,0 #ex,Vx €To};y,
(B) Ch ={(07,...,05):0=01---0, € Cr,0 € I,0; # ex} para todon > 2.
Se define también una familia de operadores 9! : C;, — C,_1 para cada indice
i €{0,...,n} del siguiente modo:
(1) Sic =0¢°,cono : x — y, entonces 93 () =y y 91 (o) = x.

(2) Sin>2yo = (67,...,0,), se define

Se escribe 0; en lugar de 9!’ cuando 7 es claro para el contexto, y para no sobrecargar

la notacion.

Se define ahora A, = conv(uy,...,u,+1) como la envolvente convexa de los
vectores canénicos u; = (1,0,...,0),...,1,41(0,0,...,1) en R**!. Para cada indice
ie{l,...,n}sead;A" =conv(uy,...,uj_1,u...,u,). Notese que en particular los
conjuntos A, son n-células. La notacién A}, indica que este es una copia del espacio
topologico A".

Se construye entonces, para (I, I), un complejo celular como se indica a conti-

nuacion:
(1) O-células: Sea By = [ Ier, AY, con la topologia discreta.
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(2) 1-células: Para cada o € Cy, sea f, : IAy — By definida por f-(9;,AL) = A,

A
Sea

leI_[ftr

oceCy
y con ello se define
B = <H A},) Hfl Bp.
celq

Sea

p1: (H A}T)HB()—)Bl

oeCy

la proyeccién canoénica.

(3) n-células: Para n > 2, asuma que ya se ha construido B,_;. Sea la funcién

Gare Do (Tl — Herec, , A1 la inclusién canénica y sea f, : AL — B, 1 la
1 i -

funcién definida por

fo-(a]Ag) = (pn—l © %;'0) (Agjjfl)’

que es continua gracias al lema del pegado. Sea ahora

fn:Hftf

U'ECn

y con ello definase
con

la proyeccién canénica.

Ahora, puesto que el carcaj es finito y aciclico y el ideal I es ligado, se tiene que
existe un m tal que C, = © para todo n > m, de modo que el proceso anterior

termina en cierta etapa.

DEFINICION 3.40. Al complejo celular construido en los pdrrafos precedentes se lo
denomina el espacio clasificador (o espacio topolégico asociado, aunque nunca se uti-

lizard esta denominacién) del carcaj ligado (T, I) y se lo denota por B(T, I).
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EJEMPLO 36. Sea I el carcaj

1~
~_ 7
B

3
V
4
2
N
4

ligado por el ideal I = (ay — By, ad — BJ). Las relaciones minimales en I son sola-

mente a7y — By y aé — BJ, de modo que se tiene:

e 1-células: &°, B", 7°,6°, 0y = BTyO y T EEO.

o 2-células: (&°,7°) = (B°,7°) y (@°,8°) = (B°,6°).
No existen células de mayores dimensiones. Con esto, el espacio clasificador obte-
nido, B(T, I), es un complejo celular homeomorfo a la esfera s2.

EJEMPLO 37 (Suspensién). Dado un espacio topolégico X, su suspension se define

como el espacio topolégico S(X) dado por
S(X)=Xx[0,1]/ ~

siendo ~ la relacién de equivalencia mas pequefia tal que (x,0) ~ (y,0) y (x,1) ~

(y,1) para todo x,y € X. Notese que la funciéon

Pn : gntl — S(sM)

(X1, .o X, Xp41) —> [((x1,.-.,2x0), (1 4+ x,41)/2)]

es un homeomorfismo entre los espacios S"*1 y S(S").

Dado un vértice x en un carcaj I', se dice que este es un punto de ramificacion de I

si existen al menos dos aristas distintas « y 5 tales que s(a) = s(B) = x.

Dado un carcaj ligado y aciclico (T, I) se define su suspensién como el carcaj liga-
do S(T,I) = (S(T),S(I)), donde

e S(I')p =ToU{xq,x2}, siendo x1, x5 dos elementos que no pertenecen a I'y.

e Por cada vértice x € I’y tal que s(a) # x para todo o € I'y se afiade una arista

Ayt X — X1 Y Bx 1 X — x2 y de este modo

S(T)y =Ty U{ay, Bx:x €Ty, s(a) # x,Va € T1}.
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e S(I) eselideal de kS(T') generado por:

(1) Los elementos de I,

(2) Las relaciones

Y, aay y Y. aB,

a€T (xg,x) a€l (xg,x)

donde xy # x € Ty son tales que s(w) # x para todo o € I'; y xg es un

punto de ramificacién.

Notese que puesto que I' es finito y aciclico, existe un camino ag de longitud
maximal, digase n, y por ende Fg“ C S(I) C Fsz, donde Fs es el ideal de kS(T)
generado por todos los caminos en S(I'), lo que implica que S(I) es en efecto un

ideal admisible, y por ende S(I', I) es un carcaj ligado.

Maés atn, puesto que I' es finito y aciclico, existe al menos un vértice x € Iy tal
que s(a) # x para todo a € I'y. En efecto, si esto fuese falso, dado un vértice x € Iy
existirfa wy € I'y tal que s(a) = xp. Luego, existe a; € I'1 tal que s(a1) = t(ag), y
procediendo recursivamente se tiene una sucesion («a,),cN de aristas de T tal que
s(ag) = x0 y s(wy+1) = t(ay) para todo n € IN. Puesto que I' es finito, existen m < n
tales que s(ay,) = f(ay) y por ende a1 - - - &, seria un ciclo orientado con base

en s(ay,), lo que es imposible ya que I' es aciclico.

Asi, dado un carcaj ligado finito y aciclico (I',I) siempre es posible construir
su suspension S(I', I). Mds atn, omitiendo los ideales, dado un carcaj I' siempre es
posible construir el carcaj S(I'). Este serd llamado, de igual manera, la suspension de
I.

Sea ahora I el carcaj
2
N
1 4
N
3

ligado por el ideal I = (a7, ). No existen relaciones minimales en este caso, por

ende el espacio clasificador es homeomorfo a S'. Ahora, la suspensién de (T, I) es el

145



carcaj
2 X1
1 4
k‘ % k‘
3 X2

ligado por el ideal

S(I) = (a7, BS, wyay + Boay, ayBy + BOPy).

El espacio clasificador B(S(T, I)) es homeomorfo a S%. Se tiene en este caso que

S(B(T, 1)) = B(S(T, I)).

Resulta interesante plantearse la interrogante: Dado un carcaj ligado (T, 1), don-
de T es finito y aciclico, ¢es verdad que S(B(T,I)) = B(S(T,I))? Esta pregunta no

serd analizada en este trabajo y se deja para investigaciones posteriores.

El resultado central de esta seccion es el siguiente, y se encuentra en [5].

TEOREMA 3.38. Sea (I, I) un carcaj ligado finito y aciclico. Entonces
mi (L, 1) = m(B(T,1)).

Demostracion. Sean xo € B = B(T,I) (al que identificamos con su preimagen en el
carcaj I'), T un drbol maximal de I' y M la imagen de T en 8. Por cada 2-célula ¢3 de
B, sea a, un lazo con base en alguna 0-célula x € de3 y que recorre de3 exactamente
una vez. Sea B, un camino contenido en M de xp a x (un tal camino existe pues T es

maximal). Se escribe
Ye = [Bx - tte - Bxl-

Sea G el grupo libre sobre la coleccién de 1-células de B y sea
N = Ng({e? : e es una n-célula de M} U {7, : €3 es una 2-célula de B}).

Se afirma entonces que 711 (B) = G/N. El resultado se realiza por induccién sobre
el niimero de 2-células de B (el cual es finito pues I es finito y aciclico e I es admisi-
ble). El paso inductivo es una aplicaciéon del caso base, por ende basta demostrar el
resultado para el caso de que B consta de solamente una 2-célula. Esta es una apli-

caci6n del teorema de Seifert-van Kampen: Seany € 5, U = B\ {y} y V = €3, de
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modo que {U, V} es un recubrimiento abierto de 53, V es contractible y B\ €3 es un

retracto por deformacion de U. Considérese el siguiente diagrama conmutativo:

/\
/

m(UNV) (B) 3.1)

\

donde cada homomorfismo es inducido por las inclusiones canénicas. Ahora, pues-
to que V es contractible, 711 (V) = 1, de donde ¢, y ¢, son homomorfismos triviales.

Esto implica que 1 o @1 = 13 = 1 o @y es trivial y por ende

m(¢1) C ker(yy).

Mas atn, por el Lema 2.26 se tiene que 1p; es una sobreyeccién y consecuentemente
71(B) = my (U)/ ker ().

Por el teorema de Seifert-van Kampen 771(B) es el colimite del sistema directo

formado por los grupos
ﬂl(UﬂV), 7T1(U) y 7T1(V).

Sea H = 711(U)/ Ny, u)(im(¢1)), sea p; : m(U) — H la proyeccién canénica y
p2:m (V) = m(B)yps: m(UNV) — m1(B) homomorfismos triviales. Se tiene
entonces que (H,p;) es un blanco del sistema directo en consideracién, por ende

existe un homomorfismo de grupos ¢ : 711 (B) — H tal que el diagrama

7'[1(8)

V

m (U) o
~

conmuta. Esto implica que o o ¢; = p;. Consecuentemente, si x € ker(y) entonces

1=o0c(y1(x)) = p1(x), y por ende

H

ker(y1) C ker(p1) = Ny, ) (im(¢1)).
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Por otro lado, como im(¢1) C ker(y1), entonces N, ) (im(¢1)) C ker(yy) y por

ende
Ny, () (im(¢1)) = ker(¢7).

Un razonamiento similar a la demostracién del Teorema 3.8 muestra que
mU)=G vy ker(y;) =N.

Asi 7'C1(B) = G/N

Sea ahora F el grupo libre sobre I'1 y K < F el subgrupo normal de F generado

por los elementos de T y por los elementos de la forma

(a1 -ar)(B1-- ',BS)_l

donde aq - - -, y By - - - Bs son dos caminos que aparecen en la misma relacién mi-
nimal. Entonces 711(B) = F/K. En efecto, sea ® : F — G/N el homomorfismo
definido por ®(«) = a°N para cada generador « € F. Por construccién se tiene que
K C ker(®) y por el teorema de Emmy Noether se sigue que ® induce un homo-
morfismo ® : F/K — G/N tal que ®(aK) = &°N. Ahora, sf @° es una 1-célula en
B, existen aq,...,a, € Cr tal que w ~o a1+ -, y a1 ---a ¢ I. Se define entonces
Y : G — F/K mediante ¥(w°) = a; - --a,K. Notese que si aq---ay ~o B1---PBs,
entonces por la definicion de K se sigue que a1 - - - a,K = B1---BsK, y por ende ¥
estd bien definido. Mds atn, por construccion se tiene que N C ker(¥). Nueva-
mente el teorema de Emmy Noether implica que ¥ induce un homomorfismo de
grupos ¥ : G/N — F/K tal que ¥(@w°N) = a; - - - a,K. Con esto, es inmediato que
Po¥Y =158y ¥ o® = 1f /g, lo que implica que

m(B) = G/N = F/K.
Finalmente, se sigue por construccion que 711 (I, I) = F/K 'y asi
m (BT, 1)) = m(T, 1),

como se deseaba. O

EJEMPLO 38. Sea 7y el carcaj
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ligado por el ideal I = (ay + B3, ad + By). Se tiene que B(T,I) es homeomorfo a

RP?, el plano proyectivo real, el mismo que esté definido por
RP? = [0,1] x [0,1]/ ~

siendo ~ la relacién de equivalencia mds pequefia tal que (x,0) ~ (1 —x,1)y
(0,x) ~ (1,1 — x), para todo x € [0,1]. Este homeomorfismo estd dado de tal mo-
do que «, B, v y ¢ se aplican homeomorficamente sobre la imagen de los conjuntos
a = {0} x[0,1],V = {1} x[0,1], ¢ = [0,1] x {0} yd' = [0,1] x {1}, respectiva-
mente. Esto implica que

(T, 1) =y (RP?).

Por ende, el calculo de 711 (T, I) se reduce al de 7t; (IRP?). Para esto se hace uso del
teorema de Siefert-van Kampen: Sean a, b, c,d las iméagenes de a’,b’,c/,d’ en RP?,
de modo que @ = by ¢ = d. Haciendo uso de la notacién introducida en la de-
mostraciéon del Teorema 3.38, se tiene que G es el grupo libre con base {a,c} y
que N es el subgrupo normal generado por los elementos ac y ac~!. De este mo-
do, 11 (RP?) = G/N. Se define ¢ : G — Z, tal que ¢(a) = ¢(c) = 1. Entonces
ker(¢) = Ny por el primer teorema de isomorfismos se tiene que G/N = Z,, y por
ende
m (T, 1) 2 m (RP?) = Z,.

De manera similar, dada una categoria ¢ se puede asociar a esta un espacio to-
polégico. La tinica variante con la definicién de carcaj ligado es que en este caso, las
n-células son n-uplas (f, ..., fn) donde el dominio de f; coincide con el codominio
de fi_1 para todo i. Se denota por N (%) a este espacio topoldgico y se lo llama el

espacio clasificador de la categoria.

Si € es una categoria con vacuidad, se consideran como n-células a las n-uplas
(f1,..., fn) de flechas tales que el dominio de de f; coincide con el codominio de
fi—1y tales que ademds ninguna flecha f; es vacia. Al complejo celular construido
a partir de esto se lo llama el espacio clasificador de la categoria con vacuidad €y se lo
denota por N9(%).

En los comentarios finales a este trabajo se plantean futuras investigaciones en
lo referente a la relacién entre los espacios B(T, I), N'(Z(T, 1)) y N°(E(T,I)) y a sus

grupos fundamentales.
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Capitulo 4

Algebra Diferencial y Cohomologia de
Hochschild

El objetivo de este capitulo es comparar los resultados obtenidos en el capitulo
anterior con la cohomologia de Hochschild del dlgebra de caminos de un carcaj.

Para ello, primero se desarrolla brevemente la teoria de dlgebras de Lie y dlgebras
diferenciales, para posteriormente construir los grupos de cohomologia de Hochs-
child y caracterizar a los dos primeros usando las técnicas del dlgebra diferencial.

Para terminar, se presentan ejemplos que evidencian la ausencia de una relaciéon
natural o inmediata entre el grupo de homotopia de la extensién categorial ligada

de un carcaj ligado finito aciclico y la cohomologia de su dlgebra de caminos.

4.1. Algebras de Lie y derivaciones

En el ejemplo 8 a un dlgebra asociativa A sobre un anillo conmutativo con unidad
se le dot6 de un nuevo producto, ddndole una nueva estructura de algebra, llamada
el dlgebra de Lie asociada a A y denotada por A™. En esta seccion se generaliza tal
idea y se estudian las principales propiedades de esta generalizacién. Una fuente
con informacién maés extensa y detallada sobre dlgebras de Lie es [10].

Durante toda esta seccién, k serd un campo.

DEFINICION 4.1. Sea L un k-espacio vectorial. Un corchete de Lie es una aplicacion

bilineal |-,-] : L x L — L que verifica las condiciones siguientes:

(1) Anticonmutatividad: Para todo x € L, [x,x] = 0.
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(2) Identidad de Jacobi: Para todo x,y,z € L se tiene la igualdad
v y] 2] + [y 2], 2] + [[z, ], y] = 0.

Al par (L, [-,-]) selo llama una k-ilgebra de Lie.

EJEMPLOS 39.

e Dada una k-algebra asociativa A, el dlgebra de Lie sobre A, A™, es un algebra
de Lie.

e La forma bilineal (x,y) — [x,y] = 0 dota a cualquier k-espacio vectorial de
una estructura de dlgebra de Lie. En tal caso se dice que el dlgebra de Lie es

conmutativa.

e Considérese el espacio vectorial R® con el corchete de Lie

[X, y] =XANYy = (y1Zz — Y221,X3Z1 — X123, X1Y2 — Xzyl)

para vectores x = (x1,x2,%3) Y ¥ = (¥1,Y2,y3)- Es conocido que tal producto
(llamado también producto cruz o producto vectorial) verifica la anticonmu-
tatividad y la identidad de Jacobi, dotando a R® de una estructura de 4lgebra
de Lie.

e Sea V un k-espacio vectorial. El espacio End(V) de aplicaciones lineales de
V hacia V puede dotarse de una estructura de algebra asociativa mediante el
producto de composicion. Esto es, si S, T € End(V), entonces ST = So T. Se

tiene entonces el dlgebra de Lie (End(V))~, con el corchete

[S,T]=ST—TS=S0T—ToS.

OBSERVACION 28. Como el caso de toda dlgebra, para un algebra de Lie se puede
definir ideales, subélgebras, etc. En tal caso estas estructuras serdn referidas con el
calificativo “de Lie”. Esto significa que se referirdn como ideales de Lie, subélgebras

de Lie, etc.

PROPOSICION 4.1. Sea L un 4lgebra de Lie con corchete de Lie [+, -|. Se verifican las

siguientes propiedades:

(1) Paratodox,y € L, [x,y] = —[y, x];
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(2) Laidentidad de Jacobi es equivalente a la identidad
by, 2] + [y, [z, 2] + [z, [x, y]] = 0.
Demostracién. Sean x,y € L. Entonces, de la anticonmutatividad se tiene que

0=[x+yx+yl=[xx]+[xyl+[yx]+ vyl =[xyl + [y ]

de donde se sigue la primera afirmacioén. La segunda afirmacién es consecuencia

inmediata de la primera. O

DEFINICION 4.2. Sea (L, [-, -]) un dlgebra de Lie. Para cada a € L se define el adjunto

de a como el operador lineal

x — adg(x) = [a,x].

PROPOSICION 4.2. En un dlgebra de Lie L con corchete de Lie [, -] se verifican las

siguientes propiedades:

(1) Paratodox,y,z € L
adx([y, z]) = [adx(y), 2] + [y, adx(2)];

(2) Paratodox,y € L

ad[,,] = [ady, ady].

X,y
Mads ain, cada una de estas identidades caracteriza a la identidad de Jacobi.

Demostracién. (1) Sean x,y,z € L. Entonces, por la identidad de Jacobi

adx(ly,z]) =[x v, 2]] = =y, [z, €] = [z, e, y]] = [[x, ], 2] + [y, [x, 2]]
= [adx(y), 2] + [y, adx(2)].

Reciprocamente se tiene que

e Iy 2l + [y, [z, ) + [z [ y]] = ade(ly, 2]) = [y, [x,2]] = [[x, 9], 2]
= ady(ly,2]) — [adx(y), 2] = [y,adx(2)] = 0.

(2) Sean x,y,z € L. Entonces

adpyy)(2) =[xyl 2] = =ly 2], 2] = [[z, %], y]
=[xy 2]l = Iy, [x 2] = adx([y, 2]) — ady([x, 2])
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= ady(ady(z)) —ady(ady(z))
= (adyoad, —ady oady)(z)
= [ady, ad,](z2),

de donde ad|, ,) = [ady, ady].
La implicacion reciproca se tiene deshaciendo los cdlculos anteriormente realiza-
dos. O

DEFINICION 4.3. Sea A una k-algebra. Una derivacion u operador diferencial es un ope-

rador lineal § : A — A que verifica la regla de Leibniz:

6(xy) = d(x)y + x4(y),

para todo x,y € A. Si L es un algebra de Lie, una derivacion de Lie es un operador

lineal § : L — L que verifica

o([x,yl) = [6(x), y] + [x,8(y)],
paratodox,y € L

EJEMPLO 40. Sea C*[a, ] el dlgebra de funciones infinitamente diferenciables sobre
el intervalo [a, b] a valores reales. Entonces el operador ¢ : C®[a, b] — C®[a, b] defi-
nido por la derivada é(x) = x" es una derivacion. De manera mds general, si C*(Q))

es el espacio de funciones infinitamente diferenciables sobre un abierto (2 C IR”,

entonces los operadores — son derivaciones.

8x,'
PROPOSICION 4.3. Toda derivacion sobre un dlgebra asociativa A es una derivaciéon

de Lie en el dlgebra de Lie A™.

Demostracion. La verificacion es inmediata: Sid : A — A esuna derivacion, entonces

6([x,y]) = 6(xy —yx) = d(xy) — 5(yx)
= 0(x)y +x6(y) — d(y)x — yo(x)
[6(x),y] + [x,6(y)]

para todo x,y € A. O

PROPOSICION 4.4. Sea A un dlgebra asociativa. Para todoa € A, ad, es una deriva-

cién sobre A y por ende una derivacion de Lie sobre A~

153



Demostracién. Dados x,y € A se tiene

ada(xy) = a(xy) — (xy)a
= (ax)y — (xa)y + x(ay) — x(ya)
= (ax — xa)y + x(ay — ya)
= [a,x]y + x[a, y]
= ad,(x)y + xad,(v),

como se deseaba. O

DEFINICION 4.4. Sea A un dlgebra asociativa. Al dlgebra de Lie de todas las deriva-

ciones en A con el producto de Lie
[01,02] = 6100, —dp 0y

la llamaremos dlgebra de derivaciones sobre A y serd notada por Der(A).

0 € Der(A) se dice una derivacion interna si existe x € A tal que § = ady, caso
contrario se dice una derivacion externa. La subdlgebra de derivaciones internas serd
notada por InnDer(A).

Un dlgebra diferencial es una (n + 1)-upla (A,é1,...,0,) donde A es un dlgebra

asociativa y 41, ...,0, son derivaciones sobre A.

PROPOSICION 4.5. Sea A un dlgebra asociativa. La funcién

ad: A~ — Der(A)
a +~—— ad,

es un homomorfismo de 4lgebras de Lie cuyo nticleo es Z(A). Ademds, InnDer(A)
es un ideal de Lie del dlgebra de Lie Der(A).

Demostracién. Elhecho de que ad sea un homomorfismo de dlgebras de Lie proviene

de la caracterizacién de la identidad de Jacobi:
ad|y,| = [ady, ady]
para todo x,y € A. Ahora
x €ker(ad) @ ady =0< (Vyec A)xy—yx =0< x € Z(A).
Finalmente, sea § € Der(A) y a,x € A, entonces
[ad,, 6](x) = ada(é(x)) — 5(ada(x))
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=ad(x) —d(x)a—d(a)x —ad(x) + d(x)a+ xé(a)
= d(a)x + xd(a)
= ady(q)(x)
Esto implica que [ad,, J] = ad,(,) y por ende InnDer es un ideal de Lie de A. O

Con esto, se puede hacer una nueva definicién:

DEFINICION 4.5. Dada un dlgebra asociativa A, su dlgebra de derivaciones externas

se define como el dlgebra de Lie.
OutDer(A) = Der(A)/InnDer(A).

Para finalizar esta seccién, se presenta un resultado que serad de gran ayuda en la

siguiente.

PROPOSICION 4.6. Sea A una k-dlgebra asociativa y B una base para esta. Un ope-

rador lineal 6 : A — A es una derivacion si y s6lo si

(x,y) = 6(x)y +x(y)
paratodox,y € B.

Demostracion. Evidentemente la condicidn es necesaria. La suficiencia es consecuen-
cia de la linealidad. En efecto, sean x,y € A, entonces existen xy,...,x, € Xy

ai, by, ..., a,,by € ktales que

i=1 i=1
Asi
n n n n
S(xy) =Y Y aibio(xixj) = Y Y aibj(5(x;)x; + x;6(x;))
i=1j=1 i=1j=1
n n n n
=) (Z alxl) (Z b]-x]-> + (Z aixl> ) (Z b]x]>
i=1 j=1 i=1 j=1

= 6(x)y + x6(y),

lo que completa la demostracion. O]
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4.2. Derivaciones sobre algebras de caminos

Durante toda esta seccion k serd un campo y I' = (T'o,I'y,s,t) un carcaj, finito
conexo y aciclico. Por notacién, para cada x € I'p, el camino trivial e, € kI" serd
denotado simplemente por x. De este modo x> = x para todo x € Ty y ¢(x) = 0. Se
denota entonces

P =Cruly

donde los elementos de I'y son entendidos como caminos triviales. Puesto que kT’
tiene como base a P, dado un operador lineal § : kI' — kI se tiene para cada p € P
que
5(p) =) Cha,
qeP

para constantes Cf; € k tinicamente determinadas por p, por cadag € Py por J. Una
suma sobre un conjunto vacio se entenderd, por convencién, como el cero vector de
kT

DEFINICION 4.6. A los coeficientes CL’;7 se los llama los coeficientes fundamentales de J.

A continuacién se presenta una serie de resultados concernientes a las deriva-
ciones en algebras de caminos. Estas son, en algunos casos, simplificaciones de los

resultados presentados en [12].

TEOREMA 4.7 (Guo-Li, 2014). Un operador lineal 6 : kI' — kI' es una derivacion si y

s6lo si se verifican las siguientes condiciones:

(1) Paratodox €T

5(x)=), Ciqg+ ). Cig (4.1)
g€Cr g€Cr
s(q)=x t(g)=x
(2) Paratodop € Cr
sp)= ¥ CGPap+ Y g+ Y g (4.2)
geCr geCr geCr
taq)=s(p) s(q)=s(p) s(q)=t(p)
tq)=t(p)

donde los coeficientes fundamentales verifican las siguientes relaciones:

(i) Paratodogq € Cr
ci” 1l — o, (4.3)
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(ii) Sip = p1p2, conpy,p2 € Cr ysis(q) =s(p), t(q) = t(p), entonces

(Cgf +Cl? sidgy,qo tales que g = q1p2 = p1g2
- ch! si 3q; tal que g = q1p2 y Pq2 tal que g = p142 @
s si g, tal que g = p1q2 y g1 tal que g = g1 p>
0 en otro caso.

\

La demostracion de este resultado es pesada, por lo que se pospondrd momen-
tdneamente. Por ahora se presentan algunos comentarios referentes al teorema.

La idea de caracterizar a las derivaciones a través de los coeficientes fundamen-
tales es estdndar en el estudio del dlgebra diferencial. En [23] se usa esta técnica para
caracterizar a las derivaciones de Jordan en &dlgebras de incidencia (ver ejemplo 10).
Una derivacién de Jordan sobre una R-algebra asociativa A, siendo R un anillo con-

mutativo con unidad, es un operador R-lineal 6 : A — A que verifica la identidad
5(x%) = 8(x)x + x6(x).

Xiao fue mas alld en este trabajo y prob6 que si R es un anillo libre de torsién 2,
entonces toda derivacion de Jordan es una derivacion. No es complicado observar
que toda derivacién es una derivacién de Jordan. Para esto hace uso de los coefi-
cientes fundamentales y también de las aplicaciones transitivas, concepto ideado por
Nowicki, y presentado por primera vez en [20].

Posterior a esto, en [24] se realiza un trabajo similar para las derivaciones de Lie
sobre dlgebras de incidencia, y en [14] se realiza una caracterizacion de las derivacio-
nes de Lie en el dlgebra de matrices infinitas estrictamente triangulares superiores
sobre un anillo conmutativo. En todos los casos, la biisqueda de relaciones entre los
coeficientes fundamentales es la técnica estdndar. En algunos casos, la deduccién
de las relaciones es mas complicada que en otros, pero la técnica es similar. Esta
similitud se debe a un hecho relevante: Las dlgebras de matrices y las algebras de
incidencia son casos particulares de algebras de caminos. Esto se debe a que todo
conjunto preordenado define un carcaj, y resulta que las estructuras de algebras de
caminos y de algebras de incidencia coinciden.

Con objeto de demostrar el Teorema 4.7, se presentan dos resultados previos.

LEMA 4.8. Sean p1,p2 € P tales que p1p2 = 0 y tales que p1 y p» verifican las

ecuaciones (4.1)-(4.2) (segtin el caso). Entonces
6(p1p2) = 6(p1)p2 + p16(p2)
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si y solo si para todo q € P tal ques(q) = t(p1) yt(q) = s(p2) se verifica la ecuacion
4.3).

Demostracién. & es un operador lineal, y p1p2 = 0, por ende es suficiente demostrar
que
5(p1)p2+ p16(p2) = 0.

Con este fin, se divide la demostracién en cuatro casos:

Caso 1: Si pq, po € I'g. Primero, gracias a la ecuacién (4.1) se tiene que

S(p)p2+pid(pe) = Y, Clg+ Y. Cl'q |
g€Cr g€Cr
s(q9)=p1 t(q)=p1

tr| L Gt Y G
q€Cr q<Cr
s(q)=p2 t(g)=p2

Como p1p2 = 0, necesariamente p; # p2, lo que implica

S(p)p2+pd(p2) = Y, (CF'+CP)q
q<€Cr

s(q)=p1
t(q)=p2

— (Cs(q) + Ct(EI))q
qEZCr q q

s(q)=p1
t(q)=p2

Entonces 6(p1)p2 + p16(p2) = 0 si y solo si CZ(Q) + Cé(q) para todo g € P tal que

s(q) =t(p1) = p1y t(q) = s(p2) = p2, como se deseaba.
Caso 2: Si py, p2 € Cr. En este caso se invoca la igualdad (4.2) para obtener

S(pp+pidp)=| ¥ CPap+ Y g+ Y CPpig | m

t(q)=s(p2) s(q)
q)
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Ahora se nota que como p1p, = 0, entonces t(p1) # s(pz2), y por consiguiente

S(p)pa+pd(p) = Y (CP) Py pigp,
q<€Cr

s(q)=t(p1)
t(q)=s(p2)

= ¥ 74 pigp,
q€Cr

s(q)=t(p1)
t(q)=s(p2)

Entonces se tiene que 6(p1)p2 + p16(p2) = 0si y solo si Cz(q) + Cé(q) — 0 para todo

q € Ptalques(q) = t(p1) y t(q) = s(p2)-
Caso 3:Sip; € I'gy p2 € Cr. En este caso se hace un uso paralelo de las igualda-
des 4.1 y 4.2 para obtener

S(p)pa+pid(p) = Y. Clg+ Y. Cl'q|p
q€Cr q€Cr
s(9)=p1 t(q)=p1

Se observa que s(p2) # p1y por ende

S(p)p2+pid(p2) = Y, (CI'+ Cé(pZ))qu
q<Cr
s(9)=p1
t(q)=s(p2)

_ Z (C;(q)+cé(q))qul
q<Cr

s(@)=p1
t(q)=s(p2)
de donde se sigue que d(p1)p2 + p19(p2) = 0siy solo si Cg(q) + Cf](q) = 0 cuando

s(q) = t(p1) = pry t(q) = s(p2).
Caso 4: Si p; € Cry p2 € I'p. Este caso es consecuencia inmediata del anterior

intercambiando los roles de p; y p». O

LEMA 4.9. Sean py, p2 € Cr tales que p1p2 # 0. Supéngase que p1, p2 y p1p2 verifican

la ecuacion (4.2). Entonces

d(p1p2) = 8(p1)p2 + p16(p2)
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si y sélo si para todo q € Cr tal ques(q) = s(p1) yt(q) = t(q2) se verifica la ecuacion
(4.4).

Demostracién. Para iniciar, se escribe p = p1p2 y se considera el conjunto
Py =1{q€Cr:s(q) =s(p) =s(p1) y tq) = t(p) = t(p2)}.
Entonces se tiene una descomposicién en subconjuntos dos a dos disjuntos
Pp=P1UP,UP;UPy,
donde

P1 = {q € Pp: existen qy, ¢ tales que g = q1p2 = p142}

P> = {q € Py : existe g1 tal que q = g1p2 pero no existe q; tal que g = p142}
Ps={q ¢ Py : existe g tal que g = p1g2 pero no existe g1 tal que g = q1 p2}
Py=Pp\ (PLUP,UP3).

Puesto que p;p; verifica (4.2) se tiene que

Simp) = Y CPamp+ Y g4 Y P pipag. @5)

geCr geCr geCr
t(q)=s(p1) s(q)=s(p1) s(q)=t(p2)
t(q)=t(p2)
Ahora
Spope=| ¥ M+ T g+ T CPpig | pa,
geCr geCr qeCr
t(q)=s(p1) ( ) s(q)=t(p1)

de donde, notando que #(q) # s(q) = t(p1) = s(p2) (pues I es aciclico) se obtiene

S
s(ppa= Y CMapm+ T Cllaipa (4.6)
geCr q1€Cr
t(q)=s(p1) s(q1)=s(p1)
t(q1)=t(p1)

De manera similar se obtiene

p16(p2) = Z Cgfplqz + Z Cé(pZ)plpzq. 4.7)
neCr qeCr
s(q2)=s(p2) s(q)=t(p2)

t(q2)=t(p2)
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Comparando la ecuacién (4.5) con las ecuaciones (4.6) y (4.7) se tiene que

6(p1p2) = 6(p1)p2 + p16(p2)

si y s6lo si

Y, C'q= ). Cla;+ Y. Chpg

geCr q1€Cr g1€Cr
s(q)=s(p1) s(q1)=s(p1) s(92)=s(p2)
t(q)=t(p2) t(q1)=t(p1) t(q2)=t(p2)

Esto puede reescribirse como

Y, GPa= ) (GGt Y CRat+ X G,
gePyp qeP1 qeP; qePs
q=q1P2=P192 q=pr192 q=q1pP2
de donde se obtiene la equivalencia con (4.4). O

Con esto, se tiene la capacidad de demostrar el Teorema 4.7.

Demostracion del Teorema 4.7. Supdéngase que 6 es una derivacion. Para x € I se tiene
que 6(x) = 6(x?) = 6(x)x + x6(x), de donde

5(x) = (Z C;‘q> X+ x (Z Cf;:;) = ) Ciq+ ), Ciq (4.8)
(

qeP qgepP

3

x> = x, por lo tanto

5(x) = 0(x%) = 5(x)x* + x6(x?)
O(x)x + x(6(x)x + x6(x))
)

(x)x 4+ x6(x)x + x6(x),

de donde se obtiene

S(x)= ), Ciq+ ), Cig+ ). Cig.
qeP qeP qeP
Hq)=x s(q)=x=t(q) s(q)=x
Esta tltima igualdad, junto con (4.8) implican que C; = 0 para todo q € P tal que
s(q) = x = t(gq), pero como I es aciclico, el tinico elemento de P que verifica esto es
g = x, lo que implica que C;y = 0y por ende
5(x)= Y. Ciqg+ Y, Cig,
geCr geCr
t(q)=x s(q)=x
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lo que prueba la ecuacién (4.1).

Ahora, sea p € Cr. Se tiene que p = s(p)pt(p) y por ende

5(p) = 6(s(p))pt(p) +s(p)o(p)t(p) +s(p)po(t(p))

5
5(s(p))p +s(p)o(p)t(p) + pé(t(p))-

Usando (4.1) se puede escribir

sspp=| ¥ i+ ¥ cPqlp= ¥ cVp.
q€Cr q€Cr qeCr

tq)=s(p) s(q)=s(p) tq)=s(p)
Aquinuevamente se ha hecho uso de la inexistencia de ciclos orientados enI', ya que
siqp # 0 cuando s(q) = s(p), necesariamente t(q) = s(p) = s(q), lo que implicaria
que g es un ciclo orientado.

Un razonamiento andlogo prueba que

pst(p)) = Y CiPpy.
qeCr

s(q)=t(p)

Finalmente, se tiene que

s(p)s(p)t(p) = s(p) (Z Cé’a) tp)= ). Ciq,

qeP

que junto con lo anterior proporcionan la ecuacién (4.2).

Sea q € Cr. Como T es aciclico, s(q) # t(q) y por ende s(q)t(q) = 0. Aplicando
el lema 4.8 a p; = s(q) y p2 = t(q) se obtiene, dado que J es una derivacion, la
ecuacion (4.3).

Finalmente, Si p = p1p2, con p1,p2 € Cr, el lema 4.9 implica que se verifica la
ecuacion (4.4).

Reciprocamente, sea 6 : kI’ — kI' un operador lineal que verifica las ecuaciones
(4.1) y (4.2), sujeto a las condiciones (4.3) y (4.4). Se probara que ¢ es una derivacion.
Para ello se hace uso de la Proposicién 4.6, lo que implica es suficiente probar la

igualdad
6(xy) = 6(x)y + x5(y) (4.9)

cuando x,y € P = I'g U Cr. Nuevamente, se separa la demostraciéon en los 4 posibles

casos que pueden suscitarse.
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Caso 1: x,y € I'g. Si x = y entonces xy = x y se tiene, gracias a la ecuaciéon (4.1),

que

S(xy) =6(x)= Y, Cijg+ ), Ciq
qeCr q€Cr
s(g)=x t(q)=x

= Z Caq + Z Cig | x+x Z Ciq+ Z Ciq
geCr geCr geCr geCr
s(q)=x t(g)=x s(q)=x tq)=x

=0(x)x + x0(x) = 6(x)y + x6(y).

Six # y, entonces xy = 0y en este caso la ecuaciéon (4.9) es consecuencia del Lema
4.8.

Caso 2: x,y € Cr.Sit(x) = s(y), entonces xy # 0, y la ecuacién (4.9) es conse-
cuencia del Lema 4.9. Si en cambio #(x) # s(y), entonces xy = 0y el resultado se
sigue del Lema 4.8.

Caso3:x € Iy yy € Cr.Sis(y) # x, entonces xy = 0y el resultado se sigue del
Lema 4.8. Si s(y) = x se tiene xy = y y entonces de las ecuaciones (4.1) y (4.2) se

obtiene

S(x)y+x5(y)=1| Y} Cia+ Y, Ciqaly
g€Cr q€Cr
s(q)=x t(q)=x

+x 2 C;(y)qy—l— Z ng—F Z C,;(y)yq
geCr q€Cr g€Cr

t(q)=s(y) S(v/)iS(y)) s(q)=t(y)

Ahora, si s(q) = x = s(y) entonces qy = 0 pues caso contrario (q) = s(y) = s(q)
y ¢q seria un ciclo. Del mismo modo, si t(q) = s(y) = x entonces xq = 0 pues caso
contrario s(q) = x = t(q). Esto implica que
Sy+xy)= Y, Cly+ Y Clg+ Y C¥yq=6(y) = é(xy)
geCr geCr geCr

t(q)=s(y) s(q)=s(y) s(q)=t(y)
tq)=t(y)

y por ende se verifica la ecuacion (4.9).

Caso 4: x € Cr y y € I'y. Este caso es completamente similar al anterior. O

Notese que la ecuacion (4.3) implica que C;(q) = —Cs(q) para todo g € Cr. Enton-
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ces, el Teorema 4.7 implica trivialmente el siguiente resultado:

COROLARIO 4.10. Un operador lineal 6 : kI — kI' es una derivacioén si y sélo si

verifica las siguientes condiciones:

(1) Paratodo x € T,

sx)= Y - Y Wy (4.10)

(2) Paratodop € Cr,

spy= ¥ C9p+ Y - Y Cp, (4.11)
geCr geCr geCr

s(q)=t(p) s(q)=s(p) t(q)=s(p)
tq)=t(p)

donde los coeficientes fundamentales estdn sujetos a la condicion (4.4).

DEFINICION 4.7. Sean ul'y y v € P tales ques(u) = s(v) y t(u) = t(v). Se construye
un operador lineal é,,, : kI — kI" definiendo d,,,(p) para p € P por induccién sobre
n=1{(p):Si¢(p) =0, entonces

dup(p) = 0.

Sidy(q) ha sido definido para todo q con £(q) = n, sea p con {(p) = n+1, de modo
que puede escribirse p = p1q, donde {(p1) = 1 y £(q) = n. Entonces

Sup(p) =

vq + p1dup(q)  sipr=u
P16u,0(9) sip1 7 u.

TEOREMA 4.11. El operador 6,,, es una derivacion sobre kI'.

Demostracién. Por la Proposicion 4.6 basta probar la igualdad

(su,v(p‘ﬂ = (5u,v(P)q + P(su,v(Q)/ Vp,q eP. (4.12)

Esto se realiza por induccién sobre n = ¢(p). Para n = 0 se tiene que p € Ty y en
este caso d,,(p) = 0. Por ende, en este caso debe probarse que d,,,(pq) = Pdu(q)-
Esto es evidente si s(q) = p pues en tal caso pg = gy pduon(g) = dup(g). Si en
cambio s(q) # p se tiene que pq = 0y asi d,»(pg) = 0 por linealidad. Por otro lado

Pouo(q) = 0 pues s(duo(q)) # p.
Suponiendo que la férmula (4.12) ha sido probada para todo p € P con {(p) = n,
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supdngase que /(p) = n+ 1, y escribase p = p1p, con {(p) =ny £(p1) = 1. Asi,

Sup(P9) = up(P)qg + Poun(q)

por hipétesis de induccion, y se consideran dos casos:
Caso 1: Si p; = u. En este caso

Sup(pq) = Sup(p1P9) = 0Pq + P1duo(P9) = 0Pq + P10u(P)9 + P1P6u0(q)
= (vﬁ + P15u,v(ﬁ))’7 + P‘Su,v(q) = ‘514,0(79)‘7 + Péu,v(Q)-

Caso 2: Si p; # u. Aqui

Suo(Pq) = up(P1P9) = P16u0(Pq)
= Pl‘su,v(ﬁ)q + pP1P0u q) = 514,0(79)!1 + P‘Su,v(q)-

Esto completa el paso inductivo y por ende la demostracion. O

PROPOSICION 4.12. Sean u € Ty y v € Cr tales que s(u) = s(v) y t(u) = t(v),

entonces 0,,,(1) = v. Ademds, si p € I'1 es tal que p # u, entonces d,,,(p) = 0.
Demostracion. Como ¢(u) =1, entonces u = ut(u) y por ende
Oup(u) = vt(u) + udy,(t(u)) =v

pues £(t(u)) = 0.
Para la segunda afirmacién, sea p con las propiedades mencionadas. Se tiene que

p = pt(p) y como £(t(p)) = 0y £(p) = 1 se sigue que
Oup(p) = Poup(t(p)) =0

pues p # u. O

DEFINICION 4.8. Se definen los conjuntos

By ={ady:x €To}, B1={ad,:pecCr},

By ={0up:ucTy,veP,s(u)=s(v)yt(u)=1tw)},
y los subespacios vectoriales
D; =span,(B;), 1€{0,1,2}.
con la estructura de dlgebra heredada desde Der(kI').
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TEOREMA 4.13 (Guo-Li, 2014). El conjunto B := 81 U ‘B, es una base para el dlgebra

de Lie Der(kI'). M4s atin, se tiene la descomposicién
Der(kl') = ©1 ® D.

Demostracion. Se inicia probando que 9B es una familia linealmente independiente.

Para ello sup6ngase que existen escalares by, ¢,,» € k tales que

Z bpad, + Z Cu,p0u0 = 0.

peCr uely,veP
s(u)=s(v)
t(u)=t(v)

Sea g € Cr, entonces t(q) € Ty y por ende d,,,(f(q)) = 0 para todo é,,, € By. De este

modo

0= Z bpadp(t(q))+ Z Cupouo(t(q)) = Z bP[PIt(q)]

peCr uely,veP peCr
s(u)=s(v)
tH(u)=t(v)

= Y blpt@) —t@p) = ) bp— ) byp
peCr peCr peCr
t(p)=t(q) s(p)=t(q)
Puesto que I' es aciclico, se tiene que b; = 0 para todo p € Cr tal que t(p) = t(q)
os(p) = t(q). En particular, tomando g = p se sigue que b, = 0 para todo p € Cr.

Con esto
Z Cu’véu’v — 0.

uel,veP
s(u)=s(v)
Hu)=t(v)

Ahora, sean p € I'1 y q € C, tales que s(p) = s(q) y t(p) = t(q). Entonces por la

Proposicion 4.12 se tiene

0= ) cpov+cpgd
q#veP
s(p)=s(v)
t(p)=t(v)
de donde ¢y 4 = 0 para todo p, g.
A continuacion se prueba que B es una familia generadora de Der (kT'). Para ello

sea 0 € Der(kT'). Por el Corolario 4.10 se tiene que para p € I'y

spy= Y g+ ¥ - Y CPp. (4.13)
geCr geCr geCr

s(q)=t(p) s(q)=s(p) t(q)=s(p)
t(q)=t(p)
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Con los mismos coeficientes se define una nueva derivacion

§=-Y c%ado+ Y Cléus.
veCr uel,veP
s(u)=s(v)
t(u)=t(v)

Sea p € Iy, entonces ¢(p) = 0y por ende

Jp)=— Y Cdy(p) == ¥ Cop—po)= ¥ cPv— ¥ o

veCr veCr veC, veCy
s(o)=p to)=p
lo que por el Corolario 4.10 implica que ¢'(p) = 6(p).

Sea ahora p € I'y, entonces por la Proposicién 4.12 se tiene que

8 (p)=— Y Cdo(p)+ Y Clun(p)

veCr uel’1,veP
s(u)=s(v)
tH(u)=t(v)

=- Y a”ep-po)+ Y, Cho
veCr veCr

s(p)=s(v)
t(p)=t(v)

=Y G+ Y cho— Y P,

veCr veCr veCr

lo que, nuevamente por el Corolario 4.10, significa que ¢’'(p) = 5(p).

Ahora sea p € Cr. Se probara que ¢’'(p) = §(p) por induccién sobre n = £(p). Los
casos 1 = 0 y n = 1 ya han sido probados en los pérrafos precedentes. Supéngase
entonces que ¢'(p) = d(p) para todo p € Cr tal que ¢(p) = n. Sea p tal que ¢(p) =
n + 1, entonces se puede escribir p = p1gcon £(q) = ny p1 € T'1. Asié'(q) = 6(q)
por hipoétesis de induccién y 6’ (p1) = 5(p1) por el parrafo anterior, de modo que, ya

que ¢’ y ¢ son derivaciones,

&' (p) = 6'(p1g) = 9" (p1)q + p19'(q) = 8(p1)g + p16(q) = 6(p19) = 6(p),

lo que completa el paso inductivo.
Se ha probado que 6 = ¢', pero como ¢’ € span, (B), se sigue que § € span, (B)
y por ende span, (8) = Der(kT). O

n
DEFINICION4.9. Seap € T1y Y _a;q; € kT, dondea; € kyq; € P parai € {1,...,n}.
i=1
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Se define la derivacion

5}0,2?:1 aq; * Z ai(slﬂfﬂi'

1<i<n
s(qi)=s(p)
t(q:)=t(p)

PROPOSICION 4.14. Para todop € P y todou € I'1, v € Cr tales que s(u) = s(v) y

t(u) = t(v) se verifica la identidad

[adp, 5u,v] — _adéu/v(p).

En particular, ©1 es un ideal de Lie del dlgebra de Lie Der(kI').

Demostracion. Sea q € P, entonces

[ady, du,0](9) = adp(du0(q)) — Sup(ady(q))

de donde se sigue la identidad deseada.

En particular esto muestra que
[D1,9D,] C D;.
Por otro lado, de la caracterizaciéon de la identidad de Jacobi

ad| ad,, ady]

pal — [

y bajo la hipétesis de que I' es aciclico, se sigue que
[91,D1] C Ds.

En efecto, basta notar que ady, ;) € By, y para esto es suficiente observar lo siguiente:

Si t(p) = s(q), necesariamente t(q) # s(p), pues caso contrario t(pq) = t(q) =

s(p) = s(pq), lo que implicaria que pq es un ciclo orientado. Por ende, si t(p) = s(q),

se tiene que pg € Py qp = 0, lo que implica que ad[, ,; € B1 C D;. De manera

andloga, si t(q) = s(p) se tiene que pq = 0y por ende —ad, , € B, C D;.
Finalmente, Der(kI') = ©1 & D, se sigue que

[@1,Der(kr)] = [@1,@1 D @2] - [@1,91] + [@1,@2] COD+9D1 =29,
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y por ende ©; es un ideal de Lie de Der(kT'). O

PROPOSICION 4.15. Para todo u,p € I'y y todo v,q € Cr tales que s(u) = s(v),
t(u) = t(v), s(p) =s(q) yt(p) = t(q) se verifica la identidad

[514,0/ 5}?,(1] = 5;1,(5”,0(11) - 514,5,,,4(0)'
En particular, ©, es una subdlgebra de Lie de Der(kI').

Demostracion. Sea w € P. Se probara por induccién sobre n = ¢(w) la igualdad

[5%0/ 5}?,5]] (w) = 5;7,514,0(11) (w) - 5u,5p,q(v) (w)

Paran = 0 esto se reduce a 0 = 0. Suponiendo que la identidad ha sido probada para
todo w que verifica ¢(w) < n, supéngase que {(w) = n+ 1, y escribase w = w1,

con /(W) = n. Por hip6tesis de induccion se tiene que

[(5u,v/ 5P,E/](ZD) = (Sp,él‘,v(q)(w) - 5u,(5p,q(v) (ZT))

Ahora, w; se tiene la igualdad

[6u,0,0p,ql(w1) = 5p,(5u,y(q)(w1) - 5u,5p,q(v)(w1)

por una verificacion directa y similar a las realizadas en las demostraciones an-
teriores. Entonces el paso inductivo es resultado de aplicar la regla de Leibniz a

w = wq. ]

Notese que el subconjunto B, de derivaciones internas asociadas a caminos es
un subconjunto de la base B, segtin se prob6 en 4.13. Es natural entonces cuestio-
narse sobre el papel de las derivaciones asociadas a los vértices, es decir, qué sucede

en el conjunto By. El siguiente resultado caracteriza a tales derivaciones.

PROPOSICION 4.16. Sea x € Iy, entonces

ady= ), Spp— ), g
pely qely
s(p)=x t(g)=x
Demostracién. Similar a casos anteriores, la demostraciéon procede por induccién so-
bre la longitud de los caminos a ser evaluados. Gracias a la regla de Leibniz, basta
verificar el resultado para caminos de longitud 0 y 1. Pero en cambos casos la veri-

ticacion es inmediata, dado el hecho de que x es vértice y gracias a la Proposiciéon
4.12. O
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Ahora, considérese el homomorfismo de algebras de Lie

ad: (kI')~ — Der(kI')
p +—— adp.

Por definicién se tiene que
InnDer(kT') = ad (k') = Dy & D1,

ya que la imagen de ad es el conjunto de derivaciones internas, y por la proposicién
anterior ©9 N D1 = {0}, ya que Der(kI') = D1 & D,. Con esto

InnDer (kI') = InnDer(kI') N (D1 © D;) = D1 & (InnDer(kI') N D5).
La dltima proposicién muestra que InnDer(kI') N ®, = D, de modo que se obtiene

OutDer(kI') = Der(kT') /InnDer (kI')
= (D1 @ D3)/InnDer (kT)
= (InnDer(kT') + ©;) /InnDer (kT').

Aplicando el segundo teorema de isomorfismos se obtiene
OutDer(kI') = @,/ (InnDer(kI') N D) = D5/Do.
Esto prueba el siguiente teorema:

TEOREMA 4.17. Existe un isomorfismo de dlgebras

OutDer (kI') = D, /9.

4.3. Cohomologia de Hochschild

Esta es la dltima seccién de este trabajo y estd dedicada a presentar la cohomolo-
gia de Hochschild de manera general para un algebra asociativa, al igual que estu-
diar la relacién entre la cohomologia de Hochschild de las dlgebras de caminos con
los grupos de homotopia de los carcajes ligados. Se toman en cuenta las observacio-
nes del Dr. Juan Carlos Bustamante en lo que respecta al planteamiento del estudio
de la relacién entre ambas estructuras.

Se considera A como una k-dlgebra asociativa, se denota por A®" el producto
tensorial sobre el campo k de n-copias de A.

Sea M un (A, A)-bimédulo y sea Hom4 (A®", M) el A-médulo de homomorfis-

170



mos de A-médulos de A®" hacia M. Se define un operador A-lineal
9" : Homy (A®", M) — Hom (A®"+1) M)
como sigue:

(1) Para n = 0, puesto que A®? = (0), se tiene que Hom 4 (A%*°, M) = M, por lo
que
0 (u)(x) = xu — ux

para todo u, x € M.
(2) Paracada ¢ € Homu(A®", M)y cadax; ® - - ® x,41 € AZ("+1) se tiene
(@) (1@ @xpp1) =x19(X2 Q-+ - @ Xy
+fj P(r1 @+ @ XX @+ -+ ® Xyy1)

i=1
+ (—1)”+1(p(x1 ® @ X)Xyt 1-

Como el objetivo es construir una cohomologia, se probara que (Hom 4 (A%, M), 0)

es un complejo de cocadena.

PROPOSICION 4.18. Para todo n € IN, se verifica
" od" =0.
En particular se tiene que im(9") C ker(9"1).
Demostracién. Sea ¢ € Homa(A®", M)y x1 @ - - ® x40 € A®("+2) entonces
"1 () (X1 ® - @ xpi2) =x10"P(X2 ® - -+ @ Xpp2)
n+1
+Z P(x1 @ @A Xip1 @ -+ @ Xpt2)
+ (=120 p(x1 @ -+ @ Xy Xs2:

Se trabaja cada término por separado:

(@) (02® - @ Xpy2) =X20(X3RQ -+ @ Xp42)
n+1
+Z P2 @+ @ Xip1Xi42 @ - @ Xn)

+ (_1)n+1§9(x2 ® - ® Xpt1)Xnt2.
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Por otro lado, parai € {1,...,n+ 1}

"p(x1 ® - XX @ ® xn+2) =x19(X2® - Q@ XiXi41 ® -+ @ o)

+ )Y (Vo1 @ @xXj11 @ - - @ XiXj1 Q- Q Xyy2)
j<i—1

+ (—1)i_1§0(x1 R @ X_1XiXip1 @ -+ @ Xpy2)
+ (—1)i(P(x1 ® - @ XiXip1Xip2 ® -+ - ® Xpy2)

+Y (D © - @ XX @ @ XX @+ © Xuy2)
j>i

+ (X1 ® - XX 41 ® -+ @ Xpyy1)Xp42
El desarrollo del término restante es
"p(x1 @+ @ Xpp1) =x19(X2 @+ + @ Xppp1)
+Z P(X1® - XX @ @ Xyq1)
+ (—1)”+1q)(x1 ® @ X ) X1

Sustituyendo se observa que cada sumando aparece dos veces, una vez multiplicado

por el factor 1y otra vez multiplicado por el factor —1, lo que implica que
I () (11 @ @ Xgy2) = 0

para todo generador x; ® - - - ® x,, 12 € A®("+2) y por ende 9"*10" (¢) para todo ¢,
lo que implica el resultado deseado cuando n > 1.
Para n = 0 es necesaria una verificaciéon por separado. Nétese que si ¢ € Hom 4 (A, M)

ysix; ® xp € A®g A, entonces
'g(x1 @ x2) = x19(x2) — p(x1)x2,
de este modo, parau € My x1 ® xo € A® A, se tiene

010%u(x1 ® xp) = x10%u () — u(x1x2) 4 8%u(x1)x2
= x1(xpu — uxp) — x1x2U + ux1xp + (XU — ux1)x2
=0.
La demostracién ahora esta completa. O

COROLARIO 4.19. La sucesiéon (Homy (A®", M)),eNn de A-médulos y homomorfis-

mos es un complejo de cocadena.
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DEFINICION 4.10. A la cohomologia del complejo de cocadena (Hom 4 (A%, M), 9)
se la llama la cohomologia de Hochschild del dlgebra asociativa A con coeficientes en
el (A, A)-bimédulo M. Se denota

HH"(A,M) = H"(Hom4 (A%, M)).

En particular, cuando M = A, se escribe HH"(A) en lugar de HH" (A, A), y se

llama a la cohomologia simplemente como cohomologia de Hochschild del dlgebra A.

La tarea que se emprende a continuacion es la de caracterizar los grupos de coho-
mologia de Hochschild HHY(A) y HH'(A). Para ello las técnicas desarrolladas en

lo que respecta al dlgebra diferencial seran de vital importancia.

TEOREMA 4.20. Para un dlgebra asociativa A y un (A, A)-bimédulo se verifica
HHY(A,M) = {x € M:ax = xa, Vac A}.
Demostracién. Puesto que 0~ = 0 se tiene que im(d~') = 0 y por ende

HH°(A, M) = ker(3') /im(2°) = ker(a").

Ahora,
ker(d!) = {x € M:3'(x) =0}
={xeEM:ax—xa=0, Vac A}
={xeM:ax=xa, Vac A},
como se deseaba. O

COROLARIO 4.21. Se tiene que
HHY(A) = Z(A).

Antes de proceder, se realiza una ligera generalizacion del concepto de deriva-

cién.

DEFINICION 4.11. Sea A un édlgebra asociativa y M un (A, A)-bimédulo. Una deri-
vacioén sobre M es un homomortismo de A-médulos 6 : A — M que verifica la regla

de Leibniz:
d(ab) = ad(b) +d(a)b

para todo a,b € A. Al conjunto de todas las derivaciones 6 : A — M se lo denota
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por Der(A, M). Una derivacién ¢ si dice interna si existe u € M tal que
d(x) =ady(x) := ux — xu

para todo x € A. Caso contrario se dice una derivacion externa. Al médulo de deriva-
ciones internas se lo denota por InnDer(A, M). Se define el médulo de derivaciones
externas como

OutDer(A, M) = Der(A, M) /InnDer(A, M).

Notese que, similar al caso estudiado con anterioridad, se tiene un homomorfis-

mo de A-médulos
ad: M — Der(A,M)

u '—> adu

y, por lo visto, se verifica que
ker(ad) = HH'(A, M).

Consecuentemente, InnDer(A, M) = ad(M) es un A-submédulo de Der(A, M) vy,
por ende, OutDer(A, M) esta bien definido.

TEOREMA 4.22. Para toda dlgebra asociativa A y todo (A, A)-bimédulo M se tiene
que
HH'(A, M) = OutDer(A, M).

Demostracién. Se debe estudiar los A-médulos im(d°) y ker(d'). Por definicién es
claro que im(a°) = InnDer(A, M). Ahora, se tiene que ¢ € ker(d!) si y s6lo si para
todox1 ®x, € AR, A

0=20'p(x1 ®x2) = x19(x2) — 9(x122) + P(x1)x2,
lo que equivale a
p(x1x2) = @(x1)x2 + x19(x2).
Esto implica que ker(d') = Der(A, M) y, consecuentemente,
HHY(A, M) = ker(3') /im(3°) = Der(A, M) /InnDer(A, M) = OutDer(A, M),
como se deseaba. O

COROLARIO 4.23. Si A es un dlgebra asociativa, entonces

HH'(A) = OutDer(A).
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Sea ahora T’ un carcaj finito aciclico. Es claro que Z(kI') = kY cr, ex = k. Mas

aun, por el Teorema 4.17 se tiene el siguiente resultado:

TEOREMA 4.24. Para un dlgebra de caminos se tiene que
HHO(kT) =k y HH'(kT) = ©,/D,.

EJEMPLO 41. Considérese nuevamente el carcaj I' dado por el diagrama

Es necesario calcular las derivaciones 6y ¢, 0,6, 0 ¢ ¥ dg,¢. Cualquiera de ellas toma el
valor 0 en los vértices 1 y 2. Por ende, basta determinar su accién sobre los caminos

f vy g. Esto se resume en la siguiente tabla:

‘ 5f f 5f 8 5ng d¢.8
flf ¢ 0 0
g/ 0 0 f g

Resulta inmediato que dy ¢, 97,0, ¢ y 0g¢ son una familia linealmente indepen-

diente sobre k. Por otro lado, se tienen las derivaciones ad; y ad, que estan dadas

por 0 sobre los vértices y

‘ ad; adp
flfr =f
8§ & 8

Notese que

ad = 5f,f + 5g,g = —ad,.
Con esto, puesto que para todo a,b, ¢, d € k se tiene la identidad
a5f/f + béf,g + Cdg,f + dég,g - a((sf/f + (Sg,g) + béf,g + Cég/f + (d — a)ég’g,

se sigue que
@2 = spank(éf,f + 5g,g/ 5f,g' (5g,f’ (Sg,g)
y también

Do = spank((Sf,f + (Sg,g),

de modo que
HH(kT') = ©,/9
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= span (05, + g8, 05,61 0g. £, Og.0) / sPa (O, + Jgig)

o spank(éf,g, §g,f, 5g,g)
~ 3,

Notese que en el ejemplo 35 se vio que
(T, x0) = Z,

el cual es un grupo abeliano. Por ende, incluso si se considera k ®z 1 (T, xg) = k, se
tiene que no existe una relacién aparente entre el primer grupo de homotopia de un

carcaj y la cohomologia de Hochschild de su 4lgebra de caminos.

EJEMPLO 42. Considérese el carcaj I' a continuacion:

f 0
g1 0 g 0 0
h| 0 0 fg h
f81 /& f& 0 0

En cambio, las derivaciones internas asociadas a los vértices estdn dadas por

ad; ady, ads
frf = 0
g 0 & =g
Wl h 0 —h
f&| f& 0 —fg

Se nota que

ad; = 5f,f +
ad3 = _5g,g — (5h,h

adz = —ad1 — ad3.
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Con esto, se tiene que
HH' (kF) = spank(éf,f + 5h,hr 5g,g + éh,h/ 5h,fg/ 5;,/;1) /spank(éf,f + 5h,hr 53,8 + 5;1,;1)
= spank(dh,fg, 5h,h) =3

La realizacién geométrica de I es claramente un espacio homeomorfo a S!, de
modo que 711(I') = Z. Nuevamente, no se encuentra relacion entre 11(I') = Z y
HH(kT).

EJEMPLO 43. Sea I el carcaj

Se tiene que
ad1 = 5f,f/ adz = 5g,g - éf,f’ ad3 = 5h,h - (Sg,g/ ad4 = _5h,h~

De este modo, resulta claro ver que Dy es un subespacio vectorial de dimensién 3

de 5, que también tiene dimensién 3, y por ende D, = D, por lo que
HH(KT) = 0.
En este caso, puesto que |I'| = R es contractible, se tiene que 711 (kI') = 0.

Los tres ejemplos presentados anteriormente muestran (salvo en el dltimo) que
incluso en casos sencillos no existe una relacién a prior entre el primer grupo de
homotopia de un carcaj y el primer grupo cohomologia de Hochschild de su dlgebra
de caminos. En lo que respecta a la relacién entre el primer grupo de homotopia de
un carcaj ligado (T, I), cabe plantearse la pregunta de si existe alguna relacién entre
los grupos 711(T, 1) y HHY(kI'/I). Esto ha sido ampliamente discutido en varios
articulos. En este caso, se hace referencia a [1] y [4], por ejemplo, para una incursiéon

en este estudio.
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Comentarios y trabajo futuro

1. Existe una manera distinta, pero esencialmente igual, de definir un lazo en una
categoria a la manera en que se han definido aqui. Siendo precisos, se consi-
dera la categoria A;, siendo n un niimero par cuyos objetos son las clases de
congruencias de ntimeros enteros médulo n (es decir O(A,) = Z,) cuyas fle-
chas son de la forma i — j siendo i una clase de congruencia par y j una clase
impar tal que |j — i| = 1. Entonces un n-lazo con base en A en la categoria ¢
es un funtor F : A, — % tal que F(0) = A. En este caso el producto de lazos
es mds complicado de definir: Si F y G son un n-lazo y un m-lazo, respectiva-
mente, con base en A, entonces su producto F - G es el (m + n)-lazo definido
por (F-G)(i) = F(i)sii < nypor (F-G)(i) = G(i —n) sii > ny de manera

similar para las flechas.

2. Una estrategia para probar que dado un carcaj ligado (T, I), se tiene un iso-
morfismo 711 (T, I) = x1(Z(T, I)) es la de probar que los espacios clasificadores
B(T,I) y N°(&(T, I)) son del mismo tipo de homotopia. De hecho, se tiene evi-
dencia (que no se presento en este trabajo por no formar parte del mismo) de
que el espacio N'°(E(T, I)) es un retracto por deformacién del espacio B(T, I).
Més atin, se espera demostrar que los grupos «(E(T, 1)) y 11 (NY(Z(T,I)))
son isomorfos, lo que permitiria concluir que, con la construccién realizada, se

obtienen los mismos grupos de homotopfa.

3. Una posibilidad para orientar este trabajo es buscar la manera de generalizar

la teoria presentada para grupos de homotopia de orden mayor.

4. En [11] se muestra una teoria de homologia para carcajes. Esta teoria es en
esencia muy similar a la que se ha desarrollado en este trabajo. Se propone a

futuro estudiar a fondo la relacién entre ambas construcciones.

5. Un toépico que no pudo ser analizado en profundidad en este trabajo es el de

estudiar una manera diferente de vincular la homotopia de un carcaj ligado

178



con la cohomologia de Hochschild de su dlgebra de caminos. La abelianiza-
cién no resultd ser un elemento vinculante. Sin embargo, el estudio de los ca-
racteres del primer grupo fundamental sobre Z han sido ya estudiados y se
ha probado que existe relacién entre ellos y el primer grupo de cohomologia
de Hochschild para el caso de las algebras de incidencia (ver [1]). Se pretende
realizar un estudio similar referente al grupo de homotopia «?, vinculdndolo a

la cohomologia de Hochschild.

. De igual manera, puesto que se encontraba entre los objetivos de este proyecto,
se plantea seguir la sugerencia del Dr. Juan Carlos Bustamante y realizar este

estudio desde el punto de vista de las categorias k-lineales.
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