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Resumen

Los materiales ferroeléctricos son materiales que presentan polarizacion en
ausencia de campo eléctrico, que puede cambiar de direcciéon mediante la aplica-
cion de éste. Esta propiedad es una de las mas caracteristicas de estos materiales
y es conocida como histéresis. Dentro de este tipo de materiales se encuentran
los ferroeléctricos relaxores, que resultan de dopar los materiales ferroeléctricos.
Estos materiales, ademas de presentar las caracteristicas tipicas de los materiales
ferroeléctricos, presentan propiedades especiales que los hace mejores candidatos
en ciertas aplicaciones industriales, como por ejemplo, la creacién de capacitores
con mejores propiedades y bajo costo. Si bien se tiene un modelo aceptado para
los materiales ferroeléctricos, los materiales ferroeléctricos relaxores no poseen, en
general, un modelo aceptado totalmente por la comunidad cientifica. Los modelos
actuales parten de suposiciones mesoscopicas que no estan sustentadas rigurosa-
mente ni por experimentos ni desarrollos tedricos, resultando, por lo tanto, en
suposiciones un tanto arbitrarias. En este trabajo de titulacién proponemos un
modelo microscépico para explicar el fendmeno relaxor a partir de las interaccio-
nes entre los dipolos que se generan en las celdas cristalinas del material. Ademas,
estudiamos la formacion dentro del material, de nano regiones, es decir, regiones
conexas donde los dipolos de las celdas cristalinas tienen la misma direccién. Para
esto proponemos un algoritmo, basado en la Teoria de los Sistemas Complejos,
para encontrar la distribucién que siguen los tamanos de estas nano regiones, que
a partir de un cierto tamano minimo pueden ser relacionadas con las nano re-
giones polares, nano regiones que tienen sentido fisico. Encontramos que nuestro
modelo es capaz de reproducir las propiedades experimentales de los materiales
ferroeléctricos y ferroeléctricos relaxores.
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Abstract

Ferroelectric materials are materials that present polarization in absence of an
electric field, whose direction could be changed by applying one. This property
is one of the most characteristical features of these materials and is known as
hysteresis. Among these types of materials are the so called relaxor ferroelectrics,
which result from doping them. These materials, besides presenting the typical
characteristics of a ferroelectric material, present special properties that make
them better options for certain industrial applications; for instance, for making
capacitors with better properties and low cost. While there exist an accepted
model for the ferroelectric materials, the relaxor ferroelectric materials don’t have
any model totally accepted by the scientific community. The current models are
based on mesoscopic assumptions which are not rigorously sustained by neither
experiments nor theoretical developments. Thus, their assumptions seem a little
bit arbitrary. In this project, we propose a microscopic model for explaining the
relaxor phenomenon starting from the interaction between the dipoles that are
created within the material. Additionally, we study the formation within the
material of nano regions, that is, connected regions where the dipoles of the
crystalline cells have the same direction. To do so, we propose an algorithm,
based on the Theory of Complex Systems, to find the distribution which follows
the sizes of these nano regions. After a certain size, the nano regions could be
related to the so called polar nano regions, which have physical meaning. We find
that our model is capable of reproducing the experimental properties of both the
ferroelectric and relaxor ferroelectric materials.
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Capitulo 1

Introduccion

En este capitulo se presentan los conceptos relevantes sobre los materiales
ferroeléctricos y ferroeléctricos relaxores. En las Secciones 1.1 y 1.2 se introducen
los conceptos necesarios para entender qué son los materiales ferroeléctricos y qué
son materiales ferroeléctricos relaxores, respectivamente. La Seccién 1.3 presenta
una breve revisién de algunos de los modelos que se han propuesto para tratar
de explicar el comportamiento relaxor. Finalmente, en la Seccién 1.4, se lista
el contenido de los siguientes capitulos de este trabajo de titulacion a modo de
“outline”.

1.1. Materiales Ferroeléctricos

Un material dieléctrico sélido cristalino esta formado por un gran nimero de
celdas cristalinas, las cuales estan constituidas por atomos. Cada celda cristalina
tiene un numero fijo de a&tomos, que ocupan una posicién determinada dentro de
la celda.

Cuando se aplica un campo eléctrico sobre un material dieléctrico se genera
un desplazamiento de los electrones de los atomos dispuestos en cada celda. De
esta forma se crea una region con carga positiva (déficit de electrones) y una con
carga negativa (abundancia de electrones), esto es, las celdas quedan polarizadas.
Debido a los enlaces atémicos y a las fuerzas electromagnéticas entre los electrones
y el nicleo atémico, estos desplazamientos suelen ser pequenos.

Estas distribuciones de carga, de igual valor pero signo contrario, separadas
una cierta distancia, constituyen los asi llamados dipolos eléctricos. Cada dipolo
eléctrico tiene asociado un momento dipolar p que se define como

5= /Qp(f') PV (1.1)

donde p(7) es una densidad de carga que depende de la posicién 7 en la que se
encuentre el volumen infinitesimal dV dentro de la celda cristalina de volumen

Q.



CAPITULO 1. INTRODUCCION 2

Para estudiar estos materiales se suele introducir el concepto de polarizacion,
que se define como el promedio por unidad de volumen de los momentos dipolares
asociados a las celdas cristalinas. Matematicamente:

1 N
P:VZ@», (1.2)
=1

donde P es la polarizacion, V' es el volumen del material, p; es el momento dipolar
del dipolo asociado a la celda 7, y N es el nimero de celdas cristalinas dentro del
material.

Los materiales ferroeléctricos son materiales dieléctricos que presentan las
siguientes propiedades caracteristicas [1-10]:

» Existe polarizacién diferente de cero en ausencia de un campo eléctrico
externo. Esta polarizaciéon se conoce como polarizaciéon remanente o es-
pontanea.

= La direccion de la polarizaciéon remanente puede ser invertida mediante la
aplicaciéon de un campo eléctrico variable.

AP

P : )
o Figura 1.1: Curva de
P. histéresis en el plano

polarizacién (P) - campo

eléctrico (F) para los

> materiales ferroeléctricos.

E. E En el grafico se puede
apreciar la polarizacion

remanente (P.), la po-

larizacion de saturacion

(Ps) y el campo coersitivo

(Ee)-

Esta ultima propiedad se suele representar mediante una curva “polarizacién
versus campo eléctrico” (P vs. E), curva que se conoce como “Ciclo de Histéresis”
[11-13] (Figura 1.1). Los ciclos de histéresis son curvas cuya forma depende de la
temperatura del sistema, y del modulo y frecuencia del campo eléctrico aplicado
sobre el material. Se caracterizan por tres valores: la polarizacién remanente (P, );
la maxima polarizacion que puede alcanzar la muestra, llamada polarizacion de
saturacion (Py); y el valor del campo eléctrico donde se invierte la direccién de la
polarizacién, llamado campo coercitivo (E,) (Figura 1.1).

Estos materiales presentan dos estados o fases: una fase ferroeléctrica a tem-
peraturas bajas con polarizacién remanente distinta de cero (P, # 0) y una
fase paraeléctrica a temperaturas altas con polarizaciéon remanente igual a cero
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Figura 1.2: Polarizacién rema-
nente (P,) en funcién de la
temperatura (7') para un ma-
terial ferroeléctrico, en donde
se aprecia que a la temperatu-
ra de Curie (7.) se da el cam-
bio de la fase ferroeléctrica a
la fase paraeléctrica.

v

¢/ Paraeléctrico

Ferroeléctrico

(P, = 0) (Figuras 1.2 y 1.3). Se puede cambiar de la fase paraeléctrica a la fa-
se ferroeléctrica a través de una variacion de la temperatura (Figura 1.3). A la
temperatura a la cual se tiene el cambio de fase se conoce como temperatura de
Curie (T,), en honor a Pierre Curie, y depende de la composicion y estructura del
material. El proceso que sufre el material al cambiar de una fase a otra se conoce
como transiciéon de fase. Desde un punto de vista microscépico, a temperaturas
menores que 7., la mayoria de los dipolos eléctricos dentro del material se en-
cuentran orientados en una direccién preferencial (més ordenados cuanto menor
sea la temperatura), de tal forma que la polarizacién remanente es distinta de
cero (Figura 1.3(a)). A temperaturas mayores que 7T, los dipolos se encuentran
orientados de manera aleatoria (desordenados), de tal forma que la polarizacién
remanente es igual a cero (Figura 1.3(b)).

P P
(a) (b)

T<T, T >T.

Figura 1.3: Comportamiento del ciclo de histéresis a temperaturas (7') menores y
mayores a la temperatura de Curie (7¢), para el caso de los materiales ferroeléctri-
cos. (a) Fase ferroeléctrica. (b) Fase paraeléctrica.

Una manera de ver el cambio de fase en los materiales ferroeléctricos es anali-
zar el ciclo de histéresis en funcion de la temperatura (Figura 1.3). De esta forma,
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se puede apreciar que el paso del estado ferroeléctrico al estado paraeléctrico se
da de forma rapida a la temperatura de Curie (7).

La permitividad dieléctrica (€), cantidad que permite relacionar la polari-
zacién! con el campo eléctrico [14], en funcién de la temperatura, presenta un
maximo muy pronunciado a la temperatura de Curie para este tipo de materiales
(Figura 1.4(a)). En el estado paraeléctrico, se ha determinado experimentalmente
que el inverso de la permitividad dieléctrica es una funcién lineal de la diferen-
cia entre la temperatura del sistema y la temperatura de Curie. Es decir, estos
materiales cumplen la ley de Curie-Wies [15, 16]

L r-1) para T >T,., (1.3)

€ C
donde C' es una constante cuyo valor depende de las unidades con las que se
esté trabajando. Esta relacion empirica tiene validez para un rango moderado de
temperaturas sobre T.. No se conoce una cota superior a esta ley, pues, por lo
general, es analizada a temperaturas cercanas a la temperatura de Curie. Como
veremos en las secciones siguientes, en los materiales ferroeléctricos relaxores
existe un resultado similar a esta ley, resultado que se ha utilizado como base
para desarrollar modelos para estos materiales.

(a)

Th T

Figura 1.4: Permitividad dieléctrica (€¢) en funcién de la temperatura (7") de los
materiales ferroeléctrico (a) y ferroeléctrico relaxor (b).

A nivel mesoscopico, los materiales ferroeléctricos presentan, en la fase fe-
rroeléctrica, pequenas? regiones conexas, formadas por un gran nimero de celdas

!Esta es la polarizacién en general, no se refiere a la polarizacién remanente, pues esta es
cero para el estado paraeléctrico, mientras que la polarizacion si puede tener un valor diferente
de cero para un campo eléctrico distinto de cero.

2Pequefias en comparacién con las dimensiones del material, pero grandes en comparacién
con las dimensiones de una celda cristalina.
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cristalinas donde los dipolos eléctricos asociados a las celdas cristalinas tienen la
misma direccién. Estas regiones se denominan Nano Regiones Polares [10]. Este
concepto ha sido muy utilizado en la modelizacion de los materiales ferroeléctricos
relaxores.

Figura 1.5: Representaciones de la celdas cristalinas de la perovskita ABQO3, donde
los atomos A son los circulos més grandes, los dtomos B son los circulos media-
nos, y los atomos de oxigeno son los circulos pequenos. La imagen de la izquierda
representa la estructura centrada en un atomo B, y la de la derecha representa la
estructura centrada en un dtomo A. Imagen extraida de [2].

Dentro de los materiales ferroeléctricos, los materiales con estructura perovs-
kita (Figura 1.5) han sido una de las familias més estudiadas. Estos materiales son
representados por la formula ABQOj, y son cristales ciibicos cuya base esta formada
por un dtomo A en la posicion (0, 0,0), un dtomo B en la posicién (1/2,1/2,1/2) y
tres atomos de oxigeno en las posiciones (1/2,1/2,0), (1/2,0,1/2) y (0,1/2,1/2).
Ejemplos de este tipo de estructuras, entre otros, son: CaT1O3, Sr'Ti0Os, BaTi0s3.

En la siguiente seccién veremos que el fenémeno relaxor se da cuando, dentro
de algunas celdas cristalinas, existe un cambio en el d&tomo que ocupa la posicién
B de la estructura de la perovskita. Es por esto que las estructuras tipo perovskita
nos van a permitir entender el por qué del fenémeno relaxor.

1.2. Materiales Ferroeléctricos Relaxores

En 1958, G. A. Smolenskii & A. I. Agranovskaya presentaron un tipo especial
de material ferroeléctrico [17]. Este material ferroeléctico, con transicion de fase
difusa (como ellos lo llamaron), presenta también un comportamiento ferroeléctri-
co, i.e., polarizacién remanente no nula en ausencia de campo eléctrico, fases, etc.,
pero ademds exhibe las siguientes propiedades [9,10, 18-25]:

» La permitividad dieléctrica, en funciéon de la temperatura, no posee un
maximo tan pronunciado como en el caso ferroeléctrico normal (Figura 1.4).
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= La temperatura para la cual se tiene el maximo de la permitividad dieléctri-
ca depende de la frecuencia del campo eléctrico aplicado. Esta propiedad se
conoce como ‘relajacién dieléctrica’”.

= Al ser materiales ferroeléctricos poseen un ciclo de histéresis, pero a dife-
rencia de los ferroeléctricos “normales”, donde el paso del comportamiento
ferroeléctrico al paraeléctrico se da de forma brusca a la temperatura de
Curie, en estos materiales el cambio se da de forma continua a lo largo de

un intervalo de temperaturas. Este intervalo se conoce como region de Curie
(Figura 1.6) [11].

(a) PT (b) /’DT @ 1 @ 1
T < T, TSJTO TZTO T>1T

Figura 1.6: Comportamiento del ciclo de histéresis en funcién de la temperaturas
para el caso de los materiales ferroeléctricos relaxores. La fase ferroeléctrica se da
a temperaturas menores que T (casos (a) y (b)), mientras que la fase paraeléctrica
se da a temperaturas mayores que T (casos (¢) y (d).

Posteriormente se encontraron més materiales con estas mismas propiedades
a los que se les llamé materiales ferroelécticos “con transicion de fase difusa”.
No fue hasta 1987 que L. E. Cross empezé a llamarlos materiales ferroeléctricos
relaxores debido a la mencionada “relajacién dieléctrica” [18].

Como se vio en la seccion anterior, los materiales ferroeléctricos en el esta-
do paraeléctrico (temperaturas mayores que 7T.), cumplen la ley de Curie-Wies
(Ecuacién (1.3)). En el caso de los materiales ferroeléctricos relaxores esta ley no
tiene validez. Experimentalmente se ha hallado que el inverso de la permitividad
dieléctrica cumple [26] lo siguiente:

%—A+B(T—T0)7, (1.4)
donde A y B son constantes positivas, Ty es la temperatura de Curie promedio,
que es la temperatura a la que se da el maximo de la permitividad dieléctrica
(Figura 1.4(b)),y v € [1.5, 2]. La Ecuacién (1.4) es uno de los resultados a los que
llega uno de los modelos propuestos para estos materiales. Para esto, el modelo
asume que dentro del material se forman regiones, de tamano aproximadamente
uniforme, y que al ser vistos como materiales ferroeléctricos, poseen temperaturas
de Curie que siguen una distribuciéon Gaussiana.
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Recordemos que las perovskitas son compuestos de la forma ABO3. El com-
portamiento ferroeléctrico relaxor se da principalmente en compuestos de la forma
A(BB'")Os3, llamados perovskitas complejas. En este tipo de compuestos, algunas
celdas cristalinas contienen el dtomo B en la estructura de perovskita (Figura
1.5), mientras que en otras celdas, esta el &tomo B’. Cuando esto ocurre se dice
que el material presenta dopaje o estd dopado. Cabe notar que, el 4&tomo B’ debe
ser diferente que el dtomo B, caso contrario volveriamos a tener estructuras de
la forma ABOj3. Entre estos compuestos sobresale el PbM g/3Nby/303, 0 PMN,
por ser el primer material ferroeléctrico relaxor registrado [27], y uno de los més
estudiados [28,29].

Actualmente, estos materiales son muy atractivos debido a sus posibles aplica-
ciones industriales. En particular, debido a su gran capacidad dieléctrica, tienen
potencial para convertirse en capacitores con mejores propiedades y bajo costo
que los actuales.

1.3. Modelos de los Materiales Ferroeléctricos
Relaxores

Después de su descubrimiento, los materiales ferroeléctricos relaxores causaron
gran conmocién dentro de la comunidad cientifica. Esto dio lugar a la publicaciéon
de muchos estudios, tanto experimentales como tedricos, que trataban de explicar
el por qué del comportamiento relaxor. Ninguno de esos modelos ha conseguido
todavia explicar completamente su comportamiento. En esta seccion se revisan
los modelos mas aceptados de los que se han propuesto.

1.3.1. Modelo de Transicion de Fase Difusa

Este modelo, uno de los mas aceptados actualmente, fue propuesto por G.
A. Smolenskii [30] y desarrollado por V. V. Kirillov & V. A. Isupov [28]. El
modelo parte del hecho de que el comportamiento relaxor se da debido al dopaje
en las perovskitas tipo A(B'B)O;5 [31]. El modelo inicia dividiendo el material
en regiones de aproximadamente 10* celdas primitivas que, debido al dopaje,
contienen distintas cantidades de iones B y B’. El primer supuesto del modelo es
que estas regiones pueden ser vistas como materiales ferroeléctricos (normales),
cada uno con su propia temperatura de Curie, es decir, cada regién puede estar en
la fase ferroeléctrica (nano regién polar) o en la fase paraeléctrica. Este supuesto
es arbitrario, pues se sabe que un material ferroeléctrico en la fase ferroeléctrica
puede o no tener todos los dipolos orientados en una misma direccién (formacién
de nano regiones dentro del material).

El segundo supuesto tedrico del modelo es que las temperaturas de Curie
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siguen una distribucién Gaussiana de la forma

60) = oz oxw | | (15

donde 0 es la temperatura de Curie de las regiones en el material, Tj es la tempe-
ratura de Curie promedio, que es igual a la temperatura a la que se da el maximo
en la permitividad dieléctrica (Figura 1.4(b)), y § es un pardmetro que indica
cuan alejadas o no de Tj se encuentran distribuidas las temperaturas de Curie de
las regiones. No hay, sin embargo, ninguna evidencia, ni experimental ni tedrica,
de que la distribucién de temperaturas tenga que seguir este tipo de distribucion.

El modelo razona de la siguiente manera: se considera que el material esta
a una temperatura 7" > Tg, por lo tanto existiran algunas regiones en la fase
ferroeléctrica (i.e. nano regiones polares) y otras en la fase paraeléctrica. Dado
que aquellas regiones que se encuentran en la fase paraeléctrica tienen polarizacion
remanente igual a cero, las Unicas regiones que contribuyen a la polarizacion del
material son las regiones con T, € [T'— AT, T + AT]. El modelo encuentra que
el ntimero de estas regiones por em?, dentro de dicho intervalo, es

(1.6)

n =

N AT (T —Ty)?
(2mo2)12 P | T o2 ’

donde T' es temperatura del sistema, y N es el nimero méaximo posible de nano

regiones por cm?®.

Con la ayuda de la Ecuacién (1.6), la permitividad dieléctrica (e) se puede

escribir como e
1 1 —
= —exp {Q} , (1.7)

€ — €0 €Em 202

donde €, y €,, son dos constantes, siendo esta ultima de la forma

1 ThpTo(1 + w?r?)
— = , (1.8)
€m 427 p?

y donde 7 es el tiempo de relajacién e igual a (1/v) exp(U/kgT), U es una energia
llamada de activacion, v es el momento dipolar eléctrico promedio de las regiones
polares, w es la frecuencia del campo externo, y kg es la constante de Boltzmann.

Haciendo una expansién en series de potencias de la Ecuacién (1.7), y despre-
ciando los términos de cuarto orden y superior en (7" — Tj), se tiene

1 _i+w. (19)

€ — €0 Em 2€,,02

Este resultado describe el comportamiento de la permitividad dieléctrica en
funcién de la temperatura del sistema para temperaturas mayores que 7. Es una
buena aproximacion ya que explica el comportamiento paraeléctrico aproxima-
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do de los materiales ferroelectricos relaxores (Ecuacién (1.4)) [26]. Sin embargo,
debido a que se ha realizado una expansién en series de potencia, el rango de tem-
peraturas para la cual la Ecuacién (1.9) es valida sera bastante cercano a Tp. Esto
no es necesariamente cierto en el caso de los materiales ferroeléctricos relaxores,
pues la region de Curie es finita para un rango considerable de temperaturas.

En resumen, el modelo supone que dentro del material se forman regiones con
tamanos aproximadamente iguales. y que estas regiones pueden ser vistas como
pequenos materiales ferroeléctricos, cada una de ellas con una temperaturas de
Curie. Estas temperaturas de Curie seguirfan una distribucién Gaussiana (Ecua-
cién (1.5)). Con estos supuestos se llega a una expresién para la permitividad
dieléctrica (Ecuacién (1.9)) que es valida para temperaturas muy cercanas a Tp,
y no para un rango finito de éstas. Estos supuestos mesoscopicos no han podido
ser comprobados y parecen un tanto arbitrarios. Se evidencia pues la necesidad
de un nuevo modelo.

1.3.2. Modelo Superparaeléctrico

Este modelo fue propuesto por L. E. Cross [18] como una critica al modelo
de transicién de fase difusa, en donde se asume: 1) dentro del material existen
pequenos materiales ferroeléctricos cada uno de los cuales tiene una cierta tempe-
ratura de Curie, y 2) estas temperaturas siguen una distribucién Gaussiana. Cross
considera que estas suposiciones son un tanto arbitrarias, y fue éste el motivo por
el cual propone su modelo.

Cross empieza analizado las caracteristicas experimentales “especiales” de los
ahora llamados materiales ferroeléctricos relaxores. Este andlisis lo lleva a propo-
ner una analogia entre estos materiales y los materiales superparamagnéticos (ver
Referencia [32]). Luego de hacer un andlisis de conceptos que van més alld del al-
cance de este trabajo, concluye que los materiales ferroeléctricos relaxores pueden
ser vistos como el andlogo eléctrico de los materiales superparamagnéticos.

Si bien, este modelo puede ser una mejora en cuanto al entendimiento fisi-
co de los materiales ferroeléctricos relaxores, también parte de consideraciones
mesoscopicas sobre las nano regiones que no han podido ser sustentadas riguro-
samente por experimentos o desarrollos tedricos.

1.3.3. Otros modelos

Existen otros modelos que intentan explicar el comportamiento relaxor [20],
si bien los dos modelos antes expuestos son los mds importantes [33]. Algunos
de estos modelos propuestos son: el modelo del gas dipolar [34], el modelo del
campo aleatorio [29], el modelo del sitio aleatorio [35], el modelo bi-relaxor [36],
el modelo del enlace esférico aleatorio y del campo aleatorio [37], entre otros.

Estos modelos, al igual que aquellos mencionados anteriormente, tratan de
explicar el fenémeno relaxor a partir consideraciones mesoscopicas, que no han
podido ser confirmadas ni tedrica ni experimentalmente. Esto muestra la falta
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de un modelo que, a partir de consideraciones fisicas conocidas, sea capaz de
describir el comportamiento de los materiales ferroeléctricos relaxores.

El objetivo de este trabajo de titulacién, con lo anterior como motivacién, es
crear un modelo microscépico que explique tanto el comportamiento mesoscépico
como el macroscopico de los materiales ferroeléctricos relaxores.

1.4. “Outline” del trabajo de titulacion

Este trabajo de titulacién esté organizado de la siguiente forma: En el Capitu-
lo 2 se presenta el modelo microscépico que se propone aqui (que, debido a que no
tiene solucién analitica, se estudia mediante simulaciones computacionales). En el
Capitulo 3 se recuerda al lector el algoritmo de Monte Carlo - Metropolis, que se
utiliza para minimizar la energia en los materiales ferroeléctricos y ferroeléctricos
relaxores. Ademads, se presenta un algoritmo, basado en la teoria de redes comple-
jas, que permitira estimar la distribucién de tamanos de las nano regiones polares
que se forman en el material, distribucién que, como veremos, no se relacionara
directamente ni con una distribuciéon uniforme ni con una Gaussiana. El Capitu-
lo 4 contiene los resultados de este estudio: el comportamiento de las curvas de
histéresis en funcién de la temperatura, y la distribucion de los tamanos de las
nano regiones, que nosotros definimos como aquellas regiones conexas en donde
los dipolos estédn orientados en la misma direccién (y que a partir de un cierto
tamano pueden ser relacionadas con las nano regiones polares). Todo esto, tanto
para los materiales ferroeléctricos como ferroeléctricos relaxores. Finalmente, en
el Capitulo 5, presentamos las conclusiones de este trabajo.



Capitulo 2

Modelo Teorico

Se presentan aqui los conceptos y suposiciones tedricas necesarias para cons-
truir el modelo que proponemos. En particular, discutimos la interaccién dipolo-
dipolo y dipolo-campo eléctrico que planteamos en el modelo, explicando su sen-
tido fisico, y discutiendo cémo aplicarlo al caso ferroeléctrico y ferroeléctrico
relaxor.

2.1. Consideraciones del modelo

En este trabajo de titulacion nos restringimos al caso de un material bidimen-
sional formado por celdas cristalinas cuadradas. Adema&s, como en los modelos
revisados en el Capitulo 1, partimos del hecho de que el fenémeno relaxor se da en
materiales ferroelécticos dopados [31]. Las bases de nuestro modelo que difieren
de aquellas propuestas en los modelos ya mencionados son las siguientes:

1. Es un modelo que toma en cuenta consideraciones fisicas microscopicas.

2. Considera las dos principales interacciones que tienen los dipolos eléctricos:
la interaccion dipolo - dipolo, y la interaccion dipolo - campo eléctrico.

2.1.1. Dopaje

Nuestro modelo parte también del hecho de que el comportamiento relaxor
se da cuando hay dopaje en un material ferroeléctrico [31]. De esta manera, los
dipolos eléctricos que corresponden a aquellas celdas dopadas seréan diferentes de
aquellos de las celdas no dopadas.

En nuestro estudio consideraremos dos tipos de dopaje:

= Dopaje Uniforme: Cada celda cristalina tiene la misma probabilidad de
ser dopada.

» Dopaje Gaussiano: Se seleccionan de manera uniforme m celdas crista-
linas, alrededor de los cuales se van a elegir las celdas cristalinas que van

11
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a ser dopadas. Esta eleccién se la hace siguiendo distribuciones Gaussianas
centradas en cada una de estas m celdas seleccionadas.

Este tultimo caso simula de mejor manera el proceso de dopaje real, pues es
conocido que las impurezas no se distribuyen de forma homogénea dentro del
material.

2.1.2. Modelo Microscépico

Proponemos un modelo microscépico porque notamos la necesidad de un mo-
delo que parta de consideraciones fisicas conocidas, y que permita describir tanto
las propiedades mesoscépicas (formacién de nano regiones) y macroscépicas (cur-
vas de histéresis) para los materiales ferroeléctricos relaxores. Nuestra propuesta
se debe a que los modelos actuales (ver Capitulo 1) parten de consideraciones me-
soscopicas que no han podido ser comprobadas ni tedrica ni experimentalmente.

2.1.3. Interaccién Dipolo-Campo Eléctrico

Sea un dipolo con momento dipolar p. Al actuar un campo eléctrico E sobre
él, sabemos [14,16, 38,39] que tendrd un potencial Uz igual a

Ug=—p-E. (2.1)

Por tanto, la interaccion entre el dipolo i y el campo eléctrico se obtendra
directamente a partir de la Ecuacién (2.1)

UCY = —p, - E (2.2)

donde E es un campo eléctrico externo.

2.1.4. Interaccién Dipolo-Dipolo

De la Electrodindmica Clésica [14, 16,38, 39] sabemos que el campo eléctrico
E, en la posicién 7, producido por un dipolo p, ubicado en la posicién R, es igual

P {sw—fﬁwgf—éﬂ_ p }’ 2.3

donde ¢; es la permitividad del vacio.
Sustituyendo el campo eléctrico (2.3) en el potencial (2.1) se obtiene el po-
tencial de interaccion entre el dipolo i y el dipolo j

UZipolar:_ﬁ;.E_? 1 { ﬁ;ﬁ] 3[@(7_1;_?])][15'(771_?])]} ] (24)

T e I P 7= 7P
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2.2. Hamiltoniano del modelo

A partir de las interacciones mencionadas (Ecuaciones (2.2) y (2.4)) podemos
construir el Hamiltoniano para el sistema:

N N N
H=> > Ui+ Ul”, (2.5)
=1

i=1 i<j

donde N es el nimero de dipolos eléctricos. Cabe notar que este Hamiltoniano
considera todas las interacciones dipolo-dipolo dentro del material, esto es, cada
dipolo interacciona con todos los demés (no solo con sus primeros vecinos).

La implicacién fisica de este Hamiltoniano es que los dipolos tenderan a ali-
nearse con la direccién del campo eléctrico, pues es cuando el sistema alcanza la
minima energia.

Dado que estamos trabajando con celdas cristalinas cuadradas, los movimien-
tos de los electrones solo pueden darse en un plano y alineadas con las paredes
de las celdas. Es por esto que los vectores involucrados en la Ecuacién (2.5) po-
seen unicamente dos componentes. Por tanto, el momento dipolar, debido a la
geometria de las celdas cristalinas, tendrd una direcciéon paralela a uno de los
siguientes vectores: (1,0), (—1,0), (0,1) y (0,—1), de modo que, en general, los
dipolos tendréan la siguiente forma

ﬁi - (pmﬂpyi) . (26>
Para el caso de los materiales ferroeléctricos relaxores, habra celdas no dopadas

con momento dipolar dado por la Ecuacién (2.6), y celdas dopadas con momento
dipolar

Z/)\i = (pacz * Qg Py, ay) ) (27)

donde a, y a, se introducen para poder tener en cuenta el cambio en la magnitud
de los dipolos de las celdas dopadas. Estos valores, en principio, pueden depender
del dipolo que estemos considerando, pero en este trabajo hemos considerado por
simplicidad el caso en el cual estos valores son independientes de la celda dopada
elegida.



Capitulo 3

Simulaciones Computacionales

En este Capitulo se presentan los conceptos necesarios para entender las si-
mulaciones computacionales que se desarrollan en el trabajo. Primero revisamos
el algoritmo de Monte Carlo - Metropolis para minimizar la energia del siste-
ma. También proponemos un nuevo algoritmo para encontrar la distribucion de
los tamanos de las nano regiones que se forman en el material, y que supone
una modificaciéon menor de un algoritmo ya existente en el campo de las redes
complejas (Tomografia de Redes [40]). Finalmente, describimos algunas de las
caracteristicas de nuestras simulaciones.

3.1. Monte Carlo - Metropolis

Los métodos Monte Carlo, métodos computacionales que involucran variables
aleatorias, resultan de gran utilidad al momento de estudiar los sistemas con un
gran numero de particulas que interactian entre si. Dentro de estos métodos des-
taca el algoritmo de Monte Carlo - Metropolis, propuesto por Nicholas Metropo-
lis [41,42]. El algoritmo de Monte Carlo - Metropolis es un método computacional
basado en cadenas de Markov, proceso estocastico cuyo estado actual sélo depen-
de del estado anterior, que se puede utilizar para encontrar la minima energia de
un sistema [43, 44].

Debido a su complejidad, no sabemos resolver analiticamente el modelo des-
crito en el Capitulo 2, asi que nuestra tnica posibilidad es simularlo. En las si-
mulaciones partimos de un arreglo bidimensional de dipolos eléctricos. Llamamos
una configuracion o estado del sistema a una cierta disposicién de los momentos
dipolares del arreglo. Cada configuracién del sistema tiene asociada una cierta
energia que puede ser calculada mediante el Hamiltoniano:

N N N
H=> Y Uiy ufr. (3.1)
=1

i=1 i<j

Inicialmente, vamos a asignar una direccién aleatoria a cada momento dipo-
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lar, pero mantendremos el médulo fijo y constante para todos los dipolos. Esta
configuracion inicial del sistema tendra asociada una cierta energia y, como se
discutioé en el Capitulo 2, el sistema evolucionara de manera tal que la energia se
minimice. En esencia, lo que se busca es encontrar la configuracién del sistema
que minimiza la energia, o la configuracion a la que tiende espontdneamente el
sistema.

El algoritmo de Monte Carlo - Metropolis nos permite hallar la configuracién
que minimiza la energia. El algoritmo procede de forma iterativa:

1. Para una configuracién dada i, se calcula la energia total del sistema, que
denotaremos por FE;.

2. Se elige aleatoriamente uno de los dipolos y se cambia aleatoriamente
la direccion de su momento dipolar a una de las otras tres posibles di-
recciones. De esta forma, se obtiene una nueva “posible” configuracién
J.

3. Para la nueva configuracién j, se calcula de nuevo la energia total del
sistema, que notaremos por Fj;.

4. Se calcula la diferencia energética entre estas dos configuraciones: AE =
E,—E; .

5. Criterio de aceptacion:

= Si AF < 0se acepta el cambio, y el sistema pasa de la configuracion
7 alaj.

= Si AE > 0 se acepta el cambio sélo con una probabilidad dada por
exp (—AE/kgT) ,

donde kp es la constante de Boltzmann, y 7" es la temperatura del
sistema. Caso contrario, no se produce cambio alguno.

El dltimo paso del algoritmo de Monte Carlo - Metropolis viene del hecho de
que las cadenas de Markov cumplen la propiedad

w(z)P(x —y) = w(y)Ply = ), (3-2)

donde x e y son dos estados sucesivos de la cadena, w(-) es la distribucién que
siguen los estados de la cadena, y P(m — n) es la probabilidad de transicién
del estado m al estado n. Esta propiedad se la conoce como Balance Detallado.
Ademas, para mantener al sistema en una cierta temperatura, éste debe estar
en contacto con un reservorio térmico. Entonces, es de gran ayuda considerarlo
desde el punto de vista de un ensamble candnico. De esta forma, el sistema en el
equilibrio termodinamico debe seguir la distribucién de Boltzmann [45]

w(i) = %exp (— ka) : (3.3)
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donde i representa un estado del sistema (configuracién), F; es la energia de dicho
estado, y Z es una constante de normalizacion llamada Funcion de Particion.
Trabajamos con las Ecuaciones (3.3) y (3.2), obtenemos

Pi=i)_wl)__( B-F
PGS wl) p( KT ) ’ (3-4)

que es justamente la probabilidad de aceptacion cuando la diferencia energética es
positiva. Este resultado nos garantiza que el sistema siempre evolucionard de for-
ma estacionaria siguiendo la distribucién de Boltzmann (Ecuacién (3.3)), es decir,
en cualquier momento, el sistema se encontrara en el equilibrio termodinamico.

3.2. Ciclos de Histéresis

Experimentalmente, los ciclos de histéresis se generan cuando un material
ferroeléctrico es colocado en presencia de un campo eléctrico variable y periédico
[12,13], que matemdaticamente puede ser expresado como

E(t) = Eycos (@) : (3.5)

donde 7 es el periodo de oscilacion del campo eléctrico, ¢ es el tiempo y Ejesla
amplitud del campo eléctrico. Tanto 7 y ¢ tienen unidades de tiempo. Cabe notar
que, ya que el periodo 7 se relaciona con la frecuencia v mediante v = 27/7, se
puede trabajar con cualquiera de éstas dos cantidades.

Emulando el proceso experimental, en las simulaciones realizamos el procedi-
miento descrito a continuacién. Partimos de un estado inicial en el que todos los
dipolos estan alineados en una direccién. Asignamos al campo eléctrico variable
(Ecuacién (3.5)) un cierto periodo (o frecuencia), de tal forma que, en cada itera-
ci6én del algoritmo correspondiente a un cierto periodo (frecuencia), se cambia el
valor del campo eléctrico, que depende de 7. Asi, un ciclo del campo eléctrico im-
plicard muchas iteraciones (7 grande, v pequeno) o solo unas pocas (T pequeno, v
grande), es decir, mientras mas grande es el valor del periodo (frecuencias bajas),
mas iteraciones del algoritmo se necesitaran para completar un ciclo de histéresis.

Esto se relaciona con la velocidad de respuesta del material a la variacién
del campo eléctrico. Si utilizamos periodos altos (frecuencias bajas), podemos
simular de mejor manera el proceso real experimental para la obtencion de ciclos
de histéresis, pues permitimos que el material se relaje, es decir, al no haber un
cambio tan brusco en el valor de campo eléctrico, los dipolos dentro del material
podran acoplarse al mismo.

En cambio, si utilizamos periodos bajos (frecuencias altas), no se obtienen
curvas de histéresis, pues el campo eléctrico varia demasiado rapido que no per-
mite el acople de los dipolos eléctricos. Otro caso en el cual no se obtienen curvas
de histéresis es cuando se utilizan periodos extremadamente grandes (frecuen-
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cias extremadamente pequenas). En este caso, los dipolos eléctricos tienen tanto
tiempo para acoplarse que el efecto del campo eléctrico se ve reducido frente a la
energia térmica que trata de desordenar al sistema.

Para obtener la curva de histéresis se realiza una iteracién del algoritmo para
un cierto valor del campo eléctrico. Se calcula el valor de la polarizaciéon usando
la Ecuacién (1.2), y se guardan los datos de campo eléctrico y de polarizacién.
Se cambia el valor del campo eléctrico en funcién del periodo 7 utilizado!, y se
realiza otra iteracién del algoritmo. Este procedimiento se lleva a cabo hasta que
se haya completado un ciclo del campo eléctrico. Esto se hace para cada valor de
temperatura.

3.3. Algoritmo de conteo

Ademas de obtener las curvas de histéresis para distintas temperaturas, tam-
bién se aplicaran herramientas de la teoria de sistemas complejos para encontrar
la distribucién de los tamanos de las nano regiones, las cuales definimos como
aquellas regiones conexas en donde los dipolos de las celdas cristalinas contenidas
en la regién, tienen la misma direccion.

Se define una red [46-49] como la coleccién de elementos cualesquiera, lla-
mados nodos o vértices, que pueden estar o no conectados entre ellos. A las
conexiones se les conoce como aristas. Las redes han sido un tema muy estudiado
en los tltimos anos y en muchas areas, entre las que destacan la sociologia [50], la
biologfa [51], las ciencias computacionales [52], la matemética [53], la fisica [54],
etc. En el campo de la fisica, en particular en el area de la fisica estadistica,
el estudio de sistemas con un gran nimero de partes se hace muchas veces con
la ayuda de las redes complejas [55], pues de esta forma se encuentran ciertas
propiedades que ayudan a explicar el comportamiento del sistema.

Recordemos que los materiales ferroeléctricos y ferroeléctricos relaxores poseen
regiones formadas por un gran nimero de dipolos (celdas cristalinas) que tienen
la misma orientacion, llamadas nano regiones polares. Dentro del material puede
existir un gran niimero de nano regiones polares, cada una con una cierta cantidad
de dipolos. Creemos que una de las claves para entender el fenémeno relaxor estéa
en entender la formacién y distribucion de las nano regiones polares dentro del
material. Para esto, primero vamos a estudiar los tamanos de las nano regiones,
definidas arriba. Definimos el tamano de una nano regién mediante el nimero de
dipolos que hay dentro de ella. Debido a cémo se ha definido una nano region,
éstas pueden tener cualquier tamano. Por esta razon, las tnicas nano regiones
que tienen sentido fisico son aquellas que se definen a partir de un cierto tamano,
que son conocidas como nano regiones polares.

Algoritmo: Construimos una red donde los nodos son las celdas cristalinas,
o dipolos, y establecemos una arista entre dos dipolos vecinos cuando la direccion

!Debido a que se ha realizado un cambio en el campo eléctrico, hay que recalcular la energia
del sistema utilizando la Ecuacién (2.5)
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de sus momentos dipolares es la misma. Las nano regiones (y por tanto las nano
regiones polares) serdn subredes de la red que no estdn conectadas con el resto
de la red (componentes de una red [46]). La distribucién de tamanos de estos
componentes la podemos obtener mediante el siguiente algoritmo [40]:

1. Seleccionamos aleatoriamente un dipolo, al que llamamos “root”.

2. Buscamos todos los primeros vecinos del dipolo “root”, tales que posean la
misma orientacién de dicho dipolo.

3. Elegimos cada uno de los primeros vecinos y repetimos el paso 2 para en-
contrar los primeros vecinos de los primeros vecinos del root, esto es, los
segundos vecinos del root (también orientados en la misma direccién).

4. Repetimos el paso 3 para todos los segundos vecinos del “root”, para en-
contrar los 3° vecinos.

5. Repetimos el proceso descrito en los pasos 2, 3 y 4 hasta encontrar los 4°, 5°,
..., n? vecinos del “root”, que por la construccién de la red, todos estaran
oriendados en la misma direccién.

6. Una vez obtenidos todos los vecinos del “root”, contamos el niimero de
dipolos encontrados, incluyendo al “root”, y este valor sera, por definicién,
el tamano de la nano region donde se encuentra el “root”.

7. Repetimos los pasos del 2 al 6, hasta que todos los dipolos estén incluidos
en alguna nano region.

Las nano regiones aqui encontradas pueden tener un tamano que va desde uno
hasta N (el nimero de dipolos dentro del material).

3.4. Caracteristicas de las simulaciones

Definimos la distancia reticular (1 [D]) como la distancia entre dos celdas
vecinas de la red. Definimos la unidad de los momentos dipolares como una unidad
de carga (1 [@]) multiplicada por una unidad de distancia reticular (1 [D]).

Con la definicién de distancia y momento dipolar, definimos la unidad de
energia como la energia que existe entre dos dipolos paralelos separados una
unidad de distancia en ausencia de campo eléctrico. Segun la Ecuacién (2.4), se
tendra que la unidad de energfa, denotada como [UFE], es igual a

L g - L LQFDE

“Tne DP dneg @ PI (3.6)

La temperatura 7' puede ser medida en términos de energia ([UE]). La defi-
nimos, tal y como se hace en la literatura, como kg T
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Partiendo de la Ecuacién (2.2), y teniendo en cuenta las unidades del momento
dipolar, definimos las unidades del campo eléctrico ([UCE]) como

1
4meg

1 [UCE] = [QI[D] . (3.7)

Finalmente, el tiempo en las simulaciones va a ser medido en [ty], que es el
tiempo que se demora una iteracién del algoritmo de Monte Carlo - Metropolis.
Asi, el periodo 7 del campo eléctrico también serda medido en [ty/], de tal forma
que, el cociente t/7 sea adimensional. De esta forma, si se utiliza un periodo 7
alto, se necesitara un mayor nimero de iteraciones del algoritmo para que se tenga
una diferencia en el valor de campo eléctrico, permitiendo asi que el sistema se
relaje.



Capitulo 4

Resultados Numéricos

En este capitulo se presentan los resultados de las simulaciones tanto para
los materiales ferroeléctricos como para los materiales ferroeléctricos relaxores.
Ademas, se presentan las distribuciones de los tamanos encontrados de las regio-
nes para dichos materiales.

4.1. Casos de estudio

Los materiales estudiados son bidimensionales cuadrados, cada uno con N =
300 x 300 = 90000 celdas cristalinas (dipolos eléctricos). Las simulaciones se hi-
cieron con tres tipos de materiales, uno sin dopaje (para simular un material
ferroelectrico normal), y dos materiales con dopaje (para simular materiales fe-
rroeléctricos relaxores). El dopaje utilizado fue del 10 % de las celdas cristalinas,
i.e., existen N; = 9000 celdas dopadas.

En el caso del dopaje uniforme, se seleccionaron de manera aleatoria Ny celdas,
las cuales fueron dopadas. En cambio, en el caso del dopaje Gaussiano, se utilizo
el algoritmo de Box-Miiller [56] para seleccionar las celdas que sigan distribu-
ciones Gaussianas. El algoritmo de Box-Miiller utiliza una transformacién polar
de coordenadas para generar una distibucién Gaussiana N (u, o) a partir de una
distribucién uniforme. Se generaron de manera uniforme N; ntimero aleatorios,
los cuales se utilizaron en el algoritmo de Box-Miiller para seleccionar las celdas
que serfan dopadas. Se consider6 m = 5 distribuciones Gaussianas N;(u;, 0;),
alrededor de las cuales se seleccionaron las celdas que fueron dopadas. Estas dis-
tribuciones estuvieron centradas alrededor de una de las m = 5 celdas elegidas
de manera aleatoria (j;). Se escogié aleatoriamente una varianza o; € [10,40]
para estas distribuciones. Con las distribuciones construidas de esta forma, las
celdas cristalinas que estaban cerca de las celdas u; tenian mayor probabilidad
de ser dopadas que aquellas que se encontraban lejos. La eleccion de m = 5 fue
arbitraria, y se hizo porque de esta forma se generan regiones en el material que
no presentan dopaje, caracteristica que lo diferencia del dopaje uniforme, y nos
permitio estudiar las consecuencias de tener estas regiones no dopadas dentro del

20
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material. El dopaje Gaussiano se cree que es el que se logra en los laboratorios,
pues experimentalmente, el dopaje se realiza mediante la adicién controlada de
impurezas, esto es, se agrega una cierta cantidad conocida de impurezas en la
muestra. Estas impurezas muchas veces no se distribuyen homogéneamente, lo
que genera estas diferencias en la densidad.

Figura 4.1: Representaciéon
grafica de los dopajes utiliza-
dos (uniforme y Gaussiano)
en las simulaciones para
' N = 90000 y N4y = 9000. Los
5 puntos amarillos representan
las celdas no dopadas, mien-
tras que los puntos azules
muestran las celdas dopadas.

(a) Uniforme

(b) Gaussiano

En la Figura 4.1 se muestra la distribucién del dopaje (puntos azules) utili-
zado en las simulaciones. En el dopaje uniforme se puede apreciar que el dopaje
se encuentra repartido a lo largo de todo el material (Figura 4.1(a)). En cambio,
en el dopaje Gaussiano (Figura 4.1(b)) se puede apreciar que existen 4 regio-
nes con dopaje, tres regiones son aproximadamente circulares, y una region es
aproximadamente eliptica, la cual viene de unir dos regiones aproximadamente
circulares. Debido a que en la seleccion de las celdas a ser dopadas se utilizaron
distintas distribuciones normales con diferente desviacion estandar, hay regiones
mas densas que otras.

El momento dipolar p de las celdas no dopadas se escogio, debido a la geo-
metria de las celdas cristalinas, entre los siguientes vectores: (1,0), (0,1), (—1,0),
y (0,—1). Para dopar una celda se multiplican las componentes p,, y p,, del di-
polo i por a, = 3y a, = 1/3, respectivamente. De esta forma, si el dipolo es
paralelo al eje x, entonces el médulo del momento dipolar tendré un valor de 3,
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caso contrario, si el dipolo es paralelo al eje y, entonces su valor serd 1/3. Estos
valores son adecuados para realizar las simulaciones, ya que no son ni demasiado
grandes ni demasiado pequenos, en comparacién con el valor usado en los dipolos
de las celdas sin dopar. Si fuera muy grande, el efecto de las celdas sin dopar seria
despreciable en comparacién con el de las celdas dopadas. Por otra parte, si fuera
muy pequeno no se tendria ninguna diferencia con los materiales sin dopaje.

Ademas de los resultados que presentamos en este capitulo, se realizaron mas
simulaciones en donde se variaron los parametros utilizados. Se vio que los re-
sultados fueron cualitativamente similares a los mostrados en este trabajo de
titulacion.

4.2. Curvas de Histéresis

En las simulaciones se usa un campo eléctrico variable y periédico con una
amplitud E, igual a (8,0) [UCE] y un periodo 7 igual a 200 N = 18 x 106[¢,],
donde N es el nimero de dipolos en el material. Se utilizé esta amplitud de campo
eléctrico para asegurarnos que el material alcanzara la polarizacién saturada.
Ademas, se utilizé este periodo para permitir que el material se relaje y los
dipolos puedan acoplarse al campo eléctrico. No se usaron periodos muy bajos
pues no permitia que los dipolos se acoplen al campo. Tampoco se utilizaron
periodos extremadamente altos, pues de esta forma el tiempo de relajacién seria
tan alto que el efecto del campo seria opacado por la energia térmica que intenta
desordenar al sistema.

Debido a que las variaciones del campo eléctrico ocurren en el eje z, se estudiéd
unicamente la polarizacién en ese eje. Para calcular la polarizacion no se utilizo
la Ecuacién (1.2), pues en las simulaciones no hemos considerado el volumen del
material. En cambio se utilizo la ecuacion normalizada:

- 4.1
erM| Zp b

Esta ecuacion nos permitira realizar una comparacion de las curvas de histéresis
entre los diferentes materiales. Para el caso ferroeléctrico (materiales sin dopaje)
la polarizaciéon maxima fue de 90000, mientras que para el caso ferroeléctrico
relaxor! (materiales dopados) fue de 108000.

En las Figuras 4.2, 4.3, y 4.4 se muestran las curvas de histéresis para los ma-
teriales ferroeléctrico, ferroeléctrico relaxor con dopaje uniforme, y ferroeléctrico
relaxor con dopaje Gaussiano, respectivamente. Estas curvas se obtuvieron tni-
camente de manera tedrica utilizando los programas presentados en el Apéndice

A.

'La polarizacién méxima es independiente del tipo de dopaje (uniforme o Gaussiano) pre-
sente en el material
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Se utilizaron 5 temperaturas: 0.1, 1.5, 3.0, 4.5, y 6.0 kgT. Como condicién
inicial se tomd la configuracién donde todos los dipolos se encuentran orientados
en la direccién (1,0). Cada curva de histéresis consta de 100 puntos, los cuales
se obtuvieron como promedio de 10 realizaciones de la curva de histéresis. Las
barras de error en las figuras corresponden al promedio de estas realizaciones.

En estas imdgenes se puede ver que, en el caso ferroeléctrico normal (Figura
4.2), el paso del estado ferroeléctrico al paraeléctrico se da en un intervalo de
temperaturas corto. Para temperaturas menores a 1.5 kg1 la polarizacion rema-
nente tiene un valor igual o muy proximo a ﬁmax, lo que nos indica que el sistema
estd en la fase ferroeléctrica. Para temperaturas entre 1.5 y 3.0 kgT', el valor de
la polarizaciéon remanente disminuye hasta casi anularse, lo que nos indica que en
este intervalo de temperaturas existe una transicion de la fase ferroeléctrica a la
fase paraeléctrica. A temperatura mayores a 3.0 kgT', la polarizacion remanente
tiene un valor muy cercano a cero, lo que nos indica que el sistema esta en la fase
paraeléctrica.

Por otro lado, en los casos ferroeléctricos relaxores (Figuras 4.3 y 4.4), el
cambio de estado se da de forma progresiva a lo largo de un intervalo largo de
temperaturas. Para temperaturas menores a 1.5 kg7 la polarizaciéon remanente
tiene un valor igual o muy préximo a ﬁmax, lo que nos indica que el sistema
estd en la fase ferroeléctrica. Para temperaturas entre 1.5 y 4.5 kgT', el valor de
la polarizaciéon remanente disminuye, lo que nos indica que en este intervalo de
temperaturas existe una transiciéon de la fase ferroeléctrica a la fase paraeléctrica.
A una temperatura de 6.0 kg7, la polarizacion remanente tiene un valor muy
cercano a cero, lo que nos indica que el sistema esta en la fase paraeléctrica.

Entre los casos relaxores (Figuras 4.3 y 4.4) no existe una diferencia cualitativa
muy grande. La tnica diferencia apreciable entre los dos casos de dopaje es que,
a medida que el campo eléctrico se acerca a (£8,0), la polarizacién, en el caso
del dopaje Gaussiano, no llega a Pras tan rapido como en el caso con dopaje
uniforme.

Finalmente, las curvas de histéresis que aqui hemos obtenido son culitati-
vamente similares a aquellas que se obtienen experimentalmente en, por ejem-
plo [57,58].

4.3. Nano Regiones

A partir de las simulaciones realizadas se pudo hacer un estudio de la distri-
bucién de los tamanos de las nano regiones que se forman en el material. Se fij6
un campo eléctrico nulo E= (0,0). Con este valor de campo eléctrico se dejé que
el sistema alcance el estado estacionario. Para asegurar esto se utilizo un tiempo
de 100 N = 9 x 10°[¢5,]. Los datos de las simulaciones se basan en el promedio de
5 realizaciones de la distribuciéon de tamanos de las regiones. Las barras de error
en las figuras corresponden al promedio de estas realizaciones.

En la Figura 4.5 se muestra la distribucién P(k) de tamanos k de las nano
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Figura 4.5: Distribucion de tamanos de las regiones que se forman en el material para
los materiales ferroeléctricos ((a1) y (b1)), ferroeléctricos relaxor con dopaje uniforme
((a2) vy (b2)), y ferroeléctrico relaxor con dopaje Gaussiano ((a3) y (b3)). La funcién
que ajusta los datos en las graficas (a1), (a2) y (a3) es una “stretched-exponential”,
mientras que para las gréficas (b1), (b2) y (b3) es una “power law”.
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regiones formadas en el material. Podemos observar que, a partir de un cierto
valor k, las distribuciones en un grafico log — log, tiene la forma de una linea
recta (a esta parte se le suele llamar la cola de la distribucién). El anélisis de las
colas de las distribuciones es importante para entender el fenémeno relaxor, ya
que son las nano regiones con tamanos grandes las que pueden ser relacionadas
con las nano regiones polares.

Usando el método de minimos cuadrados se realizaron dos ajustes: uno utiliza
una funcién “Stretched-Exponential” de la forma P(k) = ak™ exp(—c k?)(Figuras
(a1), (az),y (a3)), y otro utiliza una funcién “Power Law” de la forma P(k) = ak™°
(Figuras (b1), (b2), v (b3)). Para realizar el ajuste con la funcién “stretched-
exponential” se utilizaron todos los puntos de la distribucién, mientras que para
el ajuste con la funcion “power law” solo se utilizaron los puntos de la cola de la
distribucién.

Los coeficientes de las curvas que ajustan a los puntos en cada una de las grafi-
cas de la Figura 4.5 se presentan en la Tabla 4.1. Teniendo en cuenta que las nano
regiones relevantes corresponde a los valores de k altos, se puede ver, de forma
cualitativa, qué funcion ajusta mejor a las distribuciones. El ajuste realizado con
la funcion “stretched-exponential” es bueno para los materiales ferroeléctricos y
ferroeléctricos relaxores con dopaje uniforme (Figuras (a;1) y (b1)), pues todos los
puntos de la distribucién se ajustan con dicha funcién. Sin embargo, para el caso
del material relaxor con dopaje Gaussiano, el ajuste realizado con esta funcion
no es tan bueno como en los casos anteriores, pues la funcién presenta una ligera
divergencia para los valores de k grandes. Al ser estos valores los que tienen re-
levancia fisica, hemos considerado la funcién “power law”. El ajuste de las colas
de las distribuciones con la funcién “power law” es bueno para los tres casos,
con exponentes que varian entre 2.8 y 8, correspondiendo el valor mas bajo al
material ferroeléctrico relaxor con dopaje Gaussiano con temperatura igual a 0.1
kgT, mientras que el valor mas alto corresponde al material ferroléctrico normal
con temperatura igual a 6.0 kg7T'. De esta forma las colas de las distribuciones de
los tamanos de las nano regiones parecen seguir una funcién tipo “power law”.
Esta caracteristica es muy tipica de las redes complejas.

Se puede apreciar que cuando el material es relaxor (Figuras (as), (b2), (a3) y
(b3)), el tamano méximo de las nano regiones es mayor que en el caso ferroeléctrico
normal (Figuras (a;) y (b1)). Sin embargo, debido a que los materiales utilizados
son pequenos (N = 90000), no es preciso decir qué ajuste es el mejor. Esto se
debe a que no se puede definir un tamano minimo k,,;, a partir del cual las nano
regiones pueden ser consideradas nano regiones polares. Es necesario, entonces,
utilizar materiales mas grandes para tener resultados mas concluyentes sobre la
distribucién de los tamanos de las nano regiones polares.

Unos resultados preliminares de este trabajo fueron presentados en [59]. Sin
embargo, existe aqui una diferencia en cuanto a la implementacion del algoritmo
de Monte Carlo - Metropolis, y al andlisis de resultados de la distribucién de los
tamanos de las nano regiones.
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Figura | kyT [UE] Pardmetros
a b c d
0,1 7117,44 0,968235 | 0,0404176 | 1,2
1,5 18483,7 0,429448 | 0,599751 | 0,7
(ay) 3,0 20699 1,2854 | 0,0896749 | 1,2
4,5 232729 1,50457 | 0,035847 | 1,5
6,0 24764,7 1,63312 | 0,0138337 | 1,85
0,1 2,47621 - 10% | 4,81362 - -
1,5 2.48153 - 10% | 5,17055 - -
(b1) 3,0 3,54892 - 10% | 5,62911 - -
4.5 6,46518 - 108 | 6,00324 - -
6,0 2,71573 - 10" | 7,95137 - -
0,1 166157 0,0558223 | 13,2761 | 0,28
1,5 43278,3 0,480188 | 1,57494 | 0,4
(az) 3,0 19505,3 1,25113 | 0,171361 | 0,9
4,5 21941,9 1,43549 | 0,0719117 | 1,2
6,0 23633,1 1,53946 | 0,0410245 | 1,4
0,1 2,41789-10° | 3,23958 - -
1,5 5,66849 - 106 | 3,60164 - -
(b2) 3,0 3,80046 - 107 | 4,50504 - -
4,5 9,09927 - 107 | 5,07986 - -
6,0 3,66984 - 10° | 6,44924 - -
0,1 7750,94 0,920924 | 0,168583 | 0,8
1,5 69005,4 0,139281 | 2,03319 | 0,4
(as) 3,0 247529 1,12866 | 0,384075 | 0,7
4.5 24749.9 1,39494 | 0,17739 | 0,9
6,0 24366,4 1,53836 | 0,0669415 | 1,2
0,1 359202 2,84222 - -
1,5 321477 2,9515 - -
(b3) 3,0 816567 3,44128 - -
4.5 948088 3,62509 - -
6,0 5,58631 - 10° | 4,32244 - -

Tabla 4.1: Coeficientes de las curvas que ajustan a los puntos en cada una de las graficas

de la Figura 4.5.



Capitulo 5

Conclusiones

En este trabajo de titulacion se han revisado algunos aspectos importantes
de los materiales ferroeléctricos y ferroeléctricos relaxores. Hemos introducido
también algunos resultados nuevos que, esperamos, sean un punto de partida
para estudios tedricos posteriores mas extensos.

El modelo microscopico propuesto presenta una nueva perspectiva para la
modelizacién de los materiales ferroeléctricos relaxores. A partir de él se ha podido
obtener las curvas de histéresis en funcion de la temperatura, una propiedad
experimental caracteristica de estos materiales. Mas atin, de los resultados sobre
las curvas de histéresis se puede notar que el cambio de la fase ferroeléctrica
a la fase paraeléctrica en estos materiales se da de forma mas lenta que en los
materiales ferroeléctricos normales. Estos resultados se obtuvieron pese a que
los materiales considerados eran pequenos. Ademas, se vio que no existe una
diferencia cualitativa muy grande entre las curvas de histéresis al usar el dopaje
uniforme y el dopaje Gaussiano, sélo se encontré una pequena diferencia en la
forma en que el material alcanza la polarizacion de saturacién.

El algoritmo de conteo propuesto permite encontrar la distribucion de tamanos
de las nano regiones, definidas como aquellas regiones conexas que se forman
dentro del material y que tienen sus dipolos orientados en una tnica direccion. Sin
embargo, debido a que los tamanos de los materiales utilizados en las simulaciones
fueron demasiado pequenos, no es posible establecer una relacién directa con
las nano regiones polares mencionadas en el Capitulo 1, pues alli se consideran
regiones con un tamano aproximado de 10* celdas, mientras que aqui hemos
obtenido nano regiones con tamatos maximos cercanos a 400 dipolos.

En base a los resultados obtenidos a partir de nuestro modelo microscépico,
podemos concluir que el modelo propuesto es prometedor, puesto que parece ser
capaz de recrear las caracteristicas mesoscépicas (formacion de nano regiones)
y macroscépicas (curvas de histerésis) de los relaxores, pero aun falta realizar
mas simulaciones con diferentes parametros a los utilizados en este trabajo, para
obtener resultados mas concluyentes.

En un trabajo futuro seria necesario realizar simulaciones con tamanos mas
grandes para poder obtener evidencia mas sélida con la cual poder validar o re-
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futar los modelos propuestos para los materiales ferroeléctricos relaxores. Con
este fin, seria importante cambiar el algoritmo de Monte Carlo - Metropolis por
uno nuevo, con mayor eficiencia computacional, y que permite hacer simulaciones
con materiales de mayor tamano. Otra manera de mejorar el rendimiento compu-
tacional seria no considerar en el Hamiltoniano la interacciéon de un dipolo con
el resto de los dipolos en el material, sino sélo los vecinos. Para esto haria falta
hacer un estudio previo para determinar una distancia d de corte, esto es, una
distancia después de la cual la interaccion dipolar es despreciable.

En este trabajo no se ha considerado, por falta de tiempo, la permitividad
dieléctrica (€). Un estudio de esta magnitud fisica permitiria encontrar la tempe-
ratura de Curie T, (en el caso ferroeléctrico normal), y la temperatura de Curie
promedio Tj (en el caso ferroeléctrico relaxor), lo cual ayudaria en el estudio de
las nano regiones polares. Adicionalmente, a partir de la permitividad dieléctrica
se puede encontrar la temperatura bajo la cual se empiezan a formarse las nano
regiones polares (temperatura que se conoce como temperatura de Burns).



Apéndice A
Programas Computacionales

En este apéndice se presentan los programas computacionales que se desarro-
llaron en Fortran 95. Se utilizo fortran para la implementacion de los programas
debido a su rendimiento computacional.

Este apéndice esta dividido en dos partes, en la Seccion A.1 se muestran los
programas que se utilizaron para estudiar a los materiales ferroeléctricos norma-
les, mientras que en la Seccién A.2 se muestran los programas que se utilizaron
para estudiar a los materiales ferroeléctricos relaxores.

Dentro de la Seccién A.1 se encuentran dos programas: uno para obtener las
curvas de histéresis (Subseccién A.1.1), y otro para obtener la distribucién de
tamafios de las nano regiones (Subseccién A.1.2). Por otro lado, dentro de la
Seccion A.2 se encuentran 4 programas: uno para generar el dopaje uniforme
(Subseccién A.2.1), otro para general el dopaje Gaussiano (Subseccién A.2.2),
otro para obtener las curvas de histéresis (Subseccién A.2.3), y finalmente uno
para obtener la distribucién de nano regiones (Subseccion A.2.4).

Cabe notar que los dos tltimos programas necesitan un archivo previamente
obtenido con el dopaje, de esta forma se puede estudiar los materiales ferroeléctri-
cos relaxores con dopaje uniforme o Gaussiano.
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A.1. Materiales Ferroeléctricos Normales

A.1.1. Curvas de Histéresis

program main
implicit none

integer , parameter :: nx=300, ny=300 /tamano del material
integer , parameter :: m=nx*ny

real , parameter :: kbt=4.5 !temperatura

real, parameter :: pi=acos(—1.0)

real EE(2), EEE !campo electrico, componente z del campo electrico
integer nt,clock,il  i2, a2, ie, i4, i3

real al, t,p-max

real e, e_1

real energia, polarizacion, campo_electrico, p

real :: p_x(nx,ny), p-y(nx,ny)
real :: r_x(nx,ny),r_y(nx,ny)

real :: px(4),py(4)

integer :: dir(nx,ny)

integer, allocatable :: seed(:)
character (len=8):: cl

real energia.m, polarizacion_m

l'definicion de las posibles direcciones de los dipolos en = e y
px=(/ 1.0, 0.0, —1.0, 0.0 /)
py=(/ 0.0, 1.0, 0.0, —1.0 /)

lcambio de la semilla de gemeracion para los numeros aleatorios
call random_seed(size = nt)

allocate (seed (nt))

call system_clock (count=clock)

seed = clock

call random_seed(put = seed)

l'asignacion de las posiciones a los dipolos
do il=1,nx,1
do i2=1,ny,1
rex (il ,i2)=real (il —1)
roy (i1 ,i2)=real(i2 —1)
end do
end do

l'archivos de salida
open(unit=2,file="300x300_45_f_p_10.txt” ,status="unknown”)

lcampo electrico paralelo a x
EE=(/8.0,0.0/)

I'polarizacion mazima
p-Mmax=nx*ny

lasignacion de las componentes de los dipolos
do il=1,nx,1
do i2=1,ny,1
call random_number(al)
a2=int (al*4)+1
dir (i1 ,12)=a2
p-x (il ,i2)=px(a2)
p-y (il ,i2)=py(a2)
end do
end do

l'calculo de la emnergia inicial del sistema
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e=0
do il=1,nx,1
do i2=1,ny,1
e=e+0.5%energia(r-x ,r.y ,p-Xx,p-y,nx,ny,il ,i2)
e=et+campo_electrico(p_x,p.y,nx,ny,il ,i2 ,EE)
end do
end do

lgeneracion de la condicion incial
do i4=1,50%m,1

call metropolis (r-x,r.y,p-x,p-y,nx,ny,KbT,e,dir ,EE, px,py)
end do

!generacion de la curva de histeresis
do i4=1,200%m,1
do il=1,nx,1
do i2=1,ny,1
e=e—campo-_electrico(p-x,p-y ,nx,ny,il ,i2 ,EE)
end do
end do
EEE=8.0%cos (2« pi*real(i4)/(200*m))
EE=(/EEE,0.0/)
do il=1,nx,1
do i2=1,ny,1
e=et+campo-_electrico(p-x,p-y ,nx,ny,il ,i2 JEE)
end do
end do
call metropolis (r_x,r.y,p-x,p.y,nx,ny,KbT, e,dir ,EE, px,py)
if (mod(i4,180000)==0)then
write (2,*) EEE, polarizacion (p_x,nx,ny)/p-max
end if
end do

end program

linteracion dipolo—campo electrico
function campo_electrico (p-x,p.y,nx,ny,i4,i5 EE)
integer nx,ny, i4,i5
real p_i(2)
real p_x(nx,ny),p-y(nx,ny)
real campo_electrico, EE(2)

p-i=(/p-x(i4,i5),p-y(i4,i5)/)
campo_electrico=dot_product(p.i ,EE)

return
end function

lenergia de interaccion de un dipolo it con todo los dipolos j distintos de 1
function energia (r_x,r.y,p-x,p-y,nx,ny,i4,i5)

integer nx,ny, il ,i2,i4,i5

real poi(2),p.j(2), r-i(2),1.§(2), r-ij(2),r

real p_x(nx,ny),p_y(nx,ny)

real r_x(nx,ny),r_y(nx,ny)

real energia

energia=0
poi=(/p-x(id,i5),p_y(id,i5)/)
roi=(/r-x(i4,ib5),r_y(i4,i5)/)
do il=1,nx,1
do i2=1,ny,1
if (il/=i4 .or. i2/=i5) then
p-j=(/p-x(il,i2),p.y(il,i2)/)
rj=(/rox(i1,i2) vy (il 1i2)/)
roij=r_i—r_j
r=norm2(r_ij)
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I'calculo de la interaccion entre el dipolo i y el j
energia=energia+((dot_product(p-i,p-j)/r*+3)—3*((dot_product
(p-i,r-ij))*(dot_product(p_j,r_ij))/r*x5))
end if
end do
end do
return
end function

I'polarizacion en x

function polarizacion (p-x,nx,ny)
integer nx,ny, il ,i2
real p_x(nx,ny),polarizacion

polarizacion=0
do il=1,nx,1
do i2=1,ny,1
polarizacion=polarizacion+p_x (il ,i2)
end do
end do

return
end function

lalgoritmo de metropolis
subroutine metropolis (r_x,r.y,p-x,p.y,nx,ny,KbT, el dir ,EE, px,py)
implicit none
integer nx,ny,il,i2,i4 ,dir(nx,ny) ,d
real al,a2,a3,a4 ,KbT,px(4) ,py(4),EE(2),a,p(2),e2,e3,de, proba, energia,
campo_electrico
real p_x(nx,ny),p-y(nx,ny),r_x(nx,ny),r_y(nx,ny)
real el

call random_number(al)
call random_number(a2)

il=int (al*nx)+1
i2=int (a2xny)+1

p(1)=p_x (il ,i2)

p(2)=p-y (il ,i2)

d=dir (il ,i2)

e2=energia(r-x ,r.y ,p-X,p-y ,nx,ny,il ,i2)
e2=e2+campo_electrico (p-x,p.y ,nx,ny, il ,i2 ,EE)

do
call random_number(a4)
id=int (a4 *4)+1
if (dir(il,i2)/=i4)then
dir (il ,i2)=i4
exit
end if
end do

p-x (il ,i2)=px(i4)
p-y (il ,i2)=py(i4)
e3=energia(r-x ,r.y ,p-Xx,p-y,nx,ny,il ,i2)
e3=e3+campo_electrico (p-x,p.y ,nx,ny,il ,i2 ,EE)
de=e3—e2
if (de<0)then
el=el+de
else
call random_number (a)
proba=exp(—de/(kbT))
if (a>proba)then
pox (il ,i2)=p(1)
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p-y (i1 ,i2)=p(2)
dir (i1,12)=d
else
el=el+de
end if
end if

return
end subroutine
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A.1.2. Nano Regiones

program main
implicit none

integer , parameter :: nx=300, ny=300 /tamano del material
integer , parameter :: nm=nxsxny

integer , parameter :: i3=2 /numero de la simulacion

real , parameter :: kbt=2.10 !temperatura

real EE(2) !Campo electrico

integer nt,clock il ,i2 a2

real al

real e, p,pol(m), ener(m), ef

real energia, energia_i, polarizacion, campo_electrico
real:: varr(5) ,medd(5) ,dif ,med, var

real :: varrp(5),meddp(5),difp ,medp, varp
real :: p.x(nx,ny), p-y(nx,ny), px(4),py(4)
real :: r_x(nx,ny),r_y(nx,ny)

integer :: dir(nx,ny), frec(nxxny), mm
integer, allocatable :: seed(:)

I'definicion de las posibles direcciones de los dipolos en = e y
px=(/ 1.0, 0.0, —1.0, 0.0 /)
py=(/ 0.0, 1.0, 0.0, —1.0 /)

lcambio de la semilla de gemeracion
call random_seed(size = nt)
allocate (seed (nt))

call system_clock(count=clock)

seed = clock

call random_seed(put = seed)

lasignacion de las posiciones a los dipolos
do il=1,nx,1
do i2=1,ny,1
r-x (il ,i2)=real (il —-1)
r.y (il ,i2)=real(i2 -1)
end do
end do

I'Asignacion de las componentes de los dipolos
do il=1,nx,1
do i2=1,ny,1
call random_number(al)
a2=int (al*4)+1
dir (i1 ,12)=a2
p-x(il,i2)=px(a2)
p-y (i1 ,12)=py(a2)
end do
end do

Icampo electrico
EE=(/0.0,0.0/)

l'calculo de la emnergia inicial del sistema
e=0
do il=1,nx,1
do i2=1,ny,1
e=e+0.5%energia(r-x,r_y,
_X

; X,p-y,nx,ny,il,i2)
e=e+campo_electrico (p

p-

,p-y ,nx,ny,il ,i2 ,EE)
end do

end do

write(100+i3 ,x) 0, e

literaciones del algoritmo de metropolis
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do i1=1,100%m,1
call metropolis (r_-x,r.y,p-x,p-y,nx,ny,KbT,e,dir ,EE, px, py)
if (mod(il ,nx*ny)==0)then
write(100+1i3 ,%) il, e
end if
end do
close(100+1i3)

l'calculo de la energia final del sistema
ef=0
do il=1,nx,1
do i2=1,ny,1
ef=ef+0.5%xenergia(r_x,

r ,p-y ,nx,ny,il ,i2)
ef=ef+campo_electrico (p

-y ,pP-X

_X,p-y,nx,ny,il ,i2 ,EE)
end do

end do

write (x,%) e, ef

mm=4*xnx*ny —2«nx—2+ny /numero mazimo de vecinos
call red (dir ,nx,ny, frec ,mm)
call frecuencia (frec ,nx,ny, i3)

end

linteracion dipolo—campo electrico
function campo_electrico (p-x,p-y,nx,ny,i4,i5 ,EE)
integer nx,ny,i4,i5
real p_i(2)
real p_x(nx,ny),p_y(nx,ny)
real campo_electrico, EE(2)

p-i=(/p-x(i4,i5) ,p-y(i4,i5)/)
campo-electrico=—dot_product(p-i ,EE)
return

end function

lenergia de interaccion de un dipolo i con todo los dipolos j distintos de 1
function energia (r_x,r.y,p-x,p.y,nx,ny,i4,i5)

integer nx,ny, il ,i2,i4,i5

real p.i(2),pj(2), r.i(2),r§(2), r.ij(2),r

real p_x(nx,ny),p-y(nx,ny)

real r_x(nx,ny),r-y (nx,ny)

real energia

energia=0
poi=(/p-x(i4,i5) ,p_y(i4,i5)/)
roi=(/r_x(i4,i5),r_y(i4,i5)/)
do il=1,nx,1
do i2=1,ny,1
if (il/=i4 .or. i2/=i5) then
p-i=(/p-x(il,i2),p-y(il,i2)/)
roj=(/rox (il ,i2),r.y (il ,i2)/)
roij=r_i—r_j
r=norm2(r_ij)
I'calculo de la interaccion entre el dipolo i y el j
energia=energia+((dot_product(p-i,p-j)/r**3) —3*((dot_product(p-i,
r_ij))*(dot_product(p_j,r_ij))/r*%5))
end if
end do
end do
return
end function

I'polarizacion en el eje x

function polarizacion (p-x,nx,ny)
real p_x(nx,ny),polarizacion ,1
integer il ;i2
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polarizacion=0

do il=1,nx,1
do i2=1,ny,1

polarizacion=polarizacion+p_x (il ,i2)

end do

end do

return

end function

lalgoritmo de metropolis

subroutine metropolis (r_x,r.y,p-x,p-y,nx,ny,KbT, el , dir ,EE,px,py)

implicit none
integer nx,ny,il,i2,i4 ,dir(nx,ny) ,d

real al,a2,a3,a4 ,KbT,px(4),py(4),EE(2),a,p(2),e2,e3,de, proba,

campo-electrico

real p_x(nx,ny),p-y(nx,ny),r_x(nx,ny),r_y (nx,ny)
real el

call random number(al)
call random_number(a2)

il=int (al*nx)+1
i2=int (a2+ny)+1

p(1)=p_x (il ,i2)

p(2)=p-y (il ,i2)

d=dir (il ,i2)

e2=energia(r.x ,r.y ,p-Xx,p-y,nx,ny,il ,i2)
e2=e2+campo_electrico (p-x,p-y ,nx,ny,il ,i2 ,EE)

do
call random_number(a4)
i4=int (ad%4)+1
if (dir (il ,i2)/=i4)then
dir (il ,i2)=i4
exit
end if
end do

p-x(il,i2)=px(i4)
p-y (i1 ,12)=py(i4)
e3=energia(r.x ,r.y ,p-Xx,p-y,nx,ny,il ,i2)
e3=e3+campo_electrico (p-x,p-y ,nx,ny,il ,i2 ,EE)
de=e3—e2
if (de<0)then
el=el+de
else
call random_number(a)
proba=exp(—de/(kbT))
if (a>proba)then
pox (il 5i2)=p(1)
p-y (il ,i2)=p(2)
dir (il ,i2)=d

else
el=el+de
end if
end if
return

end subroutine

lalgoritmo de conteo

subroutine red (dir ,nx,ny,frec ,m)
implicit none

integer nx, ny

integer m

energia ,
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integer dir (nx,ny) !(nxn) Direccion matriz
integer ori(nx*ny) !direccion wvector
integer vec(m,2) !Vecinos

integer pos(nx*ny) /posicion en wvecinos
integer gru(nx*ny) !grupos de dipolos
integer d,n

integer frec (nx*ny) !frecuencia

integer il,i2,i3,i4,i5,i6,i7,i8,i9

! wector orientaciones
do il=1,nx,1
do i2=1,ny,1
ori(ny=(il—1)4+i2)=dir (il ,i2)
end do
end do

lvecinos
i5=1
do il=1,nx,1
do i2=1,ny,1
pos (ny*(il —1)+i2)=i5

do i3=il—-1,i1+1,1
if(i3>0 .and. i3<(nx+1))then
if (i3/=il)then
vec (i5,1)=ny* (il —1)+i2
vec(i5 ,2)=ny=(i3 —1)+i2

i5=15+1
end if
end if
end do

do i4=i2 —1,i2+1,1
if (i4>0 .and. i4<(ny+1))then
if (i4/=i2)then
vec(i5 ,1)=ny=(il —1)+i2
vec(i5 ,2)=ny=*(il —1)+i4

i5=i5+1
end if
end if
end do
end do

end do
gru=0
frec=0
i7=1

i9=1

!I'Contar wvecinos
do
I'seleccion de un dipolo
do il=1,nx*ny,1
d=il
do i2=1,nx*ny,1
if (d=gru(i2))then
i6=i2
exit
else
i6=i2
end if
end do
if (i6=nxx*ny)then
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exit

end if
end do

gru(i7)=d

lcomparar
i8=i7
n=1
do
if (d/=(nx#*ny))then
do il=pos(d),pos(d+1)—1,1
if (ori(vec(il,1))=—ori(vec(il,2)))then
do i2=1,nx%*ny,1
if (vec(il,2)=gru(i2))then
i6=i2
exit
else
i6=i2
end if
end do
if (i6=nx#*ny)then
i7=i741
gru(i7)=vec (il ,2)
end if
end if
end do
else

do il=pos(d) ,m,1

if (ori(vec(il,1))==ori(vec(il,2)))then
do i2=1,nx*ny,1

if(vec(il ,2)==gru(i2))then
i6=i2
exit
else
i6=i2
end if
end do
if (i6=nxx*ny)then
i7=i74+1
gru(i7)=vec (il ,2)
end if
end if
end do
end if

if (i8=nx#ny)then
exit
end if

if (gru(i8+1)/=0)then
d=gru(i8+1)
i8=i8+1
n=n+1
else
exit
end if
end do
frec (i9)=n
i9=i19+1
if (i7=mnx#ny)then
exit
else
i7=17+1
end if
end do
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return
end subroutine red

l'calculo de la frecuencia

subroutine frecuencia (frec, nx, ny,

implicit none

integer nx, ny, i3

integer frec (nx*ny) !frecuencia
integer il ,i2,n

!I'frecuencias
do il=1,maxval(frec),1
n=0
do i2=1,nx*ny,1
if (frec(i2)==il)then
n=n+1
end if
end do
write(2004+i3 ,%) n
end do

do il=maxval(frec)+1,nx*ny,1
write(200+i3 ,x) 0
end do

return
end subroutine frecuencia

i3)
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A.2. Materiales Ferroeléctricos Relaxores

A.2.1. Dopaje Uniforme

program dopaje

integer , parameter :: nx=300, ny=300 /tamano del material
integer , parameter :: ni=nxx*ny/10 !dipolos dopados
integer :: il ,i2,i3

real :: al,a3

integer, allocatable :: seed (:)

integer nt,clock

lcambio de la semilla de gemeracion
call random_seed(size = nt)
allocate (seed (nt))

call system_clock (count=clock)

seed = clock

call random_seed (put = seed)

larchivos de salida
open(unit=1,file="dopaje.txt”)

lgeneracion del dopaje

do i3=1,ni,1
call random number(al)
call random_number(a3)
il=int (al*nx)+1
i2=int (a3xny)-+1
write (1,%) il1,i2

end do

end program
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A.2.2. Dopaje Gaussiano

program dopaje

integer , parameter :: nx=300, ny=300 !tamano del material
integer , parameter :: ni=nxx*ny/10 !dipolos dopados

real :: mux(5) ,muy(5),sigma(5)

real :: al a2, a3

integer :: il ,i2,i

integer, allocatable :: seed (:)

integer nt,clock

Icambio de la semilla de generacion
call random_seed(size = nt)
allocate (seed (nt))

call system_clock(count=clock)

seed = clock

call random_seed (put = seed)

l'archivo de salida
open(unit=1,file="dopaje.txt”)

!generacion de los dipolos alrededor de los cuales se tienen
distribuciones gaussianas y Sus varianzas
do i=1,5,1
call random_number(al)
call random_number(a2)
call random_number (a3)
a3=(a3%30)+10.0
il=int (alxnx)+1
i2=int (a2xny)+1
mux(i)=il
muy (i)=i2
sigma (i)=a3
end do
write (100,*) mux
write (100,%) muy

!generacion del dopaje

do i=1,ni,1
do
call gauss(mux,muy,sigma,il ,i2)
if ((i1>0).and.(il<=nx).and.(i2>0).and.(i2<=ny) )then
exit
end if
end do
write (1,%) il ,i2

end do

end program

lalgoritmo de Box—Muller

subroutine gauss (mul,mu2,sigma ,numl,num?2)
real mul(5), mu2(5), sigma(5), ul,u2,z0
real a
integer num,numl,num?2
two_pi=2xacos(—1.0)

call random_number(ul)
call random_number(u2)
call random_number(a)
num=int (a*5)+1

if (num==1)then
z0 = sqrt(—2.0 * log(ul)) * cos(two_pi * u2)
z1 = sqrt(—2.0 * log(ul)) = sin(two_pi * u2)

las
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numl=int (z0 * sigma(l) + mul(1l
num2=int (z1 * sigma(l) + mu2(1
else if(num==2)then
z0 = sqrt(—2.0 * log(ul)) = cos(two_pi
z1 = sqrt(—2.0 * log(ul)) = sin(two_pi
numl=int (z0 * sigma(2) + mul(2))
num2=int (z1 * sigma(2) + mu2(2))
else if(num==3)then
z0 = sqrt(—2.0 * log(ul)) = cos
z1 = sqrt(—2.0 * log(ul)) = sin
numl=int (z0 * sigma(3) + mul(3)
num2=int (z1 * sigma(3) + mu2(3)
else if (num==4)then
z0 = sqrt(—2.0 * log(ul)) = cos(two_pi
z1 = sqrt(—2.0 * log(ul)) = sin(two_pi
numl=int (z0 * sigma(4) + mul(4))
num2=int (z1 * sigma(4) + mu2(4))
else if(num==>5)then
z0 = sqrt(—2.0 * log(
z1 = sqrt(—2.0 * log(
numl=int (z0 * sigma (5
5

))
))

two_pi
two_pi

—— o~ —~

ul)) * cos(two_pi
ul)) * sin(two_pi
) + )
) + )

mul(5)
num2=int (z1 * sigma( mu2(5)
end if
return

end subroutine

u2)
u2)

u2)

u2)
u2)

u2)
u2)
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A.2.3. Curvas de Histéresis

program main
implicit none

integer , parameter :: nx=300, ny=300 /tamano del material
integer, parameter :: ni=nxx*ny/10 !dipolos dopados
integer , parameter :: m=nx*ny

real , parameter :: kbt=6.0 !/temperatura

real , parameter :: pi=acos(—1.0)

real EE(2), EEE !campo electrico, componente z del campo electrico
integer nt,clock,il  i2, a2, ie, i4, i3, i

real al, t,p_max, a3, a4

real e, e_1

real energia, polarizacion, campo_electrico, p

real :: p_x(nx,ny), p.y(nx,ny)
real :: r_x(nx,ny),r_y(nx,ny)

real :: px(4),py(4)

integer :: dir(nx,ny)

integer, allocatable :: seed(:)
character (len=8):: cl

real energia.m, polarizacion_m
integer :: dopaje(ni,2)

I'definicion de las posibles direcciones de los dipolos en z e vy
px=(/ 1.0, 0.0, —1.0, 0.0 /)
py=(/ 0.0, 1.0, 0.0, —1.0 /)

lcambio de la semilla de generacion
call random_seed(size = nt)
allocate (seed (nt))

call system_clock(count=clock)

seed = clock

call random_seed (put = seed)

lasignacion de las posiciones a los dipolos
do il=1,nx,1
do i2=1,ny,1
r_x (il ,i2)=real (il —1)
roy (il i2)=real(i2-1)
end do
end do

l'archivos de entrada y salida
open(unit=1,file="dopaje.txt” ,status="old”)
open(unit=2,file="300x300_60_r_g_p_10.txt” ,status="unknown”)

lcampo electrico paralelo a x
EE=(/8.0,0.0/)

l'asignacion de las componentes de los dipolos
do il=1,nx,1
do i2=1,ny,1
call random_number(al)
a2=int (al*4)+1
dir (i1 ,i2)=a2
p-x (il ,i2)=px(a2)
p-y (il ,i2)=py(a2)
end do
end do

lcargar el dopaje
do i3=1,ni,1

read (1,*) dopaje(i3,1) ,dopaje(i3,2)
end do
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lcambiar el wvalor de los dipolos a causa del dopaje
do i3=1,ni,1
p-x(dopaje(i3,1) ,dopaje(i3,2))=3.0%px(dir (dopaje (i3 ,1) ,dopaje(i3,2))

p-y (dopaje (i3 ,1) ,dopaje(i3,2))=0.333*py(dir (dopaje (i3 ,1) ,dopaje (i3

:2)))
end do

I'polarizacion mazima
p-max=(nx*ny—ni)*1.04+ni*3.0

l'calculo de la energia inicial del sistema
e=0
do il=1,nx,1
do i2=1,ny,1
e=e+0.5%xenergia(r.x,r.y,
X

r ,p-y ,nx,ny,il,i2)
e=et+campo_electrico (p-

pP-x
,p-y ,nx,ny,il ,i2 ,EE)

end do
end do

lgeneracion de la condicion incial
do i4=1,50%m,1

call metropolis (r-x,r.y,p-x,p-y,nx,ny,KbT,e,dir ,EE,px,py)
end do

lgeneracion de la curva de histeresis
do i4=1,200+*m,1
do il=1,nx,1
do i2=1,ny,1
e=e—campo_electrico(p-x,p-y ,nx,ny,il ,i2 EE)
end do
end do
EEE=8.0%cos (2« pi*real(i4)/(200*m))
EE=(/EEE,0.0/)
do il=1,nx,1
do i2=1,ny,1
e=et+campo_electrico(p-x,p-y ,nx,ny,il ,i2 JEE)
end do
end do
call metropolis (r_-x,r.y,p-x,p-y,nx,ny,KbT,e,dir ,EE, px,py)
if (mod(i4,18000)==0)then
write (2,%) EEE, polarizacion (p-x,nx,ny)/p-max
end if
end do

end program

linteracion dipolo—campo electrico
function campo_electrico (p-x,p-y,nx,ny,i4,i5 ,EE)
integer nx,ny, i4,i5
real p_i(2)
real p_x(nx,ny),p_y(nx,ny)
real campo_electrico, EE(2)

p-i=(/p-x(i4,i5),p-y(i4,i5)/)
campo-electrico=—dot_product(p-i ,EE)

return
end function

l'energia de interaccion de un dipolo it con todo los dipolos j distintos de 1
function energia (r_-x,r.y,p-x,p.y,nx,ny,id ,i5)

integer nx,ny, il ,i2,i4,i5

real p_i(2),p-j(2), r-i(2),r-j(2), r.ij(2),r

real p_x(nx,ny),p-y(nx,ny)
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real r_x(nx,ny),r_y(nx,ny)
real energia

energia=0
poi=(/p-x(id,i5) ,p_y(i4,i5)/)
roi=(/r-x(i4,id5),r_y(i4,i5)/)
do il=1,nx,1
do i2=1,ny,1
if (il/=i4 .or. i2/=i5) then
p-j=(/p-x(il,i2),p-y(il,i2)/)
vy =(/rox (i1,i2) ey (i1,i2) /)
roij=r_i—r_j
r=norm2(r_ij)
l'calculo de la interaccion entre el dipolo i y el j
energia=energia+((dot_product(p-i,p-j)/r**3)—3*((dot_product
(p_i,r_ij))*(dot_product (p_j,r_ij))/1rx5))
end if
end do
end do
return
end function

I'polarizacion en x

function polarizacion (p-x,nx,ny)
integer nx,ny, il ,i2
real p_x(nx,ny),polarizacion

polarizacion=0
do il=1,nx,1
do i2=1,ny,1
polarizacion=polarizacion+p_x (il ,i2)
end do
end do

return
end function

lalgoritmo de metropolis
subroutine metropolis (r_x,r.y,p-x,p-y,nx,ny,KbT,el,dir ,EE,px,py)
implicit none
integer nx,ny,il ,i2,i4  dir(nx,ny) ,d
real al,a2,a3,a4 ,KbT,px(4) ,py(4),EE(2),a,p(2),e2,e3,de, proba, energia,
campo_electrico
real p_x(nx,ny),p-y(nx,ny),r_x(nx,ny),r_y(nx,ny)
real el , pp

call random_number(al)
call random_number(a2)

il=int (al*nx)+1
i2=int (a2xny)+1

p(1)=p-x(il ,i2)

p(2)=p-y (il ,i2)

pp=sqrt (p(1)x2+p(2) **2)

d=dir (il ,i2)

e2=energia(r.x ,r.y ,p-X,p-y,nx,ny,il ,i2)
e2=e2+campo_electrico (p-x,p-y ,nx,ny, il ,i2 ,EE)

do
call random_number(a4)
i4=int (ad%4)+1
if (dir(il,i2)/=i4)then
dir (il ,i2)=id
exit
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end if
end do

if (pp==1)then
px (il ,i2)=px(i4)
p-y (il ,i2)=py(i4)
else
p-x (il ,i2)=3.0*px(i4)
p-y (il ,i2)=0.333*py(i4)
end if
e3=energia(r-x ,r.y ,p-X,p-y,nx,ny,il ,i2)
e3=e3+campo_electrico (p-x,p.y ,nx,ny,il ,i2 ,EE)
de=e3—e2
if (de<0)then
el=el+de
else
call random_number (a)
proba=exp(—de/(kbT))
if (a>proba)then
px(il,i2)=p(1)
p-y (il ,12)=p(2)
dir (i1 ,i2)=d
else
el=el+de
end if
end if

return
end subroutine




APENDICE A. PROGRAMAS COMPUTACIONALES 50

A.2.4. Nano Regiones

program main
implicit none

integer , parameter :: nx=300, ny=300 /tamano del material
integer, parameter :: ni=nxx*ny/10 !dipolos dopados
integer , parameter :: m=nx*ny

integer , parameter i3=5 !numero de la simulacion

real , parameter :: kbt=6.0 !/temperatura

real EE(2) !Campo electrico

integer nt,clock il i2,a2,i4

real al

real e, p,pol(m), ener(m), ef

real energia, energia_i, polarizacion, campo_electrico
real:: varr(5) ,medd(5),dif ,med, var

real :: varrp(5) ,meddp(5),difp ,medp, varp
real :: pox(mx,ny), py(nx,ny), px(4),py(4)
real :: r_x(nx,ny),r_y(nx,ny)

integer :: dir(nx,ny), frec(nx*ny), mm
integer, allocatable :: seed (:)

integer :: dopaje(ni,2)

I'definicion de las posibles direcciones de los dipolos en = e y
px=(/ 1.0, 0.0, —1.0, 0.0 /)

larchivos de entrada
open(unit=1,file="dopaje.txt” ,status="old”)

Icambio de la semilla de generacion
call random_seed(size = nt)
allocate (seed (nt))

call system_clock(count=clock)

seed = clock

call random_seed (put = seed)

lasignacion de las posiciones a los dipolos
do il=1,nx,1
do i2=1,ny,1
r-x (il ,i2)=real (il —-1)
roy (il ,i2)=real (i2 -1)
end do
end do

' Asignacion de las componentes de los dipolos
do il=1,nx,1
do i2=1,ny,1
call random_number(al)
a2=int (alx4)+1
dir (i1 ,i12)=a2
p-x (il ,i2)=px(a2)
p-y (i1 ,12)=py(a2)
end do
end do

Icargar el dopaje
do i4=1,ni,1

read (1,*) dopaje(i4d,1) ,dopaje(i4,2)
end do

Icambiar el wvalor de los dipolos a causa del dopaje
do i4=1,ni,1
p-x (dopaje(i4,1) ,dopaje(i4,2))=3.0%px(dir (dopaje(i4,1) ,dopaje(id ,2))
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p-y (dopaje(i4 ,1) ,dopaje(i4,2))=0.333xpy(dir (dopaje(i4,1) ,dopaje(id

2)))
end do

lcampo electrico paralelo a z
EE=(/0.0,0.0/)

I'calculo de la energia inicial del sistema
e=0
do il=1,nx,1
do i2=1,ny,1
e=e+0.5xenergia(r_-x,r.y ,p-x,p-y,nx,ny,il ,i2)
e=et+campo_electrico(p-x,p-y,nx,ny,il ,i2 ,EE)
end do
end do
write(100+i3 ,x) 0, e

l'iteraciones del algoritmo de metropolis
do i1=1,100%*m,1
call metropolis (r_-x,r.y,p-x,p-y,nx,ny,KbT,e,dir ,EE, px, py)
if (mod(il ,nx*ny)==0)then
write(100+1i3 ,%) il, e
end if
end do
close(100+1i3)

l'calculo de la energia final del sistema
ef=0
do il=1,nx,1
do i2=1,ny,1
ef=ef+4+0.5%energia (r_x,

r ,P-y ,nx,ny,il,i2)
ef=ef+campo_electrico (p

-y ,p-X

X ,p-y,nx,ny,il ,i2 ,EE)
end do

end do

write (*x,%) e, ef

mm=4*nx*ny —2«nx—2xny numero mazimo de vecinos
call red (dir ,nx,ny, frec ,mm)
call frecuencia (frec ,nx,ny, i3)

end

linteracion dipolo—campo electrico
function campo_electrico (p-x,p-y,nx,ny,i4,i5 ,EE)
integer nx,ny,i4 ,i5
real p_i(2)
real p_x(nx,ny),p.y(nx,ny)
real campo_electrico, EE(2)

p-i=(/p-x(i4,i5) ,p-y(i4,i5)/)
campo-electrico=—dot_product(p-i ,EE)
return

end function

lenergia de interaccion de un dipolo i con todo los dipolos j distintos de 1
function energia (r_x,r.y,p-x,p-y,nx,ny,i4,i5)

integer nx,ny, il,i2,i4,i5

real p.i(2),p.j(2), r-i(2),1.§(2), r-ij(2),r

real p_x(nx,ny),p.y(nx,ny)

real r_x(nx,ny),r-y (nx,ny)

real energia

energia=0
p-i=(/p-x(i4,i5) ,p_y(id,i5)/)
roi=(/r-x(i4,i5),r_y(i4,i5)/)
do 1il=1,nx,1

do i2=1,ny,1
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if (il/=i4 .or. i2/=i5) then
p-j=(/p-x(il,i2),p-y(il,
roj=(/r_x(il1,i2),r_y (il
roij=r_oi—r_j
r=norm2(r_ij)
I'calculo de la interaccion entre el dipolo 1 y el j
energia=energia+((dot_product(p_-i,p_-j)/r*+3) —3*((dot_product(p_i,

r_ij))*(dot_product(p_j,r_ij))/r*%5))

s 1

i2)/)
2)/)

end if
end do
end do
return
end function

I'polarizacion en el eje x
function polarizacion (p_x,nx,ny)
real p_x(nx,ny),polarizacion,!
integer il i2
polarizacion=0
do il=1,nx,1
do i2=1,ny,1
polarizacion=polarizacion+p_x (il ,i2)
end do
end do
return
end function

lalgoritmo de metropolis
subroutine metropolis (r_x,r.y,p-x,p-y,nx,ny,KbT,el, dir ,EE,px,py)
implicit none
integer nx,ny,il,i2,i4 ,dir(nx,ny) ,d
real al,a2,a3,a4 ,KbT,px(4),py(4),EE(2),a,p(2),e2,e3,de, proba, energia,
campo_electrico
real p_x(nx,ny),p-y(nx,ny),r-x(nx,ny),r-y(nx,ny)
real el ,pp

call random_number(al)
call random_number(a2)

il=int (alxnx)+1
i2=int (a2%ny)+1

p(1)=p-x(il,i2)

p(2)=p-y (il ,i2)

pp=sqrt (p(1)**x2+p(2) xx2)

d=dir (il ,i2)

e2=energia(r-x ,r.y ,p-Xx,p-y,nx,ny,il ,i2)
e2=e2+campo_electrico (p-x,p-y ,nx,ny, il ,i2 ,EE)

do
call random_number(a4)
id=int (ad*4)+1
if (dir(i1,i2)/=i4)then
dir (il ,i2)=i4
exit
end if
end do

if (pp==1)then

p.x (il ,i2)=px(id)

p-y (il ,12)=py(i4)

else

p-x(il,i2)=3.0xpx(i4)

p-y (il ,i2)=0.333xpy(i4)

end if

e3=energia(r-x ,r.y ,p-X,p-y,nx,ny,il ,i2)
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e3=e3+campo_electrico(p-x,p-y ,nx,ny,il ,i2 ,EE)
de=e3—e2
if (de<0)then
el=el+de
else
call random_number(a)
proba=exp(—de/(kbT))
if (a>proba)then
pox (il ,i2)=p(1)
p-y (il ,i2)=p(2)
dir (i1 ,i2)=d

else
el=el+de
end if
end if
return

end subroutine

lalgoritmo de conteo

subroutine red (dir ,nx,ny, frec ,m)
implicit none

integer nx, ny

integer m

integer dir (nx,ny) /(nxn) Direccion matriz
integer ori(nx*ny) !direccion wvector
integer vec(m,2) !Vecinos

integer pos(nx*ny) /posicion en wvecinos
integer gru(nx*ny) !grupos de dipolos
integer d,n

integer frec (nx*ny) !frecuencia

integer il ,i2,i3,i4,i5,i6,i7,i8,i9

lorientaciones wector
do il=1,nx,1
do i2=1,ny,1
ori(ny=(il —1)4i2)=dir (il ,i2)
end do
end do

lvecinos
i5=1
do il=1,nx,1
do i2=1,ny,1
pos (ny*(il —1)+i2)=i5

do i3=il1—-1,i1+1,1
if (i3>0 .and. i3 <(nx+1))then
if (i3/=il)then
vec(i5 ,1)=ny=(il —1)+i2
vec (i5,2)=ny*(i3 —1)+i2

ib=i5+1
end if
end if

end do

do i4=i2—1,i2+1,1
if(i4>0 .and. i4<(ny+1))then
if (i4/=i2)then
vec(i5 ,1)=ny=(il —1)+i2
vec (i5 ,2)=ny=*(il —1)+i4

i5=i5+1
end if
end if

end do
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end do
end do

gru=0
frec=0
i7=1
i9=1

!I'Contar wvecinos
do
I'seleccion de un dipolo
do il=1,nx*ny,1
d=il
do i2=1,nx*ny,1
if (d=gru(i2))then
i6=i2
exit
else
i6=i2
end if
end do
if (i6==nxx*ny)then
exit
end if
end do
gru(i7)=d

lcomparar
i8=i7
n=1
do
if (d/=(nx*ny))then
do il=pos(d),pos(d+1)—1,1
if (ori(vec(il,1))==ori(vec(il,2)))then
do i2=1,nx*ny,1
if (vec(il ,2)==gru(i2))then
i6=i2
exit
else
i6=i2
end if
end do
if (i6=nxx*ny)then
i7=i74+1
gru(i7)=vec (il ,2)
end if
end if
end do
else
do il=pos(d) ,m,1
if (ori(vec(il,1))=—ori(vec(il,2)))then
do i2=1,nxx*ny,1
if (vec(il,2)==gru(i2))then
i6=i2
exit
else
i6=i2
end if
end do
if (i6=nx#*ny)then
i7=i741
gru(i7)=vec(il,2)
end if
end if
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end do
end if

if (i8==nxx*ny)then
exit
end if

if(gru(i8+1)/=0)then
d=gru(i8+1)
i8=i8+1
n=n+1
else
exit
end if
end do
frec (i9)=n
i9=19+1
if (i7==nx*ny)then
exit
else
i7=174+1
end if
end do

return
end subroutine red

l'calculo de la frecuencia

subroutine frecuencia (frec, nx, ny, i3)
implicit none

integer nx, ny, i3

integer frec (nx*ny) !frecuencia

integer il ,i2 ,n

!I'frecuencias

do il=1,maxval(frec),1
n=0
do i2=1,nx*ny,1

if (frec(i2)==il)then
n=n+1
end if
end do
write(2004+i3 ,%) n
end do

do il=maxval(frec)+1,nxx*ny,1
write(200+i3 ,%) 0
end do

return
end subroutine frecuencia
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