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RESUMEN 

En el presente trabajo se desarrolla el modelo dinámico lineal con respecto a parámetros 

inerciales (masa, primer momento de masa y momento de inercia) para el robot paralelo 

tipo 3UPS+1RPU desarrollado en la Escuela Politécnica Nacional como parte del 

proyecto PIMI-1504, además se incorpora un modelo lineal de fricción lineal de coulomb 

y de viscosidad para mejorar la estimación del modelo del comportamiento real del robot 

en análisis. Posteriormente, el modelo dinámico lineal se simplifica (modelo en 

parámetros base) mediante el método numérico de descomposición en valores 

singulares. Para la reducción del modelo dinámico, se emplea una curva de 

identificación de parámetros base que se genera mediante series de Fourier finitas 

optimizada a través de algoritmos de minimización con restricciones, las restricciones 

empleadas en este trabajo son límites de recorrido, velocidad y aceleración de los 

actuadores lineales, así como también, restricciones en el espacio de trabajo y el ángulo 

alcanzado por las articulaciones esféricas que constituyen la estructura del robot 

paralelo 3UPS+1RPU. Finalmente, el grado de compatibilidad del modelo dinámico 

reducido desarrollado, se cuantifica a través del cálculo del error cuadrático medio, 

determinado entre las fuerzas generalizadas de las articulaciones independientes 

estimadas por el modelo dinámico lineal en parámetros base y las fuerzas simuladas en 

el software Adams/View. Para el análisis de compatibilidad se emplea una trayectoria 

optimizada de prueba generada mediante series de Fourier finitas. 

Palabras clave: Modelo dinámico lineal, parámetros base, robot paralelo, análisis de 

compatibilidad, descomposición de valores singulares.  
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ABSTRACT 

In the present work the linear dynamic model is developed with respect to inertial 

parameters (mass, first moment of mass and moment of inertia) for the parallel robot 

type 3UPS + 1RPU developed in the Escuela Politécnica Nacional as part of the PIMI-

1504 project. A lineal model of linear friction of coulomb and viscosity is incorporated to 

improve the estimation of the model to real behavior of the robot in analysis. 

Subsequently, the dynamic linear model is simplified (model in base parameters) by the 

numerical method of decomposition into singular values. For the dynamic model 

reduction, a curve of identification of base parameters is used which is generates by 

means of finite Fourier series optimized through minimization algorithms with restrictions. 

The restrictions used in this work are limits of travel, speed and acceleration of the 

actuators linear, as well as, restrictions in the workspace and the angle reached by the 

spherical joints that constitute the structure of the parallel robot 3UPS + 1RPU. Finally, 

the degree of compatibility of the developed reduced dynamic model is quantified 

through calculation of the mean square error determined between the generalized forces 

of the independent joints estimated by the linear dynamic model in base parameters and 

the forces simulated in the Adams/View software. For this compatibility analysis, an 

optimized test path generated by finite Fourier series is used. 

Keywords: Linear dynamic model, base parameters, parallel robot, compatibility 

analysis, decomposition of singular values.
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DESARROLLO DEL MODELO DINÁMICO LINEAL EN 

PARÁMETROS INERCIALES DE UN ROBOT PARALELO PARA 

REHABILITACIÓN DE RODILLA. 

INTRODUCCIÓN 

Actualmente en el área de rehabilitación clínica, los robots paralelos permiten desarrollar 

terapias de rehabilitación activas y pasivas bajo mínima supervisión del fisioterapeuta 

(Vallés, y otros, 2015). 

En robots paralelos, para poder realizar movimientos rápidos y precisos se requiere 

emplear un modelo dinámico del robot. La resolución del modelo dinámico tiene un costo 

computacional alto, para enfrentar éste problema se requiere emplear un modelo 

dinámico simplificado (Díaz, Valera, Mata, & Valles, 2013). El método de identificación 

de parámetros base permite obtener modelos lineales reducidos con alto grado de 

similitud con la realidad, partiendo de un modelo dinámico lineal en parámetros 

inerciales (Farhat, 2006). 

En Ecuador, la Facultad de Ingeniería Mecánica de la Escuela Politécnica Nacional 

(EPN), como parte del proyecto PIMI-1504 está desarrollando un robot paralelo para 

diagnosis y rehabilitación de rodilla. El robot está compuesto por tres eslabones 

prismáticos (unidos mediante un par universal y uno esférico), y un eslabón prismático 

unido mediante un par de revolución y un par universal, es decir, una configuración 

3UPS + 1RPU (Zamora, 2016). Aquino & Pozo (2017) desarrollaron un modelo dinámico 

no lineal del robot 3UPS + 1RPU mediante la metodología de Gibbs Appell, sin embargo 

este modelo representa los esfuerzos generalizados de forma implícita, y  no considera 

los esfuerzos producidos por la fricción entre las articulaciones del robot, lo que ocasiona 

un error de alrededor del 20% con respecto al comportamiento dinámico simulado del 

robot paralelo (Pulloquinga, 2018). 

Con base en lo expuesto, el presente proyecto propone desarrollar un modelo dinámico 

en forma lineal respecto a parámetros inerciales que incorpore un modelo de fricción 

para reducir el error de estimación respecto a la simulación del robot paralelo, 

posteriormente para reducir la complejidad del modelo lineal, se realiza la simplificación 

usando identificación de parámetros base; el modelo reducido o simplificado facilita la 

futura implementación de controladores electrónicos basados en modelos dinámicos, al 

disminuir el costo computacional empleado en la resolución del modelo, es decir, 
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permitirá al proyecto de investigación PIMI-1504 realizar el diseño y sintonización de 

controladores electrónicos basados en pasividad. 

Finalmente, para asegurar el grado de compatibilidad del modelo reducido (modelo en 

parámetros base) se compara las respuestas calculadas para las fuerzas generalizadas 

independientes, con las fuerzas generalizadas simuladas en el robot paralelo virtual en 

el software Adams/View. 

Pregunta de Investigación 

Al desarrollar un modelo dinámico en parámetros base (modelo reducido o simplificado) 

del robot paralelo 3UPS+1RPU del proyecto PIMI-1504, es posible representar de forma 

adecuada el comportamiento dinámico del robot paralelo con aplicación de 

rehabilitación de rodilla. 

Objetivo general 

Desarrollar el modelo dinámico lineal en parámetros inerciales de un robot paralelo para 

rehabilitación de rodilla, mediante ecuaciones explícitas de Gibbs Appell. 

Objetivos específicos 

· Revisar la información disponible sobre modelamiento de robots paralelos con base 

en parámetros inerciales y de fricción, para desarrollar un modelo dinámico lineal 

para el robot paralelo 3UPS + 1RPU. 

· Determinar el modelo lineal en parámetros inerciales y de fricción para el robot 

paralelo, usando como herramienta computacional el software Matlab. 

· Reducir el modelo lineal en parámetros inerciales y de fricción a un modelo de 

parámetros base, utilizando trayectorias de identificación optimizadas mediante 

restricciones no lineales del espacio de trabajo del robot. 

· Verificar la compatibilidad entre el modelo lineal reducido y el mecanismo simulado 

del robot paralelo 3UPS + 1RPU, mediante el software Adams/View. 

Alcance 

Para alcanzar los objetivos de la investigación se realizarán las siguientes actividades: 

· Revisar el proceso de modelamiento dinámico en parámetros inerciales y de fricción 

para robots de cadena cerrada. 
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· Revisar diferentes metodologías aplicadas para obtener modelos en parámetros 

base partiendo de un modelo en parámetros inerciales y de fricción para robots 

paralelos. 

· Diseñar trayectorias de identificación de parámetros base. 

· Determinar el modelo en parámetros base partiendo de un modelo de parámetros 

inerciales y de fricción. 

· Resolver el modelo en parámetros base para una trayectoria de prueba previamente 

diseñada. 

· Simular el movimiento del robot para rehabilitación de rodilla para la trayectoria de 

prueba diseñada. 

· Realizar el análisis cuantitativo de los errores producidos entre los cálculos del 

modelo en parámetros base del robot paralelo y los resultados de la simulación del 

mismo. 
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1. MARCO TEÓRICO 

1.1. Robot paralelo 

Un robot paralelo es un conjunto de cadenas cinemáticas cerradas caracterizado por 

que su efector final (plataforma móvil) está conectado a la base a través de varias 

cadenas cinemáticas abiertas. Los principales elementos de un robot paralelo (Figura 

1.1) son: 

· Base: Elemento fijo del robot. 

· Plataforma móvil: Elemento rígido donde es montado el efector final del robot. 

· Cadena cinemática: Enlace entre la base y la plataforma móvil, también se le 

conoce como pata del robot. 

 
Figura 1.1. Robot paralelo genérico. 

(Fuente: (Briot & Khalil, 2015)) 

Las principales ventajas de un robot paralelo (Aracil, Saltarén, Sabater, & Reinoso, 

2006) son: 

· Los actuadores son también elementos estructurales del robot, incrementando 

la relación carga/potencia del robot paralelo en comparación a un robot serie. 

· Estructuras de alta rigidez y bajo peso en comparación con los robots serie. 

· Altas velocidades de operación, con alto grado de precisión. 

Por otro lado, entre las desventajas más notables se tiene: 

· Cinemática de mecanismos compleja, algunas veces se requiere sensores 

redundantes para establecer lazos de control. 

· Al alcanzar una configuración de singularidad, se incrementa el número de GDL 

incrementando en gran medida las fuerzas de los actuadores, ocasionando que 

la efectividad del sistema de control se pierda. 
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· Espacio de trabajo más pequeño que el de un robot serie. 

· No posee un modelo dinámico general como en el caso de los robots serie, 

dificultando el desarrollo de algoritmos de control estandarizados. 

Las aplicaciones más relevantes de este tipo de robots son simuladores de vuelo, 

maquinado de piezas, medicina y manejo de productos a alta velocidad. 

1.1.1. Configuraciones estructurales de los robots paralelos 

En robots paralelos el tipo de cadenas cinemáticas, las combinaciones en el número de 

cadenas cinemáticas, las restricciones entre las articulaciones del robot, etc. hacen 

difícil tener una clasificación estandarizada de los robots paralelos. Sin embargo, Merlet 

(2006) clasifica a los robots según el tipo de movimiento en: 

· Robot Planar: El movimiento está restringido al plano, este tipo de robots tienen 

dos (Figura 1.2a) o tres grados de libertad (GDL) (Figura 1.2b).  

  
(a) (b) 

Figura 1.2. Robot planar de: (a) 2 GDL. (b) 3 GDL. 
(Fuente: (Aracil, Saltarén, Sabater, & Reinoso, 2006)) 

· Robot Espacial: El movimiento del robot se desarrolla en todo el espacio 

tridimensional. Estos robots se pueden subdividir de acuerdo a los grados de 

libertad en: robot desde tres GDL hasta seis GDL y robots de grados de libertad 

mixto. La Figura 1.3 muestra un robot paralelo de 5 grados de libertad. 

 
Figura 1.3. Robot espacial de 5 GDL. 

(Fuente: (Merlet, 2006)) 

 

 



 
 

6 
 

1.1.2. Robot paralelo de cuatro grados de libertad 

Un robot paralelo de cuatro grados de libertad, de dos movimientos de traslación y dos 

de rotación, no se puede diseñar con cuatro cadenas cinemáticas idénticas. Para lograr 

diseñar un robot de este tipo se puede establecer un mecanismo de restricción pasivo, 

usar diferentes cadenas cinemáticas o combinar robots serie con robots paralelo. 

 

Figura 1.4. Robot paralelo de 4 GDL con cadenas cinemáticas distintas. 
(Fuente: (Merlet, 2006)) 

La Figura 1.4 representa un robot con tres conjuntos de accionamiento idénticos, con 

una modificación en el tercer conjunto de accionamiento para lograr desarrollar el cuarto 

grado de libertad. Actualmente, los robots paralelos de cuatro grados de libertad con 

cuatro conjuntos de accionamiento no idénticos y de configuraciones con restricciones 

pasivas, se encuentran en estudio y desarrollo. 

1.1.3. Robot paralelo de 4GDL tipo 3UPS + 1RPU 

El Robot paralelo tipo 3UPS + 1RPU (Figura 1.5) está formado por tres cadenas 

cinemáticas independientes UPS unidas mediante una articulación universal (U), un 

actuador lineal o articulación prismática (P) y una articulación esférica (S) y una cadena 

cinemática independiente tipo RPU en el centro del robot unida mediante una 

articulación de revolución (R), una articulación prismática (P) y una universal (U). 

 

Figura 1.5. Configuración tipo 3UPS + 1RPU. 
(Fuente: (Zamora, 2016)) 
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Para determinar el número de grados de libertad (GDL) de la configuración 3UPS + 

1RPU se emplea la fórmula de Grübler para robots de tipo espacial (Avello, 2014): 

*+, = 96H~ ? 1 ? �J � ��:�
:�<  

Ec. 1.1 

Donde: 

~ Numero de eslabones, incluye el eslabón fijo. � Numero de articulaciones o juntas. �: Grados de libertad de la articulación >. 
El robot paralelo tipo 3UPS + 1RPU está formado por 10 eslabones y 12 articulaciones. 

En la Tabla 1.1 se muestra el grado de libertad de cada articulación y el cálculo del 

termino �:.  
Tabla 1.1. Grados de libertad de cada articulación del robot 3UPS + 1RPU 

Articulación Cantidad DOF �� 
Revolución 1 1 1 
Prismática 4 1 4 
Universal 4 2 8 
Esférica 3 3 9 
  TOTAL 22 

(Fuente: Autor) 

Al reemplazar los datos de la Tabla 1.1 en la Ec. 1.1 se determina que el robot paralelo 

3UPS + 1RPU posee cuatro grados de libertad. La Figura 1.6 muestra que el robot 

puede desplazarse sobre el eje Cy y sobre el eje Dy, además existen dos movimientos 

de rotación alrededor del eje Dy y el eje zy. En la fase de implementación, para obtener 

los 4 GDL se coloca la articulación de revolución en el eje Y para evitar el 

desplazamiento sobre este eje, y la rotación alrededor del eje X se elimina usando una 

articulación universal en la parte superior de la pata central del robot. 
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Figura 1.6. Grados de libertad del robot paralelo tipo 3UPS + 1RPU. 
(Fuente: (Pulloquinga, 2018)) 

Los robots paralelos tipo 3PUS+1PRU y 2PRRR+2PUSR también proporcionan 4 GDL, 

sin embargo, para la aplicación específica de rehabilitación de rodilla la configuración 

con mayores ventajas es la de tipo 3UPS + 1RPU (Zamora, 2016). La Tabla 1.2 

muestras las principales ventajas y desventajas de la configuración 3UPS + 1RPU con 

respecto a las configuraciones antes mencionadas. 

Tabla 1.2. Ventajas y desventajas de la configuración 3UPS + 1RPU 
Ventajas Desventajas 

Movimientos con mínimas singularidades 
en el espacio de trabajo. Existe una 
singularidad en los movimientos 
ejecutados alrededor del eje Z. 

Las articulaciones esféricas que se 
pueden adquirir en el mercado tienen 
movilidad limitada. 

Configuración mecánica simple, la fase 
de implementación es sencilla. Todos los 
elementos son comerciales y de fácil 
adquisición. 

Articulación rotacional unida a la base del 
robot paralelo debe ser construida con 
materiales de alta rigidez, caso contrario 
no se puede evitar el desplazamiento 
sobre el eje Y. 

Diseño mecánico portable.  
(Fuente: Autor) 

1.2. Modelamiento de robots paralelos 

El modelamiento de robots paralelos busca establecer las formulaciones matemáticas 

que describen el comportamiento cinemático y dinámico del robot. Previo al modelo 

dinámico es necesario establecer el comportamiento cinemático (modelo cinemático); 

en robots paralelos la posición, velocidad y aceleración generalizadas dependientes se 

obtienen resolviendo ecuaciones de restricción con base en los valores establecidos a 

las coordenadas generalizadas independientes (Farhat, 2006). Generalmente las 

articulaciones activas (con actuadores de cualquier tipo) se establecen como 
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coordenadas generalizadas independientes, mientras que las articulaciones pasivas se 

establecen como coordenadas generalizadas dependientes.  

 

Figura 1.7. Análisis de robots paralelos mediante corte de cadenas cerradas. 
(Fuente: (Aquino & Pozo, 2017)) 

En robots paralelos no existe una ecuación general para establecer la dinámica del 

robot, por lo que, usualmente se cortan las cadenas cinemáticas cerradas en ciertas 

articulaciones (ver Figura 1.7) para estudiarlas como un conjunto equivalente de 

cadenas cinemáticas abiertas, donde las fuerzas internas producidas por los cortes en 

las articulaciones se introducen en el modelamiento dinámico mediante la matriz 

jacobiana de las restricciones cinemáticas y los multiplicadores de Lagrange. El modelo 

del sistema de cadenas abiertas equivalente al robot paralelo se puede establecer 

mediante los principios de Newton-Euler, Lagrange-Euler, Kane o Gibbs-Appell, al 

determinar las fuerzas/pares reales sobre el espacio de trabajo de todas las 

coordenadas generalizadas. 

El modelo dinámico general de un robot manipulador ideal (Provenzano, 2001) 

compuesto por ! cuerpos y expresado en coordenadas independientes, está definido 

como: 

_. = +HI.JI.L � v.jI.8 I.R k � *.jI.8 I.R k � ��HI.Ja. 
Ec. 1.2 

Donde: 

_.  Vector de fuerzas/pares que ejercen los actuadores. I.8 I.R 8 I.L   Vector de posición, velocidad y aceleración de las articulaciones. +HI.J  Matriz de inercia del robot. v.jI.8 I.R k  Vector de fuerzas centrifugas y de Coriolis. *.jI.8 I.R k  Vector de fuerzas gravitacionales. 
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a.  Vector de fuerzas externas aplicadas al efector final. �HI.J  Matriz Jacobiana del robot. 

1.2.1. Sistemas de coordenadas 

El sistema de coordenadas de un robot paralelo se puede definir usando coordenadas 

generalizadas (coordenadas de nudo) bajo la notación de Denavit-Hartenberg (D-H) 

modificada. La notación D-H modificada (Khalil & Dombre, 2002) define la orientación y 

posición de la barra (>) respecto a la barra (> ? 1) mediante cuatro parámetros B:, E:, F: 
y G: (ver Figura 1.8). El vector posición entre los orígenes O:;< y O: ( -./3578/39:;< ) de los 

sistemas de coordenadas establecidos en la barra (> ? 1) e (>), en la notación D-H 

modificada se define como: 

-./3578/39:;< = � G:F: ���E:?F: ��� E:� 
Ec. 1.3 

La matriz de rotación ( ):9:;< ) que permite expresar un vector del sistema de coordenadas 

de la barra (>) en el sistema de coordenadas de la barra (> ? 1) se establece así:  

):9:;< = � ��� B: ?���B: 0���E: ���B: ��� E: ��� B: ?���E:���E: ���B: ���E: ��� B: ��� E: � 
Ec. 1.4 

La coordenada generalizada (I:) que representa una articulación de revolución sustituye 

al parámetro B: (Ec. 1.4), mientras que si la articulación es de tipo prismática reemplaza 

al parámetro F: (Ec. 1.3). 

 

Figura 1.8. Sistema de referencia bajo la notación D-H modificada. 
(Fuente: (Díaz, 2009)) 
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De acuerdo con Diaz (2009), las articulaciones esféricas pueden ser modeladas, 

mediante la notación D-H modificada, como una combinación de tres pares de 

revolución (Figura 1.9), los tres pares de revolución deben ser consecutivos con ejes de 

rotación perpendiculares uno con respecto a otro. En el sistema equivalente de tres 

articulaciones de revolución las dos primeras tienen masas ficticias y solo la tercera 

articulación posee las propiedades inerciales del eslabón unido a la articulación esférica. 

 

Figura 1.9. Representación de un para esférico con notación D-H modificada. 
(Fuente: (Díaz, 2009)) 

La matriz de rotación de una articulación esférica, se obtiene al multiplicar 

consecutivamente las matrices de rotación de los tres giros de las articulaciones de 

revolución ficticias, es decir: 

):9:;< = )�9:;< )��9� ):9��  

Ec. 1.5 

1.2.2. Problema cinemático directo e inverso 

Los robots paralelos tienen la tarea de posicionar y orientar la plataforma móvil (efector 

final) mediante una serie de configuraciones en el espacio de trabajo. El problema 

cinemático inverso consiste en determinar el valor de las coordenadas generalizadas 

activas (independientes) a partir de la posición y orientación del efector final, mientras 

que el problema de cinemática directa consiste en obtener la posición y orientación del 

efector final a partir de los valores de las coordenadas independientes (Figura 1.10). 
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Figura 1.10. Problema cinemático directo e inverso de un robot manipulador. 
(Fuente: (Mandón, 2014)) 

De acuerdo con Merlet (2006) en robots paralelos, a diferencia de los robots serie, 

resolver el problema cinemático inverso es más simple que la resolución del problema 

cinemático directo. En robots paralelos determinar el valor de las variables 

generalizadas partiendo de la posición y orientación del efector final es un problema 

simple ya que se puede dividir el problema, al analizar la cinemática inversa de cada 

cadena cinemática que une la plataforma base con la plataforma móvil. Por el contrario, 

determinar la posición y orientación del efector final para determinados valores de las 

variables generalizadas implica que todas las cadenas cinemáticas que unen la 

plataforma base y móvil puedan alcanzar una misma posición y orientación del efector 

final. En este trabajo se analiza el problema de cinemática directa mediante las 

ecuaciones de restricción cinemática, y utilizando la optimización de curvas para las 

articulaciones activas (actuadores prismáticos) del robot. 

1.2.3. Restricciones cinemáticas de posición 

Desde el punto de vista cinemático, un robot paralelo puede considerarse como un 

conjunto de robots serie restringidos a seguir unas trayectorias determinadas. Estas 

restricciones se definen por un conjunto de ecuaciones holónomas que dependen de la 

configuración geometría del robot (no dependen del tiempo). En general las restricciones 

cinemáticas de posición se establecen así: 

�:HI<8 I�8 �98 I�J = 09999> = 18 28 � 8% 

Ec. 1.6 

Donde: 

I<8 I�8 �98 I� Son las ! coordenadas generalizas. %  Numero de ecuaciones de restricción. 
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A excepción de los mecanismos sobrerestringidos, se cumple que el número de grados 

de libertad de un robot está definido como: 

*+, = ! ? % 

Ec. 1.7 

1.2.4. Restricciones cinemáticas de velocidad 

Al derivar la Ec. 1.6 y reorganizar las velocidades generalizadas (Farhat, 2006), se 

determinan las ecuaciones de restricción de velocidad del robot, generando el siguiente 

sistema: 

#HI.J� I.R H�J = 0Q. 
Ec. 1.8 

Donde: 

#HI.J  Matriz Jacobiana (% × !) del robot paralelo. I.R H�J  Vector (! × 1) de velocidades generalizadas. 

La matriz Jacobiana se obtiene de forma recursiva mediante el principio de 

compatibilidad de velocidades. Este principio establece que “cualquier sistema de 

referencia en un robot paralelo tiene las mismas velocidad lineal y angular, si estas se 

calculan siguiendo cualquier camino sobre barras y pares del propio robot” (Figura 1.11). 

 

Figura 1.11. Ecuaciones de compatibilidad de velocidad y aceleración. 
(Fuente: (Farhat, 2006)) 

Las velocidades lineales y angulares del sistema de referencia U unido al cuerpo (>), 
siguiendo el camino denotado ] ? éd>%f, están definidas como: 
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� -.R/�M9SPQQ.SM9S � = � }:M9S 999 }:;<M9S 9�99 }<M9S � � ���
�� IR:MIR:;<M�IR<M ���

��
 

Ec. 1.9 

}:M9S =
���
��  \.:M9S ×9 -./3/�M9S\.:M9S ¡ d>9o¢9!£Ff9H>JFo9-ocf¢£¤>ó!

  \.:M9S0Q. ¡ d>9o¢9!£Ff9H>JFo9U->d%á�>¤f���
��
 

Ec. 1.10 

Donde: 

-.R/�M9S   Velocidad absoluta del origen OSM, en el sistema de referencia U. 

PQQ.SM9S   Velocidad angular absoluta del sistema de referencia U. IR:M  Velocidad generalizada de la articulación i. -./3/�M9S   Vector posición de O:M a OSM en el sistema de referencia U. \.:M9S   Vector unitario en la dirección del eje D del sistema de referencia del 

cuerpo > expresado en el sistema de referencia U. ]   Rama que se ha seguido a lo largo del mecanismo. 

Si las velocidades lineal y angular del cuerpo > en el sistema de referencia U (Figura 

1.11) son iguales al seguir la rama 1 o la rama 2, las ecuaciones de restricción de 

velocidad están definidas como: 

� }:<9S }:;<M9S ¥9 }<<9S ? }:�9S ? }:;<�9S ¥9 ? }<�9S 9� �
��
���
���
� IR:<IR:;<<�IR<<IR:�IR:;<��IR<� ��

���
���
�
= 0Q.¦×< 

Ec. 1.11 

Al analizar la Ec. 1.11 con respecto a la Ec. 1.8, la matriz #HI.J se define como: 

#HI.J = � }:<9S }:;<M9S ¥9 }<<9S ? }:�9S ? }:;<�9S ¥9 ? }<�9S 9� 
Ec. 1.12 

En robots paralelos, las ecuaciones de restricción de velocidad (Ec. 1.8) pueden ser 

separadas en función de las variables generalizadas independientes y dependientes, 
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permitiendo establecer una relación entre las velocidades generalizadas dependientes 

(articulaciones pasivas) e independientes (articulaciones activas), así: 

#:I.R: � #KI.RK = 0 § I.RK = ?#K;<#:I.R:!
Ec. 1.13 

Donde: 

#> Matriz Jacobiana de las variables I independientes (%g*+,). #F Matriz Jacobiana de las variables I dependientes (%g%).  

1.2.5. Restricciones cinemáticas de aceleración 

Al derivar la Ec. 1.8 se obtendrá las expresiones de restricción para la aceleración, es 

decir el sistema de ecuaciones: 

#HI.J� I.L H�J ? Q̈. = 0Q. 
Ec. 1.14 

Donde: 

I.L H�J  Vector (! × 1) de aceleraciones generalizadas. Q̈Q.   Vector (! × 1) de términos no dependientes de I.L H�J. 

De acuerdo con Farhat (2006), el vector Q̈Q. en una rama ] está definido como: 

Q̈.M = � -.L/3MN9: � PQQ.:M9: × © PQQ.:M9: × -./399TS9: ª � PQQ.R :MN9: × -./399TS9:PQQ.R :MN9: � 

Ec. 1.15 

Donde: 

PQQ.:M9:  Velocidad angular absoluta del cuerpo >, en el sistema de referencia >. -./399TS9:  Vector de posición entre el punto O:99M  y el punto U sobre el cuerpo > 
expresada en el sistema de referencia >. r.VW57VWX9Y;<  Vector de posición entre el punto Z:;<M  y el punto Z:M expresada en el 

sistema de referencia > ? 1. [:M   Tipo de articulación, [:M = 1 (par de revolución) o [:M = 0 (par prismático). 
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\.:M9:   Vector unitario en la dirección del eje D del sistema de referencia del 

cuerpo > expresado en el sistema de referencia >. Generalmente se tiene 

que \.:M9: = «09990991¬� ]   Rama que se ha seguido a lo largo del mecanismo. 

El termino ­QQ.R YXN9Y , de la Ec. 1.15, representa la aceleración angular absoluta del cuerpo > 
expresada en el sistema de referencia >, después de eliminar las aceleraciones 

generalizadas I.L H�J de la expresión recursiva determinada por Provenzano (2001), así:  

PQQ.R :M9: = ):;<M9: 99 PQQ.R :;<M9:;< 9�9© \.:M9: � IL:M �9 ):;<M9: 9 PQQ.:;<M9:;< × j \.:M9: � IR:Mkª[:M 

PQQ.R :MN9: = ):;<M9: 99 PQQ.R :;<MN9:;< 9�9©9 ):;<M9: 9 PQQ.:;<M9:;< × j \.:M9: � IR:Mkª[:M!
Ec. 1.16 

Por otro lado, -.L/3MN9:  indica la aceleración lineal absoluta del punto O:M expresado en el 

sistema de referencia >, después de anular las aceleraciones generalizadas I.L H�J: 
-.L/3M9: = ):;<M9: 9j -.L/357M9:;< �9 PQQ.:;<M9:;< × j PQQ.:;<M9:;< × -./357/3M9:;< k � PQQ.R :;<M9:;< × -./357/3M9:;< k � H1? [:MJj \.:M9: � IL:M � 2j PQQ.:M × \.:M9: �9: IR:Mk9k!-.L/3MN9: = ):;<M9: 9j -.L/357MN9:;< �9 PQQ.:;<M9:;< × j PQQ.:;<M9:;< × -./357/3M9:;< k � PQQ.R :;<MN9:;< × -./357/3M9:;< k � 2H1? [:MJj9 PQQ.:M × \.:M9: �9: IR:Mk!

Ec. 1.17 

1.2.6. Ecuaciones explicitas de Gibbs-Appell para robots de lazo cerrado 

De acuerdo con Provenzano (2001), la dinámica de un robot de cadena cinemática 

abierta, con ! solidos rígidos, puede ser expresado mediante ecuaciones de Gibbs-

Appell como: 

9_M = �%: � -.Lt3�9: � ® -.Lt39:®ILM � PQQ.R :�9: � st39: � ¯® PQQ.R :9:®ILM °� � � PQQ.:9: × j st39: � PQQ.:9: k��
:�M !

Ec. 1.18 

Donde: 

_M Fuerza o par generalizado de la articulación ]. ±Y Masa del cuerpo >. st39:  Tensor de inercia de la barra > con respecto al eje centroidal de la barra >, en el sistema de referencia >. 
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r.L²W99Y    Aceleración lineal del centro de gravedad del cuerpo > expresada en el 

sistema de referencia >. 
Mata, Benimeli, Farhat & Valera (2005), partiendo de la Ec. 1.18 y de las expresiones 

recursivas establecidas por Benimeli (2005) para las derivadas parciales 
³ Q́QQ.R 393³µLT  y 

³ ¶.L·393³µLT  , han 

desarrollado expresiones explicitas para las fuerzas generalizadas en pares de tipo 

revolución (¸) y prismático ('), así: 

_M =
¹º»
º¼ \.M� � � ): � ½ ¾¿: 9 � s.:9:9: � j -h/T/39: 9 ¾À: ? -hL/39:9: k � %: -./3t39: � -h/T/39: 9 -.L/39: � %:Á9M

�
:�M9M 9 9(>9]9od9)

\.M� � � ): � j%: � -.L/39: � ¾À:9: � 9%: -./3t39: k9M
�

:�M9M (>9]9od9' !

Ec. 1.19 

Como se puede observar en la Ec. 1.19 en pares prismáticos la fuerza externa que debe 

ejercer, únicamente se ve afectada por los parámetros gravitacionales y no por los 

parámetros de inercia. El término Â.Y9Y  agrupa de forma vectorial los términos del tensor 

de inercia de la barra > con respecto al sistema de referencia >, es decir: 

s:9: = ÃsÄÄ sÄÅ sÄÆsÄÅ sÅÅ sÅÆsÄÆ sÅÆ sÆÆÇ È s.:9: = «sÄÄ sÄÅ sÄÆ999sÅÅ sÅÆ sÆÆ¬� !
Ec. 1.20 

Por otro lado, los términos ÉÊY9Y  y ÉÀ Y9Y  de la Ec. 1.19 se determinan por: 

¾¿:9: = j PËR : �9: PÌ: �9: PË:9: k99Í99 ¾À:9: =9j PÌR : �9: 9 PÌ:9: � PÌ:9: k9!
Ec. 1.21 

El tensores antisemíticos ­Ì  se definen como: 

9PÌ = Î 0 ?PÆ PÅPÆ 0 ?PÄ?PÅ PÄ 0 Ï99!
Ec. 1.22 

Y ­Ë  se definen como: 

9PË 9= ÎPÄ PÅ PÆ0 PÄ 00 0 PÄ 999
0 0 0PÄ PÆ 00 PÅ PÆÏ9!

Ec. 1.23 
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En el trabajo de Provenzano (2001), la velocidad angular (PQQ. = «PÄ PÅ PÆ¬�) se 

determina de forma recursiva como: 

PQQ.:99: = ):;<99: � PQQ.:;<99:;< � [:9 � \.:99: � IR:9 9!
Ec. 1.24 

Donde: 

¸Y;<99Y  Matriz de rotación que permite expresar las coordenadas del sistema de 

referencia > ? 1 en el sistema de referencia >. ¸Y;<99Y = j ¸Y99Y;< k;<
 ÐY9  Tipo de articulación. De revolución ÐY9 = 1, y prismática ÐY9 = 0.  Ñ.Y99Y   Vector unitario del sistema de referencia >.9 Ñ.Y99Y = «0 0 1¬� 

Además, la expresión que determina la aceleración angular (Provenzano, 2001) es: 

9 PQQ.R :99: = ):;<99: 99 PQQ.R :;<99:;< 9� [:9 � �9 \.:99: � IL:9 � j ):;<99: � PQQ.:;<99:;< k × j \.:99: � IR:9k�9 
Ec. 1.25 

Y el vector de aceleración en el origen de cada sistema de referencia (Provenzano, 

2001) se define como: 

-.L/399: = ):;<99: � � -.L/35799:;< � PQQ.:;<99:;< × j PQQ.:;<99:;< × -./357/399:;< k � PQQ.R :;<99:;< × -./357/399:;< � 9� H1 ? [:9J � � \.:99: � IL:9 � 929j PQQ.:9 × \.:99: �9: IR:9k�!
Ec. 1.26 

Finalmente, la Ec. 1.19 permite expresar las fuerzas/pares generalizados en forma 

matricial (lineal con respecto a los parámetros inerciales) como: 

_. = ÒjI.8 I.R 8 I.L k � mQQQ.:!
Ec. 1.27 

Donde: 

Q̂. Vector de fuerzas generalizadas (!g1). ijqQ.8 qQ.R 8 qQ.L k Matriz de observación del sistema para una configuración no especifica 

(!g10!). mQQQ.Y Vector que reagrupa los parámetros inerciales (10!g1). 

En la Ec. 1.27 el vector mQQQ.Y está estructurado como: 
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mQQQ.: = ÓÃsÄÄÔ sÄÅÔ sÄÆÔ 999sÅÅ@ sÅÆÔ sÆÆÔÕÖÖÖÖÖÖÖÖÖÖØÖÖÖÖÖÖÖÖÖÖÙ@�tÚÛ8tÚÛ;<8�8< Ç �%g@ %Í@ %\@ÕÖÖÖÖØÖÖÖÖÙ@�tÚÛ8tÚÛ;<8�8< � Ã %@Ü@�tÚÛ8tÚÛ;<8�8<ÇÝ
�
!

Ec. 1.28 

Donde: 

%@    Masa del cuerpo A ? od>%f. «%g@ %Í@ %\@¬� = ±Þ � r.Vß²ß99Þ  Vector del primer momento de masa. 

La investigación realizada por Mata, Benimeli, Farhat & Valera (2005), define la matriz ijqQ.8 qQ.R 8 qQ.L k como: 

ÒjI.8 I.R 8 I.L k = + � #$!
Ec. 1.29 

Donde: àâ = «# $< $�¬ 
La matriz ã, de la Ec. 1.29, se determina mediante: 

+ =
��
��
��
��¯® PQQ.R�9� ®IL�ä °� 0<×å ¥ 0<×å

0<×å ¯® PQQ.R �;<9�;< ®IL�;<ä °� ¥ 0<×å
�0<×å �0<×å æ9

9¯® PQQ.R <9< ®IL<ä °���
��
��
��
!

Ec. 1.30 

Donde ç³ Q́QQ.R Ô9Ô³µLÔ è� = «0 0 1¬. 
La matriz # (Mata, Benimeli, Farhat, & Valera, 2005) se calcula mediante: 

# = ���
� #<8< 0å×¦ ¥ 0å×¦#�;<8< #�;<8�;< ¥ 0å×¦�#�8< �#�8�;< æ9 #�8� ���

�
!

Ec. 1.31 

Donde los componentes de la matriz #, se calculan como: #�;Mê<8�;:ê< = ):9M � ¾¿:99: 999999(>9]9od9)#�;Mê<8�;:ê< = 0å×¦9999999999999(>9]9od9'ë > = ] �!!
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Ahora, la matriz â< de la Ec. 1.29 se establece así: 

$< = ���
� "ì�9� 0å×å ¥ 0å×å"ì�9�;< "ì�;<9�;< ¥ 0å×å�"ì�9< �"ì�;<9< æ9 "ì<9< ���

�
!

Ec. 1.32 

Donde: 

"ì:9M = ):9M 99H -h/T/3 99: ¾À:99: ?9 -ÀLO>99> J99999(>9í9î�9¸"ì:9M = ):9M 9 � ¾À:99: 999999999999999999999999999999999ï�9í9î�9ðñ > = ] �!!
Por otro lado, la matriz â� se determina mediante: 

$� = ���
�� òQ.�9� 0Q. ¥ 0Q.òQ.�9�;< òQ.�;<9�;< ¥ 0Q.�òQ.�9< �òQ.�;<9< æ9 òQ.<9< ���

��9!
Ec. 1.33 

Los términos de la Ec. 1.33 se calculan así: 

9 òQ.:9M = ):9M � -h/T/3 99: -.L/3 99: 9999]ô )òQ.:9M = ):9M 9 � -.L/3 99: 99999999999999]ô ' ñ > = ] �!!
Finalmente, las fuerzas/pares generalizados para robots de cadena cerrada, se 

establecen partiendo de la separación de los términos asociados a las variables 

generalizadas independientes y dependientes: 

_.: = Ò: � mQQQ.:999Í999_.K = ÒK � mQQQ.: 
Ec. 1.34 

Donde: 

_.: Vector de fuerzas generalizadas independientes (*+,g1). _.K Vector de fuerzas generalizadas dependientes (%g1). Ò: Matriz de observación de las variables generalizadas independientes, 

para una configuración no especifica (*+,g10!). ÒK Matriz de observación de las variables generalizadas dependientes, para 

una configuración no especifica (%g10!). 
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Partiendo de las ecuaciones explicitas de Gibbs-Appell para robots de cadena abierta, 

Farhat (2006) determina las fuerzas/pares generalizadas para un robot de cadena 

cerrada, al aplicar el principio de Gauss de la Mínima Acción, como:  

_.: ? C� � _.K = «Ò: ? C� � ÒK¬ � mQQQ.: 
Ec. 1.35 

Con C = #K;< � #:9  
Si las fuerzas generalizadas dependientes (_.K) son pasivas, entonces la Ec. 1.35 se 

reduce a: 

_.: = «Ò: ? C� � ÒK¬ � mQQQ.: § _.: = ÒjI.8 I.R 8 I.L k � mQQQ.: 
Ec. 1.36 

Para determinar la matriz de observación de una determinada trayectoria, se debe 

aplicar la Ec. 1.36 a los distintos puntos (!Sõö) de la trayectoria, es decir: 

���
� «_.:¬<«_.:¬��«_.:¬��÷ø��

�� = 9 ��
�� «Ò: ?C� � ÒK¬<«Ò: ?C� � ÒK¬��«Ò: ?C� � ÒK¬��÷ø��

�� � mQQQ.: § _. = l � mQQQ.:!
Ec. 1.37 

Donde: 

l Matriz de observación para una trayectoria definida (j!Sõö � *+,k × 10!). _. Vector de fuerzas/pares generalizadas para una trayectoria definida 

(j!Sõö � *+,k × 1). 

1.3. Modelos de fricción 

Los modelos de fricción se clasifican en dos grandes grupos:  

· Modelo de fricción estática: Se caracterizan por no modelar la fuerza de fricción 

en el intervalo de velocidad nula, lo que genera información minina de esta zona. 

· Modelo de fricción dinámica: Buscan simular el comportamiento de la fricción en 

el intervalo de velocidad nula. Este tipo de modelo es más complejo que los 

modelos de fricción estáticos. 
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1.3.1. Modelo de fricción estática 

 

Figura 1.12. Modelo de fricción de Coulomb. 
(Fuente: (Díaz, 2009)) 

El modelo más simple de fricción estática (Díaz, 2009), es el modelo de Coulomb (Figura 

1.12), donde la fuerza de fricción se relaciona directamente con la carga normal, así: 

_`3 = ab3 � d>e!fHIR:J 

Ec. 1.38 

Donde: 

_` Fuerza de fricción para la articulación >. ab3 Coeficiente de Coulomb de la articulación >. 

 

Figura 1.13. Modelo de fricción de Coulomb y viscoso. 
(Fuente: (Díaz, 2009)) 

Cuando las articulaciones están lubricadas, al modelo de Coulomb se le añade la 

relación lineal conocida como fricción viscosa (Figura 1.13), esto origina la siguiente 

expresión: 

_`3 = ab3 � d>e!fHIR:J � aù3 � IR: 
Ec. 1.39 

Donde: ac> Coeficiente de fricción viscosa de la articulación >. 
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Figura 1.14. Modelo de fricción estática, de Coulomb y viscoso. 
(Fuente: (Díaz, 2009)) 

El valor de la fricción en el intervalo de detención (velocidad relativa nula entre los 

cuerpos en contacto), puede tomar valores mayores al de la fricción de Coulomb. Para 

incluir esta fuerza en el intervalo de inicio de movimiento (Figura 1.14) se establece la 

siguiente ecuación: 

_`3 = ú aû3 (>9IR: = 0ab3 � d>e!fHIR:J � aù3 � IR: (>9IR: ü 0 

Ec. 1.40 

Donde: 

aû3 Fuerza de fricción estática de la articulación >. 
De acuerdo con Díaz (2009), el modelo de fricción más empleado para la identificación 

de parámetros inerciales y de fricción en robots paralelos de 4GDL y 6GDL, es el 

mostrado en la Ec. 1.39. Su frecuente uso se debe a que las fuerzas de fricción 

generalizadas de las articulaciones independientes se pueden expresar de forma lineal 

como: 

_.̀ 3 = Ò̀ HIR:J � mQQQ.̀  

Ec. 1.41 

Con mQQQ.̀ = Ã aùÔ abÔÕÖØÖÙý=þãÿ8þãÿ?18�81Ç
�
 

1.4. Modelo dinámico lineal considerando modelos de fricción 

El modelo de fricción puede ser incorporado al modelo dinámico del robot paralelo 

substrayendo las fuerzas de fricción de las fuerzas/pares generalizados determinados 

en la Ec. 1.36. Esta diferencia se puede realizar ya que las fuerzas generalizadas y las 
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fuerzas de fricción son modeladas en función de las mismas coordenadas 

generalizadas. Analíticamente se tiene: 

_ QQ. ? _.̀ 3 = ÒjI.8 I.R 8 I.L k � mQQQ.:!
Ec. 1.42 

Si el modelo de fricción es de tipo lineal, el modelo dinámico del robot paralelo 

considerando la fricción en forma matricial (Farhat, 2006) está definido como: 

_. = ÒNjI.8 I.R 8 I.L k � mQQQ.!
Ec. 1.43 

En este caso ÒNjI.8 I.R 8 I.L k se obtiene recombinando las matrices ÒjI.8 I.R 8 I.L k  y  Ò̀ HIR:J de 

modo que los parámetros inerciales y de fricción se distribuyan en mQQQ. = �mQQQ.: mQQQ.̀ ��. Por 

otro lado, la matriz de observación del modelo dinamico considerando modelos de 

fricción lineal, está definida como: 

_. = lN � mQQQ.!
Ec. 1.44 

1.5. Procedimiento de identificación de parámetros base 

El proceso de identificación de parámetros basé (Figura 1.15) parte de las trayectorias 

de identificación generadas mediante métodos numéricos (sección 1.7), al introducir 

estas trayectorias de identificación (generadas solo para las variables generalizadas 

independientes I:) en el modelo dinámico lineal con modelos de fricción (sección 1.4) 

se obtiene la matriz de observación para la trayectoria de identificación (lN).  
La matriz lN junto con los parámetros mQQQ., permiten determinar los parámetros base 

mediante la metodología de descomposición de valores singulares (SVD) (ver sección 

1.6). Posteriormente, se calcula las fuerzas generalizadas en las juntas del robot (_.y), 

mediante los parámetros base determinados (sección 1.6). 

Finalmente, para reducir el error de estimación del modelo reducido, en cada articulación 

independiente del robot, se comparan las fuerzas generalizadas calculadas (_.y) con las 

fuerzas generalizadas medidas (_.ö), en un robot real o en su defecto en una simulación 

equivalente al real (Ver Figura 1.15). Luego de esta comparación, los parámetros base 

son ajustados para disminuir el error entre _.y y _.ö a través de un análisis de factibilidad 

física de los parámetros base, es decir, se determina si los parámetros base ajustados 

son físicamente posibles. 
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Figura 1.15. Proceso de identificación de parámetros base. 
(Fuente: Autor) 

1.5.1. Factibilidad física 

Yoshida & Khalil (2000), aseguran que la factibilidad física de los parámetros base 

identificados es indispensable en la resolución del problema dinámico inverso, debido a 

que si los parámetros no son físicamente factibles la matriz de masas podría no 

invertirse y ocasionar una falla en la resolución. 

El análisis de esta factibilidad física se realiza mediante las siguientes expresiones: 

%: > 0!
Ec. 1.45 sÄÄ! > 0!
Ec. 1.46 sÄÄ!sÅÅ! ? jsÄÅ!k� > 0!
Ec. 1.47 sÄÄ!sÅÅ!sÆÆ! � 2sÄÅ!sÄÆ!sÅÆ! ? sÄÄ!jsÅÆ!k� ? sÅÅ!HsÄÆ!J� ? sÆÆ!jsÄÅ!k� > 0!
Ec. 1.48 

Donde   

%> Masa de la barra >. s]¢e Componentes de la matriz inercial s9> >e con respecto al sistema de 

referencia asignado al centro de gravedad de la barra >.  
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1.6. Parámetros Base 

En el proceso de identificación, con base en la estructura del robot en análisis la Ec. 

1.44 nos indica los parámetros que no influyen en el comportamiento dinámico del robot, 

y los que en combinaciones lineales si influyen. Los parámetros inerciales que no 

afectan a la dinámica del robot son las columnas nulas de la matriz de observación (lN). 
Además, el análisis de la dependencia entre columnas de lN permite determinar el 

número de parámetros mínimos (parámetros base) necesarios para simplificar o reducir 

el modelo dinámico lineal con respecto a los parámetros mQQQ. (Grotjahn & Heimann, 2003). 

El número de parámetros base depende del rango de la matriz lN y de la estructura 

mecánica del robot. Existen dos procedimientos para determinar los parámetros base, 

el método simbólico y el método numérico; el método numérico es el más empleado en 

identificación de parámetros y se puede realizar mediante Descomposición en Valores 

Singulares (SVD) o Factorización QR (Benimeli, 2005). 

El proceso de factorización QR requiere menos recursos computacionales, sin embargo, 

el proceso SVD tiene una mejor precisión en estimación de parámetros base con mal 

acondicionamiento numérico de los datos, por lo que, en identificación de parámetros 

base el método más usado es el SVD. 

La identificación de parámetros base (Díaz, 2009) busca los parámetros que minimicen 

la diferencia entre la respuesta del modelo dinámico y las mediciones experimentales 

de las fuerzas generalizadas.  

djmQQQ.k = � �jÒ@jqQ.:8 qQ.R :8 qQ.L :kmQQQ. ? _.@8:k���÷ø
:�<

tÚÛ
@�< !

Ec. 1.49 

Donde: 

A Identificador de la fuerza generalizada ejecutada por el actuador.  

Para un modelo lineal sobre determinado, la solución mQQQ.N que minimiza el error cuadrático 

de la Ec. 1.49, se puede usar únicamente cuando W tiene rango completo, es decir: 

mQQQ.N = jlN�lNk;< � lN� � _.!
Ec. 1.50 
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1.6.1. Método de descomposición en valores singulares (SVD) 

Las diferentes configuraciones que representa la Ec. 1.44 generalmente son 

seleccionadas en intervalos de tiempo �: durante la trayectoria especifica que desarrolla 

el robot, por lo cual se obtiene el sistema sobredeterminado: 

_.�×< = l�×y � mQQQ.y×<!
Ec. 1.51 

Donde ! " % y las columnas nulas de la matriz lN han sido eliminadas. En la Ec. 

1.51 se ha eliminado el9N por facilidad de representación únicamente.  

De acuerdo con Farhat (2006), el objetivo de la Descomposición en Valores Singulares 

(SVD) es encontrar un sistema reducido (simplificado) equivalente tal que: 

l � mQQQ. = lû � mQQQ.û 

Ec. 1.52 

Para lograr dicho objetivo la matriz l se puede descomponer así: 

l�×y = &�×� � (�×y � #y×y�  

Ec. 1.53 

Donde: 

& y # Matrices ortogonales. ( Matriz diagonal con los valores singulares de W, ordenados en forma 

descendente (d< " d� � " dy " 0). 

Si el sistema mecánico en análisis tiene dependencia lineal, el rango (¨) de la matriz l 

es menor a %, produciendo % ? ¨ valores singulares iguales a cero. Sin embargo, 

debido a la precisión computacional los valores singulares que deberían ser cero son 

valores cercanos a cero; la precisión (xb) del computador se usa para determinar los 

valores singulares que se considerarán cero, es decir d: = 09d>9d: < ! × xb × d<. 

Entonces, al reordenar la descomposición SVD de la matriz l (Ec. 1.53) se tiene: 

l�×y � �#<y×û #�y×Hy;ûJ� = &�×� � $ (û×û 0û×Hy;ûJ0H�;ûJ×û 0H�;ûJ×Hy;ûJ% 
Ec. 1.54 
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De la expresión anterior se deduce que: 

l � #� = 0�×Hy;ûJ 
Ec. 1.55 

Farhat (2006), afirma que las columnas de #� definen las combinaciones lineales 

buscadas en l. Ya que el rango de l es ¨, entonces en #� existe una submatriz #�< 

con9¨ filas dependientes, y una submatriz #�� que tiene % ? ¨ filas independientes, es 

decir, la submatriz #�� es de rango completo. Mediante la matriz de permutación ', la 

matriz #� se puede ordenar como: 

'�#� =   #�<û×Hy;ûJ#��Hy;ûJ×Hy;ûJ¡!
Ec. 1.56 

La matriz #22 se puede obtener a partir de la primera fila  de la matriz #� (Díaz, 2009), 

añadiendo filas sucesivas, bajo la condición que la fila añadida incremente el rango de 

la matriz resultante (fila independiente de las anteriores). La matriz ' se forma al mismo 

tiempo que se añaden las filas linealmente independientes. 

Al aplicar ' a la Ec. 1.55 se tiene: 

l''�#� = �l<�×û l��×Hy;ûJ�   #�<û×Hy;ûJ#��Hy;ûJ×Hy;ûJ¡ = 0�×Hy;ûJ!
Ec. 1.57 

A partir de la Ec. 1.57, Díaz (2009) establece: 

l� = l<&!
Ec. 1.58 

Donde: 

& = ?#21#22;<  

Si se aplica la matriz P en la igualdad de la Ec. 1.51 se tiene que : 

«l< l�¬  mQQQ.<mQQQ.�¡!
Ec. 1.59 
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Ahora, con una solución arbitraria  mQQQ.û, se debe cumplir la igualdad: 

«l< l�¬  mQQQ.<mQQQ.�¡ = «l< l�¬  mQQQ.û<mQQQ.û�¡!
Ec. 1.60 

Al substituir la Ec. 1.58 en la Ec. 1.60  se tiene: 

l<«sû×û &¬  mQQQ.<mQQQ.�¡ = l<«sû×û &¬  mQQQ.û<mQQQ.û�¡!
Ec. 1.61 

Donde: 

sû×û Matriz identidad.  

De la Ec. 1.61 Farhat (2006) se deduce que: 

mQQQ.û< = mQQQ.< � &jmQQQ.� ? mQQQ.û�k!
Ec. 1.62 

Se puede ver que mQQQ.¨1 es una combinación lineal de los parámetros mQQQ. y del vector mQQQ.û�, 

donde para cualquier valor de mQQQ.û� se cumple la Ec. 1.52. La solución de los parámetros 

base  se obtiene para  mQQQ.¨2 = 0, matemáticamente es: 

mQQQ.û'ö( = «sû×û &û×Hy;ûJ¬'�mQQQ.!
Ec. 1.63 

Finalmente, el modelo expresado en parámetros base (modelo reducido) para una 

trayectoria de movimiento se puede expresar como: 

_. = l< � mQQQ.û'ö(!
Ec. 1.64 

1.6.2. Método de factorización QR 

En la investigación de Benimeli (2005) , la factorización QR  establece que la matriz lN 
de la Ec. 1.44 se puede representar como: 

l�×y � )y×y = *�×� � ¸�×y!
Ec. 1.65 

Con: 
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) = +,< ,�0 0 -!
Ec. 1.66 

Donde: 

W Representación de la matriz lN en esta sección. ) Matriz de permutación. * Matriz ortogonal.  

En la Ec. 1.65 ! " %. La matriz de permutación ) ocasiona que los elementos de la 

diagonal principal de ) estén en orden decreciente.  

Dentro de la matriz ), ,< es una matriz triangular de dimensiones ¨ × ¨ donde ¨ < % es 

el rango de la matriz l. Para determinar el rango ¨ de la matriz l se parte de la 

búsqueda de la matriz ,<, donde los términos de la diagonal principal de ) son cero si ):8: < ! � |T11| � xb, debido al error de redondeo computacional. 

Si se considera una matriz de permutación ' que permita separar los términos 

dependientes e independientes de la matriz l, entonces la factorización QR se expresa: 

�l<�×û l��×Hy;ûJ� = �*<�×û *��×H�;ûJ� +,< ,�0 0 - 
Ec. 1.67 

De la expresión anterior se determina la relación de dependencia lineal: 

l� = l< � p 

Ec. 1.68 

Con p = ,<;< � ,� 

Al aplicar una solución arbitraria mQQQ.K en la Ec. 1.51 (Benimeli, 2005), se cumple: 

«l< l�¬  mQQQ.<mQQQ.�¡ = «l< l�¬  mQQQ.K<mQQQ.K�¡!
Ec. 1.69 

Al reemplazar la Ec. 1.68 en la Ec. 1.69 se obtiene una relación entre la solución mQQQ.K  y 

los parámetros mQQQ.9: 
mQQQ.K< = mQQQ.< � pjmQQQ.� ? mQQQ.K�k!

Ec. 1.70 
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Una posible solución del sistema es considerar los parámetros linealmente 

independientes como cero (mQQQ.F2 = 0), con lo cual la solución de los parámetros base  es: 

mQQQ.û'ö( = «sû×û pû×Hy;ûJ¬'�mQQQ.!
Ec. 1.71 

Finalmente, el modelo expresado en parámetros base se puede expresar como: 

_. = l< � mQQQ.û'ö(!
Ec. 1.72 

1.7. Trayectorias de identificación 

La identificación de parámetros consiste en ajustar la respuesta del modelo dinámico al 

comportamiento obtenido en un experimento sobre el robot analizado; esto implica que 

cada trayectoria (trayectoria de excitación) que ejerza el robot corresponde a una 

respuesta dinámica especifica (Fuerzas medidas). Díaz (2009) asegura que la 

trayectoria ejecutada puede excitar parámetros inerciales que no contribuyan la 

respuesta dinámica, por lo tanto, la trayectoria que sigue el robot afecta la precisión en 

la identificación de parámetros base. Las trayectorias de excitación en este trabajo se 

obtienen mediante procesos de optimización para aumentar la precisión con la que se 

realiza la identificación de parámetros y por lo que se denominan “trayectorias óptimas”. 

1.7.1. Función objetivo 

En el proceso de generación de trayectorias óptimas (Díaz, 2009), la función objetivo ( 

es la expresión matemática que se desea minimizar, con el objetivo de cumplir las 

restricciones e, es decir: 

w>!>%>\G-9(jqQ.8 qQ.R 8 qQ.L k!d£Ao�f9G9ejqQ.8 qQ.R 8 qQ.L k . 0!
Ec. 1.73 

Donde: 

(jqQ.8 qQ.R 8 qQ.L k Función objetivo. ejqQ.8 qQ.R 8 qQ.L k Restricciones del movimiento permitido en los actuadores.  

En la Tabla 1.3 se muestran los criterios para establecer la función ( en generación de 

trayectorias óptimas. En la investigación de Renaud y otros (2006),  se determina que 

los numérales 2 y 5 son los criterios más empleados en generación de trayectorias de 
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excitación para robots paralelos. El criterio del numeral 5 se recomienda cuando se tiene 

información de las características del ruido en las mediciones 

Tabla 1.3. Criterios para establecer la función objetivo de trayectorias óptimas 
N° Criterio 
1 1dy:�HsNJ 
2 pHlJ = dy'Ädy:�  

3 /<pHlJ �/� 0l@8:y'Ä00l@8:y:�0 
4 /<pHlJ � 1dy:�HsNJ 
5 ? l�gHdîtHsNJJ 

(Fuente: (Díaz, 2009)) 

En dicha tabla p determina el número de condición de una matriz definida como la 

relación entre el valor singular máximo (dy'Ä) y mínimo (dy:�) de una matriz l. El 

número de condición nos indica en que grado se trasmite el error de las mediciones al 

resultado final (Díaz, Valera, Mata, & Valles, 2013), es decir un p muy alto hace que el 

error en las lecturas de posición, velocidad y aceleración produzca un error aún mayor 

en la estimación de esfuerzos generalizados para las variables generalizadas 

independientes.  

Por otro lado, sN es la matriz de información relacionada con la desviación estándar de 

la estimación de parámetros inerciales y se puede determinar mediante:  

sN = l� � l!

Ec. 1.74 

1.7.2. Método de generación de trayectorias 

De acuerdo con Benimeli (2005) el método más adecuado para la generación de 

trayectorias de identificación de parámetros base, se fundamenta en series finitas de 

Fourier. Estas series armónicas se prefieren, por permitir generar trayectorias explicitas 

periódicas, que se pueden modificar al variar los parámetros de la serie de Fourier. 

Farhat (2006), define la forma de la trayectoria de cada actuador (articulación 

independiente) en series finitas de Fourier está como: 
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I:H�J = I:| � �  G:@21 � � � A ���H21� � A � �J ? ¨:@21 � � � A ���H21 � � � A � �J¡�2
@�< !

IR:H�J = ��G:@ ���H21 � � � A � �J � ¨:@ ���H21 � � � A � �J��2
@�< !

IL:H�J = ��?21 � � � A � G:@ ���H21 � � � A � �J � 21 � � � A � ¨:@ ���H21 � � � A � �J��2
@�< !

Ec. 1.75 

Con: 

� = 1,̀ !
Donde: 

� Frecuencia fundamental de la serie de Fourier. ,̀  Tiempo de duración de la trayectoria. !3 Numero de armónicos empleados para generar la trayectoria. I:| Posición de las articulaciones independientes en � = 0. 9G:@ 9Í9¨:@ Parámetros de la serie de Fourier. Con > = 1� 9*+, y A = 1�9!3. I:8 IR:9Í9IL: Posición, velocidad y aceleración de las articulaciones independientes.  

En el proceso de generación de trayectorias optimas, I:|8 G:@ y ¨:@ son los parámetros de 

la serie de Fourier que se van ajustar (optimizar), en la Ec. 1.75 cada serie de Fourier 

contiene !3 � 1 parámetros, generalmente el vector de parámetros que definen las 

series finitas de Fourier se agrupan como 4.S. 

Los criterios de ajuste para la optimización de las trayectorias de identificación (series 

finitas de Fourier) de las articulaciones activas, son los límites mecánicos de posición, 

velocidad y aceleración de las articulaciones activas del robot (Farhat, 2006), es decir,  

que estos límites conforman la función e, de la Ec. 1.73. 

1.7.3. Limites mecánicos de las articulaciones activas 

En una articulación de tipo prismática que sigue un movimiento definido por la Ec. 1.75, 

los límites mecánicos se establecen por la carrera, la velocidad y aceleración indicadas 

en las especificaciones de fábrica del motor y el sistema de trasmisión. En el caso 

específico del sistema sobredeterminado conformado por !Sõö, se debe verificar en cada 
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punto que los actuadores no sobrepasen los límites permitidos. Farhat (2006) define 

estos límites mecánicos como: 

¢¨S3 . I:| � �  G:@21 � � � A ���H21 � � � A � �J ? ¨:@21 � � � A ���H21 � � � A � �J¡�2
@�< . £¨S3!

¢¨ù3 . ��G:@ ���H21 � � � A � �J � ¨:@ ���H21 � � � A � �J��2
@�< . £¨ù3!

¢¨'3 . ��?21 � � � A � G:@ ���H21 � � � A � �J � 21 � � � A � ¨:@ ���H21 � � � A � �J��2
@�< . £¨'3!

Ec. 1.76 

Donde: 

¢¨U>, £¨U> Límite inferior y superior de la posición del actuador >. ¢¨c>, £¨c> Límite inferior y superior de la velocidad del actuador >. ¢¨G>, £¨G> Límite inferior y superior de la aceleración del actuador >. 
Al aplicar la Ec. 1.76 a toda la trayectoria, se obtendrá un total de !Sõög*+, ecuaciones 

que representan los límites mecánicos de las articulaciones prismáticas. Al agrupar 

matemáticamente las ecuaciones antes mencionadas, tenemos: 

 ¢¨QQQ. . #Ä8Å � 4.S58< . £¨QQQQ. § #Ä8Å � 4.S58< . ¨6QQQ.!
Ec. 1.77 

Donde: 

¢¨QQQ., £¨QQQQ. Vector de límites inferior y superior de posición, velocidad y aceleración 

en los actuadores. ¨¢QQQ. Vector que agrupa los vectores ¢¨QQQ. y £¨QQQQ.. g Filas de la matriz de restricciones, calculada g = !Sõö × *+,. Í Columnas de la matriz de restricciones, calculada Í = H!3 � 1J × *+,.  
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1.7.4. Límites de las articulaciones esféricas 

 
 

(a) (b) 

Figura 1.16. Límites de una articulación esférica: (a) Corte transversal, (b) Vista general. 
(Fuente: (Díaz, 2009)) 

La Figura 1.16a muestra el ángulo de trabajo de una articulación esférica E, medido 

entre el eje de simetría de la articulación esférica (U) y la barra conectada a la plataforma 

móvil (>). De acuerdo con Díaz (2009) E debe limitarse el máximo ángulo permitido por 

la articulación esférica (Ey'Ä 27 ), matemáticamente se determina como: 

E = a���j8.S � 8.:k!
Ec. 1.78 

 Con: 

8.S = «���H9J ���H:J ���H9J ���H:J ���H9J¬� 

Donde: 

8.S Vector unitario del eje de simetría de la articulación esférica 

respecto a la plataforma móvil.  8.: Vector unitario del eje paralelo al eslabón > unido a la plataforma 

móvil.  9 Ángulo medido entre el vector 8.S y la plataforma móvil (9 = ;0°). : Ángulo medido desde el eje gS y la línea definida por el origen de la 

plataforma móvil y el centro de la articulación esférica (ver Figura 1.16b).  

Para realizar el producto punto 8.S � 8.:, ambos vectores deben ser expresados en el 

mismo sistema de coordenadas. Finalmente, la Ec. 1.78  no se puede expresar de forma 

explícita (ecuación no lineal), por lo que, para el proceso de optimización de trayectorias 

de identificación los límites de las articulaciones esféricas se expresa como: 
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¤j4.kH��÷ø�tÚÛJÄ< . 0!
Ec. 1.79 

1.7.5. Límites del espacio de trabajo 

De acuerdo con Pond & Carretero (2007), los límites del espacio de trabajo de un robot 

paralelo están relacionadas con la resolución de las velocidades generalizadas 

dependientes, específicamente se dice que se pueden evitar puntos de bloqueo si la 

matriz #K es invertible. En este sentido, el espacio de trabajo se puede definir como el 

máximo valor que puede ser asignado al número de condición, entonces las limitaciones 

del espacio de trabajo se pueden establecer como: 

pH#KJ . �=?@!
Ec. 1.80 

Donde: 

�=?@ Valor máximo permitido para evitar singularidades. 

1.7.6. Proceso de optimización de trayectorias 

De acuerdo con Díaz (2009), el proceso de optimización consiste en minimizar de la 

función objetivo (ver sección 1.7.1), sujeto a las limitaciones lineales (sección 1.7.3 y 

1.7.4) y las limitaciones no lineales (sección 1.7.5). De forma analítica se tiene: 

w>!9�j4.Sk994.S 9A 9 )�� !
d£Ao�f9G9 B¤j4.Sk . 0#4.S . ¨6QQQ. !

Ec. 1.81 

Donde, la función objetivo �j4.Sk se establece mediante la Tabla 1.3. En la Figura 1.17 

se muestra el proceso de optimización para trayectorias de identificación de parámetros 

tomando como función objetivo el número de condición pHlJ. 



 
 

37 
 

 

Figura 1.17. Proceso de optimización de trayectorias. 
(Fuente: (Díaz, 2009)) 

1.8. Análisis de residuos 

Anónimo (2005), define un residuo (x) como la diferencia entre el valor medido en el 

robot real o simulación (Í) y el valor calculado mediante el modelo matemático (Í(). La 

expresión que define un residuo es: 

xH�J = ÍH�J ? Í(H�J!
Ec. 1.82 

Un conjunto de residuos puede ser cuantificado mediante el error cuadrático medio 

(ECM), matemáticamente se define como: 

uvw = C1~ �x�H�JD
õ  

Ec. 1.83 

Donde: 

~  Número de elementos simulados. 
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2. METODOLOGÍA 

En el presente capitulo se describe el desarrollo del modelo dinámico lineal en 

parámetros inerciales para el robot 3UPS + 1RPU, mediante las ecuaciones de Gibbs-

Appell explicitas desarrolladas por Mata, Benimeli, Farhat & Valera (2005), partiendo de 

las dimensiones mecánicas especificadas en el trabajo de Aquino & Pozo (2017). 

Además, con base en las ventajas expuestas en la sección 1.3.1, el modelo de fricción 

que se desarrolla es el de Coulomb con efecto viscoso (modelo lineal de fricción). 

Luego, usando series finitas de Fourier se desarrollan dos trayectorias óptimas, una de 

identificación y una de verificación o prueba. Ambas trayectorias óptimas deben cumplir 

las limitaciones mecánicas, ángulo de articulaciones esféricas y de espacio de trabajo 

indicadas en la sección 1.7. 

Mediante la trayectoria optima de identificación, se aplica el método de descomposición 

en valores singulares (SVD) para obtener los parámetros base que definen el modelo 

dinámico lineal simplificado del robot paralelo 3UPS + 1RPU (sección 1.6.1). Una vez 

identificados los parámetros base, mediante la simulación dinámica de la trayectoria 

optima de identificación en Adams/View, y el análisis de factibilidad física se ajustan los 

parámetros base con fin de reducir el error entre las fuerzas generalizadas 

independientes simuladas y calculadas (sección 1.5). 

Finalmente, para verificar la calidad de los parámetros base identificados y ajustados se 

analiza la compatibilidad de las fuerzas generalizadas independientes determinadas por 

el modelo dinámico en parámetros base (modelo reducido) con respecto a las fuerzas 

generalizadas simuladas en Adams/View. En esta sección la entrada del modelo y la 

simulación será la trayectoria óptima de verificación, previamente generada. El método 

estadístico para cuantificar el error entre las fuerzas generalizas calculadas y simuladas 

es el análisis de residuos (sección 1.8). 

A pesar de que el presente trabajo y el modelo dinámico desarrollado por Aquino & Pozo 

(2017) emplean las ecuaciones de Gibbs-Appell, la principal diferencia radica en que el 

trabajo de Aquino & Pozo expresa el modelo de manera implícita (no lineal), mientras 

que este trabajo desarrolla el modelo dinámico en forma explícita (lineal) respecto a los 

parámetros inerciales, para luego ser reducido a un modelo dinámico en parámetros 

base. En la sección 3.2 se detallan las principales diferencias del presente trabajo, así 

como, el principal aporte para el proyecto PIMI-1504 de la Facultad de Mecánica en la 

EPN. 
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2.1. Modelo dinámico en parámetros inerciales 

2.1.1. Geometría del robot 

 

Figura 2.1. Sistema de coordenadas del robot 3UPS+1RPU. 
(Fuente: Autor) 

A partir del sistema de coordenadas 0 en la plataforma base, y el sistema de 

coordenadas % en la plataforma móvil (Figura 2.1), Aquino & Pozo (2017) establecieron 

las dimensiones de las plataformas base y móvil en función de un triángulo inscrito en 

una circunferencia (ver Figura 2.2). Las dimensiones de la plataforma base se 

establecen en función del radio de la circunferencia ()), el ángulo al vértice $| (&�|) y el 

ángulo al vértice v| (&å|); las dimensiones de la plataforma móvil se definen mediante el 

radio (-), el ángulo al vértice $ (&�y) y el ángulo al vértice v (&åy).  

  

(a) (b) 

Figura 2.2. Dimensiones de la (a) plataforma base. (b) plataforma móvil. 
(Fuente: (Aquino & Pozo, 2017)) 

En la Tabla 2.1 se muestran los vectores de posición de cada uno de los vértices de la 

plataformas base con respecto al sistema de coordenadas 0, y los vectores de posición 

de la plataforma móvil que son expresados con base en el sistema de coordenadas %. 

Pata 1 

Pata 2 

Pata 3 

Pata 4 

&�| &å| 

&�y &åy 
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Estos vectores se emplean para el modelamiento dinámico del robot paralelo (Aquino & 

Pozo, 2017). 

Tabla 2.1. Vectores que definen los vértices de las plataformas base y móvil 
Elemento Pata 1 Pata 2 Pata 3 Pata 4 

Plataforma 
Base -.9| /E?F = �?)00 � 

 

-.9| /EGF = Ã) ���&�|) ���&�|0 Ç 
 

-.9| /FHF = Ã ) ���&å|?) ���&å|0 Ç 
 

-.9| /E/E = �000� 
 

Plataforma 
Móvil -.9y /I? =  ?-00 ¡ -.9y /IG = �- ���&�y- ���&�y0 � -.9y /IH = � - ���&åy?- ���&åy0 � -.9y /I/I = �000� 

(Fuente: (Aquino & Pozo, 2017)) 

De acuerdo con Aquino & Pozo (2017), las dimensiones de las plataformas que 

producen el menor número de puntos de singularidad y la máxima portabilidad del robot 

paralelo se establecen para los valores numéricos de ), -, &�|,9&�y, &å| y &åy que se 

muestran en la Tabla 2.2. 

Tabla 2.2. Parámetros geométricos de las plataformas base y móvil 
Elemento    

Plataforma 
Base 

) = 0�49% &�| = J0° 
 

&å| = 40° 
Plataforma 
Móvil 

- = 0�29% &�y = 40° 
 

&åy = K0° 
(Fuente: (Aquino & Pozo, 2017)) 

2.1.2. Restricciones cinemáticas de posición 

Conforme a lo desarrollado por Aquino & Pozo (2017), las ecuaciones de restricción de 

posición del robot paralelo 3UPS+1RPU se establecen, de forma vectorial, mediante 

cuatro cadenas cinemáticas cerradas conformadas por cada una de las patas del robot 

paralelo.  

Matriz de rotación de plataforma móvil a plataforma fija 

La matriz )9| y, permite representar los vectores de posición medidos en el sistema de 

coordenadas % (sistema 4 de la Figura 2.3) de la plataforma móvil, en el sistema de 

coordenadas 0 de la plataforma fija. Este cambio de sistema de coordenadas se requiere 

para establecer las cadenas cinemáticas cerradas que definen las ecuaciones de 

restricción. 

La matriz )9| y se determina, considerando los cuatro grados de libertad del robot como 

articulaciones pasivas del robot, es decir se va a considerar que la plataforma móvil está 

constituida por dos articulaciones prismáticas y dos articulaciones de revolución. 
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Figura 2.3. Sistemas de referencia para los 4 GDL del robot paralelo. 
(Fuente: Autor) 

Con base en los sistemas de referencia mostrados en la Figura 2.3, y bajo la notación 

D-H modificado (sección 1.2.1), la matriz de rotación )9| y (Provenzano, 2001) se calcula 

como: 

)9| y = )L=9| < � )L=9< � � )L=9� å � )L=9å M 
Ec. 2.1 

En la primera articulación (Figura 2.4), no es posible ir desde el sistema de referencia 1 

a 0 mediante una sola matriz de rotación, por lo que se requiere un sistema de referencia 

auxiliar entre el sistema 0 y 1, denominado 1N, matemáticamente la matriz )L=9| < es: 

)L=9| < = )L=9| <O � )L=9<O < 

Ec. 2.2 

Si: 

)L=9| < = �0 0 11 0 00 1 0� 
Ec. 2.3 

)L=9< � = �0 1 00 0 11 0 0� 
Ec. 2.4 

)L=9� å =
���
�� ¤fdHBJ ?d>!HBJ 0¤fd ©?12ª d>!HBJ ¤fd ©?12ª ¤fdHBJ ? d>! ©?12ª
d>! ©?12ª d>!HBJ d>! ©?12ª ¤fdHBJ ¤fd ©?12ª ���

�� = � ¤fdHBJ ?d>!HBJ 00 0 1?d>!HBJ ?¤fdHBJ 0� 
Ec. 2.5 

)L=9å M =
���
�� ¤fdH}J ?d>!H}J 0¤fd ©12ª d>!H}J ¤fd ©12ª ¤fdH}J ?d>! ©12ª
d>! ©12ª d>!H}J d>! ©12ª ¤fdH}J ¤fd ©12ª ���

�� = �¤fdH}J ? d>!H}J 00 0 ?1d>!H}J ¤fdH}J 0 � 
Ec. 2.6 

D| z| 

C| 

D< 

C< z< 

Cy 

D� z� C� 

O| 
O< 

O�8å8M 

Dy 

Då 

Cå 

zå 

B 

} 

DM CM zM 
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Entonces, )9| y está definida como: 

)9| y = Ã ¤fdH}J ¤fdHBJ ? d>!H}J ¤fdHBJ d>!HBJd>!H}J ¤fdH}J 0? ¤fdH}J d>!HBJ d>!H}J d>!HBJ ¤fdHBJÇ 
Ec. 2.7 

Donde: 

B Ángulo de giro de la plataforma móvil alrededor del eje Y. } Ángulo de giro de la plataforma móvil alrededor del eje Z. 

La expresión )99 y determinada por Aquino & Pozo (2017), difiere de la Ec. 2.7, debido a 

que en su trabajo se realizó bajo la notación D-H estándar. En la Figura 2.4 se muestra 

la representación simplificada de los sistemas de referencia establecidos en cada 

articulación para determinar la matriz )9| y. A diferencia del trabajo realizado por 

Provenzano (2001), para facilitar el cálculo de las matrices de rotación en cada sistema 

de coordenadas establecido, se considera que cada articulación realiza un giro muy 

pequeño (cantidad despreciable) permitiendo mantener los ejes paralelos con respecto 

al sistema de referencia anterior.  

 

Figura 2.4. Representación simplificada de los sistemas de referencia en la plataforma móvil. 
(Fuente: Autor) 

Cadena cerrada 1, 2 y 3 

Debido a que las patas 1, 2 y 3 tiene la misma configuración mecánica se puede 

generalizar su análisis vectorial, las primeras tres cadenas cinemáticas cerradas se 

muestra en la Figura 2.5.  
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Matemáticamente las ecuaciones de restricción para las tres primeras cadenas 

cinemáticas, establecidas con respecto al sistema de coordenadas 0 (Aquino & Pozo, 

2017), están definidas como: 

-.9| /E?F � -.9| ?F? = -.9| /E/I � )9| y -.9y /I? 

Ec. 2.8 -.9| /EGF � -.9| GFG = -.9| /E/I � )9| y -.9y /IG 

Ec. 2.9 -.9| /EHF � -.9| HFH = -.9| /E/I � )9| y -.9y /IH 

Ec. 2.10 

   
(a) (b) (c) 

Figura 2.5. Cadena cinemática cerrada (a) 1. (b) 2. (c) 3. 
(Fuente: Autor) 

Los vectores -.9| /E?F, -.9| /EGF, -.9| /EHF, -.9y /I?, -.9y /IG y -.9y /IH están definidos en la Tabla 2.1. 

Por otro lado, el vector -.9| /E/I corresponde a las coordenadas del efector final, así: 

9 -.9| /E/I = �CyzyDy�!
Ec. 2.11 

Donde: 

Cy, zy y Dy Posición del centro de la plataforma móvil sobre los ejes X, Y y Z 

respectivamente. Medidos en el sistema de referencia 0. 

Por la configuración del robot paralelo 3UPS+1RPU, se considera zy = 0 para cualquier 

movimiento que se realice (Zamora, 2016). 

Por otro lado, el vector -.9| ?F? se puede determinar mediante: 

-.9| ?F? = )L<9| å � -.9å ?F? 

Ec. 2.12 
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La matriz de rotación )L<9| å permite expresar los vectores de posición del sistemas de 

coordenadas K de la pata uno, en el sistema de coordenadas 0 (ver Figura 2.6). 

 

Figura 2.6. Sistemas de referencia para la pata 1. 
(Fuente: Autor) 

La Figura 2.6 muestra tres sistemas de coordenadas, debido a que, la articulación 

universal se modela como dos juntas de revolución perpendiculares una de otra (Farhat, 

2006), por lo tanto, se requiere de dos sistemas de referencia (1 y 2 respectivamente). 

Con base en el trabajo realizado por Provenzano (2001), la expresión que define )L<9| å 

es: 

)L<9| å = )L<9| < � )L<9< � � )L<9� å 

Ec. 2.13 

Para la matriz de rotación )L<9� å, en notación D-H modificado, se requiere introducir un 

sistema de coordenadas auxiliar (KN) para permitir la transformación del sistema 

coordenadas 3 en el sistema 2 (ver Figura 2.7). 

Ahora, con: 

)L<9| < =
���
�� ¤fdHI<<J ? d>!HI<<J 0¤fd ©12ª d>!HI<<J ¤fd ©12ª ¤fdHI<<J ?d>! ©12ª
d>! ©12ª d>!HI<<J d>! ©12ª ¤fdHI<<J ¤fd ©12ª ���

�� = �¤fdHI<<J ? d>!HI<<J 00 0 ?1d>!HI<<J ¤fdHI<<J 0 � 
Ec. 2.14 

)L<9< � =
���
�� ¤fdHI<�J ? d>!HI<�J 0¤fd ©?12ª d>!HI<�J ¤fd ©?12ª ¤fdHI<�J ? d>! ©?12ª
d>! ©?12ª d>!HI<�J d>! ©?12ª ¤fdHI<�J ¤fd ©?12ª ���

�� = � ¤fdHI<�J ? d>!HI<�J 00 0 1? d>!HI<�J ? ¤fdHI<�J 0� 
Ec. 2.15 

D| z| 

C| O| 

D< 

C< 

z< 

O<8� D� 

C� 
z� 

Oå 

Då 

C� 

zå 

I<å 

I<< 

I<� 
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)L<9� å = � 0 0 10 1 0?1 0 0� 
Ec. 2.16 )L<9| å resulta: 

)L<9| å = Ó d>!HI<<J ? ¤fdHI<<J d>!jI12k ¤fdHI<<J ¤fdjI12k0 ¤fdHI<�J d>!jI12k? ¤fdHI<<J d>!HI<<J d>!jI12k d>!HI<<J ¤fdjI12kÝ 
Ec. 2.17 

Donde: 

I<<8 I<�9 Variables generalizadas para las articulaciones de revolución 

equivalentes al par universal de la pata 1. I<å9 Variable generalizada para la articulación prismática de la pata 1. 

La Figura 2.7 muestra una representación simplificada de los sistemas de coordenadas 

establecidos en la pata 1, que se usan para formar la matriz )L<9| å. Esta representación 

es una adaptación, realizada por el autor, de la metodología de Provenzano (2001) para 

este caso de estudio.  

 

Figura 2.7. Representación simplificada de los sistemas de referencia en la pata 1. 
(Fuente: Autor) 

Finalmente, al reemplazar la Ec. 2.17 en la Ec. 2.12 se tiene: 

-.9| ?F? = Ó d>!HI<<J ? ¤fdHI<<J d>!jI12k ¤fdHI<<J ¤fdjI12k0 ¤fdHI<�J d>!jI12k? ¤fdHI<<J d>!HI<<J d>!jI12k d>!HI<<J ¤fdjI12kÝ � 00I1K� 
-.9| ?F? = ÓI1K ¤fdHI<<J ¤fdjI12kI1K d>!jI12kI1K d>!HI<<J ¤fdjI12kÝ 

Ec. 2.18 
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Por la configuración mecánica idéntica de las patas 1, 2 y 3, los vectores -.9| GFG y -.9| HFH 

se obtienen de forma análoga (Benimeli, 2005) mediante la Ec. 2.12, considerando las 

variables generalizadas I�<, I��, I�å para la pata 2 y las variables Iå<, Iå�, Iåå para la 

pata 3, matemáticamente se establece que: 

-.9| GFG = ÓI2K ¤fdHI�<J ¤fdjI22kI2K d>!jI22kI2K d>!HI�<J ¤fdjI22kÝ 
Ec. 2.19 

-.9| HFH = ÓIKK ¤fdHIå<J ¤fdjIK2kIKK d>!jIK2kIKK d>!HIå<J ¤fdjIK2kÝ 
Ec. 2.20 

Cadena cerrada 4 

 
Figura 2.8. Cadena cinemática cerrada 4. 

(Fuente: Autor) 

De acuerdo con Aquino & Pozo (2017), la cuarta cadena cinemática (Figura 2.8) se 

establece al igualar la posición de la pata central (pata 4), en función de la ubicación de 

las articulaciones que la conforman, con las coordenadas del centro de la plataforma 

móvil respecto al sistema de referencia 0, es decir:  

9 -.9| /E/I = )LM9| � � -.9� /F/I = �Cy0Dy�!
Ec. 2.21 

A diferencia del trabajo de Aquino & Pozo (2017), la matriz de rotación )LM9| � se 

establece en notación D-H modificado con base en los sistemas de referencia asignados 

a las articulaciones en la pata 4, (ver Figura 2.9). 
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Figura 2.9. Sistema de referencia para la pata 4. 
(Fuente: Autor) 

La matriz )LM9| � (Provenzano, 2001) puede determinarse como: 

)LM9| � = )LM9| < � )LM9< � 

Ec. 2.22 

Con: 

)LM9| < =
���
�� ¤fdHIM<J ? d>!HIM<J 0¤fd ©12ª d>!HIM<J ¤fd ©12ª ¤fdHIM<J ?d>! ©12ª
d>! ©12ª d>!HIM<J d>! ©12ª ¤fdHIM<J ¤fd ©12ª ���

�� = �¤fdHIM<J ? d>!HIM<J 00 0 ?1d>!HIM<J ¤fdHIM<J 0 � 
Ec. 2.23 

)LM9< � = � 0 0 1?1 0 00 ?1 0� 
Ec. 2.24 

Ahora )LM9| � es: 

)LM9| � = � d>!HIM<J 0 ¤fdHIM<J0 1 0?¤fdHIM<J 0 d>!HIM<J� 
Ec. 2.25 

En la Ec. 2.25, IM< representa la variable generalizada de la articulación de revolución y IM� representa la articulación prismática, ambas son componentes de la pata 4. En la 

Figura 2.10 se observa una representación simplificada de los sistemas de coordenadas 

establecidos para la pata 4 y que se emplean para calcular )LM9| �. 

D| 

z| C| 

O| D< 

C< 

z< 

O� 

D� C� z� 

IM< 
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Figura 2.10. Representación simplificada de los sistemas de referencia en la pata 4. 
(Fuente: Autor) 

Al reemplazar la Ec. 2.25 en la Ec. 2.21 resulta: 

-.9| /E/I = )LM9| � � -.9� /F/I = Ã� d>!HIM<J 0 ¤fdHIM<J0 1 0?¤fdHIM<J 0 d>!HIM<J�Ç � 00I42
� 

-.9| /E/I = ÃI42 ¤fdHIM<J0I42 d>!HIM<JÇ = �Cy0Dy� 
Ec. 2.26 

Ya que las expresiones Ec. 2.8, Ec. 2.9, Ec. 2.10 y Ec. 2.21 son de tipo vectorial, cada 

una tiene tres componentes coordenados, entonces se obtienen 12 ecuaciones de 

restricción. Sin embargo en la Ec. 2.21 la ecuación del componente Y es nula, por lo 

que se obtiene 11 ecuaciones de restricción (%). Las variables generalizas (!) son 15 

en total, las cuales son I<<, I<�, I<å, I�<, I��, I�å, Iå<, Iå�, Iåå, IM<, IM�, Cy, Dy, B, }.  

2.1.3. Restricciones cinemáticas de velocidad 

Con el fin de aplicar el principio de compatibilidad de velocidades (Farhat, 2006) de la 

Ec. 1.11, se emplean las cuatro cadenas cinemáticas cerradas analizadas en las 

ecuaciones de restricción de posición (sección 2.1.2). La Ec. 1.11 establece 6 

ecuaciones por cada cadena cinemática (24 ecuaciones en total). Debido a que el robot 

paralelo 3UPS+1RPU tiene % = 11 se debe generar únicamente 11 ecuaciones de 

restricción en velocidad, por lo tanto, se analizaran únicamente los principios de 

compatibilidad de velocidad lineal (las primeras tres filas de la Ec. 1.11).  
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Cadena cerrada 1, 2 y 3 

   
(a) (b) (c) 

Figura 2.11. Restricción de velocidad, cadena cinemática cerrada (a) 1. (b) 2. (c) 3. 
(Fuente: Autor)  

Las restricciones de velocidad lineal en la cadena cinemática 1 (Figura 2.11a), se 

determina al analizar la compatibilidad de velocidad lineal (Farhat, 2006) en el vértice # 

de la plataforma móvil, tomando como la rama 1 los elementos que componen la pata 1 

(Figura 2.6) y como la rama 5 la posición determinada por los 4GDL de la plataforma 

móvil (Figura 2.3), así: 

� }å<9| }�<9| }<<9| ? }MP9| ? }åP9| ? }�P9| ? }<P9| 9� �
���
���
��IR<åIR<�IR<<}RBRDRyCRy���

���
��
= 0Q.å×< 

Ec. 2.27 

Donde, de acuerdo a la Ec. 1.10 se tiene: 

« ¬ 9 }å<9| = « \.9| å<¬ }�<9| = � \.9| �< × -./Q?<9| � }<<9| = � \.9| << × -./7?<9| � 
Ec. 2.28 

}MP9| = � \.9| MP × -./R?P9| � }åP9| = � \.9| åP × -./S?P9| � }�P9| = � \.9| �P� }<P9| = � \.9| <P� 
Ec. 2.29 

Al aplicar la notación D-H modificada (Provenzano, 2001), en la Ec. 2.28 y Ec. 2.28, los 

vectores unitarios \ se definen como:  

 

 

Rama 1 
Rama 5 

Rama 6 

Rama 2 
Rama 3 

Rama 7 
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« ¬ \.9| å< = )L<9| å � \.9å å< \.9| �< = )L<9| � � \.9� �< \.9| << = )L<9| < � \.9< << 

Ec. 2.30 

\.9| MP = )9| y � \.9M MP \.9| åP = )L=9| å � \.9å åP \.9| �P = )L=9| � � \.9� �P \.9| <P = )L=9| < � \.9< <P 
Ec. 2.31 

Donde \.9: :9 = «0 0 1¬�.  

Con base en el análisis vectorial de las restricciones cinemáticas de posición, los 

vectores -./Q?<9|  y -./7?<  son: 

-./Q?<9| = -./7?<9| = -.9| ?F? = )L<9| å � -.9å ?F? 

Ec. 2.32 

Mientras que, los vectores de posición -./S?P9|  y -./R?P9|  se establecen como: 

-./S?P9| = -./R?P9| = )y9| � -./I?999y  

Ec. 2.33 

Ya que las cadenas cinemáticas cerradas 2 y 3 tienen la misma configuración que la 

cadena 1 (Figura 2.11), al aplicar el análisis de compatibilidad de velocidad (Farhat, 

2006) en estas cadenas cinemáticas se tiene: 

« }å�9| }��9| }<�9| ? }M¦9| ? }å¦9| ? }�¦9| ? }<¦9| 9¬ �
���
���
��IR�åIR��IR�<}RBRDRyCRy���

���
��
= 0Q.å×< 

Ec. 2.34 

« }åå9| }�å9| }<å9| ? }MU9| ? }åU9| ? }�U9| ? }<U9| 9¬ �
���
���
��IRååIRå�IRå<}RBRDRyCRy���

���
��
= 0Q.å×< 

Ec. 2.35 
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Donde, al aplicar la Ec. 1.10 (Farhat, 2006): 

}å�9| = « \.9| å�¬ }��9| = � \.9| �� × -./QG�9| � }<�9| = � \.9| <� × -./7G�9| � 
Ec. 2.36 

}åå9| = « \.9| åå¬ }�å9| = � \.9| �å × -./QHå9| � }<å9| = � \.9| <å × -./7Hå9| � 
Ec. 2.37 }M¦9| = � \.9| M¦ × -./RG¦9| � }å¦9| = � \.9| å¦ × -./SG¦9| � }�¦9| = « \.9| �¦¬ }<¦9| = « \.9| <¦¬ 

Ec. 2.38 

}MU9| = � \.9| MU × -./RHU9| � }åU9| = � \.9| åU × -./SHU9| � }�¦9| = « \.9| �¦¬ }<¦9| = « \.9| <¦¬ 
Ec. 2.39 

Los vectores de posición, en notación D-H modificado, para las cadenas cinemáticas 

cerradas 2 y 3 son: 

-./QG�9| = -./7G�9| = -.9| GFG = )L�9| å � -.9å GFG -./QHå9| = -./7Hå9| = -.9| HFH = )Lå9| å � -.9å HFH 

Ec. 2.40 -./RG¦9| = -./SG¦9| = )y9| � -./IG999y  -./RHU9| = -./SHU9| = )y9| � -./IH999y  

Ec. 2.41 

Cadena cerrada 4 

 
Figura 2.12. Restricción de velocidad, cadena cinemática cerrada 4. 

(Fuente: Autor)  

Para la cadena cinemática cerrada 4 el análisis de compatibilidad de velocidades  

lineales (Figura 2.12) se realiza en el origen de la plataforma móvil (Farhat, 2006), 

tomando como la rama 1 los elementos que componen la pata 4 (Figura 2.9) y como la 

rama 8 la posición determinada por los 4GDL de la plataforma móvil (Figura 2.3), así: 

Rama 8 

Rama 4 
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« }�M9| }<M9| ? }MV9| ? }åV9| ? }�V9| ? }<V9| 9¬ �
���
���
�IRM�IRM<}RBRDRyCRy���

���
�
= 0Q.å×< 

Ec. 2.42 

Donde, al aplicar la Ec. 1.10: 

« ¬ « ¬ }�M9| = « \.9| �M¬ }<M9| = � \.9| <M × -./7/IM9| � 
Ec. 2.43 

}MV9| = � \.9| MV × -./R/IV9| � }åV9| = � \.9| åV × -./S/IV9| � }�V9| = « \.9| �V¬ }<V9| = « \.9| <V¬ 
Ec. 2.44 

Los vectores unitarios de la Ec. 2.43 y Ec. 2.44 se determinan mediante:  

« ¬ « ¬ \.9| �M = )LM9| � � \.9� �M \.9| <M = )LM9| < � \.9< <M 
Ec. 2.45 

\.9| MV = )9| y � \.9M MV \.9| åV = )L=9| å � \.9å åV \.9| �V = )L=9| � � \.9� �V \.9| <V = )L=9| < � \.9< <V 
Ec. 2.46 

Los vectores de posición de la Ec. 2.43 y Ec. 2.44, en notación D-H modificado, son: 

-./7/IM9| = )LM9| � � -.9� /F/I 

Ec. 2.47 -./R/IV9| = -./S/IV9| = )y9| � -./I/I99y  

Ec. 2.48 

De acuerdo a Farhat (2006), la matriz Jacobiana de un robot paralelo se forma, al 

agrupar los términos de las cuatro cadenas cinemáticas, es decir: 

#<<Ä<P
=

���
�� }å<9| }�<9| }<<9|0Q. 0Q. 0Q.0Q.0Q. 0Q.0Q. 0Q.0Q.

0Q. 0Q. 0Q.}å�9| }��9| }<�9|0Q.0Q. 0Q.0Q. 0Q.0Q.
0Q. 0Q. 0Q.0Q. 0Q. 0Q.}åå9|0Q. }�å9|0Q. }<å9|0Q.

0Q. 0Q. ? }MP9|0Q. 0Q. ? }M¦9|0Q.}�M9| 0Q.}<M9|
? }MU9|? }MV9|

? }åP9| ? }�P9| ? }<P9|? }å¦9| ? }�¦9| ? }<¦9|? }åU9|? }åV9|
? }�U9|? }�V9|

? }<U9|? }<V9| ���
��
 

Ec. 2.49 
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Al igual que en las restricciones cinemáticas de posición, la componente Y de la cadena 

cinemática cerrada 4 es nula, por lo que la matriz # tiene 11 filas (se elimina la fila nula). 

Las velocidades generalizadas conforme a la distribución de la matriz #, son: 

I.R H�J = �IR<å IR<� IR<< IR�å IR�� IR�< IRåå IRå� IRå< IRM� IRM< }R BR DRy CRy�� 

Ec. 2.50 

Finalmente, las 11 ecuaciones de restricción en velocidad se definen al multiplicar la Ec. 

2.49 y la Ec. 2.50. Cabe resaltar, que estas ecuaciones son distintas a las establecidas 

por Aquino & Pozo (2017) debido a la notación D-H modificado usada en el presente 

trabajo, y al uso del principio de compatibilidad de velocidad en lugar de derivar las 

ecuaciones de restricción. 

2.1.4. Restricciones cinemáticas de aceleración 

Las ecuaciones de restricción de aceleración (Farhat, 2006) se definen mediante la Ec. 

1.14. En este trabajo el vector Q̈. se determina al derivar dos veces las 11 ecuaciones de 

restricción de posición y substraer el termino #HI.J� I.L H�J, es decir: 

Q̈. = #HI.J� I.L H�J ? F��yHI<8 I�8 �9 8 I�JFg�  

Ec. 2.51 

 

Donde, la matriz Jacobiana (#) fue definida en la Ec. 2.49 y el vector de aceleraciones 

generalizadas es: 

I.L H�J = �IL<å IL<� IL<< IL�å IL�� IL�< ILåå ILå� ILå< ILM� ILM< }L BL DLy CLy�� 

Ec. 2.52 

2.1.5. Velocidad y aceleración angular en las articulaciones del robot 

En cada articulación existe un vector PQQ.9: : = «PÄ3 PÅ3 PÆ3¬� que contiene las 

velocidades angulares de cada uno de los ejes que componen el sistema de referencia > con respecto al mismo sistema >. 
Pata 1, 2 y 3 

La pata 1 (Figura 2.13) está constituido por dos elementos rígidos, el cilindro y el vástago 

del actuador lineal. El cilindro se encuentra conectado a la plataforma fija mediante una 

articulación de tipo universal, que por fines de estudio se analiza como dos 

articulaciones de revolución. 
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Figura 2.13. Velocidad angular en los sistemas de referencia de la pata 1. 
(Fuente: Autor) 

De acuerdo con Provenzano (2001), las velocidades angulares de los sistemas de 

coordenadas (1 y 2 respectivamente) asociados a las articulaciones de revolución en el 

cilindro de la pata uno, mediante la Ec. 1.24, son: 

PQQ.L<9< < = )L<9< | � PQQ.L<9| | � \.9< < � IR11 PQQ.L<9� � = )L<9� < � PQQ.L<9< < � \.9� � � IR12 

Ec. 2.53 

La unión entre el vástago y el cilindro de la pata uno, se considera como una articulación 

prismática por lo que la velocidad angular del sistema de coordenadas 3 asociado a esta 

articulación está definida como: 

PQQ.L<9å å = )L<9å � � PQQ.L<9� �!
Ec. 2.54 

Ahora, mediante la Ec. 1.25 (Provenzano, 2001) se define las aceleraciones angulares 

de los sistemas de coordenadas establecidos sobre las articulaciones del cilindro como: 

PQQ.R L<9< < = )L<9< | � PQQ.R L<9| | � \.9< < � IL<< � j )L<9< | � PQQ.L<9| |k × \.9< < � IR<<!PQQ.R L<9� � = )L<9� < � PQQ.R L<9< < � \.9� � � IL<� � j )L<9� < � PQQ.L<9< <k × \.9� � � IR<�!
Ec. 2.55 

 Mientras que, la aceleración angular del sistema de coordenadas de la articulación que 

une el vástago y el cilindro se establece como: 

PQQ.R L<9å å = )L<9å � � PQQ.R L<9� �!
Ec. 2.56 
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El sistema de referencia 0 está definido sobre la plataforma base, es decir que no se 

mueve, por lo que: 

PQQ.L<9| | = «0 0 0¬�!PQQ.R L<9| | = «0 0 0¬�!
Ec. 2.57 

Debido a que la pata 2 y 3 tienen la misma configuración mecánica (Benimeli, 2005), 

entonces la velocidad y aceleración angular (Provenzano, 2001) de los sistemas de 

coordenadas establecidos en la pata 2 son: 

PQQ.L�9< < = )L�9< | � PQQ.L�9| | � \.9< < � IR21 PQQ.L�9� � = )L�9� < � PQQ.L�9< < � \.9� � � IR22 

Ec. 2.58 PQQ.L�9å å = )L�9å � � PQQ.L�9� �!
Ec. 2.59 

PQQ.R L�9< < = )L�9< | � PQQ.R L�9| | � \.9< < � IL�< � j )L�9< | � PQQ.L�9| |k × \.9< < � IR�<!PQQ.R L�9� � = )L�9� < � PQQ.R L�9< < � \.9� � � IL�� � j )L�9� < � PQQ.L�9< <k × \.9� � � IR��!
Ec. 2.60 

PQQ.R L�9å å = )L�9å � � PQQ.R L�9� �!
Ec. 2.61 

Además, para los sistemas de coordenadas de la pata 3, la velocidad y aceleración 

angular se definen como: 

PQQ.Lå9< < = )Lå9< | � PQQ.Lå9| | � \.9< < � IRK1 PQQ.Lå9� � = )Lå9� < � PQQ.Lå9< < � \.9� � � IRK2 

Ec. 2.62 PQQ.Lå9å å = )Lå9å � � PQQ.Lå9� �!
Ec. 2.63 

PQQ.R Lå9< < = )Lå9< | � PQQ.R Lå9| | � \.9< < � ILå< � j )Lå9< | � PQQ.Lå9| |k × \.9< < � IRå<!PQQ.R Lå9� � = )Lå9� < � PQQ.R Lå9< < � \.9� � � ILå� � j )Lå9� < � PQQ.Lå9< <k × \.9� � � IRå�!
Ec. 2.64 

PQQ.R Lå9å å = )Lå9å � � PQQ.R Lå9� �!
Ec. 2.65 
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Pata 4 

  

Figura 2.14. Velocidad angular en los sistemas de referencia de la pata 4. 
(Fuente: Autor) 

La pata 4 (Figura 2.14) está constituida por dos elementos rígidos, el cilindro y el vástago 

del actuador lineal. En el cilindro está unido a la plataforma fija mediante una articulación 

de revolución, la cual está asociado al sistema de coordenadas 1, cuya velocidad 

angular (Provenzano, 2001) es: 

PQQ.LM9< < = )LM9< | � PQQ.LM9| | � \.9< < � IR41 

Ec. 2.66 

La unión entre el cilindro y el vástago de la pata cuatro, se considera como una 

articulación prismática, y la velocidad angular del sistema de coordenadas 2 establecido 

para esta articulación es: 

PQQ.LM9� � = )LM9� < � PQQ.LM9< <!
Ec. 2.67 

Por otro lado, la aceleración angular (Provenzano, 2001) del sistema de coordenadas 1 

establecido para la articulación de revolución del cilindro es: 

PQQ.R LM9< < = )LM9< | � PQQ.R LM9| | � \.9< < � ILM< � j )LM9< | � PQQ.LM9| |k × \.9< < � IRM<!
Ec. 2.68 

Y la aceleración angular del sistema de referencia 2, para la articulación en el vástago 

es: 

PQQ.R LM9� � = )LM9� < � PQQ.R LM9< <!
Ec. 2.69 
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Al igual que en la pata 1, 2 y 3 el sistema de referencia 0 está definido sobre la plataforma 

base, por lo tanto: 

PQQ.LM9| | = «0 0 0¬�!PQQ.R LM9| | = «0 0 0¬�!
Ec. 2.70 

Plataforma móvil 

El último elemento rígido que constituye el robot paralelo 3UPS+1RPU, es la plataforma 

móvil. Para el análisis de las velocidades y aceleraciones angulares sobre este elemento 

(Figura 2.15), se considera los 4 GDL del sistema robótico como cuatro articulaciones. 

 

Figura 2.15. Velocidad angular en los sistemas de referencia de la plataforma móvil. 
(Fuente: Autor) 

La primera articulación es de tipo prismática, específicamente el desplazamiento sobre 

el eje X (sistema de referencia 1 de la Figura 2.15), la segunda articulación se considera 

el desplazamiento sobre el eje Z (sistema de coordenadas 2). La tercera articulación es 

de revolución, en este caso el giro alrededor del eje Y (sistema de coordenadas 3), y 

finalmente la cuarta articulación es el ángulo de giro alrededor del eje Z (sistema de 

coordenadas 4). Las velocidades angulares, al aplicar la Ec. 1.24 (Provenzano, 2001), 

de los 4 sistemas de referencia asociadas a las articulaciones mencionadas están 

definidas como: 

PQQ.L=9< < = )L=9< | � PQQ.L=9| | PQQ.L=9� � = )L=9� < � PQQ.L=9< < PQQ.L=9å å = )L=9å � � PQQ.L=9� � � \.9å å � BR  PQQ.L=9M M = )L=9M å � PQQ.L=9å å � \.9M M � }R  
Ec. 2.71 
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Por otro lado, las aceleraciones angulares (Provenzano, 2001) de los 4 sistemas de 

coordenadas asociados con las 4 articulaciones consideradas en la plataforma móvil 

están definidas como: 

PQQ.R L=9< < = )L=9< | � PQQ.R L=9| | PQQ.R L=9� � = )L=9� < � PQQ.R L=9< < PQQ.R L=9å å = )L=9å � � PQQ.R L=9� � � \.9å å � BL � j )L=9å � � PQQ.L=9� �k × \.9å å � BR  PQQ.R L=9M M = )L=9M å � PQQ.R L=9å å � \.9M M � }L � j )L=9M å � PQQ.L=9å åk × \.9M M � }R  
Ec. 2.72 

Al analizar la plataforma móvil, el sistema de referencia 0 está definido sobre un 

elemento fijo (plataforma base), por lo que: 

PQQ.L=9| | = «0 0 0¬�!PQQ.R L=9| | = «0 0 0¬�!
Ec. 2.73 

2.1.6. Aceleración lineal en el origen de los sistemas de referencia 

Pata 1, 2 y 3 

La aceleración lineal en el origen de cada sistema de referencia establecido en las 

articulaciones de la pata 1 (Figura 2.13) se establece mediante la Ec. 1.26 (Provenzano, 

2001). Para el origen de los sistemas de coordenadas, de la articulación universal en el 

cilindro de la pata 1, se tiene: 

-.LL</79< = )L<|9< � + -.LL</E �9| PQQ.L<9| | × © PQQ.L<9| | × -.L</E/79| ª � PQQ.R L<9| | × -.L</E/79| - 
-.LL</Q9� = )L<<9� � + -.LL</7 �9< PQQ.L<9< < × © PQQ.L<9< < × -.L</7/Q9< ª � PQQ.R L<9< < × -.L</7/Q9< - 

Ec. 2.74 

Para el sistema de referencia 3, establecido para la junta prismática entre el cilindro y el 

vástago de la pata 1 se tiene: 

-.LL</S9å = )L<�9å � + -.LL</Q �9� PQQ.L<9� � × © PQQ.L<9� � × -.L</Q/S9� ª � PQQ.R L<9� � × -.L</Q/S9� -
� � \.9å å � IL<å � 2j PQQ.L<9å å × \.9å å � IR<åk� 

Ec. 2.75 

De acuerdo con Provenzano (2001), la velocidad lineal en el sistema de referencia de 

partida se establece de acuerdo a la gravedad (e) que afecta al sistema, así: 
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-.LL</E9| = «0 0 ?e¬� 

Ec. 2.76 

Debido a similitud mecánica de la pata 1, 2 y 3 (Benimeli, 2005), para los sistemas de 

coordenadas del cilindro y el vástago de la pata 2, las aceleraciones lineales en los 

orígenes son: 

-.LL�/79< = )L�|9< � + -.LL�/E �9| PQQ.L�9| | × © PQQ.L�9| | × -.L�/E/79| ª � PQQ.R L�9| | × -.L�/E/79| - 
-.LL�/Q9� = )L�<9� � + -.LL�/7 �9< PQQ.L�9< < × © PQQ.L�9< < × -.L�/7/Q9< ª � PQQ.R L�9< < × -.L�/7/Q9< - 

Ec. 2.77 

-.LL�/S9å = )L��9å � + -.LL�/Q �9� PQQ.L�9� � × © PQQ.L�9� � × -.L�/Q/S9� ª � PQQ.R L�9� � × -.L�/Q/S9� -
� � \.9å å � IL�å � 2j PQQ.L�9å å × \.9å å � IR�åk� 

Ec. 2.78 

Mientras que, para el cilindro y vástago de la pata 3 las aceleraciones lineales en los 

orígenes de los tres sistemas coordenados son: 

-.LLå/79< = )Lå|9< � + -.LLå/E �9| PQQ.Lå9| | × © PQQ.Lå9| | × -.Lå/E/79| ª � PQQ.R Lå9| | × -.Lå/E/79| - 
-.LLå/Q9� = )Lå<9� � + -.LLå/7 �9< PQQ.Lå9< < × © PQQ.Lå9< < × -.Lå/7/Q9< ª � PQQ.R Lå9< < × -.Lå/7/Q9< - 

Ec. 2.79 

-.LLå/S9å = )Lå�9å � + -.LLå/Q �9� PQQ.Lå9� � × © PQQ.Lå9� � × -.Lå/Q/S9� ª � PQQ.R Lå9� � × -.Lå/Q/S9� -
� � \.9å å � ILåå � 2j PQQ.Lå9å å × \.9å å � IRååk� 

Ec. 2.80 

Pata 4 

En el caso de la pata 4, el cilindro está unido a la plataforma fija mediante una 

articulación de revolución, con su sistema de coordenadas 1 (Figura 2.14). Entonces, la 

aceleración lineal del origen (Provenzano, 2001) del sistema de coordenadas 1 es: 

-.LLM/79< = )LM|9< � + -.LLM/E �9| PQQ.LM9| | × © PQQ.LM9| | × -.LM/E/79| ª � PQQ.R LM9| | × -.LM/E/79| - 
Ec. 2.81 

En el sistema de coordenadas 2 de la articulación prismática, que une el vástago y 

cilindro de la pata 4, la aceleración lineal del origen es: 

-.LLM/Q9� = )LM<9� � + -.LLM/7 �9< PQQ.LM9< < × © PQQ.LM9< < × -.LM/7/Q9< ª � PQQ.R LM9< < × -.LM/7/Q9< -� � \.9� � � ILM� � 2j PQQ.LM9� � × \.9� � � IRM�k� 
Ec. 2.82 
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Donde: 

-.LLM/E9| = «0 0 ?e¬� 

Ec. 2.83 

Plataforma móvil 

La aceleración lineal en el origen, usando la Ec. 1.26 (Provenzano, 2001), de cada uno 

de los cuatro sistemas de referencia establecidos en la plataforma móvil (Figura 2.15) 

están definidos como: 

-.LL=/79< = )L=|9< � + -.LL=/E �9| PQQ.L=9| | × © PQQ.L=9| | × -.L=/E/79| ª � PQQ.R L=9| | × -.L=/E/79| -
� � \.9< < � CLy � 2j PQQ.L=9< < × \.9< < � CRyk� 

-.LL=/Q9� = )L=<9� � + -.LL=/7 �9< PQQ.L=9< < × © PQQ.L=9< < × -.L=/7/Q9< ª � PQQ.R L=9< < × -.L=/7/Q9< -
� � \.9� � � DLy � 2j PQQ.L=9� � × \.9� � � DRyk� 

-.LL=/S9å = )L=�9å � + -.LL=/Q �9� PQQ.L=9� � × © PQQ.L=9� � × -.L=/Q/S9� ª � PQQ.R L=9� � × -.L=/Q/S9� - 
-.LL=/R9M = )L=å9M � + -.LL=/S �9å PQQ.L=9å å × © PQQ.L=9å å × -.L=/S/R9å ª � PQQ.R L=9å å × -.L=/S/R9å - 

Ec. 2.84 

Donde: 

-.LL=/E9| = «0 0 ?e¬� 

Ec. 2.85 

2.1.7. Ecuaciones explicitas de Gibbs-Appell para cadena cerrada 

Pata 1, 2 y 3 

El modelo lineal en cadena abierta de la pata 1, usando la Ec. 1.27 (Farhat, 2006), es: 

_.L< = ÒL< � mQQQ.L<:!
Ec. 2.86 

Donde: 

ÒL< = +L< � «#L< $1L< $2L<¬!
Ec. 2.87 

En el vector mQQQ.X<Y se agrupan la propiedades de masa, primer momento de masa y 

momentos de inercia del cilindro y el vástago de la pata 1. Los elementos del vector con 

subíndices 11 se relacionan con las propiedades del cilindro de la pata 1, y los 

subíndices 12 se relacionan con el vástago de la pata 1.  
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Como se puede ver en las restricciones cinemáticas de la pata 1, existen tres sistemas 

de coordenadas (dos articulaciones de revolución y una prismática) en análisis y 

únicamente dos elementos rígidos (cilindro y vástago), esto se debe a que la articulación 

universal se considera como dos articulaciones de revolución. En este caso para que 

exista coherencia en las dimensiones de las matrices iX< y mQQQ.X<Y se considera que la 

primera articulación de la junta universal está asociado a un elemento de parámetros 

inerciales nulos (Âxx<<O, Âxy<<O, ÂxÑ<<O, Âyy<<O, ÂyÑ<<O, ÂÑÑ<<O,9±x<<O, ±y<<O, ±Ñ<<O y ±<<O), y se 

elimina las columnas de iX< (Farhat, 2006) asociadas a las filas de los parámetros 

inerciales (mQQQ.X<Y) consideradas nulas: 

mQQQ.L<: =

��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
� sgg<�sgÍ<�sg\<�sÍÍ<�sÍ\<�s\\<�sgg<<sgÍ<<sg\<<sÍÍ<<sÍ\<<s\\<<sgg<<OsgÍ<<Osg\<<OsÍÍ<<OsÍ\<<Os\\<<O%g<�%Í<�%\<�%g<<%Í<<%\<<%g<<O%Í<<O%\<<O%<�%<<%<<O ��

��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
�

!

Ec. 2.88 

Al aplicar la Ec. 1.30, la matriz ãX< de los tres sistemas de referencia de la pata 1 se 

define como: 
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ãX< =
���
���
���¯

® PQQ.R9å å®IL<å °� 0<Äå 0<Äå
0<Äå ¯® PQQ.R9� �®IL<� °� 0<Äå
0<Äå 0<Äå ¯® PQQ.R9< <®IL<< °�

���
���
��� = Ã«0 0 1¬ 0<Äå 0<Äå0<Äå «0 0 1¬ 0<Äå0<Äå 0<Äå «0 0 1¬Ç 

Ec. 2.89 

Además, la Ec. 1.31 permite establecer la matriz àX< para los tres sistemas de 

coordenadas de la pata 1 como: 

àX< = �#<< #<� #<å#�< #�� #�å#å< #å� #åå� 
Ec. 2.90 

Donde los componentes de àX<, de acuerdo a las expresiones de Mata, Benimeli, Farhat 

& Valera (2005), son: 

Tabla 2.3. Componentes de la matriz # para la pata 1. 
Fila 1 Fila 2 Fila 3 YZZ = [\]^ YZ_ = [\]^ YZ\ = [\]^ 

#�< = )L<9� å � ¾¿L<å9å  #�� = )L<9� � � ¾¿L<�9�  #�å = 0åÄ¦ 

#å< = )L<9< å � ¾¿L<å9å = )L<9< � � )L<9� å� ¾¿L<å9å  #å� = )L<9< � � ¾¿L<�9�  #åå = )L<9< < � ¾¿L<<9<  

(Fuente: Autor) 

La matriz â1X<, para los tres sistemas de coordenadas establecidos en la pata 1, es: 

$1L< = Ã "ìå9å 0åÄå 0åÄå"ìå9� "ì�9� 0åÄå"ìå9< "ì�9< "ì<9<
Ç 

Ec. 2.91 

Los componentes de $1L< se determinan al aplicar la Ec. 1.32 (Mata, Benimeli, Farhat, 

& Valera, 2005), de acuerdo al tipo de articulación en análisis, por lo que se tiene: 
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Tabla 2.4. Componentes de la matriz $1 para la pata 1. 
Fila 1 Fila 2 Fila 3 ì̀\9\ = bcZ9\ \ � eÌcZ\9\ ! "ìå9� = )L<9� å � © -hL</Q/S9å � ¾ÀL<å9å

? -hLL</S9å ª!
"ì�9� = )L<9� � � © -hL</Q/Q9� � ¾ÀL<�9�

? -hLL</Q9� ª 

"ìå9< = )L<9< å � © -hL</7/S9å � ¾ÀL<å9å
? -hLL</S9å ª!

"ì�9< = )L<9< � � © -hL</7/Q9� � ¾ÀL<�9�
? -hLL</Q9� ª!

"ì<9< = )L<9< < � © -hL</7/79< � ¾ÀL<<9<? -hLL</79< ª 

(Fuente: Autor) 

Para los tres sistemas de coordenadas de la pata 1, la matriz â2X< se determina como: 

$2L< = Ó òQ.å9å 0Q. 0Q.òQ.å9� òQ.�9� 0Q.òQ.å9< òQ.�9< òQ.<9<
Ý 

Ec. 2.92 

Los componentes de $2L< se determinan al aplicar la Ec. 1.33 (Mata, Benimeli, Farhat, 

& Valera, 2005), de acuerdo al tipo de articulación en análisis, entonces: 

Tabla 2.5. Componentes de la matriz $2 para la pata 1. 
Fila 1 Fila 2 Fila 3 fQQ.\9\ = bcZ9\ \ � hQ.LcZi\9\  

!

òQ.å9� = )L<9� å � -hL</Q/S9å � -.LL</S9å  

òQ.�9� = )L<9� � � -hL</Q/Q9� � -.LL</Q9� !

òQ.å9< = )L<9< å � -hL</7/S9å � -.LL</S9å  

òQ.�9< = )L<9< � � -hL</7/Q9� � -.LL</Q9�  

òQ.<9< = )L<9< < � -hL</7/7 � -.LL</79<9<  

(Fuente: Autor) 

Por otro lado, los términos ¾¿L<:9:  y ¾ÀL<:9:  se determinan mediante la Ec. 1.21, con base 

en las expresiones que se determinaron en la sección 2.1.5. 

El modelo lineal de la pata 2, se establece de forma análoga al de la pata 1 por su 

similitud en su configuración mecánica (Benimeli, 2005), así: 

_.L� = ÒL� � mQQQ.L�:!
Ec. 2.93 

Donde: 

ÒL� = +L� � «#L� $1L� $2L�¬!
Ec. 2.94 

y 
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mQQQ.L�: =
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��
��sgg��sgÍ��sg\��sÍÍ��sÍ\��s\\��sgg�<sgÍ�<sg\�<sÍÍ�<sÍ\�<s\\�<%g��%Í��%\��%g�<%Í�<%\�<%��%�< ��
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��
��
��
��

!

Ec. 2.95 

Los componentes ãX�, àX�, â1X� y â2X� de la Ec. 2.94, se determinan bajo el mismo 

proceso de las matrices ãX<, àX<, â1X< y â2X<, en función de las variables generalizadas 

de la pata 2 dentro del mismo. 

En el vector que agrupa las propiedades inerciales de los cuerpos rígidos que conforman 

la pata 2 (mQQQ.X�Y), los elementos con subíndices 21 se refieren a las propiedades 

mecánicas del cilindro de la pata 2, y los subíndices 22 se asocian a las propiedades de 

masa, primer momento de masa y momento de inercia del vástago en la pata 2. 

Por otro lado, el modelo lineal de la pata 3 (Mata, Benimeli, Farhat, & Valera, 2005), se 

establece como: 

_.Lå = ÒLå � mQQQ.Lå:!
Ec. 2.96 

Donde: 

ÒLå = +Lå � «#Lå $1Lå $2Lå¬!
Ec. 2.97 

y 
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mQQQ.Lå: =
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��
��sggå�sgÍå�sg\å�sÍÍå�sÍ\å�s\\å�sggå<sgÍå<sg\å<sÍÍå<sÍ\å<s\\å<%gå�%Íå�%\å�%gå<%Íå<%\å<%å�%å< ��
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!

Ec. 2.98 

Los componentes ãXå, àXå, â1Xå y â2Xå de la Ec. 2.97, se determinan bajo el mismo 

proceso de las matrices ãX<, àX<, â1X< y â2X<, en función de las variables generalizadas 

asociadas a los componentes de la pata 3. Además, en el vector mQQQ.XåY los elementos con 

subíndices 31 se relacionan con las propiedades mecánicas del cilindro de la pata 3, y 

los subíndices 32 se asocian a las propiedades del vástago de la pata 3. 

Pata 4 

El modelo lineal de la pata 4 (Mata, Benimeli, Farhat, & Valera, 2005), usando la Ec. 

1.27, se establece como: 

_.LM = ÒLM � mQQQ.LM:!
Ec. 2.99 

Donde: 

ÒLM = +LM � «#LM $1LM $2LM¬!
Ec. 2.100 

y 
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mQQQ.LM: =
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��
��sggM�sgÍM�sg\M�sÍÍM�sÍ\M�s\\M�sggM<sgÍM<sg\M<sÍÍM<sÍ\M<s\\M<%gM�%ÍM�%\M�%gM<%ÍM<%\M<%M�%M< ��
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Ec. 2.101 

A diferencia de las patas 1, 2 y 3, de acuerdo con las restricciones cinemáticas de 

posición de la pata 4, existen dos sistemas de coordenadas asociados a dos 

articulaciones; por lo que, en la Ec. 2.101 los elementos de subíndice 11 se relacionan 

con las propiedades del cilindro de la pata 4, y los subíndices 12 se relacionan con el 

vástago de la pata 4, sin la necesidad de eliminar columnas de la matriz iXM y las 

correspondientes filas del vector mQQQ.XMY. 
Al aplicar la Ec. 1.30, la matriz ãXM (Mata, Benimeli, Farhat, & Valera, 2005) para los dos 

sistemas de referencia de la pata 4 es: 

ãXM =
���
���¯® PQQ.R9� �®ILM� °� 0<Äå

0<Äå ¯® PQQ.R9< <®ILM< °�
���
��� = $«0 0 1¬ 0<Äå0<Äå «0 0 1¬% 

Ec. 2.102 

Mediante la Ec. 1.31 (Mata, Benimeli, Farhat, & Valera, 2005), la matriz àXM para los 

sistemas de coordenadas en las articulaciones de revolución y prismática en la pata 4, 

se establece como: 

àXM = $#11 #12#21 #22% 
Ec. 2.103 

Los componentes de àXM se establecen de acuerdo al tipo de articulación en análisis, 

mediante la Ec. 1.31, como: 
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Tabla 2.6. Componentes de la matriz # para la pata 4. 
Fila 1 Fila 2 YZZ = [\]^ YZ_ = [\]^ #�< = )LM9< � � ¾¿LM�9�  #�� = )LM9< < � ¾¿LM<9<  

(Fuente: Autor) 

Al aplicar la metodología de Mata, Benimeli, Farhat &Valera (2005), la matriz submatriz â1XM para los dos sistemas de coordenadas establecidos en los elementos rígidos de la 

pata 4, se determina mediante: 

$1LM =   "ì�9� 0åÄå"ì�9< "ì<9< ¡ 
Ec. 2.104 

Los componentes de $1LM, para los dos sistemas de coordenadas asociados a las 

articulaciones de la pata 4, son: 

Tabla 2.7. Componentes de la matriz $1 para la pata 4. 
Fila 1 Fila 2 ì̀_9_ = bcj9_ _ � eÌcj_9_ ! "ì�9< = )LM9< � � © -hLM/7/Q9� ¾ÀLM�9� ? -hLLM/Q9� ª 

"ì<9< = )LM9< < � © -hLM/7/79< ¾ÀLM<9< ? -hLLM/79< ª 

(Fuente: Autor) 

La submatriz â2XM, considerando las dos articulaciones de la pata 4, se determina al 

aplicar la Ec. 1.33 (Mata, Benimeli, Farhat, & Valera, 2005): 

$2LM =   òQ.�9� 0Q.òQ.�9< òQ.<9< ¡ 
Ec. 2.105 

Los componentes de la submatriz anterior son: 

Tabla 2.8. Componentes de la matriz $2 para la pata 4. 
Fila 1 Fila 2 fQQ._9_ = bcj9_ _ � hQ.Lcji_9_  

!

òQ.�9< = )LM9< � � -hLM/7/Q9� � -.LLM/Q9�  

òQ.<9< = )LM9< < � -hLM/7/7 � -.LLM/79<9<  

(Fuente: Autor) 
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Plataforma móvil 

Finalmente, el modelo lineal de la plataforma móvil, al aplicar la metodología de Mata, 

Benimeli, Farhat &Valera (2005), se define como: 

_.L= = ÒL= � mQQQ.L=:!
Ec. 2.106 

Donde: 

ÒL= = +L= � «#L= $1L= $2L=¬!
Ec. 2.107 

y 

mQQQ.L=: =
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� sggysgÍysg\ysÍÍysÍ\ys\\ysytÚÛå¦Ä<sytÚÛ�¦Ä<sytÚÛ<¦Ä<%gy%Íy%\yH%y� -.tJtÚÛååÄ<H%y� -.tJtÚÛ�åÄ<H%y� -.tJtÚÛ<åÄ<%y%tÚÛå%tÚÛ�%tÚÛ< ��
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��
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!

Ec. 2.108 

En el caso de la plataforma móvil se analizan los cuatro grados de libertad (GDL) como 

cuatro articulaciones, sin embargo, existe un elemento rígido. De acuerdo con Farhat 

(2006), cuando existen más sistemas de referencia que elementos rígidos, se eliminan 

las propiedades mecánicas de las primeras articulaciones asociados a los sistemas de 

referencia hasta equilibrar con el número de elementos rígidos, entonces las 

propiedades inerciales (mQQQ.XkY) de la plataforma móvil se asignan únicamente a la 

articulación relacionada con el sistema de referencia 4 (sistema %) de la plataforma 

móvil, asumiendo que las demás articulaciones están asociadas a un elemento rígido 

con propiedades inerciales nulas (Âm²noå¦p<, 9Âm²no�¦p<, Âm²no<¦p<, H±m� r.²J²noååp<, 
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H±m� r.²J²no�åp<, H±m� r.²J²no<åp<, ±²noå, ±²no� y ±²no<) y eliminando sus 

correspondientes columnas de la matriz iXk. 

La matriz ãXk (Mata, Benimeli, Farhat, & Valera, 2005) para los cuatro sistemas de 

referencia de la plataforma móvil, al aplicar la Ec. 1.30 es: 

ãXk =

��
��
��
��
��
�¯® PQQ.R9M M®}L °� 0<Äå 0<Äå 0<Äå
0<Äå ¯® PQQ.R9å å®BL °� 0<Äå 0<Äå
0<Äå 0<Äå ¯® PQQ.R9� �®DLy °� 0<Äå
0<Äå 0<Äå 0<Äå ¯® PQQ.R9< <®CLy °�

��
��
��
��
��
�
= ���

�«0 0 1¬ 0<Äå 0<Äå 0<Äå0<Äå «0 0 1¬ 0<Äå 0<Äå0<Äå 0<Äå «0 0 1¬ 0<Äå0<Äå 0<Äå 0<Äå «0 0 1¬���
�
 

Ec. 2.109 

La matriz àXk9(Mata, Benimeli, Farhat, & Valera, 2005), para cuatro sistemas de 

coordenadas de la plataforma móvil, se establece como: 

àXk = Ó#11 #12 #1K#21 #22 #2K#K1 #K2 #KK#41 #42 #4K
#14#24#K4#44

Ý 
Ec. 2.110 

Donde los componentes de àXk, considerando cada articulación de la plataforma móvil, 

se establecen como: 

Tabla 2.9. Componentes de la matriz # para la plataforma móvil. 
Fila 1 Fila 2 Fila 3 Fila 4 YZZ= bcq9j j � eËcqj9j  YZ_ = [\]^ YZ\ = [\]^ YZj = [\]^ 

#�< = )L=9å M � ¾¿L=M9M  #�� = )L=9å å � ¾¿L=å9å  #�å = 0åÄ¦ #�M = 0åÄ¦ 

#å< = 0åÄ¦ #å� = 0åÄ¦ #åå = 0åÄ¦ #åM = 0åÄ¦ 

#M< = 0åÄ¦ #M� = 0åÄ¦ #Må = 0åÄ¦ #MM = 0åÄ¦ 

(Fuente: Autor) 

La submatriz â1Xk, se establece al aplicar la Ec. 1.32 a los cuatro sistemas de 

coordenadas de la plataforma móvil: 
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$1L= = ���
�� "ìM9M 0åÄå 0åÄå 0åÄå"ìM9å "ìå9å 0åÄå 0åÄå"ìM9�"ìM9<

"ìå9�"ìå9<
"ì�9� 0åÄå"ì�9< "ì<9< ���

��
 

Ec. 2.111 

Los componentes de $1L= (Mata, Benimeli, Farhat, & Valera, 2005), para los cuatro 

sistemas de coordenadas asociados a las cuatro articulaciones sobre la plataforma 

móvil, son: 

Tabla 2.10. Componentes de la matriz $1 para la plataforma móvil. 
Fila 1 Fila 2 ì̀j9j = bcq9j j � © hÀcqijij9j � eÌcqj9j
? hÀLcqij9j ª 

"ìM9å = )L=9å M � © -hL=/S/R9M � ¾ÀL=M9M ? -hLL=/R9M ª!
"ìå9å = )L=9å å � © -hL=/S/S9å � ¾ÀL=å9å ? -hLL=/S9å ª 

!

Fila 3 Fila 4 ì̀j9_ = bcq9_ j � eÌcqj9j  ì̀\9_ = bcq9_ \ � eÌcq\9\  ì̀_9_ = bcq9_ _ � eÌcq_9_  

"ìM9< = )L=9< M � ¾ÀL=M9M  "ìå9< = )L=9< å � ¾ÀL=å9å  "ì�9< = )L=9< � � ¾ÀL=�9�  "ì<9< = )L=9< < � ¾ÀL=<9<  

(Fuente: Autor) 

Al aplicar la Ec. 1.33 (Mata, Benimeli, Farhat, & Valera, 2005) en los cuatro sistemas 

coordenados asociados a las articulaciones de la plataforma móvil, la matriz â2Xk es: 

$2L= =
���
�� òQ.M9M 0Q. 0Q. 0Q.òQ.M9å òQ.å9å 0Q. 0Q.òQ.M9�òQ.M9<

òQ.å9�òQ.å9<
òQ.�9� 0Q.òQ.�9< òQ.<9< ���

��
 

Ec. 2.112 

Los componentes de la Ec. 2.112, para las articulaciones de la plataforma móvil, son: 
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Tabla 2.11. Componentes de la matriz $2 para la plataforma móvil. 
Fila 1 Fila 2 fQQ.j9j = bcq9j j � hÀcqijij9j � hQ.Lcqij9j  òQ.M9å = )L=9å M � -hL=/S/R9M � -.LL=/R9M  

òQ.å9å = )L=9å å � -hL=/S/S9å � -.LL=/S9å  

Fila 3 Fila 4 fQQ.j9_ = bcq9_ j � hQ.Lcqij9j  

fQQ.\9_ = bcq9_ \ � hQ.Lcqi\9\  

fQQ._9_ = bcq9_ _ � hQ.Lcqi_9_  

òQ.M9< = )L=9< M � -.LL=/R9M  

òQ.å9< = )L=9< å � -.LL=/S9å  

òQ.�9< = )L=9< � � -.LL=/Q9�  

òQ.<9< = )L=9< < � -.LL=/79<  

 (Fuente: Autor) 

Robot paralelo 3UPS + 1RPU 

Hasta el momento, se han desarrollado los modelos dinámicos lineales en parámetros 

inerciales para las cadenas abiertas de la pata 1, 2, 3, 4 y la plataforma móvil. De 

acuerdo con Farhat (2006), para establecer el modelo dinámico lineal en parámetros 

inerciales, en cadena abierta, del robot paralelo 3UPS + 1RPU se deben asociar todas 

las cadenas abiertas expuestas anteriormente, de forma que: 

_. = Ò< � mQQQ.:!
Ec. 2.113 

Donde: 

Ò<<PÄr| =
���
�� ÒL<0å×�|0å×�|0�×�|0M×�|

0å×�|ÒL�0å×�|0�×�|0M×�|

0å×�|0å×�|ÒLå0�×�|0M×�|

0å×�|0å×�|0å×�|ÒLM0M×�|

0å×<|0å×<|0å×<|0�×<|ÒL= ���
��
!

Ec. 2.114 

y 

mQQQ.:r|Ä< =
��
���
��mQQQ.L<:mQQQ.L�:mQQQ.Lå:mQQQ.LM:mQQQ.L=:��

���
��
!

Ec. 2.115 

En la Ec. 2.114 se pueden observar 15 filas, las cuales están asociadas al número de 

variables generalizadas establecidas para el robot paralelo (I<<, I<�, I<å, I�<, I��, I�å, 
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Iå<, Iå�, Iåå, IM<, IM�, Cy, Dy, B, }). Además, el número de columnas  de la Ec. 2.114 

concuerda con los 90 parámetros inerciales del vector mQQQ.:. Estos 90 parámetros 

provienen de los 10 parámetros inerciales (6 momentos inerciales, 3 primeros momentos 

de masa y la masa), asociados a los 9 elementos rígidos que tienen movilidad en el 

robot paralelo 3UPS + 1RPU, estos son la plataforma móvil, y los 4 cilindros y 4 vástagos 

de las patas 1, 2, 3, 4. 

Finalmente, debido a que las articulaciones dependientes son pasivas o iguales a cero, 

podemos emplear la Ec. 1.36 (Farhat, 2006) para establecer el modelo dinámico lineal 

en parámetros inerciales (al aplicar las ecuaciones explicitas de Gibbs-Appell), en 

cadena cerrada, del robot paralelo 3UPS + 1RPU, así: 

_.: = «Ò: ? C� � ÒK¬ � mQQQ.: _.: = Ò � mQQQ.: 
Ec. 2.116 

La matriz Ò: se obtiene al extraer las filas de la matriz i< asociadas a las variables 

independientes, es decir a los cuatro actuadores lineales (I<å, I�å, Iåå y IM�). De la Ec. 

2.89 se observa que la fila 1 de la matriz  iX< (3 filas y 20 columnas) se relaciona con la 

variable I<å, de forma similar la primera fila de la matriz iX� (3 filas y 20 columnas) o la 

fila 4 de la matriz Ò< (ver Ec. 2.114) se relaciona con la variable I�å; la fila 7 de la matriz Ò< se relaciona con la variable Iåå y finalmente la primera fila de la matriz iXM (2 filas y 

20 columnas) o la fila 10 de la matriz Ò< se relaciona con la variable IM�. Es decir: 

Ò:MÄr| = «Ò<H18 ô J Ò<H48 ô J Ò<Hs8 ô J Ò<H108 ô J¬�!
Ec. 2.117 

La matriz ÒK se obtiene al extraer las filas de la matriz i<(ver Ec. 2.114) que no fueron 

seleccionadas como parte de la matriz Ò: así: 

ÒK<<Är| = «Ò<H2ôK8 ô J Ò<HJô 68 ô J Ò<Huô;8 ô J Ò<H11ô 1J8 ô J¬�!
Ec. 2.118 

La matriz àY se obtiene al extraer las columnas de la matriz à (ver Ec. 2.49) que se 

asocian con las variables generalizadas independientes (filas de la Ec. 2.50). 

Específicamente, la columna 1 de à (11 filas y 15 columnas) se asocia con I<å, la 

columna 4 con I�å, la columna 7 con Iåå y la columna 10 con IM�, así: 

#:<<ÄM = «#Hô 81J #Hô 84J #Hô 8sJ #Hô 810J¬!
Ec. 2.119 
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La matriz àv se obtiene de las columnas que no fueron extraídas de la matriz à para 

formar la matriz àY, así: 

#K<<Ä<< = «#Hô 82ôKJ #Hô 8Jô 6J #Hô 8uô;J #Hô 811ô 1JJ¬!
Ec. 2.120 

El modelo dinámico de la Ec. 2.116 a diferencia del modelo determinado por el trabajo 

de Aquino & Pozo (2017), se puede expresar de forma explícita (lineal) con respecto a 

los parámetros inerciales. Otra diferencia con el trabajo de Aquino & Pozo (2017), es 

que el modelo dinámico de este trabajo emplea el principio de mínima acción de Gauss 

para eliminar las fuerzas internas que se generan al determinar el modelo en cadena 

cerrada simplificando el cálculo matemático requerido para resolver el problema de 

dinámica inversa. 

En el ANEXO I se muestra en detalle, el algoritmo computacional para desarrollar las 

expresiones matemáticas que definen el modelo dinámico en parámetros inerciales del 

robot paralelo 3UPS+1RPU. 

2.2. Modelo de fricción 

Pata 1, 2 y 3 

De acuerdo a la sección 1.3.1, el modelo de fricción más empleado en robots paralelos 

es el modelo de Coulomb y viscoso. En la cadena cinemática abierta formada por la 

pata 1 el modelo lineal de fricción está determinado mediante la Ec. 1.41, así: 

_.̀ w7 = Ò̀ L< � mQQQ.̀ L< 

Ec. 2.121 

Al aplicar la Ec. 1.39 (Díaz, 2009) a las tres articulaciones definidas en la pata 1 (I<å,9I<� 

y I<<), la matriz de observación Ò̀ L< y el vector de parámetros inerciales mQQQ.̀ L< son: 

 

Ò̀ L< = �IR<å00
d>e!fHIR<åJ00

0IR<�0
0d>e!fHIR<�J0

00IR<<
00d>e!fHIR<<J� 

Ec. 2.122 

mQQQ.̀ L< =
���
���
�aù7Sab7Saù7Qab7Qaù77ab77��

���
��
 

Ec. 2.123 

Por otro lado, debido a que la configuración mecánica de la pata 1 es similar a la de la 

pata 2, el modelo lineal de fricción está definido como: 
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_.̀ wQ = Ò̀ L� � mQQQ.̀ L� 

Ec. 2.124 

Donde, de acuerdo con la Ec. 1.39 (Díaz, 2009), se tiene: 

 

Ò̀ L� = �IR�å00
d>e!fHIR�åJ00

0IR��0
0d>e!fHIR��J0

00IR�<
00d>e!fHIR�<J� 

Ec. 2.125 

mQQQ.̀ L� =
���
���
�aùQSabQSaùQQabQQaùQ7abQ7��

���
��
 

Ec. 2.126 

El modelo lineal de fricción para la cadena cinemática abierta de la pata 3 se determina 

de forma similar a las cadenas anteriores, es decir: 

_.̀ wS = Ò̀ Lå � mQQQ.̀ Lå 

Ec. 2.127 

De acuerdo con la Ec. 1.39 (Díaz, 2009), Ò̀ Lå y mQQQ.̀ Lå para las tres variables definidas 

para la pata 3 son: 

 

Ò̀ Lå = �IRåå00
d>e!fHIRååJ00

0IRå�0
0d>e!fHIRå�J0

00IRå<
00d>e!fHIRå<J� 

Ec. 2.128 

mQQQ.̀ Lå =
���
���
�aùSSabSSaùSQabSQaùS7abS7��

���
��
 

Ec. 2.129 

Pata 4 

En el caso del modelo lineal de fricción para la cadena cinemática abierta de la pata 4, 

se tienen únicamente dos articulaciones, matemáticamente al aplicar la Ec. 1.41 se 

tiene: 

_.̀ wR = Ò̀ LM � mQQQ.̀ LM 

Ec. 2.130 

Mediante la Ec. 1.39 (Díaz, 2009) la matriz de observación Ò̀ L< y el vector de 

parámetros inerciales mQQQ.̀ L<, para las dos articulaciones definidas en la pata 4 (IM� y IM<), son: 
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Ò̀ LM = $IRM�0 d>e!fHIRM�J0 0IRM< 0d>e!fHIRM<J% 
Ec. 2.131 

mQQQ.̀ LM = ���
��aùRQabRQaùR7abR7���

�� 
Ec. 2.132 

Plataforma móvil 

Debido a que las articulaciones definidas en la plataforma móvil son los grados de 

libertad del robot, es decir, físicamente no existen dichas articulaciones (Farhat, 2006), 

no se establece un modelo de fricción en este elemento. 

Robot paralelo 3UPS + 1RPU 

De acuerdo con Farhat (2006), el modelo lineal de fricción del robot paralelo en cadena 

abierta, se determina al agrupar las cuatro cadenas cinemáticas abiertas resulta: 

_.̀ = Ò<` � mQQQ.̀  

Ec. 2.133 

Donde: 

Ò<`<PÄ�� =
��
��
�Ò̀ L<0å×¦0å×¦0�×¦0M×¦

0å×¦Ò̀ L�0å×¦0�×¦0M×¦

0å×¦0å×¦Ò̀ Lå0�×¦0M×¦

0å×M0å×M0å×MÒ̀ LM0M×M��
��
�
 

Ec. 2.134 

mQQQ.̀ ��Ä< =
��
���
�mQQQ.̀ L<mQQQ.̀ L�mQQQ.̀ LåmQQQ.̀ LM��

���
�
 

Ec. 2.135 

Finalmente, para expresar el modelo lineal de fricción en cadena cerrada, con base en 

el modelo de cadena abierta se tiene: 

_.̀ : = +Ò̀ : ? C� � Ò̀ K- � mQQQ.̀  

_.̀ : = Ò̀ � mQQQ.̀  

Ec. 2.136 

La expresión de la Ec. 2.136 se desarrolla de forma computacional a través de Matlab, 

esto se puede observar en el ANEXO I. 
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En la Ec. 2.136, la matriz inY se obtiene al extraer las filas de la matriz i<n asociadas a 

las variables independientes, es decir a los cuatro actuadores lineales (I<å, I�å, Iåå y IM�). Aplicando el criterio visto en la sección 2.1.7 para determinar la matriz iY, se tiene: 

Ò̀ :MÄ�� = �Ò<`H18 ô J Ò<`H48 ô J Ò<`Hs8 ô J Ò<`H108 ô J��!
Ec. 2.137 

y 

Ò̀ K<<Ä�� = �Ò<`H2ôK8 ô J Ò<`HJô 68 ô J Ò<`Huô;8 ô J Ò<`H11ô 1J8 ô J��!
Ec. 2.138 

El modelo dinámico implícito determinado por Aquino & Pozo (2017), no establece un 

modelo de fricción, por lo cual al incluir el modelo de la Ec. 2.136 se mejora la 

aproximación del modelo dinámico del robot paralelo 3UPS + 1RPU a la realidad. 

2.3. Modelo dinámico lineal en parámetros inerciales y de 

fricción 

El modelo lineal en parámetros inerciales y parámetros de fricción para el robot paralelo 

3UPS + 1RPU se determina al combinar la Ec. 2.116 y la Ec. 2.136, conforme a la Ec. 

1.43 (Farhat, 2006), matemáticamente se tiene: 

_. = ÒN � mQQQ.!
Ec. 2.139 

Donde: 

 

ÒN = �ÒMÄr| Ò̀ MÄ���!
Ec. 2.140 

mQQQ. = �mQQQ.:r|Ä<mQQQ.̀ ��Ä<�!
Ec. 2.141 

El modelo dinámico lineal en parámetros inerciales considerando un modelo de fricción, 

del robot paralelo 3UPS+1RPU se define mediante 90 parámetros inerciales (sección 

2.1.7) y 22 de fricción (sección 2.2). El modelo dinámico de la  Ec. 2.139 se determina 

mediante computadora a través del algoritmo mostrado en el ANEXO I. 

2.4. Diseño de trayectorias óptimas de identificación 

Las trayectorias de identificación de este proyecto se desarrollan mediante series de 

Fourier finitas, posteriormente los parámetros de las series de Fourier (I:|8 G:@ 9Í9¨:@) 

generados aleatoriamente ingresan a un proceso de optimización con restricciones 
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lineales y no lineales (ver Figura 1.17), cuya función objetivo es el número de 

condiciones de la matriz de observación pHlJ. 
El proceso de optimización con restricciones se realiza mediante el comando “�%>!¤f!” 

de Matlab (Vizcaíno, 2001). El objetivo de este comando es minimizar la función objetivo �HgJ sujeto a las restricciones (limites) lineales # � g . ¨ y #(µ � g = ¨(µ (sección 1.7.3), 

además de las restricciones (limites) no lineales ¤HgJ . 0 y ¤(µHgJ = 0 (sección 1.7.4 y 

1.7.5). Las últimas dos restricciones se establecen mediante funciones desarrolladas en 

Matlab. 

En el presente trabajo se generan dos trayectorias optimas diferentes una de 

identificación y la otra de verificación o prueba, cuyas formas cumplen con los límites de 

optimización (restricciones) descritas en el párrafo anterior. La primera trayectoria 

optima se denomina de identificación ya que permite identificar los parámetros base 

(Figura 1.15) que conforman el modelo dinámico simplificado del sistema mecánico del 

robot paralelo 3UPS + 1RPU. Mientras que la segunda trayectoria optima denominada 

de verificación, permite analizar la compatibilidad de los parámetros base es decir la 

exactitud con que el modelo simplificado (modelo en parámetros base) determina los 

esfuerzo generalizados requeridos en los actuadores lineales. 

2.4.1. Parámetros para generación de trayectorias 

Los parámetros generales para la generación y optimización de las trayectorias son: 

· Número de armónicos (!3): Se establecen 7 armónicos para la generación de 

series de Fourier finitas, debido a que después de varias pruebas realizadas 

(Figura 2.16), se determinó que si son menores a 7 las curvas son funciones 

sinusoidales puras y con un número mayor a 7 incrementa la complejidad del 

proceso de optimización, que a su vez afecta el tiempo de análisis 

computacional. 
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(a) (b) 

  

(c) (d) 

Figura 2.16. Trayectorias optimas: (a) !3 = 2. (b) !3 = 6. (c) !3 = 10. (d) !3 = 14. 
(Fuente: Autor) 

· Tiempo de muestreo: Con base en las características de simulación establecidas 

por Pulloquinga (2018), para mantener una precisión adecuada sin incrementar 

el proceso de optimización, se establece un periodo de muestreo de F� = 0�1d. 

 
Figura 2.17. Límites de posición y estimación inicial para las trayectorias óptimas. 

(Fuente: Autor) 

· Límites para punto inicial de posición: Con base en el trabajo desarrollado por 

Aquino & Pozo (2017), se establece el rango para la posición inicial para las 
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trayectorias de posición (antes del proceso de optimización) de las articulaciones 

independientes (I<å, I�å, Iåå, IM�), los vectores que establecen los limites 

inferiores ¢¨SE y superiores £¨SE(ver Figura 2.17) son : 

99999999999999 I<å99999999999999z{}{~ I�å99999999999999z{}{~ Iåå99999999999999z{}{~ Iåå99999999999999z{}{~!¢¨SE = «0�4s04 0�4sK0 0�4sK0 0�42Ju¬!£¨SE = «0�J62J 0�J64s 0�J64s 0�J2Ju¬!
Ec. 2.142 

· Límites de posición para cada actuador lineal: Con base en el modelo 

tridimensional desarrollado por Pulloquinga (2018) para el robot paralelo en 

estudio, se establece los límites de posición mínimos ¢¨SW y máximos £¨SW (Figura 

2.17) dentro de los cuales se deben mantener las trayectorias optimas 

generadas para las articulaciones independientes (I<å, I�å, Iåå, IM�), es decir: 

99999999999999 I<å99999999999999z{}{~ I�å99999999999999z{}{~ Iåå99999999999999z{}{~ Iåå99999999999999z{}{~ ¢¨S3 = «0�42Js 0�42uJ 0�42uJ 0�KsJu¬!£¨S3 = «0�60;0 0�6110 0�6110 0�JsJK¬!
Ec. 2.143 

· Límites de velocidad para cada actuador lineal: De acuerdo con el trabajo de 

Aquino & Pozo (2017), los actuadores lineales en las articulaciones activas del 

robot paralelo (IR<å,9IR�å, IRåå y IRM�), de acuerdo a especificaciones técnicas 

pueden alcanzar una velocidad mínima ¢¨ù3 = ?0�01% d�  hasta un máximo de £¨ù3 = 0�01% d� . 

· Rango de trabajo para las articulaciones esféricas: El ángulo de máxima apertura 

de las articulaciones esféricas, con base en el análisis geométrico del modelo 

mecánico tridimensional en Adams/View, es de Ey'Ä 27 = J0° (Figura 2.18). 

 
Figura 2.18. Angulo máximo para una articulación esférica del robot. 

(Fuente: Autor) 

Ey'Ä 27  
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2.4.2. Trayectoria de identificación de parámetros base 

Con base en el tiempo de duración de los movimientos de rehabilitación de rodilla 

desarrollados en (Pulloquinga, 2018), se toma un promedio de 20 segundos como 

tiempo de ejecución (,() para la curva optima que se empleará para la identificación de 

parámetros base. El número de elementos para la simulación se determina mediante: 

~Sõö = ,(F� � 1!
Ec. 2.144 

Por otra parte la frecuencia fundamental con la que se generarán la curvas se establece 

como el inverso de ,( (ver sección 1.7.2). En la Figura 2.19 se muestra la trayectoria 

óptima para identificación del modelo dinámico en parámetros base, las cuales fueron 

obtenidas después de varios procesos de optimización de series finitas de Fourier. En 

este caso el número de condición p es menor a 300, lo cual es aceptable para robot 

paralelos (Benimeli, 2005). 

 
Figura 2.19. Trayectorias optimas de posición en los cuatro actuadores lineales, para 

identificación de parámetros base. 
(Fuente: Autor) 

2.4.3. Trayectoria para análisis de compatibilidad de los parámetros base 

identificados 

Para analizar la compatibilidad de los parámetros base identificados, se resuelve el 

problema de dinámica inversa para el modelo simplificado (modelo en parámetros base) 

para un conjunto de trayectorias optimas diferentes a las empleadas en el proceso de 

identificación de parámetros base. Las trayectorias optimas de verificación o prueba se 
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establecen con un tiempo de ejecución (,() de 10d, para diferenciarla de la trayectoria 

de identificación.  

En la Figura 2.20, se muestran las trayectorias optimas de verificación de los cuatro 

actuadores lineales, que se emplean en el análisis de compatibilidad de parámetros 

base identificados. Se puede notar que en estas curvas generadas, la articulación I�å y Iåå fueron generadas de forma idéntica. Si bien es cierto, las curvas de la Figura 2.20 

pueden ser no optimizadas, en este trabajo se realiza la optimización de dichas curvas 

para evitar que el robot paralelo alcance puntos de singularidad. 

 
Figura 2.20. Trayectorias óptimas de posición de los cuatro actuadores lineales, para verificar 

los parámetros base identificados. 
(Fuente: Autor) 

2.5. Identificación de parámetros base 

La identificación de parámetros base parte de las trayectorias de posición, velocidad y 

aceleración óptimas determinadas para las cuatro articulaciones activas (I<å, I�å, Iåå, IM�) del robot paralelo 3UPS + 1RPU (Figura 2.19). Mediante la resolución de las 

restricciones cinemáticas de posición se determinan las trayectorias de posición para 

las articulaciones pasivas (I<�, I<<, I��, I�<, Iå�, Iå<, IM<, }, B, Dy, Cy). Luego, mediante 

los datos de velocidad de las trayectorias óptimas generadas y la Ec. 1.13 se determinan 

las velocidades de las articulaciones pasivas, posteriormente, mediante la Ec. 1.14 se 

determinan las aceleraciones generalizadas para las articulaciones pasivas. 

Con base en los datos de posición, velocidad y aceleración de las articulaciones activas 

(independientes) y pasivas (dependientes), se determinan las fuerzas generalizadas 

(ay<, ay�, ayå y ayM) de los cuatro actuadores lineales (Ec. 2.116). Finalmente mediante 

el método SVD se determinan los parámetros base identificados para el sistema robótico 
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3UPS+1RPU, tomando una tolerancia x = 1g10;r para el algoritmo computacional de 

SVD. Este parámetro de tolerancia se establece en función de las especificaciones del 

computador empleado. 

Por otro lado, las trayectorias óptimas de identificación de parámetros base son 

enviadas hacia Adams/View para la simulación dinámica del robot paralelo, y como 

resultado se registran en Matlab las fuerzas generalizadas de las cuatro articulaciones 

prismáticas (aö<, aö�, aöå y aöM). Con estos datos, se analiza el error que presentan las 

fuerzas generalizadas estimadas por el modelo (ay:) con respecto a las fuerzas 

simuladas (aö:) y mediante el análisis de factibilidad física de parámetros base (sección 

1.5.1) se ajustan los valores de los parámetros base identificados bajo el criterio de 

minimizar el error cuadrático medio producido entre las ay: y las aö:. 
Con base en el trabajo de investigación de Díaz (2009) y la Figura 1.15, se establece el 

diagrama de flujo del proceso de identificación de los parámetros base que se emplea 

en el presente trabajo (Figura 2.21).  

El ANEXO II presenta el algoritmo desarrollado para identificar los parámetros base, que 

componen el modelo simplificado del robot paralelo 3UPS+1RPU. 
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INICIO

Trayectoria optima para identificación de parámetros base
(q13, q23, q33, q42)

FIN

Simulación dinámica inversa
(Adams/View)

Calculo de posiciones, velocidad y aceleración  para las 
articulaciones dependientes 

(q12, q11, q22, q21, q32, q31, q41, Ψ, θ, Zm, Xm)

Calculo de las fuerzas generalizadas (F1, F2, F3 y F4) para las 
articulaciones activas (q13, q23, q33, q42)

Calculo de parámetros base usando SVD

Calculo de las fuerzas generalizadas (F1, F2, F3 y F4) usando 
parámetros base identificados

Factibilidad 
Física

Almacenamiento de las fuerzas generalizadas (F1, F2, F3 y 
F4) previamente simuladas

Calculo del error cuadrático medio

Optimización de parámetros base

Si No

 

Figura 2.21. Diagrama de flujo para identificación de parámetros base del robot 3UPS + 1RPU. 
(Fuente: Autor) 

2.5.1. Planta de simulación en Adams/View 

La planta en Adams/View empleada para la simulación del comportamiento dinámico 

del robot 3UPS+1RPU, recibe como entradas las aceleraciones de las cuatro 

articulaciones prismáticas del robot (IL<å, IL�å, ILåå, ILM�), y conforme se desarrolla la 

simulación se registran los esfuerzos que se requieren ejercer en las articulaciones 

activas (aö<, aö�, aöå y aöM). 
En la Figura 2.22 se muestra el diagrama de bloques en Matlab/Simulink para iniciar la 

simulación en Adams/View, conforme al flujograma de la Figura 2.21. 
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Figura 2.22. Diagrama para iniciar la simulación dinámica del robot paralelo. 

(Fuente: Autor) 

El diagrama de bloques de la figura anterior, parte del diagrama desarrollado por 

Pulloquinga (2018), sin embargo, para desarrollar la identificación de parámetros base 

se retiran las entradas relacionadas con las fuerzas externas (peso del pie del paciente 

y oposición del mismo a los movimientos de rehabilitación) y las trayectorias optimas 

son introducidas mediante las aceleraciones en cada articulación independiente 

haciendo que Adams/View integre y determine las correspondientes curvas de velocidad 

y posición. Por otro lado, debido a que los sistemas de coordenadas se establecen de 

forma distinta al trabajo de Aquino & Pozo, también es necesario ajustar las mediciones 

de las variables I<�, I��, Iå� y IM< que provienen del mecanismo en Adams/View. 

El proceso de modificación de la plata de simulación se desarrolla en base en el trabajo 

(Adams, 2013). 

 

 

Trayectoria optima 
de rehabilitación 

Posición de las articulaciones 
independientes y dependientes 

Velocidad de las articulaciones 
independientes y dependientes 

Aceleración de las articulaciones 
independientes y dependientes Fuerzas de las juntas 

independientes 
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2.6. Compatibilidad del modelo dinámico en parámetros base 

El análisis de compatibilidad de los parámetros base identificados inicia por determinar 

las fuerzas generalizadas de las cuatro articulaciones activas ay<, ay�, ayå y ayM 
(proceso descrito en la sección 2.5), en función de  las trayectorias óptimas de validación 

de posición, velocidad y aceleración determinadas para las cuatro articulaciones activas 

(I<å, I�å, Iåå, IM�) del robot paralelo 3UPS+1RPU (Figura 2.20). 

Por otro lado, las trayectorias de verificación o prueba generadas para el análisis de 

compatibilidad, son enviadas hacia la planta de simulación en Adams/View y los 

resultados de las fuerzas generalizadas de las cuatro juntas prismáticas (aö<, aö�, aöå y aöM) son registrados en Matlab. Finalmente se analizan los residuos entre las fuerzas 

calculadas por el modelo dinámico en parámetros base (ay:) y las fuerzas simuladas 

(aö:). Este error se cuantifica mediante el cálculo del error cuadrático medio. 

La Figura 2.23 muestra el diagrama de flujo desarrollado para el proceso de análisis de 

compatibilidad de los parámetros base identificados, con base en el análisis de 

compatibilidad desarrollado en (Pulloquinga, 2018). A diferencia del análisis de 

compatibilidad desarrollado en (Pulloquinga, 2018) que requiere de la simulación del 

problema de cinemática directa y posteriormente del problema de dinámica inversa, en 

este trabajo se simula únicamente la dinámica inversa en función de las trayectorias 

óptimas. 

En el ANEXO III se detalla el algoritmo desarrollado para el análisis de compatibilidad 

de los parámetros base identificados. 
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INICIO

Trayectoria optima para análisis de compatibilidad de 
parámetros base
(q13, q23, q33, q42)

FIN

Simulación dinámica inversa
(Adams/View)

Calculo de posiciones, velocidad y aceleración  para las 
articulaciones dependientes 

(q12, q11, q22, q21, q32, q31, q41, Ψ, θ, Zm, Xm)

Calculo de las fuerzas generalizadas (F1, F2, F3 y F4) para las 
articulaciones activas (q13, q23, q33, q42), mediante parámetros 

base identificados

Almacenamiento de las fuerzas generalizadas (F1, F2, F3 y 
F4) previamente simuladas

Calculo del error cuadrático medio

Grafica comparativa de las fuerzas generalizas

 
Figura 2.23. Diagrama de flujo del análisis de compatibilidad de los parámetros base 

identificados para el robot paralelo 3UPS + 1RPU. 
(Fuente: Autor) 
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3. RESULTADOS Y DISCUSIÓN 

3.1. Resultados 

En esta sección se analizan los parámetros inerciales que no ejercen ningún efecto 

sobre la dinámica del robot, y los parámetros base que fueron identificados mediante el 

método de descomposición en valores singulares (SVD). Luego, se analiza el error que 

existe entre las fuerzas generalizadas, en las articulaciones activas, calculadas por el 

modelo y las fuerzas generalizadas simuladas en el software Adams/View. 

3.1.1. Parámetros base 

Luego de realizar el proceso de modelamiento dinámico expuesto en la sección 2.1.7, 

se determina que el modelo del robot paralelo 3UPS+1RPU depende de 90 parámetros 

inerciales y 22 parámetros de fricción. Luego, al analizar las columnas nulas de la matriz 

de observación Ò< (Ec. 2.114) se descartan 16 parámetros inerciales, estos se muestran 

en la Tabla 3.1. Después de eliminar los parámetros inerciales que no contribuyen al 

modelo dinámico, al proceso SVD para identificación de parámetros base ingresan 74 

parámetros inerciales y 22 de fricción. 

Tabla 3.1. Parámetros inerciales que no ejercen efecto en el modelo dinámico del robot. 
Parámetro inercial descartado �ZZ sCCM< szDM< szDM� �_Z sCzM< sCCM� sDDM� �\Z sCDM< sCzM� %ÍM� �jZ szzM< sCDM� %\M< 

 (Fuente: Autor) 

Debido a que el proceso SVD es de tipo numérico, requiere de valores iniciales 

asignados a los parámetros inerciales y de fricción. Los parámetros inerciales se 

establecen en función de las propiedades físicas del mecanismo virtual desarrollado por 

Pulloquinga (2018), mientras que los, parámetros de fricción al ser un modelo simulado 

se establece mediante los valores determinados en el trabajo de Díaz (2009). Los 

valores de estos parámetros se encuentran en el ANEXO II.  

Finalmente, luego de ejecutar el método SVD se determinan un total de 56 parámetros 

base, de ellos 34 son combinaciones lineales de los parámetros inerciales y 22 son 

parámetros de fricción (parámetros base del 35 al 56). 
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La Tabla 3.2 muestra el valor de los 56 parámetros base, después de aplicar el análisis 

de factibilidad física descrito en la sección 1.5.1.  

Tabla 3.2. Parámetros base optimizados mediante análisis de factibilidad física. 
Parámetros base identificados 

1 13.3 15 44.4 29 -0.9 43 0.010 

2 -13.1 16 42.4 30 -12.8 44 0.0007 

3 -0.1 17 -2.2 31 1.9 45 0.010 

4 0.3 18 31.6 32 9.2 46 -0.0038 

5 -46.7 19 11.3 33 0.2 47 0.0099 

6 1828.2 20 -1.1 34 -8.7 48 0.010 

7 -598.6 21 -15.5 35 0.009 49 0.010 

8 -243.9 22 15.9 36 0.010 50 0.0007 

9 218.7 23 -1.3 37 0.010 51 0.010 

10 83.9 24 31.5 38 0.0007 52 -0.0038 

11 157.1 25 -413.3 39 0.010 53 -0.010 

12 -2.1 26 2.6 40 -0.0038 54 -0.010 

13 -42.6 27 -62 41 0.099 55 0.010 

14 -44.4 28 0.8 42 0.010 56 0.010 

 (Fuente: Autor) 

3.1.2. Fuerzas generalizadas para la trayectoria optima de identificación 

Luego de ingresar las trayectorias de las articulaciones activas o independientes de la 

Figura 2.19, las fuerzas generalizadas determinadas para cada articulación prismática 

junto con la gráfica residuos entre el cálculo del modelo lineal en parámetros base (ay) 

y la simulación dinámica del robot paralelo (aö) se observan de la Figura 3.1 a la Figura 

3.4. 
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Figura 3.1. Trayectoria de identificación: Fuerza de la pata 1. 
(Fuente: Autor) 

 

Figura 3.2. Trayectoria de identificación: Fuerza de la pata 2. 
(Fuente: Autor) 
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Figura 3.3. Trayectoria de identificación: Fuerza de la pata 3. 
(Fuente: Autor) 

   

Figura 3.4. Trayectoria de identificación: Fuerza de la pata 4. 
(Fuente: Autor) 

El error entre las fuerzas determinadas por el modelo en parámetros base (modelo 

reducido) y las fuerzas simuladas por computador se muestran en la Tabla 3.3. 

Tabla 3.3. Trayectoria de identificación: ECM de las fuerzas generalizadas activas del robot. 
Error Unidad Pata 1 Pata 2 Pata 3 Pata 4 

Fuerza N 0,2918 0,0957 0,4196 0,6259 
% 1,869 0,696 1,457 0,847 

(Fuente: Autor) 
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3.1.3. Fuerzas generalizadas para la trayectoria optima de verificación 

(análisis de compatibilidad de parámetros base) 

Luego de resolver el problema de dinámica inversa para las trayectorias optimas de 

verificación de las articulaciones independientes (Figura 2.20), las fuerzas 

generalizadas determinadas para cada articulación prismática y la gráfica residuos entre 

el cálculo del modelo lineal usando parámetros base (ay) y la simulación dinámica del 

robot paralelo (aö) se observa en las ilustraciones desde la Figura 3.5 a la Figura 3.8. 

  

Figura 3.5. Trayectoria de análisis de compatibilidad: Fuerza de la pata 1. 
(Fuente: Autor) 

 

Figura 3.6. Trayectoria de análisis de compatibilidad: Fuerza de la pata 2. 
(Fuente: Autor) 
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Figura 3.7. Trayectoria de análisis de compatibilidad: Fuerza de la pata 3. 
(Fuente: Autor) 

   

Figura 3.8. Trayectoria de análisis de compatibilidad: Fuerza de la pata 4. 
(Fuente: Autor) 

El error entre las fuerzas determinadas por el modelo dinámico en parámetros base 

(modelo reducido) y las fuerzas simuladas en computadora (Adams/View) se muestran 

en la Tabla 3.4. 

Tabla 3.4. Trayectoria de análisis de compatibilidad: ECM de las fuerzas generalizadas activas 
para el robot 3UPS + 1RPU 

Error Unidad Pata 1 Pata 2 Pata 3 Pata 4 
Fuerza N 0.5050 0,1805 1,1703 1,4822 

% 3,458 4,492 14,537 15,806 
(Fuente: Autor)  
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3.2. Discusión 

En esta sección se analizan las principales ventajas del modelo dinámico en parámetros 

inerciales, las ventajas de añadir un modelo de fricción y las ventajas de identificar los 

parámetros base del modelo reducido (modelo en parámetros base). Además, se 

establece si el modelo dinámico lineal en parámetros base del robot paralelo 

3UPS+1RPU es compatible con la planta de simulación en Adams/View, mediante el 

análisis de residuos. 

3.2.1. Modelo dinámico lineal en parámetros inerciales y de fricción  

El modelo dinámico desarrollado en el presente trabajo se caracteriza por permitir su 

expresión de forma lineal con respecto a los parámetros inerciales (Ec. 2.116), lo cual 

no se puede realizar mediante el modelo dinámico desarrollado previamente por Aquino 

& Pozo (2017). A pesar de que ambos trabajos se fundamentan en las ecuaciones de 

Gibbs-Appell, la diferencia radica en que el modelo dinámico que se desarrolla, aplica 

las ecuaciones explicitas determinadas por Mata, Benimeli, Farhat & Valera (2005), 

mientras que el modelo determinado por Aquino & Pozo emplea las ecuaciones 

implícitas estándar. 

En contraste con el modelo dinámico desarrollado por Aquino & Pozo, el modelo 

dinámico lineal en parámetros inerciales para el robot paralelo 3UPS + 1RPU elimina la 

necesidad de introducir fuerzas internas en los cortes realizados para el modelamiento 

en cadena abierta, mediante el principio de mínima acción de Gauss, la eliminación de 

estas fuerzas internas reduce la complejidad en la resolución de la dinámica inversa del 

robot. Sin embargo, debido a que el propósito del presente trabajo es determinar un 

modelo simplificado o modelo en parámetros base, no se consideran las fuerzas 

externas aplicadas al efector final para el modelamiento, lo cual si es considerado en el 

trabajo de Aquino & Pozo. Dicho inconveniente se puede resolver en la fase de control 

electrónico introduciendo las fuerzas externas al robot, al modelo reducido mediante la 

Ec. 1.2. 

Por otro lado, al incorporar un modelo de fricción lineal al modelo dinámico en 

parámetros inerciales se logra que las estimaciones de las fuerzas generalizadas en las 

articulaciones independientes sean más cercanas a la realidad que el modelo 

desarrollado por Aquino & Pozo. Si bien es cierto un modelo de fricción de tipo no lineal 

permite un ajuste más preciso a la realidad que un modelo lineal (Farhat, 2006), la 

resolución del mismo es más complejo perjudicando al sistema de control del robot 

paralelo. 
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Por otro lado, las ecuaciones de Gibbs-Appell fueron aplicadas para un robot paralelo 

de 3 grados de libertad tipo 3RPS (Farhat, 2006), partiendo de un análisis vectorial de 

tres cadenas cinemáticas abiertas (tres patas) utilizando a los 3 grados de libertad de 

las articulaciones esféricas como parte de las variables generalizadas. En el caso 

descrito se establecen 70 parámetros inerciales, y se considera un modelo lineal 

asimétrico de 24 parámetros de fricción identificados en un robot 3RPS real.  

En el presente trabajo, se tomó la metodología de modelamiento desarrollado por Farhat 

como punto de partida para establecer el modelo dinámico en parámetros inerciales, en 

este caso las articulaciones esféricas no se consideran en el modelamiento dinámico y 

en su lugar se consideran los 4 GDL de la plataforma móvil como variables 

generalizadas. Por otro lado, ya que no se cuenta con el robot 3UPS+1RPU real el 

modelo de fricción se establece como tipo lineal simétrico para facilitar el modelamiento. 

3.2.2. Parámetros base 

Con base en la Tabla 3.1 se puede decir que la respuesta dinámica del robot paralelo 

no se ve afectado directamente por las masas de los cilindros de cada actuador lineal, 

y el único componente inercial del cilindro de la pata 4 que afecta al comportamiento 

dinámico del robot es el momento de inercia en el eje ZZ (sDDM<).Por otro lado, también 

se puede determinar que en el caso del vástago de la pata 4 solo el momento de inercia 

en el eje YY (szzM�) afecta al comportamiento dinámico del robot paralelo 3UPS+1RPU. 

Partiendo de un modelo dinámico lineal en parámetros inerciales y de fricción de 112 

parámetros (90 inerciales y 22 de fricción), al aplicar la metodología numérica SVD se 

determina un modelo dinámico lineal en 56 parámetros base (34 combinaciones 

inerciales y 22 de fricción); este moldeo simplificado (de menor complejidad que el 

modelo completo) permite  reducir el tiempo empleado en la resolución del problema de 

dinámica inversa, que a la vez reduce la carga computacional haciéndolo el modelo más 

eficiente para incorporar en los sistemas de control del robot.  

Los 56 parámetros base representan el 45.90% del total de parámetros inerciales y de 

fricción, esto significa que, a diferencia del modelo desarrollado por Aquino & Pozo, el 

modelo en parámetros base que se determina en el proyecto de titulación elimina los 

parámetros inerciales que no influyen o contribuyen en el comportamiento del robot 

paralelo 3UPS+1RPU. 

En el Anexo II se describen al vector de parámetros base identificados como la variable 

“P_base” y la matriz de observación para una configuración no especifica del robot 

paralelo como la variable “W1_s”. Estas dos variables, le proveen al proyecto PIMI-1504 
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el modelo dinámico lineal en parámetros base necesario para el posterior diseño e 

implementación de los controladores de pasividad requeridos antes de la fase de 

implementación del robot paralelo. 

3.2.3. Fuerzas generalizadas para la trayectoria optimas de identificación 

Como se observa de la Figura 3.1 a la Figura 3.4, muestran que la respuesta calculada 

mediante el modelo dinámico lineal en parámetros base y las fuerzas simuladas tienen 

un error muy bajo, de acuerdo a la Tabla 3.3 tiene un error máximo de 18u69� (082;9~). 

Al establecer un error menor al 5% se determina que el modelo dinámico lineal en 

parámetros base es compatible para el comportamiento dinámico del robot paralelo 

3UPS+1RPU para aplicaciones de rehabilitación de rodilla, bajo el criterio de Zeigler 

(1979) para modelamiento de sistemas con aplicaciones médicas. 

La compatibilidad del modelo dinámico en parámetros base se establece bajo el criterio 

de Zeigler para modelamiento de sistemas dinámicos, ya que, de acuerdo a la 

investigación realizada, no existe una normativa desarrollada para modelamiento de 

robots aplicados a la medicina o a la rehabilitación clínica. 

En este caso, el error es sumamente bajo debido a que la trayectoria en análisis es la 

misma que se empleó para el proceso de identificación de parámetros base. 

3.2.4. Fuerzas generalizadas para la trayectoria optimas de verificación 

Como se observa de la Figura 3.5 a la Figura 3.8, muestran que la respuesta calculada 

mediante el modelo dinámico lineal en parámetros base y las fuerzas simuladas tienen 

un error bajo, de acuerdo a la Tabla 3.4 tiene un error máximo de 1J8u09� (184u9~). Al 

establecer un error menor al 16% se determina que el modelo dinámico lineal en 

parámetros base es compatible para el comportamiento dinámico del robot paralelo 

3UPS+1RPU para aplicaciones de rehabilitación de rodilla (Zeigler, 1979). 

Este error máximo de 15,80% corrobora la hipótesis de que al integrar un modelo de 

fricción al modelo dinámico desarrollado bajo las ecuaciones Gibbs-Appell la 

aproximación del modelo a la realidad es mejor. Partiendo del error máximo del 19,84% 

trabajo desarrollado por Pulloquinga (2018) para el modelo dinámico implícito de Aquino 

& Pozo del robot paralelo 3UPS + 1RPU desarrollado en la Escuela Politécnica Nacional, 

se puede observar que el modelo dinámico en parámetros base reduce en 4,04% el 

error de estimación de las fuerzas generalizadas en las articulaciones independientes, 

además de ser más fácil de implementar en los controladores de pasividad a desarrollar 

en la fase siguiente del proyecto de investigación PIMI-1504. 
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4. CONCLUSIONES 

· Se desarrolló de forma exitosa el modelo dinámico lineal en parámetros 

inerciales del robot paralelo 3UPS+1RPU, incluyendo un modelo de fricción 

lineal simétrico. La reducción de los parámetros inerciales se desarrolló de 

manera efectiva mediante el método de descomposición en valores singulares. 

· Los parámetros base de un modelo dinámico lineal pueden ser obtenidos de 

forma simbólica y numérica, el método numérico para identificación de 

parámetros basé es más empleado que el método simbólico por la menor 

complejidad que le representa al computador. Una guía completa para el 

desarrollo de este método es la tesis doctoral desarrollada por (Farhat, 2006). 

· Generar las curvas empleadas para realizar la identificación de parámetros base 

requiere de un procesamiento computacional alto ya que deben cumplir todas 

las restricciones físicas de los actuadores lineales del robot, así como también, 

debido a que se deben evadir los puntos de singularidad presentes en el espacio 

de trabajo del robot paralelo 3UPS + 1RPU. 

· El error elevado en la estimación de las fuerzas generalizadas de la pata 3 y 4 

con respecto al error de las patas 1 y 2, para la curva de verificación de 

parámetros base identificados se debe a que la curva se genera de forma 

aleatoria, es decir, que los movimientos de la plataforma no son controlados.  

· La comparación estadística de las fuerzas calculadas por el modelo dinámico 

lineal en parámetros base y las fuerzas simuladas en ADAMS/VIEW determina 

un error máximo de 1J8u09� (184u9~), lo cual de acuerdo con Zeigler (1979) es 

aceptable para aplicaciones de rehabilitación de rodilla. 

· El error en la estimación de las fuerzas generalizadas independientes del 1J8u09�, es menor al máximo error de 1;�u4� determinado en el análisis de 

compatibilidad desarrollado por Pulloquinga (2018), confirmando que el integrar 

modelos de fricción al modelo dinámico de un robot reduce el error en la 

estimación de las fuerzas en las articulaciones independientes. 

· La importancia de los parámetros inerciales y de fricción reside, por una parte, 

en sus aplicaciones en los esquemas dinámicos de control. La precisión de los 

parámetros dinámicos juega un papel muy importante en la precisión, 

prestaciones, estabilidad y robustez de dichos algoritmos de control. 

· La planta de simulación desarrollada en Adams/View puede ser fácilmente 

modificada, lo cual permitirá en la fase de construcción ajustar los parámetros 

inerciales de forma rápida y efectiva. 
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· Al determinar y analizar la compatibilidad del modelo dinámico lineal en 

parámetros base para el robot paralelo 3UPS + 1RPU, el proyecto de 

investigación PIMI-1504 puede desarrollar un controlador de pasividad basado 

en el modelo dinámico desarrollado en el presente trabajo. 

4.1.1. Recomendaciones 

· En la fase de construcción del robot paralelo 3UPS + 1RPU se deben ajustar los 

parámetros de fricción mediante ensayos de laboratorio para así reducir el error 

en la estimación de las fuerzas en las articulaciones independientes empleando 

el modelo dinámico lineal en parámetros base. 

· Para generar trayectorias optimizadas de identificación de parámetros base se 

recomienda emplear un computador industrial para reducir el tiempo en el 

proceso del ajuste de la trayectoria a las restricciones físicas y espacio de trabajo 

del robot paralelo. 

· En el proceso de identificación de parámetros base mediante SVD la precisión 

del computador no debe ser muy elevada ya que afecta al tiempo que el 

computador emplea para generar dicho modelo en parámetros base. 

· Las curvas de verificación deben ser generadas sin optimización de trayectorias 

para evitar que las curvas sean aleatorias, se podrían emplear curvas de 

rehabilitación de rodilla basadas en el trabajo desarrollado por Aquino & Pozo 

(2017). 

4.1.2. Trabajos Futuros 

· Con base en el diseño tridimensional desarrollado para el robot paralelo tipo 

3UPS + 1RPU, se requiere iniciar de la ingeniería de diseño y  construcción para 

la implementación del robot real. 

· Con base en el modelo reducido o modelo dinámico en parámetros base 

desarrollados en el presente trabajo, se requiere del diseño e implementación 

del algoritmo de control para el robot paralelo. 
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Anexos 

ANEXO I. 

CODIGO PARA DETERMINAR EL MODELO DINAMICO DEL 

ROBOT PARALELO 3UPS + 1RPU MEDIANTE MATLAB 

%ESCUELA POLITÉCNICA NACIONAL-MAESTRÍA EN MECATRÓNICA Y ROBÓTICA 
%Ing. Elizabeth Armas 
%Modelo dinámico en parámetros inerciales - Robot paralelo 3UPS+1RPU  
  
%Limpieza de variables y espacio de trabajo 
close all;clear all; clc 
  
%Variables simbolicas 
syms 'R' 'r' 'b2f' 'b3f' 'b2m' 'b3m' 'g' 
syms 'q11' 'q12' 'q13' 'q21' 'q22' 'q23' 'q31' 'q32' 'q33' 'q41' 'q42' 
'Xm' 'Zm' 'Tm' 'Sm' 
syms 'qp11' 'qp12' 'qp13' 'qp21' 'qp22' 'qp23' 'qp31' 'qp32' 'qp33' 
'qp41' 'qp42' 'VXm' 'VZm' 'Tmp' 'Smp' 
syms 'qpp11' 'qpp12' 'qpp13' 'qpp21' 'qpp22' 'qpp23' 'qpp31' 'qpp32' 
'qpp33' 'qpp41' 'qpp42' 'AXm' 'AZm' 'Tmpp' 'Smpp' 
syms 'IXX11' 'IXY11' 'IXZ11' 'IYY11' 'IYZ11' 'IZZ11' 'IXX12' 'IXY12' 
'IXZ12' 'IYY12' 'IYZ12' 'IZZ12' 'IXX21' 'IXY21' 'IXZ21' 'IYY21' 'IYZ21' 
'IZZ21' 'IXX22' 'IXY22' 'IXZ22' 'IYY22' 'IYZ22' 'IZZ22' 'IXX31' 'IXY31' 
'IXZ31' 'IYY31' 'IYZ31' 'IZZ31' 'IXX32' 'IXY32' 'IXZ32' 'IYY32' 'IYZ32' 
'IZZ32' 'IXX41' 'IXY41' 'IXZ41' 'IYY41' 'IYZ41' 'IZZ41' 'IXX42' 'IXY42' 
'IXZ42' 'IYY42' 'IYZ42' 'IZZ42' 'IXXm' 'IXYm' 'IXZm' 'IYYm' 'IYZm' 'IZZm' 
syms 'mx11' 'my11' 'mz11' 'mx12' 'my12' 'mz12' 'mx21' 'my21' 'mz21' 
'mx22' 'my22' 'mz22' 'mx31' 'my31' 'mz31' 'mx32' 'my32' 'mz32' 'mx41' 
'my41' 'mz41' 'mx42' 'my42' 'mz42' 'mxm' 'mym' 'mzm' 
syms 'm11' 'm12' 'm21' 'm22' 'm31' 'm32' 'm41' 'm42' 'mm' 
syms 'XG11' 'YG11' 'ZG11' 'XG12' 'YG12' 'ZG12' 'IZY11' 'IZY12' 
syms 'Fc11' 'Fc12' 'Fc13' 'Fc21' 'Fc22' 'Fc23' 'Fc31' 'Fc32' 'Fc33' 
'Fc41' 'Fc42' 
syms 'Fv11' 'Fv12' 'Fv13' 'Fv21' 'Fv22' 'Fv23' 'Fv31' 'Fv32' 'Fv33' 
'Fv41' 'Fv42' 
syms 'GAm' 'PHm' 
  
%VECTORES DE POSICIÓN DE CADA VERTICE DE LAS PLATAFORMAS 
%Plataforma fija 
Rf_OfAo=[-R;0;0]; 
Rf_OfBo=[R*cos(b2f);R*sin(b2f);0]; 
Rf_OfCo=[R*cos(b3f);-R*sin(b3f);0]; 
Rf_OfOf=[0;0;0]; 
%Plataforma movil 
Rm_OmA=[-r;0;0]; 
Rm_OmB=[r*cos(b2m);r*sin(b2m);0]; 
Rm_OmC=[r*cos(b3m);-r*sin(b3m);0]; 
Rm_OmOm=[0;0;0]; 
  
%VECTORES UNITARIOS PARA ARTICULACIONES 
%Pata 1 
z11_p1=[0;0;1];z22_p1=[0;0;1];z33_p1=[0;0;1]; 
%Pata 2 
z11_p2=[0;0;1];z22_p2=[0;0;1];z33_p2=[0;0;1]; 
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%Pata 3 
z11_p3=[0;0;1];z22_p3=[0;0;1];z33_p3=[0;0;1]; 
%Pata 4 
z11_p4=[0;0;1];z22_p4=[0;0;1]; 
%Plataforma móvil 
z11_pm=[0;0;1];z22_pm=[0;0;1];z33_pm=[0;0;1];z44_pm=[0;0;1]; 
  
%MATRICES DE ROTACIÓN 
%Pata 1 
R01_p1=[cos(q11) -sin(q11) 0;round(cos(pi/2))*sin(q11) 
round(cos(pi/2))*cos(q11) -sin(pi/2);sin(pi/2)*sin(q11) 
sin(pi/2)*cos(q11) round(cos(pi/2))]; 
R12_p1=[cos(q12) -sin(q12) 0;round(cos(-pi/2))*sin(q12) round(cos(-
pi/2))*cos(q12) -sin(-pi/2);sin(-pi/2)*sin(q12) sin(-pi/2)*cos(q12) 
round(cos(-pi/2))]; 
R23_p1=[round(cos(pi/2)) -sin(pi/2) 0;cos(0)*sin(pi/2) 
cos(0)*round(cos(pi/2)) -sin(0);sin(0)*sin(pi/2) sin(0)*cos(pi/2) 
cos(0)]*[round(cos(-pi/2)) -sin(-pi/2) 0;round(cos(pi/2))*sin(-pi/2) 
round(cos(pi/2))*(round(cos(-pi/2))) -sin(pi/2);sin(pi/2)*sin(-pi/2) 
sin(pi/2)*round(cos(-pi/2)) round(cos(pi/2))]; 
R11_p1=[1 0 0;0 1 0;0 0 1];R22_p1=[1 0 0;0 1 0;0 0 1];R33_p1=[1 0 0;0 1 
0;0 0 1]; 
%--------- 
R10_p1=simplify(inv(R01_p1)); 
R21_p1=simplify(inv(R12_p1)); 
R32_p1=inv(R23_p1); 
%Pata 2 
R01_p2=[cos(q21) -sin(q21) 0;round(cos(pi/2))*sin(q21) 
round(cos(pi/2))*cos(q21) -sin(pi/2);sin(pi/2)*sin(q21) 
sin(pi/2)*cos(q21) round(cos(pi/2))]; 
R12_p2=[cos(q22) -sin(q22) 0;round(cos(-pi/2))*sin(q22) round(cos(-
pi/2))*cos(q22) -sin(-pi/2);sin(-pi/2)*sin(q22) sin(-pi/2)*cos(q22) 
round(cos(-pi/2))]; 
R23_p2=[round(cos(pi/2)) -sin(pi/2) 0;cos(0)*sin(pi/2) 
cos(0)*round(cos(pi/2)) -sin(0);sin(0)*sin(pi/2) sin(0)*cos(pi/2) 
cos(0)]*[round(cos(-pi/2)) -sin(-pi/2) 0;round(cos(pi/2))*sin(-pi/2) 
round(cos(pi/2))*(round(cos(-pi/2))) -sin(pi/2);sin(pi/2)*sin(-pi/2) 
sin(pi/2)*round(cos(-pi/2)) round(cos(pi/2))]; 
R11_p2=[1 0 0;0 1 0;0 0 1];R22_p2=[1 0 0;0 1 0;0 0 1];R33_p2=[1 0 0;0 1 
0;0 0 1]; 
%--------- 
R10_p2=simplify(inv(R01_p2)); 
R21_p2=simplify(inv(R12_p2)); 
R32_p2=inv(R23_p2); 
%Pata 3 
R01_p3=[cos(q31) -sin(q31) 0;round(cos(pi/2))*sin(q31) 
round(cos(pi/2))*cos(q31) -sin(pi/2);sin(pi/2)*sin(q31) 
sin(pi/2)*cos(q31) round(cos(pi/2))]; 
R12_p3=[cos(q32) -sin(q32) 0;round(cos(-pi/2))*sin(q32) round(cos(-
pi/2))*cos(q32) -sin(-pi/2);sin(-pi/2)*sin(q32) sin(-pi/2)*cos(q32) 
round(cos(-pi/2))]; 
R23_p3=[round(cos(pi/2)) -sin(pi/2) 0;cos(0)*sin(pi/2) 
cos(0)*round(cos(pi/2)) -sin(0);sin(0)*sin(pi/2) sin(0)*cos(pi/2) 
cos(0)]*[round(cos(-pi/2)) -sin(-pi/2) 0;round(cos(pi/2))*sin(-pi/2) 
round(cos(pi/2))*(round(cos(-pi/2))) -sin(pi/2);sin(pi/2)*sin(-pi/2) 
sin(pi/2)*round(cos(-pi/2)) round(cos(pi/2))]; 
R11_p3=[1 0 0;0 1 0;0 0 1];R22_p3=[1 0 0;0 1 0;0 0 1];R33_p3=[1 0 0;0 1 
0;0 0 1]; 
%--------- 
R10_p3=simplify(inv(R01_p3)); 
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R21_p3=simplify(inv(R12_p3)); 
R32_p3=inv(R23_p3); 
%Pata 4 
R01_p4=[cos(q41) -sin(q41) 0;round(cos(pi/2))*sin(q41) 
round(cos(pi/2))*cos(q41) -sin(pi/2);sin(pi/2)*sin(q41) 
sin(pi/2)*cos(q41) round(cos(pi/2))]; 
R12_p4=[round(cos(pi/2)) -sin(pi/2) 0;round(cos(0))*sin(pi/2) 
round(cos(0))*round(cos(pi/2)) -sin(0);sin(0)*sin(pi/2) 
sin(0)*round(cos(pi/2)) round(cos(0))]*[round(cos(pi)) -round(sin(pi)) 
0;round(cos(pi/2))*round(sin(pi)) round(cos(pi/2))*(round(cos(pi))) -
sin(pi/2);sin(pi/2)*round(sin(pi)) sin(pi/2)*round(cos(pi)) 
round(cos(pi/2))]; 
R11_p4=[1 0 0;0 1 0;0 0 1];R22_p4=[1 0 0;0 1 0;0 0 1]; 
%--------- 
R10_p4=simplify(inv(R01_p4)); 
R21_p4=inv(R12_p4); 
%Plataforma móvil 
R01_pm=[round(cos(-pi/2)) -sin(-pi/2) 0;round(cos(-pi/2))*sin(-pi/2) 
round(cos(-pi/2))*round(cos(-pi/2)) -sin(-pi/2);sin(-pi/2)*sin(-pi/2) 
sin(-pi/2)*round(cos(-pi/2)) round(cos(-pi/2))]*[round(cos(-pi/2)) -sin(-
pi/2) 0;round(cos(-pi/2))*sin(-pi/2) round(cos(-pi/2))*round(cos(-pi/2)) 
-sin(-pi/2);sin(-pi/2)*sin(-pi/2) sin(-pi/2)*round(cos(-pi/2)) 
round(cos(-pi/2))]; 
R12_pm=[round(cos(-pi/2)) -sin(-pi/2) 0;round(cos(-pi/2))*sin(-pi/2) 
round(cos(-pi/2))*round(cos(-pi/2)) -sin(-pi/2);sin(-pi/2)*sin(-pi/2) 
sin(-pi/2)*round(cos(-pi/2)) round(cos(-pi/2))]; 
R23_pm=[cos(Tm) -sin(Tm) 0;round(cos(-pi/2))*sin(Tm) round(cos(-
pi/2))*cos(Tm) -sin(-pi/2);sin(-pi/2)*sin(Tm) sin(-pi/2)*cos(Tm) 
round(cos(-pi/2))]; 
R34_pm=[cos(Sm) -sin(Sm) 0;round(cos(pi/2))*sin(Sm) 
round(cos(pi/2))*cos(Sm) -sin(pi/2);sin(pi/2)*sin(Sm) sin(pi/2)*cos(Sm) 
round(cos(pi/2))]; 
  
R11_pm=[1 0 0;0 1 0;0 0 1];R22_pm=[1 0 0;0 1 0;0 0 1];R33_pm=[1 0 0;0 1 
0;0 0 1];R44_pm=[1 0 0;0 1 0;0 0 1]; 
  
%--------- 
R10_pm=inv(R01_pm); 
R21_pm=inv(R12_pm); 
R32_pm=simplify(inv(R23_pm)); 
R43_pm=simplify(inv(R34_pm)); 
  
%VECTORES DE POSICIÓN ENTRE LOS ORIGENES 
%Pata 1 
R0_O0O1_p1=[0;0;0];R1_O1O2_p1=[0;0;0];R2_O2O3_p1=R23_p1*[0;0;q13]; 
  
%----------- 
R1_O1O1_p1=[0;0;0]; 
R2_O1O2_p1=[0;0;0];R2_O2O2_p1=[0;0;0]; 
R3_O1O3_p1=[0;0;q13];R3_O2O3_p1=[0;0;q13]; 
  
%Pata 2 
R0_O0O1_p2=[0;0;0];R1_O1O2_p2=[0;0;0];R2_O2O3_p2=R23_p2*[0;0;q23]; 
  
%----------- 
R1_O1O1_p2=[0;0;0]; 
R2_O1O2_p2=[0;0;0];R2_O2O2_p2=[0;0;0]; 
R3_O1O3_p2=[0;0;q23];R3_O2O3_p2=[0;0;q23]; 
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%Pata 3 
R0_O0O1_p3=[0;0;0];R1_O1O2_p3=[0;0;0];R2_O2O3_p3=R23_p3*[0;0;q33]; 
  
%----------- 
R1_O1O1_p3=[0;0;0]; 
R2_O1O2_p3=[0;0;0];R2_O2O2_p3=[0;0;0]; 
R3_O1O3_p3=[0;0;q33];R3_O2O3_p3=[0;0;q33]; 
  
%Pata 4 
R0_O0O1_p4=[0;0;0];R1_O1O2_p4=R12_p4*[0;0;q42]; 
  
%----------- 
R1_O1O1_p4=[0;0;0];R2_O1O2_p4=[0;0;q42]; 
  
%Plataforma móvil 
R0_O0O1_pm=R01_pm*[0;0;Xm]; 
R1_O1O2_pm=R12_pm*[0;0;Zm]; 
R2_O2O3_pm=[0;0;0]; 
R3_O3O4_pm=[0;0;0]; 
  
%----------- 
R3_O3O3_pm=[0;0;0]; 
R4_O3O4_pm=[0;0;0];R4_O4O4_pm=[0;0;0]; 
  
%VECTORES DE VELOCIDAD ANGULAR 
%Pata 1 
w00_p1=[0;0;0]; 
w11_p1=R10_p1*w00_p1+z11_p1*qp11; 
w22_p1=R21_p1*w11_p1+z22_p1*qp12; 
w33_p1=R32_p1*w22_p1; 
%Pata 2 
w00_p2=[0;0;0]; 
w11_p2=R10_p2*w00_p2+z11_p2*qp21; 
w22_p2=R21_p2*w11_p2+z22_p2*qp22; 
w33_p2=R32_p2*w22_p2; 
%Pata 3 
w00_p3=[0;0;0]; 
w11_p3=R10_p3*w00_p3+z11_p3*qp31; 
w22_p3=R21_p3*w11_p3+z22_p3*qp32; 
w33_p3=R32_p3*w22_p3; 
%Pata 4 
w00_p4=[0;0;0]; 
w11_p4=R10_p4*w00_p4+z11_p4*qp41; 
w22_p4=R21_p4*w11_p4; 
%Plataforma móvil 
w00_pm=[0;0;0]; 
w11_pm=R10_pm*w00_pm; 
w22_pm=R21_pm*w11_pm; 
w33_pm=R32_pm*w22_pm+z33_pm*Tmp; 
w44_pm=R43_pm*w33_pm+z44_pm*Smp; 
  
%VECTORES DE ACELERACIÓN ANGULAR 
%Pata 1 
wp00_p1=[0;0;0]; 
wp11_p1=R10_p1*wp00_p1+z11_p1*qpp11+cross((R10_p1*w00_p1),z11_p1*qp11); 
wp22_p1=R21_p1*wp11_p1+z22_p1*qpp12+cross((R21_p1*w11_p1),z22_p1*qp12); 
wp33_p1=R32_p1*wp22_p1; 
%Pata 2 
wp00_p2=[0;0;0]; 
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wp11_p2=R10_p2*wp00_p2+z11_p2*qpp21+cross((R10_p2*w00_p2),z11_p2*qp21); 
wp22_p2=R21_p2*wp11_p2+z22_p2*qpp22+cross((R21_p2*w11_p2),z22_p2*qp22); 
wp33_p2=R32_p2*wp22_p2; 
%Pata 3 
wp00_p3=[0;0;0]; 
wp11_p3=R10_p3*wp00_p3+z11_p3*qpp31+cross((R10_p3*w00_p3),z11_p3*qp31); 
wp22_p3=R21_p3*wp11_p3+z22_p3*qpp32+cross((R21_p3*w11_p3),z22_p3*qp32); 
wp33_p3=R32_p3*wp22_p3; 
%Pata 4 
wp00_p4=[0;0;0]; 
wp11_p4=R10_p4*wp00_p4+z11_p4*qpp41+cross((R10_p4*w00_p4),z11_p4*qp41); 
wp22_p4=R21_p4*wp11_p4; 
%Plataforma móvil 
wp00_pm=[0;0;0]; 
wp11_pm=R10_pm*wp00_pm; 
wp22_pm=R21_pm*wp11_pm; 
wp33_pm=R32_pm*wp22_pm+z33_pm*Tmpp+cross((R32_pm*w22_pm),z33_pm*Tmp); 
wp44_pm=R43_pm*wp33_pm+z44_pm*Smpp+cross((R43_pm*w33_pm),z44_pm*Smp); 
  
%VECTORES DE ACELERACIÓN LINEAL DE CADA ORIGEN 
%Pata 1 
Rpp0_O0_p1=[0;0;-g]; 
Rpp1_O1_p1=R10_p1*(Rpp0_O0_p1+cross(w00_p1,(cross(w00_p1,R0_O0O1_p1)))+cr
oss(wp00_p1,R0_O0O1_p1)); 
Rpp2_O2_p1=R21_p1*(Rpp1_O1_p1+cross(w11_p1,(cross(w11_p1,R1_O1O2_p1)))+cr
oss(wp11_p1,R1_O1O2_p1)); 
Rpp3_O3_p1=R32_p1*(Rpp2_O2_p1+cross(w22_p1,(cross(w22_p1,R2_O2O3_p1)))+cr
oss(wp22_p1,R2_O2O3_p1))+(z33_p1*qpp13+2*(cross(w33_p1,(z33_p1*qp13)))); 
%Pata 2 
Rpp0_O0_p2=[0;0;-g]; 
Rpp1_O1_p2=R10_p2*(Rpp0_O0_p2+cross(w00_p2,(cross(w00_p2,R0_O0O1_p2)))+cr
oss(wp00_p2,R0_O0O1_p2)); 
Rpp2_O2_p2=R21_p2*(Rpp1_O1_p2+cross(w11_p2,(cross(w11_p2,R1_O1O2_p2)))+cr
oss(wp11_p2,R1_O1O2_p2)); 
Rpp3_O3_p2=R32_p2*(Rpp2_O2_p2+cross(w22_p2,(cross(w22_p2,R2_O2O3_p2)))+cr
oss(wp22_p2,R2_O2O3_p2))+(z33_p2*qpp23+2*(cross(w33_p2,(z33_p2*qp23)))); 
%Pata 3 
Rpp0_O0_p3=[0;0;-g]; 
Rpp1_O1_p3=R10_p3*(Rpp0_O0_p3+cross(w00_p3,(cross(w00_p3,R0_O0O1_p3)))+cr
oss(wp00_p3,R0_O0O1_p3)); 
Rpp2_O2_p3=R21_p3*(Rpp1_O1_p3+cross(w11_p3,(cross(w11_p3,R1_O1O2_p3)))+cr
oss(wp11_p3,R1_O1O2_p3)); 
Rpp3_O3_p3=R32_p3*(Rpp2_O2_p3+cross(w22_p3,(cross(w22_p3,R2_O2O3_p3)))+cr
oss(wp22_p3,R2_O2O3_p3))+(z33_p3*qpp33+2*(cross(w33_p3,(z33_p3*qp33)))); 
%Pata 4 
Rpp0_O0_p4=[0;0;-g]; 
Rpp1_O1_p4=R10_p4*(Rpp0_O0_p4+cross(w00_p4,(cross(w00_p4,R0_O0O1_p4)))+cr
oss(wp00_p4,R0_O0O1_p4)); 
Rpp2_O2_p4=R21_p4*(Rpp1_O1_p4+cross(w11_p4,(cross(w11_p4,R1_O1O2_p4)))+cr
oss(wp11_p4,R1_O1O2_p4))+(z22_p4*qpp42+2*(cross(w22_p4,(z22_p4*qp42)))); 
%Plataforma móvil 
Rpp0_O0_pm=[0;0;-g]; 
Rpp1_O1_pm=R10_pm*(Rpp0_O0_pm+cross(w00_pm,(cross(w00_pm,R0_O0O1_pm)))+cr
oss(wp00_pm,R0_O0O1_pm))+(z11_pm*AXm+2*(cross(w11_pm,(z11_pm*VXm)))); 
Rpp2_O2_pm=R21_pm*(Rpp1_O1_pm+cross(w11_pm,(cross(w11_pm,R1_O1O2_pm)))+cr
oss(wp11_pm,R1_O1O2_pm))+(z22_pm*AZm+2*(cross(w22_pm,(z22_pm*VZm)))); 
Rpp3_O3_pm=R32_pm*(Rpp2_O2_pm+cross(w22_pm,(cross(w22_pm,R2_O2O3_pm)))+cr
oss(wp22_pm,R2_O2O3_pm)); 
Rpp4_O4_pm=R43_pm*(Rpp3_O3_pm+cross(w33_pm,(cross(w33_pm,R3_O3O4_pm)))+cr
oss(wp33_pm,R3_O3O4_pm)); 
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%TENSOR ASIMETRICO Y ngorrito 
%Pata 1 
npe11_p1=vpes(wp11_p1)+(vpes(w11_p1)*vpes(w11_p1)); 
npe22_p1=vpes(wp22_p1)+(vpes(w22_p1)*vpes(w22_p1)); 
npe33_p1=vpes(wp33_p1)+(vpes(w33_p1)*vpes(w33_p1)); 
%-------- 
ngo11_p1=vgor(wp11_p1)+(vpes(w11_p1)*vgor(w11_p1)); 
ngo22_p1=vgor(wp22_p1)+(vpes(w22_p1)*vgor(w22_p1)); 
ngo33_p1=vgor(wp33_p1)+(vpes(w33_p1)*vgor(w33_p1)); 
%Pata 2 
npe11_p2=vpes(wp11_p2)+(vpes(w11_p2)*vpes(w11_p2)); 
npe22_p2=vpes(wp22_p2)+(vpes(w22_p2)*vpes(w22_p2)); 
npe33_p2=vpes(wp33_p2)+(vpes(w33_p2)*vpes(w33_p2)); 
%-------- 
ngo11_p2=vgor(wp11_p2)+(vpes(w11_p2)*vgor(w11_p2)); 
ngo22_p2=vgor(wp22_p2)+(vpes(w22_p2)*vgor(w22_p2)); 
ngo33_p2=vgor(wp33_p2)+(vpes(w33_p2)*vgor(w33_p2)); 
%Pata 3 
npe11_p3=vpes(wp11_p3)+(vpes(w11_p3)*vpes(w11_p3)); 
npe22_p3=vpes(wp22_p3)+(vpes(w22_p3)*vpes(w22_p3)); 
npe33_p3=vpes(wp33_p3)+(vpes(w33_p3)*vpes(w33_p3)); 
%-------- 
ngo11_p3=vgor(wp11_p3)+(vpes(w11_p3)*vgor(w11_p3)); 
ngo22_p3=vgor(wp22_p3)+(vpes(w22_p3)*vgor(w22_p3)); 
ngo33_p3=vgor(wp33_p3)+(vpes(w33_p3)*vgor(w33_p3)); 
%Pata 4 
npe11_p4=vpes(wp11_p4)+(vpes(w11_p4)*vpes(w11_p4)); 
npe22_p4=vpes(wp22_p4)+(vpes(w22_p4)*vpes(w22_p4)); 
%-------- 
ngo11_p4=vgor(wp11_p4)+(vpes(w11_p4)*vgor(w11_p4)); 
ngo22_p4=vgor(wp22_p4)+(vpes(w22_p4)*vgor(w22_p4)); 
%Plataforma móvil 
npe11_pm=vpes(wp11_pm)+(vpes(w11_pm)*vpes(w11_pm)); 
npe22_pm=vpes(wp22_pm)+(vpes(w22_pm)*vpes(w22_pm)); 
npe33_pm=vpes(wp33_pm)+(vpes(w33_pm)*vpes(w33_pm)); 
npe44_pm=vpes(wp44_pm)+(vpes(w44_pm)*vpes(w44_pm)); 
%-------- 
ngo11_pm=vgor(wp11_pm)+(vpes(w11_pm)*vgor(w11_pm)); 
ngo22_pm=vgor(wp22_pm)+(vpes(w22_pm)*vgor(w22_pm)); 
ngo33_pm=vgor(wp33_pm)+(vpes(w33_pm)*vgor(w33_pm)); 
ngo44_pm=vgor(wp44_pm)+(vpes(w44_pm)*vgor(w44_pm)); 
  
%ECUACIONES DE RESTRICCIÓN EN POSICIÓN 
%Vectores Pata 1 
Rf_OfOm=[Xm;0;Zm]; 
Rf_OfOm_p4=R01_p4*R12_p4*[0;0;q42]; 
Rf_AoA=R01_p1*R12_p1*R23_p1*[0;0;q13]; 
Rf_BoB=R01_p2*R12_p2*R23_p2*[0;0;q23]; 
Rf_CoC=R01_p3*R12_p3*R23_p3*[0;0;q33]; 
Rf_OmA=R01_pm*R12_pm*R23_pm*R34_pm*Rm_OmA; 
Rf_OmB=R01_pm*R12_pm*R23_pm*R34_pm*Rm_OmB; 
Rf_OmC=R01_pm*R12_pm*R23_pm*R34_pm*Rm_OmC; 
  
%Cadena cinematica 1 
Eqp_p1=Rf_OfAo+Rf_AoA-Rf_OfOm-Rf_OmA; 
%Cadena cinematica 2 
Eqp_p2=Rf_OfBo+Rf_BoB-Rf_OfOm-Rf_OmB; 
%Cadena cinematica 3 
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Eqp_p3=Rf_OfCo+Rf_CoC-Rf_OfOm-Rf_OmC; 
%Cadena cinematica 4 
Eqp_p4=Rf_OfOm_p4-Rf_OfOm; 
  
Eqp_s=[Eqp_p1;Eqp_p2;Eqp_p3;Eqp_p4(1,:);Eqp_p4(3,:)]; 
  
save('Var_Eqp.mat','Eqp_s'); 
  
%MATRIZ JACOBIANA 
%Pata 1 
%Vectores unitarios 
zf1_p1=R01_p1*z11_p1; 
zf2_p1=R01_p1*R12_p1*z22_p1; 
zf3_p1=R01_p1*R12_p1*R23_p1*z33_p1; 
%Vectores de posición entre origenes 
Rf_O1Of_p1=R01_p1*R12_p1*R23_p1*[0;0;q13]; 
Rf_O2Of_p1=R01_p1*R12_p1*R23_p1*[0;0;q13]; 
%Pata 2 
%Vectores unitarios 
zf1_p2=R01_p2*z11_p2; 
zf2_p2=R01_p2*R12_p2*z22_p2; 
zf3_p2=R01_p2*R12_p2*R23_p2*z33_p2; 
%Vectores de posición entre origenes 
Rf_O1Of_p2=R01_p2*R12_p2*R23_p2*[0;0;q23]; 
Rf_O2Of_p2=R01_p2*R12_p2*R23_p2*[0;0;q23]; 
%Pata 3 
%Vectores unitarios 
zf1_p3=R01_p3*z11_p3; 
zf2_p3=R01_p3*R12_p3*z22_p3; 
zf3_p3=R01_p3*R12_p3*R23_p3*z33_p3; 
%Vectores de posición entre origenes 
Rf_O1Of_p3=R01_p3*R12_p3*R23_p3*[0;0;q33]; 
Rf_O2Of_p3=R01_p3*R12_p3*R23_p3*[0;0;q33]; 
%Pata 4 
%Vectores unitarios 
zf1_p4=R01_p4*z11_p4; 
zf2_p4=R01_p4*R12_p4*z22_p4; 
%Vectores de posición entre origenes 
Rf_O1Of_p4=R01_p4*R12_p4*[0;0;q42]; 
%Plataforma movil 
%Vectores unitarios 
zf1_pm=R01_pm*z11_pm; 
zf2_pm=R01_pm*R12_pm*z22_pm; 
zf3_pm=R01_pm*R12_pm*R23_pm*z33_pm; 
zf4_pm=R01_pm*R12_pm*R23_pm*R34_pm*z44_pm; 
%Vectores de posición entre origenes 
Rf_O3Of_pm1=R01_pm*R12_pm*R23_pm*R34_pm*Rm_OmA; 
Rf_O4Of_pm1=R01_pm*R12_pm*R23_pm*R34_pm*Rm_OmA; 
  
Rf_O3Of_pm2=R01_pm*R12_pm*R23_pm*R34_pm*Rm_OmB; 
Rf_O4Of_pm2=R01_pm*R12_pm*R23_pm*R34_pm*Rm_OmB; 
  
Rf_O3Of_pm3=R01_pm*R12_pm*R23_pm*R34_pm*Rm_OmC; 
Rf_O4Of_pm3=R01_pm*R12_pm*R23_pm*R34_pm*Rm_OmC; 
  
Rf_O3Of_pm4=R01_pm*R12_pm*R23_pm*R34_pm*Rm_OmOm; 
Rf_O4Of_pm4=R01_pm*R12_pm*R23_pm*R34_pm*Rm_OmOm; 
  
%Cadena cinemática 1 
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Sf_3_p1=[zf3_p1;zeros(3,1)]; 
Sf_2_p1=[cross(zf2_p1,Rf_O2Of_p1);zf2_p1]; 
Sf_1_p1=[cross(zf1_p1,Rf_O1Of_p1);zf1_p1]; 
Sf_4_pm=[cross(zf4_pm,Rf_O4Of_pm1);zf4_pm]; 
Sf_3_pm=[cross(zf3_pm,Rf_O3Of_pm1);zf3_pm]; 
Sf_2_pm=[zf2_pm;zeros(3,1)]; 
Sf_1_pm=[zf1_pm;zeros(3,1)]; 
  
J_p1=[Sf_3_p1 Sf_2_p1 Sf_1_p1 -Sf_4_pm -Sf_3_pm -Sf_2_pm -Sf_1_pm] 
%Cadena cinemática 2 
Sf_3_p2=[zf3_p2;zeros(3,1)]; 
Sf_2_p2=[cross(zf2_p2,Rf_O2Of_p2);zf2_p2]; 
Sf_1_p2=[cross(zf1_p2,Rf_O1Of_p2);zf1_p2]; 
Sf_4_pm=[cross(zf4_pm,Rf_O4Of_pm2);zf4_pm]; 
Sf_3_pm=[cross(zf3_pm,Rf_O3Of_pm2);zf3_pm]; 
  
J_p2=[Sf_3_p2 Sf_2_p2 Sf_1_p2 -Sf_4_pm -Sf_3_pm -Sf_2_pm -Sf_1_pm] 
%Cadena cinemática 3 
Sf_3_p3=[zf3_p3;zeros(3,1)]; 
Sf_2_p3=[cross(zf2_p3,Rf_O2Of_p3);zf2_p3]; 
Sf_1_p3=[cross(zf1_p3,Rf_O1Of_p3);zf1_p3]; 
Sf_4_pm=[cross(zf4_pm,Rf_O4Of_pm3);zf4_pm]; 
Sf_3_pm=[cross(zf3_pm,Rf_O3Of_pm3);zf3_pm]; 
  
J_p3=[Sf_3_p3 Sf_2_p3 Sf_1_p3 -Sf_4_pm -Sf_3_pm -Sf_2_pm -Sf_1_pm] 
%Cadena cinemática 4 
Sf_2_p4=[zf2_p4;zeros(3,1)]; 
Sf_1_p4=[cross(zf1_p4,Rf_O1Of_p4);zf1_p4]; 
Sf_4_pm=[cross(zf4_pm,Rf_O4Of_pm4);zf4_pm]; 
Sf_3_pm=[cross(zf3_pm,Rf_O3Of_pm4);zf3_pm]; 
  
J_p4=[Sf_2_p4 Sf_1_p4 -Sf_4_pm -Sf_3_pm -Sf_2_pm -Sf_1_pm] 
  
J=[  
    J_p1(1:3,1) J_p1(1:3,2) J_p1(1:3,3) zeros(3,1) zeros(3,1) zeros(3,1) 
zeros(3,1) zeros(3,1) zeros(3,1) zeros(3,1) zeros(3,1) J_p1(1:3,4:7); 
    zeros(3,1) zeros(3,1) zeros(3,1) J_p2(1:3,1) J_p2(1:3,2) J_p2(1:3,3) 
zeros(3,1) zeros(3,1) zeros(3,1) zeros(3,1) zeros(3,1) J_p2(1:3,4:7); 
    zeros(3,1) zeros(3,1) zeros(3,1) zeros(3,1) zeros(3,1) zeros(3,1) 
J_p3(1:3,1) J_p3(1:3,2) J_p3(1:3,3) zeros(3,1) zeros(3,1) J_p3(1:3,4:7); 
    zeros(3,1) zeros(3,1) zeros(3,1) zeros(3,1) zeros(3,1) zeros(3,1) 
zeros(3,1) zeros(3,1) zeros(3,1) J_p4(1:3,1) J_p4(1:3,2) J_p4(1:3,3:6) 
    ]; 
J=[J(1:10,:);J(12,:)]; 
J_s=simplify(J); 
save('Var_J.mat','J_s'); 
  
%VECTOR B 
%Ecuaciones de velocidad obtenido usando la matriz jacobiana 
E_qp=J_s*[qp13;qp12;qp11;qp23;qp22;qp21;qp33;qp32;qp31;qp42;qp41;Smp;Tmp;
VZm;VXm]; 
%Ecuaciones de aceleración obtenido usando la matriz jacobiana 
E_qpp=J_s*[qpp13;qpp12;qpp11;qpp23;qpp22;qpp21;qpp33;qpp32;qpp31;qpp42;qp
p41;Smpp;Tmpp;AZm;AXm]; 
%Variables de intercambio 
t=sym('t','real'); 
%Variables generalizadas 
q13t=sym('q13(t)');q12t=sym('q12(t)');q11t=sym('q11(t)'); 
q23t=sym('q23(t)');q22t=sym('q22(t)');q21t=sym('q21(t)'); 
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q33t=sym('q33(t)');q32t=sym('q32(t)');q31t=sym('q31(t)'); 
q42t=sym('q42(t)');q41t=sym('q41(t)'); 
Smt=sym('Sm(t)');Tmt=sym('Tm(t)');Zmt=sym('Zm(t)');Xmt=sym('Xm(t)'); 
%Primera derivada de variables generalizadas 
qp13t=diff(q13t);qp12t=diff(q12t);qp11t=diff(q11t); 
qp23t=diff(q23t);qp22t=diff(q22t);qp21t=diff(q21t); 
qp33t=diff(q33t);qp32t=diff(q32t);qp31t=diff(q31t); 
qp42t=diff(q42t);qp41t=diff(q41t); 
Smpt=diff(Smt);Tmpt=diff(Tmt);VZmt=diff(Zmt);VXmt=diff(Xmt); 
%Segunda derivada de variables generalizadas 
qpp13t=diff(qp13t);qpp12t=diff(qp12t);qpp11t=diff(qp11t); 
qpp23t=diff(qp23t);qpp22t=diff(qp22t);qpp21t=diff(qp21t); 
qpp33t=diff(qp33t);qpp32t=diff(qp32t);qpp31t=diff(qp31t); 
qpp42t=diff(qp42t);qpp41t=diff(qp41t); 
Smppt=diff(Smpt);Tmppt=diff(Tmpt);AZmt=diff(VZmt);AXmt=diff(VXmt); 
  
sp={q13,q12,q11,q23,q22,q21,q33,q32,q31,q42,q41,Sm,Tm,Zm,Xm,qp13,qp12,qp1
1,qp23,qp22,qp21,qp33,qp32,qp31,qp42,qp41,Smp,Tmp,VZm,VXm,qpp13,qpp12,qpp
11,qpp23,qpp22,qpp21,qpp33,qpp32,qpp31,qpp42,qpp41,Smpp,Tmpp,AZm,AXm}; 
np={q13t,q12t,q11t,q23t,q22t,q21t,q33t,q32t,q31t,q42t,q41t,Smt,Tmt,Zmt,Xm
t,qp13t,qp12t,qp11t,qp23t,qp22t,qp21t,qp33t,qp32t,qp31t,qp42t,qp41t,Smpt,
Tmpt,VZmt,VXmt,qpp13t,qpp12t,qpp11t,qpp23t,qpp22t,qpp21t,qpp33t,qpp32t,qp
p31t,qpp42t,qpp41t,Smppt,Tmppt,AZmt,AXmt}; 
  
%Ecuaciones de velocidad y en aceleración en función del tiempo 
E_qp_t=subs(E_qp,sp,np); 
E_qpp_t=diff(E_qp_t); 
E_qpp_s=subs(E_qpp_t,np,sp); 
B_s=E_qpp-E_qpp_s; 
  
save('Var_B.mat','B_s'); 
  
%VECTORES DE FUERZA GENERALIZADA EN PARAMETROS BASE 
%Pata 1 
%Matriz D 
D_p1=[[0 0 1] zeros(1,3) zeros(1,3);zeros(1,3) 
Tmx(jacobian(wp22_p1,qpp12)) zeros(1,3);zeros(1,3) zeros(1,3) 
Tmx(jacobian(wp11_p1,qpp11))]; 
  
%Matriz A 
A33=R11_p1*ngo11_p1; 
A32=R12_p1*ngo22_p1; 
A31=R12_p1*R23_p1*ngo33_p1; 
A23=zeros(3,6); 
A22=R22_p1*ngo22_p1; 
A21=R23_p1*ngo33_p1; 
A13=zeros(3,6); 
A12=zeros(3,6); 
A11=zeros(3,6); 
  
A_p1=[A11 A12 A13;A21 A22 A23;A31 A32 A33]; 
  
%Matriz B 
Hpe11=R11_p1*(vpes(R1_O1O1_p1)*npe11_p1-(vpes(Rpp1_O1_p1))); 
Hpe12=R12_p1*(vpes(R2_O1O2_p1)*npe22_p1-(vpes(Rpp2_O2_p1))); 
Hpe13=R12_p1*R23_p1*(vpes(R3_O1O3_p1)*npe33_p1-(vpes(Rpp3_O3_p1))); 
Hpe22=R22_p1*(vpes(R2_O2O2_p1)*npe22_p1-(vpes(Rpp2_O2_p1))); 
Hpe23=R23_p1*(vpes(R3_O2O3_p1)*npe33_p1-(vpes(Rpp3_O3_p1))); 
Hpe33=R33_p1*npe33_p1; 
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B1_p1=[Hpe33 zeros(3,3) zeros(3,3);Hpe23 Hpe22 zeros(3,3);Hpe13 Hpe12 
Hpe11]; 
%----------------- 
h11=R11_p1*vpes(R1_O1O1_p1)*(Rpp1_O1_p1); 
h12=R12_p1*vpes(R2_O1O2_p1)*(Rpp2_O2_p1); 
h13=R12_p1*R23_p1*vpes(R3_O1O3_p1)*(Rpp3_O3_p1); 
h22=R22_p1*vpes(R2_O2O2_p1)*(Rpp2_O2_p1); 
h23=R23_p1*vpes(R3_O2O3_p1)*(Rpp3_O3_p1); 
h33=R33_p1*(Rpp3_O3_p1); 
  
B2_p1=[h33 zeros(3,1) zeros(3,1);h23 h22 zeros(3,1);h13 h12 h11]; 
  
B_p1=[B1_p1 B2_p1]; 
  
%Matriz AB 
AB_p1=[A_p1 B_p1]; 
  
K_p1=D_p1*AB_p1; 
K_p1=[K_p1(:,1:12) K_p1(:,19:24) K_p1(:,28:29)]; 
K_p1=simplify(K_p1) 
PI_p1=[IXX12;IXY12;IXZ12;IYY12;IYZ12;IZZ12;IXX11;IXY11;IXZ11;IYY11;IYZ11;
IZZ11;mx12;my12;mz12;mx11;my11;mz11;m12;m11] 
  
%MOdelo de fricción 
Kf_p1=[qp13 sign(qp13) 0 0 0 0;0 0 qp12 sign(qp12) 0 0;0 0 0 0 qp11 
sign(qp11)] 
Pf_p1=[Fv13;Fc13;Fv12;Fc12;Fv11;Fc11] 
  
%Pata 2 
%Matriz D 
D_p2=[[0 0 1] zeros(1,3) zeros(1,3);zeros(1,3) 
Tmx(jacobian(wp22_p2,qpp22)) zeros(1,3);zeros(1,3) zeros(1,3) 
Tmx(jacobian(wp11_p2,qpp21))]; 
  
%Matriz A 
A33=R11_p2*ngo11_p2; 
A32=R12_p2*ngo22_p2; 
A31=R12_p2*R23_p2*ngo33_p2; 
A23=zeros(3,6); 
A22=R22_p2*ngo22_p2; 
A21=R23_p2*ngo33_p2; 
A13=zeros(3,6); 
A12=zeros(3,6); 
A11=zeros(3,6); 
  
A_p2=[A11 A12 A13;A21 A22 A23;A31 A32 A33]; 
  
%Matriz B 
Hpe11=R11_p2*(vpes(R1_O1O1_p2)*npe11_p2-(vpes(Rpp1_O1_p2))); 
Hpe12=R12_p2*(vpes(R2_O1O2_p2)*npe22_p2-(vpes(Rpp2_O2_p2))); 
Hpe13=R12_p2*R23_p2*(vpes(R3_O1O3_p2)*npe33_p2-(vpes(Rpp3_O3_p2))); 
Hpe22=R22_p2*(vpes(R2_O2O2_p2)*npe22_p2-(vpes(Rpp2_O2_p2))); 
Hpe23=R23_p2*(vpes(R3_O2O3_p2)*npe33_p2-(vpes(Rpp3_O3_p2))); 
Hpe33=R33_p2*npe33_p2; 
  
B1_p2=[Hpe33 zeros(3,3) zeros(3,3);Hpe23 Hpe22 zeros(3,3);Hpe13 Hpe12 
Hpe11]; 
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%----------------- 
h11=R11_p2*vpes(R1_O1O1_p2)*(Rpp1_O1_p2); 
h12=R12_p2*vpes(R2_O1O2_p2)*(Rpp2_O2_p2); 
h13=R12_p2*R23_p2*vpes(R3_O1O3_p2)*(Rpp3_O3_p2); 
h22=R22_p2*vpes(R2_O2O2_p2)*(Rpp2_O2_p2); 
h23=R23_p2*vpes(R3_O2O3_p2)*(Rpp3_O3_p2); 
h33=R33_p2*(Rpp3_O3_p2); 
  
B2_p2=[h33 zeros(3,1) zeros(3,1);h23 h22 zeros(3,1);h13 h12 h11]; 
  
B_p2=[B1_p2 B2_p2]; 
  
%Matriz AB 
AB_p2=[A_p2 B_p2]; 
  
K_p2=D_p2*AB_p2; 
K_p2=[K_p2(:,1:12) K_p2(:,19:24) K_p2(:,28:29)]; 
K_p2=simplify(K_p2) 
PI_p2=[IXX22;IXY22;IXZ22;IYY22;IYZ22;IZZ22;IXX21;IXY21;IXZ21;IYY21;IYZ21;
IZZ21;mx22;my22;mz22;mx21;my21;mz21;m22;m21] 
  
%MOdelo de fricción 
Kf_p2=[qp23 sign(qp23) 0 0 0 0;0 0 qp22 sign(qp22) 0 0;0 0 0 0 qp21 
sign(qp21)] 
Pf_p2=[Fv23;Fc23;Fv22;Fc22;Fv21;Fc21] 
  
%Pata 3 
%Matriz D 
D_p3=[[0 0 1] zeros(1,3) zeros(1,3);zeros(1,3) 
Tmx(jacobian(wp22_p3,qpp32)) zeros(1,3);zeros(1,3) zeros(1,3) 
Tmx(jacobian(wp11_p3,qpp31))]; 
  
%Matriz A 
A33=R11_p3*ngo11_p3; 
A32=R12_p3*ngo22_p3; 
A31=R12_p3*R23_p3*ngo33_p3; 
A23=zeros(3,6); 
A22=R22_p3*ngo22_p3; 
A21=R23_p3*ngo33_p3; 
A13=zeros(3,6); 
A12=zeros(3,6); 
A11=zeros(3,6); 
  
A_p3=[A11 A12 A13;A21 A22 A23;A31 A32 A33]; 
  
%Matriz B 
Hpe11=R11_p3*(vpes(R1_O1O1_p3)*npe11_p3-(vpes(Rpp1_O1_p3))); 
Hpe12=R12_p3*(vpes(R2_O1O2_p3)*npe22_p3-(vpes(Rpp2_O2_p3))); 
Hpe13=R12_p3*R23_p3*(vpes(R3_O1O3_p3)*npe33_p3-(vpes(Rpp3_O3_p3))); 
Hpe22=R22_p3*(vpes(R2_O2O2_p3)*npe22_p3-(vpes(Rpp2_O2_p3))); 
Hpe23=R23_p3*(vpes(R3_O2O3_p3)*npe33_p3-(vpes(Rpp3_O3_p3))); 
Hpe33=R33_p3*npe33_p3; 
  
B1_p3=[Hpe33 zeros(3,3) zeros(3,3);Hpe23 Hpe22 zeros(3,3);Hpe13 Hpe12 
Hpe11]; 
%----------------- 
h11=R11_p3*vpes(R1_O1O1_p3)*(Rpp1_O1_p3); 
h12=R12_p3*vpes(R2_O1O2_p3)*(Rpp2_O2_p3); 
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h13=R12_p3*R23_p3*vpes(R3_O1O3_p3)*(Rpp3_O3_p3); 
h22=R22_p3*vpes(R2_O2O2_p3)*(Rpp2_O2_p3); 
h23=R23_p3*vpes(R3_O2O3_p3)*(Rpp3_O3_p3); 
h33=R33_p3*(Rpp3_O3_p3); 
  
B2_p3=[h33 zeros(3,1) zeros(3,1);h23 h22 zeros(3,1);h13 h12 h11]; 
  
B_p3=[B1_p3 B2_p3]; 
  
%Matriz AB 
AB_p3=[A_p3 B_p3]; 
  
K_p3=D_p3*AB_p3; 
K_p3=[K_p3(:,1:12) K_p3(:,19:24) K_p3(:,28:29)]; 
K_p3=simplify(K_p3) 
PI_p3=[IXX32;IXY32;IXZ32;IYY32;IYZ32;IZZ32;IXX31;IXY31;IXZ31;IYY31;IYZ31;
IZZ31;mx32;my32;mz32;mx31;my31;mz31;m32;m31] 
  
%MOdelo de fricción 
Kf_p3=[qp33 sign(qp33) 0 0 0 0;0 0 qp32 sign(qp32) 0 0;0 0 0 0 qp31 
sign(qp31)] 
Pf_p3=[Fv33;Fc33;Fv32;Fc32;Fv31;Fc31] 
  
%Pata 4 
%Matriz D 
D_p4=[[0 0 1] zeros(1,3);zeros(1,3) Tmx(jacobian(wp11_p4,qpp41))]; 
  
%Matriz A 
A22=R11_p4*ngo11_p4; 
A21=R12_p4*ngo22_p4; 
A12=zeros(3,6); 
A11=zeros(3,6); 
  
A_p4=[A11 A12;A21 A22]; 
  
%Matriz B 
Hpe11=R11_p4*(vpes(R1_O1O1_p4)*npe11_p4-(vpes(Rpp1_O1_p4))); 
Hpe12=R12_p4*(vpes(R2_O1O2_p4)*npe22_p4-(vpes(Rpp2_O2_p4))); 
Hpe22=R22_p4*npe22_p4; 
  
B1_p4=[Hpe22 zeros(3,3);Hpe12 Hpe11]; 
%----------------- 
h11=R11_p4*vpes(R1_O1O1_p4)*(Rpp1_O1_p4); 
h12=R12_p4*vpes(R2_O1O2_p4)*(Rpp2_O2_p4); 
h22=R22_p4*(Rpp2_O2_p4); 
  
B2_p4=[h22 zeros(3,1);h12 h11]; 
  
B_p4=[B1_p4 B2_p4]; 
  
%Matriz AB 
AB_p4=[A_p4 B_p4]; 
  
K_p4=D_p4*AB_p4; 
K_p4=simplify(K_p4) 
PI_p4=[IXX42;IXY42;IXZ42;IYY42;IYZ42;IZZ42;IXX41;IXY41;IXZ41;IYY41;IYZ41;
IZZ41;mx42;my42;mz42;mx41;my41;mz41;m42;m41] 
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%MOdelo de fricción 
Kf_p4=[qp42 sign(qp42) 0 0;0 0 qp41 sign(qp41)] 
Pf_p4=[Fv42;Fc42;Fv41;Fc41] 
  
%Plataforma móvil 
%Matriz D 
D_pm=[Tmx(jacobian(wp44_pm,Smpp)) zeros(1,3) zeros(1,3) 
zeros(1,3);zeros(1,3) Tmx(jacobian(wp33_pm,Tmpp)) zeros(1,3) 
zeros(1,3);zeros(1,3) zeros(1,3) [0 0 1] zeros(1,3);zeros(1,3) zeros(1,3) 
zeros(1,3) [0 0 1]]; 
  
%Matriz A 
A44=zeros(3,6); 
A43=zeros(3,6); 
A42=zeros(3,6); 
A41=zeros(3,6); 
A34=zeros(3,6); 
A33=zeros(3,6); 
A32=zeros(3,6); 
A31=zeros(3,6); 
A24=zeros(3,6); 
A23=zeros(3,6); 
A22=R33_pm*ngo33_pm; 
A21=R34_pm*ngo44_pm; 
A14=zeros(3,6); 
A13=zeros(3,6); 
A12=zeros(3,6); 
A11=R44_pm*ngo44_pm; 
  
A_pm=[A11 A12 A13 A14;A21 A22 A23 A24;A31 A32 A33 A34;A41 A42 A43 A44]; 
  
%Matriz B 
Hpe11=R11_pm*npe11_pm; 
Hpe12=R12_pm*npe22_pm; 
Hpe13=R12_pm*R23_pm*npe33_pm; 
Hpe14=R12_pm*R23_pm*R34_pm*npe44_pm; 
Hpe22=R22_pm*npe22_pm; 
Hpe23=R23_pm*npe33_pm; 
Hpe24=R23_pm*R34_pm*npe44_pm; 
Hpe33=R33_pm*(vpes(R3_O3O3_pm)*npe33_pm-(vpes(Rpp3_O3_pm))); 
Hpe34=R34_pm*(vpes(R4_O3O4_pm)*npe44_pm-(vpes(Rpp4_O4_pm))); 
Hpe44=R44_pm*(vpes(R4_O4O4_pm)*npe44_pm-(vpes(Rpp4_O4_pm))); 
  
B1_pm=[Hpe44 zeros(3,3) zeros(3,3) zeros(3,3);Hpe34 Hpe33 zeros(3,3) 
zeros(3,3);Hpe24 Hpe23 Hpe22 zeros(3,3);Hpe14 Hpe13 Hpe12 Hpe11]; 
%----------------- 
h11=R11_pm*(Rpp1_O1_pm); 
h12=R12_pm*(Rpp2_O2_pm); 
h13=R12_pm*R23_pm*(Rpp3_O3_pm); 
h14=R12_pm*R23_pm*R34_pm*(Rpp4_O4_pm); 
h22=R22_pm*(Rpp2_O2_pm); 
h23=R23_pm*(Rpp3_O3_pm); 
h24=R23_pm*R34_pm*(Rpp4_O4_pm); 
h33=R33_pm*vpes(R3_O3O3_pm)*(Rpp3_O3_pm); 
h34=R34_pm*vpes(R4_O3O4_pm)*(Rpp4_O4_pm); 
h44=R44_pm*vpes(R4_O4O4_pm)*(Rpp4_O4_pm); 
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B2_pm=[h44 zeros(3,1) zeros(3,1) zeros(3,1);h34 h33 zeros(3,1) 
zeros(3,1);h24 h23 h22 zeros(3,1);h14 h13 h12 h11]; 
  
B_pm=[B1_pm B2_pm]; 
  
%Matriz AB 
AB_pm=[A_pm B_pm]; 
  
K_pm=D_pm*AB_pm; 
K_pm=[K_pm(:,1:6) K_pm(:,25:27) K_pm(:,37)]; 
K_pm=simplify(K_pm) 
PI_pm=[IXXm;IXYm;IXZm;IYYm;IYZm;IZZm;mxm;mym;mzm;mm] 
  
%MODELO LINEAL DEL ROBOT PARALELO 
%Agrupación de matriz de observación y parametros inerciales 
Kf=[ 
    Kf_p1 zeros(3,6) zeros(3,6) zeros(3,4); 
    zeros(3,6) Kf_p2 zeros(3,6) zeros(3,4); 
    zeros(3,6) zeros(3,6) Kf_p3 zeros(3,4); 
    zeros(2,6) zeros(2,6) zeros(2,6) Kf_p4; 
    zeros(4,22) 
    ]; 
Pf=[Pf_p1;Pf_p2;Pf_p3;Pf_p4]; 
KI=[ 
    K_p1 zeros(3,20) zeros(3,20) zeros(3,20) zeros(3,10); 
    zeros(3,20) K_p2 zeros(3,20) zeros(3,20) zeros(3,10); 
    zeros(3,20) zeros(3,20) K_p3 zeros(3,20) zeros(3,10); 
    zeros(2,20) zeros(2,20) zeros(2,20) K_p4 zeros(2,10); 
    zeros(4,20) zeros(4,20) zeros(4,20) zeros(4,20) K_pm 
    ]; 
  
PI=[PI_p1;PI_p2;PI_p3;PI_p4;PI_pm]; 
  
K=[KI Kf]; 
P=[PI;Pf]; 
  
Ka=K; 
aux=sum(Ka); 
K=[]; 
P_s=[]; 
Pdes=[]; 
[a,b]=size(Ka); 
for i=1:b 
    if aux(i)==0 
        Pdes=[Pdes;P(i)]; 
    else 
        K=[K Ka(:,i)]; 
        P_s=[P_s;P(i)]; 
    end 
end 
%Coordenadas generalizadas independientes 
J_i=[J(:,1) J(:,4) J(:,7) J(:,10)]; 
K_i=[K(1,:);K(4,:);K(7,:);K(10,:)]; 
Ji_s=J_i; 
Ki_s=K_i; 
save('Var_Ji.mat','Ji_s'); 
save('Var_Ki.mat','Ki_s'); 
%Coordenadas generalizadas dependientes 
J_d=[J(:,2:3) J(:,5:6) J(:,8:9) J(:,11:15)]; 
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K_d=[K(2:3,:);K(5:6,:);K(8:9,:);K(11:15,:)]; 
Jd_s=J_d; 
Kd_s=K_d; 
save('Var_Jd.mat','Jd_s'); 
save('Var_Kd.mat','Kd_s'); 
%Matriz de observación, parametros inerciales y de fricción 
K_s=K; 
save('Var_K.mat','K_s'); 
save('Var_P.mat','P_s'); 
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ANEXO II. 

IDENTIFICACIÓN DE PARAMETROS BASE PARA EL MODELO 

LINEAL DEL ROBOT 3UPS + 1RPU 

%ESCUELA POLITÉCNICA NACIONAL-MAESTRÍA EN MECATRÓNICA Y ROBÓTICA 
%Ing. Elizabeth Armas 
%Modelo dinámico en parámetros inerciales - Robot paralelo 3UPS+1RPU  
  
%IDENTIFICACIÓN DE PARAMETROS BASE 
  
clear all; close all; clc 
  
%DECLARACIÓN DE VARIABLES GLOBALES 
global R r b2f b3f b2m b3m g q_i_f 
  
%Carga de Trayectorias optimas para el proceso de identificación 
load('Var_foptimas.mat','v_ts','q_op_i','qp_op_i','qpp_op_i'); 
  
%Configuración fsolve 
al_fsolve=optimoptions(@fsolve,'Algorithm','levenberg-marquardt'); 
  
%PRECISIÓN DE CÁLCULO DEL COMPUTADOR 
e_r=1e-9; 
  
%PARAMETROS DE SIMULACIÓN 
[f_ts,c_ts]=size(v_ts);  %Tamaño de la serie de tiempo del experimento 
TS=v_ts(c_ts);      %Tiempo del experimento 
dt=v_ts(2)-v_ts(1);     %Delta de tiempo 
Nptos=c_ts;    %Numero de puntos 
psim=0.05;     %Delta de muestreo 
  
%CARACTERISTICAS GEOMETRICAS DEL ROBOT 
%Plataforma fija 
R=0.4; 
b2f=50*(pi/180); 
b3f=40*(pi/180); 
%Plataforma móvil 
r=0.2; 
b2m=40*(pi/180); 
b3m=30*(pi/180); 
%GRAVEDAD 
g=-9.81; 
  
%DESPLAZAMENTOS PARA CADA ARTICULACIÓN ACTIVA 
%Puntos de inicio de cada actuador 
qo=[0.425729;0.428574;0.428574;0.375826]; 
  
%Trayectorias de desplazamiento para cada articulación activa 
auxqop=q_op_i; 
for i=1:c_ts 
    dq_op_i(:,i)=auxqop(:,i)-qo; 
end 
  
%PARAMETROS DINÁMICOS 
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%Pata 1 
%Vastago: Propiedades medidas desde la parte superior del elemento 
m12=0.54294842; 
xg12=0;yg12=0;zg12=-0.14335819; 
mx12=m12*xg12;my12=m12*yg12;mz12=m12*zg12; 
IXX12=0.00508677;IXY12=0;IXZ12=0;IYY12=0.00509475; IYZ12=0; 
IZZ12=0.00002566;  
  
%Cilindro: Medido en el sistema de referencia 2 
m11=1.47771854; 
xg11=0.14383546;yg11=0.00032196;zg11=-0.00004067; 
mx11=m11*xg11;my11=m11*yg11;mz11=m11*zg11; 
IXX11=0.00081606;IXY11=-0.00000038;IXZ11=-0.00000104; IYY11=0.01288718; 
IYZ11=0.00000002; IZZ11=0.01290515; 
  
%Articulaciones 
Fv13=0;  Fc13=0; 
Fv12=0;  Fc12=0; 
Fv11=0;  Fc11=0; 
  
%Pata 2 
%Vastago 
m22=m12; 
xg22=xg12;yg22=yg12;zg22=zg12; 
mx22=m22*xg22;my22=m22*yg22;mz22=m22*zg22; 
IXX22=IXX12;IXY22=IXY12;IXZ22=IXZ12;IYY22=IYY12; IYZ22=IYZ12; 
IZZ22=IZZ12;  
%Cilindro 
m21=m11; 
xg21=xg11;yg21=yg11;zg21=zg11; 
mx21=m21*xg21;my21=m21*yg21;mz21=m21*zg21; 
IXX21=IXX11;IXY21=IXY11;IXZ21=IXZ11; IYY21=IYY11; IYZ21=IYZ11; 
IZZ21=IZZ11; 
%Articulaciones 
Fv23=0;  Fc23=0; 
Fv22=0;  Fc22=0; 
Fv21=0;  Fc21=0; 
  
%Pata 3 
%Vastago 
m32=m12; 
xg32=xg12;yg32=yg12;zg32=zg12; 
mx32=m32*xg32;my32=m32*yg32;mz32=m32*zg32; 
IXX32=IXX12;IXY32=IXY12;IXZ32=IXZ12;IYY32=IYY12; IYZ32=IYZ12; 
IZZ32=IZZ12;  
%Cilindro 
m31=m11; 
xg31=xg11;yg31=yg11;zg31=zg11; 
mx31=m31*xg31;my31=m31*yg31;mz31=m31*zg31; 
IXX31=IXX11;IXY31=IXY11;IXZ31=IXZ11; IYY31=IYY11; IYZ31=IYZ11; 
IZZ31=IZZ11; 
%Articulaciones 
Fv33=0;  Fc33=0; 
Fv32=0;  Fc32=0; 
Fv31=0;  Fc31=0; 
   
%Pata 4 
%Vastago: Propiedades medidas desde la parte superior del elemento 
m42=0.59204458; 
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xg42=0;yg42=0;zg42=-0.13147001; 
mx42=m42*xg42;my42=m42*yg42;mz42=m42*zg42; 
IXX42=0.00601509;IXY42=0;IXZ42=0;IYY42=0.00602440; IYZ42=0; 
IZZ42=0.00002865;   
  
%Cilindro: Medido en el sistema de referencia 1 
m41=m11; 
xg41=0.14383546;yg41=-0.00004067;zg41=-0.00032196; 
mx41=m41*xg41;my41=m41*yg41;mz41=m41*zg41; 
IXX41=0.00081606;IXY41=-0.00000104;IXZ41=0.00000038; IYY41=0.01290515; 
IYZ41=-0.00000002; IZZ41=0.01288718; 
  
%Articulaciones 
Fv42=0;  Fc42=0; 
Fv41=0;  Fc41=0; 
  
%Plataforma movil 
mm=5.39602353; 
xgm=0.03191104;ygm=0.00978093;zgm=0.03260286; 
mxm=mm*xgm;mym=mm*ygm;mzm=mm*zgm; 
IXXm=0.03962002;IXYm=0.00171831;IXZm=-0.00022880; IYYm=0.11646212; 
IYZm=0.00007127; IZZm=0.15439899; 
   
%Vector con los parametros iniciales antes de optimizarlos 
P_din=[IXX12, IXY12, IXZ12, IYY12, IYZ12, IZZ12, IXX11, IXY11, IXZ11, 
IYY11, IYZ11, IZZ11, mx12, my12, mz12, mx11, my11, mz11, m12, IXX22, 
IXY22, IXZ22, IYY22, IYZ22, IZZ22, IXX21, IXY21, IXZ21, IYY21, IYZ21, 
IZZ21, mx22, my22, mz22, mx21, my21, mz21, m22, IXX32, IXY32, IXZ32, 
IYY32, IYZ32, IZZ32, IXX31, IXY31, IXZ31, IYY31, IYZ31, IZZ31, mx32, 
my32, mz32, mx31, my31, mz31, m32, IYY42, IZZ41, mx42, mz42, mx41, my41, 
m42, IXXm, IXYm, IXZm, IYYm, IYZm, IZZm, mxm, mym, mzm, mm, Fv13, Fc13, 
Fv12, Fc12, Fv11, Fc11, Fv23, Fc23, Fv22, Fc22, Fv21, Fc21, Fv33, Fc33, 
Fv32, Fc32, Fv31, Fc31, Fv42, Fc42, Fv41, Fc41]; 
  
%SIMULACIÓN DE TRAYECTORIA USANDO ADAMS/VIEW 
dir_prin=pwd;     %Carpeta principal de los programas 
dir_sim=strcat(dir_prin,'\Planta Adams');    %Carpeta de la planta 
dinámica 
cd(dir_sim);      %Cambio a directorio 
Planta_1;         %Configuración de la planta en Matlab 
sim('Planta_adams_1');  %Inicio de simulación para la trayectoria 
seleccionada 
cd(dir_prin);       %Retorna a la carpeta principal 
%Extracción de datos 
q_ad_i=q_adams_i.Data';     %Extrancción de los datos de posición para 
las juntas indepentientes 
q_ad_d=q_adams_d.Data';     %Extrancción de los datos de posición para 
las juntas depentientes 
q_ad_d(1:9,:)=q_ad_d(1:9,:)*pi/180;     %Conversión de grados a radianes 
qp_ad_i=qp_adams_i.Data';   %Extrancción de los datos de velocidad para 
las juntas indepentientes 
qp_ad_d=qp_adams_d.Data';   %Extrancción de los datos de velocidad para 
las juntas depentientes 
qp_ad_d(1:9,:)=qp_ad_d(1:9,:)*pi/180;   %Conversión de grados a radianes 
qpp_ad_i=qpp_adams_i.Data'; %Extrancción de los datos de aceleración para 
las juntas indepentientes 
qpp_ad_d=qpp_adams_d.Data'; %Extrancción de los datos de aceleración para 
las juntas depentientes 
qpp_ad_d(1:9,:)=qpp_ad_d(1:9,:)*pi/180; %Conversión de grados a radianes 
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T_ad_i=T_adams_i.Data';     %extracción de fuerzas generalizadas 
estimadas en ADAMS/VIEW 
  
%CALCULO DE FUERZAS GENERALIZADAS Y MATRIZ DE OBSERVACIÓN PARA LAS 
ARTICULACIONES ACTIVAS 
  
%POSICIÓN INICIAL DE LAS JUNTAS DEPENDIENTES 
qo11=57.881454*(pi/180);qo12=(89.429556-90)*(pi/180); 
qo21=96.050422*(pi/180);qo22=(70.966135-90)*(pi/180); 
qo31=98.618857*(pi/180);qo32=(107.422735-90)*(pi/180); 
qo41=(90-6.784472)*(pi/180);Tmo=-
14.098356*(pi/180);Smo=1.402507*(pi/180);Xmo=0.055332;Zmo=0.465105; 
  
%Calculo de la posición de las variables generalizadas dependientes 
qo_d=[qo12,qo11,qo22,qo21,qo32,qo31,qo41,Smo,Tmo,Zmo,Xmo];       %Punto 
inicial de las variables generalizadas dependientes del Robot 
T_m_i=[]; 
W_m_i=[]; 
W_f_i=[]; 
q_m_d=[]; 
qp_m_d=[]; 
qpp_m_d=[]; 
T_m_p1=[];  %Aux 
for k=1:Nptos 
    q_i_f=q_op_i(:,k)';    %Puntos de evaluación de las variables 
generalizadas independientes 
    qaux_d=fsolve(@erpos,qo_d,al_fsolve);       %Calculo de la posición 
de las variables generalizadas en el punto "k" ,al_fsolve 
    qo_d=qaux_d;        %Actualizo el punto inicial para las variables 
generalizadas dependientes 
    q_m_d=[q_m_d qaux_d'];  %Almacenamiento de las variables calculadas 
para el punto "k" 
     
    %CÁLCULO DE VELOCIDADES 
    Jd=MJd(q_op_i(1:4,k),q_m_d(1:9,k)); 
    Ji=MJi(q_m_d(1:7,k)); 
    X=Jd\Ji; %Operación equivalente a "inv(Jd)*Ji;" 
    qpaux_d=-X*qp_op_i(:,k);   %Calculo de la velocidad de las variables 
generalizadas dependiente en el punto "k" 
    qp_m_d=[qp_m_d qpaux_d];            %Almacenamiento de las 
velocidades calculadas 
     
    %CÁLCULO DE ACELERACIONES 
    B=VBac(q_op_i(1:4,k),q_m_d(1:9,k),qp_op_i(1:4,k),qp_m_d(1:9,k));    
%Calculo de la componente no dependiente de las aceleraciones 
generalizadas 
    qppaux_d=-X*qpp_op_i(:,k)+B;  %Calculo de la aceleración de las 
variables generalizadas dependiente en el punto "k" 
    qpp_m_d=[qpp_m_d qppaux_d];             %Almacenamiento de las 
aceleraciones calculadas 
     
    %Matriz de observación de cada punto de simulación 
    
[Kd_p,Kd_f]=MKd(q_op_i(1:4,k),q_m_d(1:11,k),qp_op_i(1:4,k),qp_m_d(1:11,k)
,qpp_op_i(1:4,k),qpp_m_d(1:11,k));     %Cálculo de la matriz K de las 
variables dependientes para el punto "k" 
    
[Ki_p,Ki_f]=MKi(q_op_i(1:4,k),q_m_d(1:11,k),qp_op_i(1:4,k),qp_m_d(1:11,k)



 
 

119 
 

,qpp_op_i(1:4,k),qpp_m_d(1:11,k));     %Cálculo de la matriz K de las 
variables independientes para el punto "k" 
    Waux_p=Ki_p-(X')*Kd_p;                                                                            
%Cálculo de la fila para el punto "k" de la matriz de observación-modelo 
inercial 
    Waux_f=Ki_f-(X')*Kd_f;                                                                            
%Cálculo de la fila para el punto "k" de la matriz de observación-modelo 
de fricción 
    Taux=[Waux_p Waux_f]*P_din';       %Fuerzas generalizadas calculadas 
para el punto "k" 
    W_m_i=[W_m_i;Waux_p];   %Matriz de observación-modelo inercial 
    W_f_i=[W_f_i;Waux_f];   %Matriz de observación -modelo de fricción 
    T_m_i=[T_m_i Taux];     %Fuerzas generalizadas calculadas 
end 
  
%CALCULO DE ERRORES  
%Variables independientes 
e_q_i=q_ad_i-q_op_i; 
e_qp_i=qp_ad_i-qp_op_i; 
e_qpp_i=qpp_ad_i-qpp_op_i; 
%Variables dependientes 
e_q_d=q_ad_d-q_m_d; 
e_qp_d=qp_ad_d-qp_m_d; 
e_qpp_d=qpp_ad_d-qpp_m_d; 
%Fuerzas generalizadas 
e_T_i=T_ad_i-T_m_i; 
  
%GRAFICAS COMPARATIVAS 
  
eti_t='t(s)';eti_q_i='q(m)';eti_qp_i='qp(m/s)';eti_qpp_i='qpp(m/s^2)'; 
eti_q_d='q(rad)';eti_qp_d='qp(rad/s)';eti_qpp_d='qpp(rad/s^2)'; 
eti_T_i='F(N)';eti_e_T_i='e(N)'; 
eti_e_q_i='e(m)';eti_e_qp_i='e(m/s)';eti_e_qpp_i='e(m/s^2)'; 
eti_e_q_d='e(rad)';eti_e_qp_d='e(rad/s)';eti_e_qpp_d='e(rad/s^2)'; 
  
%GRAFICA DE FUERZAS GENERALIZADAS PARA LAS ARTICULACIONES INDEPENDIENTES 
  
fgrafica(v_ts,[T_m_i(1,:);T_ad_i(1,:);e_T_i(1,:)],[0 TS],[2 
1],{eti_t,eti_t},{eti_T_i,eti_e_T_i},{'Fuerza, Pata 
1','Error'},{'F_1_m','F_1_s','e'},46) 
fgrafica(v_ts,[T_m_i(2,:);T_ad_i(2,:);e_T_i(2,:)],[0 TS],[2 
1],{eti_t,eti_t},{eti_T_i,eti_e_T_i},{'Fuerza, Pata 
2','Error'},{'F_2_m','F_2_s','e'},47) 
fgrafica(v_ts,[T_m_i(3,:);T_ad_i(3,:);e_T_i(3,:)],[0 TS],[2 
1],{eti_t,eti_t},{eti_T_i,eti_e_T_i},{'Fuerza, Pata 
3','Error'},{'F_3_m','F_3_s','e'},48) 
fgrafica(v_ts,[T_m_i(4,:);T_ad_i(4,:);e_T_i(4,:)],[0 TS],[2 
1],{eti_t,eti_t},{eti_T_i,eti_e_T_i},{'Fuerza, Pata 
4','Error'},{'F_4_m','F_4_s','e'},49) 
  
%% 
%FUERZAS GENERALIZADAS PARA LAS ARTICULACIONES ACTIVAS EN FORMA VECTORIAL 
[f,c]=size(T_ad_i); %Tamaño del vector de datos para las fuerzas 
generalizadas independientes 
VT_ad_i=[];         %Variable para almacenar las fuerzas generalizadas en 
forma vectorial 
for k=1:c 
    %Vector de fuerzas generalizadas para los puntos "Nptos" 
    VT_ad_i=[VT_ad_i;T_ad_i(:,k)];  
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end 
  
%REDUCCIÓN DEL MODELO USANDO SVD 
%Dimensiones de la matriz de observación 
[r_W,c_W]=size(W_m_i); 
%Obtención de la Matriz U, S y V 
[U,S,V]=svd(W_m_i); 
S_max=S(1,1);                     %Maximo valor singular 
c1=r_W;                           %Columnas de la matriz de observación 
  
for i=1:c_W 
    if S(i,i)<(c1*e_r*S_max)  
        S(i,i)=0;       %Eliminar valores singulares por debajo de la 
tolerancia 
    end 
end 
  
b=rank(S);                 %Calculo del rango de la matriz de observación 
  
r_v2=c_W;                  %Número de filas de las matriz V2 
c_v2=c_W-b;                %Número de columnas de las matriz V2 
  
V2=V(1:r_v2,(b+1):c_W);    %Se determina la submatriz V2 de la matriz V 
  
%Verificación de la obtención de las matrices V2 
e_V2=sum(sum(W_m_i*V2)) 
  
%Obtención de la matriz de permutación y las matrices V21 y V22 
Pt=zeros(r_v2,r_v2);     %Matriz de permutación transpuesta 
V21=[];       
V22=[]; 
V22(1,:)=V2(1,:);       %Primera fila de la matriz V22 
Pt(b+1,1)=1; 
j=2; 
k=1; 
for i=2:r_v2 
    if (rank([V22;V2(i,:)]))==j && j<=c_v2 
        V22(j,:)=V2(i,:);                   %Obtención de las filas de la 
matriz V22 
        Pt(b+j,i)=1; 
        j=j+1; 
    else 
        V21(k,:)=V2(i,:);                   %Obtención de las filas de la 
matriz V21 
        Pt(k,i)=1; 
        k=k+1; 
    end 
end 
  
%Verificación de la obtención de las matrices V21 y V22 
e_V21_V22=sum(sum(Pt*V2-[V21;V22])) 
  
P=Pt';  %Obtención de la matriz de permutación P 
  
Beta=-V21/V22; %-V21*inv(V22) 
  
W_P=W_m_i*P;    %Calculo de la matriz W permutada 
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W1_p=W_P(1:r_W,1:b); %Extraccion de las columnas independientes de la 
matriz permutada 
W1=[W1_p W_f_i];     %Matriz de observación reducida incluyendo modelo de 
fricción 
Fr=[eye(b) Beta]*Pt;       %Factor para reducción a parametros Base 
  
%Carga de variables simbolicas 
load('Var_Ji.mat'); 
load('Var_Ki.mat'); 
load('Var_Jd.mat'); 
load('Var_Kd.mat'); 
load('Var_P.mat'); 
  
X_s=Jd_s\Ji_s; 
W_p_s=Ki_s(:,1:74)-Tmx(X_s)*Kd_s(:,1:74);     %Obtencion de la Matriz W-
modelo inercial en forma simbolica 
W_f_s=Ki_s(:,75:96)-Tmx(X_s)*Kd_s(:,75:96);     %Obtencion de la Matriz 
W-modelo de fricción en forma simbolica 
  
WP_p_s=W_p_s*P; 
W1_p_s=WP_p_s(:,1:b); %Matriz W1 en forma simbolica 
W1_s=[W1_p_s W_f_s]; 
P_p_base=Fr*P_s(1:74);   %Parametros Base en forma simbolica 
P_base=[P_p_base;P_s(75:96)]; 
save('Var_Param_base.mat','W1','P','b','Fr','VT_ad_i','W1_s','P_base') 
  
%Valores numericos de los parametros base calculados 
W_P_num=W_m_i*P; 
W1_num=W_P_num(1:r_W,1:b); 
P_base_num=(inv(W1_num'*W1_num))*W1_num'*VT_ad_i; 
save('Var_Param_base_num.mat','P_base_num'); 
  



 
 

122 
 

ANEXO III. 

ANÁLISIS DE COMPATIBILIDAD DE LOS PARÁMETROS BASE 

IDENTIFICADOS PARA EL MODELO DINÁMICO LINEAL DEL 

ROBOT 3UPS + 1RPU 

%ESCUELA POLITÉCNICA NACIONAL-MAESTRÍA EN MECATRÓNICA Y ROBÓTICA 
%Ing. Elizabeth Armas 
%Modelo dinamico en parametros inerciales - Robot paralelo 3UPS+1RPU  
  
%VALIDACIÓN DE PARAMETROS BASE IDENTIFICADOS 
  
clear all; close all; clc 
  
%DECLARACIÓN DE VARIABLES GLOBALES 
global R r b2f b3f b2m b3m g q_i_f 
  
%Carga de Trayectorias optimas para el proceso de identificación 
load('Var_foptimas2.mat','v_ts','q_op_i','qp_op_i','qpp_op_i'); 
load('Var_Param_base.mat','W1','P','b','Fr') 
load('Var_Param_base_num.mat','P_base_num') 
load('Var_Pajustados','P_din_op') 
  
%Configuración fsolve 
al_fsolve=optimoptions(@fsolve,'Algorithm','levenberg-marquardt'); 
  
%PRECISIÓN DE CÁLCULO DEL COMPUTADOR 
e_r=1e-9; 
  
%PARAMETROS DE SIMULACIÓN 
[f_ts,c_ts]=size(v_ts);  %Tamaño de la serie de tiempo del experimento 
TS=v_ts(c_ts);      %Tiempo del experimento 
dt=v_ts(2)-v_ts(1);     %Delta de tiempo 
Nptos=c_ts;    %Numero de puntos 
psim=0.05;     %Delta de muestreo 
  
%DESPLAZAMENTOS PARA CADA ARTICULACIÓN ACTIVA 
%Puntos de inicio de cada actuador 
qo=[0.425729;0.428574;0.428574;0.375826]; 
  
%Trayectorias de desplazamiento para cada articulación activa 
auxqop=q_op_i; 
for i=1:c_ts 
    dq_op_i(:,i)=auxqop(:,i)-qo; 
end 
%% 
%CARACTERISTICAS GEOMETRICAS DEL ROBOT 
%Plataforma fija 
R=0.4; 
b2f=50*(pi/180); 
b3f=40*(pi/180); 
%Plataforma móvil 
r=0.2; 
b2m=40*(pi/180); 
b3m=30*(pi/180); 
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%GRAVEDAD 
g=-9.81; 
  
%SIMULACIÓN DE TRAYECTORIA USANDO ADAMS/VIEW 
dir_prin=pwd;     %Carpeta principal de los programas 
dir_sim=strcat(dir_prin,'\Planta Adams Validacion');    %Carpeta de la 
planta dinámica % 
cd(dir_sim);      %Cambio a directorio 
Planta_1;         %Configuración de la planta en Matlab 
sim('Planta_adams_2');  %Inicio de simulación para la trayectoria 
seleccionada 
cd(dir_prin);       %Retorna a la carpeta principal 
%Extracción de datos 
q_ad_i=q_adams_i.Data';     %Extrancción de los datos de posición para 
las juntas indepentientes 
q_ad_d=q_adams_d.Data';     %Extrancción de los datos de posición para 
las juntas depentientes 
q_ad_d(1:9,:)=q_ad_d(1:9,:)*pi/180;     %Conversión de grados a radianes 
qp_ad_i=qp_adams_i.Data';   %Extrancción de los datos de velocidad para 
las juntas indepentientes 
qp_ad_d=qp_adams_d.Data';   %Extrancción de los datos de velocidad para 
las juntas depentientes 
qp_ad_d(1:9,:)=qp_ad_d(1:9,:)*pi/180;   %Conversión de grados a radianes 
qpp_ad_i=qpp_adams_i.Data'; %Extrancción de los datos de aceleración para 
las juntas indepentientes 
qpp_ad_d=qpp_adams_d.Data'; %Extrancción de los datos de aceleración para 
las juntas depentientes 
qpp_ad_d(1:9,:)=qpp_ad_d(1:9,:)*pi/180; %Conversión de grados a radianes 
T_ad_i=T_adams_i.Data';     %extracción de fuerzas generalizadas 
estimadas en ADAMS/VIEW 
  
%% 
%CALCULO DE FUERZAS GENERALIZADAS Y MATRIZ DE OBSERVACIÓN PARA LAS 
ARTICULACIONES ACTIVAS 
  
%POSICIÓN INICIAL DE LAS JUNTAS DEPENDIENTES 
qo11=57.881454*(pi/180);qo12=(89.429556-90)*(pi/180); 
qo21=96.050422*(pi/180);qo22=(70.966135-90)*(pi/180); 
qo31=98.618857*(pi/180);qo32=(107.422735-90)*(pi/180); 
qo41=(90-6.784472)*(pi/180);Tmo=-
14.098356*(pi/180);Smo=1.402507*(pi/180);Xmo=0.055332;Zmo=0.465105; 
  
%Calculo de la posición de las variables generalizadas dependientes 
qo_d=[qo12,qo11,qo22,qo21,qo32,qo31,qo41,Smo,Tmo,Zmo,Xmo];       %Punto 
inicial de las variables generalizadas dependientes del Robot 
T_m_i=[]; 
q_m_d=[]; 
qp_m_d=[]; 
qpp_m_d=[]; 
for k=1:Nptos 
    q_i_f=q_op_i(:,k)';    %Puntos de evaluación de las variables 
generalizadas independientes 
    qaux_d=fsolve(@erpos,qo_d,al_fsolve);       %Calculo de la posición 
de las variables generalizadas en el punto "k" ,al_fsolve 
    qo_d=qaux_d;        %Actualizo el punto inicial para las variables 
generalizadas dependientes 
    q_m_d=[q_m_d qaux_d'];  %Almacenamiento de las variables calculadas 
para el punto "k" 
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    %CÁLCULO DE VELOCIDADES 
    Jd=MJd(q_op_i(1:4,k),q_m_d(1:9,k)); 
    Ji=MJi(q_m_d(1:7,k)); 
    X=Jd\Ji; %Operación equivalentea "inv(Jd)*Ji;" 
    qpaux_d=-X*qp_op_i(:,k);   %Calculo de la velocidad de las variables 
generalizadas dependiente en el punto "k" 
    qp_m_d=[qp_m_d qpaux_d];            %Almacenamiento de las 
velocidades calculadas 
     
    %CÁLCULO DE ACELERACIONES 
    B=VBac(q_op_i(1:4,k),q_m_d(1:9,k),qp_op_i(1:4,k),qp_m_d(1:9,k));    
%Calculo de la componente no dependiente de las aceleraciones 
generalizadas 
    qppaux_d=-X*qpp_op_i(:,k)+B;  %Calculo de la aceleración de las 
variables generalizadas dependiente en el punto "k" 
    qpp_m_d=[qpp_m_d qppaux_d];             %Almacenamiento de las 
aceleraciones calculadas 
     
    %Matriz de observación de cada punto de simulación 
    
[Kd_p,Kd_f]=MKd(q_op_i(1:4,k),q_m_d(1:11,k),qp_op_i(1:4,k),qp_m_d(1:11,k)
,qpp_op_i(1:4,k),qpp_m_d(1:11,k));     %Cálculo de la matriz K de las 
variables dependientes para el punto "k" 
    
[Ki_p,Ki_f]=MKi(q_op_i(1:4,k),q_m_d(1:11,k),qp_op_i(1:4,k),qp_m_d(1:11,k)
,qpp_op_i(1:4,k),qpp_m_d(1:11,k));     %Cálculo de la matriz K de las 
variables independientes para el punto "k" 
    Waux_p=Ki_p-(X')*Kd_p;                                                                            
%Cálculo de la fila para el punto "k" de la matriz de observación-modelo 
inercial 
    Waux_f=Ki_f-(X')*Kd_f;                                                                            
%Cálculo de la fila para el punto "k" de la matriz de observación-modelo 
de fricción 
    W_P=Waux_p*P;    %Calculo de la matriz W permutada 
    W1_p=W_P(:,1:b); %Extraccion de las columnas independientes de la 
matriz permutada 
    W1=[W1_p Waux_f];   %Matriz de observación reducida, incluye el 
modelo de fricción 
    P_p_b=Fr*P_din_op(1:74)'; 
    P_b=[P_p_b;P_din_op(75:96)']; 
    Taux=W1*P_b;       %Fuerzas generalizadas calculadas para el punto 
"k" 
    %Taux=[Waux_p Waux_f]*P_din_op';       %Fuerzas generalizadas 
calculadas para el punto "k" 
    T_m_i=[T_m_i Taux];     %Fuerzas generalizadas calculadas 
end 
  
%CALCULO DE ERRORES  
%Variables independientes 
e_q_i=q_ad_i-q_op_i; 
e_qp_i=qp_ad_i-qp_op_i; 
e_qpp_i=qpp_ad_i-qpp_op_i; 
%Variables dependientes 
e_q_d=q_ad_d-q_m_d; 
e_qp_d=qp_ad_d-qp_m_d; 
e_qpp_d=qpp_ad_d-qpp_m_d; 
%Fuerzas generalizadas 
e_T_i=T_ad_i-T_m_i; 
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%ERROR CUADRATICO MEDIO DE FUERZAS GENERALIZADAS 
ECMF=sqrt((sum((e_T_i.^2),2))/(Nptos+1)); 
  
%GRAFICAS COMPARATIVAS 
  
eti_t='t(s)';eti_q_i='q(m)';eti_qp_i='qp(m/s)';eti_qpp_i='qpp(m/s^2)'; 
eti_q_d='q(rad)';eti_qp_d='qp(rad/s)';eti_qpp_d='qpp(rad/s^2)'; 
eti_T_i='F(N)';eti_e_T_i='e(N)'; 
eti_e_q_i='e(m)';eti_e_qp_i='e(m/s)';eti_e_qpp_i='e(m/s^2)'; 
eti_e_q_d='e(rad)';eti_e_qp_d='e(rad/s)';eti_e_qpp_d='e(rad/s^2)'; 
  
%Posición juntas idependientes 
%fgrafica(v_ts,[q_op_i(1,:);q_ad_i(1,:);e_q_i(1,:)],[0 TS],[2 
1],{eti_t,eti_t},{eti_q_i,eti_e_q_i},{'Posición de junta activa, pata 
1','Error'},{'q_1_3_m','q_1_3_s','e'},1) 
%fgrafica(v_ts,[q_op_i(2,:);q_ad_i(2,:);e_q_i(2,:)],[0 TS],[2 
1],{eti_t,eti_t},{eti_q_i,eti_e_q_i},{'Posición de junta activa, pata 
2','Error'},{'q_2_3_m','q_2_3_s','e'},2) 
%fgrafica(v_ts,[q_op_i(3,:);q_ad_i(3,:);e_q_i(3,:)],[0 TS],[2 
1],{eti_t,eti_t},{eti_q_i,eti_e_q_i},{'Posición de junta activa, pata 
3','Error'},{'q_3_3_m','q_3_3_s','e'},3) 
%fgrafica(v_ts,[q_op_i(4,:);q_ad_i(4,:);e_q_i(4,:)],[0 TS],[2 
1],{eti_t,eti_t},{eti_q_i,eti_e_q_i},{'Posición de junta activa, pata 
4','Error'},{'q_4_2_m','q_4_2_s','e'},4) 
%Posición juntas dependientes 
%fgrafica(v_ts,[q_m_d(1,:);q_ad_d(1,:);e_q_d(1,:)],[0 TS],[2 
1],{eti_t,eti_t},{eti_q_d,eti_e_q_d},{'Posición de junta dependiente, 
pata 1','Error'},{'q_1_2_m','q_1_2_s','e'},5) 
%fgrafica(v_ts,[q_m_d(2,:);q_ad_d(2,:);e_q_d(2,:)],[0 TS],[2 
1],{eti_t,eti_t},{eti_q_d,eti_e_q_d},{'Posición de junta dependiente, 
pata 1','Error'},{'q_1_1_m','q_1_1_s','e'},6) 
%fgrafica(v_ts,[q_m_d(3,:);q_ad_d(3,:);e_q_d(3,:)],[0 TS],[2 
1],{eti_t,eti_t},{eti_q_d,eti_e_q_d},{'Posición de junta dependiente, 
pata 2','Error'},{'q_2_2_m','q_2_2_s','e'},7) 
%fgrafica(v_ts,[q_m_d(4,:);q_ad_d(4,:);e_q_d(4,:)],[0 TS],[2 
1],{eti_t,eti_t},{eti_q_d,eti_e_q_d},{'Posición de junta dependiente, 
pata 2','Error'},{'q_2_1_m','q_2_1_s','e'},8) 
%fgrafica(v_ts,[q_m_d(5,:);q_ad_d(5,:);e_q_d(5,:)],[0 TS],[2 
1],{eti_t,eti_t},{eti_q_d,eti_e_q_d},{'Posición de junta dependiente, 
pata 3','Error'},{'q_3_2_m','q_3_2_s','e'},9) 
%fgrafica(v_ts,[q_m_d(6,:);q_ad_d(6,:);e_q_d(6,:)],[0 TS],[2 
1],{eti_t,eti_t},{eti_q_d,eti_e_q_d},{'Posición de junta dependiente, 
pata 3','Error'},{'q_3_1_m','q_3_1_s','e'},10) 
%fgrafica(v_ts,[q_m_d(7,:);q_ad_d(7,:);e_q_d(7,:)],[0 TS],[2 
1],{eti_t,eti_t},{eti_q_d,eti_e_q_d},{'Posición de junta dependiente, 
pata 3','Error'},{'q_4_1_m','q_4_1_s','e'},11) 
%fgrafica(v_ts,[q_m_d(8,:);q_ad_d(8,:);e_q_d(8,:)],[0 TS],[2 
1],{eti_t,eti_t},{eti_q_d,eti_e_q_d},{'Orientación alrededor del eje Z, P 
movil','Error'},{'S_m','S_s','e'},12) 
%fgrafica(v_ts,[q_m_d(9,:);q_ad_d(9,:);e_q_d(9,:)],[0 TS],[2 
1],{eti_t,eti_t},{eti_q_d,eti_e_q_d},{'Orientación alrededor del eje Y, P 
movil','Error'},{'T_m','T_s','e'},13) 
%fgrafica(v_ts,[q_m_d(10,:);q_ad_d(10,:);e_q_d(10,:)],[0 TS],[2 
1],{eti_t,eti_t},{eti_q_i,eti_e_q_i},{'Posición en el eje Z, P 
movil','Error'},{'Z_m','Z_s','e'},14) 
%fgrafica(v_ts,[q_m_d(11,:);q_ad_d(11,:);e_q_d(11,:)],[0 TS],[2 
1],{eti_t,eti_t},{eti_q_i,eti_e_q_i},{'Posición en el eje X, P 
movil','Error'},{'X_m','X_s','e'},15) 
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%Velocidad juntas idependientes 
%fgrafica(v_ts,[qp_op_i(1,:);qp_ad_i(1,:);e_qp_i(1,:)],[0 TS],[2 
1],{eti_t,eti_t},{eti_qp_i,eti_e_qp_i},{'Velocidad de junta activa, pata 
1','Error'},{'qp_1_3_m','qp_1_3_s','e'},16) 
%fgrafica(v_ts,[qp_op_i(2,:);qp_ad_i(2,:);e_qp_i(2,:)],[0 TS],[2 
1],{eti_t,eti_t},{eti_qp_i,eti_e_qp_i},{'Velocidad de junta activa, pata 
2','Error'},{'qp_2_3_m','qp_2_3_s','e'},17) 
%fgrafica(v_ts,[qp_op_i(3,:);qp_ad_i(3,:);e_qp_i(3,:)],[0 TS],[2 
1],{eti_t,eti_t},{eti_qp_i,eti_e_qp_i},{'Velocidad de junta activa, pata 
3','Error'},{'qp_3_3_m','qp_3_3_s','e'},18) 
%fgrafica(v_ts,[qp_op_i(4,:);qp_ad_i(4,:);e_qp_i(4,:)],[0 TS],[2 
1],{eti_t,eti_t},{eti_qp_i,eti_e_qp_i},{'Velocidad de junta activa, pata 
4','Error'},{'qp_4_2_m','qp_4_2_s','e'},19) 
%Velocidad juntas dependientes 
%fgrafica(v_ts,[qp_m_d(1,:);qp_ad_d(1,:);e_qp_d(1,:)],[0 TS],[2 
1],{eti_t,eti_t},{eti_qp_d,eti_e_qp_d},{'Velocidad de junta dependiente, 
pata 1','Error'},{'qp_1_2_m','qp_1_2_s','e'},20) 
%fgrafica(v_ts,[qp_m_d(2,:);qp_ad_d(2,:);e_qp_d(2,:)],[0 TS],[2 
1],{eti_t,eti_t},{eti_qp_d,eti_e_qp_d},{'Velocidad de junta dependiente, 
pata 1','Error'},{'qp_1_1_m','qp_1_1_s','3'},21) 
%fgrafica(v_ts,[qp_m_d(3,:);qp_ad_d(3,:);e_qp_d(3,:)],[0 TS],[2 
1],{eti_t,eti_t},{eti_qp_d,eti_e_qp_d},{'Velocidad de junta dependiente, 
pata 2','Error'},{'qp_2_2_m','qp_2_2_s','e'},22) 
%fgrafica(v_ts,[qp_m_d(4,:);qp_ad_d(4,:);e_qp_d(4,:)],[0 TS],[2 
1],{eti_t,eti_t},{eti_qp_d,eti_e_qp_d},{'Velocidad de junta dependiente, 
pata 2','Error'},{'qp_2_1_m','qp_2_1_s','e'},23) 
%fgrafica(v_ts,[qp_m_d(5,:);qp_ad_d(5,:);e_qp_d(5,:)],[0 TS],[2 
1],{eti_t,eti_t},{eti_qp_d,eti_e_qp_d},{'Velocidad de junta dependiente, 
pata 3','Error'},{'qp_3_2_m','qp_3_2_s','e'},24) 
%fgrafica(v_ts,[qp_m_d(6,:);qp_ad_d(6,:);e_qp_d(6,:)],[0 TS],[2 
1],{eti_t,eti_t},{eti_qp_d,eti_e_qp_d},{'Velocidad de junta dependiente, 
pata 3','Error'},{'qp_3_1_m','qp_3_1_s','e'},25) 
%fgrafica(v_ts,[qp_m_d(7,:);qp_ad_d(7,:);e_qp_d(7,:)],[0 TS],[2 
1],{eti_t,eti_t},{eti_qp_d,eti_e_qp_d},{'Velocidad de junta dependiente, 
pata 4','Error'},{'qp_4_1_m','qp_4_1_s','e'},26) 
%fgrafica(v_ts,[qp_m_d(8,:);qp_ad_d(8,:);e_qp_d(8,:)],[0 TS],[2 
1],{eti_t,eti_t},{eti_qp_d,eti_e_qp_d},{'Velocidad alrededor del eje Z, P 
movil','Error'},{'Sp_m','Sp_s','e'},27) 
%fgrafica(v_ts,[qp_m_d(9,:);qp_ad_d(9,:);e_qp_d(9,:)],[0 TS],[2 
1],{eti_t,eti_t},{eti_qp_d,eti_e_qp_d},{'Velocidad alrededor del eje Y, P 
movil','Error'},{'Tp_m','Tp_s','e'},28) 
%fgrafica(v_ts,[qp_m_d(10,:);qp_ad_d(10,:);e_qp_d(10,:)],[0 TS],[2 
1],{eti_t,eti_t},{eti_qp_i,eti_e_qp_i},{'Velocidad en el eje Z, P 
movil','Error'},{'VZ_m','VZ_s','e'},29) 
%fgrafica(v_ts,[qp_m_d(11,:);qp_ad_d(11,:);e_qp_d(11,:)],[0 TS],[2 
1],{eti_t,eti_t},{eti_qp_i,eti_e_qp_i},{'Velocidad en el eje X, P 
movil','Error'},{'VX_m','VX_s','e'},30) 
%Aceleración juntas idependientes 
%fgrafica(v_ts,[qpp_op_i(1,:);qpp_ad_i(1,:);e_qpp_i(1,:)],[0 TS],[2 
1],{eti_t,eti_t},{eti_qpp_i,eti_e_qpp_i},{'Aceleración de junta activa, 
pata 1','Error'},{'qpp_1_3_m','qpp_1_3_s','e'},31) 
%fgrafica(v_ts,[qpp_op_i(2,:);qpp_ad_i(2,:);e_qpp_i(2,:)],[0 TS],[2 
1],{eti_t,eti_t},{eti_qpp_i,eti_e_qpp_i},{'Aceleración de junta activa, 
pata 2','Error'},{'qpp_2_3_m','qpp_2_3_s','e'},32) 
%fgrafica(v_ts,[qpp_op_i(3,:);qpp_ad_i(3,:);e_qpp_i(3,:)],[0 TS],[2 
1],{eti_t,eti_t},{eti_qpp_i,eti_e_qpp_i},{'Aceleración de junta activa, 
pata 3','Error'},{'qpp_3_3_m','qpp_3_3_s','e'},33) 
%fgrafica(v_ts,[qpp_op_i(4,:);qpp_ad_i(4,:);e_qpp_i(4,:)],[0 TS],[2 
1],{eti_t,eti_t},{eti_qpp_i,eti_e_qpp_i},{'Aceleración de junta activa, 
pata 4','Error'},{'qpp_4_2_m','qpp_4_2_s','e'},34) 
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%Aceleración juntas dependientes 
%fgrafica(v_ts,[qpp_m_d(1,:);qpp_ad_d(1,:);e_qpp_d(1,:)],[0 TS],[2 
1],{eti_t,eti_t},{eti_qpp_d,eti_e_qpp_d},{'Aceleración de junta 
dependiente, pata 1','Error'},{'qpp_1_2_m','qpp_1_2_s','e'},35) 
%fgrafica(v_ts,[qpp_m_d(2,:);qpp_ad_d(2,:);e_qpp_d(2,:)],[0 TS],[2 
1],{eti_t,eti_t},{eti_qpp_d,eti_e_qpp_d},{'Aceleración de junta 
dependiente, pata 1','Error'},{'qpp_1_1_m','qpp_1_1_s','e'},36) 
%fgrafica(v_ts,[qpp_m_d(3,:);qpp_ad_d(3,:);e_qpp_d(3,:)],[0 TS],[2 
1],{eti_t,eti_t},{eti_qpp_d,eti_e_qpp_d},{'Aceleración de junta 
dependiente, pata 2','Error'},{'qpp_2_2_m','qpp_2_2_s','e'},37) 
%fgrafica(v_ts,[qpp_m_d(4,:);qpp_ad_d(4,:);e_qpp_d(4,:)],[0 TS],[2 
1],{eti_t,eti_t},{eti_qpp_d,eti_e_qpp_d},{'Aceleración de junta 
dependiente, pata 2','Error'},{'qpp_2_1_m','qpp_2_1_s','e'},38) 
%fgrafica(v_ts,[qpp_m_d(5,:);qpp_ad_d(5,:);e_qpp_d(5,:)],[0 TS],[2 
1],{eti_t,eti_t},{eti_qpp_d,eti_e_qpp_d},{'Aceleración de junta 
dependiente, pata 3','Error'},{'qpp_3_2_m','qpp_3_2_s','e'},39) 
%fgrafica(v_ts,[qpp_m_d(6,:);qpp_ad_d(6,:);e_qpp_d(6,:)],[0 TS],[2 
1],{eti_t,eti_t},{eti_qpp_d,eti_e_qpp_d},{'Aceleración de junta 
dependiente, pata 3','Error'},{'qpp_3_1_m','qpp_3_1_s','e'},40) 
%fgrafica(v_ts,[qpp_m_d(7,:);qpp_ad_d(7,:);e_qpp_d(7,:)],[0 TS],[2 
1],{eti_t,eti_t},{eti_qpp_d,eti_e_qpp_d},{'Aceleración de junta 
dependiente, pata 3','Error'},{'qpp_4_1_m','qpp_4_1_s','e'},41) 
%fgrafica(v_ts,[qpp_m_d(8,:);qpp_ad_d(8,:);e_qpp_d(8,:)],[0 TS],[2 
1],{eti_t,eti_t},{eti_qpp_d,eti_e_qpp_d},{'Aceleración alrededor del eje 
Z, P movil','Error'},{'Spp_m','Spp_s','e'},42) 
%fgrafica(v_ts,[qpp_m_d(9,:);qpp_ad_d(9,:);e_qpp_d(9,:)],[0 TS],[2 
1],{eti_t,eti_t},{eti_qpp_d,eti_e_qpp_d},{'Aceleración alrededor del eje 
Y, P movil','Error'},{'Tpp_m','Tpp_s','e'},43) 
%fgrafica(v_ts,[qpp_m_d(10,:);qpp_ad_d(10,:);e_qpp_d(10,:)],[0 TS],[2 
1],{eti_t,eti_t},{eti_qpp_d,eti_e_qpp_d},{'Aceleración en el eje Z, P 
movil','Error'},{'AZ_m','AZ_s','e'},44) 
%fgrafica(v_ts,[qpp_m_d(11,:);qpp_ad_d(11,:);e_qpp_d(11,:)],[0 TS],[2 
1],{eti_t,eti_t},{eti_qpp_d,eti_e_qpp_d},{'Aceleración en el eje X, P 
movil','Error'},{'AX_m','AX_s','e'},45) 
  
fgrafica(v_ts,[T_m_i(1,:);T_ad_i(1,:);e_T_i(1,:)],[0 TS],[2 
1],{eti_t,eti_t},{eti_T_i,eti_e_T_i},{'Fuerza, Pata 
1','Error'},{'F_1_m','F_1_s','e'},46) 
fgrafica(v_ts,[T_m_i(2,:);T_ad_i(2,:);e_T_i(2,:)],[0 TS],[2 
1],{eti_t,eti_t},{eti_T_i,eti_e_T_i},{'Fuerza, Pata 
2','Error'},{'F_2_m','F_2_s','e'},47) 
fgrafica(v_ts,[T_m_i(3,:);T_ad_i(3,:);e_T_i(3,:)],[0 TS],[2 
1],{eti_t,eti_t},{eti_T_i,eti_e_T_i},{'Fuerza, Pata 
3','Error'},{'F_3_m','F_3_s','e'},48) 
fgrafica(v_ts,[T_m_i(4,:);T_ad_i(4,:);e_T_i(4,:)],[0 TS],[2 
1],{eti_t,eti_t},{eti_T_i,eti_e_T_i},{'Fuerza, Pata 
4','Error'},{'F_4_m','F_4_s','e'},49) 
 

 


