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Resumen

En el presente trabajo se estudia existencia, unicidad y comportamiento en tiem-
pos grandes de soluciones del problema de Cauchy unidimensional de la ecuaciéon
de reacciéon-difusién, con no linealidades del tipo Fisher-KPP en el término de reac-
cién y con la condicién inicial uniformemente continua, que se comporta como
un frente y que decae mds lentamente que cualquier funcién exponencial cuando
X — +oo.

Para el estudio de existencia y unicidad utilizaremos principio de Duhamel y teo-
rema de punto fijo de Banach. Mientras que para el estudio del comportamiento
asintotico espacial y temporal de las soluciones del problema, usaremos conjuntos

de nivel, principio de comparacién, sub y staper soluciones.
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Abstract

In this paper we will study the existence, uniqueness and behavior of the solu-
tions over large time of the one dimensional Cauchy problem for the reaction dif-
fusion equation with Fisher-KPP non linearities on the reaction term and with a
uniformly continuous and front-like initial conditions that decays more slowly than
any other exponential function as x— > co.

To study the existence and uniqueness we will use the Duhamel’s principle and Ba-
nach’s fixed point theorem. On the other hand, to study the asymptotic behavior of
the solutions for the problem, we will use level sets, comparison principle, sub and

super solutions (mild).
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Notacion

Notaciones generales

R" Espacio de ntimeros reales de dimensién n.
R+ 10, oo].

IN Espacio de ntimeros naturales.

zx Espacio de los enteros positivos.

B(x,r) Bola abierta en R con centro en x y radio r.
ou Frontera de U.

u Clausura de U.

Ur Cilindro parabdlico.

I'r Frontera del cilindro parabdlico Ur.

ctp Casi todo punto.

fr Parte positiva de f.

f- Parte negativa de f.

| x| Valor absoluto de x.

Ju(t,x)/0x = u, Derivada parcial con respecto a x de u.

Ju(t,x)/ot = u; Derivada parcial con respecto al tiempo t de u.

fxg Producto de convolucién de f con g.

— Convergencia débil.

N, () Conjuntos de nivel .

ug ' (A) Imagen inversa del conjunto A por uy.

D(t, x) Solucién fundamental de la ecuacién de calor homogénea.



Espacios funcionales

Sean X, Y espacios de Banach

L(X,Y)

Normas

Espacio de operadores lineales de X en Y.

Espacio de operadores lineales y acotadas de X en Y.

B(X,X)

Dominio del operador A.

Funciones en U continuas.

Espacio de funciones & : [a,b] — Y continuas.

Espacio de funciones F : 0,00[x X — X continuamente diferenciables.
Espacio de funciones continuas con soporte compacto en U.

Espacio de funciones k-veces continuamente diferenciables sobre U.

M c* ).
k>0
Espacio de funciones Holder k-veces continuamente diferenciable.

u(t,x), us(t,x), ux(t,x), ux(t,x) € C(U x V).

u(t, x), up(t,x), ux(t, x), uxx(t,x) € C(Ur).

Espacio de funciones uniformemente continuas y acotadas.
Espacio de Lebesgue con 1 < p < co.

Espacio de funciones localmente integrables.

|- |l Norma euclidiana en R”.

|- llr  Norma del espacio LP.

| - |[cke Norma del espacio de Holder Chx,

|-lx  Norma del espacio X.
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Introduccion

Las ecuaciones en derivadas parciales juegan un papel importante en matemati-
cas, especialmente en geometria y andlisis. Ademds, de que mateméaticamente, gran
parte de procesos naturales pueden ser descritos en ecuaciones en derivadas parcia-
les, como por ejemplo, el esparcimiento de calor, modelos de proporcién de enfer-
medades, la difusién de quimicos, fenémenos de propagacion de especies, radica-
cioén de ondas electromagnéticas, la pigmentaciéon de manchas en ciertas especies de

animales, entre otros.

Una ecuacién diferencial parcial (EDP) de una funcién desconocida u, es una
identidad que relaciona una o mds variables independientes, la variable dependien-

te u y las derivadas parciales de u. Se puede escribir formalmente como:

DEFINICION 0.1. Sean k > 1 un ndmero entero y U un subconjunto abierto de R",
la expresion
F(D*u(x), D¥ " 'u(x), ..., Du(x),u(x),x) =0,

es llamada ecuacion en derivadas parciales de orden k. Donde
FiR™xR™ x-- xR"xRx U — R
es una funcién dada y u : U — R es desconocida.

Resolver una EDP es encontrar una funcién u que satisface la identidad dada en
todo el dominio o al menos en alguna regién de las variables. Es decir, al encontrar
soluciones nos referimos, idealmente, a obtener soluciones simples, explicitas, o en
su defecto, deducir la existencia y otras propiedades de la solucién.

Y de hecho, la pregunta que surge es: ;cudndo podemos asegurar que una EDP tiene
solucién?. Esta pregunta puede ser sutil, dependiendo de la estructura particular del
problema que se esta estudiando y a qué denotaremos como solucién.

Para ello en este trabajo diremos que un problema de EDP esta bien planteado en

un dominio, con un conjunto de condiciones iniciales y/o de frontera (o alguna otra



condicién auxiliar) si cumple las siguientes propiedades fundamentales:

Existencia Existe al menos una solucién u que satisface todas las condiciones.
Unicidad Existe una tnica solucion.

Estabilidad La tinica solucién u depende de manera estable de los datos del pro-
blema. Esto significa, que si los datos cambian un poco, la correspondiente

solucién también cambia un poco.

Ahora, claramente seria deseable resolver una EDP de tal manera que se tenga las
tres propiedades anteriores, pero aiin no hemos definido formalmente a qué llama-
mos "solucién". Existen varias definiciones de soluciones (cldsicas, débiles, mild y
viscosas, etc.) dependiendo de la regularidad de los datos de la EDP.

Decimos que una solucién clasica de una EDP de orden k, es una soluciéon que al
menos es k veces continuamente diferenciable aunque la derivadas de orden supe-
rior no existan, y satisface todas las condiciones.

Existen varias EDP que no se pueden resolver en el sentido clasico, es decir, obte-
ner soluciones clasicas, pero estdn bien planteadas si definimos soluciones las cuales
pueden no ser continuas e incluso diferenciables. Este tipo de soluciones se las co-
noce como soluciones generalizadas y existen varios ejemplos, como débiles, mild,
viscosa, entre otras. En este trabajo usaremos el termino "soluciones mild", en vez
de soluciones débiles, puesto que ya hemos empleado el nombre de soluciones dé-
biles a aquellas soluciones que cumplen la formulacién variacional del problema.
Por otro lado las soluciones mild son soluciones con datos no tan regulares pero que
hacen al problema bien planteado.

En este trabajo de investigaciéon estamos interesados particularmente en la ecuacién

diferencial parcial

ur(t,x) = uxx(t,x) + f(u(t,x)) en [0,00[xR
u(0,x) = ug en R

(1)

Para este tipo de ecuaciones (1) existen varias aplicaciones, donde segtn el com-
portamiento de f se pueden modelar diferentes fenémenos como: la difusién por
conduccién de calor en un cuerpo sélido, procesos bioquimicos, la propagacién de
excitacion nerviosa o la transicion de fase, entre otras. La ecuacion (1) es conocida
como ecuacion de reaccién-difusién y ha sido sujeta a varias investigaciones ( [3],
[4], [8],[9], [10], [15], [17], [24], entre otras), desde el trabajo seminal de Kolmogorov,

Petrovski y Piskunov [21]. Se estudiaron este tipo de ecuacién parabdlico, por dos



razones fundamentales: primero explican como se representa la proporcién (o inva-
sién) de una especie y segundo con qué velocidad lo hacen.

La ecuacion (1) es no lineal y al presentar no linealidades en un modelo matema-
tico da lugar a muchos fendmenos interesantes que no pueden ocurrir en el caso
lineal, como por ejemplo la velocidad finita o infinita de difusién, el tiempo finito de
explosién o la existencia de soluciones especiales en forma de ondas viajeras. Este
tipo de modelos con términos de reaccién no lineales principalmente han sido es-
tudiados en dindmica de poblacién y quimica cinética, y fueron introducidos en los
afios 30 por Fisher en su investigacion descrita en [10] y Kolomogorov, Petrovsky y
Pisconuv en [21]. Entre los resultados que estos autores obtuvieron, fueron que en
dimension 1, la ecuacion uy = uyy + f(u), con datos iniciales 1y como una funcioén
Heaviside y f una funcién no lineal de clase C! de la forma f(u) = u(1 — u) admite
una familia de ondas viajeras con velocidad de propagacién finita. Es decir, ellos

demostraron que la ecuacién de reacciéon- difusion admite soluciones de la forma

u(t,x) = qo(x —ot) y

{ miny<g+ u(t,x) =1 cuando t — +o0 si o < o*

maxy>qt U(t,x) — 0 cuando t — +oo si o > 0¥,

donde ¢* = 2. Resultados de convergencia semejantes fueron obtenidos por Aron-
son y Weinberger en [3], con f y 1y mds generales, los cuales nos muestran bajo qué
condiciones las soluciones pueden o no converger a una solucién en forma de onda
viajera. Aronson y Weinberger, también mostraron que existe una velocidad critica
o* tal que para datos iniciales 1y que son no negativos y son a soporte compacto, la
tasa de invasioén en la que el estado estable 1 invade al estado inestable 0 es lineal en

el tiempo.

En este trabajo de investigacién, nos concentraremos en el problema (1) donde
f es no lineal y del tipo Fisher KPP, es decir: f : [0,1] — R es de clase C1([0,1]) y
satisface,

fO)=f(1)=0, 0< f(w) <f(0)w VwEelo1] 2)

Ejemplos de tales no linealidades son f(s) = s(1 —s), f(s) = s?>(1 — s).
Asumimos que la condicién inicial ug : R — [0, 1] es uniformemente continua y que
satisface

ug >0, liglinfuo(x) >0 y lim up(x) =0. 3)
X—r —00

X— 00

Mas atin, suponemos que la funcién 1y decae mas lentamente que cualquier funcién



exponencial cuando x — +oo en el sentido que
Ve >0, dxe € R, ug(x) > e " en [xe, 0] (4)

o equivalentemente ug(x)e* — oo cuando x — .

Para estudiar este problema hemos dividido nuestra investigacién en seis capi-

tulos, conformados de la siguiente manera:

En el primer capitulo llamado "Definiciones y resultados preliminares"daremos
las definiciones y teoremas del andlisis real y andlisis funcional que usaremos a lo

largo de este trabajo, para luego solo nombrarlas.

Ya que en nuestro problema los datos no son tan regulares como lo exige la defi-
nicién de solucioén clésica estudiares soluciones mild en el capitulo dos, analizando
cada uno de los diferentes problemas de valor inicial en espacios de Banach y bajo
qué condiciones las soluciones mild se convierten en cldsicas. Usaremos teorema de
punto fijo de Banach para demostrar existencia de soluciones mild. También demos-
traremos el principio de comparacién para soluciones mild, el cual nos ayudara al
analisis del comportamiento de las soluciones mild en el infinito en los siguientes
capitulos.

En el capitulo tres deduciremos la soluciéon fundamental de la ecuacién de calor pa-
ra, basdndonos en estd solucién, encontrar soluciones clésicas y mild para el proble-
ma de Cauchy homogéneo y no homogéneo. Estudiaremos el principio de compara-
cién, con el cual probaremos unicidad de soluciones en dominios acotados. También

analizaremos unicidad de soluciones cldsicas en dominios no acotados.

En el capitulo cuatro, analizaremos el hecho de por qué no existen soluciones
en forma de onda viajera de la ecuacién de reaccién-difusion, veremos qué sucede
con las soluciones cuando x — 4-co, también demostraremos que los conjuntos de
nivel de las soluciones se mueven infinitamente rdpido cuando ¢ tiende al infinito.
Ademads veremos el comportamiento asintético de los conjuntos de nivel en tiempo

grandes.



Capitulo 1

Definiciones y resultados preliminares

En este capitulo se tratardn tépicos del andlisis que son necesarios para nuestro
estudio. Los resultados aqui presentados fueron tomados principalmente de [1], [5],
[22], y [23].

1.1. Definiciones basicas

DEFINICION 1.1. Escribimos
f(x) =0(g(x)) cuando x — x
siempre que

]
A0 1] =0

Por otro lado, escribimos
f(x) =0(g(x)) cuando x — xg

siempre que, exista una constante C tal que |f(x)| < C|g(x)].

DEFINICION 1.2. Una funcién f : R — R es convexa, si

flax+ (1 —a)y) <af(x)+ (1 -a)f(y).

Paratodox,y c Ry0 <a <1.



1.2. [Espacios métricos

DEFINICION 1.3 (Espacio métrico). Un espacio métrico es un par (X,d), donde X es
un conjunto yd : X x X — R es una métrica tal que, para todo x,y,z € X cumple

las siguientes propiedades:

1. d(x,y) > 0.

2. d(x,y) =0siysolosix=y.
3. d(x,y) =d(y,x).

4. d(x,y) <d(x,z)+d(z,y).

EJEMPLO 1. El conjunto de todos los ntimeros reales, con métrica

d(x,y) = |x —yl,
es un espacio métrico.

DEFINICION 1.4 (Convergencia de una sucesion). Sea (X,dx) un espacio métrico,
decimos que una sucesion (x,),eN de X converge hacia un elemento x € X, si para
todo € > 0, existe un N(e) € N tal que

n > N(e) = dx(xn,x) <e.

DEFINICION 1.5 (Funcién continua). Sean (X, dx) y (Y, dy) dos espacios métricos y
f + X = Y una funcién, decimos que f es continua ena € X si para todoe > 0,

existe 6 > 0 tal que para todox € X

dx(x,a) <6 = dy(f(x), f(a) <e.

TEOREMA 1.1 (Caracterizacién de funciones continuas). Sean (X, dx) y (Y,dy) dos
espacios métricos y f : X — Y una funcion. f es continua si y solo si para toda

sucesion convergente (a,),ecN de elementos de X se tiene

lim f(ay) :f( lim an) .

n——+oo n—-—+oo
Demostracion. Para la demostracion ver [22], pag. 31. O

DEFINICION 1.6 (Uniformemente continua). Sean (X, dx) y (Y, dy) dos espacios mé-

tricos y f : X — Y una funcién. Entonces f se dice que es uniformemente continua



sobre A C X, si se tiene la siguiente condicion:

Para todo € > 0, existe und > 0 tal que, six,y € A

dx(x,y) <0 = dy(f(x), f(y)) <e.

DEFINICION 1.7. (Convergencia uniforme) Sean (X,dx) y (Y,dy) dos espacios mé-
tricos, f : X — Y una funcion, (f,),eN una sucesion de funciones de X en Yy sea A
un subconjunto de X. Se dice que la sucesién (fy),en converge uniformemente ha-
cia f sobre el conjunto A, si para todo € > 0, existe un N(e) € N, tal que n > N(e)

entonces para todo x € A

dy(fu(x), f(x)) <€

TEOREMA 1.2. Sea M un subconjunto no vacié de un espacio métrico (X,dx) y sea

M su clausura, entonces
M es cerrado si y solo si existe una sucesion (x,),eN de puntos x, € M tal que si

Xp — X cuando n — +oo implica que x € M.

Demostracion. Para la demostracion ver [22], pag, 30. O

DEFINICION 1.8 (Uniformemente acotada). Una sucesion de funciones f, es unifor-

memente acotada, si para todo x € D y todo n, existe una constante C > 0 tal que

()| <C.

DEFINICION 1.9 (Sucesiéon de Cauchy). Sea (X, dx) un espacio métrico. Se dice que
una sucesion (x,),en de X es de Cauchy;, si para todo € > 0, existe un N > 0 tal que
Si

n,m > N,= dx(x,,xu) <€

DEFINICION 1.10 (Espacio métrico completo). Se dice que un espacio métrico es

completo cuando toda sucesion de Cauchy es convergente.

TEOREMA 1.3 (Teorema de punto fijo de Banach). Sea (X,d) un espacio métrico com-
pleto, donde X # @ y sea S : X — X una contraccion sobre X, es decir,

d(Sx,Sy) < Kd(x,y), V x,y € X, con K < 1.
Entonces S tiene un tinico punto fijo, u = Su.

Existen variantes de este teorema como lo es el siguiente

TEOREMA 1.4 (Teorema de punto fijo de Banach-Picard). Sea (X,d) un espacio mé-



trico completo. Sean0 < K <1y S : X — X tal que
d(S"x,S™y) < Kd(x,y),

para algiinm € IN y para todo x,y € X. Entonces S tiene un tinico punto fijo xg € X,

es decir, Sxg = xg.

Demostracion. Para el caso n=1 se tiene por el teorema anterior, esto es d(Sx, Sy) <
Kd(x,y).y tendriamos que
d(5%x,S%) = d(S(Sx),S(Sy))
< Kd(Sx, Sy)
< sz(x,y), para todox,y € X

Para todo x € X, {S™x},,cNn es una sucesion de Cauchy, en efecto. Si m,n € N,
€ y

entonces
d(S™x,S""y) = d(S"x,S™(S"y))

< K™d(x,S"y)

dado que m, n son arbitrarios, haciendo x=y y tendiendo 7 al infinito, se obtiene que
K™d(x,S"y) — 0. Como estamos en un espacio métrico completo, existe un xg € X
tal que S"x — xp cuando m — 4-oc0. Para la unicidad, si xp y x1 son dos puntos fijos
de S, entonces d(xg, x1) = d(Sxp, Sx1) < Kd(xp,x1), de donde x1 = xp O

DEFINICION 1.11 (Espacio de funciones continuas). Sea () un subconjunto de R.

Definimos al espacio de las funciones continuas sobre ()
C(Q) ={u:Q — R: uescontinua}
Si k es un entero positivo, definimos

CK(Q) = {u: QO = R : u k-veces es continuamente diferenciable.}

1.3. Espacios normados

DEFINICION 1.12 (Espacio normado). Un espacio normado es un par (X, || - ||) , don-
de X es un espacio vectorial y || - || : X — R es una aplicacion, llamada norma, con

las siguientes propiedades:



~

~x[l=0

2 x|=0&<x=0
3. |Ax][ = [A[]lx]
4 |lx +yll < llx[l + [yl

TEOREMA 1.5. Sean X un espacio normado, (X, ),eN una sucesion en X . Si (x,)neN
es una sucesion de Cauchy que admite una subsucesion convergente hacia un punto

x, entonces (X, ),eN converge hacia x.

Demostracion. Para la demostracion ver [22]. H

1.4. Espacios de Banach

DEFINICION 1.13 (Espacio de Banach). Un espacio de Banach es un espacio norma-

do completo.

DEFINICION 1.14 (Funcién globalmente Lipschitz). Sea I un intervalo, X un espacio
de Banach. Decimos que una funcién F : [ x X — X es globalmente Lipschitz en la

segunda variable con constante L, si para cada t € I, se tiene

[E(t,y1) = E(£y2)[x < Llys — yallx Yy, y2 € X.

DEFINICION 1.15 (Funcién localmente lipschitziana). Sean X,Y dos espacios de Ba-
nachy F : U C X — Y una funcién, decimos que f es localmente Lipschitz en la
segunda variable en el abierto U cuando, dado un punto arbitrario y € U, existe

una constante kg > 0 y una vecindad abierta Vy C U del punto y, tal que

IE(t, x) = F(t,y)lly < kollx = yllx, Yx,y € Vo

Note que una funcién es localmente Lipschitz en un abierto U cuando podemos
definir una constante de Lipschitz en torno a cualquier punto y € U, es decir, es
posible que la constante de Lipschitz se haga infinita si intentamos que el abierto Vj
cubra todo U.

DEFINICION 1.16 (Tipos de convergencia en espacios de Banach). Sean (X, || - ||x)
un espacio vectorial normado, (x,),eN una sucesion en X. Se dice que converge
fuertemente a x € X si

|xn — x||x — 0.
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Y a este tipo de convergencia se lo denota
Xp — X.

Se dice que converge débilmente a x € X, si para todo f € X* se tiene que

flxn) = f(x).

Y se lo denota

Xy — X.

1.5. Espacios de Lebesgue

DEFINICION 1.17. Sea I' un conjunto. Una coleccién § de subconjuntos de I es lla-

mado o-dlgebra si:
1. O,T €5,
2. Si A € § entonces A° € §,

3. Si{A;}ien C § entonces |J A; y () A; pertenecen a §.

OBSERVACION. SiI' = R", podemos definir la mds pequefia c-dlgebra que contiene

todos los subconjuntos abiertos de IR", llamada la o-dlgebra de Borel.

DEFINICION 1.18. Dada una c-dlgebra § en un conjunto I', una medida sobre § es

una funcion
u:§—R

tal que
1. u(A) > 0 paracada A € §;
2. 5i Ay, Ay, ... son dos a dos disjuntos en §, entonces
Z <U Ai) =) u(A)).
i>1 i>1
Los elementos de § son llamados conjuntos medibles.

DEFINICION 1.19. Decimos que cierta propiedad se cumple en casi todo punto en
A € § si se tiene para todo punto de A excepto en los subconjuntos de medida cero.

Y lo denotamos por c.t.p en A.
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DEFINICION 1.20. Sea A C R" medibley f : A — R. Decimos que f es medible si
fHC) es,
para algtn conjunto cerrado C C RR.

OBSERVACION. A continuacion varias propiedades

1. Si f es continua entonces es medible.
2. La suma y producto de un nimero finito de funciones medibles es medible.
3. El limite puntual de una sucesién de funciones medibles es medible.

4. Si f : A — R es medible, se puede definir sus supremo esencial o el menor de

las cotas superiores por la férmula:
esssupf = inf{K: f(x) < K c.tpen A}.
Note que si f = xq, la funcién caracteristica de los nimeros racionales, tene-
mos que sup f = 1 pero esssupf =0, ya que |Q| = 0.
DEFINICION 1.21. Definimos la integral de Lebesgue de una funcién medible sobre

N
un conjunto medible A C R. Por una funcién simple s = Z Sjxa; donde A; C A es
=1

]
medible, definimos:

N
/ S = ZS]|A]|,

con la conveccién que, sis; = 0 y |A;j| = +oo, entonces sj|A;| = 0. Si f es medible y

/Af:sup/As.

En general si f es medible, podemos escribir f = f* — f~,donde f* = méax{f,0}

y f~ = méax{—f,0}, ambos son medibles y no negativas. Definimos

|f=] =5

Si ambas integrales de la derecha son finitas, decimos que f es Lebesgue integrable

no negativa, definimos

sobre A. De lo anteriormente dicho, se sigue que una funcién f medible es integrable

siy solo si | f| es integrable.

DEFINICION 1.22. Al conjunto de todas las funciones integrables en A se lo notard
por L1(A).
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DEFINICION 1.23.Seal < p < o0 y () C R abierto. Una funcién f : 3 — R
pertenecea L} (Q)si f -1k € LP(Q) para todo compacto K C R, en donde

1 sixekK
11<(x) - { 0 sino

1.5.1. Algunos teoremas fundamentales

TEOREMA 1.6 (Teorema de convergencia dominada de Lebesgue en L!). Sean Q) un

abierto y (f,)neN una sucesién de funciones en L' (Q) tal que

1. fu(x) = f(x) ctpenQ.

2. Si existe una funcién g € L! tal que para todon, | fu(x)| < g(x) c.t.p sobre Q).

Entonces
feLMQ) y |l fa—fllp — 0.

Demostracion. Para la demostracion ver ([20]). H

TEOREMA 1.7. Sea { fx} una sucesién de funciones sumables en Q) tal que

| fx —f||L1(A) — 0 cuando k — 4oo0.

Entonces existe una subsucesion { fk].} tal que
fi; = f ctpcuando j — +co.

Demostracion. Para la demostracion ver ([20]). O

TEOREMA 1.8. Sea f € L!'(Q)). Entonces, para cada § > 0, existe una funcién conti-
nua g € Co(Q) tal que
If = 8lliq) <9

Demostracion. Para la demostracion ver ([20]). O

TEOREMA 1.9. Sea f € L} (RR). Entonces

% /xf(t)dt _ f(x) ctpreR

Demostracion. Para la demostraciéon ver ([20]). O
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TEOREMA 1.10 (Derivacién bajo el signo integral). Sean X un espacio medido e I un

intervalo abierto de R y F : X x I — K una funcién tal que,

1. para todot € I, la funcién x — F(x, t) es integrable.
2. para cada x, se tenga que (0F /0t)(x, t) existe y es continua.
3. paratodot € I existe una funcién integrable g : X — K, se tiene

| <)

Entonces, la funcién definida por

G: 1 — K
t — [y F(x,t)dx.

es derivable, y

d
/
= | —F .
G'(t) /X T (x,t)dx
Demostracion. Para la demostracion ver ([20]). O

TEOREMA 1.11 (Fubini). Supongamos que F € L'(Q; x ). Entonces para c.p.t
X € Ql,

F(x,y) € Ly(02) y [ F(xy)dus € LA().
2
Similarmente, para c.tpy € ()

Floy) € L) y [ Floy)dm € Ly(0)

Mads atin
d/F,d:/d/F,d:// E(x,y)duydo.
/Q1 M o, (x,y)duz 0, ), (x,y)dm 0, <02 (x,y)durdua
Demostracion. Para la demostracion ver ([20]). O

DEFINICION 1.24. Sean 1 < p < o0 y () C R un conjunto abierto , el espacio
LP(Q) = {f 10— R: f esmedible , |f|P Ll(Q)}.

con norma

| fllr = {/Q |f(x)|”r/p.
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DEFINICION 1.25. El espacio

I*(Q)={f: Q=R f es medible y existe una constante C tal que .
|f(x)] <C, c.t.psobre Q)

con norma

|flli(a) = ME{C: [f(x)] < C ctpen O},

OBSERVACION. Si f € L*(Q)) entonces

1f(x)] < || fllLo(q) ct-p sobre Q.

1.6. Espacios de Holder

Sea U C IR un conjunto cerrado y acotado y 0 < a < 1. Decimos que una funcién

u : U — R es Holder continua con exponente « en U, si existe una constante C tal
que

lu(x) —u(y)| < Clx —y|* paratodo x,y € U. (1.1)

El mds pequerio C para el cual (1.1) se cumple, lo llamaremos coeficiente de Holder.
Si U es no acotado y cuya interseccién con cada conjunto cerrado y acotado B, es
cerrado, entonces decimos que u(x) es Holder continua de exponente « en U.

Si u depende de un pardmetro A, es decir, u = u(A, x) y si el coeficiente de Holder
es independiente de A, entonces decimos que u es Holder continua en x y uniforme-

mente con respecto a A.

Decimos que u : U — R es una funcién Lipschitz continua si satisface la siguien-
te estimacion

u(x) —u(y)| <Clx —yl, (xy cl), 12)

para alguna constante C. Podemos ver a las funciones Lipschitz como funciones

Holder continuas con exponente & = 1.
DEFINICION 1.26. Sea u : U — R, una funcién acotada y continua, escribimos

[ull ey := sup [u(x)].
xel

La n-ésima seminorma de u esta dada por

[t cow(@py := sup {M}

x#yel |x_y|oc

14



Y la a-ésima norma
[l conqmy = llullcy + [ con -

DEFINICION 1.27. Denotamos a C**(U) al espacio de Holder, que consiste de todas

las funciones u € C¥(U) con norma finita dada por

ullceay == Y IDullemy + Y (D4 con)-
u u u
lvI<k lv|=k

OBSERVACION. El espacio C** (1) consiste de todas las funciones u que son k-veces
continuamente diferenciable y cuyas k-ésimas derivadas parciales son Holder con-

tinua con exponente a.

OBSERVACION. Notaremos como C%*(U) = {u € C(U) :sup, 4y % < 00} /

con a €]0,1[. Al espacio de funciones Holder continuas

ck(U) = {u € CK(U) : D'u € C"* V|i| < k}

15



Capitulo 2

Soluciones mild

2.1. Motivacion de las soluciones mild

Las soluciones mild son un tipo de soluciones generalizadas, que podemos ver
como una extension de la teoria de ecuaciones diferenciales ordinarias, para ello
veamos los siguientes ejemplos.

Consideremos el siguiente problema homogéneo de ecuaciones diferenciales ordi-

d —
Stau = 0 @.1)
u(0) = uy,

narias

donde a es una constante. Resolviendo esté problema obtenemos que,

es solucion del problema (2.1). Por tanto, si definimos al operador T(t) como T(t)ug :=

e "y, tendriamos que

es solucion del problema homogéneo (2.1).

Por otro lado, para el siguiente problema no homogéneo

L 2

donde a es una constante, f y u( son dadas. Sabemos por el método de variaciéon de

pardmetros, que la solucién de (2.2) viene dada por

u(t) = T(H)up+ /Ot T(t —s)f(s)ds.
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Para el caso no lineal existe un teorema que nos garantiza bajo que condiciones

existen soluciones tinicas.

TEOREMA 2.1. Sea I un intervalo. Dada una funcién f : I x R — R continua en la

primera variable y si existe una constante K tal que,
]f(t,xl) —f(t,x2)| < K\xl — le Vtel, Vxi,x €R.
Entonces, para cada ug € R el problema de valor inicial

= f(tu)tel
u(0) = uy,

tiene una tinica solucién u € C'(I,R).
Demostracién. Para la demostracién ver [18], pag.156. O

Para ver la importancia de tomar los datos de forma no arbitraria.

EJEMPLO 2. En este ejemplo veremos que no se garantiza unicidad de la solucion, si

el dato inicial u( es escogido arbitrariamente,
du _ 2
& = 3uh)*? t>0
u(0) = uy,

2/3

donde la funciéon v € R — v/ € R que aparece en el lado derecho es continua.

Mas especificamente, este problema tiene una solucién y viene dada por
u(t) = (t+ué/3)1/3 paratodo t > 0, si ug # 0,
mientras, si ug = 0, este tiene infinitas soluciones, dadas por

u(t) =0 para todo t > 0,
u(t) = t3 para todo t > 0.

En el siguiente ejemplo veremos que existen soluciones y estas son tinicas pero
localmente.

EJEMPLO 3. Consideremos el problema de valor inicial, el cual nos muestra la exis-

tencia local de las soluciones

{ W= —uny >0
u(0) = uy,
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Comprobemos si este problema cumple las hip6tesis del teorema 2.1, sea u : R? — R
tal que f(t,u) = —(u(t))? podemos ver que f es continua en la primera variable.

Veamos si es globalmente Lipschitz
f(t ) = f(tuz)] = | = uf + w3 = |ug + ua||ug — ua| < Lluy — ua.

No podemos encontrar un L > 0 tal que sea independiente de 11, up. Queda analizar
si existe solucion por lo menos local, entonces la solucién es tnica y viene dada por
u(t) = 1_”—30t, esta definida para todo t > 0, si uy < 0, pero para t € [0, 7], donde

T > 0 es un namero que T < uio, siug > 0.

TEOREMA 2.2 (Teorema de Cauchy-Lipschitz). Sean I un intervalo, (tg,ug) € I x R
y f : I xR — R una funcién continua en la primera variable y que existen §,L,r > 0

tal que
f(tu1) = f(t,u2)| < Lluz —ua,

siempre que uy, uy € [ug —r,ug+r| yt € IN[to — 9, tyo + 6]. Definamos por
M :=max{|f(t,u)|:t € L |t —to] <9, |u—ug| <r},

do = min{d,r/M} y ] = Ity — do, to + do|. Entonces existe una tnica solucion

local u € CY(]) del problema de valor inicial

{ o= fu 03

u(ty) = up.
Para fines ilustrativos procedemos hacer la demostracion.

Demostracion. Sea ug(t) = up, supongamos que uy(t) ha sido definido en J, es conti-
nua y satisface

\ug(t) —ug| <r, para k=0,..,n

Pero

Uy (F) = up + /ttf(s,un(s))ds.

Entonces, ya que f(t, u,(t)) esta definida y es continua sobre J, tenemos lo mismo

para u,.1(t), en efecto

t
i1 () — 1p] < /t £ (5, 1t (s))|ds < Mdy < .
0

Por tanto, uq (), ux(t), ... estdn definidas y son continuas sobre | y |u, — ug| < 7.
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Ahora por induccién verificaremos que

MKn(t o tQ)Tl-‘rl
(n+1)!

|ty 1 (F) — un(t)] < para t € J.

Claramente se tiene para n = 0. Supongamos que se tiene para n y demostremos

que también se tiene para n + 1.

(1) = un(O)] = | (s, (5)) = F(5,na ().

t
to
Como f es Lipschitz con respecto a la segunda variable
t
1 () = ()] K [ Ju(s) = o (9)]ds,
0

y por hipétesis de induccion tenemos

. [ (s toyras = MK fo)""!
n! t

2 (8) — (8] < K O (4 1)

Se sigue que

wo+ Y [tasa () — n(8)] = u(t),

n=0

es uniformemente convergente sobre J, es decir,

u(t) = lim wuy,(t).

n—00

Ya que f(t,u) es uniformemente continua, tenemos que f(t u,(t)) — f(t, u(t))
cuando n — oo uniformemente sobre J. Por tanto, asi término a término se pue-

de aplicar la integral y obtener

u(t) = ug + /t:f(s,u(s))ds.

Para probar unicidad, sea z(t) solucion del problema de valor inicial sobre J. Enton-

ces t
z(t) = up —i—/t f(s,z(s))ds,

0
entonces ( ) "

MK (t — ty)"

— <
un(t) = (0] < P

Sin — oo se tiene que |u(t) —z(t)| <0 O

Este tipo de idea nos permitird encontrar un tipo de solucién "generalizada"de

los diferentes problemas de la ecuacion de calor. Pero para ello es necesario algunas
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definiciones previas, las cuales nos ayudan a formalizar estas ideas, las cuales fueron
tomadas de [14] y [25].

DEFINICION 2.1. Sea X un espacio de Banach. Una familia {T(t) };>¢ de operadores

donde T € B(X) es un semigrupo de operadores lineales acotados sobre X si:
a) T(0)=I, donde I es el operador identidad sobre X.
b) T(t+s)=T(t)T(s), para cadat,s > 0.

DEFINICION 2.2. Un semigrupo de operadores lineales y acotados {T(t) }+~o sobre

un espacio de Banach X, es uniformemente continuo si
lim || T(¢t) — I||x = 0. (2.4)
t—0

DEFINICION 2.3. El operador lineal A definido por

D(A) = {ueX:EllimM}, (2.5)
t—0 t
y i+
Au = lim T(t)u—u _ dTT(t)u li—0, para u € D(A). (2.6)

t—0 t dt

es el generador infinitesimal de el semigrupo {T(t)}¢~0 y D(A) es el dominio de A.

TEOREMA 2.3. Un operador lineal A es un generador infinitesimal de un semigrupo

uniformemente continuo si y solamente si A es un operador lineal acotado.

Demostracién. Para la demostracién ver [25], pag.2. O

COROLARIO 2.4. Sea {T(t)}t~0 un semigrupo uniformemente continuo con T €
B(X). Entonces

a Existe una constante w > 0 tal que || T(t)|| < e“".
b Existe un tinico operador lineal y continuo tal que T(t) = e'4.
¢ El operador A de la parte (b) es el generador infinitesimal de T (t).

d t — T(t) es diferenciable en norma y

T(t
aT(t) = AT(t) =T(t)A.
dt
Demostracién. Para la demostracion ver [25], pag.3. O

20



DEFINICION 2.4. Un semigrupo {T(t) }+>o, donde T € B(X) es un semigrupo fuer-

temente continuo de operadores lineales y acotados si

ImT(H)u = u, da ueX.
lim (Hu para cada

Un semigrupo fuertemente continuo de operadores lineales y acotados sobre X serd

llamado semigrupo de clase ¢

EJEMPLO 4. Como ejemplo de semigrupo de clase € es

T(u)(x) = [ @(tx—y)uly)dy, @7)

Donde, X = {u : R — R : u es acotado y uniformemente continua en R}, al cual

si lo dotamos de la norma L*(IR) es un espacio de Banach, u € X, ®(t,y) :=

1 exp (0 ®(t,y) = 1' . En efecto,
Vani &P i )Y IR Yy

IT(1)u) () = u(x)| = | [ @t y)ulx = y)dy - /RCP(t,y)u(x)dy‘
< [ @ty lux—y) —u(x)ldy
< = foe Flute =) —ux)y
:3§ﬁlfﬂﬂmx—z¢&)—uunw+
+Ahcf£m&—2¢&%ﬂdﬂWz

Ambas integrales convergen a 0 cuando ¢t — 0.

OBSERVACION. Note que el ejemplo anterior nos dice que para asegurar que T ()
sea un operador fuertemente continuo, es suficiente trabajar en espacios donde u

sea uniformemente continua y acotado en IR.

TEOREMA 2.5. Sea {T(t) }+~0 un semigrupo de clase &y. Existe @ > 0 una constante
y Q > 1 tal que
IT(H)] < Qe™, t=0.

Demostracion. Para la demostracion ver [25], pag.4. O

TEOREMA 2.6. Sea {T(t) }+~0 un semigrupo de clase & sobre un espacio de Banach

IEste hecho lo veremos en el siguiente capitulo
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X. Si A es el generador infinitesimal de T(t) entonces

n—oo

t —n
T(t)u = lim (I — EA> u.
y el limite es uniforme en t sobre algtin intervalo acotado.

Demostracion. Para ver la demostracion ver [25], pag.6. O

2.2. Problema de Cauchy homogéneo sobre espacio de

Banach

Sea X un espacio de Banach y sea A : D(A) C X — X un operador lineal. En

estd seccion estudiaremos el problema de valor inicial

{dﬁ;(j) = Au(t), t>0 28)

u(0) = u,
donde uy € X es dado.

DEFINICION 2.5. Una solucién clédsica de (2.8) es una funcién u : [0,00[— X tal que
u(t) € D(A), paratodot > 0,u € C'([0, 00, X) y se cumple (2.8).

DEFINICION 2.6. Sea A un generador de un semigrupo {T(t) };>o de clase €, en X.

Entonces la solucién mild de (2.8) estd dado por
u(t) = T(t)uo,

donde uy € X es dado.

2.3. Problema de Cauchy no homogéneo sobre espacios
de Banach

En esta seccion consideramos el siguiente problema de valor inicial

{ dL;lgt) = Au(t)+h(t), t>0 (2.9)

u(0) = uy,

donde T > 0y h : [0, T[— X es una funcién dada. En toda esta seccién A un genera-

dor infinitesimal de un semigrupo {T(t) }+>0 de clase €y y X un espacio de Banach.
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DEFINICION 2.7. Una funcién u : [0, t[— X es una solucién cldsica de (2.9) sobre
0, 7], siu € C([0,7[, X)NCY(]0,7[, X), u(t) € D(A) para0 < t < T y se cumple
(2.9) sobre [0, T|.

OBSERVACION. Note que en la definicién de solucién clasica decimos que u €
C'(]0,7[, X) y no la definimos en C!([0, 7], X), ya que no necesariamente el dato

inicial es diferenciable y continuo en el punto 0.

DEFINICION 2.8. Sean ug € X yh € L([0, 7[, X) dadas. La funcién u € C([0, 7], X)
dada por el principio de Duhamel

u(t) =T(tHug + /Ot T(t —s)h(s)ds, 0<t<T,

serd llamada solucion mild del problema (2.9) sobre [0, T|.

OBSERVACION. Note que si estamos interesados en imponer condiciones sobre & de
manera que para ug € D(A), la solucién mild llegue a ser cldsica. Ya que la conti-
nuidad de #, en general, no es suficiente. Para ver este hecho notemos el siguiente
problema.

Seax € Xtalque T(t)x ¢ D(A) paraalgunt > 0y sea h(s) := T(s)x. Entonces h(s)

es continua para s > 0. Pero si consideremos el problema de valor inicial

{d”;(f) = Au(t)+T(t)x, t>0 (2.10)

u(0) = 0,

no tiene solucidn clésica, a pesar que u(0) = 0 € D(A). En efecto, la solucién mild
de (2.10) es

u(t) = /Ot T(t — )T (s)xds = tT(t)x,

pero tT(t)x no es diferenciable para t > 0 y por tanto, no puede ser solucién cldsica
de (2.10). Asi que para asegurar existencia de soluciones clasicas de (2.9) tenemos

que exigir méas que solo continuidad de h.

COROLARIO 2.7. Sea A un generador infinitesimal de un semigrupo {T(t)};>o de
clase €. Si h(s) € C'([0,7], X) entonces el problema de valor inicial (2.9) tiene una

solucién u sobre [0, T para cada uy € D(A).

Demostracién. Ver demostracion [25], pags. 107-108. O
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2.4. Problema de Cauchy no lineal sobre espacios de
Banach

En esta seccion estudiaremos la solucién mild para el siguiente problema no li-

neal. Dadoun t > 0

{%+Au = F(t,u), 10,1] (2.11)

u(0) = uy,

donde —A es un generador infinitesimal de un semigrupo {T(t)};>o de clase &,
sobre un espacio de Banach X, uy € X daday F : [0,00[xX — X, F = F(t,u) una

funcién tal que

F e CH[0,00[xX,X) y

F(t,-) es globalmente Lipschitz en X y uniformemente continua en ¢t > 0
(2.12)

DEFINICION 2.9. Llamaremos a u € C([0, t], X) una solucién mild de (2.11) si
t
w(t) = T(Huo + / T(t — s)E(s, u(s))ds. (2.13)
0
paratodot € [0, T].

Vamos a resolver el problema (2.11) mediante iteraciones sucesivas. Especifica-

mente, la solucién de

{ At Au(t) F(t,u" (1)), t >0
u(0) = uo,

estd dada por
t
u(t) = T(t)ug + /0 T(t —s)F(s,u"1(s))ds,

donde, u°(t) = T(t)up. Queremos hacer n — +oco y ver que u"(t) converge a una
solucion u(t) del problema (2.11), para 0 < t < T (posiblemente T = o), como

sucede con los problemas de valor inicial de ecuaciones diferenciales ordinarias.

TEOREMA 2.8 (Teorema de existencia local). Sea X un espacio de Banach, () C X un
abierto y ug € Q. Sea F : [0,00[xQ) — X una funcién continua en t y satisface la
siguiente condicién Lipschitz: Para todo T > 0, exista una constante K = K(7) tal
que

[E(t,x) = F(ty)| < Klx —yll, 0<t<txy€cQ.
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Entonces, para T > 0 suficientemente pequenio, existe una tnica solucién mild de
(2.11) definida en [0, T|[.

Demostracion. Sean T > 0, Y = C([0, 7], X), con norma |h|ly = sup ||h(t)||x y E
o<t<t

una vecindad cerrada de 1y en (). Definamos N como
t
(Nu)(t) == T(t)u0+/ T(t —s)F(s,u(s))ds, 0<t<.
0

ueM={veY:v0) = uy, v([0,7]) C E}. Note que M es un espacio métri-
co completo, ya que E es cerrado y Y es un espacio de Banach. Ahora como T(t)
es un semigrupo fuertemente continuo, tenemos ||T(#)| < Qe®! para algtn @, Q.

Entonces

INu = Nolly = sup [[Nu(t) = No(t)]|

o<t<t

= sup
0<t<T

< Qe [ 1F(s,u(s)) — F(s,0(5)) |ds
< Qe7K(r) [ luls) ~ o(s) |ds

< Qe“TK(7) - Tllu —olly.

[ =) (Fs () - P(sm(s)))H

Y Qe®"K(t) - T — 0 cuando T — 0". Demostramos que N(M) C M, para usar el
teorema de punto fijo de Banach. Finalmente para demostrar que N es una aplica-

cién sobre M, entonces

INu—ugly < sup [[T(t)uo — uoll + sup
0<t<t 0<t<t

/Ot T(t — s)F(s, u(s))ds

Si definimos como

Ji(T) = sup | T(t)uo — uol|x,
(1) := sup /Ot T(t —s)F(s, u(s))ds

0<t<t

Ya que T(0) = I se tiene J1(t) — 0 cuando T — 0, mientras que

J2(t) < TQe®" sup [|[F(t,u(t))|

0<t<t

= 7Qe"" Os<1t1£T [ F(t,u(t)) — F(t,uo(t)) + F(t, uo(t))]|
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0<t<t 0<t<t

< TQe‘”{ sup [|F(t,uo(t))|| + K(7) sup [[u(t) —uo(t)||}
—0, T— 0"
Es decir, que
I(Nu)(t) —uo| < [[Nu—uolly >0, 70"

Por tanto, si tomamos T > 0 suficientemente pequefio, tenemos que Nu(0) = ug y
Nu([0,7]) C E con lo cual N(M) C M, es decir, que paraunt >0, N: M — M
es una contraccién en un espacio métrico completo, por tanto, podemos aplicar el
teorema de punto fijo de Banach y asi obtener que N tiene un tinico punto fijou € M

tal que

TEOREMA 2.9 (Teorema de existencia global). Sean ug € X, F : R4 x X — X tal que

cumpla (2.12). Entonces (2.11) tiene una tinica solucion mild sobre R .

Demostraciéon. Como F satisface (2.12), sabemos que para todo T > 0 existe una
constante K tal que
[E(t,u) = F(t,0)[lx < Klju —ol|x,

donde u,v € Xy 0 <t < 7.Y como T(t) es un semigrupo fuertemente continuo,
tenemos que existen Q, @ tal que ||T(¢)|| < Qe®" (ver Teorema 4.5), definamos a

M := sup ||T(s)]||- Sea
0<s<t

W(t) = T(Hup + /Ot T(t — s)F(s, u"~(s))ds.
Definiremos
NP (u)(£) := () = T(t)ug + /Ot T(t — s)E(s, N" (1) (s))ds, ¥n =1,2,..

donde, u%(t) = T(t)ug. Verificaremos que

MKT" b Jlu(s) — o)1l 214)

IN"(w)(1) = N"(@) (D)) <
: 0<s<t

para todo f tal que 0 < t < 7, u,v € C([0,t], X). Por induccién, para n = 1 se tiene
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la desigualdad, ya que

INu — Nolly = sup [[Nu(s) — No(s)]|

0<s<t

= sup
0<s<t

< M [ IF(u() = F(r, o)) dr

< MK/Ot u(r) — o(r)||dr

/OS T(s — ) (F(r, u(r)) — F(r, v(r)))dr

< MK - t||u —||y.

Supongamos que (2.14) es verdad para n = m y demostremos para n = m +1,

entonces

N3 0)(0) = N O = | [ (= )5 N"(0)(5)) = Fls, N (0) )

< /Ot IT(t = s)[[F(s, N" (u)(s)] — F(s, N"(0)(s)) | ds

t m
< M/ K[MK'S] sup ||u(r) —o(r)||ds
0 n. 0<r<s

< [MK]"™" sup Hu(r)—v(r)H/Otsmds/m!

0<r<t

m+1
=y g ) =001

entonces (2.14) se tiene para n = m + 1, y no solo para este n si no también para todo

n € IN. Sea T > 0 arbitrario pero fijo. Si elegimos 7 tan grande tal que
a = [MKt]"/n! < 1.
Entonces por (2.14) se tiene
IN"u — N"0l[y < aflu—oly,

para todo u,v € Y = C([0, 7], X). Entonces N : Y — Y es una contraccién y por
teorema de punto fijo de Banach-Picard tiene un tinico punto fijo en Y, como Y es un
espacio de Banach

u(t) = lm N"(u)(t),

n——+00
y entonces el problema (2.11) tiene una tinica solucién mild continua para T > 0.
Ahora como T > 0 es cualquiera, dado un v’ tal que 0 < T < 7/, la solucién mild en

10, T'[ debe coincidir en |0, ] con la solucion mild en este intervalo (por unicidad).
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Ademas como F satisface (2.12), la solucion mild de (2.11) se extiende tinicamente

para todo t € [0, o[, es decir es global en el tiempo. O

TEOREMA 2.10 (Regularidad). Sean X un espacio de Banach, —A un generador in-
finitesimal de un ¢y semigrupo T(t) sobre X. Si F € C!(][0, 7] x X, X) entonces Ia

solucion mild del problema de valor inicial

{ dt;(tt)—l—Au(t) — P(t,u(t)), t>0
u(0) = uy,

con ug € D(A) es una solucién clésica del problema de valor inicial.
Demostracion. Para la demostracion ver [25], pag.187-189. ]

Ahora, si tomamos F(t,u)(x) := f(u(x)), para que se cumpla (2.12), es necesita-
mos que [’ sea uniformemente continua para que u € C,;,(R) — f(u) € C,,(R)
sea continuamente diferenciable. Asi por las consideraciones previas podemos decir

que existe una tinica solucién mild de

{uf+Au = f(u) en [0,00[xR (2.15)

u(0,-) = wug, en R

paraun u(0,-) € C,,(R) y {T(t) }+>0 definido en (2.7). Recordemos que en el pro-
blema que estamos estudiando f es no lineal. Y para poder utilizar lo anteriormente

dicho necesitaremos extender f fuera de [0, 1] para asegurar que

f € C(R) es globalmente Lipshitz y f’ sea uniformemente continua en RR. (2.16)

2.5. Principio de comparacion para soluciones mild
Antes de enunciar y demostrar el principio de comparacién para solucion mild.

Empezaremos demostrando un teorema que nos ayudara con la demostracion del

principio de comparacion.

TEOREMA 2.11. Siug € X, u es solucion mild de (2.11) y a € R entonces

i(t) = eu(t). (2.17)
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es solucion mild de
E(t, i) en ]0,7][

Uuo,

<
|

iy +

A
20 (2.18)

~—

Donde
E(t,d) := aii + " F(t, e~ "1).

Demostracién. Comenzaremos demostrando que F es lipschitziana en la segunda

variable, en efecto,

=
VS
\Fh
i)
SN—
|
T
—~
\Fh
(]}
S—
I

|aii + e" F(t, e~ 1) — at — e™F(t, e "9)|

a|ii — 3| + ™| E(t,e="11) — F(t,e"5)]

IN

IA

alit — 9| + e Lip(F)|e il — e 9|
=a|ii — 0| + lip(F)|i — 9|
= (a+ Lip(F))|i — 9.

Para verificar que (2.17) es solucién de (2.18) hacemos
h(s) := F(s,u(s)),
con lo cual
u(s) = T(s)up + /OS T(s —r)h(r)dr.
Por lo tanto, para 0 < s < t, tenemos

T(t — s)u(s) = T(t)ug +/OS T(t — r)h(r)dr.

Ahora, si multiplicamos por ae”®, integramos en s y usando el hecho que fos T(s —

r)h(r)dr es diferenciable en s, tenemos que

/Ot aeT(t —s)u(s)ds = /Ot ae™T(t)upds + /Ot ae” /OS T(t — r)h(r)drds
= /Ot ae™ T (t)ugds + ™ /Ot T(t—r)h(r)dr — /Ot e®T(t —s)h(s)ds
= (" — 1)T(t)ug + " /Ot
— e"u(t) — T(t)ug — /0 "eST(t — s)(s)ds.

T(t — r)h(r)dr — /Ot ST (t — s)h(s)ds

Despejando e”u(t) de esa tltima expresién tenemos que

i(t) == eu(t) = T(t)ug + /Ot T(t — s)[aii(s) + e*h(s)]ds.
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que era lo que queriamos demostrar. O

TEOREMA 2.12 (Principio de comparacién). Sean u,v dos soluciones mild del pro-
blema no lineal (2.15), con u; + Au = g(u), us + Au = f(u), donde g y f funciones
que satisfacen (2.16) . Entonces, si

f<genR ywv(0,-) <u(0,-) entonces v(t,-) < u(t,-) paratodot > 0.
Demostracion. Tomando a := méax{Lip(f),Lip(g)} y definiendo

E(t,i1) := aii + " f(e™ ™) (2.19)
G(t,it) := ail + " g(e™"i1). (2.20)

podemos asegurar que F y G son no decrecientes en el segundo argumento, en efec-

to, haremos el caso para F, para el caso G es similar, sea 7 < i

F(t,0) = ao+ " f(e~"0)
= at +e" f(e™"0) — " f(e""i1) + " f(e"iD)
< av+e"|f(e"9) — fle )| + " f(e i)
< av+ " + Lip(f)[6 — a] + ¢ f(e~" 1)
< at — Lip(f)(6 — 1) + " f (e~ "))
< at — Lip(f) + Lip(f)i + ™ f(e~*i1)
< F(t, ).

Ademss, ya que f(-) < g(-) tenemos que F(t,-) < G(t, ). Ahora consideremos

{ﬁt+Aﬁ = G(t1) {ﬁt A

0,-

_|_
~_ DN

= F(t,9)

0.

(2.21)

ﬁ(O,-) = Uy, 0

—~

donde 1y = u(0, ) y vo = v(0, -) estos problemas tiene como solucion mild ii(t, x) =
e"u(t, x) y o(t,x) = e"v(t, x) respectivamente. Entonces para tener el teorema, bas-

taria con demostrar que 9(¢,-) < (¢, -). Definamos las aplicaciones
N™ () (t,-) :=70"(t,-) = T(H)vo(-) + A T(t —s)F(s, 3" 1(s,-))ds,
M"(@)(t,-) = @"(t,-) = T(Huo(-) + | T(E—=5)G(s, " (s, -))ds,
tomando ¢ := T(t)vp, sabemos que

5= lim (N)"(op).

n——+o0
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Asi usando induccién y suponiendo que N"(3) < M"(ii), como T(t) preserva el

orden y #° := T(t)vg entonces 3" < 71?, tenemos
t ~
N (1) = T(t)oo(-) + / T(t — s)E(s, N"5))ds
0
t
< T(t)uo—|—/ T(t — s)E(s, M"(1))ds
0

< T(H)uo + /Ot T(t — 5)G(s, M"(i1))ds

— Mt (UO)-
Por tanto
N (vg) < M" ™ (ug) V (t,x) € [0,00[xR
con lo cual se obtendria lo deseado. O
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Capitulo 3
Ecuacion de calor

En este capitulo empezaremos estudiando la existencia de soluciones fundamen-
tales de la ecuacién del calor para, basdndonos en esta solucién y en hipétesis sobre

f v up, encontrar soluciones clésicas y mild del problema unidimensional

{ut(t,x)—uxx(t,x) = f(tx), ]0,00[xR

u(0,x) = ug(x).

Daremos una férmula de representacion de la solucién mediante la solucién funda-
mental, todos los resultados de este capitulo fueron estudiados de [5], [7], [11], [12],
[13], [19], [30].
Sea u :)0, +0o[ xR — R, una funcién de dos variables u = u(t, x) en donde ¢ repre-
senta el tiempo y x es una variable espacial de IR, la ecuacién homogénea de calor
estd dada por

u(t,x) — uxx(t,x) = 0. (3.1)

Y la ecuacién de calor no homogénea

up(t, x) — uxx(t, x) = f(t,x). (3.2)

3.1. Solucién fundamental
Para determinar la solucién fundamental de la ecuacion de calor (3.1) estudiare-

mos la estructura de la ecuacién de calor, se tendré en cuenta las siguientes propie-

dades de la ecuacion de calor.
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e Invarianza por traslacion: si u(t,x) es una solucién de la ecuacién de calor
(3.1) entonces, para todo p € R, a > 0 se tiene que u(t + a, x + p) también es

solucién de la ecuacion de calor.

e Invarianza por dilatacién: si u(t, x) es una solucion de la ecuacién (3.1), para

todo p € Ry se tiene que u,(t, x) = u(pt, p'/2x) también es solucién.

Las propiedades de invarianza por traslacién y invarianza por dilataciéon de la ecua-
cién de calor, nos sugieren buscar soluciones auto-semejantesl. Es decir, soluciones
que permanecen invariantes frente a cambios de escala.

La propiedad de invarianza por traslaciéon nos sugiere que la ecuacién de calor pue-
de ser radial en la variable espacio, es decir, que la solucién de la ecuacién de calor

(3.1) se puede escribir
u(t, x) = (t, [|x[}), (3.3)

donde ¢ :]0, +o0[xR — R es una funcién de dos variables y || - || es la norma en R.
Por otro lado, si también tenemos en cuenta la propiedad de dilatacién con p = ¢!
para t > 0, se tiene que, si u(t, x) es solucién de la ecuacién (3.1) escrita como en
(3.3), entonces la funcion ¢(1, || x|| /t}/?) también es solucién. Por lo tanto, deberia-
mos buscar soluciones de la forma 7 (|| x|| /t'/?) donde 7 :]0, +-c0[— R es una funcién
de una variable.
Este tipo de razonamientos permite pasar de una ecuacion en derivadas parciales a
una ecuacién en derivadas ordinarias.
Usando lo anteriormente dicho, queremos ver qué pasa si las soluciones de la ecua-
cién tienen la siguiente estructura

u(t,x) = tllx (t%) , (34)
donde las constantes «, f y la funcién w : R — R deben ser determinadas tal que
cumplan con la ecuacién de calor homogénea (3.1).
Es decir, estableceremos condiciones en &, By w : R" — IR, tal que la ecuacién de
calor sea satisfecha.

Si hacemos y = ti"‘ y derivamos u(t, x) definida en (3.4) con respecto a x, obtenemos
d 9 [(w(y) 1 [owady 11
s = () =5 Gy o) = ww'®)
9? o (1 11
@”(t,x) ~5x (ta—ﬂ;w/(y)) = t_“tz_ﬁw// ()

!Una solucién de un problema de evolucién particular es auto semejante si su configuracion es-
pacial (grafica) permanece similar a s{ misma en todo momento durante la evolucién.
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Ahora derivando con respecto al tiempo y usando regla de la cadena, se tiene que

Dutet) = & (o)

= _ttx-i-lw(y) - :Bta+1w/(y)'

Reemplazando las derivadas con respecto a x y con respecto a t en la ecuacién (3.1),

se tiene 11
X
—Lw(y) — B! (y) — 0" (y) = 0. (3.5)
t t e 2B

Si se hace B = 1, entonces los términos con t son iguales y por tanto.

aw(y) + %yw’(y) +w'(y) =0.

Sia = § entonces la ecuacién anterior queda

1 1
Sw(y) + Eyw’(y) +w'(y) =0,

1 /
(gu) +u" =0

1
Eyw—{—w' =K.

la cual es equivalente a

que integrando se tiene

Suponiendo que Iim W = lgn w’ = 0, con lo cual se puede fijar K = 0
y—ee Y=o

1
Ewarw' =0,

la cual tiene como solucién, para alguna constante C

i

w(y) = Ce 7.

De donde finalmente, volviendo a las variables originales, tenemos

a2
ar |

u(t,x) = 172°

Esté calculo motiva a la siguiente definiciéon
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DEFINICION 3.1. La funcién

1 _22

O(t,x) = { @2 (x €R,t>0)
0 (x ER,t<0).

es llamada solucién fundamental de la ecuacion de calor o niicleo de Gauss.

OBSERVACION. Hay que notar

1. ® es singular en el punto (0,0).

2. Usando transformada de Fourier también obtendriamos la solucién funda-

mental de la ecuacién de calor.

3. La eleccién de la constante de normalizacién (47r)~'/2 es determinado me-

diante el siguiente lema.
LEMA 3.1 (Integral de la solucién fundamental). Para cada tiempo t > 0
/ d(t,x)dx = 1.
R
Demostracion. Calculamos

1 _x2
/]Rq)(t,x)dx = /]Rme #dx

1 / —0?
= —= | e Ydo

1/2

mrl/ R

= / e~ dv
R

1
/]Rq)(t,X)dx = ml

Entonces necesitamos calcular el valor de I y para ello usamos

? = //e_(y2+”2)dydv
R JR

7T o0 )
= / / re " drd@
0 Jo
—r gy

Si definimos como

Tenemos que

= 7 e 'd
0

= mwlim(—e *+41)
a— o0

= Tt
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Por tanto, I = /7, con lo cual obtenemos que

D(t,x)dx = 1.
/]R (t,x)dx
]

TEOREMA 3.2 (Propiedades de la soluciéon fundamental). Los siguientes enunciados

son propiedades que cumple la solucién fundamental de la ecuacién de calor:

1. & — Py =0paratodox € Ryt > 0.
2. O(t,x) >0, parat > 0.

3. Parat > 0 fijo, (t, x) y sus derivadas tienden a cero exponencialmente rdpido,
cuando |x| — +oo.

4. Paraalguné >0, 111’(1)’1 ®(t,x) = 0 uniformemente para todo |x| > 6.
=0+

5. ® € C*(]0,00[xR).
6. O(t, ) xP(s,) = P(t+s,-).

Demostracion. Las propiedades 1y 2 se tiene por definicién de solucién fundamen-
tal. Las propiedades 3 y 5 se sigue del hecho que, si derivamos ® con respectoa ty
a x se obtiene una funcién racional y continua, la cual llamaremos Q™" (t, x), tal que

Dynpn (t,x) = Q"™ (t, x)P(t, x). Para la propiedad 4 notemos que, si |x| > J se tiene

0<P(tx) < ! ex {—f}
/v O BT

y debido a que exp(—z) < 13 para z > 0, tenemos

1 4t

VAt 4t 402
<t
— (4t +62)

para la propiedad 6, haciendo operaciones algebraicas obtenemos,

(x —y)? N
4n\/_ exp{ yr }exp{ 4S}dy
2 2
__+2x_y_y__y_ dy
4n¢— at a4t s
x> 2xy  y? [t+s
_471\/5 Rexp{_EJr?_Z( ts )}dy
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d(t,x) <

— 0, cuando t — 0.

(®(t,-) * (s, -))(x)




271\/t—|——s/ { 2+xy is) yz}

x X
2m/t+s/ { 4t +s) _<y_1

S

1 x2
"2 7(t+s) P {_4(t+5)}
=®O(t+s,-)(x)

3.2. Problema de valor inicial

En esta seccién usaremos la solucién fundamental de la ecuacion de calor P,
descrita en la seccion anterior, para describir una solucién clasica del problema de

valor inicial o Cauchy

ur(t,x) —uxe(t,x) = 0 en 10, c0[ xR
u(t,x) = wug(x) sobre {t=0}xR.
Notemos que la funcién (t,x) +— ®(t, x) resuelve la ecuacién de calor lejos de la
singularidad (0,0), y por la propiedad de invarianza por traslacién, tenemos que
(t,x) — ®(t,x — y) para cada y € R también resuelve la ecuacion de calor homogé-
nea.

Consecuentemente un candidato para ser una solucién del problema de Cauchy es

la funcién
1 _(x-p)?
u(t,x) = /]RQD(t,x—y)uo(y)dy = W/ A ug(y)dy. (3.6)

TEOREMA 3.3 (Solucién del problema de valor inicial). Sea uy € C(R) N L*®(R), y

definamos u como en (3.6). Entonces
1. u € C*(]0,00[xR).
2. u(t,x) —uxx(t,x) = 0.

3. lim u(t,x) =up(xg), x € R, t>0.
(t,x)—(0,x9)

Demostracién. 1. Ya que la funcién @ es infinitamente diferenciable, con derivadas

de todo orden uniformemente acotadas (ver Teorema 3.2) sobre [T, +oo[ xR, para
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T > 0, se tiene que u € C%(]0, o[ xR).

2. Usando el hecho que @ resuelve la ecuacion de calor y que 1y € L*(IR) tenemos

i (%) — thex (£, %) = /IR(q’f ~ @) (bx —uo(y)dy =0 (xRt >0).

3. Ahora como ug es continua, para todo xg € R fijo, existe § > 0 tal que, si |y — xg| <
d entonces |ug(y) — up(xo)| < €, para todo y € R.
Por tanto, si |x — xg| < % y C = B(xo,9)

u(t, x) — uo(xo)| = \ [ @t x = p)lo(y) = o(xo)ldy
< [t x = )luoy) —uoxo)dy
+ Jroc @t x — y)luoly) - uo(xo)|dy.
Definiendo
Li= [ @(tx—y)luoly) — uolxo)dy.

M := e O(t,x —y)|uo(y) — uo(xo)|dy.

Pues bien, como @ es una funcién positiva, se tiene

) )
Ademés, si |x — xg| < 5 tenemos que

/]R_c O(t,x — y)|uo(y) — uo(xo)|dy

AN
~
=
=

T
|

o
=~

=

|
s

U
<

IN

1 x—y[2
2 —_— T g
ol grepyire /{|y—xoza}ez !

2||uol| / e
(47tt)1/2 J{|z|> 6

Como

|zl = |z — (x = x0) + (x — x0)|

<|z—(x—x0)| + |x — xo

)
<lz = (x—x0) + 5.

2]

Ya que {|z| > d} y por la desigualdad anterior obtenemos |z| < |z — (x — xo)| + 5,
|

es decir, %' < |z — (x — xp)|, por el teorema de convergencia dominada y propieda-
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des del nticleo, se tiene

2|Juol| / 2 +
O(t,x — - dy < ——1 d ¢
/_C (£, x = y)|uo(y) — uo(xo)|dy < @07 s ¢ z—0, -0

Si|x — xg| < ‘2—5 y t > 0 es suficientemente pequefia, tenemos que
lu(t, x) —up(xg)| < L+ M < 2e.

con lo que terminariamos la demostracion. ]

3.3. Problema no homogéneo

Ahora consideremos el problema de valor inicial no homogéneo, donde la fun-

cion f : [0, +00[ xR — R, es tal que

{ ut(t,x) - uxx(t/x) = f(t,X) en ]O’OO[XIR (3.7)

u(t,x) = 0, sobre {t=0} xR.

Para calcular la solucién del problema (3.7) se utiliza el famoso principio de Duha-
mel (ver [28]), que permite encontrar una solucién a la ecuacién de calor no homo-

génea partiendo del problema homogéneo

{wt(s}')_wxx(s)') =0 en Js,00[xR (3.8)

w(s;s,x) = f(s,x), sobre R.

que tiene como instante inicial = s y como dato inicial f (s, -). Como se habia visto

en la seccién anterior, la solucién del problema de valor inicial (3.8) es la funcién

w(s;t,x):/]RCD(t—s,x—y)f(s,y)dy.

Esta expresion tiene sentido ya que, por propiedad de invarianza bajo traslaciones
de la ecuacion de calor y fijandouny € Ry s > 0, se tiene que ®(f —s,x —y) es
también solucién de la ecuacion de calor homogénea en |s, oo xR.

El principio de Duhamel (ver [28]) asegura que podemos construir una solucién
para el problema no homogéneo (3.7) a partir de una solucién de (3.8), integrando
con respecto a s en el intervalo |0, ¢[. Este hecho lo definiremos formalmente en las

siguientes lineas.

TEOREMA 3.4. Sea T > 0 fijo, f : [0, T[xR — R una funcién a soporte compacto, tal
que f € CIC2([0,c0[xR).
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Si se define una funcién u(t, x) por medio de la expresion

u(t,x) = /Otw(s; t,y)ds, (3.9)
parax € R yt > 0, entonces se tiene que
1. u € C}C%([0, o[ xR).
2. up(t,x) —uxx(t,x) = f(t,x), parax € Ryt > 0.
3. Para todo punto xy € R se tiene el limite, x € R, t > 0:

lim  u(t,x)=0.
(t,x)—(0,x9)

Demostracion. Ya que ® tiene una singularidad en el punto (0,0), no se puede jus-
tificar directamente la derivacién bajo el signo de integral. Este hecho sugiere que

hagamos un cambio de variable de la siguiente forma

u(t,x):/Ot/]RCID(t—s,x—y)f(s,y)dyds:/Ot/]RCI)(s,y)f(t—s,x—y)dyds.

Probaremos que iy, tyy € C([0,00[xIR), debido a que f € C}C2(]0,c0[xIR) tiene

soporte compacto y ® es lisa cerca a s = t, podemos asegurar

%(t"‘) = /Ot /IR ®(s,y) fx(t —s,x — y)dyds.

axax / / (s,y) fxx(t —s,x — y)dyds.

Por tanto u(t,-) € C3(R).
Antes de ver si u es regular en el tiempo, notemos que

F(s,x) ::/R(I)(s,y)f(t—s,x—y)dy.

satisface las hipétesis del teorema de derivacion bajo el signo integral (ver prelimi-
nares). En efecto, ya que f € C}C2(][0,o0[xR) y tiene soporte compacto, se tiene
que fs es continuo y ®(s,y) como P,(s,y) son funciones integrables (por Lema 3.1
y propiedades de la solucién fundamental), entonces podemos concluir que F; es

integrable y asi, escribir

ult,x) = [ @(ty)fOx—y)dy+ [ t [ @) filt =5, x = y)dyas.

y de esta manera se tiene que u € C}C2([0, o[ xR).
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2. Para ver que u es solucién de la ecuacién de Cauchy, notemos que
Ut — uxx—/ (t,y)f(0,x —y)dy+

+// (s, y)fe(t —s,x —y) — fux(t —s,x — y)]dyds,

para poder estudiar estas integrales, es necesario aislar la singularidad que se tiene

en el punto (0,0), paraello,sea0 < e <ty
m—ww—/ (£ y)f(0,x —y)dy+
+// (s, Y)[fr(t —s,x —y) — fax(t —s,x — y)]dyds+
+/O /]R (s,y)[fr(t —s,x —y) — fax(t —s,x — y)]dyds

Por otro lado, se tiene que fi(t —s,-) = —fs(t —5,-) y fux(,x —y) = fiy(-, x —y)
por lo que

Ut — MW—/ (t,y)f(0,x = y)dy+
+/ / (s, y)[—fs(t —s,x —y) — fyy(t —s,x —y)]dyds+
[0 ] @ filt = 5,x =) = fuylt = 5,x — y)]dvds.
Si definimos como
Ki= [ ®(ty)f(0,x—y)dy.
ei= [ [ @It =53~ )~ fult = 5,5~ y)ldyds.
Jeim [ [ @ mI=filt =5 = y) = fuglt = 5,x = ) ayds
Usando integracion por partes y el teorema de Fubini, tenemos que
o= [ [ @It =5~ y) ~ funlt = 5,x — )dyds
= [ [ 19(5,9) ~ @yl )1t~ 5,1~ y)yds
+ [ @leyfit—ex—ydy

~ [ @ fOx ~y)dy.
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ya que P es solucién de la ecuacion de calor lejos de (0,0), tenemos que
= [ ®ey)f(t—ex—y)dy— [ O(ty)f(0x=y)dy.
Mientras que
€
el = | [ [ @[l =5, =) oyt =5, — )l

€
< ([Ifell Lo, rp o)) + ||fxx||L°°(]0,T[,L°°(R)))/O /]RqD(Szy)dde <eC.

Usando el teorema de convergencia dominada, tenemos que
ut - uxx — lim(K + Ie + ]e)
e—0

=1lim [ ®(e,y)f(t—e,x—y)dy

e—0.JR
=lim | ®(e,y)[f(t—ex—y)— fltx —y)]dyﬂgr%/R@(e,y)f(t,x —y)dy
= lim | ®(1,2vey)f(t,x —2Vey)dy = f(t,%).

Finalmente se tiene que

D(t—s,x—vy)f(s,y)dyds

_/ [ 100t =52 =) f(s,)ldyds

< Wfllimgry [ [ @06, — y)ayas
= t|| fllo(r)

con lo cual ||u(t,-)||= — 0, cuando t — 0. O

Ahora, si combinamos los Teoremas 3.3 y 3.4, podemos encontrar una solucién
clasica para el problema de valor inicial no homogéneo (3.10) enunciado en el si-

guiente teorema.
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TEOREMA 3.5. Sean T > 0 fijjo, f : [0, T[xR — R una funcién a soporte compacto,
tal que f € C}C2([0, +00[XR) y ug € C(R) N L®(R). Y si consideramos el problema

{ut(t,X)—uxx(t/x) = f(tx) en  ]0,00[xR (3.10)

u(t,x) = wuo(x), sobre {t=0}xR.
Entonces la funcién u(t, x) definida por
t
u(t,x) = /]R D(t,x — y)uo(y)dy + /0 /IR ®(t—s,x—vy)f(s,y)dyds.
para (t,x) €]0,00[ xR, es solucién del problema (3.10).

Demostracion. Como ug € C(R) (N L*°(R) entonces

wi(tx) = [ @(tx—y)uo(y)dy,

es solucién del problema de Cauchy homogéneo, mientras que

uy(t, x) :/Ot/R@(t—s,x—y)f(s,y)dyds,

es solucion del problema de Cauchy no homogéneo, entonces u = uj + uy definido
por
t
u(t,x) = /]R D(t, x —y)uo(y)dy + /o /IR O(t—s,x—y)f(s,y)dyds,

es solucion del problema (3.10). O

3.4. Unicidad de las soluciones en dominios acotados

Hasta ahora hemos hablado de existencia de las soluciones de los diversos pro-
blemas dados, pero no hemos hablado de unicidad dichas soluciones, este es el pro-

posito de la presente seccién. Los resultados aqui presentados fueron tomados de

[71y [27].
A menos que se diga lo contrario tomaremos U C R un conjunto abierto y acotado

y fijamos un tiempo T > 0.

DEFINICION 3.2. Definimos el cilindro parabdlico

Uy :=]0, T] x U,
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la frontera parabdlica de Ut es
FT = UT - UT.

DEFINICION 3.3. Parat,x € R, r > 0 definimos

E(t,x;r) := {(s,y) €R?|s<t ®(t—s,x—y)> 1},

r

TEOREMA 3.6. Sea u € C}C2(Ur) solucién de la ecuacién de calor. Entonces

_ 1 x —yP?
u(t,x) = E//E(t,x;r) u(s,y)mdyds,

para cada E(t,x;r) C Ur.

Demostracién. Parala demostracion, ver [7]. pag. 53. O

OBSERVACION. Note que este teorema nos dice que la solucién de la ecuacién de

calor, es generada por la integral de la solucién de la ecuacién en tiempos anteriores.

TEOREMA 3.7 (Principio del maximo fuerte para la ecuacién de calor). Sea u ¢

C}C%(Ur) N C(Ur) una solucién clésica de la ecuacién de calor en Ut. Entonces

1. maxu = maxu.
UT rT

2. SilU es convexo y si existe un punto (ty, xo) € Ur tal que

u(to, x0) = maxu.
Ur

Entonces u es constante en Ut0~
En las siguientes lineas citaremos la demostracion realizada en [7].
Demostracion. 1. Supongamos que existe (fg, xg) € Ur tal que
u(tg, x9) = M = méxu,
Ur

entonces para todo r > 0 suficientemente pequerio, E(to, xo;#) C Ur de modo que

podemos usar la férmula de promedio para escribir

M = u(ty, xo9) = 41’//tx usy(( y))dyds<M
0/0/
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Puesto que se tiene la identidad

(x0 —y)°
———dyd
41" // to,XO, t() - S) y 5

Dado que la igualdad se tiene tinicamente si u es constante e igual a M en el interior

del dominio E(ty, xo;*) tenemos que
u(s,y) = M para todo (s,y) € E(to, xo;7).

Ahora deseamos ampliar este resultado en todo el conjunto Ur y para ello: Si L es
un segmento dentro de Ur que conecta (¢, xg) con algin otro punto (sg,yo) € Ur

con sg < tp. Podemos considerar el conjunto
ro := min{s > solu(t,x) = M paratodo(t,x) € L, s <t < ty}.

Como la funcién u es continua el minimo se alcanza y podemos suponer que rg > so.
Entonces u(rp,z9) = M para algin punto (g, zg) sobre L Ur y por tanto se tiene
que u = M sobre E(rg,zo;r) para todo r > 0 suficientemente pequefio. Pero como
se tiene que E(ry, zp;r) contiene al conjunto L({rg — o < t < ro} para algin o > 0
pequeiio, obtenemos una contradiccién. Por tanto 1y = sy de manera que u = M

sobre todo el segmento L.

2. Dado que el conjunto es convexo U y en las lineas anteriores pudimos ver que
para cada segmento L, se tiene que u = M sobre todo L, podemos repetir el mismo

analisis y extenderlo a todo U. O

TEOREMA 3.8.Sea ug € C(I't), f € C(Ur). Entonces existe una tinica solucion
u € C;C3(Ur) N C(Ur) del problema de valor inicial

{ ur(t,x) —uxr(t,x) = f(t,x) enlUr

(3.11)
u(t,x) = up(x), sobreTr.

Demostracién. Supongamos que existen u y v dos soluciones del problema de valor

inicial (3.11) podemos considerar la funciéon w = +(u — v), la cual satisface

w= 0 sobrelr,

es decir, es el mismo problema pero con datos iniciales idénticamente nulos y apli-
cando el principio del maximo para w, se obtiene que su maximo es nulo, w = 0.

Con lo cual obtenemos la unicidad de la solucion. O]
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3.5. Anadlisis de unicidad de soluciones en los reales

En lo siguiente extenderemos al problema de Cauchy para U = R, pero al traba-
jar en dominios no acotados sera necesario para garantizar unicidad, introducir un
control sobre el comportamiento de las soluciones para |x| grande. Analizaremos

qué pasa en nuestro problema de valor inicial homogéneo.

{ ur(t, x) —ux(t,x) = 0, (t,x) €]0, T[xR (3.12)

u(0,x) = up(x), {t=0} xR

En la Seccién 3.2 vimos que si 1y € C(R) N L*(IR) entonces

u(tx) = [ @(tx=y)uo(y)dy,

es solucién continua del problema de valor homogéneo, también en la seccién an-
terior vimos que podemos asegurar que el problema tiene solucién tnica pero en
espacios acotados, y debido a que las soluciones son continuas, alcanzaban su ma-
ximo, por ende, no dimos tanta importancia a la convergencia o divergencia de la
integral. Pero ahora al trabajar sobre todo R necesitamos asegurar que la integral

converge o diverge. Para ello usaremos la desigualdad de Cauchy con e

72
2ab < ?Jrebz, e > 0.

tenemos que

op {IFED Y o {1
oo (-0 o[NP o (0=

Para que la notacién no sea tan engorrosa y debido a que estamos integrando con

respecto a y, definiremos

Ei(t,x) 1= —— exp {_(H“’—l)xz}

47t 4t
1 1—e h)x?
E(t x) = = P {—%} .

tenemos que

)2
Fi(t, x) exp {—(12—5)#} <P(t,x—y) < B(tx)exp {—%} . (314)
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Vamos a analizar varios casos, primero veremos que pasa cuando
uo(x) = Cexp{c|x|*"*},
donde &« > 0y C, c son constantes positivas, para este caso, por (3.14) tenemos
®(t,x — y)uoly) > Fr - CexplelyP™ — (4) (1 +e)y),

para un y es suficientemente grande y si se tiene que

Cly|® > (4)71(1 +e).
entonces

[ @t x=puo(w)dy = oo,

por tanto, para toda funcién uy que sea asintética a Cexp{c|x|>™} en |x| — +o0
para « > 0, se tiene que no existe solucién.
Ahora para el caso

up(x) = Cexp{cxz},

y de (3.14), tenemos que

uo(y)®(t,x —y) < C- Frexp{[c— (4t)"1(1—¢)]y*}.

Si
c—(4)1(1—e) <.

para0 <e<ly
1-e¢

0<t ,
<<4C

se sigue que, para 0 < t < (1/4c)

[ @t x=yuolydy < e.
El siguiente ejemplo nos muestra lo importante de este hecho.

EJEMPLO 5. Consideremos el problema de valor inicial

ur(t,x) —uxe(t,x) = 0 x€R,t>0
u(0,x) = 0, xR

Este problema no necesariamente tiene solucién tnica, ya que existen soluciones
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sobre alguna linea t = constante. Como por ejemplo,

) 2k

) = L0

k=0

donde
exp{—t2} t>0
t) =
8(t) { 0 _—

es solucion del problema y u = 0 también es solucién del problema de valor inicial
dado, y esto ocurre ya que u(t, x) excede a la tasa de crecimiento C exp{cx?}. Para
ver mds detalles de la demostracién sobre la convergencia y derivacién en este caso

de u sugerimos revisar [27] y [13] pag. 211.
EJEMPLO 6. También tenemos que
u(t,x) = / g(ta?, xa)a(a)du
0

g(t, x) = e*cos(x 4 2t) + e ¥ cos(x — 2t)
a(a) = e’ cos(V3y*/3).

Es solucién de la ecuacién (3.12), ya que es integracién de una solucién con respecto

a un parametro.

Es decir, que no bastaria con exigir continuidad en u y en sus derivadas para

obtener unicidad en todo R. Para ello tenemos el siguiente teorema.

TEOREMA 3.9 (Principio del maximo). Sea u € C}C2(]0, T] x R) N C([0,T] x R) so-

lucién del problema

ur(t,x) — uxx(t,x) = 0 en]0, T[xR

u(t,x) = up(x), sobre{t=0} xR
donde uy € C(R) y que verifica la condicién de crecimiento
u(t,x) < Ce’ (0<t<T,xeR),

con C,c > 0 dos constantes. Entonces se tiene

MAax u = sup uy.
OTIxR  xeR

Demostracion. Supongamos que 4cT < 1, una vez que se tiene esta mayoracion, para
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algtin € > 0 suficientemente pequefio también se tiene
4¢(T+e) <1 (3.15)

Fijando y € R, p > 0y definamos una funcién v :]0, T[xR — R por medio de la

expresion

_(x=p)”
U(t, x) = u(t, x) — (T - elu_ t)l/ze4(T+e—t) )

Derivando v una vez con respecto a t y dos veces con respecto a x, tenemos que
vt — Uxx = 0, sobre |0, T| X R.

Seanr > 0, U := B(y,r) y Ur =]0,T] x B(y,r), entonces aplicando los teoremas
anteriores del principio de méximo sobre dominios acotados, tenemos

max v = maxuo.
Ur It

Ahorasi (t,x) € {t =0} x R y usando el hecho (3.15) tenemos

1 (x—y)?
e 20

y con lo cual

)2

(x—y
(0,x) = u(0,x) — me < u(0,x) = up(x).

si|]x —y|=ry0<t<T,entonces

. 1 . ol
pero, como se tiene que g7y = ¢+ cony > 0, podemos escribir

o(t,x) < CelWH0? —y(a(c + 7)) 2e+M™ < sup g,
R

si v > 0 es suficientemente grande. De esta manera paratodoy €¢ Ry 0 <t < T

hemos demostrado que

v(t,y) < sup up.
R
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Para u es suficiente hacer y — 0. Finalmente para relajar la hipétesis que 4cT < 1,
podemos proceder por segmentos mdas pequenios, es decir [0, T1] y luego [Ty,2T]

con T; un tiempo que verifica esta estimacion. [

Podemos modificar el teorema anterior de tal forma que si garantizamos que la
soluciones sean no negativas entonces tendremos unicidad, como lo mencionamos

y demostramos en el siguiente teorema.

TEOREMA 3.10. Sean uy € C(R) NL®(R) y u(t,x) € C/C2(]0, T[xR) N C([0, T] x

IR), entonces existe una tnica solucién u del problema de valor inicial

ur(t,x) — uxx(t,x) = 0 en]0, T[xR
u(0,x) = wup(x) sobreR
u(t,x) > 0 en]0, T[xR,

y estd representada por

u(t,x) = /]RCI)(t,x —y)up(y)dy.

Demostracién. Para a > 1 definimos una funcién de corte G” tal que

1 si |x]<a-1
G'(x):=9q a—|x| si a—1<|x|<a
0 si |x|>a

Y consideremos la expresion

o'(3) = [ @(tx—y)C Wuo(y)dy.

Ya que 1, G* son continuas y G"ug es a soporte compacto, sabemos que v*(t,x) €
C(]0, T] x R) y satisface
vi(t,x) — v, (t,x)= 0 en |0, T[xR
v'(t,x) = G*(x)up(x) sobre {t =0} xR
Denotemos por
M := maxug(x)
|x|<a

Ya que G* y ug son no negativas, G < 1y |x|exp(—x?) < 1, tenemos que para
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0 <o (t,x) = [ O(t,x = y)G" (y)uo(y)dy
= [ olx—yudy+ (t,x = y)(a — ly)uo(y)dy
ly|<a—1 a—1<y|<a
<[ eltx—yuoly)dy + (1, x = y)uo(y)dy
ly|<a—1 a—1<ly|<a
< [ @t x—yuoy)dy
ly|<a
<M D(t, x —y)dy
ly|<a
/y<a |x — y|
ZaM
- \/E ]x] —a
Seae >0y
> a4 2Ma
P e
entonces

v*(t,x) <e <e+u(tx), para |x| =p, 0<t<T
v*(0,x) <wup(x) <e+u(0,x), para |x| <p, 0 <t <T.

Por el principio del méximo en dominios acotados tenemos que
v*(t,x) <e+u(tx) para |x| <p, 0<t<T.

Haciendo p — +o0, encontramos la misma desigualdad paratodox € R,0 <t < T.

Como € es arbitrario, si € — 0 tenemos
v*(t,x) <u(t,x) para xe R, 0<t<T.

Ya que G? es una funcién acotada y no decreciente en a tenemos que

o(t,x) = lim o"(t,x) = [ ©(tx—y)uo(y)dy,

existeparax e Ry0<t<Ty

o(t,x) < u(t,x).
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Finalmente de la desigualdad
v*(t,x) <o(t,x) <u(tx),

y los valores de v*(0, x) y u(0, x) tenemos que v(0, x) = up(x). Ahora, si definimos
la funcién w := u — v paratodox € Ry 0 <t < T, la cual es continua por resta de

funciones continuas. Ademads,

wi(t,x) —wxx(t,x) = 0 en]0, T[xR
w(t,x) = 0 sobre{t=0} xR
w(t,x) > 0, en]0, T[xR.

Solo quedaria demostrar que w = 0 (es decir, hemos reducido el teorema al caso

donde f = 0). Definamos
t

W(t, x) := /0 w(s, x)ds.
Ver apéndice para mas detalle de por qué tomamos asi esta funcién. Ya que w(t, x) >
0 tenemos que W(t, x) es creciente como una funcién de t. Para comenzar sabemos
que W(t,x) y Wi(t, x) = w(t, x) sonno negativas y continuas parax € Ry0 <t < T
y W(0,x) =0.Y
Wi (£, x) = w(t, x) = Wi(t, x).

Ya que Wy, = w > 0, sabemos que W es una funcién convexa con respecto a x y por

tanto
x—H x+H
W(t =W |t
) =w (1 50+ 250
1 1
< EW(t,x—H) + EW(t,x—i—H),

es decir,

2W(t,x) < W(t,x —H)+ W(t,x+ H). (3.16)

Si integramos (3.16) con respecto a H de 0 a x, para x > 0 tenemos
2x
2XW (L x) < / W(t,y)dy. (3.17)
0

Por otro lado, sea 0 < s < t < T, con lo cual W(s + t, x) es una solucién no negativa

de la ecuacion de calor con datos iniciales W(s, x)

W(t, x) = /]R D(t—s,x—y)W(s,y)dy.
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2x
W(t0) = [ @t —s)Wis,y)dy = [~ @t —s,y)W(y,x)dy

exp(—x2/(t—s)) [2*
= 47(t —s) /0 Wis y)dy.

Combinando esta desigualdad con (3.17) tenemos

exp(—x2/(t —s))

Wie.0) 2 4r(t —s)

2xW(s, x).

con lo cual
t(t—s)
xz

A\

W(s, x) exp(x2/(t —s))W(t,0).

Sitomamos un d talque 0 < 6 < T/2y W(s,x) parax € R,0 <s < T —2¢ y usando

el hecho que W es creciente con respecto a t, tendriamos que

T
W(s,x) < W(T —25,x) < ‘/Z_Z exp(2x2/T)W(T,0).
Por tanto, W es acotado para |x| < v/7tT, mientras quesit =T —dy |x| > V7T
W(s,x) < e~ /°W(T - 6,0).

Es decir, W satisface las hipétesis del teorema de unicidad y con lo cual tendriamos
que W(s,x) = 0,parax € R,0 <s < T -2y por lo tanto también para x € R,
0 <s < T, yaqueJ es arbitrario. Asi

u(t,x) =o(t, x).
0

TEOREMA 3.11. Sea uy € C(R) y f € C([0, T] x R) entonces existe una tinica solu-
ciénu € C}C%(]0, T[xR) N C([0, T] x R) del problema de valor inicial

u = 1ugy, sobre{t=0}xR.

y satistace la estima de crecimiento
lu(t,x)| < Aexp{alx|*} (x e R,0<t<T).
para constantes A,a > 0.

Demostracion. Para la demostracion ver [7]. H
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3.6. Problema no homogéneo no lineal

En esta seccién veremos unicidad y existencia de las soluciones mild del proble-

ma no lineal no homogéneo

{ u(t,x) — e (£,x) = f(u(t,x)) en]0,400[xR (3.18)
u(t,x) = up(x) sobre {t =0} x R,

donde uy : R — [0,1] es una funcién acotada y uniformemente continua, y f €
Ci([o,1))-

Para esto consideremos el espacio de Banach
X =C,p(R) :={u:R — R: u es acotada y uniformemente continua en R},

dotado de la norma de L*(IR). Note que X es un espacio de Banach. Si definimos la

familia de operadores {T(t) }+~¢ dado por
T(ul(x) == [ @(tx = y)u(y)dy,
para u € X. Esta familia de operados verifica
1. Paracadat >0, T(t)X C X.
2. Para cada t > 0, el operador T(t) es lineal y continuo con || T(t)]| < 1.
3. Paratodot,s >0, T(t+s) = T(t)T(s).
4. lim;_,o+ ||T(#)u —ul|x = 0.

Es decir, la familia de operadores es un semigrupo fuertemente continuo. Veremos

que la solucién de (3.18) se obtiene al iterar la siguiente expresion.

u™(t,x) = /R D(t,x — y)uo(y)dy + /Ot /R (s —t,x—y)f(u"(s,y))dyds,

donde @ es el ntcleo de calor y u°(t, x) = [R O(t, x — y)uo(y)dy.
Empezamos demostrando la existencia y unicidad de una solucién del problema
(3.18). Note que si ug(x) = g(x) es uniformemente continua y acotada, entonces la

solucién de

ur(t,x) —upr(t,x) = 0 en |0, T[xR
u(t,x) = g(x) sobre {t =0} xR,
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esta dada por
w(tx) = [ ®(tx—y)g(v)dy.

Si reemplazamos u"(t, x) en el lado derecho de la ecuacién (3.18) y usamos el prin-

cipio de Duhamel tenemos que

t
't x) :/ / Dt —s,x — y) F(0(s, y))dyds,
0 JR
es soluciéon de

up(t, x) — uxr(t,x) = f(u%(t,x)) en]0,T] x R
u(t,x) = 0, sobre {t =0} x R.

Entonces como la suma de soluciones es una solucién tenemos que
ul(t,x) = ul(t, x) + al(t, x),

en solucién

ut(t,x) —ul.(t,x) = f(u’(t,x)) en]0,T] x R
ul(t,x) = g(x), sobre {t =0} x R.

En general para cada i € IN, podemos demostrar que la funcién

it (t,x) = ul(t,x) + /Ot /]RCD(t —s,x — ) f(u'(s,y))dyds,

es soluciéon

ult it x) —ultl(t,x) = f(u'(t,x)) en]0,T] xR
utl(t,x) = g(x), sobre {t =0} x R.

Para esto comencemos considerando el siguiente problema: Sea T > 0, up € Xy
h € C([0,T],X), por facilidad escribiremos A = (—A), donde Au = . Asi el
problema
ur+Au = h(t), Vt €]0,T|
u(0) = u,
como habfamos visto en el capitulo de soluciones mild tiene una tinica solucién mild

que esta explicitamente determinada por el Principio de Duhamel

u(t) = T(t)ug+ /Ot T(t —s)h(s)ds,

paratodot € [0, T].Y gracias a la regularidad de ug y I se deduce que u € C([0, T}, X).

Mientras que para probar la existencia de soluciones consideremos el siguiente pro-

55



blema de Cauchy abstracto. Sea F : X — X una funcién globalmente Lipschitz.
En nuestro caso, F(u)(x) := f(u(x)) para u € X. Asi, para T > 0 arbitrario y fijo,

estarfamos interesados en el problema no lineal

ur+ Au = F(u), Vt€]0,T]|

0) = u (3.19)

El cual vimos en el capitulo de soluciones mild, que si u € C([0, T], X) es tal que

w(t) = T(Fup + /Ot T(t — s)F(u(s))ds,

entonces es solucion mild de (3.19) en [0,T].
Ahora usaremos teorema de punto fijo de Banach, para demostrar que existe una
tnica solucion. Para ello definimos la aplicacion N : C([0,T]; X) — C([0,T}; X)

como

N(u(t)) ::/]RCIJ(t,x—y)uo(y)dy—i—/Ot/RCI)(t—s,x—y)F(u(s))dyds.

Afirmamos que N es Lipschitz en C([0, T]; X), en efecto sea, u,v € C([0, T]; X), te-

nemos que

ING() - NEOx < [~ [ [ @53~ y)[Fu(s)) - Fo(s))] xdys
[ wip(Epluts) — oty) s
< H(Lip(F)) [u(s) ~ o() | C([0,T), X),

donde LipF es la constante de Lipschitz de G, que no depende del tiempo. Tomando

el supremo en [0,T] en ambos lados de la desigualdad de arriba, tenemos que

IN(u(t)) = N(@(®)llcom,x) < T(Lip(F)[[u(y) —o(y)llco,m),x-

Conlo cual hemos demostrado que N es Lipschitz con constante TLip(F). Ahora por

induccién tenemos que (N)* es Lipschitz en C([0, T], X) con constante de Lipschitz

(T  Lip(F))*

k! '
Esta constante es menor que 1 para un k suficientemente grande.Por tanto haciendo
uso del teorema de punto fijo de Banach-Picard podemos concluir que N tiene un

tnico punto fijo. Ademas
u(t) = lim N"(u(t)).

n—r—+4o00
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Ahora dado 0 < T < T, por unicidad , la solucién mild en |0, T'[ debe coincidir en
10, T[ con la solucién mild en ese intervalo y como F es globalmente Lipschitz. Asi,

la solucién es global en el tiempo.

3.7. Principio de comparacion

TEOREMA 3.12. Sean u,v € C([0, T],C, »(IR)) soluciones de
U — Uxxy = h(u), v —vxx = g(0).
con g, h : R — R funciones localmente Lipschitz. Si

h(v) <g(v), veR.

y
u(0,x) <v(0,x), x € R.
Entonces
u(t,x) <o(tx), v(t,x) € [0,T] x R.
Demostracién. Se tiene por consideraciones de soluciones mild. O
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Capitulo 4

Comportamiento asintdtico

Una vez obtenido la existencia y unicidad de la ecuacién de reacciéon y difusion
estudiada en capitulos anteriores, nos proponemos estudiar el comportamiento de

los conjuntos de nivel de soluciones mild en tiempos grandes. De nuestro problema

{ut(t,x)—uxx(t,x) = f(u(t,x)) en  (0,00) xR @)
u(t,x) = wup(x), sobre {t =0} x R.

donde f y uy satisfacen:
1. La funcién f es no lineal en la ecuacién (4.1) y es del tipo Fisher KPP, es decir:
f:[0,1] — R es de clase C! y satisface

f(0)=f(1)=0, 0= f(s) < f(0)s Vs €]0,1], (4.2)

la propiedad (4.2) significa que f(w) es maximal en w = 0.

Maés atin, podemos suponer que existen 6 > 0, rg €]0,1] y M > 0, tal que
f(r) > f1(0)r — Mr™0, Vr € [0,r)].
2. La condicién inicial 1 : R — [0, 1] es uniformemente continua y satisface
up >0 en R, l;r_r}_l&fuo(x) >0y x11_r>r.}o up(x) = 0. (4.3)

Ademas, suponemos que la funcién 1y decae mas lentamente que cualquier funcién

exponencial cuando x — +o0o, en el sentido que
Ve >0, dxe € R, up(x) > e " paratodo x € [xe, 00]. (4.4)

0 equivalentemente 1y (x)e* — co cuando x — co. A este tipo de hipétesis (4.4) se

la conoce como condiciones iniciales exponencialmente no acotadas y se verd qué
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pasa cuando se tiene este tipo de condiciones.

OBSERVACION. Ya que ug satisface (4.3) y usando principio de comparacién, tene-
mos que

0<u(tx) <1, paratodot>0yxeR.

4.1. Soluciones tipo ondas viajeras

Cuando estudiamos ecuaciones diferenciales parciales es favorable buscar solu-
ciones u, las cuales reflejen la simetria en la estructura de la ecuacién diferencial
parcial, en esta seccién veremos las condiciones en las cuales la solucién de la ecua-
cién de reaccion difusion que estamos estudiando, tiene la forma u(t, x) = g(x —ot),

donde g y ¢ son desconocidas.

Como vimos en el capitulo anterior, la existencia de soluciones de la ecuacién
de reaccion- difusion dependen de f y u, en esta seccién usaremos los resultados
demostrados en trabajos como [2], [3], [15], [21], los cuales nos muestren qué condi-
ciones debemos exigir sobre f y u( para que las soluciones converjan a una solucién
en forma de onda viajera (en inglés travelling wave), ayuddndonos asi a analizar el
comportamiento asintético de nuestra ecuacion diferencial parcial. Esto es debido a
que si existen soluciones en forma de onda viajera son soluciones especiales de la
ecuacion estudiada, que no cambian de forma y que se propaga con velocidad fini-
ta. Y generalmente describen el proceso de transicién de un estado de equilibrio a
otro. En el caso lineal de una ecuacién diferencial parcial, suele ser arbitrario y rara
vez tiene un significado especial,es decir, no aporta mucho en el estudio, mientras
que para ecuaciones diferenciales no lineales determinan una clase restringida de
soluciones que a menudo juegan un papel importante en problemas de valor inicial
cuando t — 4-00, como lo veremos en las siguientes secciones.

De manera formal, para el caso que estamos estudiando.

DEFINICION 4.1. Diremos que la ecuacion
up = txx + f(u),
admite soluciones de la forma
u(t,x) = q(x —ot) = q(2),

donde gq, o son desconocidas, y z = x — ot. Si o es finita y g : R — [0,1] es una
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funcion dos veces continuamente diferenciable, la cual satisface

9" +oq' + f(q) =0, (4.5)

donde’ = & y tal que
Zl_1>r5100q(z) = 1. (4.6)
ZIEQO q(z) = 0. 4.7)

A este tipo de soluciones se les conoce como soluciones en forma de onda viajera y

a o como velocidad de propagacion.

OBSERVACION. 1. Si g satisface (4.5), (4.6) y (4.7) entonces r(z) = 1 — g(—z) también
es una onda viajera, con velocidad —o.

2. En realidad en la literatura se puede generalizar este tipo de definicién a resulta-
dos mas débiles en el sentido de las distribucion.

3. Note que (4.6) y (4.7) es un caso particular de traveling wave, que hemos tomado
en este caso asi por los datos iniciales.

4. También podemos notar que (4.6) y (4.7) nos estdn indicando que las soluciones

estacionarias son conectadas de manera decreciente.

DEFINICION 4.2. Sea u solucién del problema (4.1), se dice que converge a una solu-
cién en forma de onda viajera q,(x — ot + ¢) para algin o > 0y, y ¢ € R, siempre
y cuando

[u(t, ) = qo(- — ot + &) | 1or) — 0 cuando t — oo,
donde 0,,,;,, es el valor minimo que puede tomar ¢.

OBSERVACION. Existen varias definiciones de convergencia a soluciones en forma

de onda viajera, entre ellas esta la estabilidad orbital y asintética.

OBSERVACION. Con estabilidad orbital nos referimos que las soluciones son esta-
ble orbital si

3é,Cp > 0 tal que si ||ug — gl < éentoncessup |u(t) —q(t)| < Co.
t>0

gracias a nuestras hipdtesis tenemos que si existen g, estas son estables orbitalmente.

OBSERVACION. Decimos que g es asintéticamente estable si existe €y > 0 tal que la
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condicién inicial 1y € B(go, €9) entonces

tim [u(t) — q(1)| = 0.

En el paper de Kolmogorov, Petrovsky y Piskunov [21], probaron que para cierto
f y condicién inicial u, existe soluciones en forma de onda viajera que se propagan
con una velocidad ¢. Otra propiedad fundamental de esta ecuacién fue establecida
por Aronson y Weinberger en [3], se trata de la velocidad asintética de propagacion.
Donde, si ug es una funcién continua no negativa en IR?> con soporte compacto, en-
tonces la solucién u con estas condiciones iniciales 1y se mueven con velocidad c,,;,
en todas la direcciones para tiempos grandes.
Por otro lado Larson, en [24], apoydndose en resultados obtenidos por Aronson y
Weinberger en [2] demostré que la ecuacion u; = uy, + f(#) admite una familia
de soluciones en forma de ondas viajeras tal que u(t,x) = g,(x — ot) para toda
velocidad ¢ > 0y, = ZW donde para cada velocidad ¢ > 0y, la funcién
go : R —]0,1] satisface

‘7{7/ "“7‘1:7 +f(Gr) =0en R, go(—00) =1, gy(c0) =0,

donde g, es decreciente en IR y tinica bajo saltos. Ademds, Larson demostr6 que si

u satisface las siguientes hipétesis

(H1) ug(x) = o(e=(#=9)%) cuando x — oo, para a €]0, /f'(0)[y é > 0.

(H2) e~ (9% = o(uy(x)) cuando x — oo, para a €]0, /f'(0)[yé > 0.

Entonces,

f'(0)

u(t,x +ot) -1, cuando t — +o00, V 0 < 0, :tx—i—T.

/
0
u(t,x+ot) -0, cuando t — +oco, V 0 > 0, = (x+¥.
Es decir, que si up(x) = Ce ¥ cuando x — +00, con 0 < € < €y = 24/f(0)
entonces u converge a una solucion en forma de onda viajera q,(x — ot) cuando

t — 400, con velocidad
f'(0)

€

c=€+ > Oin-

Es posible reformular los resultados encontrados arriba en términos de los conjuntos

de nivel de la solucién u del problema de Cauchy (4.1). Es decir, dada un condicién
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inicial uo adecuada, definimos el conjunto de nivel de u para un valor A €]0,1[ en

un tiempo t > 0, como
Ny(t):={x € R:u(t,x) = A}.

Si0 < m < omin, podemos decir,

VA €]0,1], lim M = Oy =m+

f'(0)
— m
Por tanto, la "localizacién"de las soluciones u en tiempos grandes se mueven con
velocidad finita, en el sentido que para algtin A €]0, 1] y alguna familia de ntimeros
reales x (t) tal que u(t,x,(t)) = A, se tiene x, (t) /t converge cuando t — +oc0 a una
constante positiva.
De vuelta a nuestro problema (4.1) con condiciones iniciales exponencialmente no
acotadas, como lo enuncio Larson, no admiten soluciones en forma de ondas viaje-
ras con velocidad finita, para tiempos grandes.
Nuestra investigacion esta basada en el trabajo de Hamel y Roques [17], en el cual
se muestra que la ecuacion de reaccion-difusion u; = uyx + f(u), con condiciones
iniciales exponencialmente no acotadas conducen a soluciones que se extienden a

velocidades infinitas en el plano [0, co[ xR

4.2. Principales resultados

En esta seccién hablaremos del comportamiento asintético de las soluciones de
las ecuacién de reacciéon-difusion. Antes de empezar daremos algunas definiciones
que nos ayudaran con nuestro proposito.

El conjunto de nivel de las soluciones u del problema de Cauchy (4.1) de valor A €

(0,1) en el tiempo t > 0, como
Ny(t):={x € R:u(t,x) = A}. (4.8)

Denotamos como

liminfu(t,x) = lim inf u(t,x).
X——00 a——00 x<a

TEOREMA 4.1. Sea u solucién del problema (4.1), donde f satistace (4.2) y la condi-

cion inicial u satisface (4.3) y (4.4), entonces

V>0, lim u(t,x) =0y liminfu(t,x) — 1 cuando t — +oo.
X—+00 X—r—00
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Demostracién. Para demostrar comenzaremos analizando el limite de u cuando x —
+00. Dado unv > 0, debo encontrar un L > 0 tal que para x > Lse tenga u(t, x) < v.

Para hacer esto, sea u solucién de

{ U — Tiex = £/(0)7 19)
u(0,x) = up(x).

Si hacemos w(t, x) := e~/ (O!(t, x), tenemos que w es solucién de

{ we(t, x) — wxx(t,x) =0

w(0,x) = up(x),

debido a que u es uniformemente continua y satisface (4.3), se tiene

w(t ) = [ ®(tx—yuoly)dy = [ St,y)uo(x—y)dy.

Donde @ solucién fundamental de la ecuaciéon de calor homogénea, descrita ante-

riormente. Con lo cual

it x) = e Ot /]RCID(t,x —y)up(y)dy (4.10)

es solucion de la ecuacién del problema (4.9). Ya que f satisface (4.2), se tiene que u
descrita en (4.10) es una stper solucion de (4,1) y por el principio de comparacién
tenemos que

u(t,x) <7u(t,x) paratodot >0y x € R.

Luego haciendo cambio de variable y tomando a2 € IR, tenemos
u(t,x) = ef/(o)t/ O(t, y)uo(x —y)dy
R
f'(0)t
¢ / e‘zzuo(x —2V/tz)dz
R

f'(O)t / ra oo
= ¢ (/ e‘zzuo(x —2Vtz)dz + / up(x — 2\/52)6_2de>

Definiendo
a 2
I:= / e~ ug(x — 2v/tz)dz.
] = / up(x — Zﬂz)efzzdz.
a

Como por hipétesis uy(x) — 0 cuando x — +o0, tenemos que, para todo u > 0,
existe un M > 0 tal que x > M entonces ug(x) < p. Si hacemos L := M + 2av/t,
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entonces para x > L, estimaremos los valores de I y ] por separado. Por tanto, si
z < aentonces x — 2v/tz > x —2y/ta > L —2+/ta = M y gracias a que e ? >0

podemos asegurar

a [e¢]
I g/ e % udz §/ e % udz < uy/7.

—00

Mientras que para z > a tenemos que x — 2v/tz < x — 2v/ta

J = / uo(x — 2Vkz)e 2 dz < ||ug|| 1 / e 7 dz S/

a a a 1+22

dz < .

—L es continua, y debido

Note que la tltima desigualdad se tiene, ya que h(z) := 5 s

a que la integral converge. Con lo cual,

of ()t

~—

u(t,x) < (I+])

SIS

IA

<2 f/(o)ty = .

Para analizar el comportamiento de la solucién u cuando x — —oo usamos resulta-
dos de convergencia a soluciones tipo onda viajera.

Como habiamos visto en la seccién anterior, para o > ZW existen, una funcién
uniformemente continua y decreciente w : R — [0,1],un A € Rtal que 0 < wy < ug
en Ry wy(x) = e~ %" para todo x > A, donde a, = (0 — /02 —4f(0))/2 > 0. De-

notemos por w a la solucién del problema de Cauchy (4.1) con datos iniciales wy. Es

decir,
= Wt fl) (4.11)
w(0,x) = wp(x).
Por tanto, para algtin 77 € R existe una solucién tipo onda viajera g, tal que
[w(t, ) —go(- — ot +7)||Lor) = 0 cuando t — +co. (4.12)

Ademas, por el principio de comparacién, tenemos w(t, x) < u(t,x) < 1 para todo
t > 0y x € R. Por tanto,
liminfw(t, x) < l1m1nfu(t x) <1

x——00 ——00

debido a (4.12) y go-(x) — 1 cuando x — —oo, para todo € > 0, existe T > 0 tal que
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t > T entonces

liminfw(t,x) —1| <e€

X——00
con lo cual
1= lim liminfw(t,x) < lim liminfu(¢,x) < 1.
t—00 x——00 t—00 x——00
Por tanto,

lim liminfu(t,x) = 1.
t—00 x——00

O

OBSERVACION. Note que gracias al teorema (4.2) podemos asegurar que, para A €
10, 1], existe un tiempo t) > 0 tal que

liminfu(t,x) > A > 0= u(t, +00).

x—>—00

TEOREMA 4.2. Sea u, ug, f como en el teorema anterior, entonces para un A €1]0,1],

existe un numero real t, > 0 tal que N, () es no vacié y compacto,para todot > t,

y N
P A (1)

= —‘—OO.
t— o0 t

Demostracién. Ya que existen soluciones u para la ecuacién (4.1) y por la observacion
anterior tenemos, para A €]0, 1] existe un t, > 0 tal que N,(¢) es no vacié. Ahora
para demostrar que N, (t) es acotado y cerrado. Para demostrar que es acotada ar-
gumentaremos por absurdo, es decir, que para todo k € IN y para todo M > 0 tal
que |x;| > M, ademds como x; € N,, se tiene que u(t,xx) = A, pero por Teorema ,
tenemos por unicidad de limite que

A= lim u(t,x) =0

k— o0

lo cual es una contradiccién a nuestra hipétesis A # 0.
La segunda parte la haremos por el absurdo, como habfamos visto en la parte de
ondas viajeras, si las soluciones convergen a una solucién en forma de onda viajera
lo hacen con una velocidad, que en este caso llamaremos ¢ y tendriamos

. min N,

lim ———= =

t—+o0 t

Ahora como, ug(x)e* — oo cuando x — +oo para todo € > 0, si tomamos € €
10, 0in [ tenemos que
min N A f/ (O)

lim =0>€e+ .
t—+o0 t €
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Haciendo € — 07, se obtendria el resultado. O

OBSERVACION. El siguiente teorema fue enunciado y demostrado por Hamel y Ro-
ques en [17], lo que se hard es demostrar de forma detallada y usando soluciones
mild.

TEOREMA 4.3. Sea u solucién del problema (4.1), donde f satisface (4.2) y la condi-
cion inicial ug satisface (4.3) y (4.4). Y si ademds, suponemos que existe un gy € R
tal que ug € C?([ep, %) y no creciente sobre [eg, +o0[ y ufj(x) = o(ug(x)) cuando
x — +o0. Entonces, para algtin A €]0,1[, a €]0, f'(0)[, 7, T > 0, existe Ty o1 > t)
tal que

VE> Tyeor, Na(t) Cugt{[ye” (@O0 re=(FO)-a)yy, (4.13)

Para demostrar este hecho lo haremos por partes, primero encontraremos cotas

superiores del min N, (¢) y después encontrando cotas inferiores para max N, (f).

OBSERVACION. Note que, para A €]0,1[ y t — x,(t) una funcién tal que x,(t) €
N, (t), es decir, u(t,x,(t)) = A.Sien (4.13) hacemos A = T' = +, entonces

1o (0 (£))eS O < 4y (4, 21 (1)) < ug(x, (£))ef @+t

Esto nos ayuda a ver que las soluciones u(t, x) (f)) pueden ser vista como la solucién
de la familia de edos,
{ “i = o)
v(0;x) = wup(x),
parametrizada por x € R. En otras palabras, el comportamiento de u en tiempos
grandes es dominado por el término de reaccién, es decir, que el término de difusién
juega en cierto sentido un papel insignificante en comparacién con el crecimiento de

reaccion. Por tanto, usaremos este hecho para encontrar sub y stper soluciones.

4.3. Cota inferior

Para la demostracion del teorema 4.3 necesitamos obtener una cota inferior para
el conjunto de nivel N, para un t grande. En esta seccién obtenemos esta cota infe-
rior. Es importante notar que para obtener esta cota inferior solo requerimos que f

en lugar de (4.2) cumpla,

F1 £(0) = f(1) =0, f(s) > 0 Vs €]0,1[ y £/(0) > 0.
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F2 Existe 6 > 0,59 €]0,1[y M > 0 tal que f(s) > f'(0)s — Ms'*?, para todo
s € [0, o).

TEOREMA 4.4. Sea u solucion del problema (4.1), donde f satisface (F1) y (F2), y la
condicion inicial ug satisface (4.3) y (4.4), si ademds suponemos que existe un ¢y € R
tal que uy € C?([ep, 0[), no creciente sobre [gg, +oo[ y uf(x) = o(up(x)) cuando
x — +oo. Entonces, para algun T > 0, A €]0,1[ y « €]0, f'(0)], existe un tiempo
Ty ,r =t tal que

Na(t) Cug'{[0,Te MO0y vt > T e (4.14)
Demostracion. Note que gracias a que f satisface (F1) tenemos que para u € [0, so]
Uy — thex — f(1) < s — tzy — f1(0)u + Mu' .
por tanto, si hacemos w(t, x) = e/’ ©ty(t,x), donde v es tal que
0 — Uy — f1(0)v 4+ Mo = 0.

tenemos que,

!
W — Wy = — M H0e0f OF,

Esto nos ayudara a encontrar subsoluciones. Antes de comenzar con la demostra-

cién, introduciremos un poco de notacién. Elegimos un p € RR tal que

f(0)—a<p<f(0)yp(1+6)> f(0).

Como ug es de clase C? sobre [gg, o[ y 1p” (x) = 0(up(x)) cuando x — +oo, entonces

podemos elegir un R € [gg, 00| tal que

V>R, |ul(x)] < (f’<o> _p P j(‘f);s{ '“”) o (). (4.15)

Definimos

s oM
17 p(1496) — f(0)

up > 0, s;1 = min(sg,v), y B = max <s

) >0 (4.16)

v = iInf
]—oo,R]

Sea G definida en [0, o[ como

G(s) = s — Bs'™?,
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por tanto, tenemos que 1

G(s) <0 paratodo s >s; y G(s) <sj paratodo s > 0.

Denotemos
u(t, x) := max(G(up(x)e"),0) para (t,x) € [0, 00[xR.
demostraremos que esta funcién u es una subsolucién de (4.1), observemos que

u(0,x) =0 < ug(x) o u(0,x) =up(x) — Bu(lfr‘S < up(x) paratodo x € R.

Ahora si ug(x)ef' > s; tenemos que u(t,x) = 0 ya que G < 0 sobre [s1, [, como
u >0y f(0) = 0, es suficiente demostrar que u es una subsolucién de (4.1) en la

region donde u > 0. Ahora como ug(x)e’ > 0 entonces G(upel') < s1. Més atin
0 < u(t,x) = G(up(x)e") < sy = min{sg, v}.

Tenemos dos casos: cuando s; < sy o cuando s; < v. Comenzaremos analizando el

caso s1 < sp.
0<u(tx)<sg <syp<l.

Para este caso se tiene
flu(t,x)) = f(0)u(t,x) — Mu(t,x)' .

Usaremos los siguientes calculos para demostrar que u es una subsolucién

G"(y) = —B(1+6)6y° 1
y*G"(y) = —B(1+8)dy" ",

Haciendo y := ug(x)ef" se tiene que Z—’{ = pug(x)efty ZTZ = uf(x)ef.

u(t,x) = G(y)
u;(t,x) = G'(y) (puo(x)e?") = pyG'(v)
X) = G'(y)up(x)ef"

u,(t,
IEn efecto, sea s > s1 , por definicién de B tenemos que s; > BV ‘5, con lo cual Bs® >1ly

finalmente s — Bs!t9 < 0
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Uy (£, ) = G'(y) (ug(x)e?)* + G (y)ug (x)e"
2N ”6(x) ? /x ug(x)
—ve) (Mo(x)> Tye) (Mo(x))

flu(t,x)) > f/(0)G(y) — My'*2.

Usando (4.15) , (4.16) y (4.17)tenemos que
uy(t,x) — (%) — f(u (
< pyG'(y) —y*G"(y)
<(y—-B 1+(5 y1+5) (,0 ((j;))) ( )y_|_ (f/( )B — M)y‘”l

Ademas,

<y(p-45-r©)+ (<OB M= B(1+0) (p— ) oo
< (f(0 )B M B(1+ )(p_ PIHIL0))) yin1

= f/() B<p(1+5 +f'(0 ))y‘”l

= (=M +3(p(1+06) = f(0))) y**!

<0.

Como consecuencia del principio de comparaciéon tenemos que
u(t,x) < u(t, x) paratodo (t x) € [0,c0[xIR.

Mientras que para el caso
u(t,x) <s; <wv.
Fijamos un ntimero real @ suficientemente pequefio tal que

0< @< B9,

(4.17)

(4.18)

Recordemos que para un fp > 0 el conjunto Ny (t) es no vacio para todo t > tg.

Como 1 es uniformemente continua y satisface (4.3) tenemos que existe un fp > tep

tal que para todo t > to, el conjunto
Folt) = {y € R : ug(y)e”” = @},
es no vacio, cerrado y satisface Fp(t) C [R, o0]. Para todo t > t,, denotamos

Yo (t) := min Fp(t).

Yaque0 < @ < B71% <51 < v = inf,cg up(x), la funcién ye : [fo, +00[— [R, 0]

es no decreciente y continua por izquierda. Ademads, ya que u( es no creciente en
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[R, +00], la funcién y, es discontinua en todos los puntos t > t, por lo cual existe
a < b € [R,+oo| tal que ug = e’ sobre [a, b]. Ahora, definamos () como el conjunto
abierto tal que

Q:={(t,x) € (to,+0) X R: x < yo(t)}.

Demostraremos que infs u# > 0. Observemos primero
00 = {fo} x] — 00, Yo ()] U {(£,) : t > T, x € [y (1), Yo (t7)]}.

Entonces, sit >t y X € [yo(t), Yo (t)], tenemos que ug(x)ef* = @, por tanto, como

habiamos visto en (4.18) y a la eleccién de @, tenemos que
u(t,x) > u(t,x) > @ — Bo'*’ = G(w) > 0.

Por otro lado, para t = t, la funcién u(te, ) > 0 es continua y lir_r>1 infu(tp,x) > 0.
X —00
Asi,

inf u(to,x) > 0.
x€]—0oyo (Fp)]

Eventualmente, existe un 6 €]0,1[ tal que u > 6 sobre dQ). Y por hipétesis tenemos

que f(0) > 0, el principio de comparacion implica que
u(t,x) > 0 paratodo (t,x) € Q. (4.19)
Asi, siA € (0,0) ysix € N)(t) para t > méx(t,, fp) entonces
x> Yo(tT) > yo(t) > R > ¢. (4.20)

En realidad, si suponemos que x < y,(t) entonces (t,x) € Q y por nuestras estima-
ciones anteriormente hechas, tendriamos que u(t,x) > 6, por otro lado por defini-
cién de N, tenemos que u(t, x) = A para todo t > 0. Pero tendriamos una contradic-
cién ya que A < 6. Por tanto (4.20) se tiene. Con lo cual, existe T , r > max{t,, fo}

tal que
Vt > T, r Vx € Ni(t), up(x) < up(yo(t)) = @e P < Te~(f'(0)—e)t, (4.21)

Para completar la demostracién de nuestro teorema, daremos el mismo tipo de esti-

mas cuando A € [, 1[. Sea 4 ( una funcién definida por

0 siz<-1
ugp(z) :==¢ —0z si —1<z<0
0 siz>0
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y denotemos por uy la solucién el problema de Cauchy (4.1) con datos iniciales 1y .

Se sigue de (4.19) que
V(s x) € [fo, +0o[xR, u(s,x) > po(x = ya(s"))-
y entonces, usando el principio de comparacién tenemos
Vt >0, V(s,x) € [fo, +oo[XR, u(s+t,x) > up(t,x —yo(sh)).

Debido a como es la condicién inicial 1y y gracias al estudio de soluciones tipo

onda viajera tenemos lo siguiente

sup |ug(t, x) — go+(x — 0"t —my(t))| — 0 cuando t — +o0.
x€R

donde my(t) = o(t) cuando t — oo. En particular, dado un A > 6, existe T el cual
depende de 6 y &, pero no depende de s, tal que

U (T)\, X) > A.
para todo x < 0. Por tanto,

Vs > to,Vx < yol(sT), u(s+ Ty, x) > ug(s+ Ty, x) > A.

Como consecuencia, para todo t > méx{f@ + Ty, t A} y para todo x € N,, tenemos
que x > yo((t—Ty)"), yasi x < yo((t — T))") llegariamos a una contradiccion.
Por tanto,

up(x) < sty ((t—Th)") = @eft =) < e~ (O,

parat > T, ,r,donde T, ,r € [max(to + Ty, t)), +00[ es suficientemente grande.
[

4.4. Cota superior

En esta seccion analizaremos la cota superior del conjunto N) (f). La demostra-
cion de esta cota superior es obtenida por construccién de una apropiada superso-

lucién del problema (4.1).

TEOREMA 4.5. Sea u solucién de (4.1), donde f satistace (4.2) y la condicion ini-
cial ug satisface (4.3), (4.4) y si ademds suponemos que existe un ¢y € R tal que

uy € C?([eg, o[), no creciente sobre [eg, +o0[ y uf(x) = o(up(x)) cuando x — +oo.
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Entonces, para algun y > 0, A €]0,1[ y a €]0, f'(0)], existe un tiempo T, > t, tal
que
N () C ug H{[ye” @H O 1)}, Wi > Ty, (4.22)

Demostracién. Como habiamos visto anteriormente, debido a que f satisface (4.2), se
tiene que

u(t,x) = ef/(o)t/ D(t,x —y)uo(y)dy, (4.23)
R
es una super solucion de (4,1) y por el principio de comparacién tenemos que
u(t,x) <u(t,x) paratodot >0y x € R.

Por hipétesis tenemos que 1((x) = o(up(x)) cuando x — +oo, entonces podemos
escoger M € [g, 0] tal que |uy(x)| < 35up(x) para x > M. Sea a > 0, vamos a
estimar el valor de 7(t, x) para x > M; := M + 2+/ta, note que

it x) = e O [ o(t,yyuolx—y)dy
= O [ (e ) uo(x — ) — uo(x) + o (x) dy
< [t yluo(x —y) ~ uo(x)ldy + e ' (x).

Denotaremos por
= [ @ty o —y) — o) ldy.
Y haciendo cambios de variable tenemos que
L= /IR (1, y)luolx —y) — o (x) dy
ex 28 Jug(x — 2v/tz) — ug(x)|dz
= her
1 a

== ([ exp (=l = 2v52) o)z

+/ exp (—22)|ug(x — 2v/12) — uo(x )|dz)

Definamos

Iy = \F/ exp (—22)|uo(x — 2v/1z) — up(x)|dz,

Iy = \F/ exp (—22)|uo(x — 2v/Ez) — up(x) |dz.

Calcularemos las integrales por separado, para el caso Ij; tenemos x — 2v/tz > x —
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2\/ta > M, como 1 es no creciente en [¢(, o[ tenemos

Iy = f/ exp (—22)|uo(x — 2v/1z) — uo(x)|dz

< 2up(M / exp (—
< 2up(M / exp (—
< 2u0(M)

Mientras que para I,

L = \/_/ exp (—2%)|ug(x — 2V/tz) — ug(x)|dz

2 e}

< 1= / exp (~2)dz

< —/ exp (—

<

- \/E/a 1+szz
2

< —1.

= \/%]/l

La dltima desigualdad se tiene debido a que la integral es convergente, entonces

podemos escoger u > 0.

Por lo tanto, hemos obtenido que, para todo x > M;

u(t,x) < ef’<0>f(zu0(M) + 2pug(M)) + ef Oty (x)
< 2¢Oty (M )(1-1—;4)—|—ef() 0(x)
< 2ef Oty (M) + e Oty (x)
= o/ O (25 (M) + up(x)).

Ahora como en el Teorema 4.2 mostramos que para todo t > t, el conjunto N, es no

vacio, entonces para todo y € N, (t) y y > M; se tiene

uo(y)ept
>M, A =u(t,y) < .
y= ( y) uO(M)

Sean = inf ug,se obtiene que
Ui M| q

Vt > ty, Yy € Na(t), uo(y) > min(y, Aug(M)e F").
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Como liminfu(t,x) > A >0y p = f/(0) + a/2 existe un tiempo Ty, , > t, tal que

X—>+00
Yt > Ty, Yy € Ni(F), to(y) > ye~ V(O

O

Demostracién del Teorema 4.3. Se sigue directamente de los Teoremas (4.5) y (4.4), to-

mando

T/\,F,%oc = max (I/\,tx,l"/T/\,a,'y)'
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Capitulo 5
Conclusiones

1. Dado el problema de Cauchy no homogéneo no lineal sobre espacios de Ba-

nach

W) —  Au(t) + F(tu), t>0
u(0) = uy,

Probamos que, si — A es un generador infinitesimal de un semigrupo {T(t) }+>0
fuertemente continuo sobre un espacio de Banach X, F € C!([0,00[x X, X) y
F(t,-) es uniformemente globalmente Lipschitz entonces existen soluciones
mild locales y globales (Teoremas 2.8 y 2.9) de este problema mediante el uso
de teorema de punto fijo de Banach-Picard.

También mostramos que si tomamos F(t,u)(x) := f(u(x)) tal que F sea uni-

formemente globalmente Lipschitz entonces

Wt —  Au(t)+ f(u), t>0
u(0) = uy,

(5.1)

tiene solucién mild.

Ademads, para demostrar que

T(ul(x) i= [ = exp(~(x — y)*/4t)u(y)dy,

es un operador fuertemente continuo, es suficiente trabajar en espacios donde
u es uniformemente continuos y acotada.

También, como en teoria de ecuaciones diferenciales parciales no lineales una
herramienta fundamental para el cdlculo de soluciones es el principio de com-
paracion, se enuncié y demostré principio de comparacién para soluciones

mild del problema (5.1). El cual es utilizamos para encontrar sub y stiper solu-
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ciones del problema (5.1).
. Se demostr6, usando propiedades de invarianza por traslacién e invarianza
por dilatacién, que la solucién fundamental de u; — uy, = 0 estd dada por

1
47t

Ot x —y) = exp(—(x —y)*/4t).

Dicha solucién fundamental permitié encontrar soluciones para los diferentes

problemas de valor inicial.

. Dada el problema

{ut(t,x) = uxx(t,x) + f(u(t,x)) en [0,00[xR (5.2)

u(0,x) = ug en IR,

con 1 que se comporta como un frente y f del tipo Fisher-KPP, probamos que
debido a la poca regularidad de f y u( este problema tiene soluciones mild de

la siguiente forma

u(t,x) = /Rq)(t,x—y)uo(y)der/ot/]Rq)(s—t,x—y)f(u(s,y))dyds

estas soluciones se obtuvieron mediante el uso de la soluciéon fundamental de
la ecuacién la ecuacién de calor y teorema de punto fijo de Banach-Picard.

Ademads de extender f fuera de [0,1] para asegurar que
f € C(R) es globalmente Lipschitzy f’ sea uniformemente continua enlR.

y poder asegurar que las soluciones son globales en el tiempo.

. Puesto que estamos trabajando en [0, 0o[ xR se mostré y se vio con varios ejem-
plos (Seccién 3.5) cuan necesario es exigir que |u(t, x)| < Cexp cx? para obte-
ner unicidad. Se demostré que se puede modificar este hecho para obtener
unicidad de soluciones clasicas (teorema 3.10), tan solo con exigir la no nega-

tividad de las soluciones.

. Dada la ecuacion de reacciéon-difusion
Up = yy + f(11)

Si eliminamos el término de difusién, ésta ecuacion se reduce

up = f(u)
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y podemos asegurar por la hipétesis sobre f, que 0 es un punto de equili-
brio inestable, mientras que 1 es un punto de equilibrio estable. Debido a que
0 < ug < 1y del principio de comparacion se obtuvo que 0 < u(t, x) < 1.
Puesto que las condiciones iniciales 1 del problema (5.2) son exponencial-
mente no acotadas, se uso resultados ya determinados por diferentes autores
( [2],[3]) que estudiaron el caso donde u( es exponencialmente acotados, para
determinar que no existe soluciones en forma de onda viajera con velocidad
tinita para nuestro problema.

El Teorema 4.2 se puede interpretar de la siguiente manera, existe una accién
competitiva entre la difusion y reaccion y esto es debido a que la difusion tra-
ta de extender y disminuir 1, mientras que la reaccion trata de hacer tender
hacia un punto de equilibrio estable, que en este caso es 1. Como 1y se com-
porta como un frente y a soluciones en forma de onda viajera, se demostro en
este teorema que las soluciones del problema (5.2) en tiempos grandes tienden
al estado estable 1. Y gracias al principio de comparacién pudimos demostrar
que si ug — 0, para todo x — oo entonces, para todo t > 0, las soluciones u del

problema (5.2) tienden a 0.

. En el Teorema 4.2 se demostré que los conjuntos de nivel de las soluciones del
problema (5.2), son no vacios y se mueven infinitamente rapido para tiempos

suficientemente grandes,.

. En el Teorema 4.3 mostramos usando sub y stper soluciones mild, construidas
a partir de las condiciones sobre f del problema (5.2), que la localizacién de
los conjuntos de nivel de las soluciones, pueden ser expresados en términos
del decaimiento de la condicién inicial. Obteniendo asi un resultado andlogo
al problema de valor inicial donde las condiciones iniciales son a soporte com-

pacto.
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Capitulo 6

Anexos

6.1. Desigualdades

TEOREMA 6.1. Para todo x > 0 se tiene que
exp(x) >1+x

Demostracion. Sea f(x) = e* — (1 + x) si nosotros logramos demostrar que f es
siempre positiva para todo x > 0, se tendria el teorema, sabemos que f(0) = 0
y f'(x) = e* — 1 es siempre no negativa para todo x > 0. Ademds si f'(x) > 0 sobre
un intervalo entonces f es creciente sobre ese intervalo, por tanto podemos concluir

que f(x) > f(0) para x > 0, es decir

exp (x) —(1+x) >0 para x >0

O
TEOREMA 6.2 (Desigualdad de Cauchy). Para todoa,b € R
2 32
ac b
b< —+ —
W=7
Demostracion.
0 < (a—b)? = a® —2ab + b?
O

TEOREMA 6.3 (Desigualdad de Gronwall). Sea g(+) una funcién no negativa, conti-

nua sobre [0, T] la cual satisface para c.t.p t la desigualdad diferencial

q'(t) < n(t)q(t) +c(t)
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donde 1(t) y c(t) son funciones no negativas y sumables sobre [0,T]. Entonces

) < e { [(o)s| ) + [ e(sias

paratodo0 <t <T.

En particular, si

q'(t) < n(t)q(t) sobre [0,T]
q(0) =0

entonces
q =0 sobre [0, T]

6.2. Ecuaciones reducibles a la ecuacion de calor homo-

génea

Estudiaremos varias ecuaciones en derivadas parciales que son reducibles a la
ecuacién de calor homogénea, mediante un cambio de variable.
Sea 1 :]0,00[ xR — R una funcién de dos variables, la ecuacién homogénea de calor
viene dada por

Ut = Uxx

1. La ecuaciéon

U = KlUyy, K >0

pueden ser reducidas de la forma
Ur = Uxyx

mediante el uso de cambio de variable T = «t.

2. Para ecuaciones de la forma
ur = a(t)uyy, a(t) >0

haciendo
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t =g(7)

donde g es la aplicacion inversa de T = A(t). Claramente

si tomamos U(T,x) = u(g(7), x) se tiene que
Ur = Uxx
. Si tenemos una ecuacién de la forma
U = Uyy — b(t)uy
se puede hacer cambio de variable
t
x=C+ /O b(ip)d
Haciendo U(t, ) = u(t, ¢ + fg b(1)dn) se obtiene que
Uy = Ugg

. Ecuaciones de la forma

U = Uyy — c(t)u

pueden ser reducidas via el uso del factor integrante

exp {/OtC(n)dﬂ}

y el cambio de variable
t
v = uexp {/0 c(;y)d;y}

Ot = Oxx

obteniendo

. Para reducir ecuaciones de la forma
ur = a(t)uyy — b(H)uy —c(t)u, a(t) >0

a ecuaciones de calor homogénea podemos usar sucesivamente los tres tipo de
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de transformaciones que se muestran arriba.

6. La ecuaciéon no homogénea
a(u)uy = (a(u)uy)y, a(-) >0

puede ser reducida a v; = vy, mediante el cambio de variable dependiente

v = /Ou a(e)de

6.3. Método de generacion de soluciones a partir de so-

luciones de la ecuacion de calor

La linealidad y homogeneidad de (3.1) permite dar a conocer una extensa lista
de métodos de generacién de soluciones basadas en la soluciéon fundamental y en
soluciones, en esta seccién las enunciaremos, porque luego usaremos este tipo de
soluciones, pero para mayor detalle y demostraciéon de cada una, recomendamos

ver [31], pag 10.

e Soluciones exponenciales Sia y 5 son dos constantes tal que exp(ax + Bt) es
solucién de la ecuacion de calor, entonces B = a? . Asi obtenemos una familia

de soluciones de un pardmetro «

u(t, x) = exp(ax + a’t).

e Derivada de la soluciéon fundamental Si hacemos

n(t, x) = M ~ 2du(tx), t>0.

Claramente

d
hxx — ht — _2$(¢xx - @t) — O.

e Combinacién lineal: si 17 y u; son soluciones de la ecuacién de calor homogé-
neay «, 3 son constantes, entonces au; + fuy también es solucion de la ecua-

cién de calor homogénea.

e Integracién con respecto a un parametro

b
u(t,x,\) —>/ u(t,x, A)dA.
a
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e Diferenciacién con respecto a un parametro
u(t,x,A) — au(nfx/\)
7 4 aA 4 7 M

e Diferenciacién con respectoa x ot
u(t,x) — ux(t,x), u(t,x) — u(t, x).

Este es una consecuencia del hecho que la ecuacién de calor es lineal y homo-

génea.
e Integracién con respectoa x ot
u(t,x) = o(t,x) = /axu(t,y)dy, dado que uy(t,a) =0.
u(t,x) > w(t,x) = /btu(y,x)dy, dado que u(b,x) = 0.

Esto se sigue de

Uy = Uy, Up = / u(t,y)dy = / Upx (8, y)dy = ux(t, x) — ux(t,a).

a

t t
W = U, Wyy = /b Ux (Y, X)dy = /b uy(y,x)dy =u(t,x) —u(b,x).

6.4. Ecuacion de Fisher

En la presente seccién pretendemos dar ideas de lo que hizo Fisher [10] en 1937,
para tener un poco mas claro el panorama, Fisher en 1937 present6 un modelo de
propagacion espacial de un gen favorable en una poblacién, sobre un hébitat uni-
dimensional infinitamente grande. La ecuacién que planteo Fisher, con w como la

concentracién del gen, fue la siguiente

wr = Dwyy + rw <1 — %) (6.1)

donde

1. r: representa la tasa neta de nacimiento y muerte.
2. M: representa la capacidad del hébitat.

3. D representa el indice de conductividad térmica.
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Es decir, D, r y M son parametros positivos, lo que queria determinar Fisher es, con

qué velocidad se propaga el gen.

La ecuacion (6.1) es una ecuacion semilineal donde el término de difusion se

combina con el crecimiento logistico a través del término de reacciéon

w

flw) =rw (1 — M>
Si nosotros hacemos cambios de variables! de la siguiente forma
t=rT, x=+r/Dy, u=w/M
Obtenemos que la ecuacién (6.1) se puede escribir
up = tyy +u(l—u), t>0 (6.2)
En ausencia del término de difusion, la ecuacion (6.2) se reduciria a
ur=u(l—u)

y podemos asegurar que 0 es un punto de equilibrio inestable y 1 es un punto de
equilibrio asintéticamente estable. Por otro lado si el dato inicial u(0) = uy €]0,1]
nosotros esperarfamos que 0 < u(f) < 1.
Por tanto si

u(x,0) = up(x), x € R

es un dato inicial para la ecuacién (6.2), con 0 < uy < 1, nosotros esperariamos una
accion competitiva entre la difusién y reaccion, de la siguiente forma, la difusién
tratard de extender y disminuir ug y la reaccion tratara de hacer tender u hacia la
solucién de equilibrio estable 1.

Lo que se pretende a continuaciéon es mostrar la existencia de soluciones en forma
de ondas viajeras (en inglés traveling waves), que conectan los dos estados de equi-

librio, es decir, soluciones de la forma
u(t,x) = g(x — ot)
donde ¢ denota la velocidad de propagacion, satisfaciendo las condiciones

O<u(t,x)<1l, t>0,x€eR

!para ver més de este tipo de cambios de variable ver Anexos
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lim u(x,t) =1y limu(x,t)=0 (6.3)

X——00 X— 0
la primera condicién en (6.3), indica que la concentracién de genes se encuentra sa-
turada al extremo izquierdo mientras que la segunda condicién denota una concen-
tracién de cero al extremo derecho. Claramente, este tipo de soluciones comprenden
un balance entre difusién y reaccion.
Ya que la ecuacion (6.2) es invariante a traslaciones x — —x, es suficiente considerar
o > 0, es decir, que las ondas solo se mueven al lado derecho.

Si hacemos u(t, x) = q(¢), donde & = x — ct se tiene
up=—0q, ux =4, uxx =q", ('=4d/dg)

sustituyendo u(f, x) = q(&) en (6.2) se tiene para g, la ecuacién diferencial

9" +cq' +f(g) =0 (6:4)
con
Cgrqu(é) =1y lim q(5) =0 (6.5)

Haciendo g’ = p, la ecuacién (6.4) es equivalente al sistema
q p q

dq _
d—g—P

il

en el plano de fase (g, p). Este sistema tiene dos puntos de equilibrio (0,0) y (1,0).
Nuestra solucién en forma de onda viajera corresponde a una 6rbita conectando
(1,0)y (0,0) con0 < g < 1.

Primero analizaremos el comportamiento local de las érbitas cerca a los puntos de
equilibrio.

Para el sistema lineal

2 =]z

en el cual z = (x,y) es un vector y ] es una matriz constante de entradas constantes.
Supongamos que
det] #0

Sean Aq, A, los valores propios de J. Si Ay, Ay = +ia con o # 0, entonces z = 0 es un
centro.

SiAy, Ay = BEia entonces z = 0 es un foco. Si Ay, Ay sonrealesy det] = Aq- Ay >0,
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entonces z = 0 es un atractor.

Sidet] = Ay - A2 < 02z=0 es un punto de silla.

Cuando tenemos sistemas de ecuaciones no lineales un método para analizar
el comportamiento, consiste en buscar un sistema lineal que se aproxime en un en-
torno de un punto y que nos permita establecer el comportamiento de las soluciones
del sistema no lineal cerca de dicho punto.

Asf la linealizacion cerca al punto (0,0) seria

f(q) = f(0)g+o0(q)

Para el punto (1,0) hacemos g(q)=f(1-q) con lo cual

8(q) = —f'(1)q+o(q)

Las matrices de coeficientes en nuestro caso del sistema linealizado en (0,0) y (1,0)

son respectivamente

0 1 0 1
oo =( 2o L)oo (00 1)

los valores propios de J(0,0) son

A?B’O) = % (—ai \/ o2 —4f’(0))

Sio > 2f'(0) ambos valores propios son no negativos y sic < 2f’(0) son complejos.

Por tanto
es un nudo estable si ¢ > 2/f7(0)

0,0) esun
(0.0) { es un foco estable si o < 24/f/(0)

Los valores propios de J(1,0) son

A(im) = % (—cr:l: \/ o2 +4f’(1))

de signo opuesto, por tanto (1,0) es un punto de silla. La restriccion 0 < g < 1,
descarta el caso o < 2,/f/(0), ya que en este caso q cambia de signo a lo largo de la
orbita que se aproxima a (0,0). Para ¢ > 2,/f7(0), todas las érbitas en una vecindad
de (0,0) se aproximan a (0,0) para ¢ — -+oo con pendiente A} . Por otro lado, la tnica
6rbita que va a (1,0) cuando ¢ — —co y permanece en la regiéon 0 < g < 1 es la sepa-
ratriz inestable L y del punto de silla. La conclusi6n es que para cada o > 2,/f(0)

existe una tinica onda viajera solucién de la ecuacién (6.2) con velocidad ¢. Més atn
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g es estrictamente decreciente. Asi tenemos algunas velocidades de propagacion po-

sibles. Resulta que la velocidad minima ¢ = 0,;,, es particularmente importante.
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