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IX

Convenciones y Notacion

La dimensién del espacio-tiempo se denota por D.

Los indices espacio-temporales se designan por letras griegas: p, v, o... € {0,1,..., D — 1}.
Los indices espaciales se representan por letras latinas: i, j, k, ... € {1,2,..., D — 1}

La métrica de una variedad M se denota por g,,.

Consideramos la métrica de Minkowski, 7),,,, con signatura (—, +, +, ..., +).

Adoptamos el sistema de unidades con ¢ = h = 1, y GGp la constante de gravitacion
en D dimensiones.

Q

Tomamos la contraccion R, = Rj,,,

curvatura escalar.

para el tensor de Ricci y R = ¢g""R,,, para la

V. es la conexiéon de Levi-Civita.



Resumen

Las ondas gravitacionales son una solucién ya sea perturbativa o exacta a las ecua-
ciones de campo de Einstein, cuya velocidad de propagaciéon es la velocidad de la luz en
el vacio. En particular, las ondas gravitacionales de choque permiten modelar el campo
gravitacional de un objeto viajando a la velocidad de la luz. Si dos de éstos colisionan, son
capaces de distorsionar el espacio-tiempo, tal que, modelar la estructura causal después de
la colisién es una tarea ardua y altamente complicada. Un método viable es estudiar la for-
macion de superficies marginalmente atrapadas sobre el cono de luz pasado de la colision.
Este analisis se realiza porque las superficies atrapadas son un fuerte indicativo de que la
geometria del espacio-tiempo evoluciona a un horizonte de sucesos en el cono de luz futuro.

En este trabajo de titulacion, desarrollamos un breve estudio en espacio-tiempo plano
y dimensién arbitraria, acerca de la produccién y formacién de superficies atrapadas en la
colisién frontal de ondas gravitacionales de choque. En particular, hemos centrado nuestro
interés en ondas cuya distribuciéon de densidad de energia en el espacio transverso tiene
tamano no nulo (ondas de choque anchas). Para ello, propusimos dos modelos en donde
la densidad de energia es una distribucién de tipo Heaviside (modelo de esfera sélida)
y otra del tipo Woods-Saxon, ésto con el fin de modelar la colisién de iones pesados
ultrarelativistas a muy alta energia. En teoria, es posible estimar la seccién eficaz para
la producciéon de micro agujeros negros siguiendo este esquema. Los modelos planteados
muestran que existen anchos de la densidad de energia para los cuales no hay solucién real
a la ecuacién de la superficie atrapada. Ademaés, cuando la superficie atrapada alcanza
su tamano critico, hemos encontrado relaciones de escala caracterizadas por exponentes
criticos independientes de la dimension.
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Abstract

Gravitational waves are a perturbative or exact solution to Einstein’s field equations,
whose propagation velocity is the speed of light in a vacuum. In particular, gravitational
shock waves allow us to model the gravitational field of an object that travels to the speed
of light. If two of these collide, they are able to distort space-time, such that, modelling
the causal structure after the collision is a hard task and highly complicated. A profitable
method is to study the formation of marginally trapped surfaces over the past light cone
of the collision. This analysis is carried out because this can be considered as signaling an
eventual horizon formation in the future light cone of the collision.

In this degree work, we illustrate a brief study in flat space-time and arbitrary di-
mension, about the production and formation of the trapped surfaces in the collision of
gravitational shock waves. In particular, we have focused our interest on waves whose
energy density distribution in transverse space has non-zero size (fat shock waves). To do
this, we have proposed two models in which energy density is a Heaviside’s distribution
(solid sphere model) and Woods-Saxon’s distribution, this with the aim of modelling ul-
trarelativistic heavy-ion collision at high energy. In theory, it’s possible to estimate the
effective cross-section for micro black holes production following this scheme. The propo-
sed models show that there are energy density widths for which there is no solution to the
trapped surface equation. In addition, when the trapped surface reaches its critical size,
we find scaling relations characterized by critical exponents independent of the dimension.






Capitulo 1

Ondas Gravitacionales en Espacio
Plano

La teoria de la Relatividad General (RG) fue formulada y establecida por Albert
Einstein en 1915, con el fin de dar una nueva descripcion de la dindmica gravitatoria [1].
Probablemente, representa uno de los modelos mas elegantes de las teorias actuales, ya
que permite describir un sin nimero de fenémenos desde un punto de vista geométrico,
dando lugar a nuevos conceptos que la vision Newtoniana no puede concebir.

Las ecuaciones de campo de Einstein predicen fenémenos de diferente naturaleza co-
mo agujeros negros, blancos, de gusano y ondas gravitacionales, entre otros [1-10]. En
particular, en este trabajo de titulacién, el enfoque estara centrado en el estudio de ondas
gravitacionales de choque y su colisién. Cabe mencionar que éstas no son las mismas que
las detectadas por LIGO en 2016 [11], ya que éstas corresponden a una linealizacién de
las ecuaciones de campo de Einstein y representan fluctuaciones débiles que se propagan
de acuerdo a un desarrollo perturbativo de las ecuaciones [1].

El presente capitulo estd orientado a estudiar y modelar las ondas gravitacionales, asi
como dar a conocer el concepto de colisién entre ondas de choque, y estudiar la estructura
causal en la colision. Introduciremos el formalismo para perturbaciones en la seccién 1.1,
puesto que estas permitiran realizar un simil con las soluciones exactas descritas en la
seccién 1.2. Posteriormente en la seccién 1.3 estudiaremos el Boost de Aichelburg-Sexl
como ejercicio sencillo para introducirnos en ondas de choque més complejas. Finalmente
en la seccidén 1.4 estableceremos el formalismo para abordar la colisiéon de dos ondas
gravitacionales de choque. El interés de estudiar ondas de choque es que, éstas son capaces
de modelar el campo gravitacional de una particula viajando a la velocidad de la luz [3,
12].

1.1. Ondas Gravitacionales Perturbativas

La radiacién gravitatoria corresponde a una perturbaciéon débil sobre un espacio-
tiempo estacionario que tiende a producirse cuando un objeto es acelerado. Dichas per-
turbaciones se propagan a la velocidad de la luz y en esta secciéon estamos interesados en
obtener la ecuacién que gobierna dicho movimiento.

Consideremos un espacio-tiempo plano D—dimensional con métrica g,,,. y cuyo tensor
energia momento es 7),,. Entonces, la dindmica gravitacional viene dada en términos de
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la ec. de campo de Einstein,

1
Ry = 39uR = 87Gp T, (1.1)

donde Gp es la constante de Gravitacién en D dimensiones'. Supongamos ahora que la
métrica es una ligera perturbacién respecto al espacio de Minkowski, esto es,

Guv — v = Nuv + hqu (12)

con |h,,| < 1% Al tratarse de una perturbacién pequena y aditiva, es posible realizar
un desarrollo perturbativo de la ec. de campo (1.1) y quedarnos a primer orden en h,.
Entonces, la métrica inversa es,

g =gt — h, (1.3)

mientras que los indices suben y bajan con 7,,. Manteniendo a primer orden, los simbolos
de Christoffel que son considerables corresponden a:

1 s ‘
F?Al/ = 57]043 (dlthﬁl/ + al/hﬁ;l, - dﬂh/u/) . (14)
El tensor de Ricci puede aproximarse por,

Ry, ~ 0,1, — 9,1

uv ap?
sustituyendo entonces (1.4), obtenemos,
1
Ry = 5 (0" Oyhay + 0° 0oy — 0" ahyu — 0u0,0)
R = 0"9"h,,, — 0"0,h.

(1.5)

donde h = n*h,p es la traza de la perturbacién. Reemplazando (1.5) en (1.1), se sigue,
0“Oyhay + 0“0y hoy — 0% 0ahy — 0,0, — 1y, (Gaﬁﬂhag - 8a5ah> = 167GpT,,, (1.6)

donde el tensor energia-momento debe ser del mismo orden que h,,. Definiendo %, como,

— 1
h;w = h,u,l/ - inlwh)

la ecuacién (1.6), toma la forma,
— 0Ol + 00l + 0%0y e — 10”0 hop = 167G T, (1.7)

En Relatividad General tenemos una libertad gauge correspondiente a un grupo de
difeomorfismos®. En la aproximacion lineal, ésto implica que las dos perturbaciones re-
presentan la misma perturbacion fisica, si y sélo si éstas difieren por la acciéon de un

LG p tiene unidades [G4] L”~* donde I es longitud y G4 la constante de gravitacion newtoniana. En
nuestro sistema de unidades, G4 tiene unidades de longitud por energia.

2Que la perturbacién sea pequeiia puede definirse de forma adecuada que las componentes de hyw son
mucho menor que 1, en un sistema inercial de coordenadas global de 7,,,.

9Si ¢ : M — M es un difeomorfismo de un espacio-tiempo, las métricas g, y ¢*g,. representan la
geometria del mismo espacio-tiempo, donde ¢* es el mapa en el campo de tensores inducido por ¢.
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difeomorfismo infinitesimal en la métrica plana 7,,. Tomando un cambio de coordenadas
infinitesimal,
xh — ot et

el cambio en el campo de tensores inducido por tal difeomorfismo viene dado por,

G = Guv + Efguv:

donde L; es la derivada de Lie con respecto al campo vectorial que genera la transforma-

cién de coordenada. Esta transformacién cambia A,

Ry = By + 0,60 + 0,€,.

Es decir, EW y EW + L¢n,,, describen la misma perturbacion. Esto significa que la linea-
lizacién hy, tiene una libertad gauge. Por tanto, podemos tomar una métrica equivalente
de un mismo espacio-tiempo, aquella que verifique el Gauge Transversal [1, 2],

Ny, =0,  0"hy, = 0.
Asi, (1.7) toma la forma,
0%Onhy, = —167GpT,,. (1.8)

Finalmente, la ecuacién (1.8), describe cémo la radiacion gravitatoria se propaga a través
del espacio-tiempo.

Cabe resaltar que la expresién obtenida representa asintéticamente las ondas gravi-
tacionales detectadas por LIGO, cuyo origen puede estar relacionado a la colision de
agujeros negros, estrellas de neutrones, etc [11]. Un estudio mas detallado acerca de las
ondas perturbativas puede encontrarse en [1, 2, 13]. Estas ondas no son el enfoque del
trabajo, pero se ha desarrollado su formalismo puesto que esta ecuacién puede extenderse
al caso més general.

1.2. Ondas Paralelas Planas y Ondas de Choque

Hasta ahora hemos planteado ondas gravitacionales como una perturbacién débil que
se propaga sobre el espacio de Minkowski. Sin embargo, también existen soluciones no
perturbartivas (i.e. exactas), consistentes en “plieges” de la geometria que se propaga
por el espacio-tiempo. Estas soluciones son igualmente ondas gravitacionales, aunque no
del tipo débil, perturbativo, de la seccién anterior. Fisicamente, las primeras modelan la
radiacién gravitacional procedente de fenémenos como la colisién de objetos compactos o
su colapso, mientras que las segundas, no perturbativas, modelan el campo gravitacional
asociado a objetos ultrarelativistas.

Ondas Gravitacionales PP

Un caso particularmente importante de ondas gravitacionales no perturbativas son las
ondas paralelas frontalmente planas ( Planed-Fronted Parallel Waves, PP-waves), definidas
como aquellas que admiten un vector nulo k#, que cumple,

V, k=0, (1.9)
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El nombre de este tipo de ondas proviene de que las curvas integrales de k* pueden ser
interpretadas como rayos paralelos a lo largo de los cuales se propaga [3, 4]. Alternati-
vamente, se pueden definir las ondas PP como aquellas que responden al elemento de
linea,

2 =2 - 2
ds® = —dudv + d7 + H(u, 7, )du®, (1.10)
en coordenadas {u,v, 2, }, con H(u, ) una funcién que satisface,

AJ_ H(Ufj_) = —].67TGDTuu, (1].].)

donde A} =3, 83, es el operador de Laplace-Beltrami sobre las coordenadas transversas
7, . Esta ecuacién es similar a la ec. (1.8) para la radiacién gravitacional. Sin embargo,
ésto no significa que las ondas sean de la misma naturaleza. Esta forma del elemento de
linea (1.10), se conoce como la forma de Brinkmann. En estas coordenadas, k* es,

k* = g O, u.

Si Ho(n,Z1) es la funcién de Green que cumple:

: 167G ;
AL Ho(n,2') = — D5D(7l—l’z)a (1.12)
19le
entonces toda solucién a (1.11) es,
H(u,@1) = [ dihin, u)Ho(,70), (1.13)

donde A(n,u) es cualquier funcién integrable.

Los espacio-tiempo que contienen ondas pp pueden ser clasificados acorde sus sime-
trias. Las ondas mas simétricas son las ondas planas, mismas que admiten D + 1 campos
de Killing, entre éstos el campo vectorial k* [12, 13]. Equivalentemente, una onda de tipo
pp se dice plana, siy sélo si depende cuadraticamente de las coordenadas transversas, tal
que (1.10) se escribe como:

ds® = —dudv + h,;j(u)ximdeQ + d?i

Por otra parte, si una onda pp tiene inicamente dos campos vectoriales de Killing se dice
axisimétrica. En este caso, el elemento de linea toma la forma,

ds? = —dudv + F(u,r,)du? + di? (1.14)

donde 72 = #2 | es la coordenada radial en el espacio transverso.

Ondas de Choque en Espacio Plano

Las ondas gravitacionales axisimétricas presentan un sinntimero de clasificaciones. En
particular, si F'(u,r,) = 6(u)®(rL), la onda se conoce como onda de Choque (Shock Wave,
SW) en espacio plano [3, 4, 12-16]. Asi, el elemento de linea en la forma de Brinkmann,
es,

ds* = —dudv + §(u)®(r, )du® + di? . (1.15)
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La funcion ®(r ) da la “forma” del frente de onda. Por ese motivo, la denominaremos fun-
cién de perfil, o simplemente, perfil. Reemplazando F(u,r,) en (1.11), el tensor energia-
momento queda,

T = 0(uw)p(rL), (1.16)

donde p(r,) es la densidad de energia en el espacio transverso. Asi, ®(r ) satisface la
ecuacion de Poisson,

AN O(ry) = —167Gpp(ry). (1.17)

El elemento de linea que describe la onda de choque presenta problemas en las geodé-
sicas nulas al cruzar el frente de onda, ya que (1.15) es discontinuo en u = 0 [17]. Esto no
es sencillo de apreciar, pero es posible realizar un analisis que permita saber que existe,
estudiando el comportamiento de la geodésica nula v, antes y después de atravesar el fren-
te de onda localizado en u = 0. Consideremos el caso en que las componentes transversas
T no sufren variacién a lo largo de una curva, tal que dZ ;o = 0, y por tanto, de (1.15),

ds® = du [—dv + §(u)®(r)du] ,

si la curva es luminosa ds? = 0. Entonces, al integrar a ambos lados de la hipersuperficie
u = 0, tenemos:

dv = 0(u)P(rg)du = Av = d(ry) j dud(u) = Av = D(rg),

con e suficientemente pequefio, y r3 = 73, es la coordenada radial localizada en u = 0.
Por tanto, una geodésica v que atraviese el frente de onda en r = 7y presenta un salto
Av # 0.

Puesto que el elemento de linea (1.15) presenta discontinuidad, dicho resultado puede
causar problemas al tratar de estudiar geodésicas nulas en espacios-tiempo que contienen
ondas de choque. Para evitar esto, se cambia a las coordenadas [18],

u = U,
v=V+®(X,)OU)+ iU@(U) W@()ﬁ)]zﬁ (1.18)

- 1 - -
=X + §U@(U)V(I)(XJ_),

donde ©(U) es la funcién de Heaviside, con el propésito de “absorber” la distribucién é(u)
en (1.15). Nétese que para U < 0 las coordenadas antiguas y nuevas coinciden. A partir
de este cambio de coordenadas se obtienen los diferenciales:

du = dU,
dv = dv + {@6(U) 4 i@(U) [%f} dU + O(U) [&@ 4 %aj@ajai@} aX', (1.19)
dr' = X'+ SO(U)IPdU + LUO(U)0,0'BdX",

Reemplazando (1.18) y (1.19) en (1.15), el elemento de linea toma la forma,

: 1 1 .
ds®> = —dUdV + {5@' + §U@(U)5ﬂ9j®} [5jk + §U@(U)5j(9k<1> dX'dx*,
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que ya no presenta discontinuidades ni divergencias. Definiendo H;j;, como,
Hy =8y + SUO(U)05,0. (1.20)
la ec. (1.15) viene dada por,
ds? = —dUdV + H;jHjpd X 'dX*. (1.21)

El elemento de linea (1.21) recibe el nombre de forma de Rosen de una onda gravitacional
de choque [14].

1.3. Boost de Aichelburg-Sexl

Desde un punto de vista fisico, las ondas gravitacionales de choque describen el campo
gravitacional de un objeto que se propaga a la velocidad de la luz. Aichelburg y Sexl fueron
los primeros en ofrecer esta descripcién a partir de considerar el boost de la solucién de
Schwarzschild en el limite 7 — oo [19]. Obtuvieron asi, la onda gravitacional de choque
que ocuparia a una particula puntual sin masa que se propaga a la velocidad de la luz.
En esta seccién revisaremos el desarrollo de Aichelburg y Sexl, y la onda de choque que
se obtiene.

En coordenadas adecuadas y unidades naturales, la solucion de Schwarzschild es de la
forma [1-3],

ds? = —f (r)di® + 1 (r) dr® + r2d$22, (1.22)
con,
fry=1- 2, (123)

donde M es la masa de la solucién y €2y es el volumen de la 2-esfera. Antes de tomar
un boost es necesario introducir coordenadas “isotrépicas”, en la que la parte radial y
la parte angular tengan pesos similares en (1.22), con el fin de asegurar que no existan
direcciones privilegiadas. Definiendo 7 como [20],

TN 2 272
rev (1 + G“f‘[) o — {1 _ (Gé‘f”) } dr. (1.24)
2r 2r

el elemento de linea (1.22) toma la forma,
4s* = — {(r(P)dE + g(r(7) [ar® + 720 (1.25)
donde,

2GM

r(r)
Asi, 7 admite asintéticamente las coordenadas Cartesianas usuales, y permite realizar la
transformaciéon de Lorentz en cualquier direccién. Definiendo,

flr(r) =1~ GM (G”‘M)T. (1.26)

otrr) = 1+ S (G

=2+ y 4 2 (1.27)
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tomamos el boost en la direcciéon de propagacion x,
t=n(t +8z), xz=rE +pt), y=vy, z2=2. (1.28)

Bajo (1.28) los nuevos elementos de la métrica son,

L) £ F0) PP £o] 00
oo = | PRI 00] PRI o) 00 129
0 0 0 g(7)
donde,
o / / , , 1

Ti=~z + Bt ) +y 427 =

V1—=p52

. I ) .z ! !’ / ’
Es conveniente reescribir (1.29) en funcién de las coordenadas nulas u =t + 2 y v =
’

!
t —x,

LM = f0)] il )] 00
— _ 2(1—-5)2 _ _
oo | @ FEE] T @) 0 0 | (g
s 0 0 g(™) 0
0 0 0 g™
En el limite v — oo se sigue que f(r(7)) = f(7), ya que,
2
lim (r) = lim < v G‘*f”) — Iim 7,
y—o0 y— or y—o00
por otra parte,
1 ]
7]11}1010(/ — —57 7]1_>nolcq rr=1, }g&gzlzl = 1. (1.31)

El calculo de los elementos g,/ v g,/,, en el limite v — oo, requiere un analisis mas
delicado. Nétese que estas componentes tienen un factor 7y extra, lo cual da lugar a que el
limite diverga. Para evitar ésto, definimos el producto p = yM como la energia relativista
y tomamos limite v — oo junto con M — 0, tal que p es finita. Puesto que M tiende a

cero, podemos desarrollar en serie y considerar a primer orden en M, como,

Gap Gap ‘
gunt = AL+ B gy (1= 5, (1.32)
tal que,
(1=
ey = fi (— v
Gap ‘
lim g, = — —8Gub(u)1 4=

donde 72 = y? + 22 es la coordenada radial en el espacio transverso a la direcciéon del
boost. Para realizar el calculo de los limites se ha usado el resultado,

o

tim yx [+ 807 = o(e +8) [ x(rP)n, (1.34)

—00
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cuya demostracion puede consultarse en el apéndice A. Notese que el segundo término del

’ . ’ . . . .

limite de g/, presenta problemas en u = 0. Sin embargo, puede eliminarse redefiniendo
/7

la coordenada v como,

v = v — 4uGylog(u),

/ / Gy, 1.35
dv — dv — 4”—,4du . ( )
]

Finalmente, de (1.31) y (1.33), en el limite v — oo, se obtiene el elemento de linea® 13,
19],

ds* = —dudv — 8uG 46 (u) log(r, )du? + di?, (1.36)
que corresponde a una onda de choque con perfil,
O(r,) = —8uGylog(ry). (1.37)

El elemento de linea (1.36) describe a una particula sin masa moviéndose en un espacio de
4 dimensiones con energia p [19]. Se puede comprobar que la solucién de Aichelburg-Sexl
(1.37) cumple con la ecuacién (1.17) para la densidad,
p6(ry)
r)=-_——-. 1.38
plrs) = 420 (139
Cabe recalcar que el resultado obtenido no debe confundirse con un fotén, ya que éste
posee helicidad. Sin embargo, la solucién de Schwarzschild no posee momento angular.

1.4. Colisién de Ondas Gravitacionales de Choque en
Espacio Plano

La colisién de ondas gravitacionales puede dar lugar a fenémenos interesantes, no sélo
meramente matematicos, sino también fisicos, como la formacion de horizontes de sucesos
[13-15]. A partir del analisis de la colision, es posible obtener una serie de informacién
como la seccién eficaz para la produccién de agujeros negros en colisiones a muy alta
energia [18, 21, 22].

1.4.1. Analisis del Cono de Luz

Consideremos dos ondas de choque que se propagan en el espacio plano en direcciones
opuestas. La primera tiene soporte en v = 0 y se aproxima desde u — oo, mientras que la
segunda posee soporte en u = 0y procede desde v — —oo (ver figura 1.1). Los elementos
de linea para cada onda son:

ds? = —dudv + d73 + §(u) " (ry)du?,

1.39
ds* = —dudv + di% + §(v)®~ (r_)dv?, ( )

donde ®F representa el perfil de las ondas que viajan desde u — co y v — —o0, tal que
la colisién tiene lugar en © = v = 0. Entonces, la colision divide el espacio-tiempo en 4
regiones (figura 1.2):

4Hemos omitido la notacién primada por simplicidad.
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Eje de Propagacion (+) Eje de Propagacion (—)
N TN
oy ! \
/ \ 1 \
e/ i
P I i
| [ » . < | |
f > N H '
| | [
\ i QR
oo (N
N/ \./
]RD-Z

F1GURA 1.1: Esquema de Colisién para Ondas de Choque en Espacio Plano:
Las colisién es frontal y se da en el espacio transverso RP—2.

s Region I: Denominaremos regiéon I al pasado causal de la colisién, esto es, los
eventos que verifican v < 0 y v < 0. En esta region, existe al menos una curva
temporal que conecta con la hipersuperficie de la colision. Puesto que las ondas no
interaccionan antes de la colisiéon, el elemento de linea en la regién I viene dado
como la “superposicion lineal” de los elementos de linea (1.39), es decir,

ds® = —dudv + di% + 6(u)®" (ry)du® + §(v) 0 (r_)dv?. (1.40)
Podemos definir coordenadas de Rosen como,

w=U+d (X)O(V) + %ve(\/) Vo (X)),

v =V 4 S (X)OU) + %LU@(U) Vo (X)) (1.41)

1

o 1 o . 1 > 5

en estas coordenadas, el elemento de linea (1.40) toma la forma,

ds® = —dUdV + [Hj Hj, + Hj Hy, — 65 dX'dX", (1.42)
donde se han definido H:jr y H;;, como:
1 ,

2 (1.43)

Hy; = 8 + 5VO(V)9:9,2(X1).

Region II-TT1: Consideraremos las regiones 11 y III al conjunto de eventos que no
tienen relacién causal con la hipersuperficie de la colisién. Estos son aquellos que
verifican u < 0, v > 0 (regién II) y v < 0, uw > 0 (regién III). Ya que no existe
relacién causal, las ondas no interaccionan y, por tanto, el elemento de linea que las
describe es (1.42).
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v=0 v u=20

FicuraA 1.2: Cono de luz para la colisiéon de dos ondas gravitacionales en
espacio plano. El espacio-tiempo queda divido en 4 regiones a partir de las
hipersuperficies u = 0 y v = 0. Las regiones I y IV representan el pasado y
futuro de la colisién respectivamente.

= Region I'V: Son los eventos que verifican u > 0, v > 0 y representa el futuro de
la colisién, i.e. cada suceso de esta region se ve afectado por lo que ocurre en la
superficie de la colisién. Es necesario hacer énfasis que (1.42) no describe la regién
IV, ya que en ésta tltima las ondas interactiian y por tanto no se puede considerar
una superposicion lineal. Un caso particular de colisién de ondas gravitacionales en
el que se ha resuelto la estructura causal en la regién IV es la solucién de Khan-
Penrose. Esta considera dos ondas planas en dimensién D = 4, con una alta simetria
que permite resolver la colision en la region IV [23]. Matematicamente, la solucion de
Khan-Penrose muestra que después de una colisién puede aparecer una singularidad
desnuda (ver figura 1.3).

Superficie Atrapada de Penrose

Una Superficie Atrapada® S es una superficie (D — 2)-dimensional, cuyas normales
nulas salientes tienen convergencia cero [24-26]. Nuestro interés en estudiar superficies
atrapadas en la colisién de ondas gravitacionales esta en que, a dia de hoy, no existe un
formalismo general que permita resolver de manera analitica la estructura causal en la
regiéon IVS. Otro camino para abordar el problema es mediante el estudio de la formacién
de superficies atrapadas sobre el cono de luz pasado de la colision. Aunque no ha sido

5Nos interesa definir una superficie marginalmente atrapada hacia el exterior, a la cual nos referiremos
simplemente por superficie atrapada.

SEn principio, la complejidad de esta regién surge debido a que habitualmente no hay suficiente
simetria como para resolver el problema, sumado al hecho de que las ecuaciones diferenciales son no
lineales, uno de los progresos mas recientes (ajenos al contexto del presente trabajo) puede consultarse
en [27].
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FiGuraA 1.3: Estructura causal de la solucién de Khan-Penrose: En la re-
gién IV aparece una singularidad de curvatura en U2 4+ V2 = 1.

demostrado en términos generales, es una suposicién razonable asumir que la existencia de
una superficie atrapada sobre el cono de luz pasado implica la evolucién de la geometria
hacia un horizonte de sucesos en la regién I'V.

En particular, Penrose describié la parametrizacion para una superficie atrapada sobre
el cono de luz pasado de un evento fisico”. A esta superficie la denominaremos superficie
atrapada de Penrose o, simplemente, Superficie de Penrose y es en la que nos enfocaremos
en este trabajo. En las referencias [18, 21, 27, 28] se da el formalismo para calcular la
superficie atrapada de Penrose como la unién de dos hipersuperficies nulas, S, y &,
parametrizadas segun,

U=0 B
S. . (X)) =0, 1.44
i {v+w+u;):m +H(XD)le (1.44)

v=0 W_(X)le =0 (1.45)

U+0_(X,)=0, e '
donde U, (X,) > 0y C = S8, NS_ es una subvariedad (D — 3)-dimensional en el espa-
cio transverso a la colisidén [18]. Para caracterizar St, se busca un conjunto de vectores
normales salientes. Sean,

e e
U U
(o) = [ | (i) = [mi? | (1.46)
() - (£)
n; my

"Penrose calculé esta superficie atrapada durante un seminario a estudiantes en el afio 1974, en Cam-
bridge. Nunca publicd nada al respecto, porque para €l fue un ejercicio académico sencillo de clase.
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los vectores que generan el espacio ortogonal a cada superficie Sy. A partir de (1.44) y
(1.45) se obtiene,

1 0
) =[o = o).
0 AR
- (1.47)
0 1
)= [1]. =] o
0 V.U
Por tanto, todo vector perpendicular a ST tendré la forma,
o g
(N = B ], (N =] o |, (1.48)
PAYARV AVARS

donde « y  son constantes. Puesto que es necesario que el campo de vectores sea nulo,
exigimos ademas,

9N, N, =0, (1.49)
obteniendo,
- 2
B {5 (VL‘I’ﬂ:) - 40é] =0, (1.50)
que tiene las soluciones,
- 2
b (VJ_\Iji> =4da, [Pr=0. (1.51)

Sustituyendo en (1.48) se obtienen los dos campos de vectores nulos,

(V) = 5| —5(Vam | (M) =a |2
+) — 2 1 ¥+ ) +/ — N ’
- 0
\VAR']
L (1.52)
—é(VL\IJ_)Q —2
(NE) =5 ) ; (Mf) =al| O
V.U 0

donde hemos usado f; para NY y By para MY. Asi, los campos de vectores (1.52) son
normales y nulos a las superficies S1. Ahora, se debe imponer los vectores estén dirigidos
hacia el futuro, esto es, tomar a y 8 negativos. En particular, elegimos,

a=—— f=-1, (1.53)

que nos da la condicién de normalizacion,

NIEMY g = —1. (1.54)
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Ahora imponemos que los vectores normales salientes tengan expansion cero, es decir,
V.NE=0, V,M{=0. (1.55)

Claramente, como todas las componentes de M/ son constantes, su expansién es nula.
Por otro lado, de la ecuaciéon para N se tiene que W4 cumple la ecuacioén,

AJ_ \If:t = —167 GDp(XL), (156)

donde A\ | es el operador de Laplace-Beltrami sobre R”~2. La ec. (1.56) puede simplificarse
usando la ec. (1.17). Entonces, S es una superficie con expansion nula si las funciones W
verifican:

Ay (DL —Ty) =0. (1.57)

Aun falta por establecer que las dos piezas Sy de la superficie S deben unirse suavemente
en C =8, NS_. Es decir, sus vectores normales N1 deben coincidir en C. Asi, igualando
Ny en C, de (1.52) tenemos,

(Vows) =4, Vilile=V.U_|, (1.58)
que pueden escribirse de forma compacta como,
gI00L0Vi]e =4, V. |c=00V_|c. (1.59)
Notese que estas dos ecuaciones, implican la condicién sobre C,
gIoV, 0V _|e =4, (1.60)

que es una condicién necesaria y suficiente para asegurar (1.58) y, por tanto, la unién de
N/ en C.

En resumen, en la colisién de ondas gravitacionales de choque se forma una superficie
atrapada sobre el cono de luz pasado de la colisién siempre que exista una subvariedad
(D — 3)-dimensional C en el espacio espacio transverso, y dos funciones lIfi(X 1) dentro
de C, que satisfacen el problema de frontera:

AL (Py —UL) =0,
g0 L0,V _|c = 4, (1.61)
Uyle =0.

Cabe recalcar que éste es un problema de frontera muy particular, ya que la segunda
condicién de (1.61) indica que la frontera de la superficie atrapada es parte del problema.
Es decir, ésta se ajusta dependiendo de las caracteristicas de las ondas y cémo tenga lugar
la colision.
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Capitulo 2

Ondas de Choque Anchas Y Modelo
de Colisién

En el capitulo 1 hemos introducido el concepto de onda gravitacional en espacio plano
como una solucién tanto aproximada como exacta a las ecuaciones de campo (1.1), cen-
trando principal interés en las ondas de choque. Ademas, hemos dado a conocer un for-
malismo para estudiar superficies atrapadas sobre el cono de luz pasado de la colisién de
ondas de choque, en donde consideramos que de formarse una superficie de Penrose es
posible la evolucién de la geometria del espacio-tiempo hacia un horizonte.

Existen dos formas de obtener ondas de choque, la primera es realizando un boost so-
bre una métrica que sea solucién conocida a las ecuaciones de campo de Einstein, y luego
tomar el limite v — oo, como vimos en la seccién (1.3) con la soluciéon de Aichelburg-
Sexl. La segunda es considerar una densidad de energia arbitraria en la ecuacién (1.17)
y obtener el perfil del frente de onda. Existe una gran diferencia entre estas dos formas:
la primera se puede interpretar como el campo gravitacional “comprimido”, generado por
objetos que viajan a la velocidad de la luz, mientras que el segundo método dependera
completamente de la densidad de energia elegida. Es decir, si la fuente no proviene de
un tensor energia momento que represente una ecuacién de materia, la métrica obteni-
da no modela ningiin fenémeno fisico conocido, y solo viene a ser un problema matematico.

La solucién de Aichelburg-Sexl] describe ondas originadas a partir de una fuente pun-
tual. En este capitulo estudiaremos la formacién de la superficie de Penrose cuando la
fuente tiene tamano no nulo. Denominaremos a estas ondas, Ondas de Choque Anchas,
o simplemente, Ondas Anchas. En la seccién 2.1 daremos el formalismo para resolver la
ecuacién (1.17) de forma general, haciendo uso de las funciones de Green. Mientras que en
la seccién 2.2, plantearemos un modelo que permita analizar la formacién de la superficie
de Penrose en la colisién de ondas anchas. A su vez identificaremos si existen parametros
que den un comportamiento critico al tamafio de la superficie atrapada.

2.1. Ondas Gravitacionales de Choque Anchas

Los ondas de choque estudiadas hasta ahora consideran que la fuente es de caracter
puntual, esto es, que la densidad es proporcional a la funcién delta de Dirac. Por otra parte,
las ondas anchas toman en cuenta que la fuente tiene tamano no nulo, y el interés en éstas
es que permiten modelar fenémenos como la colisién de iones pesados ultrarelativistas.
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Bajo simetria esférica en el plano transverso, la ecuacién (1.17) toma la forma,

or? r  Or

2 _ <
( o b-390 ASM) ®(r) = —167Gpp(r), (2.1)

donde Agp-s es el operador de Laplace sobre la (D — 3)-esfera. Resolver ®(r) puede
resultar realmente complejo acorde la densidad de energia que se use. De forma general,
la solucién a (2.1) se puede escribir en término de la funcién de Green! G(r,r") de la ec.
(2.1), esto es,

(1)

167G / 22"\ Nlgl G, v ) (), (2.2)

tomando la integral sobre la (D — 3)-esfera, se sigue,
O(r) = —167TGD$2D,3/ dr,r,(D_S)G(T, r,)p(r,), (2.3)
0

donde Qp_3 es el volumen de (D — 3)-esfera, y viene dado por,

0, = f”nﬁ . (2.4)
()
Definiendo G(r,r") = —167GpQp_sG(r,r'), el perfil toma la forma,
O(r) = /OOO dr' v P=IG(r, 7 ) p(r'). (2.5)
La funcién de Green es, por definicion, solucién a la ecuacién diferencial,
(;_; T ¥%> Glrr') = —%5& _. (2.6)

La solucién a (2.6) se obtiene como suma de la solucién homogénea (G}) y particular.
Iniciamos resolviendo la EDO homogénea,

dr? dr

d? 5 d | =
P31+ (D - 3)1“D_2—} Gh(r) = 0.
considerando D =4y D > 5, se tiene,

_ {Alog(r) +B, D=4 | 2.7)

Tu(r) =
M =\er P E D5

donde A, B, C, F € R. Ahora, nos interesa hallar la solucién general G(r,r") que satisface
(2.6). Proponemos el ansatz,

G(r,r') = CL(r)gu(r)O(r — ') + Cy(r ) ga(r)O(r — 1), (2.8)

"Dada la ecuacién diferencial Llu(z?)] = f(2'), donde L es un operador diferencial definido so-
bre una variedad pseudo-Riemanniana D—dimensional (M, g), la solucién viene dada por: u(z?) =
[ dPz' /gl G(a?, 2" f(z'"), siendo G(a%,2"7) la funcién de Green para L, es decir, L [G(xi,x/i)} =

1 6D(in _ xli).

Vigle
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siendo: {g1,92}|p_y = {logr, 1}, {g1,92}|p>s = {r**P,1} y C; para i = 1,2 funciones
desconocidas de 7. Nétese que para r — 0y r — 00, g1 y ¢» divergen y convergen
respectivamente, para evitar que la solucion diverga se ha ponderado (2.8) con la funcién
de Heaviside. Por otra parte, como (2.8) debe verificar ser simétrica bajo cambios de r y
', se cumple que,

C\(r)gi(r) = Ca(r)ga(r'),  Vryr' € [0,00], (2.9)
esto es,
Ci(r) =ags(r), Co(r)=aq(r), (2.10)
siendo a € R una constante a ser determinada. Entonces, (2.8) toma la forma,
G(r,r') = alga(r)gu(r)O(r = 1) + g1(r)ga(r)O( — 7)]. (2.11)

Ahora, ya que G(r,7") es solucién al problema, entonces debe satisfacer (2.6). Reempla-
zando y operando algebraicamente, obtenemos,

’ ’ ’ ’ D - 3 ’ ’ ’
o {19211 r) = 91 )galr)] + 120 )91() = 91 o) o = 1)
167G p , (2.12)
= —mé(r - T )
Integrando a ambos lados de (2.12) sobre la coordenada radial, obtenemos,
A N, 167G
ol ) () = (7)ol ) = 5. (2.13)

Puesto que la solucién a la ecuacién homogénea da dos soluciones linealmente indepen-
dientes g 2. Los valores de a son,

167Gy, D=4,

o= 167G (2.14)
D > 5.
D—4’ =

Entonces, la funcién de Green es de la forma,

G(r,r") et = —167GYy [log(r)@(r —7') 4 log(r)O(r — r)} ,
— ’ - 1 ’ ’ ’ (215)
G(r,r) P —gW_Gf [r_(D_4)@(r —r) 4 PHer — 7’)} .

I . .
Cuando p(r') tiene soporte compacto en el espacio transverso, podemos conocer el
. . . / , .
comportamiento asintético del perfil (2.5) para r > . En este caso ®(r) sélo recibe
. .’ .z ! ’
contribucién de la funcién de Green G(r,r ) con r > r , entonces,

O(r)|p_y ~ —167G4log(r) /OO dr' v p(r'),

].67TGD o
) nss ~ gy gpmi , @ Velr),

(2.16)

dado que,

00 1
D-3 D—2 = /
/0 d?”r — —Q /RD—Z‘ d xT |g|¢, (217)

D-3
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podemos escribir (2.16), como,
1)l py ~ —8Galog(r) [ %, \/lgls p(@,),

167TGD 9y / _
®(r)|D25 ~ (D _ 4)QD_3 7/.‘_D_4 /]RD*2 dD ZI‘J_ |g|:l', p(xl)

Definiendo la energia total de la distribucién de la fuente que es medida por un observador
que se localiza a lo largo del frente de onda, como,

E= [, a7 \lol o), (2.19)

el perfil (2.18) toma la forma,

(2.18)

O(r)|p_y ~ —8G4log(r)E,

167G p E (2.20)
(I)(T)’DZS ~ (D —1)Qp_s rD-4"

Donde ®(r) — 0 cuando r — oo para D > 5, mientras que para D = 4 encontramos
un comportamiento divergente cuando r — oo. Como caso particular para el boost de
Aichelburg-Sexl, la densidad de energia es,

p o(r)
= > 4. .
o) =g —ips D24 (2.21)

Usando (2.21), la energia total es,
E = (2.22)

Asi, la energia relativista p coincide con la definicién (2.19). Finalmente, el perfil de onda
es,

®(r)|p_y ~ —8Gaplog(r).
167Gpp 1 (2.23)
CI)(T)|D25 ~ QD—S(D _ 4) T'D_4’

que coincide con el resultado obtenido en (1.37)2. Si bien, (2.23) es un resultado aproxi-
mado, pero ya que (2.21) tiene soporte compacto, ésta se anula para r # 0y, por tanto,
(1.37) y (2.23) son iguales.

Ahora que se ha conseguido una solucion general, la idea es extender la fuente a aquello
que no sea puntual y que a su vez permita describir objetos o fenémenos con tamano no
nulo, esto es, considerar densidades que den lugar a energias E finitas con un soporte no
nulo. Para ello, supongamos densidades del tipo,

LF(w,r)

p(r) = Qp_s D=3 (2:24)

siendo w un pardmetro que mide el “ancho” de la fuente y F(w,r) una Funcién de Forma
que determina cudnto se ha extendido la densidad de energia, y que verifica la condicién
de normalizacion [13, 28],

/OOO dr F(w,r) =1, (2.25)

2Para D > 5 se puede consultar la referencia [18].
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por completitud, exigiremos que F'(w,r) sea una regularizacién de la delta de Dirac, esto
es, que cumpla,
lim F(w,r)=4(r). (2.26)

w—0Tt

Noétese que F'(w,r) no necesariamente tiene soporte compacto, sin embargo la ecuacién
(2.20) sigue siendo vélida siempre y cuando F'(w, ) caiga rdpidamente a cero. En general,
los fenémenos fisicos reales involucran fuentes que poseen tamano no nulo, que a partir del
modelo planteado pueden ser consideradas. En particular, las ondas anchas son de gran
interés, ya que al tener fuentes generalizadas, el fenémeno de colisién cambia drasticamente
y el factor w puede jugar un rol relevante en la formacién de la superficie atrapada
de Penrose. Como se detalld en la subseccion 1.4.1, la superficie atrapada no siempre
aparece vy para el caso de ondas anchas, ésta puede o no tomar lugar después de la
colision. Especificamente pueden aparecer valores criticos de w para los cuales, la superficie
atrapada no se forma.

2.2. Superficie de Penrose para Ondas Anchas

En esta seccion, seguiremos el desarrollo hecho previamente en [28], adaptado al espacio
plano. Para una colision frontal, &, = d_ =y U, = U_ = U, se tiene entonces simetria
esférica SO(D—2) y en estas condiciones, C es una esfera de (D—3)-dimensiones. Entonces,
las ecuaciones (1.61) toman la forma,

AL(®—-T) =0,
ar\If(T'()Nc = —2, (227)
\IJ(T’OHC = 0,

donde ry es el tamano de C. Ademas se ha tomado el valor negativo de la raiz para la

- e, . - . .. ’
segunda condicién, ya que W es semidefinida positiva dentro de C y por tanto W (1) < 0.
La primera ecuacion, en coordenadas esféricas, es,

a2 D_3¢
AN V=A D = (d— + 32 + AgDs) ‘I/(T) = —167TGDp(T), (228)

or? r  Or

siendo su solucién la combinacién lineal de la solucién homogénea y la funciéon ® del tipo
(2.5). Entonces,

U(r) =o(r) + Crgi(r) + Caga(r), (2.29)

con,
{91, 92} p—y = {logr, 1} y {91792}|D25 - {T4_D7 1}. (2.30)

Ya que ¢; diverge para r = 0, se exige C; = 0. Usando la tercera condicién de (2.27),
obtenemos,

Cy = —D(r9).

Entonces, la soluciéon para U es,
U(r) = &(r) — ®(ro). (2.31)
Aplicando la condicién sobre la derivada se sigue,

P (rg) = —2. (2.32)
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Sustituyendo (2.5) con las funciones de Green (2.15) en (2.32), es claro ques,

871Gy / dr' v p(r') [M + log(r)d(r — ') —log(r)o(r — 7')} =1,  (2.33)
0 " 0
para D = 4, mientras que para D > 5 tenemos,
8tGp | 7 i3y (D—=4)0(r—7") d(r—r) 80 —7r)
) _4/d7 ' (P=3) () [— D3 + S I ey =1. (2.34)
0

70

Las dos tltimas integrales se anulan por las propiedades de la funcién delta. Por otra parte,
la primera integral es no nula sélo para r < r, por la funcién de Heaviside. Escribiendo
de forma compacta se tiene,

87TGD
QD—3

E(rg) =13 7% D24, (2.35)

donde se ha definido la energia F(ry), como,
ro
Elre) = Qp s / dr 2= p(r). (2.36)
0

Comparando (2.19) con (2.36), se puede interpretar E(ry) como la energia disponible
dentro de un radio ry en el espacio transverso RP~2 [21].

En resumen, el problema (2.27) tiene solucién, y la superficie de Penrose se forma
después de la colisiéon, siempre y cuando exista un valor rg que resuelve la ecuacion trans-
cendental (2.35). Con el fin de determinar ry, para un caso ya estudiado, consideremos
la solucién de Aichelburg-Sexl. Integrando la densidad (2.21), la ec. (2.35) siempre tiene
solucion, dada por,

ro = (8”GD“> . D>4 (2.37)
Qp_s

Por tanto, para una onda de choque con fuente puntual, la superficie de Penrose siempre
surge después de la colision frontal, i.e. no hay pardmetros criticos.
Consideremos el caso més general de una onda de choque ancha. Sustituyendo (2.24)
en (2.35), tenemos,
8rGp
Qp-s

Eliminando la dependencia de ry en los limites de integraciéon mediante el cambio de
variable r = ury — dr = ro du, se sigue,

/rodr F(w,r) =rd™> (2.38)
Jo

! Qp-3 p-3
F = . 2.
ro/o du F(w,ury) 87TGD,LLTO (2.39)

A partir de esta expresién, se puede estudiar si se forma la superficie atrapada. De (2.25)
se sigue que en el limite 1y — 00, la integral del lado izquierdo de (2.39) converge a,

1
lim 7’0/ du F(w,urg) =1, (2.40)
0

70—00
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F1curaA 2.1: Comportamiento del Tamano de la Superficie de Penrose en
Ondas Gravitacionales de Choque Anchas: Para valores pequenos de rg
se tiene un comportamiento lineal y conforme este incrementa tiende a
saturarse hasta converger a 1.

de modo que se satura a 1. Por otra parte, para ry ~ 0 se aproxima por,
1
7'0/ du F(w,ury) ~ F(w,0)rg, (2.41)
0

dando un comportamiento lineal, cuya pendiente esta regulada por el ancho w de la fuente
(ver figura 2.1). Para saber si existe o no solucién a la ecuaciéon (2.39) es necesario separar
por casos y estudiar en cada dimension.

2.2.1. Formacién de la Superficie de Penrose en D =4

En dimensién D = 4, la ec. (2.39) toma la forma,

To
4Gyp’

1
7'0/0 du F(w,ury) = (2.42)
donde la parte derecha corresponde a una recta de pendiente (4G4u)~!. Entonces, la
existencia de 2, 1 o ninguna solucién depende de la relacién entre w y p (ver figura 2.2).
Existe por tanto un valor critico w = w, a partir del cual no es posible la formacién de
la superficie atrapada. Si, en el caso critico w = w, se forma una superficie atrapada con
tamafio 7. suficientemente pequeno, de (2.41) tenemos,

1

F(w,,0) ~ e

(2.43)

Para el caso en que w > w, no existe punto alguno de corte, ya que la recta nunca
intersectaria a la curva del lado derecho de (2.42), mientras que si w < w,. debe existir al
menos un punto donde se tenga un corte. Por otra parte, cuando ry — oo, buscamos la
interseccion entre una constante y una recta (ver figura 2.2).
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F1curA 2.2: Comportamiento del tamano de la superficie de Penrose en
funcion del ancho de la fuente w: La recta azul corresponde al lado derecho
de la ecuacién (2.42) para 4G4p = 1, mientras que el lado izquierdo viene
dado por las 3 curvas negras: w < w, (curva superior), w = w, y para
w > w, (curva inferior).

Se puede calcular como cambia el tamano de la superficie atrapada cerca del caso
critico w = w,. Definiendo 7. como al tamaifio que alcanza la superficie de Penrose cuando
w=w.y G(w,r.) como la funcién,

1
G(w,r.) = rc/o du F(w,ur.) — 451/? (2.44)

se tiene que en el punto critico®,
G(we, 1) = 0, G(O’l)(wc,rc) =0. (2.45)

Ya que (2.42) es diferenciable en su dominio, ésta es analitica en r. y admite una expansion
en serie alrededor de este punto, entonces, para una superficie de tamanio rg cercana al
tamano critico r., tenemos

G(w,r0) = Gwe, 1) + G(OJ)(wC, re)(ro—re) + el (Wey ) (W — we)

1o , (2.46)
+ o[G0 w72} (0 — )2 + GO e, r) w0 — e
usando las condiciones (2.45) y resolviendo G(w,ry) = 0, para w < w, se obtiene,
2G(10)
To — Te ™ 260D we, 7o) (we — w)2, (2.47)

GO2)(w,, )

donde se ha prescindido de aportes cuya potencia sea superior a la segunda para w, — w.
Asi, se obtiene un exponente critico 4 = % para el tamafio de la superficie atrapada
critica en funcién de w [28].

3Se ha usado la notacién supra-indicial para las derivadas parciales:

a" (0’”6‘

O™ orm

"G
0 G(n70) (W7TC)7

B oG
dw™

orn GO (w,re),

> =G (W, r,).



2.2. Supertficie de Penrose para Ondas Anchas 23

1.0

7

T'o?
2 Gs
=
%

< g
i >

F(w, ury)du,

|
0
=
[\)

Yo

F1curA 2.3: Comportamiento del tamano de la superficie de Penrose en
funcion del ancho de la fuente w: La recta azul corresponde al lado derecho
de la ecuacién (2.42) para 2Gsu = 1, mientras que el lado izquierdo viene
dado por la curva negra.

2.2.2. Formacién de la Superficie de Penrose en D =5

En dimensién D = 5, la ec. (2.39) viene dada por,

i
2G5

1
7‘0/0 du F(w,ury) = (2.48)

donde el lado derecho corresponde a una funcién cuadratica de pendiente (2G5u)~". Esto,
claramente resulta en la solucién trivial y dos valores no nulos de ry. Entonces, podemos
aproximar las soluciones, si rg ~ 0, tenemos,

ro =~ 2G5uF (w,0). (2.49)
Andlogamente, de (2.40) se sigue que ry converge a,
To = 2G5,u (250)

Por tanto, siempre existe un valor de w para el cual es posible hallar solucién a la ec.
(2.48), es decir, la superficie de Penrose siempre se forma en D = 5 (ver figura 2.3).

2.2.3. Formacién de la Superficie de Penrose en D>6

Para dimensiones superiores (D > 6) existen como mucho dos valores de 7y no triviales
que solucionan (2.39). En particular, si o ~ 0, el tamano de la superficie de Penrose se
aproxima por,

1
B D—2 e
To = [47T¥GDMF (T) F(w,O)] , (2.51)

mientras que para rqg — o0, se tiene,

ro = [4 7 Gpul’ (EHD_B : (2.52)
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Por tanto, para D > 4 las ondas de choque no exhiben criticalidad, i.e. la superficie de
Penrose siempre surge en la colisién frontal sin importar la magnitud de w. Cabe resaltar
que el analisis aqui realizado es genérico, ya que dependiendo de la funcion de forma,
ésto puede verse alterado puesto que, se ha considerado que el lado izquierdo de (2.39) no
varia a medida que la dimensién lo hace.
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Capitulo 3

Modelo para Iones Pesados
Ultrarelativistas

En los capitulos anteriores hemos expuesto la naturaleza de las ondas de choque, asi
como el fenémeno de colisién, y el formalismo matemaético para resolver el problema. Dicho
anéalisis fue extendido con el fin de estudiar casos cuyo tamano sea no nulo. Sin embargo,
no por tratarse de ondas cuya fuente no es puntual, éstas son capaces de modelar eventos
fisicos.

En este capitulo, plantearemos dos modelos para la producciéon de micro agujeros
negros en la colisién de iones pesados ultrarelativistas a muy altas energias. En la seccion
3.1 daremos el formalismo general para obtener la fuente p(Z,) en el espacio transverso
para un ién pesado ultrarelativista, a partir de un tensor energia momento genérico,
mientras que en las secciones 3.2 y 3.3 calcularemos la fuente para la esfera sélida y el
modelo de Woods-Saxon, respectivamente. Asi mismo, en la seccién 3.4 examinaremos los
modelos planteados, y en 3.5 y 3.6, estudiaremos la formacioén de la superficie de Penrose
y su comportamiento para la esfera sélida y el modelo de Woods-Saxon, respectivamente.

3.1. Densidad de Energia para la Distribucién Nu-
clear

La distribucién de los nucleones tiende a ser practicamente constante dentro del ntcleo
atémico [29], esto es, que varfa Gnicamente en los bordes. Para modelar hemos propuesto,
en primera aproximacién, un modelo de Fsfera Sélida, es decir, densidad constante y
radio nuclear R. Sin embargo, ya que la densidad cae en los bordes del nicleo, se ha
implementado como correcciéon el modelo de Woods-Saxon, que permite considerar que
ésta no se corta bruscamente en un radio determinado, sino que se extiende al infinito. En
base a los modelos descritos, calcularemos la densidad de energia en el espacio transverso
a partir del tensor energia-momento para un nucleo en reposo, tomando el limite v — oo,
sobre un boost en la direcciéon de propagacion.

Sea p(r) la densidad de energia de un i6n pesado en reposo. Entonces, el tensor energia-
momento viene dado por,

Too = p(r) =po f(r), r=+/z22+7% >0, (3.1)

donde py es una constante con unidades de densidad de energia, f una funcién arbitraria
definida sobre RP~!, y x la direccién de propagacién. Para conseguir que el ién se mueva
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a velocidades cercanas a la de la luz, tomamos el boost,

tst=nt +p82), z—oz=~ +pt). I =7, (3.2)
siendo 7,
=24+ o rr=92 4Bt + T (3.3)
Introduciendo las coordenadas nulas u' y v', las componentes del tensor energfa momento
son,
2 2 2 2
(1 +5) : (1 -8) /
Tu/u/ = 4 Too(T' ), Tv/v’ = 4 TOO(T ) (34)

Para que el nicleo se mueva a la velocidad de la luz, se toma el limite v — oo con p, = vpo
constante (analogo al proceso realizado en la seccién 1.3). Asi, se sigue que T,/ se anula,

_ 2

, = 1z (1 ﬁ) z 2( ! 2 2
ltw Ty = o lim - lim o f (VA2 + 80)2 + 77 (35)

haciendo uso del resultado del apéndice A, se obtiene el limite,

Tim ~ f(r r) =6d(u) fdnf (\/TI2 + ff) < o0, (3.6)

tal que,
lim 7,/ = 0. (3.7)

Y—00

Para la componente T/, se sigue,

lim T,y = Po / dn f <\/772+35”f> (). (3.8)

Comparando con (1.16), la densidad de energia del espacio transverso' es,

) ="Po 7 ( n+az) (3.9)

Noétese que la densidad (3.9) es general, y describe un i6n pesado ultrarelativista, para
el cual la contraccién Lorentz ha deformado la distribucién de energia a tal punto que el
frente de onda es infinitamente delgado y esté contenido en un plano (D — 2)-dimensional.
Asi, en D = 4 estaria contenido en un plano de dos dimensiones.

3.2. Modelo de Esfera Solida

Consideremos que el nicleo atémico es una esfera maciza de densidad constante y
radio R, tal que los nucleones se distribuyen de forma homogénea. Entonces, para niicleos
pesados en reposo, la densidad de energia es de la forma,

R2 _ T2
Too = po © ( o2 ) ) (3.10)

1Se ha omitido la notacién primada por simplicidad.
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FrauraA 3.1: Densidad de Energia (3.11) con Distribucién de Heaviside en
Funcion de las Coordendas Transversas: Se consider6 R = 8fm, ya que
el elemento més pesado sintético posee niimero masico A = 266. Ademads,

en el LHC la energia de un ién pesado es 2 =~ 575TeV tal que py ~
0,34TeV/ fm?.

donde R = ryA/3 es el radio nuclear, siendo ry = 1,25fm con A el nimero mésico
[29], v a es un pardmetro adimensional®. Ya que se busca iones pesados ultrelativistas,
basta aplicar el formalismo desarrollado en la seccién 3.1, tal que la densidad de energia
transversa viene dada por,

. 7 R — 32 —p? 8 — R? — 2
psQ(T1) = Py / dn © (a—§n> = 2D\ * — 71 © (TL> : (3.11)

El comportamiento de la expresién (3.11) se muestra en la figura 3.1, en donde se observa
que la densidad de energia cae bruscamente en los bordes.

3.3. Modelo de Woods-Saxon

El modelo de tipo Heaviside describe la densidad nuclear de forma burda. Sin embargo,
ésta no es del todo constante ya que en los bordes cae suavemente. Como otra opcién que
mejora el modelo en este sentido, proponemos un modelo construido sobre el potencial de
Woods-Saxon, esto es, plantear la densidad de energia,

Too(r) = Hp% reRTU{0}, (3.12)

donde py y R son los mismos parametros descritos en (3.10), mientras que a es una
medida del “grosor” de la superficie nuclear. Considerando el caso ultrarelativista y (3.9),
obtenemos la densidad de energia transversa,

o]

. dn
pWS(:I?J_) = 2ﬁ0/ﬁ‘ (313)
A/ n*+@° —R
0 1+e aL

2Se afiade con el fin de que la funcién de Heaviside no tenga dimensiones en su argumento, pero no
juega ningun rol fisico.
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F1cura 3.2: Integracién por Doble Exponencial para la Densidad de Ener-
gia (3.13) con Distribuciéon de Woods-Saxon: Se ha usado R = 8fm,
a=0,535fm y 7y~ 0,34TeV/fm?.

Desafortunadamente la expresion (3.13) no tiene una primitiva directa, pero la integral
puede aproximarse mediante métodos numéricos®. En la figura 3.2 se muestra el resultado
llevando a cabo una integracién Doble Exponencial*. Nétese que la distribucién de la
densidad de energia en el espacio transverso para las figuras 3.1 y 3.2 son semejantes, con
la excepcién de que la primera es mas burda debido a que la aproximacion no considera
que la densidad no es constante en los bordes. Sin embargo en primera instancia, es un
modelo decente para describir la distribucion de los nucleones.

3.4. Energia Total para Iones Pesados Ultrarelativis-
tas

Una magnitud de interés es la energia total que tendria un ién pesado bajo las densi-
dades (3.11) y (3.13). Podemos definirla como,

E = dP722 0\ /gle, p(71), (3.14)

RD—2
donde hemos integrado sobre el espacio transverso RP~2.

= Energia Total para Esfera Sdlida

Para el modelo de esfera sélida tenemos,
_ oo - R? —
ESQZZpO/RD,QdD ZTL\/|9|M\/R2_$2L@<TL)

3Se tomd el cambio de variable n = tan(6), tal que (3.13) toma la forma,

/2
o o sec? 0
PWS(97¢)=2/>0|11|/619W~
2 l4+e— = —

4E] error decae exponencialmente con el niimero de puntos de integracién N, mientras que los métodos
. . ——
usuales lo hacen de forma polinémica como N=F con k € ZT [30]: error ~ e~ &™)
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Tomando coordenadas sobre la (D — 3)-esfera e integrando sobre el angulo sélido,
obtenemos,

o0 R2 — 2
Egq = 2ﬁOQD_3/dr rP3VR2 —r20 ( = ! > . (3.16)
0

Nétese que la expresion es no nula sélo para valores entre 0 y R. Por tanto,

D—1
2p,m = RP!
Egq = "2

(3.17)

La ecuacién (3.17) crece mon6tonamente con el radio nuclear con potencia (D — 1).
Para D = 4 se tiene R = ryA'/? y por tanto el comportamiento es lineal con el
nimero masico.

= Energia total para Densidad con Woods-Saxon

Tomando el modelo de Woods-Saxon con densidad de energia (3.13), tenemos,

7 o A9l
EWS = 0y / /]RD—z d?]d xlw. (318)

1+e a

Nétese que la integral se lleva a cabo en R”~!, ya que debemos integrar también
sobre 7). Considerando coordenadas sobre la (D — 2)-esfera de radio au, con u un
parametro adimensional, se sigue que,

(au)* =n* + 73, (3.19)

Integrando sobre el dangulo sélido, la expresién (3.18) toma la forma,

o0 uP-2
Ews =poa” " Qp_s /du —=
) 1+4ew
. (3.20)
272 —1 . R
Ews = —poa”! T (D(_l) ) Lip_y (—65) .
T2
Donde hemos introducido la funcién polilogaritmica, definida como,
Ligyy (—e%) = = Fs(x), (3.21)
con Fy la integral de Fermi-Dirac,
Folr) = — 7dt r (3.22)
s(x) = . .
['(s+1) J e

La energia (3.20) depende del radio nuclear, el grosor de la superficie nuclear “a”, la
densidad de energia relativista p, y la dimensién del espacio. Esta magnitud tiende
a ser mayor conforme D crece, pero siempre es finita.
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3.5. Superficie Atrapada de Penrose para Esfera So-
lida

Calcular la superficie atrapada sobre el cono de luz pasado de la colision se reduce a
resolver el problema de frontera (2.27) con densidad (3.11). La superficie de Penrose apa-
rece después de la colision siempre que exista un valor ro para el tamano de la subvariedad
C que resuelva la ecuacion transcendental (2.35). Para la densidad pgq(r) de (2.35), esta
ecuacion es,

D 3\/7 —r? réj_?’
d R?—1r20 = . .
/ rr r ( = ) 67Gope (3.23)
Definiendo las variables adimensionales,
T= 17 R= Ev pp = 167 GD[_)OOZQ, (324)
e o
la ec. (3.23) toma la forma,
7D-3
/d—rD N —2@(R —) =" (3.25)
Pp

La primitiva de (3.25) viene dada en términos de la funciéon hipergeométrica de Gauss®,

=D—2 —~D-3

— 1 D-2 D —

R0 21 <—2, 5 g ;0) =D , Vo< R, 4<D. (3.27)
Pp

Nétese que la expresion obtenida nos da una condicién fuerte sobre el tamano de C, ya
que, para asegurar la convergencia de la funcién hipergeométrica, 7o no debe exceder el
radio nuclear. Se puede estudiar el comportamiento® de la ecuacién (3.27), para 7o — R,

—D 2 D) —5D-1
1 D-2D I R
lim R o) | —=; ——; ,:02 = ﬁﬁ— (3.28)
To—R D—2 2" 2 2'R QF(%>D—2
mientras que para Tg ~ 0, se puede expandir en serie,
—D-2 =2 =D—2
— Ty 1 D-2 D 73 — Ty
R n|l—=——— = | =R @ 3.29
D—2“< 2 T2 R 53 O)- (3:29)

La ecuacién (3.27) puede tener o no solucién dependiendo de pp, D y R. Para estudiar si
existe o no solucién, debemos analizar por separado para distintos valores de D :

5 o .z . ’ . r .7 . .
°La funcién hipergeométrica de Gauss o F7, es una funcién especial definida como,

2Fi(aibieiz) =) %)(b)zﬁ (@D = { ! n=0, (3.26)
n=0 n

n!’ glg+1)---(g+n—1) n>0,

donde (q)n, es el simbolo de Pochhammer, y converge dentro del circulo unidad |z| < 1 con z € C [31].
SPara consultar las propiedades de la funcién hipergeométrica de Gauss, véase [31].
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s D = 4. En cuatro dimensiones, la ec. (3.27) toma la forma,

1 l:—3 —=2 _92 3’/2:| F0
- |R - (R —T = —, 3.30
3 ( 0) 74 ( )

donde el lado derecho corresponde a una recta de pendiente (p,)~!. Como mucho
esta ecuacién puede tener 3 soluciones (incluida 7, = 0). Puesto que (3.30) es
transcendental podemos aproximar 7. Para 7o ~ 0, de (3.29) se sigue,

To 2

(2):— = To=

= = (3.31)
4

o |

Por otra parte, en el limite 7o — R, podemos encontrar una condicién sobre la

densidad de energia: para que existan dos soluciones reales y no triviales, la densidad

debe verificar, ,

]‘%— = _ﬁ =  Pr= —12 (3.32)
3 PR R

siendo pp la densidad de energia que da lugar a que existan dos soluciones. Asi, 7

toma los valores,

Tout = Ra

Tin =

4 _ 3.33
(19+3v33)"” + o o) —2| R, (3.33)

Wl =

Este resultado indica que al colisionar las ondas de choque anchas se producen dos
superficies atrapadas, una contenida dentro de la otra. Para nuestros propdsitos,
Unicamente tiene importancia la superficie externa, ya que un horizonte de sucesos
se define como el limite de la regién atrapada [28].

Ahora nos interesa hallar un valor critico p, por debajo del cual no se forma la super-
ficie de Penrose, i.e. cuando las curvas de (3.30) presentan un punto de tangencia.
Para hallar la densidad critica se resuelve (3.30) mediante métodos numéricos. El
proceso realizado consistié en: para un valor fijo de R se dieron diferentes valores
de densidades de energia, con el fin de que los tamanos de las superficies atrapadas
externa (T,y;) € interna (7;,) se aproximen a un mismo valor. Asi, considerando una
tolerancia 7.,y — Tipn < 0,001, se ha tomado la densidad de energia como la densidad
critica que verifica un tnico punto de tangencia. Posteriormente, se procedié a variar
el radio nuclear desde R = 5,75 hasta R = 8, considerando un paso de 0.15, con el
fin de determinar la relacién entre 7, y R. Esto permite considerar niicleos con ni-
mero masico desde 97 hasta 262, i.e. elementos naturales y sintéticos. Los resultados
numéricos se muestran en la figura 3.3, a partir de los cuales hemos obtenido,

2,93578
P, ~ 2 3.34
= (3.34)

con exponente critico Ay ~ 2. Las expresiones (3.32) y (3.34) son semejantes, lo cual
permite concluir que la formacién de la superficie atrapada para valores menores a
Pr se da con valores muy cercanos, i.e. p, >~ pp. Entonces, si p, < p, < pp, la ec.
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F1aurA 3.3: Resultados numéricos para la ecuacién transcendental (3.30)
de la Superficie de Penrose en D = 4: Los puntos representan los resultados
obtenidos de forma numérica, y la curva los ajustes respectivos para la
densidad critica (3.34) y el tamaifio critico (3.35).

(3.30) tiene dos soluciones, mientras que si p, > Py solo hay una solucién no trivial
(ver figura 3.4). Asl mismo, usando la densidad critica (3.34), y para los valores de

R ya descritos, podemos aproximar el tamano critico 7. mediante,

7.~ 0,9306 R, (3.35)
con exponente 4 ~ 1. Notese que éste difiere del expuesto en la seccién 2.2 debido a
que la funcién de forma (2.24) no considera la dimensiéon como un pardametro, mien-
tras que la funcién hipergeométrica presenta una clara dependencia con la misma,
dando lugar a que el tamano de C no sea el mismo.

= D = 5. En cinco dimensiones, la ec. (3.27) viene dada por,

1 [+ . (T = _
3 {RZL arcsin <%) —To <R2 - 2r3)

2

-2

2 To

R _FO -

(3.36)

5
donde el lado derecho corresponde a una funcién que inicia en cero y crece como

72/ps. Analogo al proceso realizado en D = 4, las soluciones a (3.36) pueden apro-
ximarse, tal que para Ty ~ 0, de (3.29), se tiene,

3
PR

702

(3.37)
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F1GURA 3.4: Comportamiento del tamano de la superficie de Penrose para
Fo = R, 7o ~ 0y To = T, (De izquierda a derecha). f4;, (curva negra) y
far (curva azul) corresponden a las funciones del lado izquierdo y derecho

de la ec. (3.30) respectivamente. Se ha usado R = 8.

Por otra parte, en el limite 7, — R, para que existan dos soluciones no triviales y
reales a (3.36), la densidad de energia debe verificar,

16

—. 3.38
= (3.38)

PR =
Entonces, si p5 = pp, se forman dos superficie atrapadas, una contenida dentro
de la otra (ver figura 3.5). A su vez, para determinar si existe un valor critico p,
por debajo del cual no es posible la formaciéon de la superficie atrapada, evaluamos
(3.36) numéricamente mediante el mismo proceso usado para obtener (3.34). Asi, se
obtuvieron los resultados mostrados en la figura 3.6, a partir de los cuales obtenemos,

4746249

con exponente critico A5 ~ 2. Este exponente critico resulta préximo al de (3.38),
esto es, que en caso de generarse dos superficies atrapadas sus tamafios van a ser
muy cercanos, ademas de que se aproximarian al tamafio critico. Por tanto, si p. <
Po < Pr se tienen dos soluciones, mientras que si p, > pg, s6lo se tiene una solucién
(ver figura 3.5). A su vez, para el tamafio critico tenemos,

7. ~ 0,8771R, (3.40)
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FiGuraA 3.5: Comportamiento del tamano de la superficie de Penrose para
To — R, 7o ~ 0y Fg = 7. (De izquierda a derecha). fs; (curva negra) y
f5r (curva azul) corresponden a las funciones del lado izquierdo y derecho
de la ec. (3.36) respectivamente. Se ha usado R = 8.

con exponente critico 75 =~ 1. Notese que para una onda de choque ancha con
distribucién del tipo (3.11) si existe comportamiento critico en D = 5.

D > 6. Para dimensiones superiores a cinco, el lado derecho de (3.27) es una funcién
que inicia en cero y crece como 7' "®/p,. A primer orden, si Ty ~ 0, de (3.29), se
sigue que,

D -2
ppht

A su vez, en el limite 7o — R, la densidad de energia que da lugar a dos superficies
atrapadas de tamafios diferentes, viene dada por,

2(D-2)1 (2)

oK

Analogamente a los casos ya estudiados, nuestro enfoque estd en determinar si para
D > 6 existe un valor critico p, por debajo del cual no es posible la formacion de
la superficie atrapada. En base a los resultados expuestos en D = 4,5, se esperaria

ﬁc = Z)Rv tal que,

PR = (3.42)

5.~ a(D)R ", Apx~2, (3.43)
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F1GURA 3.6: Resultados numéricos para la ecuacién transcendental (3.36)
de la Superficie de Penrose en D = 5: Los puntos representan los resultados
obtenidos de forma numérica, y la curva los ajustes respectivos para la
densidad critica (3.39) y el tamaifio critico (3.40).

donde a(D) es un coeficiente acotado que varia con la dimensién y que parece ser
mondtono creciente. Considerando (3.42) y los modelos aqui descritos, podemos
suponer que « esta acotado como:

2(D-2)T (22)

0<a(D) S
ST

Este resultado indica que en caso de tener dos soluciones a (3.27) se esperaria que
ambas sean muy cercanas y proximas al tamarnio critico. Analogamente, para T,
esperamos (dentro de los modelos aqui expuestos) un comportamiento del tipo,

(3.44)

To~B(D)R"”, ~yp~1, 0<pB(D)<1. (3.45)

Este resultado ha sido comprobado numéricamente para D = 6,7,8 (ver figura
3.7). En base a ésto, se observé que 3(D) < 1y parece seguir un comportamiento
mondtono decreciente. En términos generales, se puede concluir que los coeficientes «
y B varian con la dimensién, mientras que los exponentes criticos son practicamente
constantes y vienen dados por: A\p =~ 2 para la densidad de energia p, y vp ~ 1
para el tamafio critico 7.. Es decir, a medida que la dimensién crece, la superficie
atrapada critica es cada vez mas pequena.

abe resaltar que mateméaticamente siempre es posible tener criticalidad para cual-
dimension, aunque no se sabe hasta qué punto este resultado sigue guardando
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FicuraA 3.7: Comportamiento del tamaino de la superficie de Penrose para
dimensiones D = 6,7, 8 (De izquierda a derecha). fpr, (curva negra) y fpr
(curva azul) corresponden a las funciones del lado izquierdo y derecho de
la ec. (3.27) respectivamente. Se ha usado R = 8.

significado fisico. Por otra parte, en D = 4 se ha mostrado experimentalmente que
R = 1,25A"2 fm, pero en dimensiones superiores no tenemos la concepcién de un modelo
nuclear, e inclusive este resultado empirico podria estar ligado a la conjetura de Kepler.

3.6. Superficie Atrapada de Penrose con Densidad de
Woods-Saxon

Calcular la superficie atrapada sobre el cono de luz pasado de la colisién se reduce a
resolver el problema de frontera (2.27) con densidad (3.13). La superficie de Penrose apa-
rece después de la colisién siempre que exista un valor ry para el tamafo de la subvariedad
C que resuelva la ecuacion transcendental (2.35). Para la densidad pywg(r) de (2.35), esta
ecuacion es,

ro oo D-3
167G p7y / / drdg—'—— =107, D=4 (3.46)
00 14+e =

Desafortunadamente la expresion (3.46) no posee una primitiva directa, pero puede ser
estudiada para diferentes valores de 7y mediante integracién numérica’. Previo a ello, se

"Se ha usado la Integracién Doble Exponencial.
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elimina la dependencia en la integral, ya que ésto facilita los cdlculos numéricos. Tomando
el cambio de variable r = urg — dr = rodu, (3.46) toma la forma,

o Lo ub-3 b3
L / / dudy T TG (3.47)
00 l4+e = —
Definiendo las variables adimensionales,
— R
R=—, 7= @? n= ﬁ» pp = 167Gpp, d, (3.48)
a a a
se sigue,
1 =D-3
TD_Q/du Fp (E, T, u) = r_ ) (3.49)
o PD

donde hemos definido la funcién de forma Fp (R, T, u)g, €como,

n x uP-3
Fp (R.7u) = / dr — ,
b (R.7.u) 0 T (3.50)
Asi, se puede analizar los casos cuando 7 ~ 0 y T — oco. Para 7 ~ 0, se sigue,
D-2 / B o 77 D
T !duFD(R,O,u>zlog(1+e )D_2+(9(r ), (3.51)
mientras que para T — 00, la expresion converge a,
1 D—2
— ri==)r(o-1 _
FIHIOIOFD—Z O/du FD ( T, ’IL) _ _\/7% ( ZF EDT_(l) )LiD—l (—eR) . (352)

Notese que la parte izquierda de (3.49) crece desde cero con potencia (D — 2) hasta sa-
turarse a un valor constante, el cual depende explicitamente de la dimensién del espacio
y el radio R. La expresién (3.51) es semejante a (3.29), por lo cual se esperaria un com-
portamiento analogo al obtenido en la secciéon anterior cuando 7 ~ 0. Sin embargo, para
T — 00, estas expresiones difieren y en principio se debe a que el modelo de Woods-Saxon
considera que la densidad nuclear esta definida para todo 7, incluido 7 > R, tal que C pue-
de tener tamafios mayores a R. A partir de los resultados para el modelo de esfera sélida,
es de esperar un comportamiento analogo para la densidad de energia critica y el tama-
nio critico, es decir, que sus exponentes sean practicamente constante y sus coeficientes
variables con la dimensién.

La formacién de la superficie atrapada depende de la dimensién segin el valor de D,
debemos estudiar las soluciones a la ec. (3.49) por separado.

8La evaluacién numérica de la funcién de forma se lleva a cabo mediante el cambio de variable n =
uT tan @, tal que Fp(R,T,u) toma la forma,

m/2
Fp(R,7,u) = FulP 2 / do
0

sec? 0
14 eur sce [y
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Ficura 3.8: Comportamiento del tamano de la superficie de Penrose con
densidad de energia (3.13): La curva azul, g41,, corresponde al lado izquierdo
de la ecuacién (3.53) con R = 8, mientras que el lado derecho, gsp, viene
dado por las 3 rectas negras: p, > p, (curva inferior), p, = p. = 0,047 y
P4 < P, (curva superior).

= D = 4. En dimensién cuatro, la ec. (3.49) toma la forma,

1
72 / duFy (R,7,u) = (3.53)
0

T
—_
P4
donde el lado derecho corresponde a una funcién lineal con pendiente (p,)~*. Por
tratarse de una ec. transcendental comenzaremos aproximando la solucién a primer
orden y posteriormente con métodos numéricos. Entonces, para 7 ~ 0, la solucién a
(3.53) se puede aproximar por,
2
T, (3.54)
Palog (1 + €R>

mientras que en limite 7 — oo, el lado izquierdo de (3.53) tiende a la funcién
polilogaritmica, y por tanto la solucién converge a,

T = —2p,Lis (—e) . (3.55)

Es decir, en D = 4, la ecuacién (3.53) puede no tener solucién, tener una solucién
(caso critico) o tener dos soluciones, una contenida dentro de la otra (ver figura 3.8).
Esto es una gran diferencia con el modelo de esfera solida, ya que para la densidad
(3.11) solo existen dos superficies atrapadas bajo determinadas condiciones entre la

densidad de energia y el radio nuclear.

Ahora nos interesa saber si existen casos criticos para los cuales la superficie de
Penrose no aparece, esto es, determinar una relaciéon entre la densidad de energia y
el radio nuclear. Para ello, se evaliia numéricamente (3.53) usando el proceso descrito
en el modelo de esfera sélida, mediante los mismos pasos, tolerancia y valores de R.
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F1GURA 3.9: Resultados numéricos para la ecuacion transcendental (3.53)
de la Superficie de Penrose en D = 4: Los puntos representan los resultados
obtenidos de forma numérica, y las curvas los ajustes de (3.56) para la
densidad critica y el tamafnio critico respectivamente.

Asi, obtenemos los resultados numeéricos de la figura 3.9, con cuales realizamos los
ajustes para la densidad de energia critica y el tamano critico, dados por,

2,78565 -
D, ™~ W o~ 1,208650 ", (3.56)

donde los exponentes son \y >~ 1,96 y 74 ~ 0,85 para la densidad y el tamano
critico respectivamente. En principio, los resultados obtenidos son semejantes a los
reflejados para la esfera sélida, y aunque el exponente Ay ~ 1,96 parece ser proximo
a dos, es necesario hacer énfasis que tal aproximacion da lugar a que (3.53) no tenga
solucion real. En resumen, si g, < p., la superficie de Penrose no se forma, mientras
que para p, > p,. siempre se forman dos superficies atrapadas de diferentes tamaiios,
una contenida dentro de la otra (ver figura 3.8). Por otra parte, es necesario recalcar
que la densidad critica en D = 4, esta acotada por el modelo de esfera sélida como:

s 3
P20 <P ot = =, (3.57)

donde ﬁlsf es la densidad (3.32), que da lugar a dos superficies atrapadas en el
modelo de esfera sélida, y p5% es la densidad critica (3.34) para la esfera sélida. Este
comportamiento es de esperarse, ya que como se menciond, el modelo de Woods-
Saxon es una mejor aproximacion para la densidad nuclear.
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F1aura 3.10: Resultados numéricos para la ecuacién transcendental (3.58)
de la Superficie de Penrose en D = 5: Los puntos representan los resultados
obtenidos de forma numérica, y las curvas los ajustes (3.60) para la densidad
critica y el tamano critico respectivamente.
= D = 5. En cinco dimensiones, la ecuacion (3.49) toma la forma,
G 1 — _2
F‘S/du F5 (R,F, U) = —_, (358)
o Ps

donde el lado derecho se comporta como una funcién cuadratica de pendiente (p5)~".

Entonces, podemos aproximar sus soluciones para 7 ~ 0 y ¥ — 00, como,

3

T ——————, si T ~0,

75 log (1 + ¢f) (2.59)
_ 3m_ . Y2 . -
T = [—7;)5 Ly (—e )] , st T — 00

Por tanto, (3.58) puede no tener solucién, puede tener una solucién (caso critico)
o tener dos soluciones, es decir, dos superficies atrapadas, una contenida dentro de
la otra. Analogamente, para determinar la relacién entre la densidad de energia y
el radio nuclear para la cual la superficie atrapada no se forma sobre el cono de luz
pasado de la colision, resolvemos (3.58) mediante métodos numéricos. Haciendo uso
del mismo proceso implementado para obtener las ecuaciones (3.56), hemos obtenido
la figura 3.10. Asi, los ajustes para D = 5 vienen dados por,

_ 4,5749
= —1.96 >

7o~ LITISRYY,
R

(3.60)

P ™
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FicuraA 3.11: Comportamiento del tamafio de la superficie atrapada con
densidad (3.13): La curva azul, g5, corresponde al lado izquierdo de la
ecuacién (3.58) con R = 8, mientras que el lado derecho, gsg, viene dado
por las 3 curvas negras: ps > p,. (curva inferior), ps = p. = 0,077 y 75 < D,
(curva superior).

con exponentes A5 >~ 1,96 y v5 ~ 0,85 para la densidad de energia critica y tamano
critico de la superficie atrapada respectivamente. Por tanto, el modelo de Woods-
Saxon exhibe criticalidad en D = 5 y la superficie de Penrose siempre aparece tras
la colisién si 75 > p,. (ver figura 3.11). Cabe resaltar, que para este caso la densidad
critica puede acotarse usando el modelo de esfera sélida, de manera que,

, 16
_ _ _s
.0 <o SR = =5 (3.61)
TR
= D > 6. Para dimensiones superiores a cinco, se tiene que el lado derecho de (3.49)
corresponde a una funcién con potencia (D — 3) y pendiente (p,)~". Entonces,
podemos aproximar la soluciéon para 7 ~ 0 y T — oo, por,

_ D—2 _
T~ —, st T ~0,
7plog (1 —I—eR)
D3 B s (3.62)
T = —\/—EF( 2 )F(D 1)ﬁDLiD_l (‘fﬁ) ! 57 s T — 00.

2 ()
Este resultado indica que incluso en dimensién arbitraria mayor a cinco, siempre que
(3.49) tiene solucién, necesariamente da lugar a dos superficies atrapadas después
de la colisién, y los tamanos minimo y maximo que pueden tener son los dados
por (3.62) respectivamente. A su vez, nuestro enfoque estd centrado en saber si en
D > 6 el modelo en cuestién tiene valores de p;, y R para los cuales (3.49) no tiene
solucién real, i.e. la superficie de Penrose no se forma. Para ello, el comportamiento
en D = 6,7,8 se muestra en la figura 3.12, en donde se observa que las curvas de los
lados derecho e izquierdo de (3.49) siempre encuentran un punto de tangencia que
conforme D incrementa, éste disminuye. Entonces, se esperaria hallar una densidad
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FicuraA 3.12: Comportamiento del tamano de la superficie de Penrose para
dimensiones D = 6,7, 8 (De izquierda a derecha). fpy, (curva negra) y fpr
(curva azul) corresponden a las funciones del lado izquierdo y derecho de
la ec. (3.49) respectivamente. Se ha usado R = 8.

critica p,, por debajo de la cual no se forma la superficie atrapada. Acorde los
resultados expuestos anteriormente en D = 4 5 se propone el siguiente modelo,

po= S = D). (3.63)

donde a y 8 son coeficientes positivos, acotados y parecen ser: mondtonos creciente
y decreciente respectivamente. Esto ha sido verificado numéricamente hasta D = 8
considerando 7,y — Tin < 0,001. Asi mismo, los exponentes criticos parecen no
variar considerablemente a medida que la dimensién incrementa, quedando fijos en
los valores,

Ap ~ 196, ~p ~0,85. (3.64)

En principio, que Ap y vp sean préacticamente constante es de esperarse, ya que para
el modelo de esfera sélida teniamos este comportamiento y, pese a que el modelo
de Woods-Saxon mejora el de esfera sélida, sigue siendo parecido, y por tanto es
razonable que los coeficientes y exponentes criticos exhiban un comportamiento pa-
recido (ver figura 3.13). Entonces, a medida que la dimensién incrementa, el tamano
critico de la superficie de Penrose es menor. Ademas, para los casos estudiados, la
densidad critica parece estar acotada por el modelo de esfera sélida, tal que seria
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F1cura 3.13: Comparacién entre Modelo de Esfera Sélida (curva negra)
y Woods-Saxon (curva azul) para D = 4,5, 6. Se ha usado R = 8.

una suposicion razonable asumir que,

_ D+1
—-SQ —WS<—SQ_2(D 2)F( 2 ) 3.65
P." <Pe” SPr” = e (3.65)
Vil (B) R
Por tanto, en espacios de dimensién D > 6, la superficie de Penrose siempre exhibe
un comportamiento critico que depende de cuan ancha sea la fuente.
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Capitulo 4

Conclusiones

En este trabajo de titulacién desarrollamos un breve estudio acerca de la formacién de
la Superficie Atrapada de Penrose sobre el cono de luz pasado como resultado de la coli-
sién frontal de dos ondas gravitacionales de choque. En particular, hemos centrado nuestro
interés en ondas cuya distribucién de densidad de energia viene dada por una fuente de
tamafio no nulo, ésto con el fin de modelar la colisién de iones pesados ultrarelativistas
a muy alta energia. En teoria, es posible estimar la seccion eficaz para la produccion de
micro agujeros negros en aceleradores como el LHC.

En primera aproximacion se plantearon dos modelos de densidades de energia, del tipo
Heaviside (Esfera Solida) y Woods-Saxon. A partir de éstos, se caracterizo el comporta-
miento critico de la superficie atrapada en cada caso, obteniendo una ley de potencia entre
el tamano de la superficie atrapada, la densidad de energia y el ancho de la fuente. Para
los modelos aqui estudiados, se concluye que si la fuente de la onda no es puntual, aparece
un comportamiento critico en funcion de los pardametros del modelo, tal que por debajo
de una cierta densidad de energia critica, la superficie atrapada no se forma sobre el cono
de luz pasado.

4.1. Esfera Solida

El modelo de esfera sélida considera que el nicleo atémico es una esfera maciza de
radio R, tal que los nucleones se distribuyen de forma homogénea. Entonces, la densidad

de energia viene dada por,
R? — 2

donde pg es una constante con unidades de densidad de energia, r es la coordenada ra-
dial sobre RP~! y a > 0 un pardmetro que adimensiona la funcién de Heaviside. El
problema a resolver consiste en determinar los pardmetros tales como: la densidad de
energia relativista p,, el radio nuclear R y el tamano de la superficie atrapada g, para
los cuales la superficie de Penrose se forma o no, sobre el cono de luz pasado de la colision.

Dentro de este modelo, tenemos la ligadura ry < R, por ello, el tamaflo maximo que
la superficie atrapada puede alcanzar es R, sin importar la dimensiéon del espacio. Este
resultado, daba lugar a dos valores no triviales de rg, es decir, se producen dos superficies
atrapadas, una contenida dentro de la otra siempre y cuando se verifique la condicién
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entre la densidad de energia y el radio nuclear,

2(D-2)T (28)

B = 2/ D>4. 4.2
R \/%F (%) R2 ( )
donde se han definido las variables adimensionales,
— R
To=2 R=2 Bp=161Gpppa’. (4.3)
(6% (6%

Asi, cuando py, > pp, solo se forma una superficie atrapada, mientras que para p, < g, <
Pr aparecen dos superficies atrapadas de diferentes tamanos. Donde p, es la densidad
critica por debajo de la cual no se forma la superficie atrapada. En base a los resultados
obtenidos numéricamente hasta D = 8, hemos propuesto,

2(D-2)T (2£2)

. a(D) 2

== An=2, 0<a(D)Z

R, TvAr(3)

En particular, el exponente critico parece no variar considerablemente cuando la dimensién
incrementa, mientras que « parece se mondtono creciente con D. Por ello, se sigue que
P. =~ Pp, tal que de formarse dos superficies atrapadas los tamanos serfan proximos al
critico. Andlogamente, el tamafio critico viene dado por,

(4.4)

To~B(D)R)”, ~vp=~1, 0<pB(D)<I1, (4.5)

donde § es un coeficiente positivo, acotado que varia con la dimensién y parece ser mono-
tono decreciente. Asi, a medida que la dimensién incrementa el tamafio critico es menor.
En base a los resultados obtenidos, se tiene que los exponentes criticos para 7. y p,, son
practicamente constantes. En general, se puede concluir que en la colisién frontal el mo-
delo de esfera sélida exhibe relaciones de escala con exponentes criticos independientes de
la dimension.

4.2. Densidad de Woods-Saxon

El modelo de esfera sélida describe la densidad nuclear de forma burda. Sin embargo,
ésta no es del todo constante ya que en los bordes cae suavemente. Como otra opcién
que mejora el modelo en este sentido, hemos propuesto un modelo construido sobre el
potencial de Woods-Saxon, esto es, plantear la densidad de energia,

Too = ——=x, T €RTU{0}, (4.6)

donde 5, y R son las mismas magnitudes descritas en el modelo de esfera sélida, mientras
que a es una medida del grosor de la superficie nuclear que recubre a los nucleones.
A diferencia de la esfera sélida, este modelo no presenta ligadura alguna con respecto al
tamano de la superficie atrapada. Puesto que la densidad de energia se extiende al infinito,
siempre que ésta sea mayor a la densidad de energia critica p,, se forman dos superficies
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atrapadas. En particular, si r/a ~ 0y r/a — oo, los tamanos de las superficies atrapadas
se pueden aproximar por,

_ D -2 _
T o~ st T ~0,
pp log (1 + eR>
Doa B S (4.7)
T = _?F ( 2F ><P7_(1§ 1)PD Lip 4 (—6_) , ST T — 00

donde,

pp = 167G ppea’, T = - ==, (4.8)

son magnitudes adimensionales. Notese que éstos son los tamanos limite que las superficies
atrapadas pueden alcanzar, en particular cualquier valor que 7 tome debera estar acotado
por los dados en (4.7). Por otra parte, el modelo en cuestién presenta una densidad critica
por debajo de la cual no es posible la formacion de la superficie atrapada. Evaluando nu-
méricamente hasta D = &8, hemos observado que la densidad de energia critica incrementa
con la dimensién, mientras que el tamafio critico disminuye con la misma. Los resultados
numéricos permiten ajustar las magnitudes mencionadas mediante un modelo del tipo,

a(D)

~
c— =Ap’

R,

Ap >~ 1,96, 5/2<a(D) < occ. (4.9)

donde el exponente critico parece no variar considerablemente a medida que la dimensién
incrementa, pero « parece si hacerlo. Ademaés, dentro de los casos estudiados, la densidad
critica del modelo de Woods-Saxon parece estar acotada por el modelo de esfera sélida

Ccomao: D
i . 2(D-2)r (22
50 s < gre - 2P0 ) (4.10)

VAT (3)

Por otra parte, hemos modelado el tamafo critico como,

7.~ B(D)R)", ~yp=~085 0<pB(D)<1. (4.11)

donde el exponente critico parece ser constante para toda dimensién, mientras que (5
puede considerarse como mondtono decreciente. Por tanto, a medida que la dimensién del
espacio crece, el tamano critico de la superficie atrapada es menor.
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Apéndice A

Lema (1.34)

En este apéndice demostramos el lema usado en las secciones 1.3 y 3.1, para calcular
el limite v — oo. El lema se reduce a la ecuacion,

hmyx[ (m+6t)} Sz +1t) /dnx %), 72%, (A.1)

donde y(n?) es una funcién integrable en R.

Para demostrar (A.1), se calcula una primitiva para el lado izquierdo, posteriormente
se toma el limite v — oo, y finalmente se realiza la derivada del resultado. Sea Fj(y) una
primitiva de (A.1), esto es,

x + [t)
/d [1_/32}, (A2)
tomando el cambio de variable,

x+ St dx
RRViey A e

la funcién (A.2) viene dada como,

(A.3)

Fply) = /1 =52 / dnx (n*) = \/1——62 / dnx (n (A4)

Nétese que cuando v — oo se sigue que § — 1. Tomando el limite 8 — 1, tenemos,

: y1+_»’3;2
, Ry 2
é1—>ml mFﬂ(y) = %}1_}1111 __O/o dn x (77 ) : (A.5)

Entonces, el valor de la integral queda delimitado por el limite superior,

, ' +t >0,
lim 225 —{ oy (A.6)

51T =B | —o0, si y+t<O.

Asi, podemos escribir (A.5) en términos de la funcién de Heaviside,

Jim \/1;_—52176(3/) =O(y + t)_é dnx (772) : (A7)
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Derivando con respecto a y obtenemos,
lim ——— (y) = i@(y +1) 7 dnx (n°) = 0(y +1) 7 dnx (). (A8)
B—1+/1— B2dy p dy s s ' ’

Cambiando y por x, y volviendo a la variable 7, obtenemos el resultado deseado:

lm yx [7¥(x + B1)*| = 6(x + 1) / dn x (%) (A.9)
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