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RESUMEN

Este trabajo contiene resultados matematicos sobre el comportamiento cualitativo de so-
luciones de la ecuacién no-lineal de Schrodinger

e2Av(x) =V (x)v(x) + v(x)|P 'v(x) =0, xeRV,

lim v(x) =0,
Jx| oo

(Pe)

donde p > 1y el potencial V satisface
(V1) V € C(RY) no-negativo.

(V2)
lim V(x) = oo.
| oo

(V3) El conjunto de ceros del potencial V es distinto del vacio, i.e.,

Q:={xeR"| V(x)=0}#0.

La condicién (V3) es referida como caso critico ya que el comportamiento cualitativo de (Pg)
cambia drésticamente respecto al caso no critico, i.e., cuando

inf V(x) > 0.
xERN
Por ejemplo, Byeon y Wang, muestran que para el caso critico, el fendmeno de concentra-
cién cambia drésticamente dado que V (x) depende del comportamiento local conforme x se
acerca a Q.

Estudiamos de manera cualitativa el comportamiento de (P¢) en el caso unidimensional,
enfocédndonos en el Caso Finito (descrito por Byeon y Wang), i.e., considerando Q = {xo} y
que el potencial V decrece polinomialmente conforme se acerca a €. Para un ¢ > 1 encon-
tramos un 8y > 0 tal que el problema limite de (P¢), cuando € — 0, es
" (x) = P(x)u(x) + [u(x) [P~ 'u(x) =0, x € (~8«,0a), p
1(—8y) = u(84) =0, ®r)

donde la funcién P representa una generalizacién de un polinomio homogéneo de grado par
y (—0a, 0¢) es una vecindad de Q. Se demuestra que existe un ndmero infinito de soluciones
de (P¢) y (Py). A medida que € — O, las soluciones del problema (P;), via reescalamiento,
se aproximan a soluciones de la ecuacion (Py); ademds las soluciones de (Py) presentan un
decaimiento exponencial por fuera de (—dg, O¢ ). La motivacién principal fueron los resulta-
dos de multiplicidad y concentracion de informacion obtenidos por Felmer y Mayorga, para
el caso plano planteado por Byeon y Wang.



Capitulo 1
INTRODUCCION

La mecdnica cudntica es la parte de la fisica que estudia las caracteristicas y el comporta-
miento de particulas atdmicas y subatémicas. Uno de los principios de la mecénica cudntica
indica que particulas subatémicas, como los protones, neutrones y electrones estdn dotadas
de propiedades que permiten interpretarlas como ondas y como particulas. Esto, sin lugar a
dudas, difiere del comportamiento de los objetos macroscdpicos estudiados por la mecénica
clasica.

A diferencia de la mecdnica clasica que, a groso modo, describe los objetos por su posi-
cion y velocidad, la mecénica cudntica estudia la evolucion de la probabilidad de encontrar
particulas en cierto estado fisico. Para lograrlo se recurre a la ecuacion de Schrodinger,

hz
in, (x,1) + EA‘P(x,t) —Vo(x,0)¥(x,1) =0, xeRN >0, (ESch)

donde 7 denota la constante reducida de Planck

h
h=—, h~6.626x10 3[J.4,
21

i es la unidad imaginaria, V) es un potencial de energia, A denota el operador Laplaciano

y
A= —,
=1 axl%

y W es la funcién de onda. ¥ ayuda a modelar un sistema que evoluciona con el tiempo, i.e.,
para un tiempo ¢ la funcién de densidad de probabilidad de encontrar particulas en cierto
estado fisico serd ‘P(x,t)|2, véase, €.g., [33].

En este trabajo estudiaremos una version no-lineal de (ESch):

hz
Y (x,1) + = A (x,1) = Vo @) ¥(x.1) + W(x,0)[P " W(x,r) =0, xeRM >0, (ENSch)

donde p > 1. La (ENSch) permite analizar y describir otro tipo de fendmenos que aparecen
en la naturaleza. Para estudiar (ENSch) nos apoyamos en un método conocido como me-
céanica semicldsica, que permite abordar de forma asintética los problemas de la mecanica
cudntica usando herramientas y conceptos de la mecdnica cldsica. Para esto se deja de con-
siderar como constante a 7 y se permite que tienda a cero.

Esta técnica resulta de gran utilidad al momento de analizar fenémenos de colisiones atémi-
cas y moleculares, ya que sus resultados suelen ser aceptablemente precisos y, adicionalmen-
te, permite abordar problemas transformados, que son més simples desde el punto de vista
matemadtico, véase, e.g., [11].



Cuando un grupo de particulas idénticas interactdan entre ellas en estados ultrafrios,
como es el caso de los condensados de Bose-Einstein, la evolucién del sistema puede ser
descrita con un buen grado de precisién por (ENSch). La (ENSch) surge también cuando se
describe la propagacion de la luz a través de algunos materiales Opticos no-lineales; en este
caso, (ENSch) se deriva de las ecuaciones de Maxwell, véase, e.g., [5], [17], [18] y [23]. Si
p = 3 en (ENSch), se obtiene la ecuacion de Gross-Pitaevskii, la cual describe el estado base
de un sistema cudntico de bosones idénticos.

En particular, cuando el potencial de energia Vp depende sélo de la variable espacial, se
pueden buscar soluciones del tipo onda viajera, i.e.,

iEt

W(x,t) =exp <— - >-v(x), xeRN >0, (1.0.1)

donde la funcién v representa a la onda estacionaria. Cuando 1 > 7 > 0, estas soluciones
de onda viajera se conocen como estados semicldsicos. Si reemplazamos (1.0.1) en (ENSch)
obtenemos

e2Av(x) =V (x)v(x) + [v(x)|P 'v(x) =0, xeRV, (P)
donde
hz
g2 = 5 Y V)=V -E

Floer y Weinstein, [16], estudian el problema unidimensional de (P) cuando p =3y V es
una funcién acotada tal que

inf V(x) > 0. (1.0.2)
xeR
Ellos demuestran que, para
1>¢e>0,
existe una solucién ve de (P) tal que
liminfmax |ve(x)| > 0, (1.0.3)
=0 xeR

y que la solucion se concentra alrededor de un punto critico no-degenerado de V. En los tra-
bajos [11], [12] y [29], en los cuales se realiza el estudio de (P) cuando N > 1, las soluciones
encontradas para (P) satisfacen la condicién (1.0.3) y presentan el mismo tipo de fenémeno
de concentracién. Cabe indicar que en estos trabajos los métodos desarrollados para encon-
trar soluciones son diversos, entre los que se destacan métodos variacionales, reducciones
de Lyapunov-Schmidt y combinaciones de los dos anteriores. Bajo la condicién (1.0.2), y
cuando
inf V(x) < liminfV (x),
xERN x| o0

Rabinowitz, [30], prueba que existe una solucién ve de (P) usando el Teorema del Paso de
Montafia. Mientras que para la condicién de que

inf V(x) <0, (1.0.4)

x€RN

para 1 > € > 0 no se puede aplicar el Teorema del Paso de Montaiia en (P).



Por otro lado, Byeon y Wang, [5], estudian el comportamiento de las soluciones de

e2Av(x) =V (x)v(x) + p(x)|P 'v(x) =0, xeRV,

lim v(x) =0.
|x| e

(Pe)

bajo la condicién

inf V(x)=0. (1.0.5)

XERN
Aqui la situacién cambia dramdticamente y depende del comportamiento local de V() cerca
de su minimo global, donde V (x) = 0. La primera caracteristica importante es que las solu-
ciones encontradas ya no verifican (1.0.3); en realidad, el valor mdximo de las soluciones se
aproxima a cero y la velocidad a la que decrecen estas soluciones depende de la naturaleza
del conjunto
Q:= {xE]RN| V(x)=0}.

Por esta razon, Byeon y Wang llaman a la condicién (1.0.5) como frecuencia critica de (P).
En [5] se distinguen tres casos:

Caso Plano: donde el interior de Q no es vacio.

Caso Finito: cuando Q se reduce a un nimero finito de puntos y el potencial V decrece
como un polinomio en su cercania.

Caso Infinito: en el cual Q se reduce a un niimero finito de puntos y el potencial V decrece
exponencialmente en su cercania.

Asociado a cada uno de los casos, existe un problema limite (P;), cuando € — 0, el cual
permite estudiar el fendmeno de concentracion. En [5], se prueba que existe una funcién vg
no-negativa solucién de (P¢) que es atrapada en una vecindad de puntos minimos aislados de
V' y cuya amplitud tiende a O cuando € — 0.

Felmer y Mayorga, en [15], abordan el Caso Plano para el problema (P¢) donde el poten-
cial V verifica:

(CP1) V es una funcién continua no-negativa sobre R";

(cP2)

lim V(x) =00
| oo

(CP3)
Q=int{xeRY| V(x)=0}#£0,

es conexo y de frontera suave.

En esta situacién el problema limite es

{mmd+W@WPW@)=Q x€L, (Pr)

u(x) =0, x€0Q.

En [15] se comprueba la existencia de un nimero infinito de soluciones para los proble-
mas (Pg) y (Pr), los cuales comparten la topologia de sus conjuntos de nivel, en el marco



de la Teorfa de Ljusternik-Schnirelman. Denotando a las soluciones de (P¢) y (Pr) como
(vkﬁ) ken Y (ug)ren» Tespectivamente, se muestra que para k € N fijo, la energfa de v ¢ cuan-
do € — 0, converge a la energia de u;. También se muestra que las soluciones vy ¢ para (Pg)
se concentran exponencialmente alrededor de Q y que, mediante un escalamiento adecuado,
convergen en una solucién de (Pr), i.e., presentando el mismo fendmeno de concentracion
que fue mostrado en [5].

Con esta justificacion analitica, Mayorga y Carrasco, [25], para € > 0 fijo, aplican una
variacién del esquema de disparo, para obtener numéricamente soluciones numéricamente
explicitas de los problemas (Pr) y (P¢) para el caso cuando Q = (—2,2), p=2y

1 sixeQ
Vix):=(1- x))- (exp (x> —4 —1), X) = ’
()= (1= 2a(0) - (exp (= 4) =1). Zalx) {0 iii0
Para dicha solucién se aplicé el método de la secante, ya que el uso de dos pendientes inicia-
les proporciona control en k, la categoria Ljusternik-Schnirelman. El solucionador de proble-
mas de valor inicial fue Runge-Kutta 4. Fijo k, la concentracion se muestra numéricamente
como

L2(-3,3)

. Vi,e
lim Uy — YR
e—0 &

Aqui, las dificultades adicionales provienen de la existencia de al menos dos soluciones para
cada nivel critico, hecho que a su vez proviene de las propiedades del género de Krasnoselski.

Lo expuesto anteriormente demuestra que el estudio matemadtico de (P) es un problema
que ha sido abordado desde varias perspectivas, ya que dependiendo de las condiciones del
potencial V, esta ecuacién puede tener (véase, e.g., [5], [15] y [30]) o no tener solucidén, véa-
se, e.g., [30]. En caso afirmativo, sobre todo al interés yace en la unicidad o multiplicidad de
soluciones, véase, e.g., [15].

Una vez presentado brevemente el estado del arte, nos centraremos en el tema de la
presente tesis. Estudiaremos de manera cualitativa el comportamiento de (Pg) cuando N =1,
enfocdndonos en el Caso Finito, i.e., considerando Q = {xo} y que el potencial V decrece
polinomialmente conforme se acerca a xy. Para un o > 1 encontraremos un 8, > 0 tal que
el problema limite de (P¢), cuando € — 0, es

{u”(x) — P()u(x) + |u(x) [P u(x) =0, x € (—8q,8a), ®y)

u(—0q) =u(dy) =0,

donde la funcién P representa una generalizacién de un polinomio homogéneo de grado par
y (—08q,0¢) €s una vecindad escalada de xq. En el Capitulo 4 se hablard con mayor detalle
de (Py) y el porqué es el problema limite.

En este trabajo, se mostrara que:

i) por el esquema de Ljusternik-Schnirelman y el género de Krasnoselski, existen infi-
nitos pares de soluciones de (P¢) y (Py), denotdndolas como (vk‘g)k en Y (u,‘j"‘)A N
' €
respectivamente;



ii) para un k € N fijo, a medida que € — 0 y, mediante un escalamiento adecuado, los
o I}
untos criticos (v subconvergen a (u ,0‘) 3 Y,
p ( k7£)k€N g k keN y

iii) las soluciones <u k“) N presentan un fenémeno de concentracion en el intervalo
ke

(=0, 6a)
las soluciones se anulardn con velocidad exponencial fuera del mismo.

Observacion 1.1. Una familia de funciones { f; },- se dice que subconverge en un espacio
X, cuando € — 0, si para cualquier sucesion (&), que converge a cero es posible tomar

una subsucesion (&), tal que ( fg”i) , converge en X cuando i — oo.
ic

A continuacién describimos brevemente el contenido de este trabajo.

En el Capitulo 2 se presentan herramientas matematicas que se utilizardn para probar los re-
sultados. Comenzamos con algunas definiciones bdsicas sobre los espacios métricos y de Ba-
nach, después hacemos un breve repaso sobre funciones semicontinuas, convergencia fuerte
y convergencia débil. Seguimos con una breve presentacion de los espacios de Hilbert, junto
con algunas propiedades fundamentales, puesto que, el principal estudio se enmarca dentro
de dicho dmbito. Continuamos con los espacios de Lebesgue junto con resultados cldsicos
como las desigualdades de Holder e interpolacion. Posteriormente se hablard sobre las Ecua-
ciones Diferenciales Parciales (EDP) y el porqué estas ayudan a modelar distintos fendmenos
en la naturaleza. Seguimos con una pequefia introduccién sobre los espacios de Sobolev, los
cuales nos ayudardn a estudiar soluciones débiles de las EDP. Posteriormente se hace men-
cidn a algunos tépicos del andlisis no-lineal para los problemas elipticos. Empezamos con la
definiciones de la derivada de Fréchet con sus principales propiedades. Luego se habla sobre
variedades en espacios de Hilbert, en particular sobre la variedad de Nehari y sus principales
caracteristicas. Brevemente se introduce el concepto de sucesion de Palais-Smale; hablamos
también de la condicién de Palais-Smale; y el Lema de deformacién simétrico. Finalmente
se explicard el concepto de género de Krasnoselski que ayudara a demostrar la multiplicidad
de soluciones de los problemas (P¢) y (Py).

En el Capitulo 3 se expone un breve resumen sobre mecanica cudntica. La mecénica
cudntica se puede presentar mediante dos formulaciones que son la mecédnica matricial y
la mecénica de la Onda; estas dos formulaciones aparentemente muy diferentes son equi-
valentes. Cabe sefialar que en mecanica cudntica existen cuatro principios importantes que
son: dualidad onda particula, superposicién lineal, incertidumbre de Heisenberg y corres-
pondencia. El principio de correspondencia permite ver qué relacion tienen por medio de la
mecdnica semi-cldsica las soluciones de los problemas (P¢) y (Py). Continuamos con la pre-
sentacion de la ecuacion de Schrodinger, misma que estudia la evolucién de la probabilidad
de encontrar particulas en cierto estado fisico. Finalmente presentamos los postulados de la
mecdnica cudntica que son las piedras angulares para su surgimiento como teorfa formal.

En el Capitulo 4 se estudiardn los problemas (P¢) y (Py), de los cuales se indicardn los
resultados obtenidos sobre la existencia y multiplicidad de infinitos pares de soluciones en
el caso unidimensional (N = 1) de los problemas (P¢) y (Py). Para ello, se definirdn nuevos



espacios y funcionales con sus respectivas propiedades.

Posteriormente se enlazardn todos los conceptos mencionados en los anteriores capitulos y
enunciaremos los teoremas y lemas que muestran los resultados. Finalmente con la ayuda de
la mecdnica semicldsica se mostrard la relacién que tienen los problemas (P¢) y (Py).

Por dltimo, en el Capitulo 5 se presentardn las conclusiones y recomendaciones pertinen-
tes a este trabajo.



Capitulo 2

FUNDAMENTOS MATEMATICOS

En este capitulo presentamos tépicos necesarios para nuestro estudio. La notacién que
utilizaremos a lo largo de este trabajo trata de ser lo mas estindar posible siguiendo los
lineamientos de [26]. Las referencias principales son [1], [3], [4], [6], [20], [21] y [24].
Hemos incluido las demostraciones de algunos resultados, por su relevancia en el desarrollo
del trabajo.

2.1. Resultados basicos

Sea S C R un subconjunto no-vacio. Si b € R cumple que
Vxe8S: x<b,
entonces diremos que b es una cota superior de S; si ademds b cumple
Ve>0,9xeS: b—e<x,

entonces a b se lo llamard supremo de S y se lo denotard como sup S = b.

Sia € R cumple
Vxes: a<u,

entonces diremos que a es una cota inferior de S; si ademds a cumple
Ve>0,9xeS: x<a-+e,

entonces a a se la llamar4 infimo de S y se la denotard como inf§ = a.

Una familia .7 de partes de un conjunto E no-vacio, es una topologia sobre E, si las tres
condiciones siguientes se cumplen:

(T.1) Los conjuntos @y E pertenecen a .7 .
(T.2) La interseccién finita de elementos de .7 pertenece a .7 .
(T.3) La uni6n cualquiera de elementos de .7 pertenece a .7 .

Los elementos de .7 son llamados conjuntos abiertos, sus complementarios son llamados
cerrados y el par (E,.7) es referido como espacio topoldgico.

Se dice que d : E> — R es una métrica si verifica las siguientes propiedades:

(D.1) No-negatividad: para todo x,y € E,

d(x,y) > 0.



(D.2) Simetria: para todo x,y € E,
d(x,y) =d(y.x).

(D.3) Separabilidad:
dx,y)=0 < x=y.

(D.4) Desigualdad triangular: para todo x,y,z € E,

d(x,y) <d(x,z)+d(z,y).

Al par (E,d) se lo llama espacio métrico. Un caso particular de espacios topolGgicos son los
espacios métricos, véase, e.g., [31].

Podemos calcular la distancia entre A, B C E con la funcién

inf  d(x,y) siA#Z0yB#0
diSt(A,B) -— { (x.y)€AxB .

Sean (E.d) y (F,p) espacios métricos. Diremos que una aplicacién f : E — F es continua
en el punto xg € E si

lim  f(x) = f(xo),

X —r X0
xekE

es decir,
Vx € E\Ve>0,30¢x, >0: d(x,x0) <0 =p(f(x),f(x0)) <Ee.

Diremos que f es continua sobre E, o simplemente continua, si es continua en cada uno de
los puntos de E.

Ejemplo 2.1. Consideramos R equipado con la aplicacion

d:RxR—=R
(x1,x2) — d(x1,x7) := |arctan (x1) — arctan (x2)] .

Probaremos que la aplicacion d es una métrica, i.e., que cumple con las propiedades
(D.1)-(D.4).

Notemos que por la definicién del valor absoluto d (x1,x,) > 0, para todo (xi,x;) € R%. La
simetrfa también se cumple para todo par (x1,x7) € R?:

d (x1,xp) = |arctan (x1) — arctan (x;)| = |arctan (x;) — arctan (x1)| = d (x2,x1) .
Gracias a la siguiente cadena de equivalencias 16gicas demostramos la separabilidad
d(x2,x;)=0 < arctan(x;)—arctan(x) =0 < x| =x3.

Por dltimo la desigualdad triangular se cumple, puesto que el valor absoluto cumple la pro-
piedad de la desigualdad triangular. Por lo antes expuesto el par (R,d) es un espacio métrico.
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FIGURA 2.1. Grafo de d sobre R2.
Ejemplo 2.2. Consideramos la funcién
fR\{3} = R
S5+x
— =
X o f)i= i
Probaremos que es continua en x =2, i.e.,
lim 2 7,
=23 —x
0, lo que es equivalente, demostremos que
S5+x
Vx e R\{3},ve >0,36 >0: [x—2|<dé= 3 -7 <e.

Sea € > 0. Definimos & := min { %, £ }. Concluimos que para todo x € (2— 8,2+ 8):

2ox<
2 2’
entonces
! <|x=3| < >
— x — —
2 2’
y, por la dltima desigualdad, & esté nos conduce
-2
’5+x—7‘: a ‘<$< 160 = €.
3—x — 3
Con esto queda claro que
. S5+x
lim — =
x—=23—x

Sea f:U CR — R, donde U es un conjunto abierto, se dice que f es diferenciable en
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a € U si existe
f/(Cl) -— 1im f(a+h) _f(a)

h—0 h

Teorema 2.1 (Teorema del Valor Medio de Lagrange). Sea f : [a,b] — R una funcién con-
tinua sobre el intervalo [a, D] y diferenciable sobre el intervalo (a,b), donde a < b. Entonces
existe ¢ € (a,b) tal que
iy f(b)— fla)
f (C) - a— b *

Para una demostracién de este resultado véase, e.g., [4, Capitulo 5].

Sean (E,d) y (F,p) espacios métricos y k > 0. Diremos que una aplicacién f : E — F es
k-Lipschitziana si
VryeE: p(f(x),f(y) <k d(xy).

En particular si k € (0, 1) diremos que f es contractiva.
Ejemplo 2.3. Consideramos la funcién
fR=R

x— f(x):= %arctan (x).

Sabemos que la funcién arctan (-) es continua al igual que su derivada, entonces aplicando el
Teorema del Valor Medio Lagrange concluimos

Vx,y € R,x # y,3c € (min{x,y},max {x,y}) : = = f'(c). (2.1.1)

Por otro lado

VeeR: 0<——s <
€< S+ S

por ultimo gracias a (2.1.1) y (2.1.2) concluimos

5 (2.1.2)

VeyER: ()~ FO) < 5l
Por lo tanto la funcién f es contractiva.
En el espacio métrico (E,d), diremos que una sucesion (x).cn € E es de Cauchy ssi
Ve >0,3Ke e NVILk>K:  d(x,x;) < €.
Equivalentemente, una sucesién de Cauchy verifica

lim d (xl,xk) =0.
L k—roo

El espacio (E,d) es completo si toda sucesién de Cauchy converge.

Un espacio normado es un par (E, ||-||), donde E es un espacio vectorial y la aplicacion
Il : E — R, llamada norma, verifica las siguientes propiedades
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(N.1) No-negatividad: para todo x € F,

[[x[l = 0.

(N.2) Separabilidad:
Ix[ =0 < x=0.

(N.3) Homogeneidad: paratodox € Ey A € R,

[[Axl[ = [A] [}l

(N.4) Desigualdad triangular: para todo x,y € E,

x4yl < [lxll 4 Iyll -

El espacio (E, || - ||) induce un espacio métrico mediante:

Vx,yeE: d(xy):=|[x—yl.
Si el espacio (E, || -||) es completo se lo denomina espacio de Banach.
Ejemplo 2.4. El espacio (R,|-|) es un espacio de Banach.

Supongamos que E y F son espacios vectoriales reales. Una aplicacién T : E — F es
lineal si verifica

Vx,ye ENaeR: T(ax+y)=oaT(x)+T(y).
Ahora supongamos que (E, ||-||z) ¥ (F,||-||¢), son espacios normados. El espacio vectorial
B(E,F):={T :E — F|T eslineal y continua},

se equipa habitualmente con la norma

1T (o)l
||T||B(E,F) = Sup = sup [|T(x)||r.
ree\foy Xl <
Debe tenerse presente que 7 € B(E, F) ssi
de>0VuecE: |T(u)|p<cl|lulg- (2.1.3)

De (2.1.3) se sigue que
VuveE: |T(w)~TO)|p =Ty <elu—vl.

es decir, que T es Lipschitz continuo. En particular los conceptos de acotacion, continuidad
y Lipschitz continuidad son equivalentes para operadores lineales. Ademas



12

donde
Or ={c>0| YuekE: ||T(u)||F§c||uHE}. (2.1.5)

Por (2.1.4) y (2.1.5) se sigue que
VueE: |[[T(u)llp <|Tllger) - llullg-

Teorema 2.2. Sean E un espacio normado y F un espacio de Banach. Entonces el espacio
funcional B(E,F) es un espacio de Banach.

Demostraciéon. Se tiene que probar que toda sucesion de Cauchy de B(E, F) es convergente.

i) Sea (Ti)reny € B(E,F) una sucesion de Cauchy. Entonces dado € > 0, existe N € N
tal que para todo m,n > N implica

1T = Tnllg () < €
Por lo tanto, para todo u € E,
1T (u) = T ()| p = [(To = T) )| p < 1 To = Tl py 1wl < €lullp- (2.1.6)

Por lo cual, para cada u € E, la sucesién (T (u)),cy € F es de Cauchy. Puesto que F
es completo, para cada u € E, existe un tnico elemento 7'(u) € F tal que

klirn Ti(u) =T (u). (2.1.7)

ii) Por (2.1.7), definimos el operador T es lineal. Ahora probaremos que 7 € B(E,F).
Seau,v € Ey A € R, genéricos. Tenemos por la linealidad de 7} y las propiedades de
los limites,

T(Au+v) = kh_r)n Ti(Au+v)
= lim ATy (u) + Tx(v)
k—>oo
= A lim Tk(u) + lim Tk(v)
k—yoo k—o0
— AT () +T(),

dado que u,v y A fueron tomados arbitrariamente, concluimos que 7 es lineal.

iii) Retomando el punto i). Por (2.1.7) y puesto que la norma es continua cuando m — oo
en (2.1.6) concluimos, para todon > N y paratodo u € E,

(T =T) (W)l < &lullg (2.1.8)

lo que implica que 7, — T € B(E,F), para n > N. Dado que B(X,Y) es un espacio
lineal y 7; € B(E,F) concluimos que T es lineal.

iv) Por (2.1.8), tenemos para n > N que

110 = Tllg(er) <&
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Dado que ¢ fue tomado arbitrariamente, esto prueba que ]}im T.=T. O
—»00

2.2. Semicontinuidad

Dado E, un espacio normado, denotaremos E* := B(E,R) a su dual topolégico y escri-
biremos el producto en dualidad como

V(p,x) EE*XE: (@,x):=@(x).
Diremos que (x;),cy € E converge débilmente si existe x € E tal que
Yo e E*: 1im (@,x;) = (@,x).
k—roo

Esto se suele denotar mediante

X — x, cuando k — oo,
Por otro lado diremos que (xy),cy converge fuertemente (o en norma) si existe x € E tal que

Jim [l —x[] = 0.

Esto se suele denotar mediante

x; — x, cuando k — oo.

En el siguiente resultado se exhibe una relacién entre las convergencias fuerte y débil.

Proposicion 2.1. Sean E un espacio de Banach'y (xi);c una sucesion sobre E que converge
fuertemente a x € E. Entonces (xi),.y converge débilmente a x.

Demostracion. Probaremos que
Vo e E": klfm (0, x1) = (@,x). (2.2.9)
—»00
Sea ¢ € E*, genérico. Por la continuidad de ¢ tenemos
(@, 06— = |@ (e — )| < @l g - ok — x| - (2.2.10)
Puesto que la sucesion (xz),c converge fuertemente a x, desigualdad (2.2.10)
lim |(@,x; —x)| =0, (2.2.11)
k—»o0
la linealidad de ¢ junto con la desigualdad (2.2.11) implican que
lim <(P7xk> = <(P,X>.
k—ro0

Dado que ¢ fue tomado arbitrariamente, se ha probado (2.2.9). O

Abhora presentamos la definicién de semicontinuidad inferior, que es de gran utilidad en
la minimizacién de funciones.
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La funcional y : E — R es semicontinua inferiormente, si

Vxe E: y(x) <liminfy(y),

y—x
en donde

liminf =i inf

15[1_)1;1 llj(y) 81—I>I}) (yeEﬂl?S(x)\{x} llj(y)) ’
y

Be(x):={y<cE| |x—yl <&}

Notemos que si ¥ es una funcion continua, entonces también es semicontinua inferiormente,

pues
liminfy(y) = lim y(y) = y(x).

y—x y—Xx

2.3. Espacios de Hilbert

Se dice que (E,(-,-)) es un espacio Euclidiano si E es un espacio vectorial y (-,-) :
E x E — R es un producto escalar sobre E, i.e., cumple las siguientes propiedades

(E.1) Definida positiva: para todo x € E,

(x,x) > 0.

(E.2) Separabilidad:
(x,x) =0 < x=0.

(E.3) Linealidad por la izquierda: paratodox,y,z€ Ey A, € R,

(Ax+y,Bz) = A (x,2) + B (12).

(E.4) Simetria: para todo x,y € E,
(x,5) = (v,x).

El producto escalar induce una norma mediante
2
[l = (x,x) -

Si un espacio Euclidiano es completo lo llamaremos espacio de Hilbert.

Teorema 2.3 (Desigualdad de Cauchy-Schwarz). Un espacio Euclidiano E se verifica la
desigualdad de Cauchy-Schwarz:

VeyeE: |y < [l lIyll-

Demostracion. Siy = 0 la desigualdad de Cauchy-Schwarz se cumple porque ambos lados
de la desigualdad son iguales a cero.

Ahora asumamos que y # 0. Tenemos que para todo o € R,

0 < [l+ oyl
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= (x+ay,x+ay)
= [lxl|* + 20 (x,y) + &2 [1y]|* (2.3.12)

Definimos la funcién

fiR—=R
o f() = ||x]|* + 20 (x,y) + o [ly]]?,

buscamos los puntos criticos de f y concluimos que

! (x,y)
s g IylI?

por ultimo calculamos la segunda derivada f, i.e.,

£ (e) =2ly|1*.

Puesto que f”(B) > 0, el punto B es un minimo para la funcién f. Como la desigualdad
(2.3.12) se cumple para todo o € R, en particular para 3, con lo que concluimos

2
0< £(B) = |2 +28 (.3) + B lyI> = x|> - '(“y—‘yyl'

que es equivalente a la desigualdad de Cauchy-Schwarz. (]

Teorema 2.4 (Representacion de representacion de Riesz-Fréchet). Sea H un espacio de
Hilbert. Tenemos

Vo eH*,3lfy eHWweH: (9,v)=(fp,v).

Ademas se verifica

o[l = 1191

Para una demostracién de este resultado véase e.g. a [4].

H*.

Las siguientes proposiciones son de mucha importancia para los resultados que serdn
expuestos en el Capitulo 4.

Proposicion 2.2. Sea H un espacio de Hilbert y la sucesion (ux);cy € H converge débil-
mente a u € H, entonces
[Jull < liminf [[u].
k—yoo

Demostracion. Como u € H, por el Teorema de Representacién de Riesz-Fréchet existe
® (1) = ¢, € H*, puesto que la sucesion (uy ),y € H converge débilmente a u,

1iminf<¢u;“k> = I}g& <¢uauk> = <¢u7u> = ||Lt||]2_1 (2.3.13)

k—roo

Por otro lado, como ¢, € H* por el Teorema de Representacién de Riesz-Fréchet concluimos

(9u wie) < | Qullgr- - llellgr = Neellgy - oaal s - (2.3.14)
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En (2.3.14) calculamos el limite inferior

liminf (@, u) < ||u|yy - Hminf | || - (2.3.15)
k—>oo k—yoo0

Usando (2.3.13) en (2.3.15) concluimos la demostracién. O

Proposicion 2.3. Sean H un espacio de Hilbert, (ux); oy C H débilmente convergente au € H

y
[Jull = khm [[uk] |-
—»00

Entonces (uy),cy converge fuertemente a u.

Demostraciéon. Como u € H, por el Teorema de Representacién de Riesz-Fréchet, existe
® (u) = ¢, € H*. Puesto que la sucesién (uy), .y € H converge débilmente a u,

1im (@, ) = 1im (ue, ) = |Jue |y (2.3.16)
k*>°° k~>oo
Puesto que
g — el = (g — v, — 1) = [|oeg|* — 2 (oage,10) + [Ju] | (2.3.17)

por la hipétesis restante junto con (2.3.16) en (2.3.17), concluimos
. 2 2 2
Jim Jluge — o] = | =2 (e, ) + Jul|” = 0,
—»00
que es equivalente a decir que (uy), . converge fuertemente a u. (]

Proposicion 2.4. Toda sucesion acotada en un espacio de Hilbert contiene una subsucesion
que convergente débilmente.

Para una demostracién de este resultado véase e.g. a [10, Capitulo 3].
Sea H un espacio de Hilbert y una aplicacién a : E* — R. Se dice que a es
(L.1) Lineal por la izquierda: paratodo x,y,z€ Hy A € R,
a(Ax+y,2) =Aa(x,z2)+a(y,z).
(L.2) Bilineal: si es lineal por la izquierda y derecha.

(L.3) Continua: si a es bilineal y existe C € R tal que para todo x,y € H,
la (x.y)| < Cllx[l[|y]l-
(L.4) Coerciva: si existe ¢ € R tal que para todo x € H,
a(x,x) > C||x||2.
(L.5) Simétrica: para todo x,y € H,

a(x,y) = a(yx).
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Teorema 2.5 (Lax-Milgram). Sea H un espacio de Hilbert, asumamos que a(-,-) es una for-
ma bilinial continua coerciva sobre H. Entonces para todo ¢ € H* existe un iinico elemento
u € H tal que

YWweH: a(u,v)=(9,v).

Es mds, si a es simétrica, entonces u es caracterizada por la propiedad

veH

%a(u,u) — (¢,u) = min {%d(va v)— (‘P»W}-

Para una demostracién de este resultado véase, e.g., [4, Capitulo 5].

2.4. Espacios de Lebesgue

Para el desarrollo de este apartado, nos hemos basado principalmente en [1], [4] y [6].
Lebesgue, con la definicién de su integral, hizo varios estudios y contribuciones respecto a
la teoria de la medida, probabilidades, el andlisis de Fourier y el cdlculo de las primitivas.
Adicionalmente, definié los espacios de Lebesgue que son pivote para definir otros espacios
funcionales como los espacios de Sébolev y Lorentz; ademds de poseer propiedades intere-
santes y aplicaciones numerosas.

Una o-dlgebra M sobre un conjunto dado X es una dlgebra definida sobre X, estable por
reunién numerable y por interseccion numerable. De manera mds precisa, un subconjunto M
de partes de X es una o-dlgebra si se verifican las condiciones:

(A.1) los conjuntos @ y X pertenecen a M;
(A.2) si A pertenece a M, entonces A€ pertenece a M

(A.3) para toda familia numerable (Aj)icn de elementos de M, tenemos

Udcem y (NArem.
keN keN

Un conjunto X dotado de una c¢-dlgebra M serd llamado espacio medible y serd notado por
(X,M). Los elementos de la o-dlgebra M serdn denominados conjuntos M-medibles.

Sea (X, M) un espacio medible. Una medida sobre (X,M) es una funcién p : M — R,
donde R := RU{—eo, 0}, que satisface las siguientes condiciones:

(M.1)
VAEM: pu(A)>0,

(M.2)

(M.3) para toda sucesién de elementos disjuntos (A )ren de M,

u(UAk> =) u(Ay).

keN keN
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Esta propiedad se llama c-aditividad de u.

La tripleta (X, M, u) se denomina espacio medido. Para todo elemento A de M, denominare-
mos la cantidad @ (A), la u-medida de A.

La masa total de una medida u es u(X), y si se tiene que u(X) < oo, diremos que la
medida i es de masa total finita. Ademas:

e siA € M estal que u(A) = 0 diremos que es un conjunto de p-medida nula;

e D C X es u-despreciable si estd contenida en un conjunto A € M de pu-medida nula,
ie.,
DCAeM y u(A)=0.

Decimos que una propiedad P(x) que depende de un punto x € X es vdlida p-casi en todas
partes (que abreviaremos [-c.t.p. o simplemente c.t.p., si no hay ambigiiedad sobre la me-
dida utilizada), si el conjunto de los x € X en donde ésta propiedad no estd verificada es un
conjunto de t-medida nula, i.e.,

p({xeX:-Px)}) =0.

Sean (X,Myx) y (Y,My) dos espacios medibles. Una funcién f: X — Y es (Myx,My) —
medible si para todo A € My, tenemos f~!(A) € My.

Sea f : X — R una funcién medible. El supremo esencial de f esta definido por

supess f(x) :=inf{c € R| f(x)<c p—c.tp.sobreX}.
xeX

El infimo esencial estd determinado de forma andloga por la expresién

infess f(x) :==sup{c € R| f(x)>c p—c.t.p.sobreX}.

xeX

Sea Q C R" un conjunto medible, entonces la medida de Lebesgue de A se notard como |A].
Definimos el espacio de funciones esencialmente acotadas
27(Q) = {1 Q3R] fllp-pr <}

y el espacio de funciones p-integrables

XP(Q)::{f:Q—)IM /Q|f(x)|pdx<oo}, 1< p<oo.

Ademads definimos la relacién de equivalencia sobre el espacio -£7 (Q), donde 1 < p < eo,
como:
f=g <& f=g c.tpsobre Q.

y la clase de equivalencia de f como

1:={¢g: Q=R| g=/}.
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Los espacios de funciones integrables serdn:
LP(Q):=27Q)/)=, 1<p<eoo

Por C( (Q) denotaremos el espacio de todas las funciones continuas con soporte compacto,
1.e.,
Co(Q)={f:Q—=R| f(x)=0 VxeQ\K, paraalgin K compacto}.

Las propiedades mds importantes de los espacios de Lebesgue se resumen en el siguiente
teorema.

Teorema 2.6. Sea Q C RN un conjunto abierto.
(a) Sil < p <eoo, entonces LP (Q) es un espacio de Banach.
(b) Si 1l < p < oo, entonces LP (Q) es un espacio de reflexivo.

(c) Si 1< p <oo, entonces LP (Q) es separable, i.e., existe A C LP(Q) numerable tal que
A=LP(Q).

Para una demostracion de este resultado véase, e.g., [4, Capitulo 4].

En el siguiente teorema presentamos una idea sobre densidad entre espacios de funciones.

Teorema 2.7. El espacio Cy(Q) es denso en LP (Q), donde p > 1, i.e.,
VfeLP(Q),Ve>0,3/i €Co(Q): [If —fillrg <&
Para una demostracion de este resultado véase, e.g., [4, Capitulo 4].

Los siguientes teoremas son muy importantes para nuestro estudio, por lo cual se ha
hecho una mencién de los mismos omitiendo sus demostraciones.

Teorema 2.8 (Teorema de convergencia monotona, Beppo Levi). Sea (fi)i x una suce-
sion de funciones de L' (Q) tal que:

(a) Vke N:  fi(x) < fir1(x) ctp x€Qy

(b) sup [ fr(x)dx < oo.
keNJ/Q

Entonces fi(x) converge c.t.p x € Q a un limite finito, denotado por f(x); la funcion f
pertenece a L' (Q) y

Im [lfic = FllLiq) = 0.
Para una demostracion de este resultado véase, e.g., [22, Capitulo 5].

Teorema 2.9 (Teorema de convergencia dominada para L! (Q), Lebesgue). Sea (fi);cx
una sucesion de funciones de L' (Q) tal que:

(a)
fi(x) = f(x), ctpxeQ.
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(b) Existe una funcién g € L' (Q) tal que

VkeN: |fi(x)] <gx) ctp. xeQ.

Entonces f € L' (Q) y
I}im | fe— 1 ||L1(Q) =0.
—>00

Para una demostracién de este resultado véase, e.g., [22, Capitulo 5].

El Teorema 2.9 muestra que si tenemos una sucesion (f;),cy que converge a f y si existe
una funcién g € L' (Q) que domina a todas las f;, entonces la sucesién (f;), <y converge en
norma L' (Q).

Teorema 2.10 (Lema de Fatou). Sea (fi),cy una sucesion de funciones de L' (Q) tal que:

(a)
VkeN: fi(x) =0, ctpxeQ,

(b)

sup | fr(x)dx < ee.
keN/Q

Para cada x € Q definimos f(x) := lf]:ninffk(x) < oo, Entonces f € L1 (Q) y
—>00

/ f(x)dx < liminf / Si(x)dx.
Q k= JQ
Para una demostracion de este resultado véase, e.g., [22, Capitulo 5].

Teorema 2.11 (Teorema de convergencia dominada para L” (Q)). Sea (f;),cy una suce-
sion de funciones en LP (Q) tal que || fy, — f||p(q) — 0. Entonces existe un sucesion (f, )y
y una funcion h € LP (Q) tal que:

(a)
fo,(X) = f(x), ctpxeQ,

(b)
VkeN: |fy(x)] <h(x), ctpxeQ.

Para una demostracion de este resultado véase, e.g., [22, Capitulo 5].
El teorema recientemente enunciado es una generalizacion del Teorema 2.9 para L? (Q).

L?(Q) es un espacio de Hilbert separable con el producto escalar definido mediante

Vu,v e L2 (Q): (U,V)12(q) = /glzu(x)v(x) dx.

Para los espacios de Lebesgue se tienen los siguientes resultados.
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Teorema 2.12 (Desigualdad de Holder). Sean Q C RN abierto, 1 < p <oy p' el exponente
conjugado de p, i.e., % + 1% = 1. Entonces para todo f € LP (Q) y para todo g € LP (Q) se
tiene que

||f‘g||Ll(Q) < “f”LP(Q) ‘ ||g||Lp’(Q)

Para una demostracion de este teorema referirse, e.g., [4, Capitulo 4].

Lema 2.1 (Desigualdad de interpolacién). Sean Q C RN abiertoy f € LP(Q)NLY(Q) con
1 <p<ooyl<g<oo Entonces f € L"(Q) para todo r € [min{p,q},max{p,q}], y se
verifica la desigualdad de interpolacion

- Il o l-«
.r < .a} -(1 (x) Ja—— OCGOI.
||f||L (Q) = ||f”L1 (Q)”.f”Lq(Q) - D +—C] ) [ ’ ]
Demostracién. Sean f € LP(Q)NLY(Q) y r € [min{p,q},mix{p,q}] cualesquiera. Sea
o € [0,1] elegido de manera que

l_a 11—«
rop  q’
entonces
(11—« -
po_y =) g a gy ae
o-r q-o (I—0o)-r p-(l—a)

los cuales son exponentes conjugados. Por lo tanto, podemos aplicar la desigualdad de Hol-
der con la cual tenemos

1r
Il = ( [ l7orax)

1y
~ ([ el a)
Q
r(l1-a) 1/r

< (L aswread ([ wrert-oymaa)

=|I 1% @ Il <

asi f € L"(Q). O

Sean | < p < ooy Q C RY abierto. Una funcién f : Q — R pertenece a Lloc( )sif-xk €
L?(Q) para todo K C Q compacto, donde

(x) = 1 sixek,
O=V0 sixek.

Sea Q C RY un abierto. Recordemos que C(Q) denota el espacio de las funciones continuas
sobre Q, Ck (Q) es el espacio de las funciones k, k € N, veces diferenciables con continuidad

sobre Q, y
Q):= (" cfQ
keN
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Ademds definimos los espacios Cf(Q) y C5(Q) como:
Ch(Q) = CHQNCO(Q) ¥ CF(Q) = C™(Q)NCo(Q).
donde Cy(Q) es el conjunto de funciones continuas U con

supp(u) := {x € Q| u(x) # 0},

compacto.

Teorema 2.13 (Ascoli-Arzeld). Sea (E,d) un espacio métrico y 7 un subconjunto acotado
de C(E). Asuma que J€ es uniformemente equicontinuo, i.e.,

Ve>0,30 >0,Vfex: dxy)<dé=|f(x)—f(y)|<e.

Entonces la clausura de 7 en C (E) es compacta.

Para una demostracion de este teorema referirse, e.g., [31].

2.5. Ecuaciones Diferenciales Parciales

Las EDP se emplean frecuentemente en la formulacion matemética de fenémenos de la
fisica y de otras ciencias. Para el desarrollo de este apartado, nos hemos basado principal-
mente en [14] y [32].

En las EDP es muy comtn denotar las derivadas parciales empleando multiindices. Sean
QC RN yu:Q— R. Usaremos la siguiente notacién:

(a) un elemento o € NV es llamado un multiindice de orden
N
o] == Z Ot
k=1

(b) dado un multiindice @ € NV, definimos

1%l u(x)
D% =
) Hﬁ(\’:@x,‘f"’

(c) sil €N,
D'u(x) = {D%(x)| |ot| =1},

es el conjunto de todas las derivadas parciales de orden /.

Una ecuacién de la forma
F (Dlu(x),--- ,Du(x),u(x),x) =0, x€Q,
es llamada EDP de [-orden, donde

FiRY <. xR¥xRxQ >R,
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estd dada y la funcién u es desconocida. Si se encuentra una funcién v : Q — R tal que
F (Dlv(x),--- ,Dv(x),v(x),x) =0, xeQ,

diremos que v es una solucién de la EDP. Las EDP aparecen en diferentes contextos, por
ejemplo para la construccion de un modelo matematico. Los tipos de EDP son:

(i) lineal si tiene la forma

Z ak(X)Dkl/t = f(x)a

k| <t
dadas las funciones ay (|k| <1)y f.

Por ejemplo la ecuacién de Helmholtz
Au+ku=0,
aparece en varios contextos de la fisica, donde k se interpreta como el nimero de onda.

(i) semilineal si tiene la forma

Z ak(x)Dku+aO (Dl_1u7' ot 7Du7u7x> = f(x)
[k|=1

Por ejemplo la ecuacién de Fisher (semilineal de primer orden)
uy —AAu = ru(M —u),

modela la evolucién de una poblacién de densidad u, sujeta a difusién y crecimiento
logistico (representado por el lado derecho).

(iii) cuasilineal si tiene la forma

Z ay (Dl_lu,m ,Du,u,x) Dru+ag (Dl_lu,m ,Du,u,x) = f(x).
k=t

Por ejemplo la ecuacién de Burger (cuasilineal de primer orden)
u+cuu, =0, x€R,

modela un flujo unidimensional de un fluido no viscoso, pero también se utiliza para
modelar la dindmica del tréfico.

(iv) totalmente no-lineal si no depende linealmente de las derivadas de orden maés alto.
Por ejemplo la ecuacién de Eikonal (totalmente no lineal de primer orden)

V| = e(x),

aparece en la Optica geométrica: si u es una solucién, su nivel u(x) = ¢ describe la
posicion de un frente de onda de luz en el tiempo ¢.

El objetivo principal de la teoria de las EDP es establecer condiciones adecuadas en los datos
para tener un problema con las siguientes caracteristicas:



24

1. existe al menos una solucién (existencia);
2. existe a lo sumo una solucién (unicidad);
3. la solucién depende continuamente de los datos (estabilidad).

Esta dltima condicién requiere algunas explicaciones. En términos generales, la propiedad 3
establece que la correspondencia

dato — solucién,

es continua, en otras palabras, que un pequefio error en los datos conlleva un pequefio error
en la solucion. Esta propiedad es extremadamente importante y puede expresarse como una
estabilidad local de la solucién con respecto a los datos.

Cuando un problema posée al mismo tiempo las propiedades 1, 2 y 3 se dice que estd bien
planteado. Cuando se usa un modelo matemaético, es extremadamente ttil, a veces esencial,
buscar la existencia de una solucién que indica que el modelo es coherente. Mientras que la
unicidad y la estabilidad aumentan la posibilidad de proporcionar aproximaciones numéricas
precisas.

2.6. Espacios de Sobolev

De manera general, los problemas que involucran EDP no son ficiles de resolver; y es
por esta razén que se crearon los espacios de Sobolev que estdn dotados de normas derivadas
de las normas L”. Comenzamos por debilitar sustancialmente la nocién de derivada, lo que
nos lleva a la siguiente definicién. Para esta seccién nos basamos en [4], [14] y [32].

Sean u,v € L} .
de u, y escribimos

(Q) y k es un multiindice. Decimos que v es la k-derivada parcial débil

Dfu= v,

siempre que

Vo € C3(Q) /Qu(x)-Dk(p(x)dx:(—1)|k|/Qv(x)-¢(x)dx.

Ejemplo 2.5. Para dar una nocién més clara vamos a mostrar que la derivada débil de la
funcion

] [-1,1] 5 R

o Ix] by si x>0,
x x| =
—x six<0,

la cual no es diferenciable segtin el célculo cldsico. Sea ¢ € Cy ([—1,1]), genérica, por la
integracién por partes concluimos

[ o @ae= [ ot [0 wa
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0 -1
= —x0(0)% + [ v 0@l - [ o

= /_Olqb(x)dx—/ol o (x)dx

1
= [ sen(x)9/(x) dx.
—1
donde
sgn: R — R
1 si x>0,
x>sgn(x): =<0 six=0,
—1 six<0O,

con lo que concluimos que la derivada débil de la funcién valor absoluto serd la funcién
signo (sgn).

Sean/ € Ny 1 < p < oo, Definimos el espacio de Sobolev
. Para toda k € NV tal que |k| <1 existe D'f € LP(Q):
WP (Q el? -
W= Vg eci@): [ reoptowdr= (0¥ [ o)D) ax
Observacion 2.1. Cuando p = 2, se denota
H'(Q) := W (Q).

Estos espacios son denotados con la letra H porque son espacios de Hilbert.

Por ejemplo, cuando p = 2, notaremos
H'(Q) = W'(Q),
que estd dotado del producto escalar:
N /Qu v
(Mvv)H1 Q) — (”7V)L2 o T <_7_> :
@ @+ 2\ 35 75 ) e

El funcional dado por

ll-llwe.r () WHP(Q) - R

b\ 7
11 <
pr sil < p<oo,

SI p = oo,

o= i) =

define una norma para los espacios W/?(Q). Cuando 1 < p < oo tenemos que la norma
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[I-llwe.r (o) €s equivalente a

L s

k[<I

L2(Q)
De manera similar a los espacios de Lebesgue, se verifica la siguiente proposicion.
Proposicién 2.5. Sea Q C RN abierto.

(a) Sil < p <eo, entonces W“"(Q) es de Banach.

(b) Si 1< p < oo, entonces WHP(Q) es reflexivo.

(c) Si 1 < p < oo, entonces WP (Q) es separable, i.e., existe A C WP (Q) numerable tal
que A = WHP (Q).

Para una demostracion de este resultado véase, e.g., [4, Capitulo 9].

Observacion 2.2. Dado x € RN denotaremos

1
N-1 2
X = (X/,)CN), XIGRN_17 X/: (x17x27“' 7XN—1) y ‘X/‘ = <Zx12> :

Definimos
]R]i = {x = (¥,xn) | xv >0},
Q:={x=xn)| [¥|<ly <1},
Q= QNRY,
Qo := {x= (+,0) | ‘x’|<1}.

Decimos que un conjunto abierto Q es de clase C! si para todo x € " := 9dQ existe una
vecindad U de x en RY y una funcién biyectiva H : Q — U tal que

HeC', H'eC'(U), H(Q:)=UNQ y H(Q)=UNT.

La funcién H es llamada carta local.

Teorema 2.14. Supongamos que Q es de clase C' con T acotado (o también Q = ]R]i ).
Entonces existe un operador extension

P:WhP(Q) = WHP(RV), (1< p<),

y Co > 0 tal que para todo u € WHP(Q):

(E.1) .
Pulo = u,
(E.2)
HPM Loty = CallullLr i)
(E3)
HPMH < Ca lullwr(q) -

W]‘P(]RN) -
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Para una demostracién de este resultado véase, e.g., [4, Capitulo 9].

Teorema 2.15 (Morrey). Sea p > N. Entonces
wh? (RV) L~ (RY), (2.6.18)
con inyeccién continua. Es mds, para todo u € WP (RN ) tenemos

lu(x) —u(y)| < Clx—y|* [Vull oy, ctp.x,y € RV, (2.6.19)

donde a:=1— (%) y C es una constante (que depende solo de p y N).

Demostracién. Comenzamos estableciendo (2.6.19) para u € C} (RV).

1) Sea

=IxeRY: x|l <r x| = max |x; r>0.
0= { Il <r}s Weloi= | mix [l y

L g
_ /0 S ulex)dr

asi, por la regla de la cadena y la desigualdad triangular,

lu(x) — u(0 \_‘/ L (x)di
/le

s/oi):]|xi|a—

N

Para x € Q tenemos

dt. (2.6.20)

Denotemos por u a la media de u en Q, i.e.,

1
= uix
|Qr| Or

Integrando (2.6.20) en Q, obtenemos

—\
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= / / |Gt dxa
TN
Nl X 8xl
Entonces, por la desigualdad de Holder, tenemos
1
du ou, |P v 1
[, |5eavs ([ 1550 o) vl
Qr xl tQr xl
1
u I3 P 1
< — d 1O 7.
< ([ |5 vav) e

Puesto que
vre (0,1): tQ, C Oy,

se sigue que

1 N d 717 1
— y =
[ —u(0)] < g 1/ ,Zi </Qr o )[W) [tQ,|V dt
N 1
r 1Y ou [P p v
= - — d —dt
”N_l/o ,;(/Q 9xi b) y) N
N lt
= 7 Vil | S
I_N
r p
= 1_N ||V“||Lp(Q)
P

Por traslacion, esta desigualdad se mantiene en todos los cubos Q. Asi tenemos

1-N

Vxe 0, ai—ulx)| < ;_f_v 2y 2.621)
p
Utilizando la desigualdad triangular, obtenemos
1N
Veye 0 :  |u(x)—u(y)| < 21r_ 3 IVallg, - (2.6.22)
p

ii) Sean x,y € RY. El cubo Q, con lado r = 2|x — y| contiene a x e y. Esto implica (2.6.20)
cuando u € C! (RN ). Para una funcién general u € WP (RV) usamos una sucesién
(ur) ey € CL(RY) tal que

m [fug —ullwipevy =0y limu(x) = u(x), c.tp.xé€ RY.
k—yoo k—yo0

Ahora probamos (2.6.18). Seau € C! (RV), x € RY, y sea 0 tal que contiene a x. Por
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(2.6.21) y la desigualdad de Holder, tenemos
|u(x)| < [u] + [ — u(x)|

1 1
g—/ u(x)| dx+——=||Vu

i Jo, M1+ T ¥l
<Cpn ”uHW'J)(Ql)

<Cpn ||u”W1~P(]R”)‘

donde

1 1
CpJv = T + —1 -
|O1l7 '7 %
Entonces
Yu e Cg, (RN) : Hl/l“Loo(RN) < Cp,N ||u||wl‘p(RN) .

Para una funcién general u € W!? (RY), usamos un argumento de densidad estdndar.

O

La demostracion anterior fue tomada de [4, Capitulo 9].
La desigualdad (2.6.19) implica la existencia de una funcién ii € C (RN ) tal que
u=i@g c.tp.en RV,

En otras palabras, cada funcién u € W'-? (]RN ) con p > N admite un representante continuo.
Cuando es ttil a u lo reemplazamos por su representante continuo i, y también lo denotamos
por u.

Observacion 2.3. Para el caso unidimensional, i.e., N = 1, para todo p > 1, cada elemento
del espacio W' (R) posée un representante continuo.

Teorema 2.16 (Rellich-Kondrachov). Sea Q C RY acotado y de clase C'. Entonces la
siguiente inyeccion es compacta

WP (Q)CcC(Q), p>N.

Demostracion. Sea .# la bola unidad de W'? (Q). Consideramos el operador extensién P
del Teorema 2.14. Entonces existe una Cqo > 0 tal que

T - D
Vue . HPMHWLP(]RN) < Ca llullyi r(e) < Co- (2.6.23)

Por otro lado, por el Teorema de Morrey, tenemos que existe una Cp, y > 0 tal que
Vue 7 : ‘ﬁu(x) —ﬁu(y)‘ < Cpv b= Y| 1Pullyyr v (2.6.24)
donde o : =1 — (%) Usando (2.6.23) y (2.6.24), tenemos

Vue 7 : ‘ﬁu(x) — Puly) ‘ <Cpyalr—y/%, (2.6.25)
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por lo tanto, por la propiedad (E.1) del operador extensién P junto con (2.6.26) nos conduce
a que para todo x,y € Q

Vue Z:  |ulx)—u(y)| <Cphnalx—yl“. (2.6.26)

Por lo tanto,

Ve > 0,30 := < >a,Vu€54’: Ix—y| <0 =|ulx)—u(y)| <e. (2.6.27)

p:N,Q

Por ultimo, la proposicion (2.6.27) prueba la hipétesis del Teorema de Ascoli-Arzeld, con lo
que concluimos. O

Para finalizar esta seccién, presentamos la definicién de las funciones de Hf) (Q) que a groso
modo, son los elementos de H’ (RN ) que se “anulan” sobre la frontera de Q; ver Proposicion
2.6.

Sean | < p <y Q C RY abierto. El espacio de Sobolev WGZ(Q) designa la clausura
de C3(Q) en Wh2(Q). Se denota H) () = Wg(€).

El espacio WSZ(Q) dotado de la norma inducida por W/2(Q) es un espacio de Banach
separable; es reflexivo si | < p < oo, 1o cual se sigue de la Proposicion 2.5.
Observacion 2.4. El subespacio C*(Q) N'W!P(Q) es denso en WHP(Q).
Teorema 2.17 (Desigualdad de Poincaré). Sea p > 1 y Q C RN un conjunto abierto y
acotado. Entonces existe una constante Cp, o > 0 tal que

1
Yu € Wo’p(Q) : ”uHLP(Q) <Cpo “V””LP(Q)'

En particular, la expresion ||Vul|y , q) define una norma sobre W(l)’p (Q) y es equivalente a la
norma sobre WHP (Q).

Para una demostracion de este resultado véase, e.g., [4, Capitulo 9].

Con el fin de mostrar la conexion entre los espacios de Sobolev y las ecuaciones diferen-
ciales, presentamos el siguiente ejemplo:

Ejemplo 2.6. Deseamos resolver el siguiente problema

{—u"<x>+u<x> = f(x), x€(0,1),

(2.6.28)
u(0) =u(l)=0.

Tomemos v € Ci(0, 1), genérico, multiplicamos en (2.6.28), luego integramos y obtene-
mos

1 " 1
[ - )+ uov)] d = [ vt

y por la integracién por partes, resulta

! / / 1 .
/0 [ (V' (x) + u(x)v(x)] dx = /O f(x)v(x)dx,
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Por la clausura de C§7(0, 1) en W!2(Q) concluimos que una solucién débil de (2.6.28) es una
funcién u € Hi(0, 1) tal que

WweHH(0,1):  (u,v)poyy = (Fv), (2.6.29)
donde

F:H)0,1) =R
v = (Fv) = (fv)o)-

Supongamos que f € L'(0,1). Por la linealidad por la izquierda del producto interno de
L2(07 1) y la desigualdad de Cauchy-Schwarz se tiene que

(E) < AVllezo,n 1 iz, < C”V”H(l)((),l)'

Por 1o antes expuesto F € H1(0,1) := (H}(0, 1))* Por la equivalencia de las normas de
los espacios funcionales H'(0,1) y H)(0,1), podemos concluir que el producto interno de
H'(0,1) es una forma bilineal, continua, coerciva y simétrica. Ahora notemos que el producto
interno de H'(0,1) y el funcional F cumple con las hipétesis del Teorema de Lax-Milgram.
Por lo tanto, existe un dnico u € H)(0,1) tal que cumple (2.6.29). Por dltimo aplicando el
Teorema de Rellich-Kondrachov u € C([0, 1]).

Proposicion 2.6. Sea Q C RN de clase C' y u € LP(Q) con p > 1. Entonces la siguientes
afirmaciones son equivalentes:
(i) |
ueWyr(Q),
(ii)

d
3C>0,v¢ € CL(RY),vie {1,--- ,N}: ‘/ ua—fdx <19l 0
Q i

(iii) la funcion

() u(x) sixeQ,
u(x) =
0 si x € RN\ Q,

pertenece a WP (Q) y en este caso

8):1' - 8x,-'

Para una demostracion de este resultado véase, e.g., [4, Capitulo 9].

2.7. Funcion positiva m-homogénea

Seanm >0y P € C(RY). Si la funcién P cumple:

(Pm.1) VxeRY: P(x)>0;y
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(Pm.2) Vx e RY vVt >0: P(tx) = t"P(x),
se dice que es una funcién positiva m-homogénea.

Esta es una generalizacién de un polinomio homogéneo P, de orden 2m tal que para toda
x € RY se cumple Py, (x) > 0.

Sean (E, ||-||g) y (F,||-||¢) espacios vectoriales normandos, O C E abierto que contiene

al 0y g: O — F tal que g(0) = 0. Si existe una funcién f, definida sobre una vecindad de
0 € E y con imédgines en F, tal que

lim f(h) =0y g(h)= |l f(h),

entonces escribiremos g(h) = o(h) y diremos que g es un “o pequeia de h”.

Ejemplo 2.7. Si un potencial V € C*(R) no-negativo y V(0) = 0, entonces existe m € N,
vxx)::zam(x)4-o(Lq2m) cuando |x| — 0,

donde P»,, es un polinomio homogéneo de orden 2m.

Ejemplo 2.8. La siguiente férmula determina una funcién 2n-homogéneas.

fpa(x)=PBx™, B>0,neN.

Sty — J1u1
_]"%’4
20 |
15 |
10 |
5 |
2 1 1 2 X

FIGURA 2.2. Grafos de funciones positivas 2n-homogéneas unidimensionales.

Ejemplo 2.9. En el caso bidimensional tomando g(x;,x;) = let +2x1 -x% + 3x§.

2.8. Algunos topicos de Analisis No-Lineal

El Célculo Variacional se centra en encontrar maximos y minimos de funcionales y es, a
groso modo, una generalizacién del Célculo elemental. Cuando trabajamos con funcionales,
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FIGURA 2.3. Grafo de una funcién positiva 4-homogénea bidimensional.

el concepto de derivacién es mas delicado puesto que trabajamos con espacios funcionales.
Para esta seccién nos hemos basado en [1], [14] y [7].

Empecemos precisando algunos conceptos topoldgicos. Sea (X, 7x) un espacio topold-
gico y A,B C X. Decimos que A es deformable a B en X si existe 1 € C([0,1] x A,X) tal
que

VxeA: nO0,x)=x y n(l,x)€B.

La funcién 1 se llama una deformacién de A a B en X. Si A es deformable a un conjunto
unitario en X decimos que A es contraible en X.

Ejemplo 2.10. La esfera unitaria SV ! := {x € RV : |x| = 1} es contraible en RV. Si toma-
mos la funcién

n:[0,1] xSV 5 RV
(t,x) +—ntx):=(1-1)-x,

podemos ver que se cumple
vxesSVl nox)=x y n(l,x)=0.
Ahora demostraremos que 7 es una funcién continua, i.e.,
Y (15, x) C [0, 1] x SML (1,x) €[0, 1] x SV lim (tr,x0) = (1,x) = lim 7 (1, ) =1 (£,%)..
Sean (f,x;) C [0,1] x SNy (£,x) €]0,1] x S¥~! tales que
kh_r}l; (tr,xe) = (t,x) < ]}1_r>13°|(tk —t,x;—x)| =0. (2.8.30)
Pe tiene que

(1 (e, 20) = 1 (1,2)] < o = x| + [t — 2
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= |xx — x| + |trxe — txg + g — £x]
< e — x|+ [t — ] x| + [¢] e — x]
< e — x|+ [t — e — )P+ (] + [t) [ — £, —x)| . (2.8.31)

Usando (2.8.30) en la desigualdad (2.8.31) concluimos
lim |1 (i) =1 (1,x)| =0 < lim 7 (4,x) =1 (2,x).
k—>oo0 k—>oo0

lo que prueba que la funcién i es continua.

Sean E y F dos espacios de Banach y U C E un conjunto abierto. Una funcién f: U — F
es Fréchet diferenciable en u € U ssi existe T € B(E, F) tal que

o )~ £ (0~ T()
0 Plle

=0,

o0 equivalente tenemos
fu+v)—f(u)=T(v)+o(v) cuando ||v||z — 0.

A T le llamaremos el diferencial de f en u y notaremos Df (u) := T. Se dice que f es
diferenciable en U si lo es para todo u € U. La funcion
Df:U — B(E,F)
u— Df(u),

la llamaremos la derivada de f en U. Si la funcién D f es continua, decimos que f es de clase
ClenU.

Si la derivada Df : U — B(E, F) es, a su vez, de clase C! en U, se dice que f es de clase
C?en U. La derivada de Df en U se llama la segunda derivada de f en U y se denota D*f.
Inductivamente se define f de clase CK en U. La k-ésima derivada de f en U se denota por
D¥f. Una discusién detallada de estos conceptos se encuentra en [2, Capitulo 1].

Proposicion 2.7. Sean U C E un conjunto abiertoy f,g:U — F funciones Fréchet diferen-
ciables en u € U. Entonces tenemos las siguientes propiedades:

(F.1) Sean a,b € R, entonces af + bg es Fréchet diferenciable en u'y

D(af+bg) =aDf + bDg.

(F.2) Sea G un espacio vectorial normado, V C Imf y h: V — G una funciones Fréchet
diferenciable en f(u), entonces

D(ho f)(u) = Dh(f(u)) Df (u).

Demostracién. Sean u,v € E. Se tiene que:
(E.1)

(af +bg) (u-+v) — (af +bg) (u) = alf (u-+v) — f () +b (g (utv) g (w))
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= aDf (u) (v) + o1 (v) +bDg (u) (v)
+ 07 (V)
= (aDf +bDg) (u) (v)+o(v).

F2)

+o0>
:hof

lo que es equivalente

ho f(u+v)—ho f(u) = Dh(f(u)) Df (u) (v)+o(v).

Ejemplo 2.11. Sea a : E> — R una forma bilineal continua. Definimos

fE—=-R
u— f(u) = alu,u).

Ilamada forma cuadrética. Sean u,v € E. Puesto que a es bilineal y continua, tiene que

flu+v)—f(u)=a(u+v,u+v)—a(u,u)
a(u,v)+a(v,u)+a(v,v)

(u,v)+a(vyu)+o(v),

por lo tanto, concluimos que
(Df(u),v) = a(u,v) +a(v,u).
Por supuesto que si a es ademds simétrico

(Df(u),v) =2a(u,v).
Ejemplo 2.12. Si f € E* tenemos que Df(u) = f.

Si & es un abierto de un espacio de Hilbert Hy f: & — R es una funcién diferenciable,
la derivada Df(u) : H— R en cada toda u € O es, por definicién, una funcion lineal y
continua. Asi el Teorema de Representacion de Riesz-Fréchet asegura la existencia de un
tinico elemento Vf(u) € H tal que

WweH: (Vf(u),v)=(Df(u),v).
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Vf(u) se llama el gradiente de f en wu.

Ejemplo 2.13. En un espacio de Hilbert H consideramos la funcién determinada por la
formula f(u) ;= % ||u||. Por el Ejemplo 2.11, V£ (1) = u puesto que ||u||* es una forma cua-
dratica inducida por el producto interno de H. Mientras que por el Ejemplo 2.12 concluimos
que f € C” en H.

En los primeros afios de desarrollo del Andlisis No-Lineal, Poincaré ya reconocia que
la existencia y forma de las soluciones de una ecuacion diferencial estdn conectadas intima-
mente a la topologia del espacio donde dichas ecuaciones son encontradas. Este “lugar” en
donde ocurre todo este fenomeno se lo llamé variedad, véase, e.g., [8].

De ahora en adelante denotaremos a un espacio de Hilbert como H. Sean U C H abierto
y f: U — R un funcional diferenciable. Decimos que a € R es un valor regular de f si para
todo u € f~'(a) se cumple que

Vf(u) #0.

Por otro lado, diremos que a € R es un valor critico de f si no es un valor regular de f.

Definicién 2.1 (Variedad de clase C¥). Dado k € N, diremos que .# C H un subespacio
no vacio es una variedad de clase C* si . es cerrado, existen U C H abierto, un funcional
f:U — R de clase C¥ y un valor regular a de f tal que .# = f~!(a).

Siu € .#, el subespacio
T, M :=%ker(Df(u)),

se lo llamard el espacio tangente de .# en u.

Ejemplo 2.14. El conjunto Sy := {u € H| |ju]| = 1} es una variedad de clase C* puesto
que el funcional

f:H—-R

o ) = g P -5, eon V() =x.

es de clase C* y Sy = f~1(0). Ademis
VueSy: T,Su={veH| (u,v)=0}.

Sean € >0y I, (.#) el conjunto de todas las trayectorias o : (—€,&) — H de clase C!
tales que 6(0) =uy o(t) € .# paratodort € (—¢,€). Tenemos

T,.# ={Dc(0)| ocel,(#)},

en particular, 7,,.# no depende de f.

Definicion 2.2 (Punto Critico, valor critico y regular). Sean f : H — R una funcién de
clase C! y .# una variedad de H de clase C!. Un punto u € .# es un punto critico de f sobre
A si

WweTl,#: (Df(u),v)=0. (2.8.32)

Si .# = H, se dice simplemente que u es un punto critico de f y la condicién (2.8.32)
equivale a que Df(u) = 0. Por otro lado, diremos que ¢ € R es un valor critico de f sobre
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A si c = f(u) para algin punto critico u de f sobre .. En otro caso, se dice que ¢ es un
valor regular de f sobre .Z .

Definicién 2.3 (Maximos y minimos). Sean f : H — R una funcién de clase C! y .# una
variedad de H de clase C'. Un punto u € ./ es un maximo de f si f(v) < f(u) para toda
v € ., mientras que si f(v) > f(u) para toda v € .# diremos que u es un minimo.

Los mdximos y minimos de una funcién en una variedad tienen la siguiente propiedad.

Proposicién 2.8. Si J : H — R es un funcional de clase C', .# es una variedad de H de
clase C! y u es un minimo (o un mdximo) de J en M, entonces

YWweT,#: (DJ(u),v)=0.

Demostracién. Seav € T,.#, genérico,y o € I'(.#) tal que Do (0) = v. Si u es un minimo
de J en ., entonces 0 es un minimo de Jo o : (—€,€) — R. Usando la Proposicién 2.7
literal (F.2) concluimos

0=D(Jo0o)(0)=(DJ(c(0)),Dc(0)) = (DJ (u),v),
como afirma el enunciado. Andlogamente se procede para un maximo. ]

La Proposicion 2.8 afirma que los mdximos y minimos son puntos criticos de J en .Z .

Ejemplo 2.15. Cuando estudiamos el Problema (2.6.28) dimos condiciones suficientes sobre
la funcidn f para que exista una Unica solucion débil. Adicionalmente, al Problema (2.6.28)
podemos verlo como un problema de biisqueda de puntos criticos del funcional

S:H)0,1) - R
T
v = S) =5 Vil = (Fv),

donde F esta definido en el Ejemplo 2.6. Recordemos que ||- ||%[1 (0,1) ©s una forma cuadritica.
Por la Proposicién 2.7, literal i) y los Ejemplos 2.11 y 2.12, se tiene que

Vu,v € Hp(0,1): (DS(u),v) = (u,v)gig 1y — (F,v).
Siue H(l)(O, 1) es un punto critico de S por la Proposicién 2.8, se cumple que
Vv € H)(0,1) : (V)1 0,1) = (Fov) -

Observacion 2.5. Lo expuesto en el ejemplo anterior se aplica a una gran variedad de pro-
blemas. Es importante mencionar que es esencial precisar bien el espacio funcional en el
cual se trabaja.

Teorema 2.18 (Multiplicador de Lagrange). Sea .# una variedad de Hy J : # — R. Si
u es un punto critico de J sobre ., entonces existe A € R tal que

Vi (u) = AV f(u),

donde f es como la Definicion 2.1.

Para una demostracién de este resultado véase, e.g., [7].
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Ejemplo 2.16. Buscaremos los puntos criticos del funcional
J: SPCR}P-R
(x1,x2,%3) = J (x1,X2,x3) 1= X7 +2x3 +3x5 — 2 (x1 + X2 +x3) .

Usemos el Teorema de Multiplicador de Lagrange. Si x es un punto critico de J sobre S2,
entonces existe A € R tal que

(0.83,0.45,0.31)  si A~ —0.2,

VJ(x) = AV ~

donde f esta definido en el Ejemplo 2.14 recordemos que S? = Sg2, por lo que podemos
concluir

J(x) =~

1.8 siA~-02,
58  siA~42.

Como se nos hace imposible representar un objeto de R* lo que podemos hacer es ver sus
proyeccidnes usando coordenadas esféricas, i.e.,

Jp:(0,m) x[0,27) > R
(a,B) —Jp(a,B):=J(x), x=(sinacospf,sinasinf,cosa).

S Jp
1|4 (0.83,0.45,-1.8)
" | 4P (—0.31,-0.45,5.8)

FIGURA 2.4. Representa la proyeccién en los ejes x1, x5 y x4 donde x4 := J(x).
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FIGURA 2.5. Representa la proyeccion en los ejes x1, x3 y x4 donde x4 :
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FIGURA 2.6. Representa la proyeccion en los ejes xo, x3 y x4 donde x4 :
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2.8.1. El flujo en variedades

Sea H un espacio de Hilbert y . C H una variedad de Hilbert de clase C'. Un campo
tangente a . es una funcién f : .# — H tal que

Yue #: fu)eT, .
El campo es localmente Lipschitz si
Yu e #,3r,,C,>0,Yv,w e B;{/(u) ) = fw)]| S Cullv—w||,

donde
B (u):={ve . |v—u| <r}.

El teorema de existencia y unicidad de soluciones para el problema de Cauchy sobre una
variedad de Hilbert juega un papel fundamental en el estudio de problemas variacionales.

Teorema 2.19 (Existencia y unicidad global). Sea f : .# — H un campo localmente Lips-
chitz tangente a M . Entonces, para cada u € M existen un intervalo abierto

I(u) := (17 (u),t" (u)),

que contiene al origen y una tinica & (-,u) € C' (I(u),.#) que es solucion del problema de
Cauchy

{Gt(t,u) = f(o(t,u)), (2.8.33)

o(0,u) =u.

El intervalo I(u) es mdximo, i.e., G(-,u) no se puede extender a una solucion definida en un
intervalo mds grande. Si || f(o(t,u))|| < C < oo paratodot € [0,t" (u)), entonces t*(u) = .
La afirmacion andloga vale para T~ (u). El dominio de o,

Do :={(t,u) eRx.#| tel(u)},

es abierto en R X . y la funcion 6 : Dg — ., definida por (2.8.33), es continua. La funcion
0 :Dg — A se llama el flujo generado por f. Si Dg = R X A se dice que el flujo es global.

Para una demostracion de este resultado véase e.g. a [9].

Ejemplo 2.17. Sea

f:R>R
2

x> f(x) :=x".

La relacion "

1 —ut’

o(tu) =

cumple o;(t,u) = 6%(t,u) y 6(0,u) = u. Es claro que ¢ cumple con (2.8.33), por otro lado

R\{1} siuz0,
Dy = ul ” 2.8.34
olu) {R siu=0, ( )
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Representa la proyeccidn en los ejes x1, xp y x3.

‘ 3_10 u

FIGURA 2.7. Grafo de la solucién del problema de Cauchy o del Ejemplo 2.17.

por lo que el dominio de ¢ es

Da=E\G(. Gl { (1) reR\(0}].

2.8.2. El flujo gradiente negativo, simetria y el lema de deformacion simétrico

Supongamos ahora que .# C H es una variedad de clase C> y J € C*(H,R). Fijemos
una funcién ¥ € C2(&,R), definida en una vecindad & de .# en H, tal que .#Z =¥~ (a)
para un valor regular ag de W. El campo gradiente de J sobre .# es aquél que se obtiene
proyectando ortogonalmente a VJ(u) sobre T,.# paracadau € 4, i.e.,

D 4J(u) :=DJ(u) —typ, D¥(u), t;w, <R,

donde #; g, representan los multiplicadores de Lagrange. Si tomamos los gradientes de J y
Y en la férmula anterior se obtiene

(VJ(u), V¥(u)) v

e

V. d(u) = VI (u) -

Notemos que podemos definir los valores de

~ (VJ(u), V¥(u))
IV ()|

t],‘I’,u =

Tomando & mds pequeiia en caso de ser necesario, podemos suponer, sin perder generalidad,
que W(u) # 0 paratodou € 0.

El flujo gradiente negativo de J sobre . es la solucion del problema de Cauchy

o;(t,u) = =V _4J(o(t,u)),
o(0,u) =u.
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2.8.3. Condicion de Palais-Smale y el Lema de Deformacién Simétrico
En lo sucesivo .# denotard a una variedad de Hilbert de clase C? de un espacio de Hil-
bert Hy J : .# — R una funcién de clase C>y D_,J es la derivada de J sobre ..

Una sucesién (uy)cn € # tal que

Iim D///J (uk) =0 = ka V/{J(Mk) = 0,
—> 0

k—yo0

y para la cual
AC>0,VkeN: |J(u)| <C,

es llamada una sucesion Palais-Smale para J.

Seace R, si
lim J (uy) = ¢,
k—ro0
y
im D 4J(u) =0 = 1HmV _4,J(u)=0,
k—yoo0 k—yoo

entonces la sucesion (uy), .y es llamada una sucesion Palais-Smale para J en el nivel c¢. En
ese caso ¢ se denomina un nivel de Palais-Smale para J.

Ejemplo 2.18. Sea
G:S'CR* 5 R
(x1,x2) > G(x) := 12,

Por el Teorema de Multiplicador de Lagrange, si x es un punto critico de G sobre S!, entonces
existe A € R tal que

V2 4) si A = V2

. _ (2 2
VG(x) =AVf(x) & x= _(ﬁ ‘4) PR X

donde f estd definido en el Ejemplo 2.14. Por tanto, podemos concluir que

V2 C o A2eV?
G(x):{e si A = ¥7—,

V2 g A = Y2l

et o (o (1) Join (3 (140) )

podemos concluir que

1)

Si

S|

(xk)keN - s'.

ii)
lim G (x) = e¥2.
k—yoo
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05 |,

X2

X1

FIGURA 2.8. Representacion de valores de Palais-Smale y su grafo para G sobre una varie-
dad.

iii)

tmvaots0= imcio (1 G

R NS

1 T
) -0
(14 2))

Por lo tanto, (x )<y €s una sucesion Palais-Smale para G en el nivel eV,

Por otro lado, si

wers s (o3 () 3o+ 1))

podemos concluir que

i) 1
()’k)keN CS.
i
Iim G (y) = e V2,
k—roo
i)

, , 1 +1In(G( ))c os (X !

Por lo tanto, (y ) €8 una sucesion Palais-Smale para G en el nivel e V2.

Notemos que en general V_,J(u) = 0 ssi u es un punto critico de J sobre ./Z .

Observacion 2.6. Decimos que J satisface la condicién de Palais-Smale ((PS) ,) si toda
sucesion Palais-Smale para J posée una subsucesion convergente en H. Ahora diremos que

J satisface la condicién de Palais-Smale en el nivel c € R <(PS) Y C) si toda sucesién de
Palais-Smale en el nivel ¢ tiene una subsucesién convergente en H.
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Observacion 2.7. Notemos que, como el conjunto .# es cerrado en H, el limite u de tal
subsucesion pertenece a . y es un punto critico de J sobre .#, ya que V_,J es continuo.
Ademds, si .# es compacto, cualquier J satisface ((PS) ,). Esto no es cierto en general:
la sucesion uy := k es de Palais-Smale para la funcién exponencial, sin embargo no posee
ninguna subsucesion convergente.

Para X CR,a € Ry € > 0 denotaremos
J'X)={uc.#| Ju)eX},
J ={ue | J(u)<a},
Ko={ue | Jwy=a y V.4i(u)=0},
Be (K,) :={uec.#| dist(u,K,) <¢€}.
Lema 2.2. Si J satisface (PS) y . entonces K. es compacto (posiblemente vacio).
La demostracion es consecuencia inmediata de (PS) > VEase, e.g., [7].

Lema 2.3. Si J satisface (PS) 4 . para todo ¢ € |a,b], entonces dado € > 0, existe § > 0 tal
que

Vuel 'a—8,b+8\ |J Be(Ke): |ID.4J(u)] > g.
c€la,b]

Demostracién. Por contradiccion, supongamos que existe una sucesion (i), tal que

1 1 1
VkeN: ue.#\ U Be (K:), J(w) € {a—%,b—l—%], ||D//1J(u)|]§§
c€la,b]

Esta sucesion contiene una subsucesion (ukj)jeN tal que
lim J (ukj) =c € |a,b],

J—ree

como J satisface (PS) .. ésta contiene a su vez una subsucesién que converge a un punto
u€e K.N (A \Bg (K,)), lo cual es una contradiccion. O

Un subconjunto .’ de un espacio vectorial es simétrico si
S == ={-u|l ueS}.
Ejemplo 2.19. La esfera unitaria Sy es un conjunto simétrico.

Ejemplo 2.20. El toro definido como T” := (Sl)n, para todo n € N, es un conjunto simétrico.

Sean ., .5 dos subconjuntos simétricos y f : . — %3 diremos que f es una funcién
impar si

Vue A f(—u)=—f(u).

Y diremos que f es una funcién par si

Vue Sz f(—u)=f(u).
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FIGURA 2.10. Grafo del toro T?.

Si . es simétrica 'y J es una funcion par, el gradiente de J sobre .# resulta ser impar, i.e.,
Yue H: V. yJ(—u)=-V 4J(u),
en consecuencia, el flujo gradiente negativo ¢ es impar en u, i.e.,
VueDs: oft,—u)=—0(t,u). (2.8.35)

Esta dltima afirmacién es consecuencia inmediata de la unicidad de la solucién para el pro-
blema de Cauchy. Ahora asumiremos que .# ademds es un conjunto simétrico.

Teorema 2.20. Si f: .# — H es un campo localmente Lipschitz tangente a M vy f una
funcion impar, entonces el flujo generado por f satisface (2.8.35).

Para una demostracion de este resultado véase, e.g., [9].

Proposicién 2.9 (Lema de Deformacién Simétrica). Si J satisface (PS)_y . entonces, dado



€ > 0 existe 8 > 0y una funcion impar
1N :J\Bse (K,) — J2.
Si K. # 0 para todo ¢ > a, entonces existe una funcion impar tal que

g M —J

Demostracion. Esta demostracion la haremos en dos literales.

I) Sea € > 0, genérico. El Lema 2.3 asegura que existe & > 0 tal que

VueJ Ve—28,c+28)\Be (Ke): ||V d(u)] > ?

Consideramos
A= (#\T " c—28,c+28))UB:(K.) 'y Bi=J '[c—8,c+8]\Bae (Ke),
y la funcién

p: M —R

u— p(u) =

que es localmente Lipschitz y cumple que

1 siu€B,
p(u)z{

0 siuecA.

El campo vectorial

IVl ()]

—p(u) 2V () #0,
0 siucA,

es localmente Lipschitz y tangente a ., y cumple que
vue.d: ||Bw)] <
u / . u -
— 20
En consecuencia, el flujo generado por f3 es global y satisface (2.8.35), i.e., existe

ceC(Rx.#, #),

tal que

Gt(tau) = ﬁ (G(t7u))7

V(t,u) eDs: oft,—u)=—o(t,u) vy {G(Ou):u.

46
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Notemos

L J(o(t,u)) = (VI(o(t,1)),0:(t,u))

= (VJ(o(1,u)), B(a(t,u)))
= —p(c(t,u)). (2.8.36)

Asi que, como p > 0 por (2.8.36), tenemos que J(o(t,u)) es decreciente en ¢. Defini-
mos

N(s,u) := o(20s,u).

Entonces 1(0,u) = u para todo u € .#. Sea u € J°'9\B3¢ (K.), consideramos dos
casos:

i) si n(s,u) € J°9 para algin s € [0, 1] entonces, puesto que J(1(s,u)) es decre-
ciente en s, se tiene que n(1,u) € J¢ 2,

i) si n(s,u) € J-'[c—§,c+ 8] para todo s € [0, 1], del Teorema del Valor Medio
se sigue que

1
v (028 Jlo(tu) —ul < mix o (sl < 28—5 <e.

’

Como u ¢ B3e (K. ), la desigualdad anterior implica que o (¢,u) € B paratodot € [0, 2¢]
y usando (2.8.36) concluimos que
26 4 26

J(6(20,u))—J(u) = A a](c(s,u))ds:— A p(o(s,u))ds=—20.

Por lo tanto, J(N(1,u)) =J(u) —26 < ¢ — 0 y 1 es la deformacion deseada y satisface
(2.8.35), i.e.,
YueDy: n(t,—u)=-n(tu).

Ahora demostraremos la segunda parte de este proposicion. El Lema 2.3 asegura que
existed < atalque V_,J(u) #0siJ(u) >d. Seahe C*(R)talque0<h <1y

ix<d
h(x):{o six<d,

1 six>a.
Definimos v 0
L) = {_h(" (W) s I 2d
0 si J(u) <d,
y denotaremos por ¢ al flujo asociado a {. Notemos
1010 = (VI(0(t,)),01(1.u)
= (VJ(o(z,u)),{(o(t,u)))
= —h(o(t,u)), (2.8.37)

paratodo ¢ € (0,11 (u)). En consecuencia J(o(z,u)) es decreciente para t € [0,17 (u)).
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Seau € . conJ(u) >d. Sea € > 0 por el Lema 2.3 asegura que existe 6 > 0 tal que
IV._4J(v)|| > & para todo v € J~![d — §,J(u) + 8]. Por tanto, ||{(v)|| < % para todo
v € J 7 (—o0,J(u) + 8], en particular

vre[0,0" () [IE(a(ru)] < é,

esto prueba que " (u) = oo para todo u € .# . Definimos
T(u) ;== max{J(u) —a,0} y g(s,u):=0oc(st(u),u),
entonces g € C([0,1] x A4, # )y g(0,u) =u. Si J(g(l,u)) =J(o(t(u),u)) > a, en-

tonces J(o(t,u)) > a parat € [0,7(u)] y la identidad (2.8.37) implica que

T(u)
J(o(z(u),u)) — I (1) = —/0 W (o (t, 1)) dt = — () = —J (1) +a.

Por tanto, J(g(1,u)) = a, g es la deformacion deseada y satisface (2.8.35), i.e.,

VueDg: g(t,—u)=—g(tu).

2.8.4. El género de Krasnoselski

A mediados de los afios 50 Krasnoselski introdujo un invariante adecuado para tratar
problemas simétricos que es una herramienta ttil para buscar puntos criticos, véase e.g. [1]
y [29].

Sea E un espacio de Banach. Definimos el conjunto
Yp:={ACE| A=A, A=-A y 0¢A}. (2.8.38)
El género de Krasnoselski de A € X es el menor ndmero n € N para la cual existe
f€C(A,R"™\{0}) impar,

y se detonard como y(A). Se dice que ¥(A) = -+ si no hay nimeros naturales con la propie-
dad anterior y y(0) = 0.
Ejemplo 2.21. Dado m € N\{0}. Para S”~!, tomando la funcién identidad
id: 8™ 1 — R™ {0}
x  —id(x) = x,
se encuentra que ¥ (S" ') <m.

Ejemplo 2.22. Supongamos que B C E es cerrado y BN (—B) = 0. Sea A := BU (—B),
entonces ¥(A) = 1 pues la funcién f(x) := (xp — x-p) (x) es impary f € C(A,R\{0}).

Proposicion 2.10. Sean A,B € L. El género de Krasnoselski posee las siguientes propie-
dades:
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(K.1) Normalizacion: Si x # 0, entonces
Y{xtu{—}) =1
(K.2) Funcion: Si existe una funcion impar f € C(A,B), entonces y(A) < y(B).
(K.3) Monotonia: Si A C B, entonces
Y(4) < ¥(B).

(K.4) Subaditividad:
Y(AUB) < y(A) +7(B).

(K.5) Continuidad: Si A es compacto, entonces Y(A) < ooy existe un 6 > 0 tal que

Bs(A)eXg y y(Bs(A))=171(A).

Demostracion. Procederemos a demostrar cada uno de los literales. Para probar (K.2) -
(K.5) asumiremos que Y(A),¥(B) < co.

(K.1) es un caso especial del Ejemplo 2.22.

(K.2) Supongamos que y(B) = n, entonces existe h € C(B,R"\{0}) en consecuencia ho f €
C(A,R™\{0}) es impar. Por lo tanto,

Y(A) <n=1v(B).
(K.3) Tomando f = id en la propiedad (K.2) concluimos (K.3).

(K.4) Supongamos que Y(A) = m 'y y(B) = n, por lo tanto existen g € C(A,R"\{0}) y
h € C(B,R"\{0}) impares. Por el Teorema de extensién de Tietze (vease, e.g. [29]),
existen § € C(E,R™) y h e C(E,R") tales que |4 = g y h|g = h. Por lo mencionado
anteriormente, podemos asumir que g y h son impares.

Sea f = (&,h), entonces f € C(AUB,R™"\{0}) y es impar, por lo tanto

Y(AUB) <m-+n=7y(A)+y(B).

(K.5) Para x € A, definimos r(x) := %||x|| = r(—x) y Tx := B,y (x) UB,(y(—x). Entonces
7(T;) = 1 por el Ejemplo 2.22. Se tiene entonces que

ACUT
X€A

y, por la compacidad de A, concluimos que

=

Ac|T.

v

1
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para algin conjunto finito de puntos xi,--- ,x; € A. Por lo tanto de (K.4) obtenemos
Y(A) <eo.

Si y(A) = n, entonces existe f € C(A,R"\{0}) impar. Extendemos f a una funcién
impar f como en (K.4). Dado que A es compacto, existe 8 > 0 tal que f # 0 sobre
Bgs(A), entonces

Y(Bs(A)) <n=1y(A),

pero por (K.3) conseguimos la igualdad

Y(A) < 7(Bs(A)).

La demostracién anterior es tomada de [29].

El siguiente teorema es de suma importancia para nuestro problema principal puesto que
gracias a el podemos demostrar que existen infinidad de soluciones.

Teorema 2.21. Sean H un espacio de Hilbert, .# € Xy una variedad de clase C' y J €
C' (H,R) par. Supongamos que J satisface (PS) 4 v J| 4 y que estd acotado inferiormente.
Entonces

V) <Y y(Ke), (2.8.39)

ceR

donde
Ke:={ue#| Ju)=c y V., J(u)=0}

de manera que J tiene al menos y(.#) pares de puntos criticos u’y —u sobre . Ademds

VI<k<dm(H): Ci(J) ::Aegl(f///)lzlleéjd(u),
o k .

donde dim (H) es la dimension del espacio H'y
(M) ={AeTun.A| Y(A)=k},

donde
uN.A = {e%)ﬂ//’ @EZH}.

Demostracion. Sea

''={ceR| K. .#0}
el conjunto de valores criticos de J sobre .Z. Si I no estd acotado, la desigualdad (2.8.39)
se satisface trivialmente. Si estd acotado, escogemos

o< inf J(x) y B >supl.
xeH

Entonces y(J%) = 0y el Lema de Deformacién Simétrico implica que y(.#) =y <J B) :

Para cada ¢ € R escogemos una vecindad U de K. en .# tal que y(U) = y(K.). Como K. es
compacto, existe & > 0 tal que B35 (K:) C U. El Lema de Deformacion Simétrico asegura
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que existe € > 0 tal que J°T8\ B35 (K.) es deformable a J° ¢ en .# y, usando las propiedades
del género, concluimos que

YE) S 7B (Ke)) (B (K0) < 7)1 (Ke).

Los intervalos (¢ — €,c + €) construidos de esta manera forman una cobertura abierta de R,

asi que hay un ndmero finito de ellos que cubre a [, B]. Escogemos cy,---,cx € [, B] ¥
g, -+, & >0de modo que c; = &, c; = B,
Cjv1—Ejy1 S ¢j+ €, Vi=1, k-1,
Yt <y (1) +y(Ke,) V=1, k. (2.8.40)

Por las desigualdades (2.8.40) obtenemos
k k

vt) =y (sP) <y + Lv(Ke) = v(Ky) <o
J= J=

Esto demuestra la desigualdad (4.2.21), y prueba que I" no estd acotado si y(.#) = 1. Final-
mente, como la cardinalidad de KC]. es al menos }/(ch), concluimos que J tiene al menos
y(.#') puntos criticos en . . O

Teorema 2.22. Sea Q € Xgm y notaremos su frontera como dQ. Entonces y(dQ) =m
Para una demostracion de este resultado véase, e.g., [1].
Observacién 2.8. y(S™1) =m.

Corolario 2.1. Si H es un espacio de Hilbert de dimension infinita i.e. dim(H) = oo, entonces
Y (Sn) = ee.

Demostraciéon. Sidim(H) = o entonces, para todo m € N existe una isometria lineal de R”
a H que induce una funcién continua e impar de S"~! a Sy;. Por la propiedad (K.2) del género
de Krasnoselski y el Observacién 2.8, concluimos que

m= Y(Sm_l) < Y(SH),
para todo m € N. Esto prueba que 7 (Sy) = oo. O

2.8.5. Principios del Maximo

Sea Q C RY acotado y consideramos una operador eliptico L de segundo-orden en Q,
i.e.,
L= al-,j(x)Diyj + bi(x)Di + c(x)

donde los coeficientes a; ;, b;,c € C(Q). La elipticidad significa que los coeficientes de la
matriz A = (a,-y j) es definida positiva en Q. Ademds notaremos

D=det(A) y D*=Dn,

a D* se lallama la media geométrica de los valores propios de A. En esta seccién asumiremos
que
0<A<D" <A,
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donde A, A > 0, la cuales denotan, respectivamente, el maximo y minimo de los valores pro-
pios de A.

Introduzcamos el concepto de conjunto contacto. Sea u € C2(Q). Definimos
F':={yeQ| vxeQ: ulx)<u(y)+Du(y) (x—y)}.

El conjunto I'" es llamado conjunto contacto superior de u y se tiene que la matriz Hessiana
D2(u) = (D,-y ju) es no positiva sobre I'". De hecho el conjunto contacto superior puede
también ser definido por funciones continuas u de la siguiente manera

I :={yeq| Ipy eRV Vxe Q: u(x) <u(y)+py-(x—y)}.

Es claro que u es céncavo ssi ' = Q. Si u € C!(Q), entonces p(y) = Du(y) y cualquier
soporte de hiperplano debe ser un plano tangente al gréfico.

Ahora, consideramos la ecuacion
Lu=f en Q

para algin f € C(Q).

Teorema 2.23 (Principio del Maximo Débil). Asumiremos que u € C*(Q)NC(Q) y

c=0, en Q.
i) Si
Lu<0, enQ,
entonces
méx u(x) = max u(x).
xeQ X€EAQ
ii) Si
Lu>0, en Q,
entonces

minu(x) = min u(x).
min (x) min (x)

Para una demostracién de este resultado véase, e.g., [14].

Teorema 2.24 (Principio del Maximo de Alexandroff). Suponga que u € C (Q) NC?(Q)
satisface Lu > f en Q junto con las siguientes condiciones
bl f

E’EELN(Q) y ¢<0 enQ.

Entonces se cumple
supu(x) < sup u' (x)+Cy %
XEQ XEIQ

)

LY ()




donde T'" es un conjunto de contacto directo de u y

N2 (b
CN := diam eXp m HE
N

con @y como el volumen de la bola unidad en RY.

N
+1 —1
LV(I+)

Para una demostracion de este resultado véase, e.g., [19].
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Capitulo 3

ALGUNOS CONCEPTOS DE MECANICA CUANTICA

En este capitulo revisamos algunos puntos que motivaron el nacimiento de la mecani-
ca cudntica y que son relevantes para nuestro estudio. La mecdnica cudntica nos permite
comprender:

1. como se describe matematicamente un estado cudntico en un tiempo dado ¢;
2. como calcular las diversas cantidades fisicas a partir de este estado cudntico;

3. como describir la evolucién temporal de un sistema.

La mecénica cudntica es la teoria que describe la dindmica de la materia a escala microscé-
pica; ademds proporciona un marco vélido para describir el mundo microfisico. Es vital para
comprender la fisica moderna (i.e., estado sélido, molecular, atémica, nuclear) y la fisica de
particulas (i.e., Optica, termodindmica, mecdnica estadistica, etc). También se considera la
base de la quimica y la biologia, véase, e.g., [10], [17], [18], [28] y [33].

3.1. Origenes de la Mecanica Cuantica

La introduccién de la mecénica cudntica fue motivada por el fracaso de la fisica cldsica
para explicar una serie de fendmenos que se observaron a finales del siglo XIX y principios
del siglo XX.

A finales del siglo XIX, la fisica consistia esencialmente de lo que hoy llamamos meca-
nica cldsica:

e cl electromagnetismo de Maxwell proporcioné el marco adecuado para estudiar la
radiacion;

e la termodindamica que explica las interacciones entre la materia y la radiacion.

El éxito abrumador de la mecdnica cldsica hizo que la gente creyera que se habia logrado
la descripcién definitiva de la naturaleza (i.e., la materia y la radiacion, se describieron en
términos de particulas y ondas, respectivamente). Parecia que todos los fendmenos fisicos
conocidos podian explicarse dentro de este marco, véase, e.g., [33].

En los comienzos del siglo XX, sin embargo, la fisica cldsica se vi6 seriamente desafiada
en dos frentes:

¢ Dominio relativista: la Teoria de la Relatividad Especial de Einstein en 1905 mostré
que la validez de la mecdnica Newtoniana cesa a velocidades muy altas (i.e., velocida-
des comparables a la de la luz), véase, e.g., [33].
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e Dominio microscépico: tan pronto como se desarrollaron nuevas técnicas experimen-
tales, hasta el punto de sondear estructuras atdmicas y subatémicas, resulté que la
fisica cldsica falla estrepitosamente al proporcionar una explicacion adecuada para va-
rios fenémenos recientemente descubiertos. Asi, se hizo evidente que la validez de la
fisica clasica cesa a nivel microscépico y que habia que invocar nuevos conceptos pa-
ra describir por ejemplo, la estructura de los dtomos y las moléculas, y como la luz
interactia con ellos, véase, e.g., [33].

La primera indicacién de una ruptura de las ideas cldsicas ocurrié con el fenémeno de
radiacion del cuerpo negro. Se trata de la termodinamica del intercambio de energia entre la
radiacion y la materia. De acuerdo con los principios de la fisica cldsica, se supone que este
intercambio de energia es continuo en el sentido de que la luz de una frecuencia v puede
ceder cualquier cantidad de energia en la absorcién dependiendo de la intensidad de energia
del haz de luz. De hecho, en 1900. Max Planck postulé por primera vez que las particulas
vibrantes de la materia actian como osciladores arménicos y no emiten ni absorben la luz de
forma continua, sino en cantidades discretas.

Matemdticamente, la radiacién de frecuencia v sélo, puede intercambiar energia con
materia en unidades de iv, a lo que Max Planck llamé energia de un cuanto. Aqui /& es la
constante de Planck

h=2mh~6.626 x 1073*[J -]

y ki es una constante universal.

Hertz, en 1887, descubrid el efecto fotoeléctrico que proporciona una confirmacion direc-
ta para la cuantificacion de la energia de la luz. En 1905, las siguientes leyes experimentales
fueron descubiertas:

e Sila frecuencia de la radiacién incidente es mds pequefia que la frecuencia umbral del
metal (una frecuencia que depende de las propiedades del metal) entonces no se puede
emitir un electrén independientemente de la intensidad de la radiacién (Philip Lenard,
1902);

e No importa cudn baja sea la intensidad de la radiacién incidente, los electrones se ex-
pulsardn instantineamente en el momento en que la frecuencia de la radiacion exceda
la frecuencia umbral vy;

e En cualquier frecuencia superior a Vg, el nimero de electrones expulsados aumenta
con la intensidad de la luz, pero no depende de la frecuencia de la luz;

e La energia cinética de los electrones expulsados depende de la frecuencia pero no de
la intensidad del haz; la energia cinética del electrén expulsado aumenta linealmente
con la frecuencia incidente.

Estos hallazgos experimentales no pueden explicarse dentro del contexto de la visién cldsica
de la radiacion, en particular la dependencia del efecto en la frecuencia umbral. Segtin la
fisica cldsica, cualquier cantidad (continua) de energia puede intercambiarse con la materia.
Es decir, dado que la intensidad de una onda electromagnética es proporcional al cuadrado
de su amplitud, cualquier frecuencia con suficiente intensidad puede suministrar la energia
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necesaria para liberar el electron del metal.

Cuando se usa una fuente de luz débil, de acuerdo con la fisica cldsica, un electrén se-
guirfa absorbiendo energia, a un ritmo continuo, hasta que ganara una cantidad suficiente y,
entonces, dejaria el metal. Si este argumento se mantiene, entonces, cuando se usa una radia-
cion muy débil, el efecto fotoeléctrico no tendrd lugar durante mucho tiempo, posiblemente
horas, hasta que un electrén acumule gradualmente la cantidad necesaria de energia. Esta
conclusién, sin embargo, discrepa totalmente con la observacién experimental. Los experi-
mentos se realizaron con una fuente de luz que era tan débil que un electrén tardaria varias
horas en acumular la energfa necesaria para su expulsién y, sin embargo, se observo que al-
gunos electrones abandonaban el metal instantdneamente. Otros experimentos demostraron
que un aumento en la intensidad (brillo) no es suficiente para desalojar a los electrones del
metal. Pero al aumentar la frecuencia de la radiacién incidente mds alld de cierto umbral,
incluso a una intensidad muy débil, 1a emisién de electrones comienza de inmediato. Estos
hechos experimentales indican que el concepto de acumulacién gradual, o absorcién con-
tinua, de energia por el electrén, como lo predica la fisica cldsica, es ciertamente erréneo,
véase, e.g., [33].

Inspirado por la cuantizacién de la radiacién electromagnética de Planck, Einstein lo-
gré en 1905 dar una explicacién tedrica de la dependencia de la emision fotoeléctrica de la
frecuencia de la radiacién incidente. El asumi6 que la luz estd hecha de corpusculos, cada
uno de los cuales lleva una energia 4v, llamada fotones. Cuando un haz de luz de frecuencia
Vv incide sobre un metal, cada fotén transmite toda su energia 4V a un electrén cerca de la
superficie; en el proceso, el fotén es absorbido por completo por el electron. De este mo-
do, el electron absorbera energia sélo en cuantos de energia 4V, independientemente de la
intensidad de la radiacién incidente. Si hv es mds grande que la funcién de trabajo, W, del
metal, entonces no se puede emitir ningin electron desde la superficie del metal; a menos
que hv > W, ie.,

hv =W +K, (3.1.1)

donde K representa la energia cinética del electrén que sale del material.

Laecuacién (3.1.1), que fue derivada por Einstein, da la explicacién adecuada a la obser-
vacion experimental de que la energia cinética del electrén expulsado aumenta linealmente
con la frecuencia incidente v,

K=hv—W=h(v—v), (3.1.2)

donde vy = % se llama umbral o frecuencia de corte del metal (asi como se muestra en la
Figura 3.1(b))

Ademds, esta relacién muestra claramente por qué no se puede expulsar un electrén del
metal a menos que vV > vy. Dado que la energia cinética no puede ser negativa, el efec-
to fotoeléctrico no puede ocurrir cuando v < Vg independientemente de la intensidad de la
radiacion. Los electrones expulsados adquieren su energia cinética del exceso de energia
h(v —Vvp) suministrado por la radiacién incidente.

La energfa cinética de los electrones emitidos puede determinarse experimentalmente
de la siguiente manera. La configuracion, que fue disefiada por Lenard, consiste en el metal
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Luzincidente
de energia iv Electrones expulsado
ANN\N con energiacinética

AN\ K=h—-W
AN

N\

J]
frecuenciaumbral vo = W/ h

@ & (b)

FIGURA 3.1. (a) Efecto fotoeléctrico: cuando un metal se irradia con luz, los electrones pue-
den emitirse. (b) Energia cinética K del electron que sale del metal cuando se irradia con una
luz de frecuencia v; cuando v < Vg no se expulsa ningun electron del metal, independiente-
mente de la intensidad de la radiacién. Fuente [33]

fotoeléctrico (cdtodo) que se coloca al lado de un dnodo dentro de un tubo de vidrio evacuado.
Cuando la luz incide en la superficie del citodo, los electrones expulsados serdn atraidos
hacia el dnodo, generando asi una corriente fotoeléctrica. Se encontr6 que la magnitud de la
corriente fotoeléctrica asi generada es proporcional a la intensidad de la radiacién incidente,
sin embargo, la velocidad de los electrones no depende de la intensidad de la radiacién, sino
de su frecuencia. Para medir la energia cinética de los electrones, simplemente necesitamos
usar una fuente de voltaje variable y revertir los terminales. Cuando se invierte el potencial
V a través del tubo, se evitard que los electrones liberados alcancen el dnodo; sélo aquellos
electrones con energia cinética mayor que e|V| llegardn a la placa negativa y contribuirdn
a la corriente. Variamos V hasta que alcanza un valor V;, llamado potencial de parada, en
el que todos los electrones, incluso los mds energéticos, se rechazardn antes de llegar al
colector; De ahi que el flujo de corriente fotoeléctrica cese por completo. El potencial de
parada V; estd conectado a la energia cinética de los electrones mediante ¢ |Vy| = %mev2 =K
(en lo que sigue, V; denotard implicitamente |Vy|). Asi, la relacién (3.1.2) se convierte en
e|Vs| =hv—-W,

VS:QV—K:E—K. (3.1.3)

e e eL e

La forma de la grafica de Vi contra la frecuencia es una linea recta, muy similar a la Figura
3.1(b) con la pendiente dada ahora por % Esto muestra que el potencial de parada depende
linealmente de la frecuencia de la radiacién incidente.

Millikan, en 1916, dio una confirmacién experimental sistemdtica de la teoria fotoeléc-
trica de Einstein. Produjo una extensa coleccion de datos fotoeléctricos utilizando varios
metales. Verifico que la relacién de Einstein (3.1.3) reproducia sus datos exactamente. Ade-
mds, Millikan descubri6 que el valor empirico para i, que obtuvo al medir la pendiente % de
(3.1.3) y Figura 3.1(b), es igual a la constante de Planck con un error experimental de 0% a
5%.

Otro avance se debi6 a Niels Bohr. Justo después del descubrimiento experimental de
Rutherford del nicleo atémico en 1911, y combinando el modelo atémico de Rutherford,
el concepto cudntico de Planck y los fotones de Einstein, Bohr presenté en 1913 su modelo
del 4tomo de hidrégeno. En este trabajo, argument6 que los &tomos pueden encontrarse sélo
en estados discretos de energia y que la interaccién de los atomos con la radiacién i.e. la
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emisién o absorcién de radiacion por los dtomos, tiene lugar sélo en cantidades discretas de
hv porque es el resultado de las transiciones del 4tomo entre sus diversos estados de energia
discreta. Este trabajo proporcioné una explicacion satisfactoria a varios importantes sobre-
salientes, como la estabilidad atémica y la espectroscopia atémica.

En 1923 Compton hizo un descubrimiento importante que dio la confirmacién mds con-

cluyente del aspecto corpuscular de la luz. Al dispersar los rayos X con electrones, confirmé
hv .

que los fotones de rayos X se comportan como particulas con un momento de —, siendo v

C
la frecuencia de los rayos X y ¢ la velocidad de la luz.

Esta serie de avances, debida a Planck, Einstein, Bohr y Compton, brindé los funda-
mentos tedricos y la confirmacién experimental concluyente del aspecto corpuscular de las
ondas i.e. el concepto de que las ondas exhiben un comportamiento de particulas a escala
microscoOpica. A esta escala, la fisica cldsica falla no s6lo cuantitativamente sino también
cualitativamente y conceptualmente.

Como si las cosas no fueran lo suficientemente malas para la fisica cldsica, de Broglie
introdujo en 1923 otro poderoso concepto nuevo que la fisica cldsica no podia reconciliar:
postulé que la radiacién no sélo muestra un comportamiento similar a las particulas sino
que, por lo contrario, las particulas materiales en si mismas muestran un comportamiento
de onda. Este concepto fue confirmado experimentalmente en 1927 por Davisson y Germer;
quienes demostraron que los patrones de interferencia, una propiedad de las ondas, se pue-
den obtener con particulas materiales como los electrones.

Aunque el modelo de Bohr para el dtomo produjo resultados que concuerdan bien con
la espectroscopia experimental, fue criticado por carecer de los ingredientes de una teorfa.
Al igual que el esquema de “cuantificacién” introducido por Planck en 1900, los postulados
y supuestos adoptados por Bohr en 1913 fueron bastante arbitrarios y no se basan en los
primeros principios de una teoria. Fue la insatisfaccion con la naturaleza arbitraria de la idea
de Planck y los postulados de Bohr, asi como la necesidad de encajarlos en el contexto de
una teoria coherente, lo que llevé a Heisenberg y Schrodinger a buscar una base tedrica sub-
yacente a estas nuevas ideas. En 1925, sus esfuerzos dieron frutos, combinaron hdbilmente
los diversos hallazgos experimentales y los postulados de Bohr en un modelo matematico re-
finado. La mecénica cudntica ademds de proporcionar una reproduccién precisa de los datos
experimentales existentes, resultd tener un poder de prediccién asombrosamente confiable
que le permitié explorar y desentrafiar muchas dreas inexploradas del mundo microfisico.
Esta nueva teoria habia puesto fin a veinticinco afios (1900-1925) de mosaico dominado por
las ideas de Planck y Bohr, y que mds tarde se conocié como la vieja teoria cudntica.

Histéricamente, hubo dos formulaciones independientes de la mecdnica cudntica.

1.° Mecanica matricial fue desarrollada por Heisenberg (1925) para describir la estruc-
tura atémica a partir de las lineas espectrales observadas. Inspirado por la cuantizacién
de las ondas de Planck y por el modelo de Bohr del dtomo de hidrégeno, Heisenberg
fund¢ su teoria en la idea de que los tnicos valores permitidos de intercambio de ener-
gia entre sistemas microfisicos son aquellos que son cuantos discretos. Al expresar
cantidades dinamicas como energia, posicion, momento lineal y momento angular en
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términos de matrices, obtuvo un problema de valor propio que describe la dindmica
de los sistemas microscopicos. La diagonalizacién de la matriz Hamiltoniana produce
el espectro de energia y los vectores de estado del sistema. La mecédnica matricial tu-
vo mucho éxito al explicar los cuantos discretos de luz emitidos y absorbidos por los
atomos.

2.° Mecanica de ondas desarrollada por Schrédinger (1926). Es una generalizacién del
postulado de Broglie. Este método, mds intuitivo que el discreto, describe la dindmica
de la materia microscépica mediante una ecuacién de onda, denominada ecuacién de
Schrodinger. En lugar del problema del valor propio de la matriz de Heisenberg, Schro-
dinger obtuvo una ecuacién diferencial. Las soluciones de esta ecuacion producen el
espectro de energia y la funcién de onda del sistema en cuestién. En 1927, Max Born
propuso su interpretacién probabilistica de la mecédnica de onda: tomé los médulos
cuadrados de las funciones de onda que son soluciones a la ecuacién de Schrodinger y
las interpreté como densidades de probabilidad.

Estas dos formulaciones en principio diferentes son equivalentes. Luego Dirac sugirié una
formulacién més general de la mecénica cudntica que trata con objetos abstractos como kets,
bras y operadores.

Combinando la relatividad especial con la mecdnica cudntica, Dirac formul6 en 1928
una ecuacién que describe el movimiento de los electrones. Esta ecuacién, conocida como la
ecuacion de Dirac, predijo la existencia de una antiparticula, el positrén, que tiene propieda-
des similares el electron, pero de carga opuesta; el positrén fue descubierto en 1932, cuatro
afnos después de su prediccidn por la mecdnica cudntica.

En esta secciéon vamos a estudiar las propiedades de las particulas y las ondas en los
contextos de la fisica cldsica y la mecdnica cudntica. La configuracion experimental para
estudiar estos aspectos es el experimento de doble rendija, que consiste en una fuente S (S
puede ser una fuente de particulas de materia o de ondas), una pared con dos rendijas Sy y
S», y una pantalla trasera equipada con contadores que registran lo que llega de las rendijas.

3.1.1. Vision clasica de particulas y ondas

En la fisica cldsica, las particulas y las ondas se excluyen mutuamente porque exhiben
comportamientos completamente diferentes. La descripcién completa de una particula re-
quiere s6lo un pardmetro, el vector de posicién mientras que la descripcion completa de una
onda requiere dos pardmetros la amplitud y la fase.

(a) S es una fuente que dispara balas

Consideraremos a S como una fuente de dispara balas, puesto que las balas son indes-
tructibles y por lo tanto solo las paredes del experimento serdn capaces de pararlas.
Considere tres experimentos diferentes como se muestra en la Figura 3.2.

1.° Experimento: s6lo la ranura S estd abierta, dejando /; ser la intensidad corres-
pondiente recogida en la pantalla.

2.° Experimento: dejando /> ser la intensidad recogida en la pantalla cuando sélo S»
esta abierto.
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I
! I=h+1h
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%S:EE §53EE gsili

Solo la hendidura 1 estd abierta Solo la hendidura 2 esta abierta Ambas hendiduras estin abiertas

FIGURA 3.2. S dispara una corriente de balas (indestructibles) fuente [33].

3.° Experimento: si S; y S estdn abiertos, la intensidad total recolectada en la pan-
talla detrds de las dos ranuras debe ser igual a I = 1] + 1.

(b) S es una fuente de ondas Ahora, como se muestra en la Figura 3.3, /; representa

s IALFD

Solo 1a hendidura 1 estd abierta Solo la hendidura 2 estd abierta Ambas hendiduras estan abiertas

FIGURA 3.3. § es una fuente de ondas (e.g., ondas de luz o de agua). Fuente [33].

la intensidad recogida en la pantalla cuando s6lo S; estd abierto e /I, la intensidad
cuando s6lo S, esta abierto. Recuerde que una onda estd representada por una funcién
compleja W, y su intensidad es proporcional a su amplitud ( e.g. la altura del agua o el
campo eléctrico al cuadrado) entonces

L=¥ y L=|¥,

cuando ambas ranuras estdn abiertas, la intensidad total recogida en la pantalla muestra
un patrén de interferencia, por lo tanto, no puede ser igual a la suma de I} y I». Las
amplitudes, no las intensidades, deben sumarse: la amplitud total ¥ es la suma de ¥,
y W, de ahi que la intensidad total esté dada por
I= ¥ +%,
= W1 P+ [Pof* + P, + LW
= [ * + [P 2% (T, W)
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3.1.2. Visién cuantica de particulas y ondas

Discutamos ahora el experimento de la doble rendija con particulas de material cudntico
como los electrones. Sean [; e I; las intensidades registradas en la pantalla cuando sélo Sy

I
! T3 Gt b
. o . . - )
S &85 e S &8 S Sy bt
—= . e — :"-.:..-
—ETs - =50 g L= —ET Ix"'
Yo, 92 ot 92 Y e S2 Rt
i ., " 5 g
L
Solo la hendidura 1 estd abierta Solo la hendidura 2 estd abierta Ambas hendiduras estdn abiertas

FIGURA 3.4. S es una fuente de electrones. Fuente [33].

estd abierto, y luego cuando sélo S estd abierto, respectivamente. Cuando ambas ranuras es-
t4n abiertas, la intensidad total es igual a la suma de /1, /> y un término oscilante. En los dos
primeros casos, las distribuciones de los electrones en la pantalla son suaves (una funcién
continua y derivable por lo menos una vez) la suma de estas distribuciones también es suave,
una curva en forma de campana como la obtenida para particulas cldsicas (ver Figura 3.2).
Pero cuando ambas ranuras estdn abiertas, vemos una rapida variacion en la distribucién, un
patrén de interferencia. Entonces, a pesar de su discrecion, los electrones parecen interferir
con ellos mismos; esto significa que cada electrén parece haber atravesado ambas rendijas a
la vez. En este caso, si ambas ranuras estaban abiertas y si esperamos lo suficiente para que
se recojan suficientes impactos en la pantalla, el patron de interferencia vuelve a aparecer.

La pregunta crucial ahora es descubrir la hendidura a través de la cual pasé el electrén. Para
responder a esta consulta, se puede realizar un experimento para observar los electrones a
medida que salen de las rendijas. Consiste en colocar una fuente de luz fuerte detrds de la
pared que contiene las rendijas, como se muestra Una fuente de luz se coloca detrds de la

il
Pl
. " . . @ -t
S &8 e S &5 S &8
— e S, — s "'-_.F,_
=T T L I L
g 52 . Sg [ R Sg 2 e
% *. ., . o,
I
Light source
Solo la hendidura 1 estd abierta Solo la hendidura 2 estd abierta Ambas hendiduras estdn abiertas

FIGURA 3.5. S es una fuente de electrones. Fuente [33].

pared que contiene S; y S;. Colocamos los contadores Geiger en toda la pantalla para que
cada vez que un electrén llegue a la pantalla escuchemos un clic en el contador. Dado que
las cargas eléctricas dispersan la luz, cada vez que un electrén pasa a través de cualquiera
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de las rendijas, en su camino hacia el mostrador, dispersard la luz a nuestros ojos. Entonces,
cuando escuchamos un clic en el contador, vemos un destello cerca de S1 o S pero nunca
cerca de ambos a la vez. Después de registrar los diferentes conteos con ambas ranuras abier-
tas, descubrimos que la distribucién es I = I} + I, similar a la de las balas cldsicas en la 3.2
(el patrén de interferencia ha desaparecido). Pero si apagamos la fuente de luz, el patrén de
interferencia vuelve a aparecer.

De este experimento llegamos a la conclusién de que el mero hecho de mirar los electro-
nes afecta enormemente su distribucion en la pantalla. Claramente, los electrones son muy
delicados, i.e., su movimiento se modifica cuando uno los mira. Este es el principio de la
mecdnica cudntica que establece que las mediciones interfieren con los estados de los obje-
tos microscopicos. Uno podria pensar en bajar el brillo (intensidad) de la fuente de luz para
que sea lo suficientemente débil como para no perturbar los electrones. Encontramos que la
luz dispersada por los electrones, a medida que pasan, no se debilita; Se ve el mismo tamafio
de luz, pero s6lo de vez en cuando. Esto significa que, a valores bajos de brillo, perturbamos
algunos electrones: escuchamos el clic del contador pero no vemos ningtin destello. A valo-
res de brillo atin mas bajos, perturbamos la mayoria de los electrones.

El patrén de interferencia obtenido a partir del experimento de doble rendija indica que
los electrones muestran las propiedades de las particulas y las ondas. Cuando los electrones
se observan o detectan uno por uno, se comportan como particulas, pero cuando se detectan
después de muchas mediciones (se estudia la distribucién de los electrones detectados) se
comportan como ondas cuya longitud de onda es A = % y muestran un patrén de interferen-
cia.

3.1.3. Principio de complementariedad (Dualidad onda-particula)

Los diversos hallazgos como la radiaciéon de cuerpo negro, efecto fotoeléctrico, efecto
Compton, produccién de pares y los experimentos de doble rendija revelan que los fotones,
electrones y cualquier otra particula microscépica se comporta de una manera diferente a las
particulas y ondas “cldsicas”. Estos hallazgos indican que, a escala microscépica, la natura-
leza puede mostrar el comportamiento de particulas asi como el comportamiento de ondas.
Sin embargo, la teoria de la mecdnica cudntica proporciona el marco adecuado para conci-
liar los aspectos de particulas y ondas de la materia mediante el uso de una funcién de onda
W (x,t) para describir particulas materiales como los electrones.

Los sistemas microscopicos no son particulas puras ni ondas puras, son ambas cosas. Las
manifestaciones de particulas y ondas no se contradicen ni se excluyen entre si, sino que,
como lo sugiere Bohr, son simplemente complementarias. Al ser caracteristicas complemen-
tarias de la materia microscopica, las particulas y las ondas son igualmente importantes para
una descripcién completa de los sistemas cudnticos. Esta es la esencia del Principio de Com-
plementariedad.

3.1.4. Principio de superposicion lineal

El principio de superposicién ofrece una explicacion del patrén de interferencia en el
experimento de doble rendija con los electrones. La interferencia resulta de la superposicion
de las ondas emitidas por las rendijas S y Sy. Si las funciones W1 (x,t) y W5 (x,t) denotan las
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ondas que llegan a la pantalla, emitidas respectivamente por las ranuras Sy y So, representan
dos estados fisicamente posibles del sistema. Luego cualquier superposicion lineal dada por

lP(x,l‘):Oﬁ\Iﬂ (x,l)—l—OCQ\PQ(x,t), ap, o eC,

también representa un resultado fisicamente posible del sistema. Este es el principio de su-
perposicién. La intensidad producida en la pantalla abriendo s6lo la ranura S es |¥; (x,7) |2 y
es | W, (x,7)|? cuando s6lo la hendidura S, estd abierta. Cuando ambas ranuras estdn abiertas,
la intensidad es
¥ (.0 = ea'¥ () + 0¥ (1)
= len'¥y ()P + oo ¥s (x,1)|?
+ o'y (xvt)aZ‘PZ (x7t) + ' (X,I)OCIIPI (X,t) ’ (3.1.4)

Tenga en cuenta que (3.1.4) no es igual a la suma de [P (x,7)|* y |¥5 (x,)|?, pues contiene
un término adicional

o'y (XJ)O‘Q‘PZ (X,t) + ¥, (xat)al‘yl (x:t) )

el cual describe, en el caso de los electrones, a un patrén de interferencia similar a las ondas
de luz. Por lo tanto, el patrén de interferencia resulta de la existencia de un cambio de fase
W (x,1) y W2 (x,1). Podemos medir este cambio de fase desde el patrén de interferencia, pero
de ninguna manera podemos medir las fases de ¥ y W, por separado. Podemos resumir los
resultados de la doble rendija en tres principios:

e intensidades afiadidas para las particulas clasicas: I = Iy + I;
e amplitudes, no intensidades, se suman para particulas cudnticas;
Y(x,t) = oqW (x,7) + W (x,1)
esto da lugar a la interferencia;

e cada vez que se intenta determinar experimentalmente el resultado de eventos indivi-
duales para particulas microscopicas de material (como intentar especificar la rendija a
través de la cual ha pasado un electrén), el patrén de interferencia se destruye. En este
caso, las intensidades se agregan de la misma manera que para las particulas cldsicas:

I=1+b.

3.1.5. Principio de incertidumbre de Heisenberg

De acuerdo con la fisica cldsica, dadas condiciones iniciales y conocidas las fuerzas que
actiian en un sistema, el comportamiento futuro de un sistema fisico se determina Ginicamente
por medio de la segunda Ley de Newton; en otras palabras, la fisica cldsica es completamen-
te determinista.

En su forma original, el principio de incertidumbre de Heisenberg dice que si la componente
p del momento de una particula se mide con una incertidumbre Ap,, entonces su posicién
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x no puede, al mismo tiempo, medirse con mayor precision que AxAp, = % Este princi-
pio indica que, aunque es posible medir el impulso Ap, o la posicion Ax de una particula
con precision, no es posible medir estos dos observables simultdneamente con una precision
AxApy > %, i.e., no podemos localizar una particula microscdpica sin darle un impulso bas-
tante grande. No podemos medir la posicién sin molestarla; no hay forma de realizar una
medicion de este tipo de forma pasiva, ya que estd obligado a cambiar el impulso. Segtin la
relacién de de Broglie p = % el impulso de esta particula serd bastante alto. Formalmente,
esto significa que si una particula se localiza con precisién (es decir, Ax — 0), habrd una
incertidumbre total sobre su momento (es decir, Ap, — o). Para resumir, dado que todos los
fenémenos cudnticos estdn descritos por ondas, no tenemos mds remedio que aceptar limites
en nuestra capacidad de medir simultdneamente dos variables complementarias.

El principio de incertidumbre de Heisenberg se puede generalizar a cualquier par de
variables dindmicas complementarias: es imposible disefiar un experimento que pueda medir
simultdneamente dos variables complementarias con precision arbitraria (si esto se lograra
alguna vez, la teoria de la mecdnica cudntica colapsarfa). Energia y tiempo, por ejemplo,
forman un par de variables complementarias. Su medicién simultinea debe obedecer a la
relacion de incertidumbre tiempo-energia:

hi
AEAt > —.
-2

Esta relacion establece que si hacemos dos mediciones de la energia de un sistema y si estas
mediciones estdn separadas por un intervalo de tiempo At, las energias medidas diferirdn en

una cantidad AE que no puede ser de ninguna manera menor que v Si el intervalo de tiem-

po entre las dos mediciones es grande, la diferencia de energia serd pequena. Esto se puede
atribuir al hecho de que, cuando se realiza la primera medicidn, el sistema se perturba y le
toma mucho tiempo regresar a su estado inicial, imperturbable. Esta expresion es particu-
larmente qitil en el estudio de los procesos de descomposicidn, ya que especifica la relacion
entre el tiempo de vida medio y la amplitud de energia de los estados excitados.

3.1.6. Principio de correspondencia

Debemos tener en cuenta que la fisica cldsica funciéna bastante bien en el dmbito del
mundo macroscépico. Por lo tanto, la mecédnica cudntica debe considerarse mas general que
la fisica clésica: debe producir resultados precisos no sélo en la escala microscdpica, sino
también en el limite cldsico.

Para saber cudndo una descripcidn cldsica es lo suficientemente buena o cuando una des-
cripcién cudntica se convierte en una necesidad, comparamos el tamafo de las cantidades
del sistema que tienen las dimensiones de una accién con la constante de Planck, 7. Las re-
laciones cudnticas se caracterizan por 7, asi podemos afirmar que si el valor de la accion de
un sistema es demasiado grande en comparacién con 7, este sistema puede describirse con
precision por medio de la fisica cldsica. De lo contrario, el uso de una descripcién cuantica
se vuelve inevitable. Uno debe recordar que, para los sistemas microscépicos, el tamafio de
las variables de accion es del orden de 7; por ejemplo, el momento angular del dtomo de
hidrégeno es L = nf , donde n es finito.



65

Otra forma equivalente de definir el limite cldsico es por medio de la “longitud”. Desde
A = — el dominio cldsico puede ser especificado por el limite A — 0. Esto significa que,

4
cuando la longitud de onda de Broglie de un sistema es demasiado pequefia en comparacién
con su tamafo, el sistema puede describirse con precisién por medio de la fisica clasica.

Observacion 3.1. El limite cldsico puede ser descrito como el limite i — 0 o, equivalente-
mente, como el limite A — 0. En estos limites, intuitivamente los resultados de la mecdnica
cuantica deberian ser similares a los de la fisica clasica:

lim mecanica cuantica = mecanica clasica
i—0

Iim mecdnica cudntica = mecdnica cldsica.

A—0
Entonces, en el limite de i — 0 o0 A — 0, las cantidades dindmicas cudnticas deben tener,
segin lo propuesto por Bohr, una correspondencia uno a uno con sus homélogos clésicos.
Esta es la esencia del principio de correspondencia.

Para que el limite cldsico la naturaleza probabilistica de 1a mecénica cudntica se recon-
cilie con el determinismo de la mecdnica clasica, las fluctuaciones cudnticas deben ser in-
significantes cuando 7% — 0, porque el Principio de Incertidumbre de Heisenberg adquirird
el estatus de certeza, pues cuando % — 0, las fluctuaciones en la posicion (Ar — 0) y el
impulso (Ap — 0) desapareceran. Por lo tanto, la posicién y el momento pueden medirse si-
multdneamente con precision arbitraria. Esto implica que las evaluaciones probabilisticas de
las cantidades dindmicas por parte de la mecdnica cudntica deben dar paso a célculos exac-
tos, entonces para aquellos casos donde las variables de accion h de un sistema, cuando
h — 0 la mecdnica cudntica da los mismos resultados que la mecdnica cldsica.

3.2. Ecuacion de Schrodinger

Para describir la dindmica de un sistema de N (e.g., N = 10%3) particulas sin espin (igno-
ramos su giro por el momento) se describe mediante una funcién de onda

¥(x,r), xeRV:>0.

De acuerdo con la interpretacion probabilistica de Born, la cantidad |W (x,)|* dx representa
la probabilidad de encontrar la particula en el tiempo ¢ en un elemento de volumen dx. Por
lo tanto, la probabilidad total de encontrar el sistema en algin lugar debe cumplir que

Viz0: [W(, 02 =1

Una funcién de onda W (-,¢) que satisface esta relacién se dice que estd normalizada.

3.2.1. Ecuacion de Schrodinger dependiente del tiempo

La ecuacién de Schrodinger dependiente del tiempo para un sistema de N-particulas es

i, (x,0) =AY (x,1), xeRN >0, (3.2.3)
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donde A es el Hamiltoniano de una particula con potencial dependiente del tiempo,

. P
H=—A+V 2.

donde A es el operador Laplaciano, m la masa de la particula y V el operador correspondiente
a la energia potencial total (V representa todas las formas de interacciones, internas y exter-
nas, i.e., las interacciones mutuas entre las distintas particulas del sistema y las interacciones
de las particulas con el mundo exterior).

3.2.2. Ecuacion de Schriodinger no dependiente del tiempo

La funcién de onda de un sistema de N particulas que se mueven en un potencial inde-
pendiente del tiempo pueden escribirse como un producto de componentes espaciales y de
tiempo

Y (x,1) := y(x)-exp <—1E7t>, xeRV >0 (3.2.7)

donde E es la energia total del sistema y y (+) es la solucién a la ecuacién de Schrodinger
independiente del tiempo

Hy(x)=Ey(x), xeR", (3.2.8)
donde H con el Hamiltoniano de una particula con potencial independiente del tiempo
. P
H:= —%A%—V(x). (3.2.9)

3.3. Postulados de la mecanica cuantica

El formalismo de la mecénica cudntica se basa en varios postulados que se basan a su
vez en una amplia gama de observaciones experimentales. Estos postulados no pueden ser
derivados y representan el conjunto minimo de supuestos necesarios para desarrollar la meca-
nica cudntica. Para descubrir la validez de estos postulados debemos recurrir a la Matematica
(puesto que esta es una ciencia formal y exacta) sobre la cual se basan estos postulados. Estos
postulados se dividen en dos categorfas:

e [ os primeros cuatro describen el sistema en un momento dado.
e El quinto muestra cémo el sistema evoluciona en el tiempo.

Postulado 3.1 (El vector de estado). Todo estado posible de un sistema dado en mecénica
cudntica corresponde a un espacio de Hilbert separable sobre el campo de nimero complejo
el notamos por H. El estado de cualquier sistema fisico y toda su informacién en el tiempo
t se describe mediante un vector de estado W(-,7) € H, el cual se denomina vector de estado
dependiente del tiempo del sistema.

Si {Wi(-,1)};_, C H, entonces por el principio de superposicion se tiene que

A

n
‘P(x,t) = Z OCklPk(X,l), {OCk}Z:l C (C,
k=1
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también es un estado vilido que pertenece a H. ademds si {Wy(x,r)};_, forma una base
ortonormal se cumple la Identidad de Parseval

n
[¥Cenlly = Y el
k=1

Postulado 3.2 (Operadores observables y sus valores). Un observable fisico es una va-
riable dindmica denotada como B, que puede ser medida. A todos los observables fisicos en
la mecénica cudntica le corresponde un operador lineal Hermitiano denotado como B en un
espacio de Hilbert H, {y },. €s una base asociada al observable y con los valores propios
correspondientes { A}, de manera que

B(yi) = i, keN.

Inversamente, a cada uno de dichos operadores en el espacio de Hilbert le corresponde algin
observable fisico.

Observables Cantidades clasicas | Operador cuanticos
Posicion xXor Xor
Momento lineal p p=—ihV
Emergia cinética T :21’—;1 T= —%
Hamiltoniano | H(x,p) = £ +V (x,t) | H = —Z%A +V (%,1)
Momento angular L=xxp L=—iixxV

CUADRO 3.1. Ejemplos de observables. Fuente [10].

Postulado 3.3 (Principio de Correspondencia). Un operador observable cudntico corres-
pondiente a una variable dindmica se obtiene reemplazando la variable can6nica en mecénica
clasica por el operador mecdnico cudntico correspondiente.

En general, cualquier funcién f (x, p) observable, que depende de las variables de posi-
cién x y momento p se puede convertir en un operador correspondiente reemplazando x y p
con sus correspondientes operadores.

Postulado 3.4 (Resultado de la medicién cuantica). Si un operador observable B que
tiene vectores propios { Wi}y con sus correspondientes valores propios { A}, entonces
la probabilidad de que la medicién produzca el valor propio A; del sistema en el estado

normalizado y(x) es
2

Py (M) = | (Ve V) L2

Postulado 3.5. Para cada sistema fisico existe un operador lineal Hermitiano A, el llamado
operador Hamiltoniano que representa el operador observable correspondiente a la energia
total del vector de estado del sistema. Si un sistema fisico no es perturbado por ningin
experimento, el operador Hamiltoniano A determina el desarrollo del tiempo del vector de
estado del sistema W(x,t) a través de la ecuacién diferencial parcial

i, (x,1) =AY (x,1), xeRV,r>0.
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Capitulo 4

RESULTADOS

4.1. Preliminares

La ecuacién de Schrodinger tipica es

hz
inY, (x,1) + EA‘P(x,t) —Vo(x,))¥(x,1) =0, xeRN >0, (ESch)

donde 7 denota la constante de Planck reducida, i es la unidad imaginaria, Vj es un potencial,

A denota el operador Laplaciano
N 92

A::Za—x%,

k=1

y ¥ es la funcién de onda. En este capitulo estudiamos la siguiente versién no-lineal de
(ESch),

2
i, (x,1) + %A‘P(x, 1) — Vox)¥(x,1) + [®¥(x,1) [P ¥(x,1) =0, xecRN >0, (ENSch)

donde p > 1. La ecuacién (ENSch) permite describir algunos fenémenos que aparecen en
la naturaleza; por ejemplo, grupos de particulas idénticas que interactian entre si en estados
ultrafrios, como en el caso de los condensados de Bose-Einstein.

En particular, cuando el potencial Vy depende sélo de la variable espacial, se pueden
buscar soluciones del tipo onda viajera,

Et
Y(x,t) =exp (—%) v(x), xeRN >0, (4.1.1)

donde la funcidn v representa a la onda estacionaria.

Si reemplazamos (4.1.1) en (ENSch) veremos que debe cumplirse que

e2Av(x) = V(x)v(x) + [v(x) [P T v(x) =0, xeRY, (P)
donde
712
e = = Y V() =YW -E.

Para nuestro estudio usaremos el método asintético conocido como mecénica semiclésica
que, a su vez, estd fundamentado en el Principio de Correspondencia que fue brevemente
explicado en el Capitulo 3. Esto corresponde a estudiar la existencia y comportamiento de
soluciones cuando € — 0.
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Concretamente nos interesa el problema

e2Av(x) =V (x)v(x) + p(x)|P 'v(x) =0, xeRV,

lim v(x) =0,
|x| e

(Pe)

donde p > 1y el potencial V satisface

(V1) V € C(RY) no-negativa.

(V2)
lim V(x) = oo.
x| oo

(V3) El conjunto de ceros del potencial V es no-vacio, i.e.,

Q::{xERN| V(x)=0} #0.

Byeon y Wang, [5], consideran los siguientes casos:

Caso Plano: donde el interior de Q no es vacio, i.e., int (ﬁ) #0.

Caso Finito: cuando Q se reduce a un nimero finito de puntos y el potencial V se comporta
como un polinomio en su cercania.

Caso Infinito: en el cual Q se reduce a un nimero finito de puntos y el potencial V decrece
exponencialmente en su cercania.

Como se coment6 en el Capitulo 1, cada uno de los casos tiene asociado un problema
limite, cuando € se aproxima a cero. Estudiaremos de manera cualitativa el comportamiento
de (P¢) en el caso unidimensional, i.e., N = 1, enfocdndonos en el Caso Finito. Especifi-
camente para el presente trabajo consideramos las siguientes condiciones para el potencial
V:

(P1)
Q= {xo},
(P2)
Vx e R\{xo}: V(x)>0,
(P3)

VxeR: V(x+x)=Px)+0(x),

donde P es una funcién positiva m-homogenea y Q es tal que

lim |x|™"[Q(x)| = 0.

|x|—0

Lema 4.1. Sea € > 0. Para todo o > 1, existe 8y > 0 tal que para todo |x| < Oy se cumple
que
2m 1

(1 - l) P(x) < P(x) +& ni2Q (eﬁx) < (1 + E) P(x).

o
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Demostracion. Sea o > 1, genérico. Puesto que
lm [x|™"|Q(x)| =
|x|—0

que existe 0y > 0 tal que para x € (—08¢,0¢) \{0} se tiene que

2 —m 2 1
‘8m+2x‘ Q(£m+2_x)‘ < — lnf P(Z)7
O z|=

de manera que

1 Zzm
—— inf P(z) |x|" < e_n??Q (8%—%—2_}() <

1
< — inf P(2) |x|™,
o 0 al (2) |x|

lz|=1

0, equivalentemente,
1 m _2m 2 1 m
—— P " <eTi20 (e77x) < PR J", Vil =1.
o o
Por tanto, para z := ﬁ por la m-homogeneidad de P:
p(x) < e 0 (en2x) < TP
_— X m+ m+2 x — xX).
o - T a
Si sumamos P(x) a las ultimas desiguales, concluimos con la demostracion. (|

Observacion 4.1. Como se muestra en [5] para el Caso Finito, el problema limite € — 0 es

" 1 —
" (x) = P(x)u(x) + I()Ip u(x) =0, xe(=bq,0q), p
(Py)
u(—06¢) = u(de) =
Observacion 4.2. En [5] se demuestra que una solucién no-negativa de minima energia
para (P¢) converge, via un escalamiento, a una solucién no negativa de menor energia para
(Py). Ademas, mostraron que las soluciones de menor energia para (P¢) se concentran en
(=0, O¢ ), al demostrar su decaimiento exponencial fuera de (— 8y, 8y ). Esta variacion en el
comportamiento cualitativo llevé a Byeon y Wang, [5], denominar a este caso como critico.

Como se comenta en [15], para el Caso Plano el problema (P;) tiene un nimero infini-
to de soluciones débiles que presentan el mismo fenémeno de concentracion que la solucién
encontrada en [5]. De hecho como veremos mds adelante la aplicacion de la teoria Ljusternik-
Schnirelman para funciones uniformes da la existencia de infinitas soluciones. También para
nuestro caso es natural entonces preguntarse cudl es la relacion entre las soluciones de (Pg)
y las de (Py). En este trabajo damos una respuesta a esta pregunta. Probamos que (P;) tiene
infinitas soluciones de tipo Ljusternik-Schnirelman, cuyos valores criticos convergen a los
de (Py). Ademds, demostramos que estas soluciones se concentran en (—0g, ¢ ).

Antes de presentar nuestros resultados es necesario establecer algunas herramientas. El
espacio vectorial donde buscaremos soluciones débiles de (P¢) es

He = {we HY(R) | [lwll, <o},
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donde

ol =/ [ [P+ Velam2(o)] a

_2m_ _2_
Ve(x) = P(x) + & m+2Q(£m+2x), £>0.

Observacion 4.3. Puesto que P es una funcién m-homogénea, para cadax € Ry € > 0 se
tiene que

Ve(x) = P(x)+& m2Q (gm%zx)
_2m 2m_ 2
= & mf2 (grn+2P(_x) + Q (8m+2_x))

= 8_% (P (8#)() —+ Q (gmngx))

—e Y (et ) (4.1.2)

Proposicion 4.1. La forma
(w3 = [ W00 () + Ve wx)y ()] i, @13)
define un producto escalar sobre He que induce la norma ||-||,.

Demostracion. Esta demostracion la dividimos en los siguientes pasos
i) Probaremos que
Vo e R,Vw,y,z€He:  (ow+2z,y), =0 (W,y), + (2,Y)e - 4.1.4)
Sean ox € Ry w,y,z € He, genéricos. Entonces
(aw+2) (x)y(x) + Ve (x) (aw+2) (x)y(x)] dx
+2/(x)) ' (x) + Ve (x) (ow(x) +2(x)) y(x)] dx
W/ (x)y' (x) + Ve(x)w(x)y(x)] dx

(Y () + Ve@)e(0)y(x)] da

=a(w,y)e +(z Ye-

(aw+z,y), /

/

||
%\%\~ —

Puesto que o, w,z y y fueron elegidos arbitrariamente, se ha probado (4.1.4).

ii) Probaremos que
Vw,yeHe: (W) = (,w),. (4.1.5)

Sean w,y € Hg, genéricos. Entonces

(30 = [ W6 0+ Velomloy(0)] d
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_ /R [y ()W (x) + Ve (x)y(x)w(x)] dx
(ya W)E :

Puesto que w y y fueron elegidos arbitrariamente, se ha probado (4.1.5). Por (4.1.4) y
(4.1.5) la funcién (4.1.3) es bilineal.

iii) De la ecuacién (4.1.2) concluimos que
Ve(x) =0,
que, a su vez, implica que
VweHe: (w,w),>0. (4.1.6)
iv) De la definicion de (w,w), y de (4.1.6) se sigue (w,w), =0 ssiw =0.
O

Como veremos en la Seccion 4.2, el siguiente conjunto es una variedad de Nehari cerrada de
1
clase C

My = {w EHe| (WL = 1} —17(0), @.1.7)
donde
Le :He — R
w21y = 1
Le(w) = 418

cuya derivada estd dada por
Wy eHe:  (DLe(w)y)= [ wix) (' v dx
Asociado a (P¢) consideramos el funcional
Jg N .%g — R
1 1
Wi Je(w) = = || = _/ [|w(x)|2+V£w2(x)] dx.
2 2 JR
Como veremos, los puntos criticos de J¢ sobre .Z; son soluciones débiles de (Py).

Definamos el espacio funcional, donde buscaremos las soluciones débiles del problema
(Py). Para 6 > 0 denotaremos al espacio vectorial

Hp(~8,8) 1= {w e H)(~6.8) | w5 <<=},

donde

[[wl

ps = \/ /(_ 59 ()P 4+ P (3)] dx.
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Proposicion 4.2. Dada § > 0. La forma

(9,95 = /( o W (x)y (x) + P(o)w(x)y(x)] dx, (4.1.9)

define un producto escalar sobre Hp (=38, 8) que induce la norma ||-||p 5.
Demostracion. La siguiente demostracion la dividimos en las siguientes partes.

i) Probaremos que
Vo€ R,Vw,y,z€Hp(=8,8): (aw+z,y)ps=aWy)ps+(zY)ps- (4.1.10)

Sean oo € Ry w,y,z € Hp(—9, ), genéricos. Entonces

(aw+2,)ps = /( gy (0972 () 4P (00+-2) ()30

B /(—5.6) [(ow' (x) +2'(x)) ¥ (x) + P(x) (aw(x) +2(x)) y(x)] dx
N a/(—s,S) [w' (x)y' (x) + P(x)w(x)y(x)] dx

- /(5,3) 2/ ()Y (x) + P(x)z(x)y(x)] dx
=a(w,y)ps+(2Y)ps-

Puesto que o, w, z y y fueron elegidos arbitrariamente, se ha probado (4.1.10).

ii) Probaremos que

Vw,y €Hp(=6,6): (W,y)ps=("W)ps- (4.1.11)

Sean w,y € Hp (-8, 8), genéricos. Entonces
0 0)mo = [, 5 IOV ()4 PO (0]
_ /( ) D)+ PLOSOW0] dx

= (y7 W)P,é .

Puesto que w y y fueron elegidos arbitrariamente, se ha probado (4.1.11). Por (4.1.10)
y (4.1.11) la funcién (4.1.9) es bilineal.

iii) De la definicién de P es una funcién m-homogénea concluimos
P(x) >0,
que a su vez implica que

VweHp(=6,6): (w,w)ps>0. (4.1.12)

iv) De la definicion de (w,w)p 5 y de (4.1.12) se sigue (w,w)p5 =0 ssiw =0.
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O

Como veremos en la Seccién 4.2, para § > 0, el siguiente conjunto es una variedad de Nehari

cerrada de clase C!

—1
M= {w €Hp(-6,6)| ||W||Lﬂ+1(—6,5) - ]} - (L(S) (0);
donde

L% :Hp(—8,8) >R

p+1 1
Lr+1(-§,5)

p+1

-
w = L%(w):=

y cuya derivada estd dada por

vy €Hp(=8,8):  (DLO(w)y) = /( O PP )
Consideramos el funcional

I SR

1 1 1N 2
Wi J3(w) o= s = 5/(_w) (W) 4+ P2 ()] dx

(4.1.13)

(4.1.14)

Observacion 4.4. Sea o > 1y dy como en el Lema 4.1. Como veremos en la Seccion 4.3
los puntos criticos de J%_ serdn soluciones del problema (Py). En el presente contexto la

ecuacion limite, cuando € — 0, para (Pg) es (Py).

Observacioén 4.5. Una familia de funciones { f¢ } .- se dice que sub-converge en un espacio
métrico X, cuando € — 0, si para cualquier sucesion (&), C R que converge a cero es

posible tomar una subsucesién (&, ),y tal que ( Se, converge en X sii — oo,
i/ieN

Ahora presentamos los resultados en términos precisos.

Teorema 4.1. Sean a,p > 1y 8¢ > 0 como en el Lema 4.1. Se cumplen los siguientes puntos

i) Dado € > 0, el funcional J¢ posée un infinito niimero de puntos criticos

{Wk7£}k€N g e%g.

ii) El funcional limite J% posée infinitos puntos criticos

{#fe} <.t
keN
iii) Las funciones dadas por

1
2 —1 2
Vk,e(x) = (28"1-7—126‘]{7£> p—1 wk@ <e_m (x—xo)) R
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donde
Ck7g = Jg (Whg),

son soluciones del problema (Pg).

iv) Dado k € N, para los valores criticos se cumple que
U 76 (00
tim Je () = (14 ] 7% (). 4.1.15
e ()= (145 ) % (38 R

v) Dados 8,c > 0 existe €y > 0 tal que:

Vx e R,Ve € (0,&) : ‘wk,e(x)‘<Cexp<— Cm ~dist[x, (=8¢ — 0,00+ 0)] |,

Em+2
(4.1.16)
para algiin C > 0.
vi) Las funciones Wy ¢ verifican
Iim mix |ye(x)| =0. 4.1.17
£—026 {850} [Pre () @110
vii) Para unk € N fijo,
;fg})Hvk,sHLw(m:O; (4.1.18)
' el
Vk7g 00 (1D
liminf— =) 5 o, (4.1.19)
=0 e (p—1)(m+2)
Observacion 4.6. En el contexto del Teorema 4.1 (véase Seccion 4.3), la funcién
1
Wike := (zck@) p-1 Wk,e,
donde
Cke = Je (Wk,s) )
satisface la ecuacion
w(x) — (P(x) +8_W%Q (Smiﬂx» w(x)+ wx)|[P"Iw(x) =0, xeR, ,
Iim w(x) =0 (Pe)
x| —reo

Probaremos que, para cada k € N fijo, existe una subsucesion de wy ¢ que subconverge a
(w,‘?“)k N una solucién de (Py) (véase Seccién 4.6), cuando € — O.
€
La situacion descrita en el Teorema 4.1 corresponde a los mismos fendmenos que fueron

discutidos en [5, Teorema 2.2].

4.2. Multiplicidad mediante un esquema tipo Ljusternik-Schnirelman

A mediados de los afios 50 del siglo anterior Krasnoselski introdujo un invariante adecua-
do para tratar problemas con simetrias y que es una herramienta para buscar puntos criticos,
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véase e.g. [1] y [29]. En esta seccion, configuramos un esquema Ljusternik-Schnirelman.
Para mejorar la exposicién volvemos a presentar algunos conceptos, que fueron ya mencio-
nados en el Capitulo 2.

Sea E un espacio de Banach, definimos el conjunto
Ye={ACE| A=A, A=-A, y O0¢A}. (4.2.20)

El género de Krasnoselski de A € ¥, denotado y(A), es el menor nimero n € N tal que
existe
feC(A,R"\{0}) impar.

Se dice que Y(A) = +< si no hay nimeros enteros con la propiedad anterior y y(0) = 0.

El siguiente resultado es la herramienta principal para demostrar la existencia de multi-
plicidad de puntos criticos de los funcionales bajo estudio.

Teorema 4.2. Sean H un espacio de Hilbert, .# € Xy una variedad de clase C' y J €
C' (H,R) par. Supongamos que J satisface (PS) 4 v J|. 4 y que estd acotado inferiormente.
Entonces

V) <Y v(Ke), 4.2.21)

ceR

donde
Kee={ue#| Ju)=c y V_,J(u)=0}

de manera que J tiene al menos y(.#) pares de puntos criticos u’y —u sobre . Ademds

VI <k<dm(H): Ci(J):= AE;’?{J/{) Tgétzc](u)
A, '

donde dim (H) es la dimension del espacio H'y
(M) ={AcIunA| Y(A)>k},

donde
SunNA = {,930//’ %GZH}

Para una demostracién de este Teorema se presenta en el Capitulo 2.

Lema 4.2. Suponga que Z C R es un intervalo abierto y acotado. La siguiente inyeccion es
compacta
Hp(Z) CC (7) . (4.2.22)

Demostracion. Para hacer esta demostracion la dividiremos en dos pasos:

i) Probaremos que primero la inyeccion de (4.2.22). Sea w € Hp(Z), genérico. Entonces
por el Teorema de Rellich-Kondrachov y la desigualdad de Poincaré existe una Cz > 0
tal que

lulle(z) < Cllwliz) < Czllwllyz) < Czllwlg

esto muestra la inyeccién de (4.2.22).
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Ahora probaremos la compacidad de la inyecci6n (4.2.22). Sea .# la bola unidad de
Hp(Z). Consideramos el operador extension P del Teorema 2.14 y la desigualdad de
Poincaré. Por lo tanto existe una C% > 0 tal que, para todo u € .%, tenemos

[P 5, < €2y < CLwllgr) < Ch Il < €. (42.23)

Por otro lado, por el Teorema de Morrey tenemos que existe una C > 0O tal que

Yue .7 : ‘ﬁu(x) —ﬁu(y)‘ <Clx—y|* ﬁu‘ H@®) (4.2.24)
donde o := % Usando (4.2.23) y (4.2.24), encontramos que
Vue 7 : ‘ﬁu(x) —ﬁLt(y)’ < C2lx—y|%, (4.2.25)

por lo tanto, por la propiedad (E.1), revisar Teorema 2.14, del operador extensién P
junto con (4.2.26) nos conduce a que para todo x,y € Z

Vue Z:  |u(x)—uly)| < Cix—y|* (4.2.26)

Por lo tanto,

2

2
Ve > 0,30 := <§> NueF o x—yl <d=|ulx)—uly)| <e. (4.2.27)
z

Por ultimo, el punto (4.2.27) prueba la hipétesis para aplicar el Teorema de Ascoli-
Arzeld, con lo que concluimos la inyeccién compacta de (4.2.22).

O

En una versién mds general, el siguiente resultado estd establecido en [13], [15] y [27].

Lema 4.3. Las siguientes inyecciones son compactas para

4.2.1.

V1<g<e: Hp(R)CLI(R),

V1<g<e: HgCLI(R).

Variedades de Nehari

En esta seccién demostraremos que existe un nimero infinito de soluciones débiles para
los problemas (P¢) y (Py) haciendo uso del Teorema 2.21. Denotaremos, en el contexto de
(2.8.38):

Zg = ZHg y 25 = ZHP(—S‘,S)'

Demostraremos que

My €S y MO eI

donde 6 > 0. Esto nos ayudard a garantizar la existencia de infinitas soluciones de (P¢) y

(Py).
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Lema 4.4. Sea 8 > 0 el conjunto .#° es cerrado en el espacio Hp (—8,8).

Demostraciéon. Probaremos que
Vue 0 |ullpass =1 (4.2.28)

Sea u € .4, genérico. Por lo tanto, existe una sucesion (uy )y C 4 tal que

i — =0. 4.2.29
lim = ] 5 (4.229)
El Lema 4.2 implica que

I}E}l || — L‘k||LP+1(—6,6) =0, (4.2.30)

Por (4.2.30), la continuidad de la norma ||-|[_p+1(_5 5y ¥ (tk)gen © %, concluimos que

||“‘|Lp+l(75,5) =1

Lema 4.5. El conjunto A 8 o5 simétrico y el vector 0 no pertenece al conjunto .# 8
Demostracion. Esta demostracion la dividimos en dos puntos:

i) Probaremos que
MO =—u°. (4.2.31)

Por como estd definido el conjunto .Z % tenemos

wEHp(=8,8): |lwllppe 575):1}

—w € Hp(~8,8): | -Wllmi (55 =1}

I
r—’h\/—/h\/—’h\

—w € Hp(=8,8): Wllp(-55 =1}

- _ {w €Hp(—96,9): ||W||Lﬁ+1(—6,6) - 1}
——.x9.

Concluimos que el conjunto .2 % es simétrico
ii) Observamos que 0 ¢ .# 8 puesto que

||“||Lp+1(_575)=0 & u=0.

Observacion 4.7. Los lemas 4.4 y 4.5 demuestran que
v6>0: #°%ex’.

Lema 4.6. El conjunto M es cerrado en el espacio Hg.
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Demostracion. Probaremos que
Yue My : ||u||Lp+l(R) =1. 4.2.32)
Sea u € ./, genérico. Por lo tanto, existe una sucesion (uy) keN © M tal que

lim |ju — |, = 0. (4.2.33)
k—yoo

El Lema 4.3 implica que
]}1_{130 || — uk||Lp+1(R) =0. (4.2.34)

Por (4.2.34), a continuidad de la norma ||-{[_p+1(zy ¥ (#k)geny € «#e concluimos que

||u||LP+1(R) = 1.

O
Lema 4.7. El conjunto M es simétrico y el vector 0 no pertenece al conjunto M.
Demostracion. Esta demostracién la dividimos en dos puntos:
i) Probaremos que
My = — M. (4.2.35)
Por como esta definido el conjunto .Z tenemos
Mg = {w €He: |wllpiim) = 1}
={—weHe: [|-wlyn =1}
= {—w €He: [wllipnr) = 1}
=— {w €He: [wllp(z) = 1}
= —Ms.
Concluimos que el conjunto .#, es simétrico.
ii) Notemos que 0 ¢ .#¢, puesto que
lull pi1ry=0 <« u=0.
O

Observacion 4.8. Los Lemas 4.6 y 4.7 demuestran que
Mg € Le.

Por dltimo es necesario ver que .#% es una variedad de clase C' de Hp(—8,8). El
siguiente lema muestra que L% € C (Hp (=8, 8),R).

Lema 4.8. El funcional L% es continuo.
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Demostracién. Sea u € Hp(—§8,0) y una sucesion (uy),y € Hp (—3,8) tal que

Iim |[ux —ul|p5 =0, (4.2.36)
k—>oo ’
entonces demostraremos que
lim |L? (1) — L% (u)| = 0. (4.2.37)
k—>oo
Por el Lema 4.2 tenemos que
]}gl;)lo||l/t—l/lk||Lp+1(_575) :0, (4238)

por lo tanto la sucesion (uy), . es acotada, i.e.,
IC>0VkEN:  fugllp(_ss <C. (4.2.39)

Usando el Teorema del Valor Medio, la continuidad de la norma ||-||Lp+1(_5y5) y (4.2.39)
tenemos la siguiente desigualdad

L () = 1% ()| < €7 | llions (.5) = Ill o o.)| SC” e = ulluonr (_.5)- (42:40)

Usando (4.2.38) en (4.2.40) concluimos (4.2.37). [l

Lema 4.9. El funcional L¢ es continuo.

Demostracién. Sea u € He y una sucesion (ug ).y € He tal que

1im ||ux —ul|, =0, (4.2.41)
k—>o0
entonces demostraremos que
lim |Lg (ugx) — Le (u)| = 0. (4.2.42)
k—roo
Por el Lema 4.3 tenemos que
klgrolo || — leHLerl(R) =0, (4.2.43)

por lo tanto la sucesién (ux ), s acotada, i.e.,

ke

IC>0VkeN:  fugllp1(m) <C. (4.2.44)

Usando el Teorema del Valor Medio, la continuidad de la norma |[|-[ p+1(g) y (4.2.44) tene-
mos la siguiente desigualdad

|Le (ug) — Le (u)| <cP ||“k||LP+l R) — ||u||Lp+l R SCPH“k‘“HLpH R) - (4.2.45)
(R) (R) (R)

Usando (4.2.43) en (4.2.45) concluimos (4.2.42). O
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El siguiente lema nos asegura que L% € C' (Hp (—8,8),R), i.e
L% € C(Hp(—8,8),(Hp(—8,8))")
Lema 4.10. Dado p > 1. La funcién DL® : Hp (—8,8) — (Hp (—8,8))* ral que

Vv €Hp(~8,3): (DL (u),v :/ )@ v dy, p> 1,

es continua en la topologia fuerte.
Demostracion. Esta demostracion la dividimos en cuatro puntos.

i) Demostraremos que la funcién DL esta bien definida, i.e.,

VueHp(-8,8): | DL H(HP<_5,5)>* < o,

Sean u,v € Hp (—§, ) por la desigualdad de Holder y el Lema 4.2 tenemos
(DL 0), )] < Wllip s 1] 5.5 < C1 IV lps Nl s g 5
esto prueba que

”DLS(M)H <Cllulllyr g5 < Callulll 5 < oo,

(Hp(-6.8))"
con esto concluimos que la funcién DL? esta bien definida.

ii) Probaremos que

Vi, w € Hp (—8,8),3C,, > 0 HDL5 (w) - DL? (u)H(H sy <€
P\—O0,

Sean u,v,w € Hp(—9,6), genéricos. Por el Lema 4.2 se tiene que

‘<DL5( ) — DL (u ’/ |wy”‘1—u|u|1"1)vdx

= ./(_5,5) ‘ ( ot~ —u ’u‘p_l) v’ dx

< HV||C([_6’5])/(—5 5 ‘W|W|p7] —ufufP! ‘ dx

< C||v||P5/ ‘w|w|p_1 —u|u|p_1‘ dx,  (4.2.46)
" J(=6,9)
para algin C > 0. Ahora por la desigualdad (4.2.46) concluimos que

HDL5 (w) — DL? (u) H Cunes 4.2.47)

<
(Hp(~8,8))"

donde
Cum ;:c/ ] = afuf? ™| .
(-5.6)
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ili) Seanu € Hp(—68,68) y (ug)reny € Hp(—0,8) tales que

Ifm ||ux —ul|p5 = 0. (4.2.48)
) ’
Probaremos que
If ”DL5 _pI? ” —0, 42.49
Jim (1) | 15,6 (4.2.49)

Primero definimos los conjuntos
Ay ={xe(=8,0)| ux(x)-u(x)>0} y By:=(-0,6)\Ay,

entonces notemos que

A;sa

)

el | @ ax = [ fl” ") 2)
k
4 /B ligl? + | (¥)dx.  (42.50)
k

Procederemos a calcular cada integral por separado. Por el Lema 4.2 y la continuidad
de la norma concluimos que

. _ ' 4251
kl_I)TElQHuk”C([_&g]) H””C([—Sﬁ}) ( 1

por lo tanto existe una C! > 0 tal que
VkeN:  lullc(—s,8) < c!

y por el Teorema del Valor Medio se sigue que

/ [[ue|” = [u|P| dx < Cl/ Jug —ul dx < Cjug — ull 1 (g ), (4.2.52)
A (~5.5) ’

’

mientras que .
/B eak | + [0l ) dox < |[|oak [ + [0l o= 5,5)) | Bk - (4.2.53)
D

Ahora usando el Lema 4.2 junto con (4.2.48), concluimos que

klin;lo ||Mk - M”Ll(_&a) = 07 (4254)

lim |By| = 0. (4.2.55)
k—ro0

Por lo tanto, usando (4.2.54) y (4.2.55) junto con (4.2.52) y (4.2.53), respectivamente,
tenemos

tim [l ~ | dx =0y Jim [ [luf? + || dx =0,
k—yoo JA, k—soo /B,
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Usando estos limites junto con (4.2.50) tenemos que

1im ‘uk|uk|P71—u|u|p7] dx=0.
k—re0 J(-8,8)

usando este Iimite junto con la desigualdad (4.2.47), concluimos (4.2.49).

iv) Para terminar esta demostracién probaremos que efectivamente se cumple (4.2.55),
i.e.,
Ve >0,ANeN:Vk >N |By|<e.

Sea € > 0, genérico. Por el Lema 4.2 junto con (4.2.48) concluimos que existe una
N € Ntal que

k>N [{ve(=8.8) | Jue) —u(x)| > el (5.5} =0.
Abhora, usando esta desigualdad notamos que para todo k > N

Bl = [{r& (=8.8) | lux(x) —u(x)| > O}
< Y |{xe =681 lul)—u()| > i~ w55 }| =0<e,

k>N

puesto que el € fue tomado arbitrariamente concluimos con la demostracion.

El siguiente lema nos asegura que L, € C' (Hg,R), i.e.,
DL¢ € C(Hg, (He)")

Lema 4.11. Dado p > 1. La funcién DLg : He — (He)" tal que

Vu,vy €Hg: (DLg(u),v) ::/Ru(x)|u(x)|p_lv(x)dx, p>1,

es continua en la topologia fuerte.

Demostracion. Esta demostracion la dividimos en tres puntos. El punto i) demostramos
que DL esta bien definido, por otro lado, el punto ii) nos da una cota que no nos ayudara a
calcular para el punto iii), por dltimo con el punto iv) sobre una herramienta que se usa en el
punto iii).

i) Demostraremos que la funcién DL, estd bien definida, i.e.,
Vu €He:  [[DLe(u)l| () < oo
Sean u,v € Hg por la desigualdad de Holder y el Lema 4.3 tenemos

(DL (), )| < Wl Null] o gy < CH VI Nl

LIH' 1
esto prueba que

IDLe ()|, < C" < Clullf < oo,

||Lp+l (R)
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iif)
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con esto concluimos que la funcién DL estd bien definida.

Probaremos que

Vit,w € Hp (—8,8),3Cu > 0 HDLE (w)—DL? (M)H(H < G

Sean u,v,w € Hp (-9, 8), genéricos. Por el Lema 4.3 se tiene que
{DLe () = DLe (u),v)] = ‘ [ (o™ —afu ") v
R

S/ ‘(w|w|p_1—u|u|p_l>v‘dx
R
-1 -1
< Wl [, bl —alul?™" | s

<clll, /]R ‘w|w]p_1 _uyu\P—1] dx, (4.2.56)

para algin C > 0. Ahora, por la desigualdad (4.2.56), concluimos que
”DLg (W) — DL(.; (I/t) ”(HP(—&S))* S me, (4257)
donde
Co = c/ ]! = ufu? | .
' R

Sean u € H, y una sucesion (uy ),y € He tal que

Iim ||uy —ul|, =0, (4.2.58)
k—>o0
probaremos que
]}iigo||DLg (uy) —DLg (u)||(H€)* =0. (4.2.59)

Definimos los conjuntos
A ={xeR| w(x)-ulx)>0} y Br:=R\A,

entonces notemos que
/‘ukluk|p_1—u|u|p_l‘dx:/ ||uk]p—\u]p|dx+/ ul? + ul?| dx.  (4.2.60)
JR JA JBy

Procederemos a calcular cada integral por separado. Por el Lema 4.2 y la continuidad
de la norma concluimos que

Ii w(R) = (R - 4.2.61
Jim ey = e (4261)

Por lo tanto, existe una C' > 0 tal que

VkEN: luyllp-g) <C'
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y por el Teorema del Valor Medio se sigue que
/A | = |u|?| dx < C' /R i —ul dx < C i — ullps _5.5)- (4.2.62)
k

mientras que
el + [l P dx < |[|uee]” + [ulPll (- 5,57) 1Bl - (4.2.63)
k
Ahora usando el Lema 4.3 junto con (4.2.58), concluimos que

1}1_?30 ke — ullp (=) =0, (4.2.64)
y
1fm |By| = 0. (4.2.65)
k—yoo

Por lo tanto, usando (4.2.64) y (4.2.65) junto con (4.2.62) y (4.2.63), respectivamente,
tenemos

h’m/ lugl? — JulP| dx =0y h’m/ g |? + ul?| dx = 0,
k—>o0 Ak k—yoo Bk
usando estos limites junto con (4.2.60) tenemos que

h’m/ ‘uk|uk|P*1 —u|u|p71‘ dx=0.

k—ro0 JR

usando este limite junto con la desigualdad (4.2.57), concluimos (4.2.58).

iv) Para terminar esta demostracién probaremos que efectivamente se cumple (4.2.65),
1.e.,
Ve>0,INeN:Vk>N |By| <e.

Sea € > 0, genérico, por el Lema 4.3 junto con (4.2.58). Concluimos que existe una
N € Ntal que

Vk >N : Hx ER|  ugp(x) —u(x)| > |jugx — “||L°°(]R)H =0.
Abhora, usando esta desigualdad notamos que para todo k > N
Bel = {x € R[ Jug(x) —u(x)[ > O}

< Y {reRI 1m0 uo)] > o~ ey }| =0 <
k>N

puesto que el € fue tomado arbitrariamente concluimos con la demostracién.

Observacion 4.9. Por los Lemas 4.10 y 4.11 concluimos que los funcionales

Le y L°
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son Fréchet diferenciables y, por lo tanto, las variedades
My M,

son de clase C!.

Proposicion 4.3. Para todo & > 0, existe d > 0 tal que
Vue .’ 20°u) = ||ull 5 >d.
Demostracién. Sea § > 0, genérico. Por el Lema 4.2, para cada p > 0 existe C,, > 0 tal que
VueHp(=8,8):  |lullLpi_s5 < Cpllulle-s5.6) < Cpllullps

Por lo tanto, puesto que u € .# 3 se tiene que

Ve M C7 =l 55 C < lullps = /275(w),

si definimos d = C~2 concluimos la demostracién. O

Proposicion 4.4. Existe h > 0 tal que

Vue Me: 2Je(u) =|ull, > h.
Demostracion. Por el Lema 4.3, para cada p > 0 existe Cj, > 0 tal que
VueHe:  |ullpprim) < Cpllull

Por lo tanto, puesto que u € .#¢, se tiene que
. -1 -1
Vue Me: Cpl=lullrim Gyt < llulle = /2Je(u),

si definimos d = C; 2 concluimos la demostracidn. O

4.2.2. Condicién de Palais-Smale
Para mejorar la exposicién volvemos a presentar algunos conceptos que fueron ya men-

cionados en el Capitulo 2.

Sea .7 una variedad de Hilbert de clase C? de un espacio de Hilbert Hy J : .# — R una
funcién de clase C2y D_,J es la derivada de J sobre . .

Una sucesién (uy),cn € # tal que

imD 4J () =0 = 1mV _,J(u)=0,

k—ro0 k—ro0

y para la cual
IC>0,VkeN: |J(u) <C,

es llamada una sucesién Palais-Smale para J.
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Sea c € R. Si
lim J (uy) = ¢,
k—yoo
y
limD_4J (ur) =0 = 1imV ,J(u)=0,
k—>oo k—roo

entonces la sucesion (uy ),y es llamada una sucesion Palais-Smale para J en el nivel c¢. En
ese caso ¢ se denomina un nivel de Palais-Smale para J.

Decimos que J satisface la condicion de Palais-Smale, (PS) - S1toda sucesion de Palais-
Smale para J posee una subsucesion convergente en H. Ahora diremos que J satisface la
condicién de Palais-Smale en el nivel ¢ € R, (PS) ¢ S1toda sucesion de Palais-Smale en el
nivel ¢ tiene una subsucesion convergente en H.

Proposicion 4.5. Para todo 6 > 0, J 5 satisface la condicion de Palais-Smale sobre .4 8

Demostracion. Sean 6 >0y (ug);cy € A % genéricos. Supongamos que

i) (]5 (uk))keN es acotada, i.e., la sucesion <||uk||%75)keN es acotada; y

T
R LT W

Tenemos que probar que (ux ),y POSee una subsucesién convergente en Hp (-3, 68).

a) Probaremos que la sucesion (i), cumple

lim <De 5% () ,uk> —0. (4.2.66)

k—roo

El literal ii) es la convergencia fuerte de (D ol g (uk)) ren 1 Hp(—3,90); esto impli-
: (S

ca la convergencia débil de (D s 8 (uk)>k § N Hp(—9.0) por lo que concluimos
: €
(4.2.66).

b) Expresamos DJ? (u;) como
DJ® () =D 5% (w) + 4 DLS (), 1 €R, (4.2.67)
donde ¢, representan un multiplicador de Lagrange. Probaremos que la sucesién

(fk)keN CR

es acotada.

Si a (4.2.67) le hacemos producto dual con uy, obtenemos

<D%5J5 (ug) ,uk> = <DJ5 (ug) — tkDL6 (ug) ,uk>

= [l — 1 (DL® (1) 1)
= [|ukl| 5 — tx- (4.2.68)
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Usando (4.2.66) en (4.2.68) concluimos que

1im ||uy]|3 s —t, = 0
,lelukllp,s =0,

por lo tanto la sucesion (||uk||f)5 - tk) ren & acotada y por i) la sucesién (||uk||%)5> ren
7 € ) ke

también es acotada, entonces concluimos que la sucesion (#; ), €s acotada.

¢) Probemos ahora que (ux ),y contiene una subsucesién que converge.

Puesto que la sucesion (ug ), €S acota'da, por el Lema 4.2 se tiene que (uy)gc cON-
tiene una subsucesion que converge débilmente (a la que seguimos denotando (ux) ey
para no complicar la notacién) tal que

ury — u débilmente en Hp (—9,96),
up — u fuertemente en C ([0, 0])

Por otro lado,

‘<DL5 (uk),uk—u>‘ — "/(._678)uk|uk|p_l (g — u) dx

< /(—8,5) ‘uk|uk|"’71 (g — u)‘ dx
< [Jue — ”HC([—s,S]) ||”k||€p(_5,5) : (4.2.69)

Por la desigualdad (4.2.69) y la convergencia fuerte en C ([0, 6]), concluimos que

Ifm <DL5 () g — u> —0. (4.2.70)

k—yoo

Por ii), b), (4.2.70) y (4.2.67) concluimos

lim <DJ8 (g) s ug — u> =0,

k—yoo

entonces por la convergencia débil en Hp (—6, §) se tiene que

0= Ifm <DJ‘S () g — u>

k—yoo
= ]{lglgo(uk7uk —u)ps
= lim [Jug][5 — Jim (g, )5
= lim Jlug[35 — [lull75- (4.2.71)

Por (4.2.71) y la Proposicién 2.2 concluimos que ()< posée una subsucesién con-
vergente en Hp (—6,9).
]

Proposicion 4.6. J; satisface la condicion de Palais-Smale sobre M.
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Demostracion. Sean (uy)oy C 4, genéricos. Supongamos que

)

ii)

(Je (uk))en s acotada, i.e., la sucesion (||uk||§)k 8 acotada; y
e

lim 1Dz Te (i) || g, = 0.

Tenemos que probar que (ux ),y POsee una subsucesién convergente en He.

a)

b)

c)

Probaremos que la sucesion (uy ), cumple

lim (D_g.Je (wy) ,u) = 0. (4.2.72)
—»00

El literal ii) es la convergencia fuerte de (D, Je (uk)), oy €n He; esto implica la con-
vergencia débil de (D4, Je (ux)), o €n He por lo que concluimos (4.2.72).

Expresamos DJ¢ (u;) como
DJg (ux) = D g Je (uk) +txDLe (uy) . tx € R, (4.2.73)
donde ¢, representa un multiplicador de Lagrange. Probaremos que la sucesién
() ken E R,

es acotada.

Si a (4.2.73) le hacemos producto dual con uy, obtenemos

(D g Je (ug) ,ug) = (DJg (ug) — txDLe (ug) ,ug)
= ||uag||Z — 11 (DLe (ug) ,ug)
= [Jugl)? — 1. (4.2.74)

Usando (4.2.72) en (4.2.74) concluimos que

. 2
]}g{}o luglle —tx =0,

or lo tanto la sucesion ( w|*> —t ) es acotada or i) la sucesion ( u 2)
p llulle — tx . y por i) llurlle (e

también es acotada, entonces concluimos que la sucesion (#; ),y s acotada.

Probemos ahora que (i), contiene una subsucesion que converge.

Puesto que la sucesion (ux ),y €s acotada, por el Lema 4.3 se tiene que (i )<y con-
tiene una subsucesion que converge débilmente (a la que seguimos denotando (i)
para no complicar la notacién) tal que para todo 1 < g < oo

up — u débilmente en Hg,
up — u fuertemente en L(R).
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Por otro lado,
DL ) =] = il ()

< / ‘Mk P~ (1 —14)‘ dx
R

< Mot = ull oy et ey - (4.2.75)

Por la desigualdad (4.2.75) y la convergencia fuerte en L? (R), concluimos que

lim (DLg (uy) ,ux —u) = 0. (4.2.76)

k—oo

Por ii), b), (4.2.76) y (4.2.73) concluimos

lim (DJg (uy) ,uy —u) =0,

k—roo

entonces por la convergencia débil en Hp (—8, 0) se tiene que
0= kh_r)rolo (DJg (uy) ,ug — u)
= kh,_ri}o(ukv U —U)g
= 1im [fug|f7 — 1im (s 0)
= 1im [l [2 — [l (4.2.77)

Por (4.2.77) y la Proposicién 2.2 concluimos que (i), posée una subsucesién con-
vergente en He.

O

Teorema 4.3. Dado § > 0. El funcional J 5. #% — R tiene una familia infinitas de pares
de puntos criticos {W,‘?} c.un®.
keN

Demostracion. Por la Observacion 4.7 se tiene que .# % ¢ ¥% es una variedad de clase C!
de Hp(—96,0) y que
VueHp(—8,8): JO(u)=J%(—u).

Las Proposiciones 4.3 y 4.5 aseguran que J % esta acotada inferiormente en ./ %, ademds JO
satisface la condicién de Palais-Smale sobre .#%. Sea

Sitp(-5.6) = {uc Hp(~8,8) | lullps =1},
la esfera unitaria. La funcion

g: SHP(—5,5) — ,//5
u
u —gu)=————
) = o con)
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es continua e impar. Usando el Corolario 2.1 y la monotonia del género, concluimos que
=7 (S 0.0) <¥(4°).

El Teorema 4.2 asegura entonces que J tiene una familia infinitas de pares de puntos criticos

{wi}  ca’
keN
(]
Observacion 4.10. Notaremos para cada k € N,
42/,? = (///6) y c,‘? =Cy (J‘S) =J° (vf/,f) >0,
donde c,‘? representan los valores criticos del funcional J 5,
En nuestro estudio, sera conveniente tener un problema intermedio que es
" (x) = P(x)u(x) +[u(x) [P~ u(x) = 0, x € (~8x— 8,84 +8), (P%)
u(—0q—90)=u(dq+98)=0. F

Asociado a (PI‘Z), consideramos el funcional J% 9

Teorema 4.4. Sean o > 1y 6y > 0 conforme al Lema 4.1y 8§ > 0. Los funcionales
J3a . {%50( - R y J5a+5 . %6{14’6 SR

asociados a los problemas (Py) y (Pg), respectivamente, tienen familias infinitas de pares de
de puntos criticos

{wlfa} C %&x y {wlfja-l—(s} C %5a+5.
keN keN

La demostracién de este resultado lo sustenta el Teorema 4.3.
Teorema 4.5. El funcional J : . Me — R tiene una familia infinitas de pares de puntos criti-

cos {kag}keN C M.

Demostracion. Por la Observacion 4.8 se tiene que .#: € L. es una variedad de clase Clde
He y que
\V/MEHE : Jg(u) :Jg(_l/l).

Las Proposiciones 4.4 y 4.6 aseguran que J esta acotada inferiormente en .# 4 ademds Jg
satisface la condicion de Palais-Smale sobre .Z;. Sea

She :={u€He| |lullg=1},
la esfera unitaria. La funcién

g:SHG%%g
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— g(u) .
u U) = ———,
8 lull o1 gy

es continua e impar. Usando el Corolario 2.1 y la monotonia del género, concluimos que
oo =Y (Su,) < ¥(Ae).
El Teorema 4.2 asegura entonces que J¢ tiene una familia infinitas de pares de puntos criticos

{Wk,s}keN g '%8-

Observacion 4.11. Asociado a (P¢) tomamos, para cada k € Ny todo € > 0,
%78 = Jyk (%g) y Ck,&‘ = Ck (Jg) = Jg (Vf)kﬁg) > 07

donde ¢y ¢ representan los valores criticos del funcional J.

4.3. Escalamiento de las soluciones

Lema 4.12. Sea 0 > 0. La funcién
wii= (20) 0y =00 (wf), (4.3.78)
es una solucion débil de

"(x) — P(x)u(x) + lu(x) [P~ tu(x) = x€(—
{M (x) = P(x)u( 1(L)|()|p (x)=0, xe(-6,6), @)

u(—=0)=u(d)=

Demostracion. Probaremos que w,‘? es solucidn débil de (P}), ie.,

[

Vv e H)(-8,8): /(_5 5 [(w,‘?)lvl—i-Pw,‘Ev— ’w,‘? wkv} dx=0. (4.3.79)

Usando (4.3.78) veremos que (4.3.79) equivale a

A5
Wi

/ -1
Yv e HY (—5.8) : /(_65)[(@?) v+ Pwdy—2e8 [wl" wgv]dsz. (4.3.80)

Ahora recordemos que w,‘jes un punto critico del funcional J 5. 4% — R. Por los multipli-

cadores de Lagrange, existe un pardmetro A € R tal que para todo v € H} (-8, 8)
0=(ps%(#f) —aDL% (Wf) v)

_ /(_575) [(w,f)/v’Jer,fv—;L

N
Wi

pfl A8
Wy v] dx. (4.3.81)
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Para encontrar el valor de A tomamos v := w,f en (4.3.81)

2% () :/ ”(w,‘3>/ 2+P<w,§)1 dx:A/ w3 =
(—96,8) (-9,9)
Con eso encontramos el valor de
a=20(w]) =2,
con lo que podemos fijarnos que (4.3.81) es igual a (4.3.80). O

Corolario 4.1. Las funciones w,f"‘ y w,‘?"‘+5 son soluciones débiles de (Py) y (PI‘SV) respectiva-

mente.

Lema 4.13. La funcion

e
Wke = (2Ck7s) P Wres  Che=1Je (Wk,s) ) (4.3.82)
es una solucion débil de (P),).

Demostracion. Probaremos que wy ¢ es solucién débil de (Py), i.e.,
Vv € H)(R) : /R |:(Wk7g)/v/ + Vewg gV — ‘wkﬁ‘p*l wkysv} dx=0. (4.3.83)
Usando (4.3.82) veremos que (4.3.83) equivale a
Wv e HY (R) : /R [(wkvg)’v’ +Verpey — 2cpe |re] wk,gv} dx=0.  (43.84)

Ahora recordemos que Wy ¢es un punto critico del funcional J¢ : .#; — R. Por los multipli-
cadores de Lagrange, existe un pardmetro A € R tal que para todo v € H(l) (R)

0= (DJe (Wie) — ADLe (Wie) . v)
_ / [(wkyg)’v’ +Verger— A e wk,gv} dx. (4.3.85)
R

Para encontrar el valor de A tomamos v := Wy ¢ en (4.3.85)

2e (re) :/R “(M’e), v, (wk,e)z} dx:A/R

Con eso encontramos el valor de

+1
’ dx= Q.

"5
Wi

A =2J; (wk,s) =2,
con lo que podemos fijarnos que (4.3.85) es igual a (4.3.84). O

Lema 4.14. La funcion

1

m -1 =2
Ve (1) = (2677201 ) e (67 (1= x0)) s ke =Je (Mie),  (43386)
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Demostracion. Para demostrar que (4.3.86) es una solucién débil de (P¢), primero hacemos

un cambio de variable con 5
7= 8(m+2} (X _xO) ,

en (4.3.86) y obtenemos

1 2 _m

(ch7£) (=) W’k,e(z) =g rImly, (Emiﬁz—l-xo) 7

donde

Por el Lema 4.13, 1a funcién

1
Wie = (zck,e) -1 Wk,e»

es una solucién débil de (P},). Reemplazando (4.3.88) en (4.3.87) obtenemos

m

2 2
pil m+2 vk7£ (SWZ'i‘XQ) 3

Wk e (z)=¢

y, por el cambio de variable, concluimos que para todo r € H(l) (R)

0= /R [(wkts)/r’—l-ngkﬁr— ‘wkﬁ‘p_lwk’gr} dz

2m p+l 2

/ -1
=g m2p-l m+2/ [82 (Vk.s) r+Vvger— |Vk8‘p Vi s’”} dz.
R Y Y ) )

Por (4.3.89), concluimos que (4.3.86) es solucion débil de (Pg).

4.4. Limites para los valores criticos

(4.3.87)

(4.3.88)

(4.3.89)

O

Esta seccién esta dedicada a probar el punto (iii) del Teorema 4.1. Como se discutié
en la seccion anterior, el resultado de la multiplicidad se basa en la Teorfa de Ljusternik-
Schnirelman para los funcionales uniformes. Se prueba que para los conjuntos de nivel Jg y
J% mediante la categoria de Lusternik-Schnirelman son topolégicamente equivalentes:

Teorema 4.6. Sea a > 1y 8y > 0 conforme al Lema 4.1. Para todo k € N se tiene

1Y s
limece=114+—)c*.
e—0 ke < OC) k

La demostracién de este teorema se divide en varios pasos, que se desprenden de los

siguientes lemas.

Lema 4.15. Sean o« > 1y 8¢, > 0 conforme al Lema 4.1. Para todo k € Ny € > 0, tenemos

1
Ck,e < (1 + a) Cka.

Demostracion. Sea k € N, genérico.
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i) Probemos que
Ve>0: xcCy,. (4.4.90)

Sea € > 0, genérico. Ahora identificamos a u € Hp (—0¢, 0¢ ), con su extensién por
cero fuera de (—dq, Oy ). Por tanto,

el = [ (| -+ Vear?)
:/ (‘u’|2—|—Vgu2) dx
(—8,00)
112 1 2
g/ |u‘+ 1+— | Pu”| dx
(_5(1»50!) a
1 712 2
< 14— (’u| +Pu)dx
&) J(=84,00)
1
= (1 + —> ull}s, - (4.4.91)
(x I
De (4.4.91), por la arbitrariedad del u, se sigue que
HP(_6(X,6(1) g Hg7 (4492)

de donde se obtiene (4.4.90), puesto que € también fue elegido arbitrariamente.

i1) Probaremos que
Ve>0: 4% C .. (4.4.93)

Sea € > 0, genérico. Identificamos a u € .# %« dada, con su extension por cero fuera

de (=54, 8).
L[
pt
el = ([l )
1

_ p+l d p+1
(/(_5a75a) o) x)

= llullrr(—5y.50) (4.4.94)
por (4.4.94) concluimos (4.4.93).
iii) Ahora sean k € Ny € > 0. Por (4.4.90) y (4.4.93), se tiene que
A% C e, (4.4.95)
de manera que
Cke = inf maxJe(u)

A€ ¢ uEA

< inf maxJe(u)
AE.&Z{kéa ucA

1
< fnf [<1+—> méxJ‘S“(u)]
AEJ//ksa o UEA
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1Y s
=(14+—]c* 4.4.96
( + Ot) Cr s ( )

lo que concluye la demostracion.
O

Proposicion 4.7. Sean k € N, 0 >0, a > 1y 84 > 0 conforme al Lema 4.1. Para todo
1> 8 >0, existe €5 > 0 tal que

1
Ve e (0,65): M0 < (1 + E) Che+O. (4.4.97)

La demostracién de esta proposicion se divide en los siguientes lemas.

Lema 4.16. Dados k € N, 6 >0, oo > 1 y 8¢, > 0 conforme al Lema 4.1. Para todo € >0y
q > 1, existen Ag(€) € Y ¢, br.o.a >0y Cy> 0 tales que

Demostracion. Sea € > 0, genérico. Por la caracterizacién del infimo, de ¢y ¢, existe

Ac(€) € e
tal que
c
mix Je(v) < cpe+ =, 4.4.99
veAq (€) 8( )_ ke 3 ( )
entonces, por el Lema 4.15, se tiene que
1 S o
YWweAg(e): Je(v)< |1+ po et 3| = bk (4.4.100)
Sea v € As(€), genérico. Por (4.4.100) se tiene que
o 1 12 L p2
boa > Je(v) 2 5 lhe=5 | [\u )|*+ Pu (x)} dx. (4.4.101)

Por otro lado, para g > 1 se tiene , por el Lema 4.3 nos da la existencia de C, > 0 tal que
2
VllLary < Callvlipr- (4.4.102)
Aplicando (4.4.102) en (4.4.101) concluimos (4.4.98). O

Lema 4.17. Consideramos las condiciones del Lema 4.16. Definimos

2
= inf gmt2 ), > 0.
QP XER\(_5a—P>5a+P)Q< ! P

Para todo 6 >0y v € As(€) se cumple que

1
2b j m
||V||L2(R\(—6a—875a+6)) < (%) glmi2), (4.4.103)
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Demostracion. Sean § > 0y v € As(€), genéricos. Por (4.4.100) se sigue que

1 m
bk oo > > [8 n$+2 Q (8m+2x> 2] dx
R\(—8¢:,60)

> 1 [s_n%Q (eﬁx> v2] dx (4.4.104)
R\(—06q—6,60+9)

Aqui es importante sefalar que la constante by 5 o no depende de €. Por lo tanto

1 m
bi.c,o = —/ [S_ﬁQ (Emiﬁx) Vz] dx
Y 2 JR\(~84—8,84+9)

1 _2m_ 2
2 = (8 mi2 Q§Vv ) dx
R\ (— 8¢ —8,85+5)
B Qa 5
= |V||L2 R\ —64—6 6(1"‘5)) (4410 )
gm+2
de donde se obtiene (4.4.103). O

Lema 4.18. Consideramos las condiciones del Lema 4.16. Para todo & > 0, se tiene que

;li)’l(l)vélﬁi)(( ||V||Lp+1 R\(—ﬁa—575<x+5)) =0. (44106)
Demostracion. Sea 6 > 0, genérico. Por interpolacion, elegimos ¢ € (0, 1) tal que 5 + — =
lTaO + % y considerando (4.4.103) junto con (4.4.98) se sigue que, para todo v € As(€),

o
Wl 5,818 < IVl 2¢ (R (~ 808,60+ 8)) VIR (~5, 6,5, +6)
1—

%
) 2 m(l-ap) 2
() %

0s
1
b 2 m(lftxo)
<C (’j—ff{{‘)) g 2 (4.4.107)
Qs
que equivalente a
%
bk7o"a m(;i())
vg‘lax IVllLot )\ (846,60 18) <€ <Q§—_“0 g 2m2) (4.4.108)
Tomando el limite cuando € — 0 en (4.4.108) obtenemos (4.4.106). O

Lema 4.19. Consideramos las condiciones de la Proposicion 4.7. Para todo & > 0, existe
gs > 0 tal que

VS S (O, 86) ,VV S Ao'(g) . ||V||L[7+l(—6a—6,6a+5) Z 1 - 5 (44109)
Demostracién. Por (4.4.106), dado 6 >0y s > 0, existe €5 ; = €5 ;(0,5) > 0 tal que

Ve € (0,€5) n/}e’u(( | IVILpst () (—6— 5,60 18)) < 6 (4.4.110)

(o2
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Fijamos s = 1, tomando €5 = €5 ;. Sean € € (0,€5) y v € A5 (€), genéricos. Por la desigualdad
triangular
1= ||V||Lp+l(]R)

= ||V X(—60—8,5046) V" AR\(—50—85,50+6) ”Lp+l(R)

v X651l ey + 17 X (800,808 Lo

= Vllrii(—5,-8,65+8) T IVllLoii(m\ (= 6,—5,6,+5))

< ||VHLP+1(76(176,5,1+5) +v$§é) ||v||L17+1(R\(75a7675a+6))

S ||V||Lp+1(—5a—5y5a+5)+6 (44111)

por (4.4.111) podemos concluir (4.4.109). [l

Definimos una funcién corte tal que parad >0y r > 1

i -5, -9 [
¢6(x) — 1 sixe < 60( 2,605"_ 2) s (4.4.112)
0 sixeR\(—8y— 8,80+ 5).

y
0 0 , 1
Definimos el operador ¢5[-] como
Osl] : e — %"
ws gglu] 1= — 84 (4.4.113)
||“||Lp+1(R)

Lema 4.20. Consideramos las condiciones de la Proposicion 4.7. Para todo § € (0,1),

Ve (0,e5), W EAG(e): X< max JAtI(y), (4.4.114)
vEslAg(e)]

Demostracion. Sean 6 € (0,1), € € (0,€1) y v € As(€) genéricos. Por la propiedad de con-
centracién dada en (4.4.109) y la definicién (4.4.112) se tiene que

o7 x> | 051" dx
/(5a5,5a+5) (*&x*%ﬁoﬂrg)

v|P dx

Jissa
p+1

> (1 _§>

- 2

”‘PSVHLPH(—{SQ_&(S“_’_(S) >1-6 (4.4.115)

En particular, vemos que @[] estd bien definido y concluimos que es continuo. Entonces,

asi que
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dado que @g[] es un funcional impar, de las propiedades de género tenemos que

Y(¢5 [ 0(8)]) Z k7

y, por ello,
05 [Aq(e)] € 2722, (4.4.116)

Ahora (4.4.116) y la definicién de ¢2* ™ implica (4.4.114). 0

Lema 4.21. Consideramos las condiciones de la Proposicion 4.7. Para todo & € (0, }1) y

€ € (0,€g), existe un elemento w € As(€) tal que

(62
max  J%O(v) < Je(w)+

el (4.4.117)
vePs[Aq(€)] 3

Demostracién. Sean d € (0, }1) y € € (0, &5), genéricos. Por la caracterizacién del supremo,
tomemos ahora un elemento u € As(€) tal que v := @gu| satisface

(o)
mix  JOtO(y) < jOtd(3) 4 =

4.4.118
vEdsAol(e)] 3 ( :

Para v := @ [u], por la definicién de @5 de (4.4.112) tenemos

1
2 Sa+0 (5 2 —12
1951l [Cre1m) 7% () = 5 196l o1 () P15, 15

1 2
=5 1#sullps, 15

! /
- 5/(—5 —8,80-+9) (‘(‘P‘S”) ‘2+P(¢’5M)2) dx

—l / 712 2
- 2/(—5a—5,5a+6) (‘¢6”+¢6u |“+P(psu) ) dx

_ l 712 , , , 2)
2 /(6a6,6a+5) (‘%“‘ +205upsu’ + |psu'|”) dx

1 2
+—/ (P u )dx
2 J(~64—8,84+9) (951
< ( Lul® 20 udsu’ + |u’ 2—|—Pu2) dx
= N (. T e
< ( ’u2+2 fu u')dx
< o sa s (1950 205005
+/ (|u/‘2+Pu2) dx
R
</ ( Lul* + 205u u') Aot ul?. (44119
< s s5010) |d5ul Osuds [l ( )
Gracias a las desigualdades (4.4.119), (4.4.115), la definicién de la funcion corte ¢g5 de

(4.4.112), por las desigualdades de Cauchy-Schwarz, Poincaré y aplicando (4.4.101) tene-
mos

(1-8)27%10() < ||¢5u||ip+l(R) Jo 2 (3)
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ro12 / / 2 5
. /(—Sa—6,6a+6) <|¢5u| +2¢6”¢6u) dx-l-/R <|u‘ + Veu )dx
:Jg(lx{)‘i‘/( 60‘ 65a+5 <|¢(/‘5”|2+2¢é”¢5u/) d)C

— To(u +/ i~ |¢5u] +2¢5u¢5u)dx
llj 7

2

+4_6a_6 611_ ) (5a+ 5a+6 (’¢6u‘ +2¢6u¢6u>dx

—J(u)—l—/ < |ul —|—2 >dx
o (—80—8.80—3)U(8a+3,6,+5) \ 8

1 2
< Je() + 5 Ml ((5,—5,60-2)0(60+8.50+5))

2
o Wl au-.80- 80001 8.0019))

||””Hé((—sa—a,sa—g)u(6a+g,5a+5))

C, 2
<o o) oo s e gau19)
||”||H5((—5a—5,5a— )U(8atd 5a+5))+J8(”)

1

Cp, 2 2 ’
< (Lr / Py pt)d
(62r + 6’) ( (—60—8.50—3) (60 8.60.16) (|u‘ + Pu ) x)

”””LZ((—sa—s Sa—8)U(80+8.84+6)) +Je(u)

Cp
< Js(”) + (52r + = ) \/_bk o, H“HLz(( 57505—%)U(6a+g76a+6))
B C
= () + ol 2 (55,80 -3)0(50 18,600 15))
donde

C:=V2(Cp+2)bis.a-

Luego, usando la desigualdad de Holder para ||u||L2((_5a_{S 8—2) (30t 3.60.15))’ conside-
rando (4.4.110) y tomando s > 2r, obtenemos £; tal que

c
52 1l (265,50 -8) (5013 504 6))

C
< Js(l/l) + ﬁ ||u||Lp+1(R\[b*a,g,ga_’_%])

c (8’
SJE(M)-FE <§) .

Por lo tanto concluimos que

(1= 8)27% 3 (%) < Je(u) +

Vee (0.g): (1—8)27%10(%) < Je(u)+C8 . (4.4.120)
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Por (4.4.100) se tiene que

L osut8 /oy 8 18046 (~
—JOat = — JOt
5 (v) T (v)

()i
< (1-8)2% 1 (3)

< Je(u)+C8 2
< bk,c,a + C5s_2ra

que, junto a (4.4.120), entrega
J5a+5 (v) < j5a+6 (\—/,) + 62j5a+6 (‘—/)
< Je(u) +C8 % 287%F3 (3)
<Je(u) +C8 7 +48 (b0 +CE 7).

Ahora, tomando w := u, se tiene que

(e)
T (%) < Je(w) +

- 4.4.121
3 ( )

con lo que concluimos (4.4.118). O

Demostracion de la Proposicion 4.7. Por las desigualdades (4.4.114), (4.4.121) y (4.4.99)
se sigue que

c,‘?“+5§ miax  J%to(y)
vEPs[As(e)]

(0
< g%t (5) 4 3

2
< Je(w)+ =d

3
20
< max J, +—
o LLEAO-)(‘E) S(M) 3

1
<|14+—= o.
~ ( + a) Ck,e +
O
Lema 4.22. Sean o > 1y 84 > 0 conforme al Lema 4.1. Para todo k € Ny & > 0, se tiene
que
c,f‘ﬁé < ck"‘.
Demostracion. i) Probaremos que
V8 >0: o« Cydutd (4.4.122)

Sea 8 > 0, genérico. Identificamos a u € Hp (— ¢, 8¢ ) dada, con su extension por cero
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fuera de (—0¢, O¢)-

2 ( 12 2)
u = u| +Pu”)dx
|| P.6q+6 /(—Sa—5,5a+5) ’ |

N /(—5a,5a) (MZ +Pu2) dx

= llulls, - (4.4.123)

que implica que
Hp (—08¢,00) CHp(—0q — 0,04+ 9). (4.4.124)

Por (4.4.124) concluimos (4.4.122).

ii) Probaremos que

V8 >0: MO CopPtO, (4.4.125)
Sea § > 0, genérico. Identificamos a u € .# % dada, con su extensién por cero fuera
de (=0, O )-
=y
: o
ullppri_s _ = u p“dx)
Il (8-, ('/(—50:—575a+5) .
1
(p+1)
()
(—80,6a)
= ||”HLP“(—5a,5a)7 (4.4.126)
que implica (4.4.93).

iii) Sean k € Ny & > 0, genéricos. Por (4.4.122) y (4.4.125), se tiene que
e C ot (4.4.127)
que conduce a

c,‘j"‘Jr‘s: inéf SméxJ‘S“Jr‘s(u)
Ae%oﬁr ucA

< inf maxJo%t9(y)
AEJkaaa ucA

< inf maxJ% (u)

Ae'%ﬁa ucA

- c;ja, (4.4.128)

Por (4.4.128) concluimos la demostracién.
O

En el siguiente resultado se presenta una estimacion uniforme que es esencial para la demos-
tracion del Teorema 4.6.

Proposicion 4.8. Sean o« > 1 y 84 > 0 conforme al Lema 4.1. Para todo k € Ny o > 0,



103

existe 8s > 0 tal que
V8 €(0,85): o< ctiyg

La demostracién de esta proposicion se desglosa en los siguientes lemas.

Lema 4.23. Sean k€ N, 6 >0, a > 1 y 84 > 0 conforme al Lema 4.1. Para todo § > 0,
existen B5(0) € ¢%5“+5 Y bi.o,q > 0 tal que

WeBs(8): J() <bgq (4.4.129)
Demostracion. Sea 6 > 0, genérico. Acorde a la definicién de c,f"”LS, por la caracterizacién

del infimo existe
BG(S) c %SaJrs

tal que
Vég%)ﬁws(v) <oty % (4.4.130)
Entonces por el Lema 4.22 concluimos
Vv e Bg(8): Jotd(y) < (c,f“ + %) = beoa (4.4.131)
]

Para todo § > 0 definimos un difeomorfismo W5 € C! ([~ 84, 8¢], [~ — 8, 84 + §]) tal que

Vx € [=80,8a] 1 Ws(x)—x[ <O(8), |ws(x)—1]|<0(8), (4.4.132)

Vs (—0a) =—6a—06 y WYs(6a)=20a+0.

Lema 4.24. Consideramos las condiciones de la Proposicion 4.8. Existe 61 € (0,0y), donde
Op := 0,(8¢) > 0, tal que

V8 €(0,8):  ws[Bs(8)] € F. (4.4.133)
Demostracion. Observe que para probar (4.4.133) basta mostrar que I's definido como

s :Hp(—0¢ — 8,00 +0)\{0} = Hp (—0,0c)

% — Isv] : Yo ¥s

o VI5||LP+1(_5a75a)

, (4.4.134)

estd bien definido y es continuo, ya que claramente ['s es impar. Primero, observamos que
por (4.4.132), para cada 1 > 0, existen &, = 6,(1n) > 0y &; > &, tales que

Vx € =80, 84),¥8 € (0,8):  1—-n < yj(x) <1+n. (4.4.135)

i) Probaremos que dados 6 € (0,6,) y v € Hp(—0q — 8,84 + 8) \{0}, se tiene que

voys #0.
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Sean 6 € (0,0) yveHp(—8y — 8,84+ 8) \{0}, genéricos. De (4.4.135) y la férmula
de cambio de variables obtenemos

p+1 _ p+1
lvo W6||Lp+l(_6a75a) = /(_50“50‘) voys|" dx

/
- voyslr! Yoay
(—80.8) Vs
Vs
> [ el
(84,80 [1+7]
1
= [P dx, (4.4.136)
1N+ 1] J(~84—5.64+6)
por otro lado
1
Vo wslrin s, = /(5,1‘505) voys|P ! dx

-/ oyl Y84y
(—50.80) 78

Vs
<[ oysl T
(8,80 1 —n|
1

- [P dx. 4.4.137
I1—n| (*541*575a+5)| | ( )

Por lo tanto vo yg # 0. Ademads, por (4.4.136) y (4.4.137), se sigue que

Ve (—6,-5,80+5
(38,0 )§||vol/fs||u+l(—5m5a)—

VLot (—6,—8,50+8)
175 1=n[r

ii) Vamos a probar que
Vv eHp(—0q — 8,00+ 8)\{0}: Ts[v] € Hp(—08q,6x) \{0}. (4.4.138)

Seaw € Ci (—8q — 0,84+ 8) \{0}, genérico. Por la desigualdad de Poincaré, puesto
que P es una funcién m-homogenea, (4.4.135) y usando de nuevo la férmula de cambio
de variables, se obtiene

ITbls, = |

(8.50) (\Fa[W]’\2+P(r5[W])2> dx

2
woys

WO WsllLrit(—5y.60)

P3¢
2 2
a1 i ([Ovowe) [P+ POvo ys)?) d
— 2
||W||Lp+l(_5a—5,6a+6)

2 2
T a0 (1 vl w5+ POvo vg)?) dx

2
WL (—5,—5.6,16)
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2
T S (10 el 4 P(vo ys)?)

2
||W||LI’+1(76a75,3a+6)

2 /
L4017 s, 50 (\W’O sl +P(wo V’a)z) %dx

1201 (5.6, 15)
147t J(=60,50) (\W' oys|° +P(wo Ws)z) Y5 dx
WIE 01 (555 15y (1=1)
= K/(—Sa—6,6a+5) <|w"2+Pw2) dx

2
=K|wllps,+s-

Esta desigualdad nos conduce a
I's[w] € Hp (—64, 6) \{0}-
Ademads, por (4.4.132) tenemos

W (8¢ — &)

w(0g+ 0O
- Y Tae)(8) = o 0e0)
Vslliro (—s,.6,)

r -5 - '
5wl (—0a) [wo Wl Lot~ 5y.60)

Por lo tanto, hemos demostrado que T's[w] € Hp (— 8¢, 0¢) \{0} y
Vo € CF(~8a—8,00+8):  [Tsbwlllpg, <Klwlpgsr  (44.139)

para ciertos K = K(1,8). Usando un argumento de densidad, ampliamos esta de-
sigualdad a todos los Hp (—8y — 8, ¢ + 6 ). De aqui obtenemos (4.4.138) y la conti-
nuidad de I'[-]. Finalmente, desde (4.4.138) y (4.4.139), obtenemos (4.4.133).

O

Lema 4.25. Consideramos las condiciones de la Proposicion 4.8. Para todo § € (0,8,),
existe un elemento w € Bs(98) tal que tal que

20
max  J% () < JOatd () £ 22 4.4.140
u*€ls[Bs(0)] (M ) o (W) 3 ( )

Demostracion. Elegimos 6 € (0,8,). Para u = I's[v], usamos el cambio de variable z =
Ws(x), (4.4.131), (4.4.132) y ||v[lp+1(_5,.5,) = 1 ¥ obtenemos

1
Su _ 2
7 (u) = luli3s,
2
||VOW5||P,60,

- 2
2{vo st (s, .50

1 2

1 [14+n[r 2

<3 lvowslips,
IVt (—5y—5,60+8)
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/(_5 ) (‘v’ol//5|2—|—P(voy/5)2> dx

/ 2 2 V/é
/(—éa,éa) (‘v ol//5| +P(voys) >?édx

(‘v’ol//5|2+P(vo l//(;)z) ysdx

/ (‘v"z—l—Pvz) dx
(=6¢—0,80+96)

— S +0
= - J (v).

Ahora elegimos w = v de manera que se cumple

T8 () < T3S () & % (4.4.141)

Puesto que tomamos u = I'g[v], arbitrariamente, concluimos (4.4.140). O

Demostracion de la Proposicion 4.8. Sean k € Ny o > 0. Podemos aplicar los Lemas 4.25
y 4.23. Ahora, considerando (4.4.133) y la definici6n de c,f“, se deduce que

o< max  J%(u) (4.4.142)

u€ls[Bs(0)]

Por dltimo, considerando (4.4.142), (4.4.140) y (4.4.130) se sigue que
% < mix Jo (u™)
u*€lg[Bs(0)]
20

2
< mdx J5“+5(v)+—6
vEB4(8) 3

< c,‘?"‘+5 +0o

C

O

Demostracion del Teorema 4.6. Sea 1 > ¢ > 0. Considerando la Proposicién 4.8 elegimos
un é € <0,5%), tal que

o
Cf”‘ < C,(?"‘Jrg + 7
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Por otro lado, por la Proposicion 4.7, existe un €5 > O (implicitamente dependiendo de o)
tal que

o 1
Ve € (0,&5) : c,‘j"‘ < c,‘j"‘+6+ ) < (1 + a) CretO.

Debido al Lema 4.15, concluimos la demostraciéon porque ¢ > 0 es arbitrario. O

4.5. Perfiles asintéticos y fenémeno de concentracion

En esta seccion estudiamos el comportamiento asintético de las soluciones, tanto den-
tro de (—0gy, 0y ) como fuera de (—J8¢, 8y). A lo largo de esta seccién usamos la notacién
presentada en la Seccién 4.2.

Lema 4.26. Sean a > 1y 84 > 0 conforme al Lema 4.1. Para cada k € N, cuando € — 0,
Wy ¢ subconverge débilmente a uy, € H' (R) tal que, restringido a (—8q, 8¢, es una solucion
de (Py), con

J&Z (ﬁk|(_3a75a)) = lea’

para
1
~ T-p
iy = (2ck"‘) " .
Demostracion. Sea k € N, genérico.

i) Probaremos que para &g

Weell ) < K1, Ve € (0,85), (4.5.143)

donde K| = K (k) > 0 es una constante.

Sea € € (0,¢&5), genérico. Del Lema 4.15, obtenemos

[l < 27 (1)

— 20k75

< 2(1+é> e (4.5.144)

Luego, por el Lema 4.3 y (4.5.144),

N2 o112
Hwk,SHHl(R) =C WkﬁHLQ(]R)

<G

~ 2
Wk7£||Roo
< (C2C£a> =:Kj,

i.e., Kj es una constante que depende sélo de k, con eso concluimos (4.5.143).

De la estimacion (4.5.143), existe @iy € H; (R) tal que Wy . subconverge débilmente y
puntualmente a i € H' (R), cuando £ — 0.

ii) Probaremos que ﬁkl(—&x,éa) es una solucién de (Py).
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Como Wy ¢ € .4 es un punto critico para Je, tenemos

~ ~ ~ -1 .
Vo € H) (R) : /R (Whe®' + Verbred) dx = Ay /R Wre|”™ Wrepdx, (4.5.145)

donde Ay ¢ = 2¢y ¢ es el multiplicador de Lagrange. Pasando al limite cuando € — 0,
tenemos

Vo € C5 (=8, 80) - /(5 s, (0604 Piso) dx:/lk/ )|12k|p_lﬁk¢dx,

S (4.5.146)
donde Ay = 2¢y, i.e.,

V0 €CF(~82.8,): Iim Rs—%g(efizx)wk,g¢dx=o.

Aqui hemos utilizado el hecho de que ¥y ¢ sub-converge en L? +H1(R) a iy, que provie-
ne del Lema 4.15 y la inyeccién compacta He C LP ! (R).

Considerando (4.5.146) y la Proposicion 2.6, probamos que
ir(x) =0, c.t.p. R\ (—0¢,0)- (4.5.147)

Para demostrar (4.5.147), haremos esta demostracion por el absurdo. Por la definicion
de c.t.p. la negacion de la proposicion (4.5.147) es

{x € R\ (—0¢q,0q) | dir(x)#0} >0. (4.5.148)
Definimos los conjuntos
Ssp={xER\(~85— 8,84 +8)| lix(0)|>PB}, (8.8) € R xR}
por lo tanto, tenemos que

{x € R\ (=04, 0a) | dx(x)#0}C U Ssp
(5,8)€R xRE

Por la monotonia de la medida concluimos que

0< {x €R\(—84,8q) | dk(x)#0} < Y 15,81 (4.5.149)
(8,B)eR) xR}

Ahora supongamos que existen ., B, 1 > 0 tales que |53*7B* ‘ >n > 0. Entonces, por
la monotonia de la medida

V8 €(0,8,): Ss.p CSsp —0<n <S5 p,

<S54 (4.5.150)

De esto se sigue que

N 2c 2
Hwk‘f||L2(R\(—5a—5,5a+6)) < <—k) em2, Vee (0,85),V6 >0 (4.5.151)
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que viene de (4.4.103). Para cada § > 0 tomamos

€5 =min{ g5, 9 : (4.5.152)
(4er)?
Considerando (P3), obtenemos &’ € (0, 8;) tal que
2
05 <P 1 vse(0,8). (4.5.153)

Sea &y € (0,0'), entonces tenemos que
()] > B2, Vx€ Sz p

si integramos en le dominio Sg, o, y por la desigualdad (4.5.150)

| wr= [ g
Ss(),ﬁ* Ss(),ﬁ*

> B2 (4.5.154)

Andlogo a la Demostracion 4.4, por cada o > 0 existe un €5 € (0, eg) tal que:

||ﬁk||i2(550ﬁ*> < |[Wre iZ(SaO‘B*) +0, Vee(0,¢)

Por lo tanto, para 6 = ﬁ*;n y € € (0,€&5), por (4.5.151), (4.5.152) y (4.5.153)

<ZB2n (4.5.155)

Lo que contradice (4.5.154). Entonces

V(8,B) eRI xRl . [S55]=0. (4.5.156)
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Usando la desigualdad (4.5.149) y (4.5.156), tenemos

0< [{xeR\(~8a.00): m(x) 20} < Y [Ssp5/=0
(8,8)eRE xR

lo que contradice (4.5.148).

iv) Por ii) se tiene que #ix|(_s,.s5,) € Hp (—0q; 6a). Por otro lado, por (4.5.146)

En realidad, tenemos convergencia fuerte, conforme al siguiente lema.

Lema 4.27. Sean a > 1y d¢ > 0 conforme al Lema 4.1. Para todo k € N, cuando € — 0,
wi e subconverge en la norma de H'(R) a uy.

Demostracion. Sea k € N, genérico. Por el Lema 4.3 concluimos He C L2 (R), lo que induce
que Wy ¢ subconverge en L?(R) a fi cuando £ — 0, i.e.,

lim (Wk_g)z dx = / (ﬁk)z dx
e-0JR ’ R

Por (4.5.144) tenemos que para todo € € (0,&5), como la funcién P es m-homogénea y
usando la desigualdad de Poincaré
[ e[
k,€ Hé(R) — E | Poo

lo que nos conduce a
limsup ||vAvk,gHH1(R) < C||ﬁk||H1(R)
£—0

lo que concluye la demostracién. (|

Nuestro préximo objetivo, es obtener un control exponencial de la descomposicién de la
familia {wkyg} fuera de (—0q, O¢)-

Lema 4.28. Sea o > 1, tomando 6y > 0 conforme al Lema 4.1. Para todo k € N existe una
K> tal que
Ve € (0,€5) : ||wk7£HLm(R) <K,. (4.5.157)
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Demostracion. Sea k € N, genéricos. Del Lema 4.3 y usando (4.5.144) tenemos que para
todo € € (0, &5),

Hwk»EHL“(]R) =G ||VAV/<£HP,.>O

< <C4\/c,§“) —: Ky, (4.5.158)

donde la constante K, depende de k. ]

__2m 2 L.
Observacion 4.12. Como vy ¢(x) = €P-D02)yy ¢ (S_mTZ (x— xo)) tenemos la siguiente de-
sigualdad:

el = spes el
2m 2
= supess ’8(1’*”(’”*2)\/?/]{78 (s_mTZ (x—x0)> ‘
xeR

__2m 2
= supess ‘g(pfl)(mﬂ) Wie (g—m (x —XO)) ‘

__2 __2
€ m(x—xo)eR\{e mxo}

2m
= supess ‘8 (P=10m2) 3y ¢ (2) ‘
2
ze]R\{si mxo}

’ 2m ‘

< supess
z€ER

e Dmi2yp o (z)

2i
< gD supess | W ¢ (2)|
z€R

< T [Pkl Loy

de donde, aplicando el Lema 4.28, se sigue que

}:1’1)1}) Vi HLW(R) =0, YkeN. (4.5.159)

Por otro lado, como uy € Ay |lug||p1 () # O para todo k € N, esté claro que existe una
constante 1y > 0 tal que

Vk,e |1
h’minfm > > 0. (4.5.160)
=0 £ (p—1)(m+2)

Para obtener el decrecimiento exponencial de wy ¢, daremos un argumento de compara-
cién como en [5]. Consideramos una solucién positiva para el problema

AU —2bU =0 en RN\ Q9.
U=a sobre 9Q9, (4.5.161)
lim U(x) =0,

x| e

donde a,b >0y Q% := {x € RV : dist(x,Q) < § }. Tal solucién satisface
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U(x) < Cexp (—b - dist <x7 Q5>), Vx € R\Q? (4.5.162)
donde C es una constante que depende de a y de Q3 ver [5, Lema 2.7].

Lema 4.29. Sean o > 1y 8y > 0 conforme al Lema 4.1. Para todo k € N,8,c > 0, existe
& € (0,¢&5) tal que
[Woe(x)| < Cexp <— . dist [, (=8¢ — 8,80 + 5)]), Vx e R,Ve € (0,g,), (4.5.163)

Em+2

donde C depende de Ky y de |[—8¢ — 8,84 + 0|

Demostraciéon. Tomemos k € Ny d,c¢ > 0, genéricos. Tomemos €, € (0, €5) tale que

2 2m
05 > (Kz + —C> e

S:1+2

Por el Lema 4.28 y para todos € € (0,€,) y x € R\ [—0¢ — 8, 8¢ + O], tenemos que

-

Fk,e(x) = Ve — Wre
> Pie 205Ky

2c
>P+K2+I—K2

Em+2

2c

m
Em+2

Ahora consideramos U una solucién al problema (4.5.161)cona=K, y b = —%7; Entonces,
gm+

0= Rt < (U= 20 ) 0. en B\ (~8e=8.8c+8),
E*er

U(8u+8)=U (=8, —8) =K, (4.5.164)
Iim U(x) =0,
[x|—>ee

de donde se sigue que

(U =vie) — Fre(x)(U —vige) <0 enR\ (=84 — 8,84+ 8)

(U—=ke) (=80 —8), (U—re) (6o +8) >0, (4.5.165)
\llfm (U(x) =Wy e(x)) =0.

X|—ro0

Por la tercera condicién, tomemos & > 0 existe un 8§’ > 0 tal que

Vix| > 8" |U(x)—wee(x)| <& (4.5.166)
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Definimos el conjunto
15l = (_606 - 6/, —6a - 6) U (6a +5,8a + 6/) .

Usando (4.5.166) y el problema (4.5.165) planteamos el siguiente problema

_ /l_ _ < I/
{(U Wie)" = Fie(x)(U—wie) <0 enly, (4.5.167)

U—wie>0 en dlg.
Por el Principio del Médximo Débil aplicado en la primera inecuacién de (4.5.167)

xielllgf (U(x) —wye(x)) = xel’g}fy (U(x) —wye(x)) =0. (4.5.168)

Recordemos que cuando € — 0 produce que 8’ — oo entonces se tiene que
1in%15, =R\ (—6,—08"8,+6). (4.5.169)
£—

Aplicando (4.5.169) en (4.5.168). Ahora esta claro que que para el problema (4.5.165) se
tiene que

inf Ux)—w
XER\(=80—5,8,+9) |0
es decir,
Ve R\ (=0q—0,00+0): wre(x) <U(x). (4.5.170)

Por otro lado, por el sistema de inecuaciones de (4.5.164) planteamos el siguiente sistema de
inecuaciones

(=U)" = Fe(x)(=U) >0 en R\ (—8¢— 8,84 +9),
U(=0q—6)=—U(6q+6)=—Ka, (4.5.171)
lim —U(x) =0,

x| —ee

por lo tanto, construimos un sistema de inecuaciones anédlogo a (4.5.165)

(—U —wie)" = Fie(x) (U —wie) > en R\ (—8x — 8,84 +9)
)(

0
(=84 —8),(~U —wie) (84 +8) <0,

(_U —Wike
lim (—U(x) — wye(x)) =0.
[x|—>eo ’
5 4.5.172)
Por la tercera condicién, tomemos & > 0 existe un 6’ > 0 tal que
Vix[ > 8" |~Ux) —wee(x)| <& (4.5.173)
Usando (4.5.173) y el problema (4.5.172), deducimos el siguiente problema
(_U_Wk’s)/,_Fkﬁ?(x) (_U_Wk7£) >0 en 16/, (4'5.174)
—U —wpe <0 en 8]5,.
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Por el Principio del Médximo Débil aplicado en la primera inecuacién de (4.5.174)

sup (U (x) —=wie(x)) = sup (—U(x) —wie(x)) =0. (4.5.175)
x€lyg xéals/

Por (4.5.169) y (4.5.175). Se tiene que para el problema (4.5.172):

sup (U(x) —wktg(x)) = lim (U(x) —wkyg(x)) =0
x€R\(—84—8,819) || o
es decir,
Vx e R\ (=60 —0,80+6): wre(x)>—-U(x). (4.5.176)
Por las proposiciones (4.5.170), (4.5.176) y (4.5.162) concluimos
|wk.g(x)‘ <U(x) < Cexp (— C,in ~dist [x, (— 6y — 8, On +5)]>,
' Emt2

para todo x € R\ (—=0q — 8,04+ 9)

4.6. Comportamiento asintético en el limite

Ya sabemos que la familia de soluciones wy ¢ converge en H! (R) a una funcién u,‘?"‘ que
es una solucién de (Py) en (—J¢, 0y ). Por el Teorema de Rellich-Kondrachov la funcién

u,‘j"‘ posée un representante continuo. Por otro lado, en R\ (=84 — 8,84 + &), tenemos de-
caimiento exponencial segiin el Lema 4.29. El comportamiento uniforme de wy ¢ en el limite
dentro del conjunto (—38g, d¢) NO estd cubierto por estos dos argumentos. En esta seccién
probamos el siguiente resultado.

Proposicion 4.9. Sean o0 > 1y 8o > 0 conforme al Lema 4.1. La familia de soluciones wy ¢
verifica

VkeN: 1lim max |wie(x)| =0. 4.6.177

e—0xe{ 84,04} W) ( )

Definimos el anillo alrededor de {—J¢, 8¢} como
R(8):=(—84—0,—0q+06)U(8¢—0,00+38), 8¢€(0,0q)
y consideramos
Me(0) = xgrggzia) ‘wk7£(x)|, ke N.

Con esas definiciones en mente mostramos el siguiente resultado.

Lema 4.30. Sean oo > 1y 0, > 0 conforme al Lema 4.1. Dada ¢ > 0, existe s > 0 tal que

4 < Mg (6 Vo € (0,85). 4.6.178
xefgg?g)‘wk,e(x”_ e(6)+ o0, € (0,65) ( )

Demostracion. Tomemos k € Ny ¢ > 0, genéricos. Por comodidad de notacién, escribimos

w=wre y R(8):={xcR(8)| +w>0}.
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Entonces tenemos

+w” FPwEwP'w>0 en RE(5) o5
+w >0 sobre dR* ()
Consideramos el problema (D), para el cual definimos v := w — M, () para obtener
/! > R+ 6
V12 f en RT(9) (4.6.179)
v<0 sobre dR"(9)

donde f := (P— |w|p_1> (Mg(8)+v).
Puesto que v < 0 en dR"(8), usando el Principio del Mdximo de Alexandroff, tenemos

IR =
Ri‘tg)vﬁag‘j%’ﬁ)v +C 7 iz o)

<C A Nl re s,

< C|R" ()] ( E;%P(x) +K§—1> (Mg(ﬁ) +Rs+lt§)v> , (4.6.180)
X

donde C = C(8y) > 0. Notemos

lim [R*(8)| = 0. (4.6.181)
0—0

Ahora tomemos ¢ > 0 por (4.6.181), existe un dg > 0, usando la desigualdad (4.6.180) junto
con la definicion de v se tiene que

sup v= sup (w—Mg(8))= sup w—M¢(6) <o, Vdoe€(0,85). (4.6.182)
R*(8)  R™(8) R*(8)

Consideramos el problema (D™ ) y para el mismo definimos v := w+ M¢() para obtener de
esta manera

{v" <f enR(8), (4.6.183)

v>0 endR (§),
donde f := (P— |W|P_1) (Mg(8) —v).
Puesto que v > 0 en dR™(§), usando el Principio del Mdximo de Alexandroff, tenemos
L A T )
> =C-|lf " llui sy

> —CIR™(8)| | max P(x)+KL" | [ Me(8)+ sup v |, (4.6.184)
x€R(8) R-(8)
donde C = C(8y) > 0. Notemos que:

Ifm |R™(0)| =0. 4.6.185
lim [R™(3)| (4.6.185)
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Ahora tomemos ¢ > 0 por (4.6.185), existe un 85 > 0, usando la desigualdad (4.6.184) junto
con la definicion de v se tiene que

inf v= inf (W+Mg(6))= inf w+M(8)> -0, Vée(0,05). 4.6.186
RN Rl—'}s)(w e(6)) o e(6) > (0.65) ( )
Por las desigualdades (4.6.182) y (4.6.186) concluimos la demostracion. O

Definimos el conjunto
Vo €(0,8q): (—06q,0a)s:=(o0,—8¢—8)U(—0q+ 0,00 —0)U(q+0,00).

Lema 4.31. Sean o > 1 y 8y > 0 conforme al Lema 4.1. Dado ¢ > 0, existe &', > 0 tal

que
M (8) <o, Vee(0,€). (4.6.187)

Demostracion. Definimos

) S 2
mgl€) = max w X m- (€)= max w, X)|.
8(e) xea(—aa,aa)5| kel y mi(e) xe{—éa—6,6a+6}| kel

Mostremos que mg(€) y m®(€) estan acotados por .

i) Como se demuestra en el Lema 4.29, wy . decae exponencialmente i.e. wy ¢ — 0 uni-
formemente en {—8¢ — &,084 + 8} con lo que concluimos que

1im m® (&) = 0.
e—0

ii) Ahora estudiamos mg(€). Denotamos por K, el conjunto de puntos criticos de funcio-
nal J que corresponde al valor critico cg. De acuerdo con los Lemas 4.26 y 4.27, existe
u€ K,y (&),en € Rtal que

Iimeg, =0 y limwg, =w, =u,
n—soo n—oo M

en H' (R) y puntualmente. Definimos el conjunto

Rs(n) = (_6(1750!)6—17 \(_6(17606)6+n7 n >0,
se tiene que
vn>0: Rs(n)N{-0a,6a}=0.

Vemos que para cada conjunto compacto D C (—Jq, ¢ ), la convergencia de w, a u es
uniforme en D. Entonces, en particular, dado o > 0, existe un n* = n*(o,w) € N tal
que

max_|wa(x) —u(x)| < 2, Va>n". (4.6.188)
x€R5(M) 2

Por otro lado, ya que ”|1R<\(—3a,5a) = 0y u es una solucién de (Py), existe

§' =8 (c,w) >0
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tal que

max_ |wa(x)] < 2. (4.6.189)
xERg (M) 2

Luego, desde (4.6.188) y (4.6.189), obtenemos

mg(€s) <o, VYn>n". (4.6.190)

Vemos que los valores n* y 6’ dependen de u. Sin embargo, podemos argumentar
usando la compacidad del conjunto K, que pueden elegirse de modo que dependan
sélo de k, pero no en lo particular de u € K, .

O
Demostracion de la Proposicion 4.9. Probaremos que
VkeEN,Vo >0,3¢' >0: €€ (0,e)= mix |wie| <o
XE{_é(X’sOl}
Sean k € Ny ¢ > 0, genéricos. Por el Lema 4.30 existe 6% > 0 tal que
o
max |wie(x)| < Me(8)+ 2, Ve (0,6g>, 4.6.191
YEOR(S) [wie ()] < Me(8) 2 ; ( )
mientras que por el Lema 4.31, existen &', &’ > 0 tales que
M (8') < Ve € (0,€'). (4.6.192)

5
Tomemos a & := min{J5,8'}, donde & € ( ) por el (4.6.191) y (4.6.192) concluimos
que

max <o, Vee(0,€). 4.6.193
xeaR(S)‘w e < (0.€) ( )
Ahora notemos
—0¢,00} CR(O6) = mix  |wpe| < mix . 4.6.194
{=8a,0a} S R(3) xe{—Sa,‘éa}l k’£|_xeR(5)|Wk’e| ( )

Usando las proposiciones (4.6.193) y (4.6.193), concluimos la demostracion. O
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Capitulo 5

CONCLUSIONES Y RECOMENDACIONES

5.1. Conclusiones

(a) En esta tesis se estudi6 el comportamiento cualitativo de soluciones de la ecuacion

e2Av(x) = V(x)v(x) + [v(x) [P ' v(x) =0, xeRV,
lim v(x) =0, ()

Jx| e

donde p > 1y el potencial V satisface

V) vecC (]RN ) no-negativa.

(V2)
lim V(x) = oo.

|x[—oo

(V3) el conjunto de ceros del potencial V es distinto del vacio, i.e.,
Q:= {xERN| V(x)=0} #0.

Estudiamos de manera cualitativa el comportamiento de (P¢) en el caso unidimen-

sional, i.e. N = 1, enfocdndonos en el Caso Finito (que fue descrito por, Byeon y

Wang, [5]), i.e. considerando Q = {xo} y el potencial V decrece polinomialmente con-

forme se acerca a Q. Para un o > 1 encontramos un 8y > 0 tal que el problema limite

cuando € — 0, fue

u"(x) — P(x)u(x) + |u(x) [P u(x) =0, x€(—8x,8a), (Py)
Y
u(_aa) = u(6a) = 0,

donde la funcién P representa una generalizacion de un polinomio homogéneo de gra-
do par y (—0q, O¢) es una vecindad escalada que contiene a Q. Las conclusiones prin-
cipales en este trabajo son las siguientes.

i) Por el esquema Ljusternik-Schnirelman usando el género de Krasnoselski se de-
mostrd la existencia de infinitos pares de soluciones de (P¢), denotdndolas como

(vkvf)keN )

Sa)
u .
( k keN

ii) Para un k € N fijo, a medida que € — 0, y mediante un escalamiento adecuado,

. o S
los puntos criticos (vk,g) keN’ subconvergen a los puntos criticos (uk )keN.

y de (Py), denotdndolas como
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iii) Las soluciones <u,‘§“) presentaron un fenémeno de concentracién en el in-

tervalo (—dq,8¢) y se anulardn, con velocidad exponencial, fuera del intervalo

(—Oa; Oct)-

(b) Fueron necesarias herramientas, conocimientos y conceptos de Andlisis Funcional,
Cdlculo Variacional, Andlisis Numérico, EDP y de Mecénica Cudntica para entender
el problema y su abordaje.

(c) Fue preciso leer varios articulos que aportaban desde las perspectivas anteriores al ob-
jetivo del trabajo. Estos conceptos no son triviales y se tradujo en un esfuerzo adicio-
nal para obtener resultados satisfactorios basados en el trabajo de Felmer y Mayorga,
en [15], y poder contrastar estos resultados con los resultados tedricos mostrados por
Byeon y Wang, en [5].

(d) Debido a que el trabajo fue arduo para abordar (P¢) en el caso unidimensional, i.e.
N =1, preveemos que la dificultad incrementard radicalmente para dimensiones N > 1,
debido especialmente a la presencia de la no linealidad de la Ecuacién de Schrédinger
en el término

()P~ ().

Esta conjetura la hacemos debido a que no es posible usar el Teorema 2.15 ni el Teo-
rema 2.16 y por lo tanto nuestras soluciones

S
(vke)ren ¥ (“k )keN

ya no tendrian necesariamente representantes continuos. Esto implica que es necesario
hacer un nuevo estudio para N > 1.

5.2. Recomendaciones

Las recomendaciones con sus respectivos comentarios que se prestan en esta seccién final
son dos prolongaciones y una continuacion que (si se desea a futuro) podrian hacerse con, y
a partir de, este trabajo.

(a) Revisar el Lema 4.1 para ver si es posible extender el conjunto (—dg,dy) y trabajar
sobre todo R. Lo importante de todo este estudio es ver si nuestro nuevo J cumple con
la propiedad iv) del Teorema 4.1.

(b) Estudiar el trabajo de Felmer y Mayorga, en [15], para el caso infinito. Lo fundamental
de esto es ver si se puede aplicar la teoria del género de Krasnoselski y ver si se man-
tiene el resultado de existencia de soluciones infinitas dentro de la variedad de Hilbert.

(¢) Revisar el trabajo de Byeon y Wang, en [5]), para los perfiles asintéticos y fendmenos
de concentracién para el caso infinito. Esto se lo hace porque Byeon y Wang muestran
un estudio detallado para el caso cuando existe solo una solucién para el caso infinito.
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