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Lista de Simbolos

Para una mejor comprension del presente trabajo de titulacion se detalla a conti-

nuacion una tabla con las notaciones utilizadas.

Simbolo Significado Término
Q Espacio Muestral

Variable aleatoria v.4.
Fx(x) Funcién de distribucién acumulada cdf
fx(x) Funcién de densidad de probabilidad pdf
px(x) Funcién de masa de probabilidad pmf
E[g(X)] Valor esperado de alguna funcién g(X)
E[X*] k-ésimo momento de una v.a. X
u(media) Primer momento central de una v.a. X sobre sumedia  E(X)
o?(varianza) Segundo momento central de una v.a. X sobre su media Var(X)
Mx Mediana de la poblacion 2~
My Mediana de la poblacién %
cov(A,B) Covarianza entre la via. Aylav.a. B
corr(A,B) Correlacion entre la via. Aylava. B
N(0,1) Distribucién Normal Estandar
T Convergencia en distribucién
Hy Hipétesis nula
H; o Hy Hipétesis alternativa
P(x) La cdf de la normal estdndar
Xp p-ésimo cuantil de la distribucién de una v.a.
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Simbolo Significado Término

Qx(p) Funcién cuantil de una v.a. Fgl (P)

Si Fx es estrictamente creciente entonces Qx (p) = x, tiene solucion tinica. Sin
embargo, como la cdf no puede ser creciente para todos los valores de x, se
redefine a x, como x, =inf{x: Fx(x) > p} con 0 < p < 1 para obtener un valor

tnico de la funcién cuantil incluso si X es una v.a. discreta.

X La poblacién X

% La poblaciéon Y

X La Muestra X1, X>,..., X,
Y La Muestra Y7,Ys,..., Yy,

Poblacién continua es equivalente a decir que la poblacién tiene funcion de

distribucién acumulada continua.

X >STy 2" es estocdsticamente mas grande que %',
Asymptotic Relative Efficiency ARE
Andlisis de Componentes Principales ACP
Indicador Compuesto CI
Analisis Envolvente de Datos DEA
Benefit of the Doubt BOD

Se utilizada la expresion Indicador ACP para hacer referencia al proceso de

construccion de las muestras basadas en el procedimiento del ACP.

Se utilizada la expresion Indicador CI para hacer referencia al proceso de
construccion de las muestras basadas en las ponderaciones del Benefit of the
Doubt.
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RESUMEN

El presente trabajo de investigacion se desarrolla en el campo de la estadistica
no paramétrica. De las muchas opciones de andlisis que presenta lo no paramétri-
co, optamos por realizar un estudio tedrico-descriptivo de los estadisticos lineales
de rango, junto con los test correspondientes que se desarrollaron a partir de estos;
como una posibilidad para abordar el problema de la falta de normalidad de los
datos. Se comienza con la presentacién del Test de Signo y a medida que se avance
en el documento se presentan test mucho méas complejos; estos test estan orientados
a detectar diferencias, ya sea a nivel de ubicacién o de escala dentro del proble-
ma general de comparar dos o k muestras independientes. Luego de un adecuado
proceso de depuracion de datos, el Anélisis de Componentes Principales (ACP) y
Benefit of the Doubt Approach (BOD) fueron considerados como herramientas en la
construccion de los indicadores de salud de los individuos que se ubican dentro de
las actividades econémicas. Las proyecciones en los nuevos ejes de los grupos mas
sobresalientes son las variables observadas para el proceso de inferencia, divididos
en los grupos de interés. A pesar de que las muestras no verifican el cumplimiento
de las hipoétesis del modelo lineal con errores normalmente distribuidos, se realiza
el Test Anova de un factor con el fin de comparar los resultados obtenidos por és-
te, con los obtenidos por su contraparte no paramétrico, el Test de Kruskal-Wallis.
Finalmente, se presenta un enlace web en donde el lector tiene la libertad de inter-
actuar y realizar variaciones a todo el proceso practico desarrollado en el presente

trabajo de titulacion.
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ABSTRACT

The current research work is developed in the field of non-parametric statistics.
Out of the many options for non-parametric analysis, we decided to put forward
a theoretical-descriptive study of linear rank statistic along the corresponding tests
developed from them as a possibility to approach the lack of normality of the da-
ta problem. It starts with the Sign Test, and as the document goes on, much more
complex tests are presented; these test are aimed at detecting differences, both at
location and at scale level in the general problem of comparing two or k indepen-
dent samples. After an appropriate data cleaning process, the Principal Component
Analysis (PCA) and Benefit of the Doubt Approach (BOD) were considered as tools
for the construction of the individuals health indicators for the individuals involved
in the economic activities. The projections in the ACP axes becomes the indicators
wich are included in the inference process, divided into the interest groups. Despite
the samples not verifying the fulfillment of the lineal model with normally distribu-
ted errors hypotheses, the Anova Test of a factor is performed, looking to compare
the results obtained by it with the ones obtained by its nonparametric counterpart,
the Kruskal-Wallis Test. Finally, a web link is presented, where the reader can inter-
act and make variations to the whole practical process developed within this thesis

project.
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CAPiTULO 1

Introduccion

El objetivo de los procedimientos de inferencia estadistica es usar los datos de
una muestra para obtener informacion aunque incierta sobre el comportamiento de
la poblacion subyacente de la cual fue extraida. No obstante, los supuestos que se
dan en el andlisis de inferencia no siempre son verificables. A pesar de ello, los in-
vestigadores tanto experimentados como principiantes han preferido el uso técnicas
estadisticas paramétricas o en su defecto han optado por la utilizacién de diversos
procesos de transformacion de datos, para asi, como mencionan Conover e Iman
(1981), ajustar los problemas del mundo real dentro del marco de la teoria estadisti-

ca normal.

El contraste de potencia que brindan las técnicas paramétricas cuando se verifica
el cumplimiento de las hipétesis de normalidad, hace que se deje de lado a lo no pa-
ramétrico. Sin embargo, generalmente no se puede encontrar evidencia estadistica
de que una poblacién siga una distribucién de probabilidad determinada y menos
aun saber si esta distribucién es o se aproxima a una normal. Por este motivo, las
técnicas de estimacién no paramétricas surgen como una alternativa més flexible a

los modelos paramétricos.

A pesar de que la literatura nos proporciona una cantidad considerable de téc-
nicas de inferencia no paramétrica, como por ejemplo: suavizamiento por Kernel,
estimacion de densidad o teorfa del Minimax (Wasserman 2006), nos centramos de
manera particular en los fundamentos teéricos de los estadisticos lineales de rango.
Esta teoria nos brinda la posibilidad de utilizar la magnitud relativa a una obser-
vacion solo para determinar su rango; y a partir de este punto trabajar con algtn
proceso adecuado para los rangos. Este enfoque genera una combinacién de los mé-

todos paramétricos con los no paramétricos. Un claro ejemplo de esta combinacion,
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llamada Transformacién de Rango (Conover e Iman 1981), es el proceso de aplicar
el Test Anova de un factor a los datos transformados por sus rangos.

Mencionado proceso también es conocido como el Test de Kruskal-Wallis (Montgo-
mery 2004).

Ahora bien, bajo la incertidumbre del cumplimiento de los supuestos del modelo
lineal con errores normalmente distribuidos, Montgomery (2004) recomienda que:
”Cuando exista preocupacion acerca del supuesto de normalidad o por el efecto de
puntos atipicos o valores “absurdos”, el anélisis de varianza comun se realice tan-
to a los datos originales como a los rangos” (p.118). Por lo tanto, para resolver un
problema de caracter empirico es fundamental la eleccién de una prueba estadis-
tica adecuada, misma que dependera del problema que se este tratando, asi como

también de la naturaleza propia de los datos.

En virtud de lo anterior, el presente trabajo de titulacién que emplea transforma-
ciones construidas a partir del procedimiento del Analisis de Componentes Princi-
pales y el enfoque Benefit of the Doubt, se convierte en una alternativa muy atractiva
al inicio de una investigacion para descubrir la estructura probabilistica que gobier-
na a los datos; y va orientado no solo para los estudiantes de pregrado, sino de ma-
nera general para cualquier investigador experimentado o principiante que realice
algan tipo de anélisis de datos, en donde no se tenga certeza del cumplimiento de

los supuesto de normalidad.

1.1. Antecedentes

Con base a la fundamentacion tedrica de las fuentes bibliograficas del presente
estudio, algunos trabajos de investigacion relacionados con las técnicas estadisticas

no paramétricas son los siguientes:

= El trabajo de titulaciéon de Hernando Gamarra, Alvaro Pérez y Ramiro Qui-
seno, previo a la obtencién del titulo de Licenciado en Matematicas, titulado
"Estadistica no Paramétrica” de la Universidad de Sucre. El objetivo del men-
cionado trabajo fue realizar un analisis descriptivo de los métodos estadisticos
paramétricos y no paramétricos més relevantes desde el punto de vista de los
autores, asi como también dar instrucciones sobre la utilizacién del progra-
ma estadistico Statistic System New Creation (NCSS). Todo esto encaminado a

comparar los resultados obtenidos por los trabajos de titulacién previamente
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realizados por los estudiantes de Ingenieria, Biologia, Zootecnia, Enfermeria,
entre otras carreras de la Universidad de Sucre, en los que se aplicaron mé-
todos paramétricos sin tener la certeza del cumplimiento de los supuestos de
normalidad; con los obtenidos por las pruebas estadisticas no paramétricas

descritas por Gamarra, Pérez y Quiseno (2006).

= El trabajo de titulacién de Andrés Rojas, previo a la obtencion del titulo de In-
geniero en Estadistica Informatica, titulado "Técnicas Estadisticas Paramétri-
cas y No Paramétricas Equivalentes: Resultados Comparativos por Simula-
cién" de la Escuela Superior Politécnica del Litoral. El objetivo de este estudio
se centra en realizar un analisis comparativo entre las técnicas estadisticas pa-
ramétricas y no paramétricas, enfocado principalmente en el valor plausible
de dichas técnicas. La comparacion se realiza por medio de simulaciones nu-
méricas de muestras provenientes de diversas poblaciones, a fin de establecer
por medio de resultados numéricos el comportamiento de técnicas equivalen-
tes en igualdad de condiciones, violando y cumpliendo sus supuestos; para
asi determinar que pruebas se desempefian mejor que otras en ciertos casos
y el efecto de los supuestos teéricos en su robustez. En total se realizaron 100

simulaciones para cada caso indicado (Rojas 2003).

= La seccion de Estadisticas No Paramétricas de la American Statistical Associa-
tion en donde se incluye un fondo de dotacién econémico, el Premio Gottfried
E. Noether cuyo nombre es en homenaje a Gottfried Emanuel Noether, un des-
tacado académico en estadisticas no paramétricas. Dicho fondo tiene como fin
fomentar la investigacién en el campo de la estadistica no paramétrica, y se
da por parte de la esposa de Noether, Emiliana Noether y de su hija Moénica

Noether; como un reconocimiento a distinguidos investigadores y docentes.

1.2. Justificacion

Con frecuencia antes de realizar cualquier proceso de analisis de datos, la proble-
matica que enfrentan tanto el investigador principiante como el experimentado, es
el de decidir que prueba estadistica es la méds adecuada para analizar un conjunto
de datos. Dado que la aplicacion de la estadistica en el anélisis de datos es muy am-
plia abarcando campos como las ciencias exactas o las ciencias sociales, la eleccion
de una prueba estadistica apropiada es primordial si deseamos que los resultados

alcanzados sean los adecuados.
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Debido a la naturaleza inherente que presentan los datos, los instrumentos de me-
dicién con la que se obtiene y a medida que el tamafio de ésta se hace grande, los
expertos sostienen que no es posible determinar la forma de la distribucién pobla-
cional de donde provienen los datos y que los supuestos del modelo general con
errores normalmente distribuidos no llegan a cumplirse. En este contexto, Conover

e Iman (1981) expresan que:

El gran problema que los estadisticos aplicados han enfrentado rigurosamente
desde el inicio de la estadistica paramétrica, es el de ajustar los problemas del mun-
do real dentro del marco de la teoria estadistica normal, cuando muchos de los datos

con los que tratan son claramente no normales. (p.124)
De esta situacion surgen dos escuelas de pensamiento:
1. Transformacion de datos.
2. Procedimientos de distribucién libre (Estadistica no paramétrica).

Molinero (2003) detalla que el primer enfoque es la solucién mds natural. La idea
se basa en la modificacion de los datos mediante alguna transformacién matematica,
siendo las mas comunes las transformaciones logaritmicas, raiz cuadrada, arcsen,

etc.

En cambio, una posibilidad de andlisis de los procedimientos de distribucién li-
bre, llamados asi porque no es necesario conocer la forma de la distribucion pro-
babilistica de la poblacién de la cual se extrajo la muestra y estudiada por Gibbons
y Chakraborti (2011) al igual que Pratt y Gibbons (1981), nos permite basarnos en
el criterio de los rangos de las observaciones. Si bien es cierto que los métodos no
paramétricos son menos atractivos para los investigadores debido a que se llega a
conclusiones débiles o0 més generales, ocasionadas por la flexibilidad en cuanto a las
suposiciones que realiza su desarrollo teérico; son perfectamente vélidos y de he-
cho son los mas utilizados cuando el supuesto de normalidad no llega a cumplirse
(Kvam y Vidakovic 2007).

La flexibilidad en los supuestos expuesta con anterioridad se relaciona con el he-
cho de considerar que las poblaciones son continuas (que tienen funcién de distri-
bucién acumulada continua), en algunos casos simétricas (funcién de distribucién
acumulada simétrica) y que se centran en cualquier medida de tendencia central.
Esta medida de centralidad puede ser cualquier i-ésimo cuantil. De manera particu-
lar el cuantil 50 (la mediana), mismo que siempre existe a diferencia de la esperanza

(media) en lo paramétrico que no necesariamente puede existir (ej. distribucion de
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Cauchy).

Lo expresado anteriormente genera estadisticos que pueden detectar diferencias
entre dos 0 més poblaciones, ya sea a nivel de ubicacién o de escala, con la carac-
teristica de que los mismos llegan a ser casi tan eficientes como sus contrapartes
paramétricos en términos de Eficiencia Relativa Asintética (Gibbons y Chakraborti
2011). Por ejemplo, si se desea realizar una prueba a nivel de ubicacién y bajo el
cumplimiento de los supuestos del modelo general con errores normalmente dis-
tribuidos, el Test de Kruskal-Wallis tendrd como contraparte al Test Anova, obte-
niéndose resultados similares, pero con la ventaja de que las suposiciones de base o
hipétesis sometidas a prueba son més flexibles. Asi, en términos generales se pue-
de considerar que aunque la potencia de las pruebas paramétricas es mayor que la
que ofrecen sus similares no paramétricos, es conveniente comentar que el tamafio
de una muestra es un requisito indispensable para aumentar la eficacia de un test,
pues a medida que la muestra crece, la posibilidad de cometer un error de tipo II

disminuye.

Algunos autores consideran que el verdadero comienzo de la estadistica no para-

métrica se da alrededor de 1936 con la presentacion del llamado Test de Signo. No
obstante, J. V. Bradley (1960), por ejemplo distingue la aparicion de cuatro etapas,
siendo en la cuarta, la llamada “sin pardmetros” en donde se menciona que: “Los
esfuerzos para identificar los parametros de una poblacién padre con el fin de poder
especificar su ley de probabilidad fueron reemplazados en gran medida por inten-
tos de determinar relaciones exactas, vélidas para tamafios de muestra restringidos”
(p-2); como los primeros indicios de lo no paramétrico.
Desde entonces, lo no paramétrico toma la forma de una disciplina separada de la
estadistica tradicional; y sus aplicaciones en la actualidad son diversas, que pueden
ir desde el drea de la rehabilitacion (Martin 2011) hasta procesos de investigacion
en psicologia (Moses 2011). A modo de ejemplo, el trabajo de investigacién de Es-
pitia (2014), cuyo propésito era identificar diferencias existentes en condiciones de
empleo, condiciones de trabajo y salud mental laboral segtn la posicién de la cla-
se social para los trabajadores asalariados de Bogotd; es facilmente aplicable a los
procesos de distribucion libre.

Sin embargo, debido a que los resultados de Espitia (2014) estdn condicionados a
que las muestras cumplan con los supuestos de normalidad, es necesario realizar un
estudio similar aplicable a nuestro pais, pero sin limitarnos al conocimiento previo

de que nuestras muestras cumplan o no con las hip6tesis de normalidad, sino més
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bien abordar el problema dentro una marco mds general, en donde el conocimiento
de la distribucion de probabilidad de la poblacién no sea un requisito previo.

Esto nos orienta a realizar comparaciones entre perfiles de salud de individuos sa-
nos ecuatorianos por actividad econémica, con el objetivo de ver si existe alguna
diferencia a nivel de ubicacion entre las poblaciones a la que pertenecen los indivi-

duos.

Para este fin, se desarrollan dos indicadores simples de salud que seran utilizados
en la construccion de las variables, cuyas caracteristicas son objeto de inferencia. El
primer indicador se basa en el procedimiento del Anélisis de Componentes Prin-
cipales (indicador ACP) y el segundo es proporcionado por las ponderaciones del
Benefit of the Doubt (indicador CI), mismas que son construidas a partir de las seis
variables retenidas del ACP, en relacion a los datos transformados debido al mejor

individuo sano.

1.3. Objetivos

1.3.1. Objetivo General

» Comparar perfiles de salud entre grupos determinados por alguna caracteris-

tica socioeconémica mediante métodos no paramétricos.

1.3.2. Objetivos Especificos

= Analizar el desarrollo estadistico de los métodos no paramétricos basados en
los rangos de las observaciones, para el caso de una, dos y k muestras inde-

pendientes.

= Desarrollar indicadores simples de salud de los individuos dentro de las acti-

vidades econémicas.

= Comprobar el cumplimiento o no de los supuestos del modelo general nor-
mal para cada muestra derivada de los grupos més sobresaliente de acuerdo
al indicador establecido, y aplicar el proceso de inferencia estadistica més ade-

cuado.
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1.4.

Hipétesis

Mediante el disefio de indicadores representativos simples, que caracterizan el

perfil de salud de los individuos sanos, determinar si existe diferencia en dichos

perfiles usando métodos no paramétricos.

1.5.

Metodologia

El presente trabajo de titulacién dispone de una base de datos que pertenece a

una empresa de servicios médicos. Las observaciones corresponden a datos clinicos

de diagnostico general de individuos sanos que se encuentran en diferentes partes

del sector formal ocupacional ecuatoriano.

Las fases que se llevaran a cabo se detallan a continuacion.

Fase 1:

Fase 2:

Las aplicaciones de la teoria estadistica para situaciones del mundo real se li-
mita a la verificaciéon del cumplimiento de supuestos fundamentales para el
buen desenvolvimiento de la misma, pero cabe recalcar que un modelo mate-
matico simplifica la complejidad inherente de las situaciones que ocurren en
la vida diaria, logrando asi solo resultados aproximados mas no algo que sea
verdaderamente cierto. De esta manera, a lo largo de la historia se han desa-
rrollado teorfas que tratan en la mayor parte posible de abarcar situaciones
que se dan de manera cierta, pero considerando simplificaciones, si dichas si-
tuaciones lo permiten. Esto claramente es de gran ayuda para el investigador,
pues le permite desarrollar nuevos fundamentos tedricos que se adapten a las
nuevas necesidades o naturaleza de los datos.

En este sentido, el presente estudio inicia con la exhibicion del desarrollo te6-
rico de los métodos no paramétricos mds sobresalientes a nivel de eficiencia
relativa asintética basados en los rangos de las observaciones. Es decir, dentro
de la gran variedades de test no paramétricos utilizados para dar respuesta
al problema general de comparar una, dos y k muestras independientes, se
escogen aquellos que mejor se adaptan a los problemas ya mencionados, cen-
trandonos principalmente en los test no paramétricos que son la contraparte

directa a la prueba t y Anova de un factor que ofrece el campo paramétrico.

El proceso de depuracion de los datos considerara solo a las variables que

contengan al menos un cierto porcentaje de informaciéon completa (sin datos
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Fase 3:

1.6.

perdidos o NA), y se haré la consideraciéon que los individuos serdan aquellos

que pertenezcan a los grupos més sobresaliente (mas numerosos).

La construccion del primer indicador de salud (indicador ACP) se basard en la
reduccién de la dimensién de las variables que se consideraran en el estudio
mediante el proceso de Anélisis de Componentes Principales (ACP). Esto con
el fin de obtener nuevas variables (ejes) que recojan la mayor parte de infor-
macién de las variables iniciales, en donde los individuos serdn proyectados
en estos nuevos ejes (Johnson y Wichern 2007), (Pefia 2002).

El segundo indicador (indicador CI), desarrollado para confirmar o no los re-
sultados obtenidos por el primero, se basa en el Andlisis Envolvente de Datos
aplicado por el Benefit of the Doubt Approach a las variables retenidas por el

ACP (en relacion a los datos sobre el mejor individuo sano).

Las variables observadas (muestras) con las que se va a realizar el proceso
de inferencia serdn las proyecciones de los individuos, dentro de sus nuevos
ejes y dentro de los grupos maés representativos (para el indicador del ACP).
En cambio, para el segundo indicador, las muestras serdn las ponderaciones
dadas por el Benefit of the Doubt Approach dentro de los grupos més repre-

sentativos.

Estas muestras serdn sometidas a cada uno de los requerimientos que exige
la teoria paramétrica, y ya sea que cumplan o no con los supuestos de nor-
malidad se procederd con la aplicacion del anélisis de varianza (Anova) y los
resultados de aqui se comparardn con los obtenidos por su contraparte no pa-

ramétrico, el Test de Kruskal-Wallis.

Estructura del Trabajo

En el capitulo II se detalla toda la base tedrica de la investigacion. Se comienza

con una breve presentaciéon de la inferencia estadistica paramétrica y en lo posterior

el punto de anélisis se centra en la estadistica no paramétrica. Lo no paramétrico

comienza con una pequefia explicacion general de los procedimientos de distribu-

cién libre, y continua con el desarrollo tedrico de los test mas simples hasta sus

versiones mds generales. La culminacién del capitulo se da con la descripcién del

Test Kruskal-Wallis, el proceso de comparaciones multiples aplicado cuando la hi-

potesis de igualdad de poblaciones es rechazada y finalmente, con la exhibicién de
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los resultados concernientes a la Eficiencia Relativa Asint6tica, asi como también el
procedimiento del Analisis de Componentes Principales y el Analisis Envolvente de

Datos aplicado al Benefit of the Doubt Approach.

El capitulo III hace una descripcién detallada del proceso de depuracion de los
datos, las variables utilizadas y las consideraciones planteadas en la obtencién de
cada una de las muestras objeto de estudio. Posteriormente se presenta el procedi-
miento utilizado en la construcciéon de los indices de salud y su relaciéon con cada

una de las muestras.

El capitulo IV muestra por separado los resultados de la aplicacion del test para-
métrico Anova y del test no paramétrico Kruskal-Wallis, a las muestras derivadas
de los indicadores de salud. Todo encaminado a saber si la afirmacion de que las k
muestras provienen o no de poblaciones idénticas a un nivel de ubicacion, es verda-
dera o falsa. Finalmente se realiza contrastes post hoc para identificar que pares de
muestras difieren entre si a nivel de ubicacién, asi como ver lo que sucede un senti-
do de variabilidad, mediante la aplicaciéon de test no paramétricos para el problema

de escala.

Adicionalmente, si el lector desea considerar variaciones en el proceso de depu-
racion de datos, construcciéon de los indices de salud, muestras a considerar, tipo
de método del proceso post hoc y test no paramétricos a nivel de escala, lo puede

realizar ingresando al enlace web que se presenta tanto en el capitulo III como IV.

En el capitulo V se muestran las conclusiones y recomendaciones establecidas en
base a los fundamentos tedricos y resultados alcanzados en el presente trabajo de

investigacion.



CAPITULO 2

Marco Teorico

El presente capitulo describe brevemente algunos de los conceptos usados mas
adelante. Por un lado, el tema paramétrico presenta definiciones basicas de por
ejemplo, momentos de combinaciones lineales de variables aleatorias, prueba de
hipétesis, p-valor, correccion de continuidad, estadistico de orden y test consistente.
Todo con la finalidad de relacionar de mejor manera los aspectos tedricos-précticos
de los métodos no paramétricos.

Por otro lado, lo referente al campo no paramétrico comienza con una breve exhibi-
cién del por qué surge este nuevo tipo de estadistica, su historia y el enfoque que le
dan los investigadores especialistas del campo. A continuacion se detalla el test no
paramétrico mds simple, Sign Test, continuando hasta sus versiones més generales;
mismas que serdn presentadas como las soluciones més adecuadas, desde la pers-
pectiva no paramétrica basada en los rangos de las observaciones, para el problema
general de comparar dos o k muestras independientes cuando el supuesto de nor-
malidad no llega a cumplirse.

Finalmente, de darse el caso en el cual se rechace la hip6tesis nula de poblaciones
idénticas, el proceso de comparaciones multiples nos permitird saber que tipo de
poblaciones son las que difieren entre si a nivel de ubicacién. Adicionalmente, la
ARE nos direccionara a conocer que test no paramétrico es mas eficiente que otro no
paramétrico, asi como su eficiencia en relacion al t Test o Anova Test.

La culminacién del capitulo se da con la presentacién del procedimiento de Anéli-
sis de Componentes Principales y el proceso de construcciéon de indicadores com-
puestos mediante el Andlisis Envolvente de Datos aplicado al Benefit of the Doubt

Approach.
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CAPITULO 2. MARCO TEORICO 2.1. NOCIONES BASICAS

2.1. Nociones Basicas

En esta seccion se describe, pero no de una manera tan detallada algunas de-
finiciones fundamentales de probabilidad y estadistica que estdn relacionadas de
manera directa con el marco tedrico del presente trabajo de titulacion.

Definiciéon 2.1.1 (Momentos de combinaciones lineales de variables aleatorias). Sean

X1,Xy,..., Xy, nvariables aleatorias y ay,ay, . ..,ay, n constantes reales arbitrarias, entonces

E <faixi = iaiE(X,-) (2.1)
=1 ]

~

n n
var (ZaiXi =Y atoar(X;) +2 Y Y majcou(X;, X;) (2.2)
i=1

i=1 1<i<j<n

n n n
cov (ZaiXi, Y biX; | =) aiboar(X;)+ Y ) (aibj+ajb;)cov(X;, X;)  (2.3)
i-1 i—1

i=1 1<i<j<n

Teorema 2.1.1 (Teorema Central Limite). Sean X1, Xo,..., X, n variables aleatorias in-

dependientes idénticamente distribuidas (iid) con media u y varianza o> < +oo, entonces

= = Y o

B

g

je. P (M <x) > o)

(o4

n
donde X, = Y X; y ®(x) la cdf de ln normal estindar.
i=1

2.1.1. Prueba de Hipétesis

Para Gibbons y Chakraborti (2011), una hipétesis estadistica es: “Una afirmacion
o0 aseveracion sobre la funcién de probabilidad de una o més variables aleatorias, o
una declaracion sobre las poblaciones de las que se extraen una o mas muestras, por
ejemplo, su forma o el valor de sus pardmetros” (p.18).
Sila afirmacion que se da especifica completamente a la poblacién se llamara simple,

caso contrario compuesta.

Para determinar si la declaracién en cuestién es cierta o no, se realiza una prue-

ba de hipétesis (regla de decisién), misma que considera una hipétesis nula, una

11



2.1. NOCIONES BASICAS CAPITULO 2. MARCO TEORICO

hipétesis alternativa y una adecuada regién de rechazo.

Definicién 2.1.2 (Hipoétesis nula y alternativa). La hipétesis nula Hy es la hipétesis bajo
el test (prueba) y la hipétesis alternativa (unilateral o bilateral), Hy o Hy, es la conclusién
alcanzada si se rechaza la hipotesis nula.

Definicién 2.1.3 (Test de una hipétesis estadistica). El test de una hipétesis estadistica
es una regla que permite tomar una decision sobre si Hy debe rechazarse o no en base al valor

observado de un estadistico.

La distribucién de probabilidad del test estadistico bajo Hy se conoce como distri-
bucion nula del test estadistico (Gibbons y Chakraborti 2011).
Definicién 2.1.4 (Region critica). La region critica o region de rechazo R de un test es el
subconjunto de valores asumidos por el test estadistico que, de acuerdo con el test conduce al

rechazo de Hy.

A los limites de R bajo un test se los conoce como valores criticos del test estadis-
tico. En otras palabras, si Wy es un test estadistico que conduce al rechazo de Hy si
Wn > Wy, entonces W, es el valor critico de R (Wy € R si Wy > W,).

Cada vez que se realiza una test para verificar la afirmacion concerniente a la hip6-
tesis nula, son posibles dos tipos de errores: Error tipo I y Error tipo II.

Definicién 2.1.5 (Error Tipo Iy Tipo II). Un error de tipo I es la accion de rechazar Hy
cuando la misma es verdadera. La probabilidad de este error se refiere al nivel de significancia
del test y se denotard por «. Por otro lado, un error de tipo Il aparece si se acepta Hy cuando

la misma es falsa. La probabilidad de cometer este tipo de error se denotard por p.

Los tipos de errores y las decisiones correctas se muestran en la Tabla 2.1

Tabla 2.1: Error tipo I y tipo II

No rechazamos Rechazamos
Hy Hy
Hy es verdadera v Error tipo I («)
Hy es falsa Error tipo II (B) v

Las probabilidades de cometer estos errores para un test estadistico Wy en la

prueba de hipoétesis Hy : 0 € ©g vs Hj : 0 € ©1 son respectivamente
a(0) = Py(Wyn € R),0 € O Y B(0) = Py(Wn € R),0 € O

parad € © =QyUB; y ©OgNO; = J; con ® denotando al conjunto de pardmetros.

Al supremo de «(6), para todo 6 € @q se lo conoce como el tamafio del test. En

cambio, el nivel de significancia es una cota nominal preseleccionada para a(6), mis-

12
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ma que no puede alcanzarse cuando la funcién de probabilidad relevante es discreta
(lo cual suele ocurrir en pruebas de hipétesis no paramétricas). De darse el caso que
la distribucién de probabilidad sea discreta podria surgir cierta confusién respecto a
estos términos. Por lo tanto, de aqui en adelante el simbolo « denotaréd el tamafio del
test, el nivel de significancia o la probabilidad de cometer un error de tipo I, mismo
que se acompafiard del adjetivo “exacto” sisupgce,a(8) = a y de “conservador” sila
probabilidad de cometer un error tipo I es a lo mucho «, es decir si supgee,a(0) < a
Definicién 2.1.6 (Potencia de un test). La potencia de un test denotada por

I1(0) = Pg(Wn € R),0 € Oy es la probabilidad que el test estadistico conduzca al rechazo
de Hy.

En otras palabras, la potencia es la probabilidad de una decisiéon correcta calcula-

da cuando Hj es falsa, es decir cuando H; es verdadera. De esta manera

I1(8) =1 — B(8) = Ps(Wy € R),0 € O

2.1.2. p-valor

Un criterio alternativo para verificar la validez de una prueba de hipétesis se rea-
liza mediante el uso del p-valor, también llamado valor de probabilidad o probabili-
dad de significancia. Este valor se define como el nivel de significacion mds pequefio
en el que la hipétesis nula seria rechazada usando el valor observado del test esta-

distico.

Por un lado, un p-valor pequefio se interpreta en un sentido que la muestra pro-
dujo un resultado que es bastante raro bajo el supuesto de la hipétesis nula. Esto
conlleva al rechazo de la hipétesis nula.

Por otro lado, un p-valor grande indica que el resultado de la muestra es consisten-
te con la hip6tesis nula. En consecuencia, la hipétesis nula no se rechaza (Gibbons
y Chakraborti 2011).

Si la distribucién de probabilidad nula de un test estadistico se aproxima asin-
téticamente por medio de otra distribucion, el p-valor encontrado a partir de esta
nueva funcién de probabilidad se llamara p-valor asint6tico o aproximado. Asi, una
adecuada decision acerca de Hy implica seleccionar el valor para a. Si este valor es
mayor o igual al p-valor (o p-valor asint6tico) se debe rechazar la hipoétesis nula,
caso contrario Hy no se rechaza.

Los valores usuales para a son de 0.01, 0.05 o similares.
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2.1.3. Test Consistente

“La consistencia es un criterio de prueba “bueno” para los métodos paramétri-
cos y no paramétricos, y todos los procedimientos de prueba estdindar comparten
claramente esta propiedad” (Gibbons y Chakraborti 2011, p.22).

Definicién 2.1.7 (Consistencia). Un test se llama consistente para una alternativa especi-

fica si la potencia del test cuando esa alternativa es cierta se acerca a 1 cuando n — +oo.

No obstante, la consistencia de un test en ciertas situaciones se puede determinar
en base de la convergencia en probabilidad del test estadistico al pardmetro de inte-
rés. De esta manera, Gibbons y Chakraborti (2011) presentan un resultado util para

investigar la consistencia de un test.
A continuacion se describe el resultado:

Dada una muestra aleatoria de tamafio n substraida de una poblacién Fx(x : 6),
6 € ©, T un test estadistico para la hip6tesis nula Hy: 0 € @gvs Hy : 0 € ®1y g(6)
una funcién arbitraria de 6 tal que
g(6) = 0o si RSYON
y (2.4)
g(0)#6y si O0€A  para  ACOn.

Si para todo 0 se tiene que

E(T)=g(0) Y lim Var(T)=0, (2.5)

n—4oo

entonces el test de tamafio « y region de rechazo T € R para |T — 0] > ¢, es consis-

tente para la subclase A.
De manera similar, si la subclase de alternativa unilateral es
g(0)=060 si 0€0O
Y (2.6)
g(@0)>600 si 0e€A  para ACOp,

entonces la consistencia del test de tamafio a tiene regiéon de rechazo T € R para
T — 6y > Cllx.

La demostracion de este resultado citado por Gibbons y Chakraborti (2011) se
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presenta en Frases (1957) y se deriva directamente de la desigualdad de Chebyshev.

2.1.4. Correccion de Continuidad

En la inferencia no paramétrica se da el caso que la distribucién nula exacta de
varios test estadisticos es discreta. A pesar de que la literatura presenta tablas de
regiones de rechazo para muestras de tamafio pequefio, es necesaria una aproxima-
cién de la distribucién nula cuando se abordan muestras de tamafio grande. Si tales
aproximaciones asintéticas son continuas, la introduccién de una correccién para la
continuidad puede mejorar la aproximacién. Esto tiene sentido pues se considera
el valor del test estadistico discreto como el punto medio de un intervalo (Gibbons
y Chakraborti 2011).

Dado un test estadistico T'y considerando una alternativa bilateral que rechaza Hy

siT>typoT< t; /o » entonces para tamafnos de muestras grandes la distribucién
T — Eg,(T)

0,(T)
de rechazo con correccién de continuidad se obtienen al resolver

es asintoticamente la distribucién normal estandar bajo Hy y las regiones

tuja = 0,5 — Eq,(T) =Zy/2 y fuya 05— Eqy(T) = —Zu/
7, (T) : 75, (T) ’

(2.7)

donde z, /, satisface que ®(z,,,) =1 — a/2 para ®(x) la cdf de la distribucién nor-

mal estdndar.

De esta manera, se rechazara Hy si
T > E@O(T) +0.5+Z“/20'90(T) (o) T< EQO(T) —0.5—2“/20'90(T).

De manera similar se pueden obtener las regiones de rechazo de tamafio a con co-
rreccion de continuidad para las alternativas unilaterales tanto de cola superior co-

mo inferior. Estas regiones respectivamente son
T > Eg,(T) 4 0.5 + z409,(T) y T < Eg,(T) — 0.5 — z404,(T). (2.8)

Ahora bien, si ty denota el valor observado del test estadistico T cuya distribucién
nula puede ser aproximada por una distribucién continua, tipicamente la normal

para muestras de tamafio grande, entonces para la alternativa de cola superior el
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p-valor con correccién de continuidad serd

- m—&&-&dﬂ)

y para la alternativa de cola inferior serd

®<m+05—agn)

7o (1) (2.10)

En el caso de la alternativa bilateral, que quiere decir que no hay direccion especifica
para calcular el p-valor, una idea es considerar al menor p-valor de las alternativas
unilaterales; y si la distribucién de probabilidad es simétrica tiene sentido duplicar
este valor, no obstante en la inferencia no paramétrica se utiliza esta idea a pesar de

que la distribucion no sea simétrica (Gibbons y Chakraborti 2011).

2.1.5. Estadistico de Orden

Definicion 2.1.8 (Estadistico de Orden). Si X1, X», ..., X, denotan una muestra aleatoria
de alguna poblacién con cdf Fx continua (la probabilidad de que dos o mds v.a. tengan iqual
magnitud es cero) y supongamos que X 1) representa el valor mds pequefio de X1, Xo, ..., Xn;
X(z) representa el sequndo valor mds pequefio de X1,X>,..., X, y asi sucesivamente; enton-
ces X1y < Xg) < ... < X(y) describe el uinico arreglo ordenado de la muestra original en

forma creciente. La expresion X ;) denotard el j-ésimo estadistico de orden para 1 < j<n

Es fécil observar que algunas propiedades se derivan inmediatamente de la defi-

nicién de estadistico de orden, por ejemplo:

1. X(1)y X(n) representan respectivamente el valor minimo y méximo de la mues-

tra.
2. Elrango muestral (medida de dispersion) sera X,y — X(q).

3. La mediana muestral (medida de ubicaci6n) serd el valor de X(,,,1),2) sin es

impar, caso contrario sera el promedio entre X(,,/5) y X(,;/241) para n par.

Para ver mads a detalle la distribucién de probabilidad conjunta, momentos exactos,
momentos asint6ticos entre otras propiedades de los estadisticos de orden puede ir
a Gibbons y Chakraborti (2011) o Kvam y Vidakovic (2007).
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2.2. Meétodos No Paramétricos

En la actualidad todas las actividades, incluso las més cotidianas conllevan de
manera directa o indirecta a la generacién de informacién presentada a manera de
datos, que dependiendo de las fuentes de recopilacion y situaciones de interés to-

maran un valor especifico.

El adecuado tratamiento de estos datos nos puede dar una cierta nocién, aunque
algo incierta del comportamiento o tendencia que tiene la poblacién subyacente de
donde provienen los mismos. Y los procesos de inferencia, sujetos a estos tratamien-
tos estan limitados al cumplimiento de ciertos supuestos, pero, ;qué hacer cuando
dichos supuestos no llegan a cumplirse? En este contexto, el investigador debe op-
tar por desarrollar o en su defecto buscar nuevas metodologias que se adapten a la

informacién con la que se va a realizar el proceso de inferencia.

Por un lado, dentro de lo paramétrico, para obtener informacion de algtin parame-
tro de una distribucién poblacional, la idea comtinmente era ajustar los problemas
del mundo real dentro del marco de la teorfa estadistica paramétrica bajo normali-
dad, ya sea por medio de procesos de transformacioén de datos o algtn otro proceso
que ajuste los datos a la distribucién normal (Conover e Iman 1981). Sin embargo,
debido a la naturaleza propia de los datos, el determinar a ciencia cierta cudl es la
distribucién que caracteriza a la poblacion subyacente de la cual fueron extraidos
suele no ser una tarea sencilla y menos atin saber si se ajustaban dentro de lo nor-
mal; asi, el supuesto de normalidad en los procesos de inferencia ya no se considera
un articulo de fe (J. V. Bradley 1960).

Por otro lado, en los procesos no paramétricos basados en los rangos de las obser-
vaciones vamos a ver que se pueden obtener contrapartes a las pruebas comunes
t-Student y Anova de un factor, pero bajo una consideraciéon maés flexible, la con-
tinuidad de la distribucién de probabilidad de la poblacién. Adicionalmente, las
hipétesis establecidas se centran en cualquier cuantil que no sea la media, debido
a que esta no necesariamente existe (ej. Distribucién de Cauchy). De manera parti-
cular se considerard a la mediana como medida de tendencia central, debido a que
esta siempre existe para cualquier poblacién ( Qx(0.5) = F;'(0.5) = M existe y es

Uinica) y por su robustez como medida de ubicacién.

De todo lo anterior se presenta a la estadistica no paramétrica, basada en los es-
tadisticos de rango como una alternativa flexible al incumplimiento de los criterios

del modelo general con errores normalmente distribuidos.
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Jacob Wolfowitz, citado en Kvam y Vidakovic (2007) fue quién introdujo el tér-

mino no paramétrico al decir que:

Nos referiremos a esta situacién, donde una distribucién estd completamente de-
terminada por el conocimiento de su conjunto de pardmetros finitos, como el caso
paramétrico, y denotaremos el caso opuesto, donde las formas funcionales de las

distribuciones son desconocidas como el caso no paramétrico. (p.1)

De esta manera, la estadistica no paramétrica se defini6é por lo que no es: “la es-
tadistica tradicional basada en la distribucién conocida con parametros desconoci-
dos”, pero Randles, Hettmansperger y Casella (2004) extienden la definicién y su-
gieren que: "Las estadisticas no paramétricas pueden y deben definirse ampliamente
para incluir toda la metodologia que no utiliza un modelo basado en una sola fami-
lia paramétrica"(p.561). Asi, al hablar de procedimientos no paramétricos se hace
referencia a que no es necesario conocer a priori la distribuciéon de probabilidad de
los datos, razén por la cual a estos procedimientos también se los conoce como pro-
cesos de Distribucion Libre.

Un aspecto importante que se debe tener en cuenta es no considerar a los méto-
dos no paramétricos como la negacién del caso paramétrico, sino mds bien como
una posibilidad para abordar el problema de la falta de normalidad de las observa-
ciones; y si bien es cierto que estos métodos son menos poderosos que sus contra-
partes paramétricos, bajo el supuesto de que se cumplan todos los requerimientos
de normalidad los resultados obtenidos en ambos campos pueden ser ligeramente

diferentes.

Las investigaciones desarrolladas por los matematicos en lo relacionado a rangos
y estadisticos de rango datan desde hace afios, pero no fue sino hasta las décadas
de 1940 y 1950 que la idea de test de rango gané prominencia en la literatura es-
tadistica; y gran parte de esta popularidad como menciona Gémez (2010) se debe
al trabajo de Erich Lehmann, quién en 1951 desarrolla test consistentes e insesga-
dos no paramétricos, mismos que posteriormente serdn publicados en el Annals of
Mathematical Statistics. Asi es como Lehmann y otros que desarrollaron propieda-
des tedricas de los métodos de rango hacen que los procesos de distribucién libre

reciban una considerable atencion e interés por parte de la comunidad matematica.

Existen procedimientos de distribucion libre para relacionar una muestra, dos
muestras y la generalizacién a k muestras, en donde cada uno tiene respectivamente

su contraparte paramétrico. Los detalles se presentan en la Tabla 2.2
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Tabla 2.2: Pruebas paramétricas y su contraparte no paramétrica

Tipo de Problema '] Prueba paramétrica Prueba no paramétrica

. J Sign Test
t t-stu t
0s muestras studen Wilcoxon Signed-Ranks Test

Muestras

independientes| relacionadas

maés de dos muestras Anova Friedman 2

Test de la mediana

dos muestras t-student
08 testras studen Test U de Mann-Whitney

Extension del Test de la mediana
Kruskal-Wallis

Muestras

mds de dos muestras Anova de un factor

La clave segtin Kvam y Vidakovic (2007), para evaluar los datos en un marco no
paramétrico es utilizar los rangos de las observaciones en lugar del valor real de sus

magnitudes.

2.2.1. Estadistico Rango-Orden (Estadistico de rango)

Los datos se ordenan cuando se los organiza segtin algtin criterio, como por ejem-
plo, del mas pequefio al mdas grande o del mejor al peor. Si se considera el valor real
de las observaciones solo para determinar su posicién relativa dentro de la muestra
comun y luego de esto su magnitud es ignorada por completo en los procesos de in-
ferencia, entonces un estadistico de rango-orden para una muestra aleatoria puede

ser cualquier conjunto de constantes que indiquen algtin orden de las observaciones.

De aqui en adelante el criterio de organizacién se basara en la ordenacién de las
observaciones de forma ascendente, lo cual se ejecuta mediante el estadistico de
rango (o simplemente rango).

Definicién 2.2.1 (Estadistico de Rango (Rango)). EI rango de la observacion X; de una
muestra aleatoria de tamafio n, denotado por r(X;), es el niimero asignado a dicha observa-

cion seguin su orden en el arreglo (muestra) ordenado. La definicién formal es la siguiente:

n 1 si X] < Xi
(X)) =Y UX;<X;) donde UX;<X;)= (2.11)
j=1 0 si X] > X;
i Existen més casos de test no paramétricos que depende del tipo de variable, pero solo se

mencionan aquellos que son objeto de estudio. Para méas detalle vea Gémez-G6émez, Danglot-
Banck y Vega-Franco (2003).

2l Solo se lo menciona debido a que es la contraparte del Test Anova para muestras pareadas,
sin embargo, no es un caso de estudio del presente trabajo de titulacién.
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De manera similar, si X ;) representa el j-ésimo estadistico de orden (véase 2.1.8, pig. 16),

entonces su rango correspondiente es j.

Debido a que trabajar con los rangos de las observaciones es algo simple y como
en la practica las mediciones reales a menudo son dificiles, costosas o incluso impo-
sibles de obtener; el utilizar los rangos en un proceso de investigacion hace que sea

algo atractivo.

Gibbons y Chakraborti (2011) y Kvam y Vidakovic (2007) atribuyen que este es-
tadistico es una variable aleatoria discreta y si la muestra aleatoria proviene de una

poblacién continua, entonces el estadistico seguird la distribucion uniforme discreta.
Propiedades del estadistico de rango

1. La funcién de probabilidad de masa (pmf) del estadistico es

o) =PO() =)= paa 1<j<n (212)

2. La esperanza del estadistico es

E(r(X;)) = 5 para 1<j<n (2.13)
3. La varianza del estadistico es
nz—1
var(r(X;)) = 5 para 1<j<n (2.14)

4. La covarianza del estadistico es

coo(r(X;),r(X;)) = —”1’;1 para i # j (2.15)

Demostracion:
1.- Como r(X;) es una v.a. que puede tomar valores en {0,1,2,...,1n}, entonces cada

uno de estos valores tiene igual probabilidad de ocurrir. Asi,
N .
P(r(X;)=j) = - para 1<j<n

2.-Si Y; = r(X;), entonces

18, 1 an+1) n+l
e R B e R
i=1 j:1

E(Y) = ij*fym -
L

J
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3.-SiY; = r(X;) y de la definicién de varianza para v.a. discretas tenemos que

n

zl(ﬂ(n+1)(2n+1)>_(n+1)2:(n+1) {n—l} 1

YY) — E(YD) — (E(Ya? = N2y ey (MY _lgna (nt 1)’
o) = E(F) (B0 = L7 10 (") ot (")

n 6 2 12 12

4-SiY; =r(X;) e Y; =r(X;) parai # j, entonces
cou (¥, Y)) = E(YY)) ~ EODE(Y). (1)

Como (1) también es igual a

cov(Y1,Y2) = E(Y1Y2) — E(Y1)E(Y2) , (2)

entonces el término E(Y1Y,) se puede expresar en términos de esperanza condicio-
nal. De esta manera, E(Y1Y2) = E(Y1E(Y2]Y7)). Ahora bien, si Y7 es fijo, Y2 puede
ser cualquiera de los n — 1 valores presentes en el conjunto de los n primero enteros

1
positivos, con probabilidad T Esto implica que

Ea) = | w] @

Al reemplazar (3) en (2) tenemos
cov(Y1,Y2) = E(Y2E(Y2|Y7)) — E(Y7)E(Y2)
1

[P B - ) B

R [ ) () 5

_ (Bn+2)(n+1) <n+1>2:_n_—i—1

12 2 12

Ahora bien, si existe(n) alguna(s) observacion(es) repetida(s) en la muestra aleato-
ria, entonces el rango ya no serd bien definido. El problema radica en no poder de-
terminar a ciencia cierta qué rango le corresponde a qué observacion repetida. No

obstante, para dar solucién a este problema se presenta la teoria de ties.
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2.2.2. Ties (Empates)

Dentro de un conjunto de datos existe la posibilidad de que una o varias observa-
ciones tengan igual magnitud. Esto ocasiona varios problemas en la formulacion de
los test estadisticos no paramétricos, afectando de manera especial a su varianza.
Definicién 2.2.2 (Ties). Si dos o mds observaciones tienen la misma magnitud se dice que

son valores ties.

La consideracion tedrica que realizan los expertos para eliminar toda posibilidad
de ocurrencia de valores ties es suponer que la cdf es continua, pero como recalcan
Gibbons y Chakraborti (2011):

“En la préctica, los ties pueden ocurrir, ya sea porque la poblacién es realmente

discreta o debido a limitaciones practicas en la precisién de la mediciéon” (p.193).

En este sentido se debe determinar algtn proceso que trate los valores ties. Los
enfoques convencionales en la asignaciéon de rangos para las observaciones repeti-

das pueden ser aleatorizacion y rangos medios.

Aleatorizacion

Este proceso divide en r grupos de ntimeros diferentes al arreglo ordenado (de
menor a mayor) de tamafio N. Si denotamos por ¢; a la frecuencia del grupo i, enton-

ces para valores de frecuencia mayor o igual a 2, el grupo contendré observaciones
’

repetidas. En total existen H t; posibles asignaciones de los rangos a toda la muestra
i=1

r
con valores ties y ademas ) _ti = N (Gibbons y Chakraborti 2011).
i=1
La idea de aleatorizacién consiste en seleccionar por algin proceso aleatorio, una

de todas las posibles asignaciones de los N primero enteros positivos (rangos) a las

observaciones de la muestra.

Rangos Medios

La idea del método consiste en asignar a cada miembro de un grupo con obser-
vaciones ties, el promedio de los rangos que tendrian si las observaciones fueran
diferentes. Este enfoque es el mds atractivo, sin embargo, cada vez que se lo utilice

es necesario incorporar una correccion para los ties, lo cual provoca que la varianza

22



CAPITULO 2. MARCO TEORICO 2.2. METODOS NO PARAMETRICOS

del test estadistico se reduzca.

Existen otros tipos de procedimientos para observaciones ties 3 , sin embargo en

lo que sigue se consideraré el enfoque de los rangos medios.

2.2.3. Problema de una Muestra o Muestras Relacionadas

La expresion “problema de una muestra” quiere decir que vamos a realizar aletin
p P

proceso de inferencia con datos que pertenecen a una sola muestra aleatoria.

Tanto para el caso de una muestra como muestras relacionadas se presenta el

tradicional Sign Test (prueba de Signo) y el conocido Wilcoxon Signed-Rank Test.

2.24. Sign Test (Prueba de Signo)

Dentro de las aplicaciones del campo paramétrico, para el caso de una muestra, se
presenta el test de teoria normal (para la varianza conocida) o el Test t-student (pa-
ra varianza desconocida) (Gibbons y Chakraborti 2011), (Montgomery 2004); para

probar la hipétesis
Hy:p=pup con Uo un valor especifico.

La idea ahora es ver su andlogo no paramétrico, el Sign Test.

La prueba de Signo o Sign Test, a veces llamada también prueba de signo bino-
mial, es la més simple y la mas antigua de las pruebas no paramétricas. Su versa-
tilidad y facilidad de uso la hacen atractiva para los investigadores (Kraska-Miller
2014).

Sean X1, X, ..., Xy observaciones de una muestra aleatoria substraida de una po-
blacion que tiene mediana desconocida M y distribucién Fx continua y estrictamen-

te creciente al menos en una vecindad de M ( M existe y es tinica).

La prueba de hipétesis a realizar se refiere al valor de la mediana poblacional, es
decir

Hy: M = My con My un valor especifico, (2.16)

B3 Para mayor detalle vea Gibbons y Chakraborti (2011).
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contra cualquiera alternativa unilateral o bilateral.

El valor Mj seré el cuantil que divide el drea bajo la curva de la pdf de Fx en dos

partes iguales. Asi (2.16) se puede reformular de la siguiente manera:
Hy:0=P(X > Mp) =P(X< My =05, (2.17)

misma que es interpretado por Gibbons y Chakraborti (2011) de la siguiente manera:
”Si los datos de la muestra son consistentes con el valor de la mediana hipotética,
la mitad promedio de las observaciones de la muestra se encontraran sobre My y la

otra mitad por debajo ” (p.169).

A las observaciones que estan por encima de My se les asigna el signo + (dife-
rencias positivas, X; — My > 0) o el signo — (diferencias negativas, X; — My < 0)
caso contrario. El caso X; = My (también llamado tie (Pratt y Gibbons 1981)) es te6-
ricamente imposible de ocurrir debido al supuesto de continuidad de la cdf (Kvam
y Vidakovic 2007).

Si K denota a la variable aleatoria niimero de observaciones més grandes que My
(ntmero total de signos +), entonces K ~ Bi(N,0.5) si Hy es cierta. En consecuencia,
el test no paramétrico basado en K es llamado Sign Test, y sus regiones de rechazo
para la alternativa unilateral, ya sea de cola superior o inferior a un nivel de signifi-

cancia « se presentan en la siguiente tabla

Tabla 2.3: Regiones de rechazo unilaterales para el Sign Test

Superior Inferior

Cola MIH, : M > Moo P(X > M) > 0.5 Hi:M < Mgo P(X < M) <05
K> ky K<k,

region donde k, es el entero mas pequefio donde k es el entero més grande

de que satisface que satisface
rechazo N /N ke /N
Py(K>ky),0 €@y =Y ( ; ) (05)N <a | Py(K<K,),0€@ =) ( ; ) 05)N <a

i=ky i=0

De la Tabla 2.3, las regiones de rechazo para la alternativa bilateral

Hy: M # My 0 6 =DP(X > M) #0.5 (2.18)

se dan cuando K > k,/, 0 K <k, ,, siendo k,/, y k| ,, el entero mas pequefio y

(41 Las regiones de rechazo para la alternativa unilateral (superior o inferior) son consultadas de
Gibbons y Chakraborti (2011), Kvam y Vidakovic (2007)
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grande que satisfacen

k

N N &/2 N
) < ; ) 05N <a/2 g ) ( i ) (05)N <a/2  respectivamente.
Z'ZIC,X/Z i=0

(2.19)
Es importante notar que solo es necesario calcular o bien k,/; o k; ,,, debido a que
cuando la distribuciéon binomial es simétrica, lo cual es verdadero para € = 0.5; se

cumple la relacién k, , = N — k], ,, (Pratt y Gibbons 1981).

Consistencia del Sign Test

La consistencia del Test de Signo para la alternativa de cola superior se basa en la
definicién (2.1.7). De este modo, la alternativa Hy : 6 > 1/2 a un nivel de significancia

« dado, se rechaza si K > k, o equivalentemente si
Py(K > ky),0 € ©g < Vo <1/2

Ahora bien,
Pl/Z(K > ka) =N = P1/2 (

K — EGO(K) ka - EGO (K)> [5]
0, (K) 0, (K)

B (K—0.5N>ka—0.5N>_>P (Z > 2)
1/2 OSW \/N 1/2 o)
ky, — 05N
esdecir Py »(Z > z,) =aparaz, = ————.
1/2(2 > 2) = & para zy 0.5VN

De esta manera, la potencia del test bajo la alternativa de cola superior es la si-

guiente:

I1y(0) = Py(K > ky) = Py(K > 0.5N + 0.5v/Nz,)

b K-N6 _05N—Nf +0.5vNz,
\VNGE-0) ~  VNET-0)
05N —NO
2N =AY 05z,
n |z VN _p|z> VN(0.5—0) + 0.5z, ,

6(1—0) 0(1—0)

Bajo la alternativa, 0.5 — 8 <0

51 Como K sigue la distribucion binomial Bi(N,0.5), entonces Eg,(K) = 0.5N y
o9, (K) = /N(0.5)(0.5) = 0.5v'N
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y si N — +oo entonces ITy(0) — 1. Esto demuestra que el Sign Test es consistente

para la alternativa de cola superior [°].
p-valor

Para la alternativa de cola superior Hy : M > My y ko el valor observado de la v.a.

K, el p-valor es igual a

% (Ij ) (0.5)N (2.20)

i=ko
De manera andloga para la alternativa de cola inferior.

En cambio, para la alternativa bilateral se define K’ como min(K,N — K), lo cual

implica que el p-valor sea igual a
K/
N ) N
2 . ](0.5 (2.21)
> (7))

Aproximacién de la distribucién nula del Test de Signo a la distribucién normal

Como el estadistico K sigue una distribucién Bi(N, p), se pueden generar facil-
mente tablas que contengan el valor exacto del Test de Signo para cualquier valor
de N. Sin embargo, como la distribuciéon binomial es simétrica para p = 0.5, entonces
esta distribuciéon se puede aproximar a la distribucién normal; y debido a la natu-
raleza discreta de la binomial se debe usar la correcciéon de continuidad (Gibbons
y Chakraborti 2011).

En este contexto, por ejemplo, si Hy se rechaza en favor de la alternativa de cola

superior Hy : M > My cuando K > k,, para
ko =05N +05+05VNz, , U

el correspondiente p-valor aproximado, dado de (2.9) es igual a

o (ko ~0.5— 0.5N>
V025N

Un proceso similar se utiliza para obtener el p-valor de la alternativa unilateral de

cola inferior, asi como para la alternativa bilateral.

[ol Un proceso anélogo determina la consistencia del test para los otros tipos de alternativas.
71 Se sigue de que K ~ Bi(N,0.5) y de (2.8)
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Problema de diferencias cero

Como se dijo previamente, el caso X; = My (o diferencia cero, X; — My = 0) es
tedricamente imposible de ocurrir, pero como dicen Gibbons y Chakraborti (2011):
“Las diferencias de cero pueden ocurrir y ocurren, ya sea porque el supuesto de

continuidad es erréneo o debido a mediciones imprecisas” (p.171).

Una posible solucién para estos casos es simplemente eliminar las observaciones
que son iguales al valor hipotético My. Este proceso afecta al tamafio de muestra.
Una segunda idea radica en considerar a las diferencias cero como casos, tanto de
signo + como de signo - (es decir, reparto equitativo para cada caso).

Finalmente, un tercer enfoque podria utilizar algtin proceso aleatorio que determine

el signo de estas diferencias.

Aplicacién a muestras relacionadas (pareadas)

En situaciones practicas frecuentemente las observaciones ocurren en pares. Si
bien los pares entre si pueden ser independientes, los miembros del par pueden estar
relacionados de alguna manera. Una posibilidad, como mencionan Pratt y Gibbons
(1981), se da al decir que: "Esta relacion dentro de los pares puede estar presente
debido a la naturaleza del problema, o puede ser impuesta artificialmente por el di-
sefio, como cuando las unidades experimentales se emparejan de acuerdo con algin

criterio” (p.104).

Desde esta perspectiva, los procesos de inferencia para muestras pareadas, por
ejemplo, dan respuesta a la interrogante de si dos tratamientos son diferentes o si

uno de ellos es “mejor” que el otro.
El proceso aplicado al caso de muestras relacionadas se presentan a continuacion:

Sea (X1,Y1),(X2,Y2),...,(XnN,Yn) una muestra aleatoria de N pares y suponga-
mos que sus diferencias (X; — Y7),..., (Xny — Yn) provienen de la poblaciéon de di-
ferencias con cdf continua y mediana desconocida Mp. Si K denota el nimero de
diferencias positivas, D; > My, donde D; = X; — Y; Vi=1,...,N y My un valor fijo,
entonces el Sign Test se aplica sin mayor dificultad debido a que al considerar la

poblacién de diferencias se estd trabajando con una sola muestra.

Un aspecto que se debe de enfatizar lo mencionan Kvam y Vidakovic (2007) al
sefialar que a diferencia del caso para dos poblaciones, en donde la hipoétesis de
igualdad de medias es equivalente a la hip6tesis de que la diferencia de las medias

de poblacién es igual a cero; no ocurre lo mismo con respecto a las medianas. En
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otras palabras, Mp # Mx — My para Mx e My las medianas de las poblaciones
2 e % respectivamente. Sin embargo, cuando las dos poblaciones de estudio son
simétricas, Mx = My y la poblacién de diferencias también es simétrica, entonces
la media y la mediana coinciden y solo asi se tendria una condicién necesaria y
suficiente para decir que la hip6tesis de igualdad de medianas es equivalente a que

la diferencia de las medianas sea cero (Gibbons y Chakraborti 2011).

Si bien el Test de Signo es perfectamente valido para realizar inferencias conside-
rando muestras relacionadas, en lo que sigue se presenta un enfoque alternativo al
test de muestras relacionadas, el Test de Signo de rango de Wilcoxon. Este test es la

contraparte no paramétrica a la prueba t pareada.

2.2.5. Wilcoxon Signed-Rank Test (Test de Signo de Rango de Wil-

coxon)

La construccién del estadistico K en el Sign Test solo consideraba el signo de la
diferencia entre el valor de la observacion y la mediana hipotética, pero ignora por
completo la magnitud de estas diferencias. En virtud de esto, Frank Wilcoxon citado
por Kvam y Vidakovic (2007) sugiere que: “Ademas del signo, el valor absoluto de
estas diferencias también deberia importar, y podria aumentar la eficiencia de la

prueba de signo” (p.126).

Consecuentemente, suponiendo que la informacién de las diferencias esté dispo-
nible, que la distribucién poblacional sea simétrica y continua, entonces Gibbons
y Chakraborti (2011) mencionan que: ” El estadistico de prueba de signo de rango
de Wilcoxon proporciona una prueba de ubicacion alternativa que se ve afectada

por las magnitudes y los signos de estas diferencias” (p.195).

Asi, en base a lo expuesto con anterioridad se procede a describir el Test de Signo
de Rango de Wilcoxon.

Sea X1,X»,..., Xy una muestra aleatoria con N observaciones que provienen de
una poblacién con cdf Fx continua y simétrica cerca de una mediana desconocida

M. Bajo la hipétesis nula
Hy: M = My con My un valor especifico,

las diferencias D; = X; — My son distribuidas simétricamente cerca de 0 (Pratt y Gib-
bons 1981), es decir
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XiZMO+X) Vx>0
>

Si se calculan los rangos para |D;| y se conserva el signo original de las diferencias
D;, entonces los estadisticos Tt y T~ se definirdn como la suma de los rangos con
signo positivo y negativo de las diferencias absolutas respectivamente. Adicional-

mente se puede definir el estadistico T como T=T" — T~

Matemaéticamente estos estadisticos se expresan como

N N
T" =) Zr(|Di) : T- =) (1-Z)r(|Di) (2.22)
j=1 =1
y N B N N N N(N+1)
T=T'-T =2) Zr(|Di) = Y r(|Di]) =2} Zir(|Dil) — — (223
=1 =1 =1
1 siD;>0.
con 8] 7, = 1 (2.24)
0 si Di <0.

Debido a que estos tres estadisticos estan relacionados de manera lineal son crite-
rios equivalentes; razon por la cual, Pratt y Gibbons (1981) dicen que a cualquiera
de estos tres estadisticos se los conoce como el estadistico de Signo de Rango de
Wilcoxon (o Wilcoxon Signed-Rank Test) en honor a Frank Wilcoxon. Sin embargo,
T+ puede proporcionar una prueba de ubicacién mas eficiente para algunas distri-
buciones (Gibbons y Chakraborti 2011), motivo por el cual se lo considera en lo que

sigue.

Considerando que Hy sea verdadera, los momentos de primer y segundo orden

de T* son

N(N +1
Egy(T") = Egy(T ") = % (2.25)
Eg,(T) =0
Varg,(T™) = Varg,(T™) = NN+ 12)4(2N o (2.26)

Varg,(T) = 4Varg, (T™)

(8] La v.a. Z de (2.24) se distribuye como una Bernoulli con pardmetro 0.5
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Demostracion:
1.- Para calcular el valor de la esperanza de T™ nos ayudamos de (2.1). De esta

manera,

Eg,(T") = ZE[r (ID;1)E(Z;))]-

Pero como r(|D;|) es una permutacién del conjunto {0,1,,2,...N} y Z; ~ Be(0.5),

entonces

N
Eg,(TT) = 0.51(2 (D) = 0.5 {N(N+ 1)} _ N(N+1)
=1

2 4

De manera anéloga para Eg, (7).
En cambio para T, Eg (T) = E(TT —T7) = N(Z\if%)/— N(N/—Vl/f: 0.

2.- Para calcular el valor de la varianza para T" nos ayudamos de (2.2), asi

Varg, (T) = ZVar r(|Dj|)?

1 [N(N+ 1)(2N +1)

) ]:l[N(NH)(zNH)]

24

= [Zr(lDfl)z
j=1

De manera andloga para Var (T~ |Hp).

En cambio para T se tiene que

Varg,(T) = Var(TT —T7)

N N
= Var <2ZZir(|Di|) - w> = 4Var (Zzir(|Di|)> = 4Varg,(T™)

j=1

Un proceso equivalente para obtener la esperanza y la varianza de T se presen-
ta en Gibbons y Chakraborti (2011) y Pratt y Gibbons (1981). La idea es definir al

estadistico de la suma de rangos con signo positivo como

1 siD;+D;>0
TH= Y Y'T; donde T;= S (2:27)
1<i<j<N 0 caso contrario

y probabilidades p1, p2, p3 y pa Vi,j, k distintas de la siguiente manera

30



CAPITULO 2. MARCO TEORICO 2.2. METODOS NO PARAMETRICOS

= P(D; > 0) (2.28)
= P(D; + D; > 0) (2.29)
=P(D;>0 y D;+D;>0) (2.30)
=P(D;+D;>0 y D;+ Dy >0) (2.31)

De esta forma, los momentos de primer y segundo orden de la variable Tj; son

E(T;) = 1P(D; + D; >0)+0 P(D;>0)=p, Vi
Var(T;) =1P(D; + D; > 0) +0 — (E(Ty))?> = p1 — p? Vi

E(T;;) =1P(D; + D; >0)+0=P(D; + D; >0) =p>  Vi#]j
Var(Tyj) = 1P(D; + D; > 0) + 0 — (E(Tyj))> = p2 —p5  Vi#]

en consecuencia, la media y la varianza de T™ son respectivamente

Eg,(T*) = Np1+ N(N —1)p2/2 (2.32)

Varg,(T") = Np1(1 — p1) + N(N — 1)[p2(1 — p2) /2 4+ 2(p3 — p1p2)]
+N(N=1)(N=2)(ps—p3) (2.33)

Ahora bien, como las D; se distribuyen simétricamente cerca de 0 y bajo el supuesto
que Hy es cierta, entonces p; = 1/2 (debe haber tantas diferencias positivas como
negativas), po = 1/2, p3 =3/8 y ps = 1/3 (Gibbons y Chakraborti 2011) y (Pratt
y Gibbons 1981), mismos que al ser reemplazado en (2.32) y (2.33) dan respectiva-
mente (2.25) y (2.26).

Consistencia del Wilcoxon Signed-Rank Test

Para demostrar la consistencia del Test de Wilcoxon, por ejemplo, para el caso de
cola superior nos ayudamos de (2.6). De esta forma g(p2) = 1/2 bajo la hipotesis

nulay ¢(p2) > 1/2 para la hipétesis alternativa.

2T+
Definimos el estadistico T/ = Nz Vse demostraré que es un estimador consisten-
te ’l de p,. Paraello, por un lado

] Pratt y Gibbons (1981) definen que 6,, es un estimador consistente de 6 si lim;,_ .« E(6,) = 6
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E(T') = E <2Ni2+> _ (%) E(T*)
_ (i) {Nplﬁ-N(N_l)pz] e Nod [1—1] p2

N2 2 N N N N

y si N — +o0, entonces E(T') — pa.

Por otro lado,

Var(T') = < [Np1 (1= pr) + NN = 1)[pa(1 = p2) /2 +2(ps = prpa)]
+N(N = 1)(N=2)(ps — p3)

y nuevamente si N — o0, entonces Var(T") — 0.

En consecuencia, T’ es un estimador consistente de p, y de (2.5) se concluye que
es un test consistente para la alternativa de cola superior con tamafio « y regién de
rechazo T' € R para T' — py > ¢q.

Notese que la consistencia se da ante cualquier distribucién alternativa incluso no
simétrica para la cual py > 1/2 (Pratt y Gibbons 1981). Adicionalmente, si la media-
na real de la poblacién supera My, los datos de la muestra reflejaran esto al tener la
mayoria de los rangos més grandes correspondientes a diferencias positivas (Gib-
bons y Chakraborti 2011).

Region de rechazo, p-valor y aproximacién a la distribucién normal del Test de
Signo de Rango de Wilcoxon

Bajo la hipétesis nula Hy : M = M), la distribucién de probabilidad nula de T,
misma que es simétrica cerca de su media e idénticamente distribuida como T~ se
define como

P(TT=T)= % (2.34)

donde u(t) son las formas posibles de asignar los N primeros enteros positivos a los

signos + o -, de manera que la suma de estos ntiimeros sea t.

La construccion de tablas con valores criticos de cola izquierda se basan en la
variable aleatoria T, misma que puede ser dependiendo del caso T o T, la que
tenga su valor de suma més pequefio. Por ejemplo, en Gibbons y Chakraborti (2011)
para N <15 se exhibe la tabla H con valores criticos y niveles de significaciéon exactos
de la prueba de clasificacion de Wilcoxon.

Por otro parte se pueden encontrar implementaciones computaciones de estas tablas
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en el paquete estadistico Matlab o en R mediante la libreria MASS.

Si t, es el namero tal que P(T < t,) = &, entonces las regiones de rechazo para las

alternativas de Hy de tamarfio « son la siguientes

Tabla 2.4: Regiones de rechazo para las alternativas de Hy del Wilcoxon Signed-Rank Test.

T <t, para Hy : M > M
T <ty para Hy : M < M)

Tt <typoT <t paraHj:M# My

Pero como en la préctica se trabaja con muestras de gran tamafio es necesario una
distribucion asintética de T+. Asi, en concordancia a (2.25), (2.26) y de los resultados
obtenidos para variables dependiente presentados en Hoeffding y Robbins (1948), o
de manera particular el caso estudiado por Diananda (1955) , Orey (1958), Romano

y Wolf (2000) cuando f(n) = m, se tiene que

r+ NIN+1)

L _TT (1Y) _ 4 ATTONINAD gy
Var(T+ |
ar(T+) \/i[N(N—’_l)(ZN—'—l)] \/é[N(N+1)(2N+1)]

sigue una distribucién normal estdndar a medida que N — +oo (generalmente N >
15).

Si se utiliza la correccién de continuidad para mejorar la aproximacién y el tama-
fio de la muestra es mayor a 15, entonces las regiones de rechazo apropiadas y los

p-valores basados en la aproximacién normal se presentan en la Tabla 2.5

Tabla 2.5: Regiones de rechazo y p-valores aproximados para las alternativas de Hy del Test T

Alternativa Regién de Rechazo Aproximada p-valor Aproximado

1 1)(2N +1 05— 1)/4
M> My T+ZM+0_5+2N\/N(N+ JON+D) | o =05 -N(N+1)/
4 24 VNIN+1)(2N +1)/24
M< M T+§M_0_5_ZW\/N(N+1)(2N+1) & to+05-N(N+1)/4
4 24 UNINT (2N +1)/24
M7 Mo ambos con z, 2*(el mas pequerio de los anteriores)

Problema de diferencias ties para el Test de Signo de Rango de Wilcoxon

Como ya se mencionado anteriormente, los casos de diferencias ties o ceros son

teéricamente imposibles de suceder bajo el supuesto de continuidad de la cdf de
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la poblacién. De existir estas diferencias se debe proceder como en la pag. 27, sin
embargo, la distribucién de probabilidad de T no serd la misma. En consecuencia

se debe utilizar el proceso visto en (2.2.2) para abordar este problema.

Si el un nimero de ties es pequefo se produce un efecto leve y no es necesario
hacer ninguna correccion (Gibbons y Chakraborti 2011), no obstante, para estimar
(2.35) en presencia de un ntimero considerable de valores ties es necesario corregir
la varianza de (2.26), misma que bajo el enfoque de rango medios (véase 2.2.2, pag.

22) se transforma en

vmﬂ*):%ﬂN@w+nQN+qﬂ— Zl%;lﬂ ) (2.36)

[10]

correccion para ties

donde el sumatorio se extiende sobre ¢, el nimero de diferencias ties para un rango

determinado.

Aplicacién a muestras relacionadas

La comparacién entre dos tratamientos, segtin Wilcoxon (1945), generalmente co-

rresponde a una de las siguientes dos categorias:

a) Tener varias repeticiones para cada uno de los dos tratamientos, que no estan

emparejados.

b) Tener una serie de comparaciones pareadas que nos llevan a una serie de dife-

rencias, algunas de las cuales pueden ser positivas y otras negativas.

Desde este punto de vista, el Test de Wilcoxon se propuso en realidad para hacer
inferencias sobre el valor de la mediana de la poblacién de diferencias (en datos de
muestras relacionadas (pareadas)), lo cual nos permite decir qué miembro del par

es "mejor ” que el otro.

Si en la metodologia sobre la aplicacién a muestras pareadas de la pag. 27 se con-
sidera adicionalmente que la poblacion de diferencias es simétrica y que las diferen-

cias son de la forma

Di=X;,—Y.—M, Vi=1,...,N,

(101 La metodologfa de la introduccién del factor de correccién para ties se presenta en Gibbons

y Chakraborti (2011)
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entonces el Test de Signo de Rango de Wilcoxon se aplica sin mayor limitacion.

2.2.6. Problema General de dos Muestras

Como se vio anteriormente, el Test de Signo y el Test de Signo de Rango de Wil-
coxon son perfectamente aplicables al problema de una muestra y muestras relacio-
nadas. Ahora el interés radica en analizar los datos de dos muestras aleatorias que
son mutuamente independientes (extraidas de manera aleatoria de sus respectivas
poblaciones), no solo en si mismas (los datos en cada muestras son independientes),
sino también entre ellas (cada elemento de la primera muestra es independiente de

cada elemento de la segunda muestra).

Nuestro universo consistird de las poblaciones 2" e % con cdf continuas Fx, Fy
respectivamente; y para Xj,Xp..., X, una muestra aleatoria de la poblacién 2" e
Y1,Y>...,Y, una muestra aleatoria de la poblaciéon %/, las cuales son extraidas de
manera independiente de sus respectivas poblaciones; el problema de comparar dos
muestras citado en Gibbons y Chakraborti (2011), bajo la consideracién de que la
Unica diferencia entre las poblaciones ocurre solo con respecto a algtin pardmetro
(ej. mediana o varianza), desea determinar si las dos muestras son extraidas de po-

blaciones idénticas o equivalentemente
H() : Fx(x) = Fy(x) Vx (2.37)

versus las alternativas de que las dos poblaciones difieren de alguna manera espe-

cificada.

Si se considera el campo paramétrico y bajo el supuesto de que las muestras pro-
vienen de poblaciones normales, los mejores test para probar la igualdad de me-
dias e igualdad de varianzas son respectivamente la prueba t-student y la prueba
F (Siegel 1956), (Wald y Wolfowitz 1939). Sin embargo, bajo la incertidumbre del
cumplimiento de los supuestos que rigen el desarrollo teérico de los test antes men-
cionados, o si no se cuenta con informacién suficiente para juzgar su validez o si es
apropiada una prueba de igualdad completamente general para distribuciones no

especificadas; los procedimientos no paramétricos son los més recomendables.

En la préctica se hacen suposiciones sobre la forma de las poblaciones subyacen-
tes, y con frecuencia la diferencia a nivel de “ubicacién” (la diferencia es la mis-

ma independientemente del pardmetro de ubicacién que se elijja, y es la cantidad
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de cambio requerido para que las dos poblaciones sean idénticas Pratt y Gibbons
(1981)) entre las dos poblaciones es de interés primordial. Por lo tanto, estudiar es-
tas diferencias a través del llamado modelo de ubicacién o modelo de cambio es

muy importante.

2.2.6.1. Modelo de Ubicacién

Bajo el supuesto que la tinica diferencia entre las poblaciones ocurre solo a nivel
de ubicacién, entonces el modelo propuesto es el siguiente
Definicién 2.2.3. Sean X1,X»,..., Xy Y1,Y2,...,Y, dos conjuntos de observaciones mu-
tuamente independientes extraidos de las poblaciones 2~ e % respectivamente. Decimos que
la poblacion % es la misma que la poblacion 2 excepto posiblemente por un valor de des-

plazamiento desconocido 0 (pardmetro de ubicacion) si
F(x)=P(Y<x)=P(X<x—-0)=Fx(x—0) Vx y 6#0. (2.38)
Esto significa que % y 2" + 0 tienen la misma distribucion de probabilidad o que la distri-
bucion de 2 es la misma que la de % — 6.
Dependiendo del valor de 6 tenemos los siguientes casos:
m Sif0=0,lacdf de Z esla misma cdf de 2.
= 5i60 > 0,lacdf de # esla misma cdf de 2" pero trasladada a la derecha.

» 5if <0,lacdfde# eslamisma cdf de 2 pero trasladada a la izquierda.

Graficamente, (2.38) para cuando 6 es mayor o menor a cero se da en la Figura 2.1.

Figura 2.1: Si Fx(x) es la cdf de 2" e Fy(x) es la cdf de % entonces
a) Para 6 < 0 (Distribucién Normal) y b) Para 6 > 0 (Distribucién Exponencial)

Tanto en el caso a) como en b), las dos poblaciones tienen la misma forma y variabilidad. La tinica diferencia estd
en que la cdf de la poblacién % esta trasladada a la derecha (f > 0) o a la izquierda (6 < 0) en comparacién con
la cdf de la poblacién .2". Generalmente el pardmetro de ubicacién es igual a la diferencia entre cuantiles del
mismo orden (particularmente medias o medianas).

Fy (x)

—
T
I
s
&

Fy (%) Fy (%)

4
(a) (b)

Ahora bien, bajo el supuesto de desplazamiento las dos poblaciones tienen la mis-
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ma forma y de manera particular sus varianzas, si estas existen, deben ser iguales
(Pratt y Gibbons 1981). El valor de 6 puede ser igual a la diferencia entre medias (si
estas existen), entre medianas o de manera general a la diferencia entre cuantiles del

mismo orden de las poblaciones objetas de estudio (Gibbons y Chakraborti 2011).

Otra suposicién que se hace sobre la forma de las poblaciones subyacentes se da
en cuanto al llamado modelo de escala. Este modelo asume que las poblaciones 2

e % son las mismas excepto posiblemente por un factor de escala positivo 6 > 0.

La descripcién de este modelo se presenta a continuacion.

2.2.6.2. Modelo de Escala

De manera similar al modelo de ubicacion, si consideramos que la tnica dife-
rencia entre las poblaciones ocurre solo a nivel de escala, entonces la definicién del
modelo a utilizar es la siguiente:

Definicién 2.2.4. Sean X1,X»,..., Xy Y1,Ys,...,Y, dos conjuntos de observaciones mu-
tuamente independientes extraidas de las poblaciones 2~ e % respectivamente. Decimos que
la poblacion & es la misma que la poblacion 2 excepto posiblemente por un factor de escala

desconocido 6 (pardmetro de escala) si
Fy(x)=P(Y<x)=P(X<6x)=Fx(x) Vxy6>0y0+#1 (2.39)

Esto significa que % e Z /0 tienen la misma distribucién de probabilidad.

Gréficamente, (2.39) para 6 mayor y menor a 1 se da en la Figura 2.2.

Figura 2.2: Si Fx (x) es la cdf de 2" e Fy(x) es la cdf de %, entonces
a) Si 6 > 1 (Distribucién Normal) y b) Si 6 < 1 (Distribucién Exponencial)
La cdf de la poblacién # es la misma que la cdf de la poblacién 2~ pero con una escala comprimida o expandida
segtin § > 10 6 < 1, respectivamente.

—

Fy (x) 1

Fy (x)
Fy (x)

Fy (x)

(a) (b)
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Un contexto mds general sobre la forma de las poblaciones subyacentes se obtiene
al considerar el modelo de ubicacién y modelo escala al mismo tiempo. Este proceso

se describe a continuacion.

2.2.6.3. Modelo General Ubicacién-Escala

Definicién 2.2.5. Sean X1,X>,..., Xy Y1,Ys,...,Y, dos conjuntos de observaciones mu-
tuamente independientes extraidas de las poblaciones 2" e % respectivamente. El modelo

general satisface que
P(Y —puy <x)=P(X — ux < 6x) Vxy >0, 06#1, (2.40)

para ux, wy las medias respectivas de & e %

X —
La expresion en (2.40) es equivalente a decir que % — uy y i 2. siguen la
misma distribucién de probabilidad. Un resultado similar se obtiene al reemplazar

las medias px, py por las medianas poblacionales respectivas.

Independientemente del tipo de modelo que se considere, el problema general
de dos muestras es el mas analizado dentro de lo no paramétrico. La prueba de
hipétesis a realizar considera que las cdf de las poblaciones son continuas, que la

hipétesis nula se formula como en (2.37) y que las alternativas pueden ser
m Hp: Fx(x) # Fy(x) para algun x (alternativa bilateral)

= Hp:Fx(x) > Fy(x) para todo x
Hi : Fx(x) > Fy(x) para algin x (alternativas general de una cola, en este

caso superior)

Una alternativa para el altimo caso que con frecuencia se utiliza se da cuando las
observaciones de una poblacién tienden a ser més grandes que las observaciones de
la otra poblacion. A esta propiedad Gibbons y Chakraborti (2011) la llaman “esto-
casticamente mds grande” y Pratt y Gibbons (1981) ”estocdsticamente dominante”.
Definicién 2.2.6. Sean 2", % dos poblaciones con cdf continuas Fx y Fy respectivamente.
Si se cumple que Fx > Fy, entonces % serd estocdsticamente mds grande que 2. Esto se
denotard por Y >5T X.

De la definicién anterior, si § > 0 (6 < 0) en (2.38), entonces Y >°T X (X >5T Y).
Adicionalmente, si 6 < 1 (8 > 1) en (2.39), entonces Y >3 X (X >5T Y).

En resumen, cuando el interés de nuestro proceso de inferencia radique en ver si
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existe diferencia entre las poblaciones a un nivel de ubicacién, se debe el modelo de

ubicacién, mismo que da la llamada alternativa de ubicaciéon
Hp :Fy(x) =Fx(X —6) Vx yalgtn 0 #0 (2.41)

En cambio, si el interés es ver la existencia de diferencias a un nivel de escala entre

las dos poblaciones, se debe usar la alternativa de escala
Hs : Fy(x) = Fx(6x) Vx yalgin 0 #1 (2.42)

A pesar de que la literatura proporciona una gran variedad de test para el problema
general de dos muestras, solo los mas conocidos dentro de lo no paramétrico serdn

mencionados.

2.2.6.4. De Wald-Wolfowitz Runs Test

Las pruebas univariadas tradicionales como el test de desviacién maxima de Smir-
nov o Wald-Wolfowitz Run Test mencionadas en Friedman y Rafsky (1979) son per-
fectamente vélidas para la alternativa bilateral del problema general de dos mues-
tras. Sin embargo, solo el segundo test genera procesos de distribucién libre y serd

el que se describa en lo que sigue.

A. Wald y J. Wolfowitz han desarrollado un método para probar la hipdtesis nu-
la de que dos muestras independientes provienen de la misma poblacién contra la
hipétesis alternativa de que los dos grupos difieren en cualquier aspecto (ya sea a
nivel de ubicacién o escala) en funciéon de “runs”.

El proceso desarrollado por los autores antes mencionados se describe a continua-
cion.

Sean Xj,Xy,..., Xm e Y1,Ys,...,Y, dos muestras aleatorias independientes extrai-
das de las poblaciones 27, # respectivamente. Suponemos que £  tiene cdf con-
tinua Fx y % cdf continua Fy. Agrupamos las dos muestras en un solo conjunto
(arreglo) y ordenamos las N = m + n observaciones en orden creciente, conservan-
do la identidad de pertenencia de cada observacion a sus respectivas muestras. Bajo
el supuesto de continuidad de las poblaciones, los casos ties son tedricamente im-
posibles de suceder, lo que garantiza la existencia de un tnico arreglo ordenado

(menor a mayor en este caso).
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La hip6tesis nula a ser probada es la misma que en (2.37), es decir
Hy: Fx(x) = Fy(x) Vx. (2.43)

Si (2.43) fuese verdadera, se esperaria que las observaciones estén bien mezcladas

dentro del arreglo agrupado-ordenado de tamafio N.

El criterio de mezcla se basa en los llamados runs.
Definicién 2.2.7 (Runs). Un run se define como la sucesién de uno o mds tipos de simbolos

(etiquetas) que son sequidos y precedidos por un simbolo diferente.

Por ejemplo, si tengo dos muestras de tamafios m =4 e n =5 y si el arreglo or-
denado es XYYXXYXYY, en donde la etiqueta X identifica a los elementos de la
muestra de tamafio 4 e Y a los de la muestra de tamano 5, entonces el total de runs

que se tiene es 6.

Esto nos da la idea de que si las muestras provienen de poblaciones idénticas,
el nimero de runs no deberia ser demasiado pequefio, pues de serlo se estaria re-
chazando Hp, o como lo describen Gibbons y Chakraborti (2011): “Un patrén de
arreglo con muy pocos runs sugeriria que este grupo de N observaciones no es un
solo ejemplo aleatorio sino que estd compuesto por dos muestras de dos poblaciones
distinguibles” (p.231).

Por consiguiente, se define el estadistico R llamado de Wald-Wolfowitz Runs Test,
como el nimero total de runs dentro de la muestra agrupada-ordenada para probar
Hy, y de existir diferencias entre las cdf Fx y Fy, el valor de R tenderd a ser pequefio
(Gibbons y Chakraborti 2011),(Friedman y Rafsky 1979), (Wald y Wolfowitz 1939).

La utilidad del Test R es apropiada principalmente cuando la alternativa es gene-

ral y bilateral. En otras palabras, cuando la alternativa es
Hy : Fx(x) # Fy(x) para algun x. (2.44)

Sin embargo, el Test R generalmente funciona para la alternativa de cola inferior. De

esta manera, la respectiva region de rechazo a un nivel de significancia « sera
R<¢,, (2.45)

donde ¢, es el entero mas grande que satisface Py(R < ¢, ),0 € ©p < a; y su corres-
pondiente p-valor serd igual a Py(R < Ry),0 € Oy, para Ry el valor observado del

estadistico R.
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En base a la distribucién nula exacta y k-ésimos momentos del Test R, presentados
en Gibbons y Chakraborti (2011) o en Siegel (1956), la literatura proporciona tablas
con valores criticos. Por ejemplo, para valores de m,n < 20 existe la tabla F; presen-
tada en Siegel (1956) o para m < n <12, la tabla D en Gibbons y Chakraborti (2011).
No obstante, al trabajar con muestras de gran tamafio es indispensable utilizar, bajo

la hipétesis nula, la aproximacién de la distribucién nula del Test R a la distribucion

normal (z = R~ E(R)
~ Var(R)

misma que contiene el p-valor en funcién del valor observado Ro.

). Esta aproximacion la exhibe Siegel (1956) en la tabla A,

Finalmente, lo concerniente a la consistencia del Test R esta fuera del alcance del

presente estudio, pero se desarrolla en Wald y Wolfowitz (1939).

Problema de ties para el Wald-Wolfowitz Runs Test

Al considerar que las poblaciones son continuas los casos ties son tedricamente
imposibles de suceder. De hecho, la presencia de valores ties dentro de cada muestra
no afecta la formulacién del Test R. El problema surge cuando estos valores se pre-
sentan entre muestras, es decir, si dos o méas observaciones de las diferentes mues-

tras tienen exactamente la misma magnitud.

La idea que trata al problema de los ties radica en romperlos de todas las formas
posibles, y observar todos los posibles valores resultantes del Test R. Este niimero

calculado por Gibbons y Chakraborti (2011) es igual a

ﬁ (Si + t") , (2.46)

i=1 \ i

en donde s; es el nimero de observaciones de la una muestra que tienen igual
magnitud con t; observaciones de la otra muestra dentro del grupo de ties i. Esto

Vi=1,2,...,k, siendo k el total de grupos ties entre las muestras.

Si todos los valores resultantes del Test R son significativos con respecto al valor
previamente establecido para «, los ties no presentan un problema importante aun-
que aumentan el tedio de cdlculo (Siegel 1956). Sin embargo, puede darse el caso
que las posibles formas de romper los ties llevan a valores de R que pueden ser sig-
nificativos y otros que no lo son, lo que provocaria que la decisién sea mas dificil. En
este caso Siegel (1956) recomienda que se determine la probabilidad de ocurrencia
asociada con cada valor posible de R y se tome el promedio de los p-valores como

la probabilidad obtenida para decidir si aceptar o rechazar Hj.
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La utilidad principal del Wald-Wolfowitz Run Test se da en los andlisis prelimina-
res de los datos, es decir cuando todavia no se ha formulado ninguna forma parti-
cular de alternativa; y para el caso en el que se rechaza la hip6tesis nula, se pueden
realizar mas estudios con otras pruebas en un intento de clasificar el tipo de diferen-

cia entre las poblaciones (Gibbons y Chakraborti 2011).

2.2.6.5. Test U de Mann-Whitney

Para establecer si dos muestras aleatorias independientes provenian de una mis-
ma poblacién, el Test Wald-Wolfowitz consideraba la idea de mezcla aleatoria basa-
da en runs. Ahora para dar respuesta al mismo problema nos apoyamos en el Test U
de Mann-Whitney, también llamado Wilcoxon Rank-Sum Test, Test Mann-Whitney,

Test Mann Whitney-Wilcoxon o simplemente prueba U.

El Test U, al igual que los runs, analiza la disposicién de las observaciones en el
arreglo agrupado-ordenado, pero con la diferencia de que considera la relacion entre
la magnitud de las observaciones de la una muestra con la magnitud de las obser-
vaciones de la otra muestra. Desde esta perspectiva, Gibbons y Chakraborti (2011)
dicen que: ”Si la mayoria de las Y es mayor que la mayoria de las X, o viceversa,
seria evidencia contra una mezcla aleatoria y por lo tanto tenderia a desacreditar la

hipétesis nula de distribuciones idénticas” (p.261).

Este enfoque hace del Test Mann-Whitney una prueba eficiente al tal punto que
llega a ser la contraparte mas habitual a la prueba t paramétrica, cuando el investi-
gador desea evitar la tarea de verificar el cumplimiento de todos los supuestos de
la prueba t, o cuando la medicién en la investigacion es mas débil que la escala de
intervalo (Siegel 1956).

La formulacién matemaética se describe a continuacion.

Sean X1,Xy,...,Xm e Y1,Ys,..., Y, dos muestras aleatorias independientes extrai-
das de las poblaciones 2" , %/, mismas que se suponen tienen cdf continuas Fx y
Fy respectivamente. Agrupamos las dos muestras en un solo arreglo, ordenamos las
N = n + m observaciones en forma creciente y conservamos la identidad de perte-
nencia de los elementos a sus respectiva muestras.

Si se etiqueta a todos los elementos de la muestra Y7,Ys,..., Y, por y y a los de la
muestra Xi,Xo,..., X;; por x, entonces el estadistico U de Mann-Whitney se defi-

ne como el niimero de veces que las y preceden a las x en el arreglo agrupado-
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ordenado, o equivalentemente en simbolos

m.on 1 SiY]'<Xi (2.47)
=1

U= ZZDU donde Dl]=
i=1j=1 0 sil/j>Xi Vi=1,...,m;j=1,...,m

La expresion en (2.47) provocaré el rechazo de la hip6tesis nula de poblaciones idén-
ticas a favor de la alternativa H; que nos dice que Y >°T X o Fy(x) < Fx(x) con

desigualdad estricta para algunos x; cuando los valores de U sean pequefios.

Consistencia del Test U

Como la hipétesis nula de poblaciones idénticas se basa en la idea de mezcla
aleatoria, (2.37) se puede redefinir en funcién del criterio de que debe haber tan-
tas observaciones de la muestra X3, ..., X,; menores a las observaciones de la mues-
tra Y7,...,Y, como observaciones de la muestra Y7,...,Y; menores a las observacio-
nes de la muestra Xj,...,X;;. En otras palabras, Hy se puede parametrizar como
Hy:p=P(X>Y)=P(X <Y)=1/2.Del mismo modo, las alternativas unilaterales
dependiendo del caso se parametrizan por P(Y > X) >1/20 P(Y < X) < 1/2.

A manera de ejemplo, una posible prueba de hipétesis a realizar seria

H01p=0.5
VS
Hy:p<05.

Bajo el supuesto que Hy sea cierta, las n x m v.a. D;; en (2.47) siguen una distribu-
ci6n Bernoulli con pardmetro igual a 1/2, pero de manera general, D;; ~ Be(p). En

consecuencia, sus momentos de primer y segundo orden son iguales a
E(Dj)=p , Var(Dj) = p — p*. (2.48)
De lo anterior, la esperanza y varianza del Test de Mann-Whitney son

E(U) = mnp 1 (2.49)
Var(U) = mnp(1 — p) + mn(n —1)(p1 — p*) + mn(m —1)(p2 — p?)

(2.50)
=mnlp—p*(N = 1)+ (n—1)py + (m — 1)p,]. 12

n m
(11} La esperanza es facil de calcular, de (2.47) y (2.48) se tiene que E(u) = Z Z E(Dj;) = mnp
i=1j=1
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Ahora bien, si se define U’ = %, se calculala E(U’), Var(U') como

BW) = E () = (0 ) B0 = (7 ) b =

T Ve = var () = G V(W
— ﬁ (mn[p — pZ(N —1)+n—=1)p1+ (m— 1)P2]>
- ﬁ ([p —PP(N=1)+(n—1)p1+ (m - 1)102])

y a medida que m,n — 400, entonces Var(U') — 0. Esto implica que U’ sea un esti-
mador consistente de p y con la ayuda de (2.5), un test consistente para la alternativa
de cola inferior de tamafio & y region de rechazo U — mn/2 < k, (otra forma de de-

mostracion mds avanzada de la consistencia se da en Mann y Whitney (1947)).

Region de rechazo, p-valor y aproximacién a la distribucién normal del Test U.

Bajo la hipétesis nula la distribucién de probabilidad del Test U, misma que es

simétrica cerca de su media ((2.49) para p=1/2) se define como

fulp) = P(U = ) = rg';;:ff,f;) , 251)

donde 7y, (1) es el numero de arreglos distinguibles (muestra agrupada-ordenada)

de tal manera que el ntimero de veces que las y preceden a las x es exactamente p.

Bajo lo expuesto anteriormente; gracias a la propiedad de simetria, solo se necesi-
tan calcular los valores criticos de cola inferior para obtener las regiones de rechazo
tanto de cola superior como bilateral. Asi, si se define el estadistico U’ como el nu-

mero de veces que una x precede a una y en el arreglo agrupado, entonces

n m

u'=y_ Y (1-Dy). (2.52)

i=1j=1

Esto genera las regiones de rechazo a un nivel se significancia a presentadas en la
Tabla 2.6.

(121 La demostracién de (2.50) se da en Gibbons y Chakraborti (2011), en donde se definen los
pardmetros p1, p2 de manera explicita.
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Tabla 2.6: Regiones de rechazo para las alternativas de Hy del Test Mann-Whitney

Alternativa Regi6én de Rechazo

p<1/26 Fy(x) < Fx(x) U<c
p>1/26 Fy(x)> Fx(x) U <y
p#1/26 Fy(x) #Fx(x) U<cypoU <cup

Para el caso de muestras pequefias, la literatura proporciona informacién acerca
del p-valor, mismo que simplemente necesita el valor de m,n y U para ser calculado.
Por ejemplo, para valores de m,n < 8, Siegel (1956) en la parte de anexos presenta la
tabla J. Sin embargo, puede darse el caso de que el valor U sea tan grande que no
aparezca en la tabla ], esta situaciéon no quiere decir que la tabla este mal sino mas
bien que se estd considerando el caso de precedencia de manera equivocada; por lo
que de darse esta situacion se debe tomar el valor U = mn — U'.

Finalmente para cuando m,n — +oo se debe usar la aproximacion de la distribucion
nula del Test U a la distribucién normal. Este resultado requiere de los valores p; =
p2 =1/3y p =1/2 presentados en Gibbons y Chakraborti (2011), mismos que al ser

reemplazados en (2.49) y (2.50) nos dan respectivamente que

E(U) = % (2.53)
Var(u)y = "IN £ 1) (2.54)
12
De este modo,
U - E(U) U-mn/2 _ _ Noa), (2.55)

var(U) ~ J/mn(N +1)/12 d

y en vista de que U solo puede asumir valores enteros es necesario usar la correc-

cién de continuidad para mejorar la aproximacién.

Problema de ties para el Test Mann-Whitney

Aunque tedricamente los ties no deben de existir por la suposicién de continui-
dad de las distribuciones de probabilidad de las poblaciones 2" e %, en la practica
pueden ocurrir y se presentan como en la pag. 41.

Un enfoque conservador utiliza el mayor valor de U (o U’) para romper los ties de
todas las formas posibles (Gibbons y Chakraborti 2011).

No obstante, una definiciéon opcional del Test de Mann-Whitney que permite la
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presencia de ties es

1 si Y] < X;
m n
Ur=Y ) Dy donde Dij=4{05 siY;=X; (2.56)

i=1j=1
0 sin>X1- Vi=1,...,m;j=1,....m

Si se especifica que p™ =P(X >Y)yp~ = P(X <Y), entonces
Eo(Ur),0 € @9 = mn(p™ —p~)

N+ [ ZHE-1) (2.57)
12 { _N(Nz—l)} ’

Varg(Ur),0 € ©g = mn(

donde t denota la multiplicidad de los ties y la suma se extiende sobre todos los

conjuntos de valores ties (Gibbons y Chakraborti 2011).

Asi, Ur estandarizado se comportard asintéticamente como la distribucién nor-

mal cuando n,m — +o0.

Mas adelante se presenta el Test de Mann-Whitney basado en la suma de los ran-
gos de las observaciones con etiqueta y que son menores a las observaciones con eti-
quetas x. El desarrollo tedrico es similar, pero con ciertas consideraciones en cuanto
al calculo de los momentos de primer y segundo orden. Mayor detalle se presenta
en Corder y Foreman (2009), Siegel (1956), Pratt y Gibbons (1981), Kvam y Vidako-
vic (2007), Randles (2012) y Mann y Whitney (1947).

2.2.7. Estadisticos Lineales de Rango y la Generalizacién al Proble-

ma de dos Muestras

Anteriormente se presentaron algunos métodos para abordar el problema gene-
ral de dos muestras desarrollados a partir de la muestra agrupada-ordenada. Sin
embargo existen otros procesos que proporcionan informacion de las posibles dife-
rencias entre las poblaciones. Estos procesos dependen de los estadisticos de rango

(véase 2.2.1, pag. 19) para muestras agrupadas (también llamadas combinadas).

Los test basados en rangos para el problema general de comparar dos muestras
dependeran de ciertas variables indicadoras, mismas que en funcién de determina-
das constantes generan el denominado estadistico lineal de rango. Estos estadisticos

son esenciales en la teorfa no paramétrica debido a que juegan un rol fundamental
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en la resolucién de algunos problemas de teoria general, como por ejemplo el esta-

blecimiento de pruebas asintéticas mas potentes (Hélek 1968).

A continuacion se presenta la definicion de rango para el arreglo agrupado.

Definicién 2.2.8 (Rango dentro de la muestra agrupada). Sean X1, X,..., Xme Y1, Yy, ...

dos muestras aleatorias independientes sustraidas de las poblaciones 2" e % con cdf Fx y
Fy respectivamente.
Bajo la hipétesis nula de igualdad de distribuciones Hy : Fx(x) = Fy(x) Vx, se define el

rango para cada observacién dentro de la muestra agrupada como:

m n
rxy(Xi) =Y S(Xi— Xp) + ) S(Xi — Vy) (2.58)
k=1 k=1
m n
rxy(Yi) =Y S(Yi— X))+ Y S(Y; — Vi) (2.59)
k=1 k=1
donde
0 siu<0,
S(u) = (2.60)
1 siu>0

A simple vista esta manera de calcular el rango resulta ser algo tediosa, lo que
nos incentiva a plantearnos un enfoque mas préctico. La idea es definir el arreglo
agrupado-ordenado de tamafio N = m + n como un vector

Z=(21,22,...,Zm,Zins1,---,ZnN) de variables indicadoras, donde

1 silai-ésima observacion es una X
Z;i= (2.61)
0 silai-ésima observacibonesunayY Vi=1,...,N

Claramente (2.61) no solo da la etiqueta de a que muestra pertenece cada obser-
vacion, sino también el rango asociada a la misma dentro del arreglo agrupado-
ordenado. Es decir, si la variable Z; = 1 su rango asociado dentro de la muestra

agrupada es i y pertenece a la muestra de las X.

Bajo esta consideracién, toda funcién lineal respecto a las variables indicadoras Z;

expresada como
N
n(Z) = EaiZi con a; constante, llamada peso o score (2.62)
i=1

se denomina estadistico lineal de rango.
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2.2.7.1. Propiedades del Estadistico Lineal de Rango

Teorema 2.2.1. Bajo la hipétesis nula, Hy: Fx(x) = Fy(x) = F(x) para todo x con F desconocida
se tiene que

m mn mn
E(Zl) N , Vﬂr(Zz‘) m Yy COU(ZZ',Z]‘) = —m (263)
Demostracion:

De (2.61) tenemos que Z; Vi =1

N sigue una distribucién Bernoulli con pmf

m/N siz;=1
fZ,‘(Zi): n/N

sizi=0,

0 caso contrario,

de esta manera E(Z;) =m/Ny Var(Z;) =

(m/N)(n/N) =mn/N>.
Por otro lado para i # j, (m)
cov(Z;,2)) = E(2;Z)) — E(ZD)E(Zj) = P(Zi=1NZj=1) — (4 * = ) = (2> y
m(m —1){m—2)1 N(N )M_(ﬂ)Z
2 —2)" A2 N
_ m(m—1) my\2 mn
T N(N-1) (N) ~ N2(N-1)
]
Teorema 2.2.2. Bajo la hipétesis nula, Hy : Fx(x) = Fy(x) =

F(x) para todo x, entonces

N,
E(Tn)=m)_ ~
i=1

Var(Ty) = m

N N 2 (2.64)
NZ:al2 — (Za,) ]
i=1 i=1

Demostracion:
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N

Como Tn(Z2) = Z a;Z;y en base a los resultados (2.1) , (2.63) tenemos que
i=1

N N
=E (ZﬂiZ,) = Z:aiE(Zl)

N N
m a
B S S
i=1 N 1:1
Ahora de (2.2) se tiene que
Var(Ty) = Za var( 2 Y Y ajajcov(Z;, Z))
1<i<j<N
_mn 2m
ar — a;d;
=Nz 2 Nz(N 7, ;< 2 Lo
- [2 | £ Lo
N* 15 N LWSS

st [VE - T2 B e

N2(N— 1) | i=1 i=1 1<i<j<N

=M _Niaz— (%aZ-I—Z ) Za-a-)]
NN-1) | 5 \5 s

m N ?
_ n 2 2
— NZ(N— 1) N;ai — (i;al) ]

Teorema 2.2.3. Si By = Z biZiyTn = Za ;Z; son dos estadisticos lineales de rango, bajo

i=1 i=1
la hipétesis nula, Hy : Fx(x) = Fy(x) = F(x) Vx,
N N
cov(By, Ty) = NZ( (NZab ;ai;bl) (2.65)

Demostracion:
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Por definicién de covarianza tenemos que

cov(By, Tn) = E(By * Ty) — E(BN)E(TN)

<sz *ZaZ) (%%@)

N N N ma2 NN
= Y abiE(Z)? + E(ZiZ) )b Y0 — E(Z:Z;) a1b1—<N> Y a) b

i=1 = i—=1 i=1 =1 =1

N m(m NN m(m—1) & my2d, N
l;” N(N—1) & ’IZ”Z N(N—l)gal l (N) Z;“li; i

I
1=z ==
_
=
VR
| 3
|
;i
§

N.
I
—_

I
z|5
EZ
\_/

y dado que N = m + n entonces

cov(By,Tn) = (%) %aib, (1\]2(7\1]—”_1> %al%bi

Por otra parte, dado que el nimero total de vectores Z distinguibles (es decir, la
m-+n
disposicién de los m unos y n ceros en el arreglo combinado) es igual a ( ;_ > ; ba-

jo Hp la probabilidad de ocurrencia de un Z sera 1/ m;— " (ed. todos los vectores

Z distinguibles son igualmente probables de ocurrir). Esto implica que la distribu-

cién de probabilidad nula de cualquier estadistico lineal de rango sea igual a

- tE)
P(In(Z) =k) =7 "—x (2.66)
m
donde t(k) es el nimero de arreglos de lasm X y n Y v.a. talque Ty (Z) = k.

Supongamos ahora que si para cada vector Z de m unos y n ceros existe un vector
conjugado Z’ de m ceros y n unos, de modo quesi Ty(Z2) =pu+ky Tn(2') =p —k,

entonces la distribucion de Tx(Z) es simétrica cerca de su media y. Esto permite
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establecer la condicién de simetria para cualquier estadistico lineal de rango como

Los teoremas siguientes establecen las condiciones que se deben cumplir para ga-

rantizar la simetria del estadistico lineal de rango.
Teorema 2.2.4. La distribucion nula de Ty (Z) es simétrica cerca de su media y = — Z a;
si las constantes a; satisfacen

a;+an_j11 =c donde cesuna constante ¥i=1,2,...,N (2.68)

Demostracion:
Se define el vector conjugado de Z, Z’ como Z' = (Z4,Z),...,Z};), en donde
ZZ/ = ZN—i+1 Vi= 1,2,.. .,N, luego

N
TN(Z) +Tn(Z EaZ +2a 7! = ZaiZi+ZaiZN_i+1
N
= Za Zi + ZIZN j1Zj = Z(ﬂz +an—ip1)Zi=c)Y Zi=cm
i=1 i=1
y como E(TN(Z) + Tn(2')) = 2u = cm se sigue el resultado. |

Teorema 2.2.5. La distribucion nula de Tn(Z) es simétrica con respecto a su media para

cualquier conjunto de constantes a;, sim =n = N /2

Demostracion:

En este caso se define el vector conjugado de Z, Z’ como Z{ =1—Z2;, asi
N N N
TN(Z) +Tn(Z Zaz +Za Zi=)Y aiZi+ ) ai(1-2;)=) a;,
i=1 i=1 i=1

luego como y = % Zai y N =m +n =2m = 2n, entonces
i=1

TN(Z)+TIn(2)) =" =2p

Teorema 2.2.6. La distribucién nula de Tn(2Z) es simétrica cerca de su media si N es par y
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las constantes a; satisfacen que

a; =i Vi< N/2 y a;=N—i+1 Vi>N/2

Demostracion:

Se definen las componentes del vector Z’ por
Zi=Zinjp Vi<N/2
Zi=7Z; N  Vi>N/2.

Sien

N N
n(Z) + TN(Z/) = ZaiZi + ZaiZ{
i=1 i=1

N/2 N/2
=) izi+ ), (N-i+1)Z
i=1 i=N/2+1
a
N/2 N/2
+ lZi—|—N/2+ Z (N—Z-l—l)zi_N/z ,
i=1 i=N/2+1

se hacen los cambio de indices j =i+ N/2y k =i — N/2, entonces

N N N/2 N
Tn(Z)+Tn(Z)=a+ ) (j—§>Zj+Z(N—k—§+1)Zk
k=1

j=1+N/2
N/2 N/2
=Y iZzi+ ). (N-i+1)Z
i=1 i=N/2+1
N N/2
. N N
+ ) (;—3)2]-+2<N—k—3+1>zk
j=1+N/2 k=1
N/2 N N N
=) (;—i+1+i)Zi+ Y. (j—?+N—j+1>Zj
i=1 j=N/2+1
N N/2 N N N
= <§+1) ;Zﬂr._z Zi| = <§+1> ;Zi
i=1 j=N/2+1 =1

m<g+1>=m<¥) (%)
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Por otro lado en vista que como

N N/2 N N/2 N N
Yo=Y i+ Y (N+1-i=Yi+ Y (N+1)—- Y i
i=1 i=1 i—N/2+1 i=1  i=N/24+1 i=N/2+1
N/2 N/2
—Zz-f— Z (N+1) Zz+21
i=N/2+1
5
o \2/)\2 N\ N(N+1)
_ N?+42N
==
N Nu N+2
al ser igualado con 2 a; = o (resultado de (2.64)) nos da que u = , entonces
i=1
al reemplazar este valor en (*) se obtiene que Ty (Z) + Tn(Z2') = 2u. |

También se presentan las siguientes propiedades que surgen como consecuencia

de los teoremas mencionados anteriormente.

N N
1. Propiedad 1. Para T =) a;Z; y T' = ) _a;Zy_i41, entonces
i—1 i=1

T:T/ si a; =AaN—j+1 VZZl,Z,,N

N N
2. Propiedad 2. Para T =) _4;Z;y T' =) a;(1 — Z;), entonces
i—1 i1

N
T+T =) a.
N
3. Propiedad 3. Para T = Za ZiyT = Za (1 —Zn_iy1), entonces
i=1 i=1

N
T+T =) a; si aj=an_i1, Vi=12,...,N.
i=1

Es preciso mencionar que para muestras de gran tamafio y considerando que m/n
permanece constante, la distribucién de probabilidad de un estadistico lineal de ran-
go puede aproximarse a la distribucién normal estdndar (generalizacién del teore-

ma central de limite) bajo ciertas condiciones de regularidad que estan relacionadas
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principalmente con la suavidad y tamafio de las constantes a; (Gibbons y Chakra-
borti 2011). De hecho, en el paper de Chernoff y Savage (1957) se menciona que los
autores Wald and Wolfowitz, Noether, Hoeffding, Lehmann, Madow y Dwass han
dado condiciones suficientes para garantizar la normalidad asintética de la distri-

bucién de probabilidad de cualquier estadistico lineal de rango.

No obstante, bajo el deseo de verificar la conjetura dada por Hodges y Lehmann
(1956) y considerando supuestos que limitan el crecimiento de los pesos y propor-
cionan ciertas propiedades de suavidad, Chernoff y Savage (1957) extienden el re-
sultado de normalidad asint6tica dado por los autores mencionados anteriormente,
con el fin de cubrir més situaciones. Estos supuestos son los numerales 1, 2, 3 y 4
descritos en el Teorema 2.2.7. Pero antes de mencionarlos es necesario exhibir cier-

tos aspectos que ayudan a tener una mejor interpretacién de los mismos.

Sean Xi1,Xs,...,Xm , Y1,Ys,..., Y, las observaciones ordenadas de una muestra
aleatoria provenientes de las poblaciones con cdf continua F(x), G(x) respectiva-
mente. Sea N = m + n, ANy = m/N y supongamos que todas las N desigualdades
0 <Ap <Ay <1-— Ap < 1semantienen fijas para algunos Ag < 1/2.

Si para Fy,(x) = (namero de X; < x)/my G,(x) = (ntmero de Y; < x)/n las funcio-

nes de distribuciéon acumulativa de las muestras X e Y respectivamente, se define
Hn(x) = ANEp(x) + (1 = AN)Gu(x)
como la funcién de distribucién acumulativa de muestra combinada, entonces
H(x) =ANF(x)+ (1 —An)G(x)

serd la funcién de distribucién acumulativa poblacional combinada.

En este contexto, todo estadistico lineal de rango cuyos pesos son funciones de los

rangos, puede ser representado equivalente como
e}
Tn=m [ JNHN()JFa(x)
—o0
donde Jy[Hn(x)] es una funcién que define los pesos a; que entran en el estadistico

lineal de rango.

A manera de ejemplo, si consideramos el caso més simple Jy[Hn(x)] = Hy(x) y
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a; =1i/N, entonces Jx(i/N) = a;. Esto implica que

Tn=m [ HNdFn(x) = 5 [ [mFn(x) 4+ nGu(x)]dE(x)
=N / (namero de observaciones en la muestra combinada < x)

X (1/m si x es el valor de una v.a. X y 0 caso contrario)
1 N N
= N lei = ZaiZ,'
i=1 i=1

Ahora bien, si K es una constante genérica que puede depender de [y pero no de
F(x), G(x),m,n,N,junto con que 0, 0 Op son declaraciones que involucran uniformi-
dad en F(x),G(x) y Ay enelintervalo 0 < A\g < Ay <1—Ap <1yademds que Iy es
el intervalo en el que 0 < Hy(x) < 1 (Chernoff y Savage 1957), entonces el teorema
siguiente proporciona la aproximacién normal asintética de cualquier estadistico
lineal de rango.

Teorema 2.2.7. Si

1. lim JN(H)=J(H) existe para 0 < H < 1y no es una constante,
N—+o0

2. [ [n(Hy) = J(HN)JdEn(x) = 0p(N1/2),

3. IN(1) =0(VN),
4. |JOH] = ‘cllih{l < K[H(1—H)]7"=Y2%% parai=0,1,2 y para algiin 5 > 0,

entonces, para F,G y Ay fijos,

Tn — |
im P (N—yl\[ S t) — / _e—xz/de ,
N—+o00 ON —00 /27T

yN:/][Hx dF(x

donde

NaI%z(lAN){ || @ -GV HE H)FEFy)

—00< X <Y< 00

1—/\N // x)[1— F()]J [H(x )]]’[H(y)]dG(x)dG(y)}

—00Lx<Y<0
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siempre que oy 7 0.

La demostracién de este teorema estd mds alla del alcance del presente trabajo de
titulacion, sin embargo, si el lector desea verla a detalle puede revisar la demostra-

cién del Teorema 1 en la seccién 3 del paper Chernoff y Savage (1957).

Para finalizar, como ya se ha dicho en varias ocasiones, la alternativa general de la
hipétesis nula para el problema general de dos muestras es ver silas dos poblaciones
no son idénticas. Aqui radica la importancia de los estadisticos lineales de rango, ya
que con una eleccién adecuada de los coeficientes a;, mismos que dependen del
tipo de diferencia entre las poblaciones que uno espera detectar, se pueden realizar

alternativas mas complejas.

El tipo de situaciéon mds simple, mismo que es objeto de estudio, se da cuando uno
espera que la diferencia entre las dos poblaciones solo se dé a nivel de ubicacién o
escala. Llamaremos a cada uno de estos casos como el problema de ubicacién y el

problema de escala para dos muestras respectivamente.

2.2.8. Test de Rango Lineal para el Problema de Ubicacién

En el problema general de dos muestras que se describi6 con anterioridad, la idea
consistia en determinar si las dos muestras extraidas de manera aleatoria y cada
una independiente de la otra provenian de poblaciones idénticas. Ya sea que la di-
ferencia ocurriese a nivel de ubicaciéon o de escala, una de las poblaciones estaba
afectada por el pardmetro 6, mismo que dependiendo del caso podia tomar cierto

valor especifico.

En lo paramétrico y considerando que la diferencia ocurre en relacién a algtn pa-
rametro, la prueba t-student para probar la igualdad de medias y la prueba F de
Fisher para probar la igualdad de varianzas son los mejores test (con relacion al
marco de Neyman-Pearson) (Gibbons y Chakraborti 2011),(Montgomery 2004). Sin
embargo, el cumplimiento de cada uno de los supuestos del modelo general con
errores normalmente distribuidos en la practica o debido a la naturaleza propia de
los datos no llega a efectuarse (Conover e Iman 1981). Por esta razén, el conocimien-
to previo de la funcién de distribucién poblacional es una limitacién que presentan
los procedimientos paramétricos. No obstante, el abordar un problema dentro de lo
no paramétrico, no requiere especificacién alguna de la distribucioén, lo cual resulta

atractivo para el investigador al momento de realizar algtin proceso de inferencia.
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El trabajar con los rangos de las observaciones dentro de la muestra agrupada-
ordenada proporciona informacién sobre el tamafio relativo de cualquier cuantil
(de manera particular para las medianas poblacionales). Por ejemplo, al considerar
(2.38) con 8 < 0 se tendria que la mediana de la poblacién # es menor a la mediana
de la poblacién 2" o que X >°T Y.

El test basado en el estadistico lineal de rango para detectar diferencias a nivel de

ubicacion que se estudiard es el Wilcoxon Rank-Sum Test.

2.2.8.1. El Wilcoxon Rank-Sum Test (Test de Suma de Rangos de Wilcoxon)

El problema general de comparar dos muestras que considera el modelo de ubi-
cacion (problema de ubicacién) descrito en (2.38) puede ser reformulado para cual-
quier alternativa unilateral. A manera de ejemplo, para el caso cola inferior se ten-

dria que

H0:9=O (H():Fy(x) ZF)((X) Vx)
vs (2.69)
Hi:0<0 (Hp:Fx(x)<F(x) X>5TY).

Si a cada observacion dentro del arreglo agrupado de tamafio N = m + n se le
asigna su correspondiente rango, entonces, el decir que la mediana de la poblacién
2" es més grande que la mediana de la poblaciéon % se veré reflejado en los rangos.
En otras palabras, el suponer que lo afirmado es verdadero implica que los rangos de
las observaciones de la muestra que provienen de la poblacién 2~ son més grandes

que los que provienen de la otra poblacion.

Basado en esta idea, Wilcoxon considera a; =i, paratodo i =1,2,...,N en (2.62)
y propone el estadistico
N
Wy =) _iZ, (2.70)
i=1

llamado de Wilcoxon Ranks-Sum Test para la alternativa unilateral H;.

La interpretacion que se da a Wy no es otra que cosa que sumar todos los rangos
correspondientes a las observaciones de la muestra que provienen de la poblacién

Z';y si Hy es verdadera, entonces Wy debe ser grande.

Los posibles valores que puede tomar Wy para cuando los tamafios de muestra

estan en la relacion m < n son
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1
@ y %(21\1 —m+1) . 2.71)
N—— N ~~
valor minimo valor méximo

La demostracion de estos valores se presenta a continuacion.

Demostracion:
El caso del valor minimo se da cuando todas las observaciones de la muestra Xy, X, ..., Xy,

son menores a la observacion mds pequefia de la muestra Y1,Y>,..., Y. Asi,
N . m m + 1)
=) iZi Z
i:l :

En cambio para el valor maximo, todas las observaciones de la muestra que provie-
nen de la poblacién 2" son mayores a la observacién més grande de la muestra que

proviene de la poblacién #. En este sentido

N N N—m
Wy=)iZi= Y i=Yi—) i
i=1 i=N—m+1 i=1 i=1
:NNz—i—l) (N—m) I;’_m—i—l):%(ZN—m-i—l)

La esperanza y varianza de (2.70) se calculan a partir de (2.64). De esta forma, la

esperanza sera

:mi i M(N+1) m(N+1)

—— = (2.72)
=N 2N 2

y la varianza sera

Var(WN):ﬁ NZZ —( >

i=

:Nz(n;[n_l) _N( = 62N+1)> (N(I\;H))Q] (2.73)

- % 11—2 (NA(N+1)(2@N +1) = 3(N + 1))}
- [M&/l’f] V(N + 1) [IN—=T] = S (N +1) .
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Lo referente a la simetria de Wy se produce cuando el valor c de (2.2.4) es igual a
N+ 1.

Demostracion:

Enbase a la demostraciéon del Teorema 2.2.4 y considerando quea; =i Vi=1,2,...,N

entonces

Para muestras pequefias la distribucion de probabilidad nula de Wy se sigue de
(2.66). Es asi que ya existen tablas que contienen esta probabilidad, por ejemplo, en
Gibbons y Chakraborti (2011) se presenta la tabla ] en la parte de los anexos, misma
que funciona paral <m < n < 10. Sin embargo, para muestras de gran tamafo nos
ayudamos de los resultados obtenidos por los estadisticos lineales de rango. Asi, la
distribucién de probabilidad de un estadistico lineal puede aproximarse a la distri-

bucién normal estdndar sin mayor dificultad.

Problema de ties para el Wilcoxon Rank-Sum Test

En caso de existir observaciones repetidas entre las muestras, la varianza de Wy se
verd afectada. Este hecho provoca que sea necesario usar la correccion para valores

ties. De este modo (2.73) se reescribe como

mn _ N 2 _ N ?
Var(wN):m N ZiZ— % — ( i>
=1 —_——— i=1
correccion para ties

__omn [ (NNEDEN+1)  YHE-1) N(N+1)\2

CNP(N-1) | 6 12 _< 2 >

_ Nz(n;]n_ . _NZ(N+1) (2N6+1 B N;—l) B %Zf(fz B 1)]

mn(N+1) mn) t(*—1)
- 12 12N(N-1) ’

(2.74)

donde t es el nimero de observaciones ties para un rango arbitrario y el sumatorio

se extiende sobre todo el conjunto de rangos con valores ties.
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Equivalencia con el Test U de Mann-Whitney

Si comparamos la estructura del estadistico U con la estructura del Wilcoxon
Rank-Sum Test se puede apreciar que existe cierta similitud en su formulacién. Es-
to se debe a que U (U’) se defini6 como el namero de veces que las observaciones
con etiqueta y (x) precedian a las observaciones de la muestra con etiqueta x (y) y
el Test Wy como la suma de los rangos de las observaciones X1, Xy, ..., Xj;. En este
sentido, si consideramos los Test U’ y Wy, ambos definidos para la alternativa uni-
lateral H; : Fx(x) < Fy(x) o X >°TY, provocarén el rechazo de Hy a favor de H;
para valores de U’ y Wy pequenos.

n
Sirecordamos la expresion (2.47), el Z D;jVi=1,2,...,m representa el namero de
j=1
valores j para el cual Y; < X;. Pero este valor es equivalente al rango de X; (r(X;))
disminuido una cantidad t;, misma que representa a la cantidad de observaciones
X1,Xa,...,Xm que son menores o iguales a X;. En otras palabras, el Test U puede ser

reescrito como

u= .Z:ZDij = Z[T’(Xl) —t] = Z”(Xi) - Z:ti
121]:1 i=1 i=1 i=1 (2.75)
:ZiZi—(1+2+3+...+m)=WN—M/

que simplemente es una funcién lineal respecto al estadistico Wy. Un proceso to-

M, donde WJ, es la

suma de los rangos de las observaciones de la muestra Y1,Y>,...,Y).

talmente analogo se sigue para obtener que U’ = Wy —

Existen otras expresiones del Test U que se desarrollan a partir de (2.75) y de que
U + U’ = mn. Estos resultados se muestran en Pratt y Gibbons (1981), Siegel (1956),
Kraska-Miller (2014), Corder y Foreman (2009) y se expresan como

(n+1)

U:mn—WI’\,-i—n 5 (2.76)
U' = mn — Wy + w (2.77)

En consideracion a todo lo anterior, Gibbons y Chakraborti (2011) mencionan que
estos dos test son equivalentes; y por lo tanto sus propiedades son las mismas, in-

cluida la consistencia (también véase en Mann y Whitney (1947)).
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Regién de rechazo, p-valor y aproximacién a la distribucién normal del Wilco-

xon Rank-Sum Test.

Las regiones de rechazo y p-valor exacto del Test de Wilcoxon Rank-Sum se pre-

senta en la Tabla 2.7.

Tabla 2.7: Regiones de rechazo y p-valores exactos para las alternativas de Hy del Wilcoxon Rank-Sum Test

Alternativa

Region de Rechazo

p-valor Exacto

<0 (Y<5TX)
>0 (Y >5TX)
0+#0

Wy 2> wy

Wy < w),

W > w, 6 Wy < w), 2*(el més pequefio de los anteriores)

P(Wy > wp)
P(Wy < wp)

Para arreglos de tamafio N > 15, las regiones de rechazo apropiadas y los p-

valores aproximados basados en la aproximacién normal con correccién de conti-

nuidad, para wy es el valor observado de Wy se exhiben en la Tabla 2.8.

Tabla 2.8: Regiones de rechazo y p-valores aproximados para las alternativas de Hy del Wilcoxon Rank-Sum Test

Alternativa

Regioén de Rechazo Aproximada

p-valor Aproximado

L —05— 1)/2
6<0  wysT™NHD s frnNAD g (w0 =05 - m(N+1)/
2 12 mn(N +1)/12
o — 1)/2
650 wy<™WNHD o5 frn(N+1) o (w0 +05 - m(N+1)/
2 12 mn(N+1)/12
0#0 ambos con z,; 2*(el més pequefio de los anteriores)

2.2.9. Otros Test de Rango Lineal para el Problema de Ubicacién

De manera general, cualquier conjunto de constantes 2; monétonas crecientes usa-
das en un estadistico lineal de rango proporcionaran una prueba consistente para el
problema de ubicacion (Gibbons y Chakraborti 2011). En este sentido, el Test de Su-
ma de Rangos de Wilcoxon puede generalizarse para cualquier tipo de constantes
que no son necesariamente rangos. A este nuevo tipo de constantes denotadas por cj
Vk=1,2,...,N las llamaremos scores, en donde el score c se asigna a la observaciéon

X; que tenga rango k dentro de la muestra agrupada-ordenada.

La suma de los scores para las observaciones de la muestra X, X», ..., X;;, en base

a (2.61) y (2.70) se expresa como

N
Z Cka ’ (278)
k=1
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lo cual es muy similar a la formulacién de Wy . De hecho si se asigna a ¢y =k para todo k =

1,2,...,N se tiene exactamente Wy,.

A continuacién se presenta pero de manera no tan detallada, otros test para el

problema de ubicacion.

2.2.9.1. Terry-Hoeffding (Normal Scores) Test

La idea de los autores Gibbons y Chakraborti (2011), Pratt y Gibbons (1981), Klotz
(1964) y Terry (1951) es asignar a c, el valor esperado del i-ésimo estadistico de
orden més pequefio correspondiente a una muestra de N variables aleatorias que
tienen distribucién normal estdndar. De este manera, el estadistico que se obtiene

sera

N
¢ =Y E)Z (2.79)
i=1

mismo que es conocido como Fisher—Yates normal scores Test o ¢ Terry-Hoeffding
Test.

Los valores para E({;), denominado ”score normal” calculados mediante la apro-
ximacién de Bloms para N igual a 25,50,100,200 y 400, se dan en Harter (1961). Sin
embargo en la actualidad estos valores se pueden obtener facilmente de cualquier

programa estadistico para un N arbitrario.

N
Ademads como E(c1) =0y Var(cy) = % ) E(z;)* 131 ]a distribucion de
i=1

probabilidad nula de c; serd simétrica cerca del orig;n; y para valores de m <n <10,
la tabla 1 presentada en Terry (1951) brinda informacién acerca de la distribucién de

probabilidad nula exacta de c;.

Finalmente, Chernoff y Savage (1957) demuestran que este estadistico es asint6-
ticamente normal y al menos tan eficiente como el t Test. Por lo tanto, Terry (1951)
dice que

_a N(0,1) amedida que N — +oo. (2.80)
Var(cy) 4

No obstante, una mejor aproximacion asintética de la distribuciéon de probabilidad

(131 La demostracién de la media se obtiene directamente de (2.2.4) y para la varianza en Terry

(1951).
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nula de c; para muestras grandes se da en Klotz (1964), misma expresa que

9172
t= r(N —2) donde r = 2!

(1—7r2)t/2 (Var(c1)(N —1))1/2

(2.81)

se distribuye aproximadamente como la t-student con N — 2 grados de libertad.

2.2.9.2. Van der Waerden Test

i
N—+1
distribucién normal estandar, entonces se tiene el Van der Waerden Test. Su formu-

Si el valor de E(Z;) en (2.79) se aproxima por &1 ( , donde ®(x) es la

lacion es la siguiente:

N .
_ 1
XN:x®1<N+JZb (2.82)
i=1

En este caso los c; se encuentran facilmente en tablas de la distribucién normal es-
tdndar acumulativa o en cualquier software estadistico. Por otro parte, de la simili-

tud que existe con el c; Test se tiene que

E(Xy)=0,

1

y que la distribucién de probabilidad nula de Xy sea simétrica cerca de 0; ademés

que el valor Xy estandarizado se aproximaré a la distribucién normal estdndar.

Un resultado importante que se muestra en Gibbons y Chakraborti (2011) dice
que el Xy Test es asint6ticamente equivalente al ¢y Test. Por lo tanto, para muestras
de tamafio grande el Test de Van de Waerden tendrd las mismas propiedades que el

Test Terry-Hoeffding.

2.2.10. Test de Rango Lineal para el Problema de Escala

Como se vio anteriormente, los Test Wilcoxon Rank-Sum, Terry-Hoeffding o Van
de Waerden eran sensibles para detectar diferencias entre dos poblaciones a nivel
de ubicacion. Pero si el interés radica en detectar diferencias de las poblaciones en
un sentido de variabilidad o dispersién, entonces el modelo de escala es el mas

adecuado a usar.
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La idea intuitiva es simplemente considerar que dos poblaciones son las mismas
excepto posiblemente por un factor de escala desconocido. Es decir, que una pobla-
cién tiene una escala ya sea comprimida o expandida segun el valor de 6 en compa-
racion con la otra (véase 2.42, pag. 39). A modo de ejemplo, si 6 > 1 se tendria que la
poblacién # es la misma que la poblacién 27, excepto que % estd comprimida con
relaciéna 2" (X >5TY).

Al considerar el campo paramétrico y bajo el supuesto que las dos poblaciones
son normales con medias desconocidas, la prueba de Fisher para probar la igual-
dad de varianzas es las més adecuada de usar dentro del marco de Neyman-Person
(Gibbons y Chakraborti 2011), (Montgomery 2004). Pero valga la redundancia, en la
préctica conocer previamente la forma de la distribucién poblacional no es una tarea
sencilla, mucho menos decir que la misma es normal. Por lo tanto, si hay razones
para cuestionar los supuestos inherentes al modelo general con errores normalmen-
te distribuidos y el interés radica en ver si existen diferencias entre dos poblaciones
a nivel de escala, entonces es apropiado usar una prueba no paramétrica de disper-
sion.

En virtud de lo anterior y dado que la medianas son pardmetros de ubicacién
habituales en los procedimientos de distribucién libre, mismas que siempre existen,

(2.40) se redefine para el caso no paramétrico como

P(Y — My < x) = P(X — My < 6x)

(2.84)
Fy_MY(x):FX_MX(Gx) Vx y 0>0, 9#1

donde My, My son las medianas de las poblaciones .2",% respectivamente.

No obstante, Gibbons y Chakraborti (2011) dicen que como en (2.84), las caracte-
risticas respectivas de ubicacién y dispersion estdn inextricablemente mezcladas en
la muestra agrupada, las posibles diferencias de ubicacién pueden enmascarar las
diferencias de dispersién. Por lo tanto, si se conocen las medianas poblaciones Mx
y My se sugiere que las observaciones muestrales se ajusten por

X=X, —Mx y Y/ =Y,—My Vi=1,2,...m¥j=12,...,n, (2.85)

1

para que las poblaciones 2”,%" tengan medianas iguales a cero y sus respectivas
observaciones en el arreglo agrupado especifiquen diferencias a nivel de escala que

no estén afectadas por las diferencias de ubicacion.

Si bien en la practica no es posible saber a ciencia cierta el valor de las medianas
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poblaciones, se puede considerar que Mx = My = M, para M un valor desconocido.
De esta forma, (2.84) se escribe como la alternativa general de escala de la siguiente
manera

Hs:Fy_pm(x) =Fx_m(0x) Vxy6>0, 6#1, (2.86)

misma que puede ser reformulada para cualquier alternativa unilateral. Por citar un

caso, la alternativa de cola superior serd

Hp:0=1 (Hp:Fy(x)=Fx(x) Vx)
vs (2.87)
Hy:0>1 (Hg:Fx(x) <Fy(x) o X>°TY).

En consecuencia, la elecciéon adecuada de las constantes en el estadistico lineal de
rango puede proporcionar informacion sobre la distribucién relativa de las observa-
ciones sobre su valor central comtn, y generar test sensibles para detectar diferen-
cias a nivel de escala. De este modo, si la poblacién 2" tiene una mayor dispersion
que la poblacién %/, entonces las observaciones de la primera poblacién se deben co-
locar aproximadamente de manera simétrica en ambos extremos de las observacio-
nes de la segunda poblacion. Esto condiciona a que las constantes a; sean simétricas

(pesos pequefios cerca de la mitad y grandes en los dos extremos, o viceversa).

Se han propuesto algunas pruebas basadas en los rangos de las observaciones pa-
ra el problema de la escala, de entre ellas se presentan el Mood Test, Freund—Ansari-Bradley

Test, Siegel-Tukey Test y Klotz Normal-Scores Test.

2.2.10.1. The Mood Test

En Mood (1954) se menciona que debido a los resultados tan exitosos obtenidos
de los test desarrollados a partir de los estadisticos lineales de rango ante el pro-
blema de comparar dos muestras para detectar diferencias a nivel de ubicacién, es
natural investigar la eficiencia de un test basado en los rangos para detectar diferen-
cias a nivel de dispersion. Y dado que la dispersiéon es una medida de propagacion
alrededor del valor central (media) de alguna poblacién, entonces una primera idea
sugiere tomar la desviacion del rango de la i-ésima observacién en el arreglo agru-
pado de tamafio N (m de la muestra X y n de la muestra Y) con respecto al rango

medio, es decir la diferencia

N+1
r(XY;) — T+ , donde XY representa el arreglo agrupado; (2.88)
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para luego asignar este valor a las constantes a; en (2.62). Sin embargo, el enfoque
en (2.88) lleva implicito el problema descrito en el ejemplo siguiente
Ejemplo
Caso 1: XYXYXY Caso 2: XXYYYX
N+1 N+1

y (r(XYi) - T) Zi=-15 Y. (7’(XY1') - T) Zi=-15

El valor de la dispersiéon en ambos casos es el mismo, pero se aprecia claramente
que en el caso 2, las observaciones de la muestra X estdn més dispersas que las

observaciones de la muestra Y.

Este acontecimiento se corrobora con lo expresado por Gibbons y Chakraborti
(2011) al decir que: “El hecho de que las desviaciones se dividan por igual entre nu-
meros positivos y negativos presenta un problema al usar estas desviaciones reales
como ponderaciones al construir estadisticas de rango lineal” (p.314).

Asi, con la finalidad de dar solucién a este problema, Mood citado en Gibbons
y Chakraborti (2011) dice que se utilice los valores al cuadrado de estas desvia-
ciones para dar igual peso a ambos extremos del valor central. De esta manera, el
estadistico N )
My = l; (i — %) Z;, (2.89)
d
denominado Mood Test, donde Z; se define de la misma manera que en (2.62), es

sensible a detectar diferencias entre dos poblaciones a nivel de escala.

Por consiguiente, dado que los valores més grandes d; se encuentran en los extre-
mos del arreglos agrupado-ordenado, entonces valores grandes (pequefios) de My
dan como resultado que las observaciones de la muestra X (Y) estén mas dispersas.
Por otro lado, para garantizar la simetria de las constantes d; se considera que para

el caso N impar, d(n 1)/, = 0.

Bajo la hipétesis nula de (2.87) y del Teorema 2.2.2, tenemos que los momentos de

primer y segundo orden de My son respectivamente

2 _
E(My) = % (2.90)
Var(My) = "W +118)0(N2 —4) 1y (291)
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Demostracion:

Para la esperanza,

jau
<

z
I

.MZ
o

-~
I
—_

Y n [ o (V)R

1 i=

N(N+1)(2N +1) _N(N+1) XN(N +1)>2 }
6 2 4

(N+1) (22N +1) = 6(N+1)+3(N+1))] = %(N2 ~1)

S|§XI§ z| 3

- _ 1

Para la varianza,

o) = g I (1 M) (V)
2

N
_ mn 4 ,(N+1
R E L 4(

si N o, N(N+1)2N+1)
)Bia c

o - (MY

N 4. N(N+1)(2N+1)(3N?+3N —1)
L 30

se reemplazan en (1), entonces

mn(N +1)(N? - 1)
180 '

Var(My) =
|

De la consideraciéon que m = n y del Teorema 2.2.5, entonces tenemos que la distri-
bucién de probabilidad nula de My es simétrica cerca de E(My) /2. Valores criticos
exactos del Mood Test para muestras pequefias (m=n=5 y m=n=10) se dan en Laubs-

cher, Steffens y Lange (1968). Pero para muestras de tamafio grande es recomendable

[14] La demostracién de estos momentos se presenta también en Mood (1954), Laubscher, Steffens

y Lange (1968) y Gibbons y Chakraborti (2011).
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utilizar la aproximacién de la distribucién My a la distribucién normal, que depen-
diendo de si se utilice o no la correcciéon de continuidad, Laubscher, Steffens y Lange

(1968) presentan tablas en las que comparan estos valores.

2.210.2. The Freund-Ansari-Bradley Test

Otra solucién para evitar el problema inherente en (2.88), en el que las dispersio-
nes positivas y negativas se equilibraban, es utilizar los valores absolutos de esas
desviaciones. De este modo, el estadistico lineal de rango correspondiente es
i 1

N+1 —E Zi , (292)

llamado Freund-Ansari-Bradley Test.

Tablas con los valores criticos exactos del Ay Test se presentan en la tabla 1 de Wiel

(s.f.).

Dependiendo de ciertas variaciones que se dé a (2.92), la literatura presenta alter-
nativas de esta formulacion, lo que ocasiona cierta confusién al momento de decir
qué test pertenece a qué autor. Sin embargo, todos los test resultantes de estas va-

riaciones son equivalentes.

A modo de ejemplo, una alternativa para Ay es realizar un proceso contrario
al Mood Test, es decir asignar pesos mds pequefios a los extremos de la muestra

agrupada-ordenada. Esto da como resultado el test

N /N+1 N +1
Rk (% )
0 (2.93)
[(N+1)/2] N
Fn= Y izZi+ ) (N—i+1)Z; ,
i=1 i=[(N+1)/2]|+1

que para cuando N es par las observaciones del centro tomaran el valor de N/2y
para N impar el valor de (N + 1) /2.

La idea detras de (2.93) dentro de la muestra agrupada-ordenada es dar el valor
de 1 a la observacién més pequefia y mds grande, el valor de 2 a las segundas ob-
servaciones mds pequefia y mds grande; y asi sucesivamente. En otras palabras, los

valores pequefios (grandes) de Fy indican mayor dispersién para la muestra que
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proviene de la poblacién 2" (%) o de manera equivalente, valores pequefios (gran-
des) de Fy sugieren que 6 > 1 (6 < 1) (Ansariy R. A. Bradley 1959).

De la equivalencia que existe con (2.92), Gibbons y Chakraborti (2011) establecen

que
Fy = w . (2.94)

lo cual nos permite determinar que la esperanza Fy es igual a

E(Fy) = %[NH} 0 E(FN) = 3 IN+1)2 (2.95)
——
para N par para N impar
Demostracién:
En base a (2.93) y el Teorema 2.2.1 tenemos dos casos.
Para N par
|N/2] N m |N/2 N
E(Fy)= Y iE(Z)+ ) (N =i+ 1E(Z) = Yi+ )Y (N—-i+1)|,
i=1 i=|N/2]+1 i=1  i=(N/2)+1
haciendo el cambio de indices j = N — i + 1, entonces
N/2 N/Z 21’1’1 N/2 ' Zm N N m

Para N impar

m | (/2] N
E(Fy) = Y, i+ Y. (N—i+1)
| =l i=[(N+1)/2]+1
[|(N+1)/2]-1 N 41 N
=2 L it Y (N-itn|,
| =l i=[(N+1)/2]+1

haciendo el cambio de indices j = N — i + 1, entonces

- [(N+1)/2 N+1

(Nfl)/z. m [ (N-D)/2 N1
E(bN) =y X; it Zi j =le Z i+ ——
i= j=

)R- e

Por otra parte, la varianza de Fy sea igual a
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mn [N? —4 mn [N+1, 6 ,
= Var(Fy) = — | ——(N 29
vir(e) = g [ o verte =R [TEt o) o)
para\I(] par para Z\\]rimpar
Demostracién:
En base al Teorema 2.2.2 y de (2.94) tenemos que
Var(Fy) = Var(An) = i N%I_Mz_ % _N+1 i
N MTN(N-D) | & 2 o 2

e R () (B2

__m__y N<N2_1))—<NE(AN)>2

N2(N—1) | 12 m
mn [ N2(N2 — 2
T NZ(N-1) _N (1\1]2 2 - (g(NH) _%E(FNO ]
Si N es par, entonces
[ N2(N2 2
Var(Fy) = N2(”If]"_1) _N “\1]2 b _ (g(NJrl) —%(%{(NJFZ))) ]
_ mmn -N/Z(Nz—l) NZ ? _ mn [N?*—4
CNZA(N-1) 12 4 _N—l[ 48 }

Si N es impar, entonces

[ N2(N2 2
Var(PN):Nz(nI:]n_l) N (1\1]2 D_ (g(NJrl)—ﬁ—i(%(NH)z)) ]
o :NZ(Nz—l) N2-1\°
CNAN-1) |12 _< 4 )
mn [ 4N? —3(N?—1)\] mn [N+1
T NAN-1) _(Nz_l)( 48 )] _W[T(NZJ’B)]'

Demostraciones alternativas se dan en Ansari y R. A. Bradley (1959).

La distribucién de probabilidad nula del Fy Test para tamafios de muestras pe-
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quenios (m,n < 10) se presenta en la tabla 1 de Ansari y R. A. Bradley (1959). Sin
embargo, para muestras de gran tamafio se debe utilizar la aproximacion de la dis-
tribucién de Fy a distribucién normal, misma que si utiliza la correccion de continui-
dad daré resultados més ventajosos. Estos resultados se presentan en la tabla 2 de
Ansari y R. A. Bradley (1959), la cual contiene la distribucién de probabilidad nula

exacta de Fy, asi como también su aproximacién mediante la distribucién normal.

2.2.10.3. The Siegel-Tukey Test

Un enfoque alternativo para desarrollar un test que sea sensible a las diferencias a
nivel escala se realiza mediante el reordenamiento de los rangos de las observacio-
nes en el arreglo agrupado-ordenado. La idea es asignar el rango 1 a la observacion
que tenga la magnitud mas pequefia en el arreglo, los rangos 3 y 2 a las dos ob-
servaciones mds grandes respectivamente en el arreglo, los rangos 4 y 5 a las dos
siguientes observaciones mas pequefias respectivamente; y asi sucesivamente. Esta

alternativa la proponen Siegel y Tukey (1960) mediante la siguiente formulacion.

2i paraipar, 1 <i<N/2
N 2i —1 araiimpar, 1 <i< N/2
Sv=Y a4z, B donde  a;= P pabt=t=
i=1 2(N—i)+2 paraipar, N/2<i<N
2(N—-i)+1 paraipar, N/2<i<N

(2.97)

El Test Sy en (2.97) asigna los rangos mds bajos y mds altos a los extremos y a la
mitad del arreglo respectivamente. Esto ocasiona que se rechaza la hipétesis nula
a favor de la alternativa para valores pequefios de Sy, debido a que esto indica-
ria que las observaciones de la muestra X tenderian a mostrar mas variabilidad en

comparacién con las observaciones de la muestra Y.

En virtud que la distribucién de probabilidad nula de Sy es la misma que la del
Wy Test (véase 2.2.8.1, pag. 57); los momentos, tablas de distribucién de probabi-
lidad, aproximacién normal y regiones de rechazo del Sy test son las mismas que
el Wy Test. A pesar de esto, Siegel y Tukey (1960) presentan la tabla 2 que contie-

ne valores exactos y aproximados de la distribucién del Test Sy para tamafios de

[15] " Si N es impar no se asigna rango a la observacién que est en centro del arreglo, esto con el

fin de que el rango maés alto asignado sea par (Gibbons y Chakraborti 2011), (Siegel y Tukey
1960).
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muestras m < n < 20. En cuanto a las regiones de rechazo exactas y aproximadas,
simplemente en la Tabla 2.8 se debe cambiar 6 < 1,6 > 1, 6 # 1 por los casos 0 < 0,
6 > 0, 6 # 0 respectivamente; Sy en lugar de Wy y sp por wp, donde sy serd valor

observado de Sy.

2.2.10.4. The Klotz Normal-Scores Test

Si se utiliza el proceso visto en el Mood Test junto con el valor de las constantes
del Van der Waerden Test, entonces se da el llamado score normal o Klotz Normal-

Scores Test. La formulacion es la siguiente:

Ky = i (qu (N:L 1>)zzi. (2.98)

i=1

Elrechazo de Hj se da para valores grandes de Ky, debido a que los pesos més gran-
des se encuentran en los extremos del arreglo agrupado-ordenado. En consecuencia,

las observaciones que provienen de la muestra X tienen mayor variabilidad.
Por otro lado, los momentos de primer y segundo orden son respectivamente

=2 o ()

i=1

ks [ () (B () )

i=1

(2.99)

y tablas con valores criticos de (2.98) para N < 20 se presentan en Klotz (1960).

Para finalizar la seccién 2.2.6, en la Tabla 2.9 se presenta un resumen de los test
no paramétricos utilizados en el problema general que compara dos muestras inde-

pendientes.

Tabla 2.9: Resumen de los test no paramétricos utilizados en el problema general que compara dos muestras independientes.

Tipo de Problema Nombre del Estadistico Simbolo
Wald-Wolfowitz Runs Test R
é 42 Problema de Ubicacién | Wilcoxon Rank-Sum Test (o Test Mann-Whitney) | Wy (U)
j; ;é Terry-Hoeffding Test =1
% _g" Van der Waerden Test XN
E T‘; Mood Test My
_% § Freund-Ansari-Bradley Test AN
E E Problema de Escala Siegel-Tukey Test SN
Klotz Normal-Scores Test Ky
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2.211. Andlisis de Miltiples Muestras Independientes

Hasta el momento se ha realizado un anélisis que compara las observaciones
provenientes de dos muestras independientes (problema general que compara dos
muestras). Sin embargo, con mucha frecuencia es deseable comparar las observa-
ciones de k muestras independientes de manera simultdnea. Este criterio nos lleva a
realizar la generalizacion de lo visto en las secciones anteriores mediante el estudio

del denominado problema de k (k > 2) muestras multiples.

Supongamos que tenemos un conjunto de k muestras independientes (la indepen-
dencia se da dentro y entre muestras) de tamafios ny,ny,...,1n, que provienen de k
poblaciones con cdf continuas Fy(x),F(x),..., F(x) respectivamente. El interés ra-
dica en demostrar si las k muestras provienen de la misma poblacion, es decir se

desea probar la hipétesis nula
Hy:F(x) =F(x)=...=F(x) Vx (2.100)

versus alguna alternativa que indique que las poblaciones difieran en algtin sentido,

pudiendo ser a nivel de ubicacién o escala.

De manera particular nos centraremos en el estudio de las diferencias dadas a ni-
vel de ubicacién. Asi, el modelo de ubicacién para el problema de k muestras mul-
tiples nos dice que las cdf para las k poblaciones serdn continuas y respectivamente
igualesa Fj(x — 601), F2(x — 62),..., Fc(x — 6), en donde 6; denotara algin pardmetro

de ubicacién, que en el caso no paramétrico es la mediana (siempre existe).

Esto nos permite formular Hy y su alternativa en funcién de los 0; de la siguiente

manera:

H0191=92=...=9k
vs (2.101)
Hj :0; #0; paraal menosuni # j.

Un caso particular de prueba de hipétesis para (2.101) se da al considerar que las
k muestras son independientes y sustraidas de poblaciones normales con la mis-
ma varianza (la diferencia entre las poblaciones solo puede ocurrir con respecto a
su ubicacién). En este contexto, la utilizacién del andlisis de varianza de un factor
(ANOVA) mediante el Test F es adecuado para resolver (2.101) (Montgomery 2004).

Adicionalmente es preciso mencionar que las técnicas no paramétricas, para resol-
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ver el problema de k muestras independientes, no requieren supuestos més alla de

que las poblaciones sean continuas.

A continuacién se presentan los test no paramétricos que son la contraparte mas

habitual al anélisis de varianza de un factor.

2.2.11.1. Test de la Mediana

En principio se da un breve resumen del Test de la Mediana para el problema
general que compara dos muestras independientes. En lo posterior se daré su gene-
ralizaciéon. Para mayor detalle del Test de la Mediana en el caso de 2 muestras vea
Pratt y Gibbons (1981), Miller (1981), Gibbons y Chakraborti (2011), Kraska-Miller
(2014) y Siegel (1956).

Test de 1a Mediana para el Problema General de dos Muestras

Sean Xj,Xy,...,Xm e Y1,Ys,...,Y,; dos muestras aleatorias independientes dentro
y entre si; y sea 6 un namero arbitrario pero fijo. La idea es comparar la proporcion
de observaciones de la muestra X3, Xy, ..., X;; y de la muestra Y7,Y,...,Y; que son

estrictamente menores a J en el arreglo agrupado-ordenado.

Si denotamos por

U al nimero de observaciones de la muestra X menores a 6
V4

V al namero de observaciones de la muestra Y menores a

entonces

U ~ Bi(m, = P(X<6
(m, px) donde X ( )

V ~ Bi(n,py) py = P(Y<9),
con momentos de primer y segundo orden respectivamente iguales a
E(U) = mpx E(V) = npy
Var(U) = mpx(1—px) Var(V) = npy(1— py).

La eleccion de ¢ afecta la sensibilidad relacionada con el criterio del test. Por ejem-
plo, un valor § demasiado grande o demasiado pequefio provocaréd que los valores
de U e V adquieran valores muy poco confiables, esto nos lleva a establecer un crite-
rio adecuado para su determinacién. Asi, de los posibles valores que puede adquirir

6, detallados en Gibbons y Chakraborti (2011) y Pratt y Gibbons (1981), se llega a la

conclusién que é deber ser justo la mediana del arreglo agrupado. Es decir, J sera
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la mediana comtn de las dos poblaciones, y su valor serd la observacién que tenga
rango N/2 para cuando N sea par o cualquier nimero que se encuentre entre las

observaciones con rango N/2y (N + 1)/2 para N impar.

Por otra parte, si p denota la probabilidad que cualquier observacion en el arreglo
agrupado seamenorady T = U + V, entonces la distribuciéon de probabilidad de T

se define como
fr(t) = ( ; )pt(l —p)" "t para t=0,1,2,...N, (2.102)
y bajo el supuesto de poblaciones idénticas tendremos que p = px = py. Esto oca-

siona que la distribucién condicional de U dado T =t sea

m n
)= NN U gonde w = max(0,t —n),1,2,...,min(m,t) , (2.103)
- <m+n) - 7 Ve Al AR 4 7 7 .
t

que no es otra cosa que la distribucién de probabilidad hipergeométrica.

fuyr(ult

Ahora bien, dado que U /m es un estimador insesgado de px, entonces u/m de-
beria ser cercano a t/(m + n) bajo la hipétesis nula (Gibbons y Chakraborti 2011).
De esta manera, si se considera que las dos poblaciones solo difieren a nivel de ubi-
cacion, la eleccion razonable de t/(m + n) es 0.5, con lo cual t = N/2 si N es par o
t=(N—1)/2siN esimpar.

De todo lo anterior, el test basado en el nimero de observaciones de la muestra
X estrictamente menores a la mediana del arreglo agrupado se denominada Test
de la Mediana o Mood-Median Test. Por consiguiente, si U es mucho mas grande
que m /2, entonces la mayoria de las observaciones de la muestra X son mucho mas
pequefias que la mayoria de las observaciones de la muestra Y (P(X < ¢) > P(Y <

5)) o de manera equivalente X <°T Y.

Las regiones de rechazo asi como también la aproximacion de la distribucién de
probabilidad nula de U la distribucién normal se dan en Gibbons y Chakraborti
(2011).

En lo que sigue se presenta la generalizacion del Test de la Mediana.
Extension de Test de la Mediana

La extension del Test de la Mediana para k muestras independientes nos permi-
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tird determinar si las k muestras independientes de tamafio 1,1y, ...,n, provienen
o no de la misma poblacién; y como ya se mencioné anteriormente para el caso de

2 muestras, la elecciéon adecuada del valor ¢ serd la mediana (mediana comtn para
k
las k muestras) del arreglado agrupado de tamafio N = 2 1.
i=1
Adicionalmente, como cada observacién en el arreglo agrupado tiene igual proba-
bilidad de caer antes o después del valor J; y si la hipétesis nula de poblaciones
idénticas es verdadera, entonces la mitad de las observaciones en cada una de las k

muestras deben ser menores a este valor Gibbons y Chakraborti (2011).

Luego, en base a la nocién presentada en el parrafo anterior, si se define la variable
aleatoria U; como el ntimero de observaciones de la muestra i que son menores a la
mediana comun §, t como el niimero total de observaciones que son menores a é o

equivalentemente en simbolos

k N/2 si N es par
. P (2.104)
i=1 (N—1)/2 siN esimpar

y a 6 como la probabilidad que una observacién en el arreglo agrupado sea menor a
6 (t/N), entonces la distribucion de probabilidad de las variables U;, dado el valor

de t, seré la distribucién de probabilidad hipergeométrica multivariada o

<Zi) <Z§) (ZD . (2.105)
()

En el caso que algtn(os) U; sea(n) demasiado(s) diferente(s) de su valor esperado,

f(ul,uz,...,uk|t) =

mismo que es igual a n;0, se debera rechazar el supuesto de poblaciones idénticas.

Las regiones de rechazo para la generalizacién del Test de la Mediana se realizan
en base al test de bondad de ajuste Chi-Cuadrado (Gibbons y Chakraborti 2011). La
idea es convertir a los datos en una tabla de 2xk, donde el 2 representa el niimero de
filas ( 1 fila para las frecuencias que estdn debajo de ¢ y la otra las frecuencias que

son més grandes que d) y k representa a cada una de las muestras.

Si denotamos por (i,j) a cada una de las 2 % k categoriasconi=1,2;j=1,2,...,k

y si fij e e;; denotan la frecuencia observada y esperada (bajo la hip6tesis nula) para
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la categoria (i, ) respectivamente, entonces

t
flj =u; 61]' = 1’11‘9 =Nn; (ﬁ) (2106)

N —t
foj =1ni —u; eyj =ni(1—0)=mn; (T) : (2.107)

En virtud de esto y del criterio propuesto por Pearson citado en Gibbons y Chakra-
borti (2011) para la prueba de bondad de ajuste de la Chi-Cuadrado, el estadistico

resultante sera

o ii (fij ;'eij)z _ i [(flj —'61]')2 N (f2i —fzj)zl

j=1i=1 j j=1

lonlf)) o frono (3)

N (i) = b (ﬂ_zt> (2.108)
"\N ! N

Ni(”f%t)zr 1 ]:t(w i(ui—nit/N)z

PPN N —1t)

mismo que bajo Hy sigue aproximadamente la distribucién Chi-Cuadrada con (K —
1)(2—1) = (K —1) grados de libertad (Gibbons y Chakraborti 2011), (Siegel 1956).
No obstante, si al valor de Q le multiplicamos por (N —1)/N la aproximacién me-

jora considerablemente, ocasionando que la regién

N—-1
Q €R para N > X%k_l)’“ (2.109)

rechace la hip6tesis nula.

En lo referente al problema de ties, un enfoque es considerar a estas observaciones

como menores a d.

2.2.11.2. Test Anova Unidireccional de Kruskal-Wallis y Comparaciones Miilti-
ples

Como vimos, la extension del Test de la Mediana se basaba en la comparacion
relativa de cada una de las observaciones del arreglo agrupado respecto al valor
de la mediana comtn. Ahora el enfoque es ir més alla al tratar de utilizar toda la

informacién disponible de cada observacién en el arreglo. Esto se logra mediante la
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comparacién en términos de los rangos de las observaciones (Gibbons y Chakraborti
2011).

El anélisis de varianza unidireccional de Kruskal-Wallis por rangos, bajo el su-
puesto que los datos sean medidos al menos en escala ordinal y que las muestras
sean extraidas de poblaciones con cdf continuas, es una prueba general que compa-

ra si k muestras independientes (k > 2) provienen de una poblacién comun.

La gran ventaja que nos brinda este andlisis de varianza se refleja en el hecho que
no es necesario conocer a priori la distribuciéon de probabilidad de los datos; y si
los datos verifican cada uno de los supuesto del modelo general con errores nor-
malmente distribuidos, el Test de Kruskal-Wallis serd tan efectivo como la prueba
paramétrica Anova de un factor (Kraska-Miller 2014). Es por esta razén que al Test
Kruskal-Wallis, que basicamente es la extension del Wilcoxon Rank-Sum Test o tam-
bién llamado Test Mann-Whitney se lo conoce como la contraparte no paramétrica
a la prueba ANOVA.

Sin embargo, la prueba de Kruskal-Wallis solo nos brinda la informacion de si
al menos una muestra difiere significativamente de las otras, pero no identifica en
donde ocurren esas diferencias ni cudntas diferencias se producen (Corder y Fore-
man 2009). Asi, para identificar las diferencias particulares entre pares de muestras
se puede usar contrastes de muestras o pruebas post hoc, siendo la prueba de U
de Mann-Whitney el método mads ttil para realizar estos contrastes entre pares de

muestras especificos.
El procedimiento del Test de Kruskal-Wallis es la siguiente:

Bajo la hipétesis nula de poblaciones idénticas, para k muestras independientes

de tamarios n1,ny,...,1n; se hace un seguimiento del rango que ha sido asignado a
k
cada observacion dentro arreglo agrupado de tamafio Zni, asi como la identidad
i=1
de pertenencia de la observacién a su respectiva muestra. En este contexto Gibbons

y Chakraborti (2011), dicen que si los rangos adyacentes estdn bien distribuidos en-
tre las k muestras, lo que serfa cierto para una muestra aleatoria de una sola pobla-
cién; la suma total de los rangos, que no es otra cosa que la suma de los N primero
enteros positivos se dividirfa proporcionalmente de acuerdo al tamafio de la i-ésima

muestra. Es decir, debido a que el rango esperado para cualquier observacién es
N+1

(véase 2.13, pag. 20), el valor esperado de la suma de los rangos asignados a
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cada observacion para la i-ésima muestra de tamafio n; serd

E(R;) = n; (%) (2.110)

y su varianza sera

ni(N+1)(N —n;)
12 ’

donde R; denota la suma de los rangos de los elementos de la i-ésima muestra para

i=1,2,...,k (Kvam y Vidakovic 2007), (Gibbons y Chakraborti 2011).

Var(R;) = (2.111)

Un estadistico razonable surge al considerar la suma de las variaciones de la su-
ma de los rangos R; con respecto a su valor esperado; y como ya se menciond los
inconvenientes que presenta esta idea en (2.88), lo indicado sera considerar la suma

del cuadro de estas desviaciones, es decir

=% (r-n (%)) 2

i=1

Valores muy grandes de S provocaran el rechazo de la hip6tesis nula de poblaciones
idénticas (Kvam y Vidakovic 2007).

Para determinar la distribuciéon de probabilidad nula de S se deben clasificar a
las observaciones en una tabla con k columnas (tabla de clasificacion), en donde
cada entrada de la i-ésima columna corresponde al rango asignado a cada una de
las n; observaciones de la muestra i, de tal forma que R; serd la suma de los valo-
res presentes en la i-ésima columna. A pesar que Rijkoort (1952) citado en Gibbons
y Chakraborti (2011) presenta tablas de la distribucién de S para k = 3,4 y 5 con
tamafios de muestras iguales y pequefios, la complejidad de esta clasificacion hace
que los célculo sean tediosos incluso para muestras de tamafios pequefios (Kvam

y Vidakovic 2007), en consecuencia un enfoque alternativo es necesario.

De lo anterior, y en vista que la aproximacion normal estandar de los R; implica

que
- (Ri_E(R'))2> 2
) ~ X (2.113)
;( Var(R;) k-1
Kruskal y Wallis (1952) y Kruskal (1952) proponen el estadistico
12 &1 N+1\)°
H=——7—) —|Ri—nj| —5— 2114
s (o (57) .
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que no es otro cosa que la suma ponderada de los cuadrados de las desviaciones
con los reciprocos de los tamafios de las muestras respectivas utilizadas como pesos
(Gibbons y Chakraborti 2011).

Valores muy grandes de H dan como resultado que la hip6tesis nula en (2.101) sea

rechazada.

Es claro ver que existe cierta similitud entre el Test S y el Test H. Esto lo ratifican
Gibbons y Chakraborti (2011) al decir que los mismos son equivalente para tama-
fios de muestras iguales. En este sentido, como la determinacién de la distribucion
de probabilidad nula de S resulta complicada de obtener, debido a la complejidad
inherente en la clasificacion de las observaciones, entonces la distribucién de proba-

bilidad de H tendra el mismo rumbo.

A pesar de que existen tablas de probabilidad exacta de H, por ejemplo, la tabla
K en Gibbons y Chakraborti (2011) para k=3 y n; <3 o parak =4,k =5y n; <4
e n; < 3 respectivamente presentadas en Iman et al. (1975) citado en libro anterior,
es necesario realizar una aproximacién razonable de la distribucion H. Por lo tanto,
bajo la hipétesis nula de poblaciones idénticas, cada uno de los rangos presentes en

la i-ésima columna correspondiente a la tabla de clasificaciéon, pueden ser conside-
k
rados como v.a. del conjunto 1,2,...,N, donde N = Z”i' En otras palabras, cada
i=1
i-ésima columna puede ser considera como una muestra aleatoria de tamafio n; ex-
traia sin reemplazo de la poblacion de los primeros N enteros positivos, cuya media

y varianza son respectivamente
N+1 , N?2-1
;,[ =

— y 0’ =" (2.115)

Por otro lado, como la esperanza y varianza del promedio de la suma de los rangos
de la i-ésima columna son respectivamente
N+1

ER) =2ty Va(R)=o [(N+D(N-n],  (@116)

Demostracion:

Con la ayuda de (2.110) tenemos que

m1-a(8) a0 - (1))
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y de (2.111)

Var(R;) = %Var(Ri) _ L [N DN - n,-)} =1 !

> e [N+ )N = )

Ri — E(Ry)

Var(R;)
dar. Sin embargo, como los Z; no son independientes debido a que

la estandarizacion Z; = se aproximard a la distribucién normal estan-

A ) R R
COU(ZZ,Z]) Cov \/VM(E) , \/Var(ﬁj) \/Vﬂr \/Var Cov R ,R])
1 1  N+1
- \/Var(E) \/Var(E) [ 12 ] 7o

Kruskal (1952) mediante la aplicaciéon del teorema de Wald-Wolfowitz para el caso

especial que Lg\i]) = R; y en base a (2.116) dice que

EN—niy & (N—m (12m[R; — (N +1) /2]
LN Z‘izl< ) (Pt o)
12n;[R; — (N +1)/2)?
Z 1) (2.117)

. (M)

N(N +
k
~N( N +1 121 (
es asintéticamente la distribucion Chi-Cuadrado con k — 1 grados de libertad (Gib-

=H

bons y Chakraborti 2011), (Kruskal 1952). En consecuencia, la region de rechazo a

un nivel de significancia a serd para H > )(i K_1-

Problema con observaciones ties

Dada la suposicién que las poblaciones son continuas, los casos ties son tedrica-
mente imposibles de suceder. No obstante, el verdadero problema radica cuando
los ties ocurren entre las muestras. Esta situacion conlleva a realizar la correccion
de la varianza mediante la llamada correccion para ties, que Gibbons y Chakraborti
(2011), Kruskal y Wallis (1952), Siegel (1956), Corder y Foreman (2009) mencionan
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que simplemente se debe dividir H para el factor de correccién

1_w_

N(N2-1)
Dicho de otra manera, o
- , (2.118)
. Yt —1)
N(N%-1)

donde ¢ es el nimero de observaciones ties para un rango arbitrario y el sumatorio

se extiende sobre todo el conjunto de rangos con valores ties.

Finalmente, la demostracion de la consistencia del Test H estda maés alla del alcance
del presente trabajo de titulacion, pero si el lector desea analizarla con detalle puede

revisar en Kruskal (1952).
Comparaciones Multiples

El estadistico de Kruskal-Wallis nos proporciona informacién de si hay o no di-
ferencias entre las k poblaciones, pero no nos especifica explicitamente que pobla-
ciones difieren entre si. Para detectar las diferencias entre todo par de poblaciones
vamos a realizar comparaciones dos a dos y decidir si las mismas provienen o no de

poblaciones idénticas.

Si la hipoétesis nula se rechaza, el proceso de comparaciones multiples compara el
valor de L
IR — R .
Zjj= con 1<i<j<k (2.119)

N(N+1) (1 1
| — 4+ —
12 n; 1’1]'

con el cuantil superior [a/(k(k —1))] de la distribucién normal estandar; y si el valor

Zij > Zy k(k—1) los grupos muestrales i, j serdn significativamente diferentes.

El valor de «, llamado tasa de error experimental o nivel de significancia global
tipicamente se escoge que sea al menos 0.20, debido a que se hace una gran cantidad
de declaraciones. En consecuencia 1 — « serd la probabilidad que todas las declara-

ciones sean correctas (Gibbons y Chakraborti 2011).

Este proceso de comparaciones multiples se debe a Dunn (1964).
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2.3. Eficiencia Relativa Asintoética

Algo que comtinmente llama la atencién del investigador es ver si dados dos test
estadisticos que verifican que una declaracién en cuestion es cierta o no, saber cuél
es el més eficiente. En otras palabras, dados dos test estadisticos definidos para una
misma hip6tesis nula simple, la misma hipoétesis alternativa, el mismo tipo de regiéon
de rechazo y el mismo nivel de significacién; ;como se puede comparar estos test
para saber cual es el mds eficiente? La respuesta a esta interrogante la da el concepto
de eficiencia de Pitman descrito en Gibbons y Chakraborti (2011). Basicamente el
enfoque es comparar dos pruebas y hacer que todos sus factores sean equivalentes,

excepto su tamafio de muestra.

Dentro de lo paramétrico y dadas las consideraciones expuestas con anteriores,
si tenemos un test A y un test B, donde el test B tiene su funcién potencia superior
a la funcién potencia del test A, entonces se escoge el test B. Sin embargo, dado
que en lo no paramétrico los calculos exactos de la potencia son tediosos, junto con
lo mencionado por Belmonte (2001) respecto a que la estructura de la distribucién
no es lo suficientemente rigida para obtener una teoria analoga a la que se usa en la
teorfa paramétrica, en cuanto a generar un test uniformemente mas poderoso dentro
del lema de Neyman-Pearson; se tendrd que una prueba no paramétrica rara vez es

uniformemente eficiente comparada con otra.

Por esta razén, la solucién al problema presentado en el parrafo anterior es definir

un tipo de potencia de eficiencia limite. Esta definicién se presenta a continuacion.

Definicién 2.3.1 (Eficiencia Relativa Asintética (ARE)). Sean A y B dos test consisten-
tes para una hipétesis nula Hy, una hipétesis alternativa Hy y una nivel de significancia «.
La Eficiencia Relativa Asintética (ARE por sus siglas en inglés) del test A en relacion al test
B es el valor limite de la relacion ny /n,, donde n, es el niimero de observaciones requeridas
por el test A para que la potencia del test A sea igual a la potencia del test B basado en ny,

observaciones, mientras simultdneamente n, — +oo y Hy — Hy.

Teniendo en cuenta que la consistencia de los test hace que su potencia tienda a 1
para tamafios de muestras crecientes, se debe permitir que H; se aproxime a Hy. Esto
con el fin de que la potencia de cada test se encuentre en el intervalo abierto («,1)
para tamafios de muestra finitos y la relacion limite generalmente sea un nimero
distinto de 1 (Gibbons y Chakraborti 2011).
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Maés detalle de la teorfa de la ARE se exhiben en Gibbons y Chakraborti (2011) y
Mayorga (2004)

En lo que sigue se va a presentar los resultados de la ARE proporcionados al
comparar ciertos test no paramétricos con los test paramétricos tradiciones, el t Test
y ANOVA Test.

Pero antes de mostrar estos resultados es necesario detallar que, dados dos test
estadisticos T,, y T,, para datos que consisten de n observaciones, se denotara la

Eficiencia Relativa Asintética de T, en relacion a T, por ARE(T,, T;).

La tabla siguiente muestra la ARE del Sign Test y del Wilcoxon Signed Rank Test
con relacién a t Test calculadas para cuatro distribuciones de probabilidad. Adicio-

nalmente se exhibe la ARE del Sign Test en relacién al Wilcoxon Signed Rank Test.

Tabla 2.10: Valores de la ARE(K,,, T;;), ARE(T*,T;) y ARE(K,, T;7)

Distribucién | ARE(K,,, T;) ARE(T,,T;) ARE(K,,T;)
Uniforme 1/3~0.33 1 1/3~0.33
Normal 2/3~0.67 3/m~09549 2/~ 0.6366
Logistica 3/4=075 7%/9~1.096 m*/12~0.8225
Doble Exponencial | 4/3 ~ 1.33 3/2=15 2

T es el t Test
K es el Sign Test
T, es de Wilcoxon Signed Rank Test

Bajo el supuesto de distribuciones normales, la Tabla 2.10 nos dice que la ARE del
Sign Test en relacion al t Test es aproximadamente 0.67 y la del Wilcoxon Signed
Rank Test en relacién al t Test aproximadamente del 0.95. Estos valores de la ARE
son menores que 1, lo cual es razonable, debido a que el t Test es la mejor prueba

para la distribucién normal.

Por un lado, si se observa la columna tres de la tabla anterior, claramente el Test
de Signo de Rango de Wilcoxon es un fuerte competidor a la prueba t para muestras
de gran tamafio. En cambio, la columna dos expresa que la prueba de Signo es mu-
cho menos eficiente que la prueba t para distribuciones de cola ligeras, pero tiene
un rendimiento superior para distribuciones de cola pesada, como por ejemplo en
la doble exponencial.

De manera general, Gibbons y Chakraborti (2011) expresan que: “la ARE de la prue-
ba de Rango con Signo de Wilcoxon siempre es al menos 0.864 para cualquier dis-
tribucion simétrica continua, mientras que el limite inferior correspondiente para la

prueba de Signo es solo 1/3"(p.492).

Por otro lado, en la dltima columna de la Tabla 2.10 se compara la eficiencia del
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Sign Test en relacion al Wilcoxon Signed Rank Test. Dando como resultado que el

Test de Signo es mas eficiente solo para la distribucién doble exponencial.

En resumen, la prueba de Signo de Rango de Wilcoxon es una alternativa muy
viable a la popular prueba t de Student, debido a que se acerca mucho a su rendi-
miento en términos de la ARE, no obstante la prueba de Signo, quizas es una opcién

popular debido a su facilidad de uso mds que a su rendimiento.

Ahora bien, al considerar la ARE para ciertos test que son una alternativa ade-
cuada para el problema general que compara dos o k muestras, ya sea a nivel de

ubicacion o escala, los resultados son los siguientes:

Gibbons y Chakraborti (2011) demuestran que la ARE del Mann-Whitney Test
(o equivalentemente de Wilcoxon Rank Sum Test) en relacién al t Test viene dada
por la ARE del Wilcoxon Signed Rank Test en relacién al t Test. Adicionalmente,
el valor de la ARE del Test de la Mediana relativa a la prueba de Mann Whitney
es el mismo que la ARE de la prueba de Signo relativa a la prueba de Rango con
Signo de Wilcoxon. Por consiguiente, tanto los valores de eficiencia presentados en
la Tabla 2.10, asi como la descripcion realizada de la misma para estos casos; son los
mismos, pero con la diferencia que para el caso del Test U no es necesario suponer

que la distribucién de probabilidad sea simétrica.

En lo referente al Terry—Hoeffding (Score Normal) Test, la literatura dice que bajo
el cumplimiento de los supuestos que rigen en la formulacion del t Test, la prueba de
Terry es asintéticamente 6ptima en relacion al t Test para distribuciones normales,

es decir su ARE serd de 1.

De manera general, la ARE del Test Score Normal en relacién al t Test para otras

familias de distribuciones continuas serd mayor a 1 (Lehmann 2008).

De los dos parrafos anteriores se aprecia que tanto el Test U (o su equivalente de
Wilcoxon Rank Sum Test) como el Terry—Hoeffding Test son competidores fuertes
a la prueba t. Sin embargo, al comparar estos dos test se evidencia que el Test de
Mann-Whitney es més eficiente frente a distribuciones de cola larga, y el ¢; Test es

més eficiente para distribuciones de cola corta (Lehmann 2008).

Esto se puede evidenciar en la Tabla 2.11.
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Tabla 2.11: Valores de la ARE(U, c;) para cinco distribuciones de probabilidad

Uniforme Normal Logistica Doble Exponencial Cauchy
ARE(U,c1) 0 0.955 1.05 1.18 1.41

U es el Test Mann-Whitney

1 es el Terry-Hoeffding Test
Si se considera el problema general que compara dos muestras a nivel de escala,
por un lado, la ARE del Mood Test en relacién al Test Fy = S2/53 (el mejor test para
probar la igualdad varianzas de dos poblaciones normales que difieren solo en la
varianza Gibbons y Chakraborti (2011), Montgomery (2004)), donde S; y S; son las
desviaciones estdndar para la muestra 1y 2 respectivamente; serd 15/ (27t2) = 0.76.
Por otro lado, la ARE del Freund-Ansari-Bradley Test en relacion al Test Fy es igual
a6/ ~0.6079, igual a 0.60 en relacion a la distribucién uniforme continua e igual
a 0.94 en relacion a la doble exponencial. En tltima instancia, la ARE del Freund-

Ansari-Bradley Test en relacion al Mood Test es igual a 0.8.

Para el caso de multiples muestras independientes (k > 3), la ARE de la extensién
del Test de la Mediana en relacién al Test ANOVA es de 2/ 7 ~ 0.637 y de 2/3 en rela-
cién al Test de Kruskal-Wallis, ambos casos para la distribucién normal. Finalmente,
la ARE del Test de Kruskal Wallis en relacién a cualquier distribucién continua es
de al menos el 0.864 y del 0.955 para la distribucién normal (Gibbons y Chakraborti
2011). Este hecho nos indica que el Test de Kruskal- Wallis es la contraparte més
eficiente al Test ANOVA.

2.4. Analisis de Componentes Principales (ACP)

La herramienta utilizada en la construcciéon de las observaciones objetas de infe-
rencia se basara en las transformaciones proporcionadas por el procedimiento del

Andlisis de Componentes Principales (ACP).

El objetivo del ACP, dadas X1, X>, ..., X, variables (variables originales) es hallar
p nuevas variables (ejes 0 componentes) Y7,Y>,..., Y}, cada una de las cuales es una
combinacion lineal de las variables Xjconj=12,...,p; de tal manera que r (r < p)
de ellas recojan la mayor parte de informacién posible concerniente a las variables
originales 1°l. Los nuevos ejes representaran las direcciones con variabilidad ma-
xima y proporcionan una descripcién mds simple de la estructura de covarianza
(Johnson y Wichern 2007). Adicionalmente, si consideremos que X es la matriz de

datos que contiene las mediciones de los n individuos en p variables iniciales cuan-
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titativas, entonces las componentes principales dependerdn solamente de la matriz

de covarianzas X (0 matriz de correlaciones p) de la matriz X.

Algebraicamente, las componentes principales son combinaciones lineales parti-
culares de las p variables originales. Geométricamente, esas combinaciones lineales
representan un nuevo sistema de coordenadas obtenidas por rotaciéon del sistema

original con X1, Xy,..., X, como ejes de coordenadas.

La utilidad del ACP sefialado por Pefia (2002), por un lado permite representar
Optimamente en un espacio de dimension pequefia, observaciones de un espacio
general p-dimensional. Es decir, sirve para identificar posibles variables “latentes”
o no observadas, que estan generando la variabilidad de los datos. Por otro lado,
permite transformar las variables originales, en general correlacionadas, en nuevas

variables no correlacionadas, facilitando la interpretacion de los datos.
En lo que sigue se exhibe el procedimiento del ACP:
Si el vector aleatorio X/ = [X;, Xy, .. .,Xp] tiene matriz de covarianzas . con auto-

valores A1 > Ay > ... > A, > 0, entonces para las combinaciones lineales

Y] = a’lX =a1 X1 t+apXo+...+ alep
Y, = a’2X =ayX]t+anX,+...+ aszp

(2.120)

tendremos que
Var(Yj) =aj¥a; j=12,...,p (2.121)
Coo(Y},Yy) = a}):.ak j#k convaloresenl1,2,...,p . (2.122)

En consecuencia, las componentes principales serdn las combinaciones lineales no
correlacionadas Y3,Y>,...,Y), con las varianzas mas grandes posibles. Asi, si quere-
mos que Y; recoja la mayor cantidad de informacién posible de los individuos, se
debe exigir que las proyecciones de los individuos sobre este eje, en promedio sean
lo més grandes posibles; junto con la restriccién que a; en (2.120) sea el vector uni-

tario. De manera andloga para el resto de componentes.

(16l Ppara mayor detalle vea Johnson y Wichern (2007), Pefia (2002).
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En virtud de lo expresado anteriormente, al definir como

Primera componente principal = combinacién lineal 41X que
maximiza Var(ajX)
sujeta a: aja =1,

Segunda componente principal = combinaci6n lineal a3 X’ que
maximiza Var(ayX)
: : ! 2y —
sujetaa:  aax —1

Cov(a1X,a4X) =0 ,

j-ésima componente principal = combinacién lineal a;-X que

maximiza Var(a})( )

!
]

Cov(ajX a1 X) =0 parak <j ,

sujetaa:  ajaj =1

el Teorema 2.4.1 nos da componentes principales no correlacionadas que tienen va-
rianza igual a los valores propios de X.

Teorema 2.4.1. Si ¥ es la matriz de covarianzas asociada a X', que tiene los pares valor
propio-vector propio (Ay,e1),(Az,€2),...,(Ap,ep) para Ay > Ao > ... > Ay > 0, entonces la

j-ésima componente principal estd dada por
Y; :e}X =enX1tepXo+...+epXy con j=12,...,p (2.123)
y ademds

/
Var(Y;) = ejXej = A;

(2.124)
Cov (Y}, Yy) = e;-Zek para j #k

La demostracion de este teorema es f4cil de realizar y se encuentra detallada en
Johnson y Wichern (2007).

Un resultado importante que se da del mismo teorema muestra que si 01,02, ...,0p

son las varianzas de Xj, X»,..., X, respectivamente, entonces
P

P
o oty =) Var(Xp) =M+ A+ ...+ A, =) Var(Y)) (2.125)
j=1 j=1
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y la proporcién de la varianza total debida a (explicada por) el j-ésimo componente

principal serd
A
] .
=12,....p . 2.126
MAA+ .+ Ay paraj P ( )

Un enfoque alternativo, mismo que es utilizado en el presente estudio, es obtener
componentes principales para variables estandarizadas. La estandarizacién lleva to-
das las escalas de medida a una escala comiin de media 0 y varianza 1, para eliminar
el problema de medicion y variabilidad diferente presente en las variables origina-
les. De esta manera, si Wj, 0j son la media y la varianza de la variable X; respectiva-

mente para j = 1,2,...,p, entonces para las variables estandarizadas

7 _ X1 —m
1 \/0—_1
Xo — s
7o =
Vo2 (2.127)
Xp—n
p p
z,=-t_LF

Vo

o en su forma matricial Z = [Zy,Z,,...,Z,] = (VV/2)"1(X — ), donde p = [p1, 12, .., i)
y V es una matriz diagonal que tiene las desviaciones estandar de X1, X>, ..., X; se
tiene que E(Z) =0y Cov(Z) = (V/2)"Ix(V/2)~1 =p.

En base a esto, los componentes principales de Z se pueden obtener a partir de
los vectores propios de la matriz de correlacion p de X’ y todos los resultados dados

por el Teorema 2.4.1 son igualmente aplicables para este tipo de variables.

Por consiguiente, la j-ésima componente principal serd

Y]-:e;-Z:e;-(Vl/z)_l(X—y) paraj=12,...,p,

p p
Y _Var(Y;) = ) _Var(Z;) = p y la proporcién de varianza total debida al j-ésimo
j=1 j=1

componente sera -
p

Finalmente, la proyeccion del individuo i sobre el eje Y; serd la coordenada del
individuo sobre el eje, esto es Yij = X(,-)ej parai=1,2...,n. De manera general, la
matriz de proyeccién de los individuos en los nuevos ejes serd ¥ = XIE, donde E es

la matriz de vectores propios de p. Mas propiedades del procedimiento del Anali-
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sis de Componentes Principales se encuentran en Pefia (2002) o Johnson y Wichern
(2007).

Sin embargo, antes de aplicar el ACP se debe verificar si la correlacion entre las va-
riables analizadas es lo suficientemente grande como para justificar la factorizacion
de la matriz de coeficientes de correlacion. En otras palabras, se debe comprobar si
la matriz de coeficientes de correlacién no es significativamente distinta de la matriz
identidad (las intercorrelaciones entre las variables son ceros). Esto se logra median-
te la aplicacion del Test de esfericidad de Bartlett, el cual consiste de la estimacion
Chi-Cuadrado a partir de una transformacién del determinante de la matriz de corre-
laciones. En este sentido, si las variables no estdn intercorrelacionadas, entonces el

test debe presentar un p-valor mayor a 0.05.

No obstante, algunos autores advierten que el Test de Bartlett tiende a ser estadis-
ticamente significativo cuando el tamafio muestral crece, razén por la cual se lo de-
bera de utilizar tinicamente cuando la razén 1 /k es menor que 5. Pero como nuestro
estudio presenta un valor de 1 es grande, se debe calcular el Indice Kaiser-Meyer-
Olkin (KMO) 171, mismo que sirve para comparar las magnitudes de los coeficientes
de correlacion general o simple con respecto a las magnitudes de los coeficientes de
correlacion parcial (Sudrez 2007). Si la suma de los coeficientes de correlacién par-
cial elevados al cuadrado entre todos los pares de variables es bajo en comparaciéon
con la suma de los coeficientes de correlacién al cuadrado, entonces el indice estard
préoximo a uno y esto se considerara positivo e indicara que se puede continuar con
el ACP. Pero si se obtienen valores bajos, entonces se indica que las correlaciones
entre pares de variables no pueden ser explicadas por las otras variables y, por lo
tanto, no es factible llevar a cabo el ACP. Los valores del indice KMO entre 0.5 y 1

indican que es apropiado aplicar el ACP a la matriz de datos bajo estudio.

Un enfoque alternativo toma en cuenta el determinante de la matriz de corre-
laciones. Si el valor del determinante es cercano a cero ['8] existe evidencia que las
variables tienen intercorrelaciones muy altas, lo que a su vez implica que sea factible

continuar con el Analisis de Componentes Principales.

En conclusion, se debe de utilizar al menos un criterio de los antes mencionados

para determinar si es adecuado el uso del ACP.

[17]
[18]

Para mayor detalle vea Kaiser (1974).

El determinante no debe ser igual a cero, pues en este caso los datos no serian validos Sudrez
(2007).
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2.5. Construccion de Indicadores Compuestos

Como se mencion6 anteriormente, el ACP (més especificamente el anélisis fac-
torial) agrupa las variables individuales que son colineales para determinar un(os)
nuevo(s) factor(es) (indicadores compuestos) que capture(n) tanto como sea posible
la informacion comun de las variables individuales. En este sentido, este(os) fac-
tor(es) ya no depende(n) de la dimensionalidad del conjunto de datos, sino més
bien se basan en las dimensiones “estadisticas” de los datos (Nardo y col. 2008). No
obstante, si la correlacion es débil, entonces es poco probable que las variables com-
partan factores comunes.

Esta es una de las razones por las cuales es necesario la utilizacién de otro tipo de

Indicadores Compuestos.

Organizacién para la Cooperacion Econémica y el Desarrollo (OECD por sus

siglas en ingles)

La OECD es un foro tinico donde los gobiernos de 30 paises (por ejemplo Estados
Unidos, Suecia, Espafia, Reino Unido, etc.) trabajan juntos para abordar los desafios
econdémicos, sociales y ambientales de la globalizacién. La idea de la organizacion
es proporcionar un entorno en donde se pueda comparar experiencias de politicas,
buscar respuestas a problemas comunes, identificar buenas précticas y trabajar en

conjunto para coordinar politicas nacionales e internacionales.

Dentro de las publicaciones de la OECD, que presentan los resultados de la recopi-
lacion estadisticas e investigaciones sobre los desafios mencionados anteriormente;
conjuntamente con la Unidad de Econometria y Estadistica Aplicada del Centro de
Investigacién Conjunta (JRC) de la Comisién Europea en Ispra (Italia), se encuen-
tra el manual Handbook on Constructing Composite Indicators. Este manual, que
compara y clasifica el desempefio de los paises en dreas tales como competitividad
industrial, desarrollo sostenible, globalizacién y innovacién; proporciona una guia
en la construccion y el uso de indicadores compuestos, orientado a dar una mejor
compresion acerca de la complejidad y las técnicas que se utilizan actualmente en
su construccién; para asi mejorar la calidad de los productos que se obtienen como

resultado de su aplicacién.

En términos generales, un indicador (simple) es una medida cuantitativa o cua-
litativa derivada de una serie de hechos observados que pueden revelar posiciones

relativas (por ejemplo, de un pais) en un drea determinada (Nardo y col. 2008). A
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modo de ejemplo, dentro del andlisis de politica se utilizan para la identificacién
de tendencias, dar un llamado de atencién sobre temas particulares, establecimien-
to de prioridades de la politica y la evaluacion del rendimiento (desempefio) de los
paises. En cambio, la idea detrds de un indicador compuesto, que se forma cuan-
do los indicadores individuales se compilan en un solo indice sobre la base de un
modelo subyacente, es considerar conceptos multidimensionales que no pueden ser
capturados por los indicadores simples. Algunos de estos conceptos, por ejemplo se
relacionan con la competitividad, industrializacién, sostenibilidad, integracion en el

mercado, sociedad basada en el conocimiento, etc.

2.5.1. Indicadores Compuestos (CI)

Los indicadores compuestos (que comparan el rendimiento de los individuos)
son cada vez mds reconocidos como una herramienta ttil en el andlisis de politicas
y la comunicacion ptiblica, debido a que parece més facil para el ptiblico en general
interpretar este tipo de indicadores, que identificar tendencias comunes a través de
muchos indicadores por separado (Rogge 2008), y también porque han demostrado

ser tutiles en la evaluacion comparativa del desempefio de los paises.

El objetivo principal de un CI es la comparacién de un individuo en relacién a
otros individuos y /o con algtin punto de referencia. Algunas de las principales ven-

tajas y desventajas de los CI’s se presentan en la Tabla 2.12.

Tabla 2.12: Ventajas y Desventajas de los Indicadores Compuestos

Ventajas Desventajas

» Puede resumir realidades complejas y multidi- = Puede enviar mensajes de politica engafiosos si
mensionales a fin de respaldar a quienes toman estan mal construidos o mal interpretados.
decisiones. » Puede generar politicas simplistas.

Son mas faciles de interpretar que una series de
muchos indicadores simples por separado.
Puede evaluar el rendimiento de los paises a lo
largo del tiempo.

Reduce el tamafio visible de un conjunto de in-
dicadores sin perder la base fundamental de la
informacién.

Es posible incluir mds informacién dentro del li-
mite de tamafio existente.

Considera los problemas del rendimiento y pro-
greso del pais dentro del tema politico.

Facilita la comunicacion con el ptiblico en gene-
ral (es decir, ciudadanos, medios de comunica-
cién, etc.) y promueve la responsabilidad.
Ayuda a construir/sustentar narrativas para un
publico no profesional y alfabetizado.

Permite a los usuarios comparar dimensiones
complejas de manera efectiva.

Puede ser mal utilizado, por ejemplo, para apo-
yar una politica engafiosa cuando el proceso de
construccién no es transparente y/o carece de
principios estadisticos o conceptuales sélidos.
La seleccién de indicadores y ponderaciones po-
dria ser objeto de disputa politica.

Puede ocultar fallas series en algunas dimensio-
nes, aumentando la dificultad de identificar ac-
ciones correctivas adecuadas, si el proceso de
construccién no es transparente.

Puede llevar a politicas inapropiadas si se igno-
ran las dimensiones de rendimiento que son di-
ficiles de medir.
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La forma més simple de representar un indicador compuesto es como un prome-

dio ponderado de indicadores individuales, es decir
m
Cle =Y weiyl , (2.128)
i=1

donde ClI; serd el indice compuesto para el individuo j, y¢, el valor (posiblemente
normalizado) del individuo j en el indicadori (i=1,2,...,m)y w,,; el peso asignado

al indicador i.

De manera general, los pesos deben satisfacer con
m
0<w, <1 y ch,i =1.
i=1

Un problema tipico presente en los CI se relaciona con el hecho de que los sub in-
dicadores que intervienen en su formulacion se muestran en unidades de medicién
bastante diversas. Esto implica que sea necesario un proceso de normalizacién (pa-
ra més informacién vea Nardo y col. (2008)). Sin embargo, esto no resuelve del todo
al problema, debido a que la normalizacién oscurece el objetivo del indicador com-
puesto, pues ya no se estd resumiendo a los datos originales, sino una transforma-
cién de los mismos.

A pesar de mantener un sistema de ponderacién fijo, las clasificaciones eventuales
aun dependeran de la opciéon de normalizacién que se utilice y por ende, los indi-
viduos con clasificaciones més bajas utilizardn esta dependencia para cuestionar el
uso de indicadores compuestos. Eliminar el requisito de normalizacién de los datos

eliminaria esta dependencia y, por lo tanto, una fuente importante de criticas.

Adicionalmente, un segundo problema relacionado con los indicadores compues-
tos tiene que ver con el esquema de ponderacién utilizado para agregacion de los
sub indicadores. Lo ideal serfa ponderar y combinar a los sub indicadores de manera
que reflejen la estructura subyacente del fenémeno evaluado. No obstante, la pon-
deracién proveniente de las partes interesadas se caracteriza a menudo por fuertes

desacuerdos interindividuales.

Una posible solucién seria utilizar la ponderacion fija, que es un caso particular de
ponderacion, en virtud de su simplicidad. Si bien es simple, puede llegar a ser com-
pletamente engafiosa puesto que se favoreceria a unos individuos y se perjudicaria
a otros. Por consiguiente, esta dependencia al esquema de ponderacién nuevamente

se podria utilizar para quebrantar la credibilidad de los indicadores compuestos.
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En resumen, a pesar de su uso creciente, los indicadores compuestos siguen sien-
do un tema polémico. La falta de una metodologia estdndar, la indeseable depen-
dencia de las clasificaciones de los individuos en la etapa preliminar de normali-
zacion y el desacuerdo entre los expertos/partes interesadas sobre el esquema de
ponderacién especifico utilizado para agregar a los sub indicadores, entre otros, son

items que se han utilizado para persuadir su credibilidad.

Las acciones fundamentales para superar estas limitaciones, por un lado, se apo-
yan considerablemente en el Data Envelopment Analysis (DEA) o Analisis Envol-
vente de Datos, a causa de que su atractivo de invariancia respecto a las unidades
de medida implica que se puede omitir la etapa de normalizacién. Por otro lado, el
problema informativo sobre el conjunto de ponderaciones “correctas” se resuelve al
generar ponderaciones flexibles de Benefit of the Doubt Approach (BOD) para cada
individuo evaluado. Ejemplos de la aplicacion de estas acciones, citados en Rogge
(2008), se dan en el contexto de la evaluacién del desempefio de politicas, como las
utilizadas en la evaluaciéon del desempefio de los paises con respecto a la privati-
zacion agregada, la proporcion de un sistema de ponderaciones alternativo para el
Indice de Desarrollo Humano o en la construccién de un indicador general para el

desarrollo sostenible.

A causa de todo lo anterior, de las dos partes de teorfa en que esta divido el ma-
nual, solo se considera la parte II (A Toolbox for Constructors), centrandonos prin-
cipalmente en el Data Envelopment Analysis (DEA) y el Benefit of the Doubt Ap-
proach (BOD) pertenecientes al paso Weighting and Aggregation, asi como también
en los fundamentos tedricos de Cherchye y col. (2016) y Rogge (2008). Sin embargo,

no se analizan los aspectos técnicos/computacionales que implican su construccion.
Weighting and aggregation

Cuando los pesos se utilizan en un marco de referencia, generalmente tienen un
efecto significativo en el indicador compuesto y en los rankings de los individuos.
Existen varias técnicas de ponderacion (véase la Tabla 2.13). Algunas provienen de
los modelos estadisticos tradicionales como el ACP/Analisis Factorial (AF), DEA
y modelos de componentes no observadas (UCM), modelos participativos como
el proceso de asignacion de presupuesto (BAP), procesos analiticos de jerarquia
(AHP), etc.

Independientemente del método que se utilice, los pesos (que generalmente mi-
den la importancia de la variable asociada) son sentencias de importancia y criterios

bien aceptados dentro de los analistas. Sin embargo, puede darse el caso que otro
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tipo de expertos deseen dar pesos a los componentes (variables) dependiendo de las

prioridades politicas.

Tabla 2.13: Compatibilidad entre métodos de agregacion y ponderacién.

Método de Ponderacion Meétodo de Agregacion -
Lineal 21 Geométrico 21 Multicriterio
APC/AF Si Si Si
BOD Si No No
UCM Si No No
BAP Si Si Si
AHP Si Si No

La ausencia de una forma “objetivo” para determinar los pesos y los métodos de
agregacion no necesariamente conllevan al rechazo de la validez de los indicadores

compuestos, siempre que todo el proceso sea transparente (Nardo y col. 2008).
Data Envelopment Analysis (DEA) y Benefit of the Doubt Approach (BOD)

El Data Envelopment Analysis (DEA) o Analisis Envolvente de Datos desarrollo
inicialmente por Charnes, Cooper and Rhodes (1978) citado por Rogge (2008) em-
plea herramientas de programacién lineal para estimar una frontera de eficiencia
que serd utilizada como punto de referencia en la medicién del rendimiento relativo
de los individuos. Para ello requiere de la construccién de un punto de referencia
(la frontera) y la medicién de la distancia entre los individuos en un marco multi-

dimensional.
Los supuestos concernientes al punto de referencia son los siguientes:

a) Pesos positivos (cuanto mds alto sea el valor de un indicador individual, mejor

serd el individuo asociado).

b) La no discriminacién de los individuos que son mejores en cualquier dimen-

sion simple (indicador individual), clasificaindolos por igual; y,

c) Una combinacién lineal de los mejores rendimientos, es decir convexidad en

la frontera

La distancia de cada individuo con respecto a la frontera se determina por la ubica-

191 Los métodos de agregacion se refieren al tipo de compensacién entre los pesos. Es decir, un

déficit en una dimensién (indicador) puede ser compensado por un excedente en otra

[20] " Las agregaciones lineales son ttiles cuando los indiciadores individuales tienen la misma uni-

dad de medida, pues compensan proporcionalmente los pesos a los indicadores. En cambio,
las agregaciones geométricas son adecuadas si se desea un cierto grado de no compensabili-
dad entre indicadores.
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cién del individuo y su posicion relativa a la frontera. A manera de ejemplo, para el
caso simple de cuatro individuos y dos indicadores simples, la cuestion anterior se

representa en la Figura 2.3

Figura 2.3: Frontera de Rendimiento del DEA.

Indicator 2

0 Indicator 1

La linea que conecta a los individuos a, b y ¢ (clasificados como los de mejor
desempefio) constituyen la frontera de rendimiento y el punto de referencia para el

individuo d, mismo que se encuentra mas alla de la frontera.

El indicador de rendimiento es la relacion de la distancia entre el origen y el pun-
to real observado sobre el origen y el punto proyectado en la frontera. Para nuestro
ejemplo seria 0d /0d’. Matematicamente esta relacion serfa (w1451 + woglog) / (w143 +

wy415,), donde I es el valor fronterizo del indicador i = 1,2 e I;; su valor real.

Los individuos con el mejor rendimiento tendrdn una puntuacién de rendimiento

igual a 1, mientras que lo de peor rendimiento menor a 1.

Actualmente, el alcance de la DEA ha crecido considerablemente en las tltimas
dos décadas, incluyendo las evaluaciones macro del rendimiento de la productivi-
dad de los paises y varias aplicaciones en la construcciéon de CI’s. Este taltimo alcance
ha sido llamado alternativamente como el método “Benefit of the Doubt Approach”
introducido en el contexto de la evaluacion del desempefio macroeconémico. La eti-
queta de este método se deriva de uno de los principales puntos conceptuales de la
DEA (la informacién sobre el esquema de ponderacion apropiado para la evalua-
cién comparativa del desemperio del individuo puede de hecho recuperarse de los

propios datos del individuo Rogge (2008)) y se caracteriza por:

s La ponderacion de este método estd intrinsecamente relacionada con la idea

de que incluso bajo una ponderacion flexible, un individuo puede superar a
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otro individuo en la muestra (ver (2.129) y (2.131)).

s Debido a la naturaleza flexible de los pesos (pesos adaptados a la elecciéon de
las unidades de medicién), el problema de normalizacién de los CI puede ser

evitado. Esta propiedad se conoce como unidad de invarianza.

s Si se dispone de informacién adicional (incluso aproximada) sobre los pesos
apropiados, la misma se puede incorporar facilmente en el ejercicio de evalua-
cion.

Todas estas propiedades tienen como fin proporcionar, de alguna manera, un mé-
todo préctico que siga la idea: ”Si bien la posibilidad de llegar a un conjunto tnico
de pesos es bastante improbable, esa singularidad no es realmente necesaria para

emitir juicios acordados en muchas situaciones” expresada por Foster y Sen (1997,
p- 206) citado en Rogge (2008).

A continuacion se presenta la formulacion del Benefit of the Doubt (CI;), defini-
do como la relacién entre el desempefio real de un individuo y su desempefio de

referencia, paso a paso.
Paso 1: Idea de evaluacién comparativa.

La puntuacién de un individuo c estd dada por:

rendimiento general real i
rendimiento general de referencia

Cl. = (2.129)

donde y? son los sub indicadores de referencia. Un valor del 100% implica un ren-
dimiento global similar al de los valores de referencia, un valor menor (maés) que 1

se refiere a un peor (mejor) rendimiento.
Paso 2: Seleccién de un punto de referencia especifico para el individuo.

Lo siguiente se relaciona con la identificaciéon del rendimiento de referencia.
Se tomaran los puntos de referencia de la muestra observada. Es decir, el valor CI;

se manejard por comparacion con otras observaciones existentes, en lugar de refe-
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rencias externas. Esto genera la siguiente ecuacion:

m
Z WeiYe,i
i=1

m

maximizar Y weiyji
yji€{individuos estudiados} ;=

Cl. =

(2.130)

El denominador en (2.130) se obtiene al resolver un problema de maximizacién.
La solucién se alcanzard cuando un individuo que empleando ponderaciones w, ;
obtiene la suma de ponderacién méxima. En este sentido, el punto de referencia

serd enddgeno (puede diferir de un individuo evaluado a otro).

Si por alguna razén, un individuo actia como su propio punto de referencia (es
decir, no existe otra observacién de rendimiento superior) entonces el CI. valdra 1,

lo que implica que se ha recuperado el valor méximo del indicador compuesto.

Paso 3: Seleccion de ponderaciones del Benefit of the Doubt especificos para

cada individuo.

El problema de ponderacién se maneja de forma separada para cada individuo y
las ponderaciones especificas, asignadas a cada sub indicador se determinan de ma-
nera endégena. Dado que no se conoce las ponderaciones (politicas) “verdaderas”
de un individuo, se supone que éstas se pueden inferir al observar sus fortalezas y
debilidades relativas. Por lo tanto, a falta de informacion confiable, esto nos conduce

a la idea del Benefit of the Doubt expresado en la siguiente ecuacion:

m
Z We,ilYe,i
=1

m

maximizar Y wey;,
yj,€{individuos estudiados} =—

CI. = maximizar
We,i

(2.131)

Cualquier otro esquema de ponderacion distinto empeoraria la posicién del indivi-
duo evaluado con respecto a los demads individuos (Rogge 2008). Adicionalmente,
dado que a cada individuo se le asigna el Benefit of the Doubt, no podran afirmar
que el rendimiento resultante se deba al esquema de ponderacién (Cherchye y col.
2016).

A continuacion se afladen dos restricciones mas:
m
La Restriccién de Normalizacién ,) w.,y;; <1, que indica que ningtn otro in-
i=1
dividuo en el conjunto tiene un indicador compuesto resultante mayor que uno al
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aplicar las ponderaciones 6ptimas para el individuo evaluado. Esta restriccién des-
taca la idea evaluaciéon comparativa (las ponderaciones més favorables para un in-
dividuo siempre se aplican a todas las observaciones.)

La Restriccion de Pesos no Negativos, w.; > 0, que limita a que el indicador sea una
funcién no decreciente de los sub indicadores. En consecuencia, 0 < CI. < 1; donde

los valores mas altos representaran un mejor rendimiento relativo a nivel global.

Considerando estas restricciones, el modelo sera:

m
Z WeilYe,i
=1

Cl, = maximizar

. m
We i

maximizar Y weiyji
yji€{individuos estudiados} ;=

m
sujeto a 2 we,yj; <1 (nrestricciones, una para cada individuo j),
i=1
w.; >0 (m restricciones, una para cada indicador i).

(2.132)

Teniendo en cuenta el hecho de que por construccién, la observacién de referencia

alcanza el valor méximo del indicador compuesto de 1, el problema de maximiza-

cién anterior se puede escribir en forma lineal (computacionalmente més facil de

manejar, por ejemplo, en solucionadores de Excel) de la siguiente manera:

m
CI, = maximizar Ewc,iyc,i
Wi i=1
m
sujeto a ) we,Yji <1 (nrestricciones, una para cada individuo j),
i=1

we; >0 (m restricciones, una para cada indicador i).
(2.133)

Por otro lado, si se desea considerar referencias externas sobre la opinién de los
expertos y su utilidad para resolver el problema de que si se cambia del tipo de
transformacion de los datos, (2.132) dé resultados diferentes, entonces es necesario

incorporar restricciones sobre sub indicadores compartidos.
Restricciones de Sub indicadores Compartidos

El modelo propuesto hasta ahora (ecuacién (2.132)) permite libremente estimar
las ponderaciones para maximizar la puntuacién de eficiencia relativa del individuo
evaluado. Sin embargo, esta flexibilidad del Benefit of the Doubt podria enfrentar el

riesgo de basar el rendimiento global en un subconjunto pequefio de todos los sub
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indicadores, contradiciendo asi las opiniones de los expertos sobre los pesos.

Por este motivo, para una mayor aceptacion y credibilidad de los CI, se debe con-
siderar la incorporacién de la opinioén de los expertos, cuando los mismos no estan
de acuerdo con su valor. Afortunadamente, los modelos DEA tiene la facilidad de
agregar restricciones adicionales al problema bésico definido en (2.132); y con toda
garantia, este nuevo escenario del Benefit of the Doubt sera mas poderoso. Evidente-
mente, la naturaleza de estas restricciones (que consideran el criterio de los expertos)

puede variar. En lo que sigue presentaremos brevemente algunas de ellas.

Con referencia a la ecuacion (2.133), un sub indicador compartido, que es comple-
tamente independiente de las unidades de medicién, es el producto de y.; con w, ;.
Este enfoque alternativo permite que la ecuacion (2.133) pueda ser reinterpretada co-
mo lasumadei=1,2,...,m sub indicadores compartidos y no esté influenciado por
las unidades de medida de los sub indicadores (Cherchye y col. 2016). Desde otra
perspectiva, estos m términos pueden también ser considerados como “pie-share”.
En conjunto constituyen el volumen total del CI; y el i-esimo término representard
la porcién del volumen del i-esimo sub indicador.

Asf, todas la restricciones de “pie-share” se agregan al problema de maximizacién

al afadir restricciones adicionales.

La interpretacion del “pie-share” y las restricciones de sub indicadores compar-
tidos permiten una representacion fécil y natural de la informacion previa sobre la
importancia de los componente del CI..

Estas restricciones se exhiben en la Tabla 2.14.

Tabla 2.14: Tipo de restricciones ”pie-share”

Restricciones absolutas sobre sub indicadores compartidos
a; <wjyii < Bi
Restricciones ordinarias sobre sub indicadores compartidos
WieYje < WjsYjs < WinYi2 < WjsYjs < WjaYj1 < Wigljz < Wialja < Wisljs
Restricciones relativas sobre sub indicadores compartidos
WjiYji
a;p < ——= < f;
WikYjk
Restricciones proporcionales sobre sub indicadores compartidos
Wilj,i
4 < —— < B

— m
Z WilYj,i
i~1
Restricciones pertenecientes a categorfas compartidas

Y wiiyi
a<S  <p

Yo wjji

i=1

Para mds detalles de cada una de estas nuevas restricciones puede ir a Cherchye
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y col. (2016).

Finalmente, para mds informacion referente al manual o a temas relacionados con

indicadores compuestos puede ir a http:/ /composite-indicators.jrc.ec.europa.eu/
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CAPITULO 3

Construccién de la Base de Datos y del Indice de Salud

En este capitulo se presenta, en primera instancia, un anélisis descriptivo de las
variables existentes en la base de datos original. Esto con finalidad de establecer un
adecuado criterio de depuracion de datos. El proceso de depuracién de los datos
considerard aquellos campos que tengan al menos un cierto porcentaje de infor-
macién (sin NA o datos perdidos) completa, para posteriormente utilizarlos en la
construccién de los indices de salud, asi como en el anélisis de inferencia tanto pa-

ramétrico como no paramétrico.

En la construccion de los indicadores (indices) de salud, como primera aproxi-
macién (indicador ACP) se basard en la aplicacion del ACP a los datos depurados,
debido que se intenta tener la mejor informacion posible sin tener que considerar
datos perdidos, porque considerarlos sale fuera del alcance del presente trabajo de
titulacion. Ademads se establecerd que las variables objetas de estudio serdn las pro-
yecciones de los individuos en el primer eje proporcionado por el ACP para los

grupos mas sobresalientes (més numerosos).

Por otro lado, el segundo indicador (indicador CI) se obtiene como resultado de
la aplicacion del Benefit of the Doubt Approach a las proyecciones (datos transfor-
mados de las proyecciones dadas por el ACP) de los individuos de las componentes
principales cuyos valores propios son mayores que 1, mismas que son resultado de
la aplicacién del ACP a los datos depurados pero con un cambio de escala en el sen-
tido del mejor individuo sano (vea (A.4) de la parte de anexos). En este caso, se hara
la consideracién que la variable objeta de estudio serd las ponderaciones dadas por

el Benefit of the Doubt Approach para los grupos mas sobresalientes.
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SALUD 3.1. ANALISIS Y DEPURACION DE DATOS

3.1. Anadlisis y Depuraciéon de Datos

La base de datos a utilizar pertenece a una empresa de servicios médicos, mis-
ma que tiene 106 variables (campos) y 23335 registros en la variable que contiene
la mayor cantidad de informacién. Las observaciones corresponden a datos clinicos
de diagnostico general de individuos sanos que se encuentran en diferentes secto-
res de las actividades econémicas durante el periodo 2015-2017. Por ejemplo, de la
Clasificacion Internacional Industrial Uniforme (CIIU) adaptada a la economia del

Ecuador tenemos que

= A - Agricultura, Ganaderfa, Silvicultura y Pesca.

B - Explotacién de Minas y Canteras.

C - Industrias Manufactureras.

D - Suministro de Electricidad, Gas, Vapor y Aire Acondicionado.

E - Distribuciéon de Agua; Alcantarillado, Gestion de Desechos y Actividades

de Saneamiento.

F - Construccion.

son algunas de las actividades (para mas detalle vea la Tabla 3.2) en las que registr6

al menos un dato de diagnéstico clinico por parte de los individuos.

Se eliminan las variables Basofilos, Eosinofilos, Eritrocitos, Linfocitos, Monocitos, Leu-
cocitos, Neutrofilos debido a inconsistencias presentadas en relacién a su valor. De

esta manera, los datos depurados tendran 99 campos.

A los campos resultantes se los agrupa (codifica) de acuerdo a cierto porcentaje de
datos perdidos presente en cada uno de ellos, esto con la finalidad de establecer el
méximo porcentaje de informacién incompleta. A modo de ejemplo, la codificaciéon
"a” representard a las variables que tengan entre el 95 y 100 por ciento de datos
perdidos. Algunos de los miembros pertenecientes a este grupo son Calcio Serico
Total, Hierro Serico, Potasio(k), Sodio(NA), Transferrina, Glucosa Postprandial, Insulina

Basal, etc 211,

El porcentaje de datos perdidos por codificacion se presenta en la siguiente figura.

211 La codificacién de todas las variables asf como el ntimero total y porcentaje de datos perdidos

por variable se presenta en (A.1) de la parte de anexos.

103



CAPITULO 3. CONSTRUCCION DE LA BASE DE DATOS Y DEL INDICE DE
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Figura 3.1: Porcentaje de datos perdidos por tipo de codificacién.
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Porcentaje de datos perdidos
De la Figura 3.1 es facil ver que las variables con el 0% de datos perdidos co-
rresponden a los miembros pertenecientes a la codificacién “u”, por el contrario, los
campos con la mayor cantidad de informacién incompleta corresponde a los inte-

"I

grantes de la codificacion “a”.

El ntimero de variables por tipo de codificacion se presenta en la Tabla 3.1

Tabla 3.1: Ntimero de variables por tipo de codificacién.

Codificacién Nro. de variables % de NA’s
a 50 (95%,100 %]
b 5 (90%,95 %]
c 3 (85%,90%]
i 3 (55%,60%]
m 1 (35%,40%]
o 2 (25%,30%]
P 4 (20%,25%]
q 1 (15%,20 %)
r 2 (10%,15%]
s 6 (5%,10%]
t 11 (0%,5%]
u 11 0%

En base a todo esto, el proceso de depuracién considerard solo a las variables que
tengan a lo mucho el 10% de datos perdidos. Esto implica que se va a trabajar con
28 campos [?2]. Para estos campos se eliminan los registros faltantes a nivel de fila,

ocasionando que posteriormente el niimero de observaciones presentes en cada uno
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de ellos sea 18049.

La desagregacion de este nlimero por actividades econémicas respecto a la varia-
ble CIIU4.01 se exhibe en la Tabla 3.2.

Tabla 3.2: Actividades econémicas y ntimero de observaciones.

Actividad Econémica Nro. de observaciones
B - EXPLOTACION DE MINAS Y CANTERAS. 7415
K - ACTIVIDADES FINANCIERAS Y DE SEGUROS. 2296
M - ACTIVIDADES PROFESIONALES, CIENTIFICAS Y TECNICAS. 2145
F - CONSTRUCCION. 1760
G - COMERCIO AL POR MAYOR Y AL POR MENOR; REPARACION DE VEHICULOS AUTOMOTORES Y MOTOCICLETAS. 1512
N - ACTIVIDADES DE SERVICIOS ADMINISTRATIVOS Y DE APOYO. 709
J - INFORMACION Y COMUNICACION. 586
Q- ACTIVIDADES DE ATENCION DE LA SALUD HUMANA Y DE ASISTENCIA SOCIAL. 548
C - INDUSTRIAS MANUFACTURERAS. 434
H - TRANSPORTE Y ALMACENAMIENTO. 309
D - SUMINISTRO DE ELECTRICIDAD, GAS, VAPOR Y AIRE ACONDICIONADO. 96
U-ACTIVIDADES DE ORGANIZACIONES Y ORGANOS EXTRATERRITORIALES. 62
E - DISTRIBUCION DE AGUA; ALCANTARILLADO, GESTION DE DESECHOS Y ACTIVIDADES DE SANEAMIENTO. 48
P - ENSENANZA. 37
S- OTRAS ACTIVIDADES DE SERVICIOS. 37
A - AGRICULTURA, GANADERIA, SILVICULTURA Y PESCA. 36
O-ADMINISTRACION PUBLICA Y DEFENSA; PLANES DE SEGURIDAD SOCIAL DE AFILIACION OBLIGATORIA. 1
L - ACTIVIDADES INMOBILIARIAS. 8

En virtud de la Tabla 3.2, los registros por filas con los que se va a realizar el
estudio seran los pertenecientes a los tres grupos mds numerosos, es decir a las acti-
vidades B - Explotacién de Minas y Canteras, K - Actividades Financieras y de Seguros y
M - Actividades Profesionales, Cientificas y Técnicas. Esto ocasiona que nuestros datos

depurados tengan 28 variables con 11856 observaciones por variable.

Si el lector piensa que el proceso de depuracion debe considerar a las variables que
tengan un porcentaje distinto del 10% de datos perdidos, puede cambiar este por-
centaje ingresando a la pestafia Depuracion de datos —Indice de salud-Aplicacion

del enlace web https:/ /cristian-guatemal-work.shinyapps.io/ TesisCG/

3.2. Construccién de los Indices de Salud

Por facilidad, en la construccion de los dos indicadores de salud solo se conside-
rard a variables cuantitativas (solo se utilizaran 14 de las 28 variables resultantes del

proceso de depuracién 231, debido a que el resto de variables son por ejemplo cédu-

[22l " Las variables que cumplen la condicién de a lo mucho el 10% de datos perdidos se presenta

en (A.2) de la parte de anexos

[23]  Estas variables se presentan en (A.3) de la parte de anexos.
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la de identificacién, fecha de admisién, tipo de hébito, fecha de nacimiento, género,

etc; mismas que no aportan mucho en nuestro estudio.), y se basardn en la reduc-
cién de dimensiones mediante el proceso del Analisis de Componentes Principales
(indicador ACP) (véase 2.4, pag. 86) y el indice multidimensional del DEA aplicado
al Benefit of the Doubt (indicador CI)(véase 2.5.1, pag. 92).

Pero antes, como se dijo en (2.4), previo a utilizar el ACP se debe verificar si la
correlacién entre las variables analizadas es lo suficientemente grande como para

justificar la factorizacion de la matriz de coeficientes de correlacion.

En este contexto, si aplicamos el Test de esfericidad de Bartlett expresado como
—[n—1—(2k+5)/6]In|R| ~ {2 4 2 (3.1)
donde k es el nimero de variables, n el tamafio de la muestra y R la matriz de

correlaciones; para el caso de estudio del indicador ACP con

n = 11856
k=14
y R (obtenida de los datos depurados de la seccién 3.1) presentada en la Tabla 3.3

Tabla 3.3: Matriz de correlaciones de los datos depurados de la seccién 3.1.

peso estt imc prs_ pr2 CONC HGB VPM PLAQ VCM HCM. HEMA ANCH GLUC
peso| 1.00 0.01 081 035 032 000 032 0.09 -005 -009 -0.01 0.2 0.02 0.21
estt| 0.01 100 0.00 0.2 001 000 0.00 000 -001 -0.01 -001 0.00 0.00 0.00
ime | 081 000 1.00 032 029 000 016 0.05 002 -007 -0.03 0.01 0.05 0.20
prs_| 035 0.02 032 100 062 000 011 -001 -0.04 001 -0.02 0.01 0.01 0.13
pr_2|032 001 029 062 100 0.00 015 005 -0.04 -0.01 0.01 002  -0.02 013
CONC | 0.00 0.00 0.00 0.00 000 1.00 0.00 0.00 0.00 -0.01 0.00 0.00 0.26 0.00
HGB| 032 0.00 016 0.11 015 0.00 100 -0.01 -0.07 013 032 0.09 -0.12 0.13
VPM | 0.09 0.00 0.05 -0.01 005 0.00 -001 1.00 -039 -014 -001 -0.01 -001 0.06
PLAQ|-0.05 -0.01 0.02 -0.04 -004 000 -0.07 -039 100 -0.10 -0.15 0.01 0.08  -0.03
VCM |-0.09 -0.01 -0.07 0.01 -0.01 -001 013 -014 -010 100 072 002 -0.14 -0.08
HCMT, | -0.01 -0.01 -0.03 -0.02 0.01 000 032 -001 -015 072 100 002 -028 -0.01
HEMA | 0.02 0.00 0.01 001 0.02 000 009 -001 0.01 002 002 1.00 -0.01  0.01
ANCH | 0.02 0.00 0.05 0.01 -0.02 026 -012 -0.01 0.08 -0.14 -028 -0.01 1.00 0.00
GLUC| 021 0.00 020 0.13 013 000 013 006 -0.03 -008 -0.01 0.01 0.00 1.00

entonces (3.1) adquiere el valor de 337.258 con un correspondiente p-valor menor a
2.22e-16.

De manera similar para el indicador CI, si aplicamos el test de esfericidad para

n = 11856
k=12
y R (obtenida de los datos depurados de la seccién 3.1 en relacién al mejor

individuo sano considerando (A.4) de la parte de anexos) presentada en la Tabla 3.4
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Tabla 3.4: Matriz de correlaciones de los datos depurados de la seccién 3.1 en relacién al mejor individuo sano dado en (A.4).

ime prs_ pr_2 conc hgb vpm plag vem hem hema anch gluc
ime| 1.00 -0.15 -0.18 -0.00 -0.03 -0.06 0.01 -0.02 0.01 0.00 -0.01 0.10
prs_|-0.15 1.00 045 -0.00 0.01 0.01 0.02 0.02 000 -0.00 0.01 -0.00
pr_2|-0.18 045 1.00 0.00 0.03 005 -0.00 002 003 -001 0.2 -0.02
conc [-0.00 -0.00 0.00 1.00 -0.01 0.00 -0.01 -0.01 0.00 -0.00 0.33 -0.00
hgb |-0.03 0.01 0.03 -001 1.00 0.01 004 011 019 004 0.08 0.01
vpm |-0.06 0.01 005 000 001 1.00 -0.09 011 0.03 001 -0.03 0.1
plag | 0.01 0.02 -0.00 -0.01 0.04 -0.09 100 0.03 0.04 001 0.06 0.03
vem [-0.02 002 0.02 -0.01 011 0.11 003 100 036 0.01 0.08 0.01
hem | 0.01 0.00 0.03 0.00 019 0.03 0.04 036 1.00 -0.00 0.18 0.02
hema | 0.00 -0.00 -0.01 -0.00 0.04 001 001 001 -0.00 1.00 -0.01 0.00
anch | -0.01 0.01 0.02 033 008 -0.03 006 008 018 -0.01 100 -0.01
gluc | 010 -0.00 -0.02 -0.00 0.01 0.01 003 001 002 0.00 -001 1.00

entonces (3.1) adquiere el valor de 253.25 con un correspondiente p-valor menor a
2.22e-16.

Esto provoca que en ambos caso se rechace la hipétesis nula de esfericidad y se

asegure la existencia de variables correlacionadas.

Por otro lado, debido a que nuestro valor de 7 es grande, se debe calcular el Indice
Kaiser-Meyer-Olkin. El resultado del célculo de este indice, para la matriz de datos
en relacién al indicador ACP es 0.5680601 y para la matriz de datos en relacién
al indicador CI es 0.5417473; y, como estos valores estdn entre 0.5 y 1 entonces es
apropiado continuar con la aplicacién del ACP (Sudrez 2007). Adicionalmente, como
el valor del determinante de la matriz de correlaciones, relacionada al indicador
ACP es igual a 0.03784842 y para la matriz relacionada al indicador CI es 0.5198626,

entonces se sigue favoreciendo la utilizacién del ACP.

Asi, en virtud de todo lo anterior, es adecuado el uso del ACP en la construcciéon

de los indices de salud. Los resultados se presentan a continuacién.
Indice basado en el ACP.

Debido a que las variables consideradas en el presente estudio tienen escalas y
medidas diferentes, es necesario estandarizarlas como en (2.127). Luego, en base a
la Tabla 3.5, la Figura 3.2 y los criterios de seleccién del nimero de componentes
presentados en Pefia (2002), tenemos que el nimero de componentes que resumen
la mayor parte de la informacion de las variables iniciales son las seis primeras.

A pesar de ello, solo se va a considerar la primera y segunda componente, junto a

sus respectivas proyecciones 1241,

107



CAPITULO 3. CONSTRUCCION DE LA BASE DE DATOS Y DEL INDICE DE
3.2. CONSTRUCCION DE LOS INDICES DE SALUD SALUD

Tabla 3.5: Importancia de las Componentes Principales para el Indice ACP.

Desviaciéon Proporcion  Proporcion

Estandar de de Varianza

Varianza  Acumulada
CP1 | 1.6019563 0.18330457 0.1833046
CP2 | 1.4173973 0.14350107  0.3268056
CP3 | 1.1809095 0.09961052  0.4264162
CP4 | 1.0922154 0.08520961 0.5116258
CP5 | 1.0626048 0.08065206  0.5922778
CP6 | 1.0025204 0.07178908  0.6640669
CP7 | 0.9983660 0.07119533  0.7352622
CP8 | 0.9526591 0.06482566  0.8000879
CP9 | 0.8798075 0.05529009  0.8553780
CP10 | 0.8273134 0.04888910  0.9042671
CP11 | 0.7588364 0.04113090  0.9453980
CP12 | 0.6088488 0.02647835  0.9718763
CP13 | 0.4734753 0.01601278  0.9878891
CP14 | 0.4117673 0.01211088 1.0000000

Figura 3.2: Proporci6n de variabilidad explicada para cada componente (Indice ACP).
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Componentes Principales

De la Tabla 3.6, que presenta los pesos de los dos primeros componentes princi-

pales, el primer componente principal, que acumula el 18.33 % de informacion tiene

por ecuacion

Y7 = 0.5245peso + 0.0127estt + 0.4928imc + 0.4219prs_ + 0.4129pr, + ...
... —0.0057anch 4 0.2298gluc ,

[24]

Las componentes principales y la proyeccién de las primeras veinte observaciones en todas

las componentes principales se presenta en (A.5) de la parte de anexos.
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Tabla 3.6: Pesos de los primeros dos componentes principales (indice ACP).

PC1 PC2
peso | 0.5245 0.0467
estt | 0.0127 0.0112
imc | 0.4928 0.0862
prs_ | 04219 0.0206
pr_2 | 0.4129 -0.0027
conc | -0.0028 0.0945
hgb | 0.2538 -0.2961
vpm | 0.0867 0.0297
plaq | -0.0728 0.1817
vem | -0.0375 -0.5795
hem, | 0.0250 -0.6360
hema | 0.0357 -0.0537
anch | -0.0057 0.3383
gluc | 0.2298 0.0411

y acoge como variables principales a peso, imc, prs_ y prs_2.

En cambio, para la segunda componente principal, que agrupa el 14.35% de in-
formacion tenemos que las variables que contribuyen en gran medida a su variacién

son hcm,vem y anch.

La expresion matematica de este eje es la siguiente:

Y, = 0.0467peso + 0.0112estt + 0.0862imc + 0.0206prs_ — 0.0027pry + ...
...+ 0.3383anch + 0.0411gluc.

Gréficamente, la contribucién de las variables a la formacién de los dos primeros

componentes se presenta en la Figura 3.3.

Para los individuos en el plano (Y3,Y2), por ejemplo, se tendrd que los individuos
con valores altos en las variables peso, imc, prs_, prs_2, conc y anch se ubicardn en
el primer cuadrante. Las personas que tienen valores altos para las variables peso,
imc, prs_ y prs_2 pero bajo vem y hcm se ubicardn en el cuarto cuadrante; y asi

sucesivamente.

Las primeras veinte nuevas coordenadas (proyecciones) de los individuos que
se obtienen al reemplazar las observaciones de las variables originales en los dos

primeros componentes, se presentan en la Tabla 3.7.
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Figura 3.3: Gréfica de pesos de los dos primeros componentes (Indice ACP).
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Tabla 3.7: Proyeccién de los 20 primeros individuos
en las dos primeras componentes principales (Indice ACP)

PC1 PC2
0.314965 -1.281236
-1.038018 -1.756577
-3.284438 -0.141684
0.083076 -1.749775
1.581764 -1.260650
1.241496 -1.615989
0.852427  1.044862
0.888750  0.570441
0.550141  0.662910
10 | -1.210098  0.277280
11| -0.817526 -1.019584
12| -4.147063 -0.423389
13| 0.363694 0.099121
14 | -4.708464 1.654549
15 | -1.320563 0.012210
16 | 0.193574 -1.094196
17| -2.115753  0.787109
18| 0.322749 -0.940947
191 -0.625968 -0.210200
20| -0.430472 -0.323347

O 0 N N G W N

Basdandonos en estas coordenadas y los grupos presentes en la Tabla 3.2, se esta-
blece que la primera muestra correspondera a las proyecciones en la primera com-
ponente principal de los individuos pertenecientes a la actividad B - Explotacion de
Minas y Canteras, la segunda muestra a las proyecciones en la primera componente

principal de los individuos pertenecientes a la actividad K - Actividades Financieras

110



CAPITULO 3. CONSTRUCCION DE LA BASE DE DATOS Y DEL INDICE DE
SALUD 3.2. CONSTRUCCION DE LOS INDICES DE SALUD

y de Seguros y finalmente, la tercera muestra abarca las proyecciones en la primera
componente principal de los individuos pertenecientes a la actividad M - Activida-

des Profesionales, Cientificas y Técnicas.
Indice basado en el Benefit of the Doubt Approach.

Bajo la misma metodologia en lo relacionado a la eleccién del ntimero de compo-
nentes principales aplicado en la construccion del indicador ACP; y en relacién a
la Tabla 3.8 y la Figura 3.4, que son obtenidas de la aplicaciéon del ACP a los datos
depurados que consideran el criterio del mejor individuo sano (vea (A.4) de la parte

de anexos) tenemos que el nimero de componentes que resumen la mayor parte de

la informacién de las variables son las seis primeras.

Tabla 3.8: Importancia de las Componentes Principales para el Indice CI.

Desviacién Proporcion  Proporcion

Estandar de de Varianza

Varianza  Acumulada
CP1 | 1.2774232  (0.1359842 0.1359842
CP2 | 1.2329045 0.1266711 0.2626553
CP3 | 1.1258463  0.1056275 0.3682828
CP4 | 1.0531453  0.0924262 0.4607090
CP5| 1.0191106  0.0865489 0.5472579
CP6 | 1.0035081  0.0839190 0.6311769
CP7 | 0.9537018  0.0757956 0.7069725
CP8 | 0.9484615 0.0749649 0.7819375
CP9 | 0.9069847  0.0685518 0.8504892
CP10 | 0.8137461  0.0551819 0.9056711
CP11 | 0.7671873  0.0490480 0.9547192
CP12 | 0.7371365  0.0452808 1.0000000

Figura 3.4: Proporcién de variabilidad explicada para cada componente (Indice CI).
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De la Tabla 3.9, que presenta los pesos de los primeros seis componentes princi-
pales para el indice CI, el primer componente principal, que acumula el 13.60% de

informacién tiene por ecuaciéon

Y7 = —0.2414imc + 0.3716prs_+ 0.4072pry + ...
...+ 0.3441anch — 0.0301gluc ,

y acoge como variables principales a vem, hcm, hgb y anch.

Tabla 3.9: Pesos de los seis primeros componentes principales (indice CI)

PC1 PC2 PC3 pPC4 PC5 PCe6
imc | -0.2414 0.3269 -0.0193 0.1739 -0.3842 -0.0279
prs_| 0.3716 -0.5030 0.0501 0.1765 -0.1859 -0.0327
pr_2 | 04072 -0.5007 0.0356 0.0949 -0.1508 -0.0194
conc | 0.1748 0.1756 0.6545 -0.2280 -0.1138 -0.0994
hgb | 0.2954 0.1867 -0.1859 0.1707 0.2183 -0.1719
vpm | 0.1274 -0.0417 -0.2461 -0.5928 -0.2565 -0.1433
plaq | 0.0866 0.0987 0.0724 0.6370 0.1542 0.0567
vem | 04129 0.2913  -0.3478 -0.1042 -0.0300 0.1055
hem | 04544 03610 -0.2452 0.0323  0.0095 0.1270
hema | 0.0095 0.0325 -0.0576 0.0442 0.2049 -0.9316
anch | 0.3441 0.2888 0.5263 -0.0472 -0.0139 -0.0103
gluc [ -0.0301 0.1127 -0.0761 0.2743 -0.7757 -0.1982

Para la segunda componente principal, que agrupa el 12.67 % de informacion te-
nemos que las variables que contribuyen en gran medida a su variacién son icm,

gluc, prs_ y pr_2. La expresién matemadtica de este eje es la siguiente:

Y, = 0.3269imc — 0.5030prs_ — 0.5007pry + ...
...+ 0.2888anch + 0.1127gluc.

De manera similar para el resto de componentes.

Gréficamente, la contribucion de las variables a la formacién de los dos primeros

componentes se presenta en la Figura 3.5.

Para los individuos en el plano (Y3,Y3), por ejemplo, se tendra que los individuos
con valores altos en las variables hcm, vem, anch y hgb se ubicardn en el primer cua-
drante. Las personas que tienen valores altos en las variables imc y gluc se ubicardn

en el segundo cuadrante; y asi en adelante.
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Figura 3.5: Gréfica de pesos de los dos primeros componentes (Indice CI).
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Las primeras veinte nuevas coordenadas (proyecciones) de los individuos que

se obtienen al reemplazar las observaciones de las variables originales en los seis

primeros componentes, se presentan en la Tabla 3.10.

Tabla 3.10: Proyeccién de los 20 primeros individuos
en las seis primeras componentes principales (fndice CI).

PC1 PC2 PC3 PC4 PC5 PCo
0.827925 -0.870675 -0.572182 -0.656463 -0.955230 -0.081755
-0.241928 1.135372 -0.975677 -0.257579 -0.030649 -0.055580
-1.645010 0.833140 -0.291989 0.069063 -1.066197 0.062212
-0.213055 0.627646 0.249890 -0.574887 0.554421 0.253881
0.745995 -1.518025 -0.478134 -0.985846 -0.411090 0.270433
0.543119 -0.656765 -0.923508 -1.259569 -0.521884 0.340794
0.862237 -1.013417 0.133169 0.135879 -0.889349 0.114148
-0.000522 0.429540 -0.762921 -1.212473 0.632388 0.483543
-1.112860 -0.104372 0.731649 0.766231 0.990806 0.587888
10 | -1.495947 -0.697264 0.793447 0.129203 -0.312502 0.032277
11 | -1.055040 0.974963 -0.677853 -2.029558 -1.129440 -0.574441
12| 1.532457 -3.856045 0.385149 1.009719 -1.547592 -0.504473
13| -0.145303 -0.185042 1.830684 1.480372 0.948973 -0.103018
14 | -0.316616 1.549896 -0.214065 1.138030 -4.619508 -1.232387
15| -1.240301 0.667427 -0.428708 -0.380526 -0.596161 -0.368368
16 | -0.997685 0.746667 -0.540974 -1.262403 0.697527 0.415196
17 | -1.179693 1.100586 -0.022000 1.671221 -2.455485 -0.705520
18 1 -0.926220 -0.063737 0.472635 0.267901 0.724645 0.050949
19 | -1.731567 -0.678080 0.864053 0.181005 -0.128758 0.165505
20| -1.487828 0.685474 0.296188 0.876689 0.958213 0.079252

O 0 N N Ul ok W N =

A estas nuevas coordenadas se las transforma mediante el método Min-Max (para
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mads detalle vea Nardo y col. (2008)). El resultado para las primeras 20 observaciones

se presenta en la Tabla 3.11.

Tabla 3.11: Transformacién mediante Min-Max de la proyeccién de los 20 primeros individuos
de las seis primeras componentes principales (indice CI).

PC1 PC2 PC3 PC4 PC5 PCo
0.175463 0.225324 0.062832 0.722834 0.391970 0.975109
0.146151 0.277379 0.058675 0.733571 0.416184 0.975361
0.107710 0.269536 0.065719 0.742364 0.389064 0.976498
0.146942 0.264204 0.071302 0.725030 0.431507 0.978347
0.173218 0.208526 0.063801 0.713968 0.406221 0.978507
0.167660 0.230875 0.059212 0.706600 0.403319 0.979186
0.176403 0.221620 0.070099 0.744162 0.393695 0.976999
0.152765 0.259063 0.060867 0.707868 0.433548 0.980563
0.122290 0.245209 0.076265 0.761130 0.442935 0.981570
0.111794 0.229824 0.076902 0.743983 0.408803 0.976209
0.123874 0.273217 0.061743 0.685874 0.387408 0.970355
0.194765 0.147856 0.072695 0.767684 0.376456 0.971030
0.148799 0.243115 0.087588 0.780353 0.441840 0.974903
0.144105 0.288136 0.066522 0.771138 0.296005 0.964006
0.118798 0.265236 0.064310 0.730262 0.401374 0.972343
0.125445 0.267293 0.063153 0.706524 0.435254 0.979904
0.120459 0.276476 0.068500 0.785490 0.352679 0.969090
0.127403 0.246263 0.073597 0.747716 0.435965 0.976389
0.105339 0.230322 0.077629 0.745377 0.413615 0.977494
0.112017 0.265705 0.071779 0.764103 0.442082 0.976662

e N O O R W N =

R N L el e
L O 0 0N U W N = O

Cada una de estas nuevas seis componentes, con sus respectivas observaciones
transformadas (Tabla 3.11) van a conformar el indicador compuesto de Benefit of
the Doubt Approach, CI. Los primeros 1200 valores de este indicador se muestran
en la Tabla 3.12. Basdndonos en estos valores transformados y los grupos presen-
tes en la Tabla 3.2, se establece que la primera muestra corresponderd a los valores
del indicador CI pertenecientes a la actividad B - Explotacién de Minas y Canteras,
la segunda muestra a los valores del indicador CI pertenecientes a la actividad K
- Actividades Financieras y de Seguros y finalmente, la tercera muestra abarcaréa a los
valores del indicador CI pertenecientes a la actividad M - Actividades Profesionales,

Cientificas y Técnicas.

Adicionalmente, para el caso del indice ACP, el lector tiene la libertad de esco-
ger las proyecciones en la segunda, tercera o cualquier componente principal, asi
como el escoger cualquier actividad econémica para no necesariamente condicio-
narse a las tres que se presentan en este estudio. Para el indice CI, se permite esco-
ger cualquier nimero de componentes principales (para aplicar luego el CI) y cual-
quier actividad econémica. Esto lo puede hacer ingresando a la subpestafia Mues-
tras y Grdfica de Probabilidad Normal de la pestafia Depuracion de datos —Indice
de salud-Aplicacion en el enlace web https://cristian-guatemal-work.shinyapps.
io/TesisCG/.
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Tabla 3.12: Primeros 1200 valores del indicador CI.

0.977752 0.969305 0.974378 0.986508 0.974288 0.981890 0.978777 0.974726 0.987579 0.979339 0.982099 0.990469 0.982317 0.989072 0.985589
0.977956 0.983186 0.980447 0.981896 0.981869 0.977973 0.973764 0.985856 0.990385 0.981627 0.979918 0.984658 0.980239 0.985147 0.981644
0.980113 0.982586 0.986350 0.986958 0.980400 0.972858 0.977602 0.981794 0.983859 0.981360 0.977432 0.978822 0.979860 0.983775 0.977248
0.981905 0.978929 0.992688 0.973872 0.979859 0.985446 0.979117 0.990653 0.982009 0.979262 0.991053 0.975331 0.982203 0.975861 0.974757
0.981238 0.990533 0.986797 0.974589 0.985160 0.980876 1.000000 0.986633 0.979053 0.977908 0.977953 0.979431 0.992641 0.978963 0.975341
0.981433 0.987332 0.984103 0.984387 0.981037 0.978940 0.984172 0.977728 0.975613 0.988458 0.980952 0.986380 0.984875 0.980024 0.973499
0.981047 0.981278 0.978806 0.982792 0.983009 0.978094 0.977671 0.980252 0.977965 0.977580 0.977845 0.986909 0.981453 0.979728 0.982072
0.983592 0.979673 0.974153 0.978808 0.982423 0.974921 0.975993 0.981198 0.975336 0.973283 0.975084 0.983697 0.985126 0.981591 0.974412
0.989319 0.981532 0.981541 0.985539 0.972495 0.990643 0.984496 0.977308 0.975413 0.977010 0.972273 0.995451 0.988840 0.983318 0.976554
0.980830 0.986549 0.971062 0.980052 0.981031 0.984335 0.989985 0.982891 0.978226 0.976588 0.985116 0.984708 0.981214 0.986550 0.984195
0.972903 0.980079 0.971832 0.979087 0.981820 0.984754 0.985388 0.977405 0.977166 0.984365 0.980163 0.982769 0.974414 0.984514 0.987467
0.976909 0.978991 0.975572 0.973805 0.982582 0.974104 0.984401 0.990407 0.987951 0.975655 0.985683 0.982432 0.979967 0.979069 0.977407
0.985161 0.979891 0.985929 0.979808 0.980132 0.975263 0.987012 0.983648 0.978359 0.980359 0.977420 0.977155 0.980980 0.982280 0.987786
0.969905 0.987003 0.980745 0.978505 0.978957 0.984236 0.982699 0.983453 0.976529 0.979028 0.984935 0.978244 0.985198 0.984776 0.981986
0.975339 0.978781 0.980475 0.983162 0.981780 0.985202 0.982232 0.984219 0.981863 0.977254 0.981173 0.976111 0.986638 0.981758 0.981196
0.983768 0.983951 0.978070 0.975019 0.981536 0.979587 0.985027 0.982492 0.981289 0.978833 0.976740 0.978706 0.977636 0.985099 0.981218
0.975742  0.981506 0.982436 0.982984 0.982607 0.978904 0.980365 0.983181 0.979149 0.983736 0.973076 0.979117 0.979816 0.976246 0.984388
0.982255 0.976049 0.981068 0.978199 0.978445 0.990889 0.983460 0.980681 0.977657 0.983569 0.985626 0.983637 0.984253 0.971544 0.981450
0.982196 0.986674 0.988202 0.979431 0.981909 0.981328 0.976626 0.982178 0.980029 0.972165 0.978919 0.985725 0.981323 0.979644 0.981443
0.984818 0.980039 0.984200 0.983721 0.975417 0.975957 0.982249 0.983355 0.983567 0.985513 0.981014 0.979352 0.978571 0.983923 0.976659
0.977581 0.981312 0.981987 0.983255 0.977410 0.981038 0.984405 0.979563 0.984735 0.991885 0.976000 0.987645 0.977601 0.979945 0.976909
0.979777 0.983778 0.976542 0.974697 0.981027 0.980087 0.980026 0.979946 0.977391 0.978358 0.982563 0.982778 0.982852 0.987559 0.981805
0.978678 0.978727 0.977338 0.979410 0.980089 0.979476 0.981472 0.978311 0.988065 0.982153 0.983241 0.990908 0.983285 0.983923 0.980591
0.981867 0.975947 0.981479 0.983769 0.966071 0.978020 0.992208 0.980063 0.973492 0.981141 0.982863 0.987952 0.979947 0.982429 0.979694
0.976706 0.984227 0.987726 0.979301 0.959488 0.984673 0.983471 0.986746 0.980342 0.975945 0.979999 0.977876 0.981225 0.981775 0.981256
0.978317 0.982321 0.982546 0.980906 0.968607 0.982963 0.980833 0.984840 0.990917 0.980514 0.972981 0.978416 0.978719 0.977894 0.977635
0.986292  0.980555 0.979597 0.979950 0.979023 0.972051 0.980127 0.983461 0.986384 0.982590 0.979032 0.979789 0.982335 0.982393 0.979140
0.985210 0.977461 0.993077 0.977133 0.976726 0.981182 0.977685 0.976698 0.982512 0.980041 0.977658 0.979896 0.987086 0.979629 0.980335
0.986684 0.979730 0.989503 0.982044 0.976532 0.973935 0.977588 0.977773 0.979769 0.987126 0.977470 0.979243 0.987390 0.977227 0.976492
0.980631 0.977827 0.978134 0.979746 0.978993 0.981092 0.978357 0.974995 0.978439 0.986883 0.977457 0.961555 0.979950 0.983014 0.976737
0.979097 0.976296 0.977330 0.981339 0.978391 0.964879 0.977639 0.973966 0.978024 0.973399 0.987156 0.983133 0.976337 0.984172 0.978298
0.982109 0.980368 0.980076 0.981080 0.975646 0.980682 0.984396 0.975382 0.976745 0.981837 0.979293 0.982040 0.987277 0.980887 0.974780
0.986664 0.979715 0.981564 0.975165 0.982963 0.977132 0.985277 0.980987 0.982360 0.977148 0.984270 0.985795 0.982637 0.977841 0.982811
0.975719 0.988775 0.977936 0.977593 0.981853 0.976626 0.978948 0.981449 0.980144 0.979205 0.983304 0.981014 0.976733 0.984178 0.988334
0.985579 0.984341 0.978621 0.980539 0.977998 0.976030 0.976503 0.976573 0.976898 0.984118 0.977561 0.976058 0.980247 0.982741 0.979883
0.983376 0.975985 0.987424 0.981416 0.975797 0.976398 0.981572 0.975457 0.985523 0.981873 0.977412 0.978064 0.984721 0.982627 0.980259
0.985114 0.978809 0.978468 0.980229 0.980601 0.973177 0.977236 0.979496 0.983473 0.976967 0.983105 0.986647 0.983500 0.981185 0.981493
0.986107 0.973521 0.975134 0.982253 0.979080 0.980029 0.973485 0.977832 0.976268 0.976980 0.977863 0.980446 0.982772 0.982048 0.981956
0.979630 0.982481 0.979401 0.976918 0.977910 0.975445 0.983244 0.981997 0.978923 0.975660 0.979121 0.980558 0.980164 0.978812 0.983636
0.979515 0.976771 0.975998 0.984095 0.980603 0.981817 0.980301 0.981280 0.980187 0.975911 0.981734 0.988033 0.980059 0.980943 0.994770
0.978886 0.975618 0.981877 0.982714 0.989373 0.980037 0.983879 0.988185 0.987005 0.975563 0.972908 0.976010 0.978689 0.977586 0.975209
0.981015 0.980846 0.978698 0.987410 0.977520 0.976836 0.986416 0.972782 0.988894 0.977283 0.965868 0.982226 0.981446 0.979164 0.984555
0.979105 0.985446 0.985488 0.977336 0.981429 0.979583 0.979325 0.981900 0.985004 0.979828 0.979998 0.979713 0.978064 0.978768 0.979829
0.975521 0.981919 0.986181 0.984516 0.984468 0.976671 0.984678 0.984680 0.984802 0.979834 0.974346 0.979994 0.979053 0.976158 0.978746
0.979768 0.984335 0.982293 0.979023 0.987845 0.974234 0.976645 0.979654 0.985469 0.974812 0.978249 0.979731 0.985392 0.980512 0.976298
0.982857 0.982903 0.982873 0.978839 0.976490 0.976063 0.974634 0.985186 0.973415 0.980303 0.980046 0.976443 0.985076 0.986369 0.985294
0.987807 0.979289 0.979674 0.988469 0.984872 0.975551 0.986348 0.980445 0.976189 0.983000 0.979593 0.977576 0.986086 0.986309 0.991492
0.987122  0.977089 0.987033 0.976921 0.988838 0.981899 0.986619 0.978668 0.984599 0.979987 0.982570 0.975731 0.984509 0.986083 0.983211
0.985474 0.982925 0.985609 0.981650 0.975725 0.981547 0.981696 0.984679 0.983822 0.982493 0.978183 0.985142 0.978028 0.984789 0.985196
0.980001 0.980047 0.988615 0.980868 0.981989 0.986259 0.978504 0.980147 0.983683 0.976733 0.977059 0.980112 0.984306 0.983766 0.985404
0.981147 0.985250 0.983858 0.983537 0.982357 0.983391 0.975906 0.977845 0.978941 0.976479 0.979064 0.983153 0.988118 0.982629 0.978003
0.978083 0.984296 0.982456 0.980974 0.986398 0.986782 0.980668 0.987439 0.974230 0.981088 0.973050 0.979977 0.975265 0.980164 0.980718
0.978354 0.982413 0.980701 0.979502 0.980542 0.985427 0.979091 0.976910 0.986783 0.980831 0.978909 0.977530 0.980287 0.983447 0.988387
0.976116 0.985661 0.977572 0.980666 0.977748 0.979938 0.981937 0.982194 0.981307 0.977896 0.980485 0.980329 0.976717 0.981183 0.983687
0.973329 0.982442 0.982061 0.979522 0.977938 0.991706 0.977858 0.981885 0.979807 0.980882 0.979994 0.981095 0.985974 0.981678 0.985671
0.980829 0.978448 0.979467 0.989365 0.982998 0.985708 0.980796 0.980266 0.982925 0.972989 0.980288 0.982791 0.982698 0.985757 0.980006
0.982045 0.980682 0.981083 0.978126 0.984976 0.980724 0.978228 0.981356 0.983411 0.982690 0.982261 0.977176 0.981908 0.982111 0.984510
0.976445 0.980993 0.989154 0.976701 0.978360 0.983897 0.983228 0.976557 0.983988 0.977738 0.980175 0.979436 0.984255 0.977565 0.980438
0.974697 0.988806 0.978898 0.979273 0.987503 0.980122 0.981139 0.981639 0.980743 0.984448 0.974397 0.984237 0.976070 0.977999 0.978738
0.978668 0.980018 0.980355 0.989121 0.985824 0.981286 0.984155 0.971849 0.979234 0.981922 0.977962 0.980996 0.984860 0.992353 0.984832
0.978704 0.981400 0.976974 0.979697 0.975788 0.979070 0.978998 0.979058 0.985230 0.984321 0.977140 0.978745 0.981642 0.974007 0.975272
0.987264 0.978041 0.978033 0.977353 0.974883 0.976319 0.983387 0.975553 0.981341 0.984195 0.980893 0.984850 0.974317 0.981197 0.976749
0.984219 0.980168 0.979667 0.983568 0.984445 0.981976 0.983209 0.976881 0.981186 0.980092 0.982983 0.986983 0.978651 0.975312 0.979185
0.980762 0.982328 0.983286 0.982369 0.976500 0.978213 0.981994 0.983631 0.981897 0.978945 0.987506 0.987879 0.977462 0.981830 0.977821
0.982593 0.983892 0.984735 0.978250 0.981955 0.978150 0.986523 0.981761 0.982404 0.978694 0.984950 0.986864 0.984835 0.978619 0.976211
0.982522  0.976173 0.979057 0.976060 0.970549 0.980565 0.977982 0.980966 0.972695 0.979499 0.977152 0.982863 0.982613 0.980516 0.985303
0.979721 0.976922 0.973840 0.979385 0.980963 0.980286 0.986066 0.986241 0.982401 0.987313 0.979480 0.986101 0.976847 0.985904 0.980724
0.980893 0.983697 0.982932 0.977284 0.983036 0.975405 0.983732 0.975409 0.982407 0.986033 0.981177 0.980817 0.983564 0.987009 0.987157
0.982340 0.979292 0.988624 0.977677 0.978006 0.984724 0.973530 0.987339 0.980943 0.977466 0.983680 0.980455 0.976958 0.981263 0.987104
0.982853 0.983493 0.986310 0.984059 0.975389 0.977911 0.985507 0.981714 0.990561 0.976437 0.985464 0.975442 0.980625 0.980526 0.986262
0.974509 0.981308 0.979512 0.975724 0.966435 0.982588 0.976459 0.979923 0.982343 0.977993 0.977875 0.974499 0.979634 0.978447 0.983674
0.987473 0.984208 0.974544 0.983472 0.975804 0.978209 0.976504 0.976291 0.977674 0.983867 0.983861 0.974904 0.985720 0.973850 0.979952
0.978961 0.979527 0.985313 0.981783 0.980291 0.979812 0.981726 0.981041 0.975301 0.980647 0.988654 0.978149 0.982416 0.984768 0.978351
0.979517 0.984435 0.986483 0.984857 0.980486 0.976946 0.980874 0.977542 0.988079 0.981161 0.983513 0.984959 0.981331 0.979991 0.982774
0.982476 0.991637 0.978856 0.983523 0.976766 0.983791 0.979925 0.974211 0.986667 0.977507 0.980625 0.981484 0.976927 0.975529 0.975851
0.990159 0.983562 0.985104 0.980102 0.981187 0.984829 0.982992 0.979726 0.978883 0.986053 0.983974 0.983752 0.977231 0.978217 0.978847
0.975988 0.984026 0.983786 0.980375 0.981911 0.980825 0.983910 0.979698 0.978391 0.985854 0.981053 0.979459 0.982646 0.977976 0.979229
0.986799 0.986419 0.978159 0.984566 0.980522 0.989473 0.976666 0.977351 0.977391 0.985971 0.981516 0.986639 0.976961 0.979515 0.981813
0.977092 0.985221 0.975183 0.987427 0.975922 0.986008 0.979539 0.982822 0.988914 0.984860 0.979420 0.982854 0.979193 0.984708 0.977544
0.977715 0.976929 0.990863 0.975503 0.979169 0.981960 0.976710 0.981304 0.985792 0.987025 0.978319 0.980756 0.979915 0.980929 0.979755
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CAPIiTULO 4

Aplicacién y Resultados

En este capitulo se presentan los resultados obtenidos de la aplicacion del Test
ANOVA, asi como los del Test de Kruskal-Wallis; ambos aplicados a las muestras
provenientes de los dos indices. Se comprobara efectivamente que para estas mues-
tras, ambos test dan el mismo resultado. Como instancia final se realizara el proceso
de comparaciones multiples que permitird identificar qué pares de muestras espe-

cificos a nivel de ubicacién difieren entre si, asi como los resultados de la aplicacion

de test no paramétricos para el problema de escala.

4.1. Anadlisis Descriptivo

En esta seccion se exhibe un resumen de las principales caracteristicas que presen-
tan las muestras utilizadas en el proceso de inferencia. Se enfatiza en las medidas
de tendencia central, medidas de variabilidad y medidas de forma. Los valores de

estas medidas se pueden apreciar, dependiendo del indice, en las siguientes tablas:

Tabla 4.1: Resumen estadistico de las muestras (Indice ACP).

Nro. Media Desviacion Mediana  Min Max Rango Sesgo kurtosis
Observaciones Estandar
Muestra 1 7415 -0.1795 1.5658 -0.1654 -7.9336 5.8546 13.7882 -0.2962 0.7856
Muestra 2 2296 0.5059 1.5912 0.6354  -6.4894 6.9228 13.4122 -0.3849 0.2465
Muestra 3 2145 0.0789 1.6154 0.1357  -10.8290 5.5268 16.3559 -0.5202 1.5833
Tabla 4.2: Resumen estadistico de las muestras (Indice CI).
Nro. Media Desviacion Mediana Min Max Rango Sesgo kurtosis
Observaciones Estandar
Muestra 1 7415 0.9810 0.0042 0.9808 0.9494 1.0000 0.0506 -0.1894 2.7475
Muestra 2 2296 0.9803 0.0046 0.9798 0.9540 1.0000 0.0460 0.6206 2.0753
Muestra 3 2145 0.9804 0.0041 0.9801 0.9582 1.0000 0.0418 0.6050 2.9224

116




CAPITULO 4. APLICACION Y RESULTADOS 4.1. ANALISIS DESCRIPTIVO

A continuacién se presenta para cada muestra el grafico de la distribucién de
frecuencias, el ajuste por parte de su funcién de densidad y la distribucién normal

que seguiria si efectivamente la muestra fuera extraida de una poblacién normal.

Para las muestras provenientes del indice ACP.

Figura 4.1: Histograma y Funcién de Densidad para la primera muestra (fndice ACP).
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Figura 4.2: Histograma y Funcién de Densidad para la segunda muestra (fndice ACP).
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Figura 4.3: Histograma y Funcién de Densidad para la tercera muestra (Indice ACP).
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Para las muestras provenientes del indice CI.

Figura 4.4: Histograma y Funcién de Densidad para la primera muestra (fndice CI).
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Figura 4.5: Histograma y Funcién de Densidad para la segunda muestra (Indice CI).
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Figura 4.6: Histograma y Funcién de Densidad para la tercera muestra (Indice CI).
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La pregunta que inmediatamente surge es de si las muestras cumplen con los re-
quisitos que exigen las pruebas paramétricas. De manera particular en la aplicacion
de Analisis de Varianza de un solo factor (ANOVA).
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4.2. Test Anova

Para la correcta utilizacion del Test ANOVA es necesario verificar el cuamplimiento
de ciertos supuestos fundamentales. Estos supuestos establecen que las muestras
hayan sido extraidas de poblaciones independientes que pueden describirse como
con una distribucién normal, que las varianzas de las poblaciones sean iguales y que

las observaciones sean v.a.

El supuesto de independencia es critico, pero como menciona Montgomery (2004),
basta que el orden de las observaciones sea aleatorio para satisfacer este supuesto.
Ahora bien, para verificar el cumplimiento de los supuestos de normalidad e igual-

dad de varianzas se utiliza el siguiente procedimiento:
Supuesto de normalidad.

Para determinar si los datos muestrales se ajustan a una distribucién normal, en
primera instancia podemos basarnos de un examen visual a través de la grafica
de probabilidad normal. Esta gréfica para cada una de las muestras se presenta a

continuacion:

Para las muestras provenientes del indice ACP.

Figura 4.7: Gréfica de Probabilidad Normal-Muestra 1 (indice ACP).
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Figura 4.8: Gréfica de Probabilidad Normal-Muestra 2 (Indice ACP).
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Figura 4.9: Gréfica de Probabilidad Normal-Muestra 3 (Indice ACP).
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Para las muestras provenientes del indice CI.
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Figura 4.10: Gréfica de Probabilidad Normal-Muestra 1 (Indice CI).
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Figura 4.11: Gréfica de Probabilidad Normal-Muestra 2 (Indice CI).
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Figura 4.12: Gréfica de Probabilidad Normal-Muestra 3 (Indice CI).
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Si la distribucién hipotética de normalidad describe de manera adecuada a los da-
tos, los puntos graficados estardn aproximadamente sobre la linea recta; si los pun-
tos graficados muestran una desviacion significativa de la recta, el modelo hipotéti-
co no es apropiado (Montgomery 2004). Asi, de la Figura 4.7, Figura 4.8, Figura 4.9,
Figura 4.10, Figura 4.11 y Figura 4.12 se sospecha que el supuesto de normalidad de
los datos no es razonable.

Por otro lado, el resultado anterior se puede ratificar mediante el empleo de test
que contrasten la normalidad de los datos. Para este fin se emplean 4 test y sus
resultados hacen que se rechace el supuesto que las muestras provienen de una
poblacién normalmente distribuida. A modo de ejemplo, en las Tablas 4.3, 4.4 y 4.5
se presentan los resultados de aplicar el Test Kolmogorov-Smirnov a las muestras
del indice ACP y en las Tablas 4.6, 4.7 y 4.8 a las muestras del indice CL

El resultado de la aplicaciéon de los otros tres test se puede apreciar en (B.1) de la
parte de anexos.

Para las muestras provenientes del indice ACP.

Tabla 4.3: Kolmogorov-Smirnov Test para la Muestra 1 Tabla 4.4: Kolmogorov-Smirnov Test para la Muestra 2
(Indice ACP). (Indice ACP).
D D
Test statistic 0.02470489 Test statistic 0.03751539
p value 0.0002344967 p value 0.003120842
Alternative hypothesis two-sided Alternative hypothesis two-sided
One-sample Kolmogorov-Smirnov Test: Muestra 1 One-sample Kolmogorov-Smirnov Test: Muestra 2
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Tabla 4.5: Kolmogorov-Smirnov Test para la Muestra 3

(Indice ACP).
D
Test statistic 0.03285506
p value 0.01949268
Alternative hypothesis two-sided

One-sample Kolmogorov-Smirnov Test: Muestra 3

Para las muestras provenientes del indice CI.

Tabla 4.6: Kolmogorov-Smirnov Test para la Muestra 1 Tabla 4.7: Kolmogorov-Smirnov Test para la Muestra 2
(Indice CI). (Indice CI).
D D
Test statistic 0.03080939 Test statistic 0.06503447
p value 1.539941e-06 p value 7.349484e-09
Alternative hypothesis two-sided Alternative hypothesis two-sided
One-sample Kolmogorov-Smirnov Test: Muestra 1 One-sample Kolmogorov-Smirnov Test: Muestra 2

Tabla 4.8: Kolmogorov-Smirnov Test para la Muestra 3

(Indice CI).
D
Test statistic 0.05773625
p value 1.231279e-06
Alternative hypothesis two-sided

One-sample Kolmogorov-Smirnov Test: Muestra 3

Supuesto de Homocedasticidad.

Siempre es buena idea representar graficamente un conjunto de datos y de acuer-
do al fin que exista, la presentacién visual puede describir varias caracteristicas im-
portantes al mismo tiempo, tales como la dispersién y simetria. En nuestro caso, la
representacion grafica de una serie de datos numéricos a través de sus cuartiles es

necesaria. Esto motiva la utilizacién del Diagrama de Caja y Bigote.

La visualizacion de este diagrama, para el indice ACP se exhibe en la Figura 4.13

y para el indice CI en la Figura 4.14.
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Figura 4.13: Diagrama de Caja y Bigote paras las muestras provenientes del fndice ACP.
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Figura 4.14: Diagrama de Caja y Bigote paras las muestras provenientes del Indice CI.
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Tanto en la Figura 4.13 como en la Figura 4.14, se observa que cada muestra pro-
duce distribuciones razonablemente simétricas con una variabilidad similar. Pero
también se puede apreciar una alta presencia de datos atipicos. Esto conlleva a veri-
ficar si las varianzas poblacionales de las que se extraen las diferentes muestras son
iguales o no, mediante la utilizacién del Test de Levene. Este test prueba la hip6tesis

nula de que las varianzas de las poblaciones son iguales.

El resultado de aplicar el test anterior, para las muestras provenientes del indice
ACP es
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Tabla 4.9: Levene’s Test for Homogeneity of Variance (indice ACP)

W

Df 2
Fvalue 4.5132
Pr(>F) 0.01098

y para las muestras provenientes del indice CI es

Tabla 4.10: Levene’s Test for Homogeneity of Variance (indice CI)

1

Df 2
Fvalue 10.335
Pr(>F)  0.00003

Dado que el p-valor para ambos casos es menor a 0.05 existe una diferencia es-
tadisticamente significativa entre las desviaciones estdndar de las poblaciones a un
nivel de confianza del 95.0 %. En otras palabras, se rechaza la hipétesis nula de igual-
dad de varianzas.

En conclusioén, en vista que se rechaza tanto el supuesto de normalidad como el
de igualdad de varianzas, si se aplicase el andlisis de varianza a estas muestras, el
resultado seria poco confiable. A pesar de ello se realizard el ANOVA con el fin de
comparar los resultados obtenidos por éste, con los resultados dados por el test no
paramétrico de Kruskal-Wallis.

El Andlisis de Varianza de un factor o también conocido como Anélisis de Varian-
za unidireccional (ANOVA), bajo el cumplimiento de los supuestos mencionados al
comienzo de esta seccién nos permite comparar tres 0 mds medias poblacionales,

para determinar si éstas pueden ser iguales (Ho : 41 = pio = ... = tn).
Para Triola (2009):

El término unidireccional se utiliza porque los datos de la muestra se separan
en grupos segln alguna caracteristica. En lugar de referirse al objetivo principal de
probar la igualdad de medias, el término andlisis de varianza se refiere al método

que utilizamos, que se basa en un anélisis de las varianzas de las muestras. (p. 628)

Asi pues, el método ANOVA hace uso de la prueba F, llamada asi en honor a

Ronald Fisher, uno de los pioneros de la estadistica actual. Con ella se compara
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varias medias poblacionales en forma simultédnea [2°],

La aplicacion del Anaélisis de Varianza a la muestra 1, muestra 2 y muestra 3 pro-

venientes del indice ACP se presenta en la Tabla 4.11.

Tabla 4.11: Analisis de Varianza de un factor (Indice ACP).

Grados de Suma de Cuadrado
Fuent lor F Pr(>F
uente Libertad Cuadrados Medio valor r(>F)
Entre Grupos 2 839.7463 419.8731 168.2285 9.057803e-73
Error(dentro de los grupos) 11853 29 583.3130 2.4959

y para las muestras provenientes del indice CI en la Tabla 4.12.

Tabla 4.12: Analisis de Varianza de un factor (Indice CI).

Grados de Suma de Cuadrado
Fuent lorF  Pr(>F
uente Libertad Cuadrados Medio vaior r(>F)
Entre Grupos 2 0.001064 0.000532 29.644481 1.44e-13
Error(dentro de los grupos) 11853 0.212666 0.000018

De la Tabla 4.11 y Tabla 4.12 se concluye que existe diferencia estadisticamente
significativa entre las medias de las tres muestras (tanto para las muestras prove-
nientes del indice ACP como las muestras provenientes del indice CI) a un nivel de
confianza del 95.0%. Dicho de otra manera, se rechaza la hipétesis nula de igualdad

de medias.

Si se desease saber que medias son significativamente diferentes entre si, se de-
be realizar el contraste post hoc. Este proceso basicamente compara dos a dos las
medias de todos los tratamientos presentes en el ANOVA mediante algtn test que
compare dos medias poblaciones de manera simultdnea. La prueba habitual es el co-
nocido t-Test. Sin embargo, cuando se haga el proceso de comparaciones multiples

en lo no paramétrico se utilizaré (2.119) y el Test U.

Los resultados obtenidos del proceso post hoc que utiliza el Test t junto con los

26]

métodos Bonferroni y Holm mencionados en R. Joaquin (2016) 1261, para las muestras

provenientes del indice ACP son los siguientes:

[25] Para mas detalle del Test ANOVA vea Triola (2009), Montgomery (2004), Lind, Marchal y Wat-
hen (2012)

Mas detalle de los métodos de contraste post hoc para el Test ANOVA se presentan en R.
Joaquin (2016).

[26]
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Tabla 4.13: Comparaciones miiltiples dadas por el proceso post hoc para el Test ANOVA.

Método: Bonferroni

Muestra 1 Muestra 2
Muestra 2 2.89315873024235e-72
Muestra 3 7.97069215263998e-11  7.7952306273836e-19

Método: Holm

Muestra 1 Muestra 2
Muestra 2 2.89315873024235e-72
Muestra 3 2.65689738421333e-11 5.19682041825573e-19

y para las muestras proveniente del indice CI es

Tabla 4.14: Comparaciones multiples dadas por el proceso post hoc para el Test ANOVA.

Método: Bonferroni

Muestra 1 Muestra 2
Muestra 2 4.04725114416336e-10
Muestra 3 6.33040952987612e-08 1

Método: Holm

Muestra 1 Muestra 2
Muestra 2 4.04725114416336e-10
Muestra 3 4.22027301991741e-08 0.59303126911544

De esta manera, la Tabla 4.13 nos dice que los tres pares de muestras son signifi-
cativamente diferentes entre si. Sin embargo, el resultado de la Tabla 4.14 para las
muestras 2 y 3 nos dice que ambas muestras provienen de la misma poblacion a

nivel de ubicacién, tanto con el método de Bonferroni como Holm.

No obstante, dado que no se cumplen los supuestos fundamentales de los mode-
los paramétricos bajo normalidad, no es recomendable la utilizacion del Test Anova
para probar la hipétesis nula de poblaciones idénticas a nivel de ubicacion. Lo pro-

pio a realizar en este punto es ver qué sucede desde el punto de vista no paramétrico.

4.3. Test de Kruskal-Wallis

Como se pudo constatar, la correcta utilizacion del test paramétrico ANOVA re-
quiere verificar el cumplimiento de ciertos supuestos fundamentales para garantizar
que el resultado sea el adecuado. Pero dar seguimiento a cada uno de estos supues-

tos no suele ser una tarea sencilla.
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Desde este punto de vista, el Test Anova unidireccional de Kruskal-Wallis nos da
una salida rdpida cuando no se estd del todo seguro de si nuestros datos satisfacen
los requisitos que exige la teoria paramétrica, con la ventaja que solo es necesario

que las muestras hayan sido extraidas de poblaciones que tengan su cdf continua.

Si aplicamos el Test de Kruskal-Wallis, a las muestras provenientes del indice ACP,
el resultado es

Tabla 4.15: Test de Kruskal-Wallis (indice ACP).

Kruskal-Wallis chi-squared

Statistic 351.3006
Df 2
p.value 5.200481e-77

Kruskal-Wallis rank sum Test

y para las muestras provenientes del indice CI es

Tabla 4.16: Test de Kruskal-Wallis (Indice CI).

Kruskal-Wallis chi-squared

Statistic 115.4536
Df 2
p.value 8.502987e-26

Kruskal-Wallis rank sum Test

En consecuencia, los p-valores de la Tabla 4.15 y Tabla 4.16 conducen al rechazo

de la hipé6tesis nula que las muestras provienen de poblaciones idénticas.

Por otro lado, si se desea saber que poblaciones (dos a dos) son las que difieren
entre si, es necesario realizar el proceso de comparaciones miltiples. Los resultados

son los siguientes:

Usando el comando kruskal(data,tratamiento,group = FALSE,alpha = 0.2) del
paquete estadistico R, para los métodos Bonferroni y Holm, se tienen las siguientes
tablas:

Para las muestras provenientes del indice ACP.

Tabla 4.17: Resumen estadisticos de las muestras dadas por el proceso post hoc (Indice ACP).

datos Rango Promedio std n Min Max Q25 Q50 Q75

Muestral -0.18 5525.85 157 7415 -793 5.85 -1.13 -0.17 0.81
Muestra2 0.51 7037.36 1.59 2296 -649 692 -058 0.64 1.66
Muestra3  0.08 6133.49 1.62 2145 -10.83 553 -091 0.14 1.16
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Tabla 4.18: Comparaciones multiples dadas por el proceso post hoc para el Test de Kruskal-Wallis (Indice ACP).

Método: Bonferroni

Difference pvalue Signif.
Muestra 1 - Muestra2 -1511.51 0.00 e
Muestra 1- Muestra3  -607.64 0.00 e
Muestra 2 - Muestra3 ~ 903.87 0.00 o

Método: Holm

Difference pvalue Signif.
Muestra 1 - Muestra2 -1511.51 0.00 e
Muestra 1- Muestra3  -607.64 0.00 e
Muestra 2 - Muestra3  903.87 0.00 o

Para las muestras provenientes del indice CI.

Tabla 4.19: Resumen estadisticos de las muestras dadas por el proceso post hoc (indice CI).

datos Rango Promedio std n Min Max Q25 Q50 Q75
Muestra 1 0.98098 6187.14963 0.00417 7415 0.94941 1.00000 0.97845 0.98081 0.98347
Muestra 2 0.98033 5419.63567 0.00456 2296 0.95403 1.00000 0.97741 0.97982 0.98271
Muestra 3 0.98039 5579.06667 0.00410 2145 0.95819 1.00000 0.97786 0.98011 0.98255

Tabla 4.20: Comparaciones muiltiples dadas por el proceso post hoc para el Test de Kruskal-Wallis (fndice CI).

Método: Bonferroni

Difference  pvalue Signif.
Muestra 1 - Muestra 2 767.513958 0.000000  ***
Muestra 1 - Muestra3 608.082962 0.000000  ***
Muestra 2 - Muestra 3 -159.430996 0.357300

Método: Holm

Difference  pvalue Signif.
Muestra 1 - Muestra2 767.513958 0.000000  ***
Muestra 1 - Muestra3 608.082962 0.000000  ***
Muestra 2 - Muestra 3 -159.430996 0.119100

Usando el Test de Mann-Whitney para los métodos de Bonferroni y Holm %71,
tenemos las siguientes tablas:

Para las muestras provenientes del indice ACP.

[27] " Més detalle de los métodos de contraste post hoc para el Test de Kruskal-Wallis se presentan
en R. A. Joaquin (2016).
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Tabla 4.21: Contraste post hoc dados por el Test U (Indice ACP).

Meétodo: Bonferroni

Muestra.1l Muestra.2
Muestra 2 2.73506072995587e-75
Muestra 3 7.71886390220646e-13 7.53849724582797e-19

Método: Holm

Muestra.1l Muestra.2
Muestra 2 2.73506072995587e-75
Muestra 3 2.57295463406882¢-13 5.02566483055198e-19

Para las muestras provenientes del indice CI.

Tabla 4.22: Contraste post hoc dados por el Test U (fndice CI).

Método: Bonferroni

Muestra.1l Muestra.2
Muestra 2 4.99861750737219¢e-20
Muestra 3 5.58032804103125e-13  0.19461868831691

Método: Holm
Muestra.1 Muestra.2
Muestra 2 4.99861750737219e-20
Muestra 3 3.72021869402083e-13 0.0648728961056367

Por otro lado, usando (2.119) junto con la Tabla 4.17, Tabla 4.19 y « = 0.2, se tiene

que:

Para las muestras provenientes del indice ACP.

71, = 18.49
Z13 =7.2413 Yy Zac/k(k—l) = 1.833915.
Zos = 8.7942

En este caso, dado que Z;; para todo i,j = 1,2,3 con i # j es mayor a 1.833915 y
debidos a los valores exhibidos en las Tablas 4.18 y 4.21; entonces existen diferen-

cias significativas entre toda par de medianas. Por lo tanto, todo par de muestras

conducen al rechazo de la hip6tesis nula de poblaciones idénticas.
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Para las muestras provenientes del indice CI.

717 =9.389
Z13 = 7.246 y Zo (k1) = 1.833915.
Zo3 = 1551

En este caso, dado que Z3 no es mayor a 1.833915 y debidos a los valores exhibidos
en las Tablas 4.20 y 4.22; no existe diferencia significativa entre las medianas de las
muestras 2 y muestra 3. Por lo tanto, solo los pares de muestras 1 y 2 junto con las

muestras 1y 3 conducen al rechazo de la hip6tesis nula de poblaciones idénticas.

En conclusién, Kruskal-Wallis aparentemente nos proporciona los mismos resul-
tados que los obtenidos por el procedimiento de Andlisis de Varianza Anova, pero
con la ventaja de que solo es necesario suponer que las muestras hayan sido extrai-
das de poblaciones que tengan cdf continua. Sin embargo, estos resultados no son
comparables por la misma razén de que los supuesto del Test Anova no se cumplen,

y por ende sus resultados no son confiables.

No obstante, una alternativa en la cual los resultados del Test Kruskal-Wallis son
comparables con el Test Anova, es aplicar este tiltimo a los datos transformados por

sus rangos. Los resultados son los siguientes:

Para los rangos de las muestras provenientes del indice ACP.

Tabla 4.23: Anélisis de Varianza de un factor aplicado a los rangos de las muestras provenientes del Indice ACP.

Grados de Suma de Cuadrado
F lor F Pr(>F
uente Libertad Cuadrados Medio vator r(>F)
Entre Grupos 2 411538678529  2057693392.65 180.98 3.767078e-78
Error(dentro de los grupos) 11853 134762571394.71  11369490.54

Para los rangos de las muestras provenientes del indice CI.

Tabla 4.24: Andlisis de Varianza de un factor aplicado a los rangos de las muestras provenientes del indice CI

Grados de Suma de Cuadrado
Fuent lor F Pr(>F
uente Libertad Cuadrados Medio vator r(>F)
Entre Grupos 2 1352506011.3083  676253005.6542 58.2847 6.470611e-26
Error(dentro de los grupos) 11853 137525451828.6917  11602585.9975

Bajo esta situacion, cuando se aplica el Test Anova tanto a las muestras originales
como a sus datos transformados por los rangos; y los resultado son diferentes, se
debe dar preferencia a los resultados proporcionados por los rangos, debido a que
es menos posible que estos sean distorsionados por una condicién de no normalidad

o por la presencia de observaciones inusuales (Montgomery 2004).
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Asi, en base a los resultados de la Tabla 4.23, 4.24 y los proporcionados por las
Tablas 4.15 y 4.16 se ratifica el hecho de rechazar la hipétesis nula de poblaciones

idénticas.

Para ilustrar otra situacion en donde si es posible comparar los resultados de estos
dos test, es necesario que las muestras cumplan los requisitos que exige el campo

paramétrico. Esta situacion se presenta en (B.3) de la parte de anexos.

En esta parte se simulan 3 muestras aleatorias de tamafio 300 que provienen de
una poblacién normal con media 0 y varianza 1 (vea las Tablas B.25, B.26 y B.27).
Las muestras evidentemente verifican el supuesto que provienen de una poblaciéon
normal (vea las Tablas B.28, B.29 y B.30) y el supuesto que la varianzas de las pobla-

ciones son iguales (vea la Tabla B.31).

Los resultados obtenidos tanto de la aplicaciéon del Test Anova (vea la Tabla B.32
de la parte de anexos) como los del test no paramétrico de Kuskal-Wallis (vea la
Tabla B.33 de la parte de anexos) conducen a no rechazar la hip6tesis nula de pobla-
ciones idénticas. Y dado que el Test de Kruskal-Wallis asume que la tinica diferencia
entre las poblaciones ocurre a nivel de ubicacion, entonces los resultados obtenidos
por este, seran los mismos y de hecho comparables con los obtenidos por el Test

Anova.

Por consiguiente, este ejemplo muestra la ventaja y facilidad de utilizar el Test
Kruskal-Wallis para evitar la tediosa tarea de verificar si las muestras cumplan o no

con los requisitos que exigen los modelos paramétricos bajo normalidad.

Adicionalmente, a pesar de que algunas muestras del estudio presentan suficiente
evidencia estadistica para decir que no provienen de la misma poblacién a nivel de

ubicacién, resulta interesante ver qué sucede a nivel de escala.

De acuerdo con esto y dependiendo del indice, al observar la Figura 4.15 y Figu-

ra 4.16 se podria intuir si las poblaciones tienen o no la misma variabilidad.

No obstante, para dar respuesta a lo anterior de manera adecuada se utilizaran
los Test F de Fisher, dentro de lo paramétrico; y, Mood Test, Freund Ansari Bradley

Test, Siegel Tukey Test y Klotz Normal Scores Test, en 1o no paramétrico.
Los resultados son los siguientes:

Para el caso paramétrico, la prueba habitual para probar la igualdad de varianzas,
bajo el supuesto que las dos poblaciones son distribuciones normales con medias

desconocidas, es la prueba F de Fisher (prueba F de igualdad de varianzas) [8],
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Figura 4.15: Gréfica de Densidad de las muestras provenientes del Indice ACP.
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Figura 4.16: Gréfica de Densidad de las muestras provenientes del Indice CI.
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Esta prueba no requiere ninguna suposicién con respecto a la ubicacion de las dos

poblaciones normales. Lo cual implica que las magnitudes de las varianzas mues-

(28] Ma4s detalle acerca de la prueba F de Fisher vea en Montgomery (2004).
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trales sean directamente comparables, ya que cada una de ellas se computa como

medidas de desviacién alrededor de las medias muestrales respectivas (Gibbons

y Chakraborti 2011).

De este modo, los resultados de aplicar la prueba F son:

Para las muestras provenientes del indice ACP.

Tabla 4.25: Test F de Fisher: Muestra 1 y Muestra 2

Tabla 4.26: Test F de Fisher: Muestra 2 y Muestra 3

(indice ACP). (Indice ACP).
F F
Test statistic 0.9684002 Test statistic 0.9703084
df numerador 7414 df numerador 2295
df denominador 2295 df denominador 2144
p value 0.337529 p value 0.477642
alternative two.sided alternative two.sided

F test to compare two variances: Muestra 1 y Muestra 2

F test to compare two variances: Muestra 2 y Muestra 3

Tabla 4.27: Test F de Fisher: Muestra 1 y Muestra 3

(Indice ACP).
F
Test statistic 0.9396468
df numerador 7414
df denominador 2144
p value 0.07005081
alternative two.sided

F test to compare two variances: Muestra 1 y Muestra 3

Como los p-valores en cada caso son mayores al 0.05, entonces aparentemente no

existe suficiente evidencia estadistica para rechazar la hip6tesis nula de igualdad de

varianzas, segtn el caso planteado.

Para las muestras provenientes del indice CI.

Tabla 4.28: Test F de Fisher: Muestra 1 y Muestra 2

Tabla 4.29: Test F de Fisher: Muestra 2 y Muestra 3

(Indice CI). (Indice CI).
F F
Test statistic 0.8338801 Test statistic 1.237193
df numerador 7414 df numerador 2295
df denominador 2295 df denominador 2144
p value 4.561641e-08 p value 5.761284e-07
alternative two.sided alternative two.sided

F test to compare two variances: Muestra 1 y Muestra 2

F test to compare two variances: Muestra 2 y Muestra 3
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Tabla 4.30: Test F de Fisher: Muestra 1 y Muestra 3

(Indice CI).
F
Test statistic 1.03167
df numerador 7414
df denominador 2144
p value 0.3734206
alternative two.sided

T test to compare two variances: Muestra 1 y Muestra 3

Como el p-valor para las muestras 1 y 3 es mayor al 0.05, entonces aparentemente
no existe suficiente evidencia estadistica para rechazar la hipétesis nula de igualdad

de varianzas para estas muestras.

No obstante, como la prueba F no es robusta respecto al supuesto de normalidad
y dado que anteriormente se prob6 que las muestras no provienen de una pobla-
cién normalmente distribuida entonces los resultados presentados en las Tablas 4.25,
4.26,4.27,4.28, 4.29 y 4.30 no son confiables. Por lo tanto es apropiado usar test no

paramétricos de dispersion. Los resultados son los siguientes:

Para las muestras provenientes del indice ACP.

Tabla 4.31: Mood Test: Muestra 1 y Muestra 2 Tabla 4.32: Mood Test: Muestra 2 y Muestra 3
(indice ACP) (indice ACP)
My My
z value -3.623982 z value 1.500558
p value 0.0002901019 p value 0.1334699
alternative two.sided alternative two.sided
Mood two-sample test of scale: Muestra 1 y Muestra 2 Mood two-sample test of scale: Muestra 2 y Muestra 3

Tabla 4.33: Mood Test: Muestra 1 y Muestra 3

(indice ACP)
My
z value -1.420312
p value 0.155517
alternative two.sided

Mood two-sample test of scale: Muestra 1 y Muestra 3

Tabla 4.34: Freund—-Ansari-Bradley test Tabla 4.35: Freund—Ansari-Bradley Test
Muestra 1 y Muestra 2 (indice ACP). Muestra 2 y Muestra 3 (indice ACP).
AN AN
Test statistic 18269545 Test statistic 2498340
p value 6.817556e-06 p value 0.01497213
alternative two.sided alternative two.sided
Ansari-Bradley Test: Muestra 1 y Muestra 2 Ansari-Bradley test: Muestra 2 y Muestra 3
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Tabla 4.36: Freund—Ansari—Bradley Test
Muestra 1 y Muestra 3 (indice ACP)

AN
Test statistic 17795902
p value 0.2113872
alternative two.sided

Ansari-Bradley test: Muestra 1 y Muestra 3

Tabla 4.37: Siegel-Tukey Test Tabla 4.38: Siegel-Tukey Test
Muestra 1 y Muestra 2 (indice ACP).

Muestra 2 y Muestra 3 (indice ACP).
SN SN
suma rank x 36535387 suma rank x 4995518
suma rank y 10621229 suma rank y 4867943
p value 5e-05 p value 0.0153
alternative two.sided alternative two.sided
Siegel-Tukey-test for equal variability: Muestra 1 y Muestra 2

Siegel-Tukey-test for equal variability: Muestra 2 y Muestra 3

Tabla 4.39: Siegel-Tukey Test
Muestra 1 y Muestra 3 (indice ACP).

SN
suma rank x 35588106
suma rank y 10113475
p value 0.21175
alternative two.sided

Siegel-Tukey-test for equal variability: Muestra 1 y Muestra 3

Tabla 4.40: Klotz Normal-Scores Test Tabla 4.41: Klotz Normal-Scores Test
Muestra 1 y Muestra 2 (indice ACP). Muestra 2 y Muestra 3 (indice ACP).

Ky Ky
z value -0.5205162 z value -0.6933497
p value 0.6027039 p value 0.4880901
alternative two.sided alternative two.sided

Two-Sample Klotz Test: Muestra 1 y Muestra 2 Two-Sample Klotz Test: Muestra 2 y Muestra 3

Tabla 4.42: Klotz Normal-Scores Test
Muestra 1 y Muestra 3 (indice ACP).

Ky
z value -0.8721366
p value 0.3831339
alternative two.sided

Two-Sample Klotz Test: Muestra 1 y Muestra 3

Como se puede apreciar en las Tablas 4.31, 4.34, 4.37 existe suficiente evidencia

estadistica para rechazar el supuesto que la muestra 1 y muestra 2 tienen la misma
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variabilidad. Para las muestras 2 y 3, dependiendo de test que se utilice, se recha-
za (Freund—Ansari-Bradley Test y Siegel-Tukey Test) y no se rechaza (Mood Test
y Klotz Normal-Scores Test) el supuesto de igualdad de varianzas. Para las mues-
tras 1y 3, todos los test muestran que existe suficiente evidencia estadistica para no

rechazar el supuesto de igualdad de varianzas.

Para muestras provenientes del indice CI.

Tabla 4.43: Mood Test: Muestra 1 y Muestra 2 Tabla 4.44: Mood Test: Muestra 2 y Muestra 3
(indice CI). (indice CI).
MN My
z value -2.813113 z value 3.923185
p value 0.004906436 p value 8.738601e-05
alternative two.sided alternative two.sided
Mood two-sample test of scale: Muestra 1 y Muestra 2 Mood two-sample test of scale: Muestra 2 y Muestra 3

Tabla 4.45: Mood Test: Muestra 1 y Muestra 3

(indice CI).
My
z value 2.252641
p value 0.02428179
alternative two.sided

Mood two-sample test of scale: Muestra 1 y Muestra 3

Tabla 4.46: Freund—Ansari-Bradley test Tabla 4.47: Freund—Ansari-Bradley Test
Muestra 1 y Muestra 2 (indice CI). Muestra 2 y Muestra 3 (indice CI).
AN AN
Test statistic 18134685 Test statistic 2470963
p value 0.02769858 p value 0.0002028544
alternative two.sided alternative two.sided
Ansari-Bradley Test: Muestra 1y Muestra 2 Ansari-Bradley test: Muestra 2 y Muestra 3

Tabla 4.48: Freund—Ansari-Bradley Test
Muestra 1 y Muestra 3 (indice CI).

AN
Test statistic 17583045
p value 0.01134321
alternative two.sided

Ansari-Bradley test: Muestra 1 y Muestra 3

138



CAPITULO 4. APLICACION Y RESULTADOS 4.3. TEST DE KRUSKAL-WALLIS

Tabla 4.49: Siegel-Tukey Test Tabla 4.50: Siegel-Tukey Test
Muestra 1 y Muestra 2 (indice CI). Muestra 2 y Muestra 3 (indice CI).
S N S N
suma rank x 36265665 suma rank x 4940823
suma rank y 10890951 suma rank y 4922638
p value 0.0279 p value 0.00015
alternative two.sided alternative two.sided
Siegel-Tukey-test for equal variability: Muestra 1 y Muestra 2 Siegel-Tukey-test for equal variability: Muestra 2 y Muestra 3

Tabla 4.51: Siegel-Tukey Test
Muestra 1 y Muestra 3 (indice CI).

SN
suma rank x 35162411
suma rank y 10539170
p value 0.0119
alternative two.sided

Siegel-Tukey-test for equal variability: Muestra 1 y Muestra 3

Tabla 4.52: Klotz Normal-Scores Test Tabla 4.53: Klotz Normal-Scores Test
Muestra 1 y Muestra 2 (indice CI). Muestra 2 y Muestra 3 (indice CI).
Ky Kn
z value -6.066959 z value 4.196458
p value 1.303551e-09 p value 2.711222e-05
alternative two.sided alternative two.sided
Two-Sample Klotz Test: Muestra 1 y Muestra 2 Two-Sample Klotz Test: Muestra 2 y Muestra 3

Tabla 4.54: Klotz Normal-Scores Test
Muestra 1 y Muestra 3 (indice CI).

Ky
z value 0.07974379
p value 0.936441
alternative two.sided

Two-Sample Klotz Test: Muestra 1 y Muestra 3

Como se puede apreciar, en la gran mayoria de las tablas (Tabla 4.43 a la Ta-
bla 4.53) existe suficiente evidencia estadistica para rechazar el supuesto que las
muestras tienen la misma variabilidad. La excepcion se d4 para las muestras 1y 3

con el test Klotz Normal-Scores (vea la Tabla 4.54).

Finalmente, en adicién a lo expuesto en los capitulo III y 1V, el lector estd en la
libertad de visualizar y realizar variaciones en lo referente al criterio de depuracion
de datos, muestras consideradas, verificaciéon de los supuestos de normalidad para
cada muestra, construccion del indice de salud derivado del ACP no condiciona-

do al primer componente principal o para el caso del indice de salud basado en
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las ponderaciones dadas por el Benefit of the Doubt no limitarse a las seis prime-
ras componentes principales, resultados de la aplicacion del Test Anova y Test de
Kruskal-Wallis, proceso de comparaciones multiples (tanto para el Test ANOVA co-
mo para el Test de Kruskal-Wallis) y resultados de la aplicacion del test paramétrico
F de Fisher y los test Mood Test y Freund—Ansari-Bradley Test dentro de lo no pa-
ramétrico para el problema de escala. Esto se puede realizar ingresando en el enlace

web https:/ /cristian-guatemal-work.shinyapps.io/ TesisCG/.

En este mismo enlace (subpestafia Anova vs Kruskal-Wallis bajo el cumplimiento
de normalidad de la pestafia Depuracion de datos - -indices de Salud- -Aplicacion)
se presenta también un claro ejemplo de que si las muestras cumplen con los re-
quisitos que exige la teorfa paramétrica bajo normalidad, los resultados alcanzados
tanto por el Test Anova como del Test Kruskal-Wallis serdn los mismos, y de hecho

perfectamente comparables.
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CAPITULO 5

Conclusiones y Recomendaciones

5.1.

Conclusiones

En vista de que los resultados proporcionados por ambos indicadores de salud
tienden a mostrar suficiente evidencia estadistica para rechazar el supuesto
que las muestras consideradas en el estudio provienen de la misma poblacién,
un factor implicito que podria desencadenar esta diferencia a nivel de ubica-
cién seria los habitos de vida que tienen los trabajadores segtn la actividad
econdémica que realicen. Es decir, dependiendo de la actividad existe cierta
probabilidad de que un trabajador expuesto a esos hdbitos pueda presentar le-
siones o enfermedades severas que le dejen como secuela a corto o largo plazo
una incapacidad temporal, incapacidad permanente, incapacidad total, inca-
pacidad absoluta o incluso la muerte. En este sentido, a pesar que el individuo
estd aparentemente sano, sus diagnosticos clinicos estardn condicionados a sus
habitos de vida, lo que implica que el individuo segtin su actividad econémica
tienda a mostrar perfiles de salud distintos a los demas. Este hecho podria re-
flejar las diferencias existentes a nivel de ubicacién, mismas que evitan que las
muestras segiin la actividades econdmica sean necesariamente sustraidas de
una misma poblacién. Sin embargo, es posible que de alguna manera ciertas
actividades en su mayor parte posible estén expuestas a los mismos hébitos
de vida que otras, y de darse el caso de considerarlas, no necesariamente se
rechazaria el supuesto que las muestras consideradas como las observaciones
de los individuos pertenecientes a esas actividades provengan de la misma
poblacion. Un caso particular se ve reflejado en los resultados proporcionados

por el enlace web al considerar las observaciones provenientes de las activida-
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des econémicas P - ENSENANZA, S - OTRAS ACTIVIDADES DE SERVICIOS
y O-ADMINISTRACION PUBLICA Y DEFENSA; PLANES DE SEGURIDAD
SOCIAL DE AFILIACION OBLIGATORIA.

Adicionalmente, otro indicio que podria explicar las diferencias existentes en-
tre poblaciones a nivel de ubicacion, seria el niimero de accidentes de trabajos
registrados por actividad econémica. Estos valores presentados en la Tabla B.2,
muestran la incidencia de los individuos a registrar un accidente de trabajo por
actividad econémica. En virtud de esto, las secciones de la CIIU con el mayor
numero de accidentes podrian estar expuestas a mayores factores de riesgo, y
por ende, los individuos en éstas actividad tendrian a mostrar caracteristicas
en sus perfiles de salud que impliquen diferencias del resto de individuos de
las otras actividades. Por ejemplo, las actividades K - ACTIVIDADES FINAN-
CIERAS Y DE SEGUROS, N - ACTIVIDADES DE SERVICIOS ADMINISTRA-
TIVOS Y DE APOYO y L - ACTIVIDADES INMOBILIARIAS en la Tabla B.2
presentan ciertas similitud en sus valores afo tras afio. Esto podria ser sefial
que sus perfiles de salud sean similares a nivel de ubicacién. De hecho, con la
ayuda del enlace web se verifica que efectivamente existe suficiente evidencia
estadistica para no rechazar el supuesto que estas muestras (observaciones de
los individuos en la primera componente principal segtin la actividad) provie-

nen de la misma poblacién a nivel de ubicacién.

En consecuencia, este estudio de alguna forma refleja que existen diferencias
entre las poblaciones a nivel de ubicacién. Sin embargo, las causas que generan
dichas diferencias necesitan ser analizadas con mds detalle, pues podria darse
el caso de que los diferentes hédbitos de vida a los que estd expuesto un indivi-
duo, segtn su actividad econdmica sea un determinante de esas diferencias y

por ende se tienda a tener perfiles de salud diferentes.

= Para el indicador del ACP, pese a que el niimero de componentes principa-
les que explican la mayor parte de la informacién concerniente a las variables
originales es grande (seis para ser exactos), y de ellas se escogen las proyeccio-
nes de los individuos en la primera componente principal pertenecientes a las
actividades econémicas mas numerosas; no es limitacion en la ejecucion del
presente estudio, debido a que el objetivo del mismo es la comparacion entre

test paramétricos y no paramétricos para una muestra arbitraria.

= En nuestro caso, el indicador CI (que generalmente considera conceptos multi-

dimensionales que no pueden ser capturados por los indicadores simples para
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5.2.

dar una mejor compresion acerca de la complejidad inherente de los desafios
econdmicos, sociales y ambientales de la globalizacion) compara a los distin-
tos individuos respecto al punto de referencia “individuo enfermo” utilizando
las componentes principales que abarcan la mayor variabilidad de la infor-
macién. Desde esta perspectiva, valores de las ponderaciones del Benefit of
the Doubt (algunos registros en la Tabla 3.12) cercanos a 1 muestran eviden-
cia que el individuo estd enfermo (y de hecho la gran mayoria muestra este
padecimiento). En este sentido, la comparacién se la estarfa realizando entre
poblaciones “enfermas”. A pesar de ello, se sigue mostrando evidencia para
rechazar el supuesto de poblaciones idénticas.

Esto nos conlleva a concluir que las diferencias entre las poblaciones a nivel
de ubicacién ya no se deben a las muestras derivadas de los indicadores de
salud, sino mads bien por las caracteristicas propias de la poblacién (activida-
des econdmicas), y esto podria estar relacionado con lo expuesto en la primera

conclusion.

En un sentido de Eficiencia Relativa Asintética, la prueba U de Mann-Whitney
(o Wilcoxon Sum Rank Test) es la contraparte mds eficiente a la prueba para-
métrica t-Student tradicional y el test de Kruskal-Wallis al test paramétrico
Anova. Asi, como consecuencia directa de los resultados de la ARE vista en
(2.3), para que la potencia de los test no paramétrico antes mencionados sea
igual a la potencia de los test paramétrico, igualmente antes mencionados, se
requiere que el tamafio de muestra de estos tltimos sea 0.95 veces el tamafo

de muestra de los primeros.

Recomendaciones

A pesar de que en desarrollo del presente trabajo de titulacién se considera
el término no paramétrico como sinénimo de distribucién libre, es necesario
recalcar que para algunos autores estos términos son diferentes. Esto se corro-
bora con lo expresado por Bradley (1968) citado en Martinez (2004), al decir
que: “Un test no paramétrico no hace hipoétesis sobre el valor de los parame-
tros en una cierta distribucién, mientras que un test de distribucién libre no

hace hipotesis sobre la forma precisa de la distribuciéon”.

El proceso de depuracion de datos puede considerar a las variables que tenga

otra u otras cotas méximas de datos perdidos, y luego seguir la misma meto-
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dologia propuesta como en el caso cuando las variables tenian a lo mucho el
10% de datos perdidos.

» Para mejorar o en su defecto crear un nuevo indicador de salud de los indivi-
duos dentro de las actividades econémicas, se puede considerar el criterio y/o
recomendaciones de un especialista en el drea de salud (aplicado a las ponde-
raciones dadas tanto del indicador ACP como a las del indicador CI). Esto con
el fin de si fuera el caso, considerar nuevas variables, pesos y ejes dados por el
procedimiento del ACP aplicado a los datos depurados (indicador ACP) o a su
vez cambiar las ponderaciones dadas por el Benefit of the Doubt mediante la
afadidura de nuevas restricciones (como las de la Tabla 2.14) que consideren

la opinién de los expertos.

= El proceso de inferencia se puede extender a las proyecciones de los individuos
en la segunda, tercera o p-ésima componente principal, esto con el fin de luego
de aplicar del Test Anova y Test de Kruskal-Wallis, comparar los resultados
obtenidos por cada uno de estos y ver si se sigue rechazando el supuesto que

las muestra provienen de la misma poblacion.

= Seguir la sugerencia dada por Montgomery (2004): ” Cuando exista preocu-
pacion acerca del supuesto de normalidad o por el efecto de puntos atipicos o
valores “absurdos”, se recomienda que el anélisis de varianza comtn se realice
tanto a los datos originales como a los rangos” (p.118). Y luego comparar sus

resultados para tomar una adecuada de decision.

= Si el investigador en cuestion desea realizar una comparacion entre poblacio-
nes, para las cuales asume que estas son iguales en todos los sentidos excepto
posiblemente a nivel de ubicacion o de escala, y desee evitar el trabajo tedioso
de verificar el cumplimiento de cada uno de los supuestos de normalidad, en-
tonces con toda confianza puede utilizar el Test de Mann-Whitney para com-
parar dos muestras independientes o el Test de Kruskal-Wallis para comparar

k muestras independientes.

= Se debe realizar un andlisis méas profundo de las posibles causas que hacen que
las muestras en cuestion rechacen el supuesto de poblaciones idénticas. Adi-
cionalmente, el mismo procedimiento practico expuesto en este trabajo podria
ser aplicado a una muestra de datos mds extensa, como por ejemplo, los regis-
tros de diagndstico clinico de las bases de salud del Instituto Ecuatoriano de

Seguridad Social.
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ANEXO A

Anexo I: Depuracion de Datos y ACP

A.1. Variables codificadas y porcentaje de datos perdidos por variable

Tabla A.1: Variables codificadas y porcentaje de datos perdidos (NA).

Variable | NA’s | % de NA’s | Codificacién

CALCIO.SERICO.TOTAL | 23334 100.00 a
HIERRO.SERICO | 23334 100.00
POTASIO. K. | 23334 100.00
SODIO..NA. | 23334 100.00
TRANSFERRINA | 23334 100.00
GLUCOSA.POSTPRANDIAL | 23334 100.00
INSULINA.BASAL | 23334 100.00
APOLIPOPROTEINA.A1 | 23334 100.00
ASTO.CUANTITATIVO | 23334 100.00
CROMO.EN.SANGRE | 23334 100.00
MAGNESIO.EN.SANGRE | 23334 100.00
ANTICUERPOS.ANTLCHLAMYDIA. TRACHOMATIS.IGG | 23334 100.00
ANTICUERPOS. ANTI.CHLAMYDIA. TRACHOMATIS.IGM | 23334 100.00
ANTICUERPOS.ANTLHERPES.ILIGG | 23334 100.00
ANTICUERPOS. ANTIL.HERPES.ILIGM | 23334 100.00
COLESTEROL.VLDL | 23333 99.99
PLOMO.EN.SANGRE | 23332 99.99
HIV.1.2. ANTICUERPOS...ANTIGENO.P24 | 23330 99.98
LIPIDOS.TOTALES | 23329 99.97
RETICULOCITOS | 23328 99.97
COLINESTERASA.ACETIL.ERITROCITARIA. SANGRE.TOTAL. | 23327 99.97
TIEMPO.DE.PROTROMBINA..TP. | 23324 99.95
FT3.LIBRE | 23322 99.94
ALFA.FETO.PROTEINA..AFP. | 23321 99.94
CA.125 | 23321 99.94
CA.72.4 | 23321 99.94
HOMOCISTEINA | 23321 99.94
T3.TOTAL | 23321 99.94
FT4.LIBRE | 23320 99.94
CK.MB..MASA. | 23320 99.94
CPK | 23319 99.93
T4.TOTAL | 23318 99.93
PCR.CUANTITATIVO | 23312 99.90
AMILASA | 23312 99.90
APOLIPOPROTEINA.B | 23302 99.86
GLOBULINA | 23301 99.85
LDH | 23298 99.84
VELOCIDAD.DE.SEDIMENTACION.1.HORA | 23296 99.83
ALBUMINA | 23295 99.83
HEPATITIS.B.. ANTICUERPOS.ANTLHBS.AG | 23291 99.81

BT T T~ T < = "IN -V~ < VI VA - < V- A - -]
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PROTEINAS.TOTALES | 23284 | 99.78
HEMOGLOBINA.GLICADA..HBAIC. | 23260 | 99.68
X.PSA.TOTAL.PSA.LIBRE | 23162 | 99.26

PSA.LIBRE | 23142 | 99.17

BUN | 23110 | 99.04

BILIRRUBINA.TOTAL | 23033 | 98.71
HEPATITIS.B..ANTICUERPOS.ANTLHBS | 23018 | 98.64
CEA..ANTIGENO.CARCINOEMBRIONARIO. | 22996 | 98.55
COLESTEROL.LDL..CUANTIFICADO. | 22872 | 98.02
FOSFATASA.ALCALINA | 22573 | 96.73
BILIRRUBINA.DIRECTA | 22146 | 94.90
BILIRRUBINA.INDIRECTA | 22146 | 94.90
TIEMPO.DE.TROMBOPLASTINA .PARCIAL..TTP. | 22114 | 94.77
TSH | 21999 | 94.27
PSA.TOTAL..ANTIGENO.PROSTATICO.ESPECIFICO. | 21433 | 91.85
DENSIDAD | 20986 | 89.93

PH | 20986 | 89.93 | ¢

GAMMA GLUTAMIL.TRANSPEPTIDASA..GGT. | 20234 | 86.71 | ¢
UREA | 13252 | 56.79 | i

TGO...AST | 13220 | 56.65 | i

TGP..ALT | 13217 | 56.64

ACIDO.URICO | 8364 |35.84
COLESTEROL.LDL..CALCULADO. | 6934 |29.72
COLESTEROL.HDL | 6390 |27.38

TEMPERATURA | 5183 |22.21

RESPIRACION | 4799 |20.57

TRIGLICERIDOS | 4734 |20.29

COLESTEROL.TOTAL | 4680 | 20.06
SATURACION_OXIGENO | 3915 |16.78

CREATININA | 2608 |11.18

FRECUENCIA_CARDIACA | 2337 [10.01 | r
GLUCOSA.BASAL | 2106 | 9.03 | s

IMC| 1999 | 857 | s

ESTATURA | 1286 | 5.51 | s

PRESION_ARTERIAL2 | 1286 | 551 | s

PESO | 1283 | 550 | s

PRESION_ARTERIAL | 1278 | 548

TIPO_SANGRE | 988 | 4.23
HEMOGLOBINA.CORPUSCULAR.MEDIA | 715 | 3.06
CITU4.0_1| 352 | 1.51

CIIU4.0_DESAGREGADO | 352 | 1.51
VOLUMEN.PLAQUETARIO.MEDIO | 254 | 1.09
CONCENTRACION.CORPUSCULAR.MEDIA.HEMOGLOBINA | 252 | 1.08
HEMOGLOBINA | 252 | 1.08

PLAQUETAS | 251 | 1.08
VOLUMEN.CORPUSCULAR.MEDIO | 251 | 1.08
HEMATOCRITO | 251 | 1.08
ANCHO.DE.DISTRIBUCION.G.R. | 251 | 1.08

- [N o ni o ai o i o RV VN < VO I O V)

=~ 0T T WY o o B

~ &+ + A+ A+ e+ A+ o+ o+ o o+ D

IDENTIFICACION | 0 0.00 | u
FECHA_ADMISION | 0 0.00 | u

N 0 0.00 | u

HABITO.A| 0 0.00 | u

HABITOD| 0 0.00 | u

HABITO.S | 0 0.00 | u

HABITO.T| 0 0.00 | u
FECHA_NACIMIENTO | 0 0.00 | u
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GENERO | 0]0.00| u
EDUCACION | 0 | 0.00 u
EMPRESA | 0 | 0.00 u

A.2. Variables que tienen a lo mucho el 10 % de datos perdidos.

IDENTIFICACION PESO
FECHA_ADMISION ESTATURA

N MC

HABITO.A PRESION_ARTERIAL

HABITO.D PRESION_ARTERIAL2

HABITO.S CONCENTRACION.CORPUSCULAR MEDIA HEMOGLOBINA

HABITO.T HEMOGLOBINA
FECHA_NACIMIENTO VOLUMEN.PLAQUETARIO.MEDIO
GENERO PLAQUETAS
TIPO_SANGRE VOLUMEN.CORPUSCULAR.MEDIO
EDUCACION HEMOGLOBINA.CORPUSCULAR.MEDIA
EMPRESA HEMATOCRITO

CIIU4.0_1 ANCHO.DE.DISTRIBUCION.G.R.
CIIU4.0_DESAGREGADO GLUCOSA.BASAL

A.3. Variables utilizadas en el ACP.

Se considera solo a estas variables debido a que son cuantitativas y no categoricas.

Variable Abreviatura

PESO peso

ESTATURA estt

IMC imc

PRESION_ARTERIAL prs_
PRESION_ARTERIAL2 pr_2
CONCENTRACION.CORPUSCULAR.MEDIA.HEMOGLOBINA conc
HEMOGLOBINA hgb
VOLUMEN.PLAQUETARIO.MEDIO vpm
PLAQUETAS plaq
VOLUMEN.CORPUSCULAR.MEDIO vem
HEMOGLOBINA.CORPUSCULAR.MEDIA hcm,
HEMATOCRITO hema
ANCHO.DE.DISTRIBUCION.G.R. anch
GLUCOSA.BASAL gluc

A.4. Datos en relacion al mejor individuo sano.

La matriz de datos relacionada al mejor individuo sano corresponde a una trans-
formacion de las variables presentes en los datos depurados (véase 3.1, pag. 103).

El procedimiento realizado fue:



s Como el Indice de Masa Corporal (imc) es una funcién del peso y la altura,
solo se considera a esta variable en el analisis (siempre que el peso y la altura

estén presentes).

s Imc.- A cada observacion se le resta el promedio entre 18.5 y 24.99. Més infor-

macién vea en MSP-Ecuador (2010).

» Presion Arterial.- A cada observacion se le resta la presion arterial Sistolica

Optima (120). Més informacién vea en infosalus.com (2019).

» Presion Arterial 2.- A cada observacion se le resta la presion arterial Diastolica

Optima (80). Mas informacion vea en infosalus.com (2019).

s Concentracion Corpuscular Media Hemoglobina.- A cada observacion se le
resta el promedio entre 34.64 (para hombre) y 34.06 (para mujeres). Mds infor-

macién vea en Sdenz, Narvdez y Cruz (2008).

= Hemoglobina.- A cada observacién se le resta el promedio entre 16.70 (pa-
ra hombre) y 14.50 (para mujeres). Mas informacién vea en Sdenz, Narvéez
y Cruz (2008).

s Volumen Plaquetario Medio.- A cada observacion se le resta el promedio en-
tre 10.54 (para hombres) y 10.50 (para mujeres). Més informacién vea Sdenz,
Narvéaez y Cruz (2008).

» Plaquetas.- A cada observacion se le resta el promedio entre 256.63 (para hom-
bre) y 284.03 (para mujeres). Mds informacién vea en Sdenz, Narvaez y Cruz
(2008).

s Volumen Corpuscular Medio.- A cada observacion se le resta el promedio en-
tre 88.04 (para hombre) y 88.37 (para mujeres). Mds informacién vea en Sdenz,
Narvaez y Cruz (2008).

s Hemoglobina Corpuscular Media.- A cada observacion se le resta el prome-
dio entre 30.52 (para hombre) y 30.20 (para mujeres). Mds informacién vea en

Séenz, Narvéez y Cruz (2008).

s Hemato6crito.- A cada observacion se le resta el promedio entre 48.03 (para
hombre) y 42.60 (para mujeres). Mds informacién vea en Sdenz, Narvdez y Cruz
(2008).

s Ancho de Distribucién G.R.- A cada observacion se le resta el promedio entre

10.6 (para hombre) y 14.7 (para mujeres). Mds informacién vea en tuotromedi-



co (2018).

s Glucosa Basal.- A cada observacion se le resta el promedio entre 80 y 100 (ni-

veles en ayuno). Mds informacién vea en Yanez (2016).

Este enfoque nos permite establecer que el mejor individuo sano serd aquel que
tenga valores muy cercanos a cero en estas variables. En el mejor de los casos, el

individuo totalmente sano serd aquel que tenga todos estos valores iguales a cero.

A.5. Componentes Principales y Proyeccién de los individuos

Peso de los componentes principales

PC1 PC2 PC3 PC4 PC5 PCo6 PC7 PC8 PC9 PC10 PCl11 PCl12 PC13 PCl4
peso 0.5245 0.0467 -0.0142 0.0149 -0.3066 -0.1269 0.1034 -0.2589 -0.0529 0.0482 0.0661 0.0001 -0.0138 0.7244
estt  0.0127 0.0112 0.0124 -0.0213 0.1037 0.4565 0.8826 0.0064 -0.0136 -0.0047 -0.0245 0.0104 0.0006 -0.0075
imc 04928 0.0862 -0.0669 0.0087 -0.2841 -0.1733 0.1090 -0.2917 -0.2703 0.1286 0.0304 0.0664 0.0099 -0.6651
prs_ 04219 0.0206 -0.1154 -0.0355 0.5283 0.0741 -0.0965 0.0619 0.0116 -0.0301 0.0703 -0.7033 0.0845 -0.0377
pr2 04129 -0.0027 -0.0760 -0.0484 0.5337 0.1002 -0.1318 0.0845 0.1102 0.0019 -0.1633 0.6792 -0.0403 0.0152
conc -0.0028 0.0945 -0.0584 0.7622 0.0365 -0.0032 0.0223 0.0872 0.2255 0.5860 0.0217 -0.0205 -0.0453 -0.0034
hgb  0.2538 -0.2961 -0.0414 0.0759 -0.3280 0.1200 -0.0140 0.1239 0.7232 -0.3444 -0.0283 -0.0625 -0.1725 -0.1636
vpm 0.0867 0.0297 0.7079 0.0706 0.0120 0.0177 -0.0372 -0.0820 -0.0326 0.0107 -0.6657 -0.1387 -0.1150 -0.0127
plag -0.0728 0.1817 -0.6509 -0.1327 -0.1333 -0.0251 0.0162 0.0509 0.0200 0.0898 -0.6903 -0.1046 -0.0359 0.0438
vem  -0.0375 -0.5795 -0.1611 0.2023 0.1209 -0.0887 0.0410 -0.0585 -0.3699 -0.0941 -0.0402 -0.0383 -0.6467 0.0366
hem, 0.0250 -0.6360 -0.0470 0.1548 -0.0180 -0.0739 0.0446 0.0192 -0.1156 0.0009 -0.1910 0.0341 0.7136 0.0212
hema 0.0357 -0.0537 -0.0572 0.0485 -0.2073 0.8366 -0.4072 -0.1756 -0.2085 0.0802 0.0182 -0.0035 0.0191 0.0078
anch -0.0057 0.3383 -0.0907 0.5645 0.0278 -0.0019 -0.0003 -0.0278 -0.2067 -0.7026 -0.0512 0.0473 0.1257 0.0092
gluc  0.2298 0.0411 0.0806 -0.0199 -0.2550 0.0364 -0.0046 0.8770 -0.3161 0.0326 0.0237 0.0077 -0.0336 0.0174

Proyecciones de los 20 primeros individuos en las componentes principales

PC1 PC2 PC3 PC4 PC5 PCe PC7 PC8 PC9 PC10 PCl11 PC12 PC13 H PCl14
1] 0.314965 -1.281236 -0.587206 0.706806 -1.625510 -0.494755 0.436678 -0.282985 -0.721161 -0.411115 0.603540 -0.016496 0.018889 -0.532318
21-1.038018 -1.756577 -0.221568 0.562079 -0.398178 -0.079117 0.045350 0.308589 -0.024351 -0.443711 -0.405522 0.642753 0.124410 -0.392826
3|-3.284438 -0.141684 -0.214251 0.146072 -0.579016 -0.848883 0.508412 -1.120036 -1.621539 0.556296 0.736836 -0.327942 -0.216498 0.526665
4
5

0.083076 -1.749775 0.121153 -0.239805 0.508750 0.027595 -0.087116 0.052657 0.361050 0.430199 0.064833 0.606346 -0.202108 -0.148502
1.581764 -1.260650 -0.288860 0.415610 -0.781134 -0.378040 0.268590 0.111831 -0.797565 0.004780 -0.191663 -0.145843 0.663060 -0.179298
6] 1.241496 -1.615989 -0.601508 0.495659 -0.049662 -0.363144 0.181350 -0.369905 -0.768224 -0.117940 -0.214077 0.508784 -0.241878 -0.149201
7| 0.852427 1.044862 0274954 0.249112 -1.243456 -0.114689 0.189016 0.207626 -0.272815 -0.471948 1.515466 0.015126 -0.759211 -0.391598
8] 0.888750 0.570441 -0.161351 -0.134141 1.082305 0.196329 -0.242085 0.136744 -0.120708 -0.093943 0.029259 0.557134 -1.392437 0.223417
91 0.550141  0.662910 1.613277 0.188586 0.957855 0.344835 -0.316197 -0.098100 0.567308 -0.398500 -0.396105 0.549956 0.265823 0.195177
10 | -1.210098 0.277280 -0.674475 0.105807 1.225463 0.152621 -0.310231 0.625621 -0.211651 -0.306663 -0.878281 -1.023031 0.387916 -0.417589
11| -0.817526 -1.019584 -1.515565 -0.330274 0.102556 0.098394 -0.089037 1.341387 0.005577 0.167055 0.811924 0.251944 -0.404485 -0.400481
12 | -4.147063 -0.423389 -0.601625 -0.115217 3.765797 0.748109 -0.988000 1.137237 0.744420 -0.397705 -0.865236 0.720986 0.379332 -0.857005
13| 0.363694 0.099121 1.572050 1.363734 -0.182195 0.405177 -0.219544 0.686315 0.374850 -1.845468 -0.390842 -0.125590 0.210023 -0.237764
14| -4.708464 1.654549 -0.169634 0.236624 -1.269360 0.156565 -0.051848 3.240637 -1.057894 -0.590333 0.041835 0.405114 -0.294376 0.054772
15| -1.320563 0.012210  0.039639 -0.021384 -0.027707 0.353581 -0.216353 1.467858 0.521276 -0.277809 -0.173350 -0.066866 1.105296 -0.055349
16 | 0.193574 -1.094196 -0.263259 0.419507 1.323357 -0.005014 -0.187275 0.164317 -0.786285 -0.233870 -0.365454 0.080298 -0.431307 -0.050834
17 | -2.115753 0.787109  0.829658 0.161205 0.347992 -0.148071 -0.072598 2.436741 -2.243908 0.197738 0.356309 -0.107311 -0.044585 0.090487
18 | 0.322749 -0.940947 0.661439 -0.104050 0.754187 0.279158 -0.218749 -0.009176 0.677896 0.023588 0.862897 0.722332 -0.110643 -0.049386
19 | -0.625968 -0.210199 1.695179 0.013017 -0.492184 -0.117434 0.069263 0.172928 -0.285559 0.344905 -1.451762 -0.537649 0.199341 0.325390
20 | -0.430472 -0.323347 -1.071172 -0.267355 0.371179 0.162191 -0.140513 -0.289677 0.718176 0.064170 -1.773310 -0.228927 -0.306801 0.242099




ANEXO B

Anexo II: Aplicacion y Resultados

B.1. Test de Normalidad.

Para las muestras provenientes del indice ACP

Kolmogorov-Smirnov Test

Tabla B.1: Kolmogorov-Smirnov Test para la Muestra 1

(indice ACP).
D
Test statistic 0.02470489
p value 0.0002344967
Alternative hypothesis two-sided

One-sample Kolmogorov-Smirnov Test: Muestra 1

Tabla B.2: Kolmogorov-Smirnov Test para la Muestra 2

(indice ACP).
D
Test statistic 0.03751539
p value 0.003120842
Alternative hypothesis two-sided

One-sample Kolmogorov-Smirnov Test: Muestra 2

Tabla B.3: Kolmogorov-Smirnov Test para la Muestra 3

(indice ACP).
D
Test statistic 0.03285506
p value 0.01949268
Alternative hypothesis two-sided

One-sample Kolmogorov-Smirnov Test: Muestra 3

Lilliefors Test

Tabla B.4: Lilliefors Test Test para la Muestra 1
(indice ACP).

D

0.025
p value 0

Test statistic

Lilliefors (Kolmogorov-Smirnov) normality test: Muestra 1

Tabla B.5: Lilliefors Test Test para la Muestra 2

(indice ACP).
D
Test statistic 0.038
p value 0.00000

Lilliefors (Kolmogorov-Smirnov) normality test: Muestra 2
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Tabla B.6: Lilliefors Test Test para la Muestra 3
(indice ACP).

D

Test statistic

p value

0.033
0.00001

Lilliefors (Kolmogorov-Smirnov) normality test: Muestra 3

Shapiro-Wilk Test

Para la muestra 1 no es posible utilizarlo debido a que el tamafio de muestra es

mayor a 5 000
Tabla B.7: Shapiro-Wilk normality Test para la Muestra 2
(indice ACP)
w
Test statistic 0.990
p value 0

Shapiro-Wilk normality test: Muestra 2

Jarque—Bera Test

Tabla B.9: Jarque-Bera Test for normality para la Muestra 1

(indice ACP).
JB
Test statistic 299.660
p value 0

Jarque-Bera test for normality: Muestra 1

Tabla B.8: Shapiro-Wilk normality Test para la Muestra 3

(indice ACP)
\%\Y
Test statistic 0.984
p value 0

Shapiro-Wilk normality test: Muestra 3

Tabla B.10: Jarque-Bera Test for normality para la Muestra 2

(indice ACP).
JB
Test statistic 62.720
p value 0

Jarque-Bera test for normality: Muestra2

Tabla B.11: Jarque-Bera Test for normality para la Muestra 3

(indice ACP).
JB
Test statistic 322121
p value 0

Jarque-Bera test for normality: Muestra 3

Para las muestras provenientes del indice CI

Kolmogorov-Smirnov Test



Tabla B.12: Kolmogorov-Smirnov Test para la Muestra 1

(indice ACP).
D
Test statistic 0.03080939
p value 1.539941e-06
Alternative hypothesis two-sided

One-sample Kolmogorov-Smirnov Test: Muestra 1

Tabla B.13: Kolmogorov-Smirnov Test para la Muestra 2

(indice ACP).
D
Test statistic 0.06503447
p value 7.349484e-09
Alternative hypothesis two-sided

One-sample Kolmogorov-Smirnov Test: Muestra 2

Tabla B.14: Kolmogorov-Smirnov Test para la Muestra 3

(indice ACP).
D
Test statistic 0.05773625
p value 1.231279e-06
Alternative hypothesis two-sided

One-sample Kolmogorov-Smirnov Test: Muestra 3

Lilliefors Test

Tabla B.15: Lilliefors Test Test para la Muestra 1
(indice ACP).

D

Test statistic 0.031
p value 0

Lilliefors (Kolmogorov-Smirnov) normalit{ test: Muestra 1

Tabla B.16: Lilliefors Test Test para la Muestra 2

(indice ACP).
D

Test statistic 0.065
p value 0

Lilliefors (Kolmogorov-Smirnov) normality test: Muestra 2

Tabla B.17: Lilliefors Test Test para la Muestra 3
(indice ACP).
D
Test statistic 0.058
p value 0

Lilliefors (Kolmogorov-Smirnov) normality test: Muestra 3

Shapiro-Wilk Test

Para la muestra 1 no es posible utilizarlo debido a que el tamafio de muestra es

mayor a 5 000
Tabla B.18: Shapiro-Wilk normality Test para la Muestra 2
(indice ACP)
W
Test statistic 0.963
p value 0

Shapiro-Wilk normality test: Muestra 2

Jarque—Bera Test

Tabla B.19: Shapiro-Wilk normality Test para la Muestra 3

(indice ACP)
W
Test statistic 0.964
p value 0

Shapiro-Wilk normality test: Muestra 3



Tabla B.20: Jarque-Bera Test for normality para la Muestral Tabla B.21: Jarque-Bera Test for normality para la Muestra 2

(indice ACP). (indice ACP).
JB JB
Test statistic 2,379.227 Test statistic 561.366
p value 0 p value 0
Jarque-Bera test for normality: Muestra 1 Jarque-Bera test for normality: Muestra2

Tabla B.22: Jarque-Bera Test for normality para la Muestra 3

(indice ACP).
JB
Test statistic 897.200
p value 0

Jarque-Bera test for normality: Muestra 3

B.2. Accidentes de Trabajo por Actividad y Ano.

Segun el REGLAMENTO DEL SEGURO GENERAL DE RIESGOS DEL TRABAJO
de Resolucion Nro. C.D. 513, del Instituto Ecuatoriano de Seguridad Social, un ac-
cidente de trabajo es todo suceso imprevisto y repentino que sobrevenga por causa,
consecuencia o con ocasion del trabajo originado por la actividad laboral relaciona-
da con el puesto de trabajo, que ocasione en el afiliado lesién corporal o perturbacién

funcional, una incapacidad, o la muerte inmediata o posterior.
Tabla de Accidentes de Trabajo por Actividad Econémica.

Los datos que se presentan en la Tabla B.23 son querys realizados a la base Acci-
dentes de Trabajo proporcionada por el Seguro General de Riesgos del Trabajo, del

Instituto Ecuatoriano de Seguridad Social.

Tabla B.23: Accidentes de Trabajo por Actividad Econdémica para el periodo 2012-2018

Afio | R I QT N K L M O A G F P B C J S E D H

2012 | 9 243 127 285 146 22 76 119 361 141 2 34 37 37 560 167
2013 |41 355 213 416 357 44 156 234 668 309 5 6 46 9 4 67 870 206
2014 | 51 1075 1201 1729 1396 187 712 1333 2829 1655 30 377 253 272 32 440 4049 504
2015 |45 1157 2 1457 1998 1806 201 930 2151 3052 1835 6 412 308 259 36 448 3997 536
2016 | 71 1100 1531 1756 1894 250 773 2544 2647 1116 3 366 336 262 42 475 3443 367
2017 |60 835 9 4 1300 1240 1401 192 480 2145 1993 719 21 321 232 220 57 359 2673 285
2018 |58 917 30 8 1529 1205 1482 297 512 1967 2046 588 19 350 201 258 46 338 2891 324
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Categorias Individuales de la CITU

Tabla B.24: Categorias Individuales de la CIIU por seccién

Descripcién de la Actividad Econémica Seccién
AGRICULTURA, GANADERIA, SILVICULTURA Y PESCA
EXPLOTACION DE MINAS Y CANTERAS

INDUSTRIAS MANUFACTURERAS

SUMINISTRO DE ELECTRICIDAD, GAS, VALOR Y AIRE ACONDICIONADO
SUMINISTRO DE AGUA

CONSTRUCCION

COMERCIO AL POR MAYOR Y AL POR MENOR
TRANSPORTE Y ALIMENTO

ACTIVIDADES DE ALOJAMIENTO

INFORMACION Y COMUNICACIONES

ACTIVIDADES FINANCIERAS Y DE SEGUROS
ACTIVIDADES INMOBILIARIAS

ACTIVIDADES PROFESIONALES, CIENTIFICAS Y TECNICAS
ACTIVIDADES DE SERVICIOS ADMINISTRATIVOS
ADMINISTRACION PUBLICA

ENSENANZA

ACTIVIDADES DE ATENCION DE LA SALUD HUMANA
ACTIVIDADES ARTISTICAS

OTRAS ACTIVIDADES DE SERVICIOS

ACTIVIDADES DE LOS HOGARES
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B.3. Aplicacién a una muestra que proviene (por medio de simulacién) de una

poblacién normal.

Consideremos tres muestras de tamafio 300 que provienen de una poblacién nor-

mal con media cero y varianza 1.

Tabla B.25: Muestra 1 de tamafio 300

0.99531 -0.26784 0.12458 -0.58586 1.15350 -1.45920 -1.27196 0.64727 2.66333 -0.40390 1.80960 -0.73589 0.22758 -2.72427 -0.74550
-0.04178 -0.54110 0.24662 -0.90613 -0.95255 0.97708 0.44302 -0.19145 1.27355 -0.24970 2.89974 0.75035 -0.45132 -1.60610 -0.33317
1.55326 -1.36555 0.06844 -0.55398 0.33708 -1.10962 1.10987 -1.39598 -0.21628 0.65146 -0.65848 -0.44929 -0.63796 2.05027 0.37531

-0.14024 -0.21756 -1.49613 0.20430 1.06470 -2.05587 2.12831 0.37288 1.13304 -1.13193 1.29304 -1.81978 1.04697 0.84567 0.00075

-0.45207 0.86605 1.32371 -1.18295 0.22328 -0.35254 -1.57260 0.71300 1.62472 0.70108 -1.60321 -0.02172 -1.14474 -0.70750 0.41322

0.35045 2.01851 0.05004 0.86807 0.38263 -0.28348 0.08178 -0.97838 1.78199 244390 -1.74165 1.19733 -0.76338 -2.31614 -0.31002
0.58289 -0.95601 0.06349 -0.11312 0.86045 0.23931 -0.24955 -0.07387 -1.78797 1.41859 -1.42945 0.15344 -1.02876 0.82653 0.14811

0.92675 -1.02515 -0.44181 0.19007 0.72708 -1.44245 -1.26563 1.37120 -0.31482 -1.52296 1.23828 -0.22841 -0.43271 -1.67031 0.95985

-0.70056 -0.61981 0.51471 -0.36495 -1.20119 -0.38969 0.84291 1.10280 1.89989 -0.93410 0.04897 0.11055 1.09161 1.14058 -0.11626
0.06435 -0.26061 -0.45468 0.20054 -0.73153 -0.69405 -0.60145 -0.40834 0.77978 0.23458 0.70574 -0.22231 -0.44167 -0.45683 0.65719

-0.26736 0.65554 0.37665 -0.82399 0.94222 0.01297 1.50754 -0.10377 0.39867 0.31207 1.10245 -0.93377 1.03141 -0.20773 1.30616
0.42539 -0.32339 -1.52971 -0.52286 0.12932 -0.03483 -0.35995 0.22627 1.19744 0.90046 -0.66230 0.40300 -0.97485 0.15651 1.12066
0.64676 0.00336 -1.27666 0.34583 -2.10999 2.45746 0.88865 -1.18811 1.36594 -0.22852 0.28497 0.11321 -1.31952 -1.27678 1.70558
-0.62505 -0.23346 -0.36829 0.31583 -0.13878 -0.30483 0.05473 -0.34273 2.01892 0.63595 -0.10029 -0.12340 -0.65535 -1.27632 -0.06479
-0.08499 0.74600 1.79280 0.88787 0.01901 0.47383 0.49447 0.51112 -0.38768 0.20240 -0.53952 1.40390 -1.06815 -1.44652 2.09472
-1.74495 -1.02942 0.52401 0.34375 -0.10429 1.92342 -0.63026 0.27291 -0.85535 0.33858 0.04124 -1.13850 -0.69165 -1.09821 1.24222
-0.13443 1.53364 -2.00134 -1.69883 0.82597 -1.43940 1.17707 -0.14263 -0.99535 -0.04630 -0.22402 -1.30689 -0.77156 -0.19351 0.31215
1.96040 -0.30975 1.19303 -0.24544 0.28752 -2.15237 -0.08762 0.59721 -0.70024 -2.30309 0.81165 -0.20292 0.87956 -0.73940 0.31217
-0.82562  0.75099 0.51813 0.63265 0.55843 1.20719 -0.89412 0.52525 0.63189 0.89970 1.25323 -1.55274 0.10179 -0.84832 -0.65564
0.04746 -0.81321 -1.16311 0.23719 0.45682 0.77744 -0.35763 -0.92061 -1.87530 -0.05290 0.58804 0.33577 -1.52560 -1.20933 1.01952




Tabla B.26: Muestra 2 de tamafio 300

-0.47358
-0.82760
-0.31109
-0.20438
0.54252
0.34833
-1.85896
-0.76129
-0.39801
1.49430
1.91097
1.86754
0.69364
0.50005
0.36024
-0.08985
1.23352
1.89225
0.77055
0.67128

-0.47917
0.68283
-1.76171
-1.03129
-0.51202
2.21774
-0.51321
-2.22651
-0.98070
-1.28850
0.31154
-1.10517
-0.74973
1.48100
0.21167
2.48061
0.01749
0.71675
0.41662
1.23380

-0.67022
1.37292
0.33977
-0.94598
-0.34416
-0.01933
0.04876
1.28194
1.50252
2.20480
-1.11417
-0.19339
-0.35941
0.36733
0.77817
-0.31215
0.36117
-0.30327
0.33753
0.72504

1.27680
-1.03632
1.13619
1.74695
-1.22731
-1.21111
0.23426
1.02649
-0.88866
0.32831

1.08538
-1.30153
-2.00056
-1.48356
1.53647
0.96155
0.38844
0.12341

-0.78195
-0.39130

2.01988
1.25666
0.04015
-0.75577
0.33461
-1.02225
-1.71417
-0.49088
0.15450
0.16989
-0.74587
-2.62025
-0.52307
-0.91038
-0.66223
-0.33226
1.37880
-0.31890
-0.58018
-0.87875

-0.89308
-0.10685
-0.57939
-0.96698
1.20666
-0.09246
0.47841
0.01327
1.16318
-0.56300
1.04637
-1.02690
-0.67909
0.23917
-0.32895
0.03263
-0.67686
-0.24678
-0.39522
-0.07948

0.02221
0.01357
0.92911
-0.29158
-0.88092
1.08251
-0.76554
-0.30296
-1.78558
0.98420
-0.51029
0.29308
-1.58354
1.71832
0.42094
-0.81800
-0.59658
-1.04984
-1.00196
1.93495

-0.99491
-0.65204
1.39565
0.53656
-0.62225
-0.07909
-2.27031
1.55095
0.79283
-0.42289
0.19318
0.70134
0.09386
0.56348
-1.47715
1.39994
1.06283
1.96675
-1.38591
-1.35531

0.23559
-0.72062
0.30617
1.63011
1.61107
2.30363
-0.40151
0.86377
-0.05199
0.45718
0.04993
0.65317
0.52572
0.59684
-0.50248
-1.64171
2.14739
-0.78540
0.62318
0.03384

1.38793
-0.94822
-1.23610

0.65343

0.14974
-0.30539
-1.04212

1.52516
-1.69581

1.64638

1.55818
-0.07902

0.01019

0.95198
-0.81606

0.06293
-1.17036
-0.93179
-1.52853
-0.38362

2.09644
-1.23562
0.63109
-0.97963
0.30210
0.51085
0.00041

1.50534
-1.71301
0.40611

0.38895
-0.51016
-0.47562
-0.79939
-0.78050
-0.29553
-0.14896
-0.25087
0.37194
1.96388

-0.97752
-0.50816
1.16465
2.02884
0.58811
0.26777
0.16472
-0.45119
-1.00858
0.60177
1.28427
-1.38820
0.41584
-0.59620
0.87265
0.08088
-0.98540
-2.11115
0.56275
-1.20670

-0.76450
1.46453
1.46616
0.16158

-0.48344

-0.72015
0.40715

-1.24926
0.71652
0.75007

-0.51511

-1.06694

-0.56811

-0.13184
0.69361
0.79904

-0.09094
0.25079
0.31100

-0.18575

0.15781

0.16713
0.99900
-0.07757
1.17548
-1.86376
0.49821

0.76416
-3.11816
1.22161

1.37234
0.18709
-0.29465
0.51703
-0.38199
-0.76409
0.10558
-0.28813
0.42802
1.13885

-0.63989
-0.50497
0.35695
1.23431
-0.15018
0.65533
-1.67839
-0.46584
-0.56206
-2.22561
0.69209
-1.27450
-0.85546
0.09340
1.02394
0.13806
-0.40228
-0.63951
-0.72464
-0.79396

Tabla B.27: Muestra 3 de tamafio 300

2.05889
0.85502
1.72965
0.46153
-0.04262
1.56791
-1.74067
-1.18443
-0.68074
-1.04106
0.15981
1.71595
-0.27357
-0.71491
0.74388
2.91068
0.96838
0.65086
0.79359
0.96700

-0.72775
1.05618
-0.91796
-0.65750
-0.51469
-0.48615
2.32777
0.48632
-0.59804
1.53833
-2.04112
0.47861
0.57413
-1.01617
0.56335
-1.11163
-0.16761
-0.89520
0.11881
-0.22230

-1.02770
-0.09321
1.11495
-0.94841
-1.01211
1.62962
-0.21107
-0.47935
0.34196
-0.31192
-0.32834
1.14658
-1.30159
-2.17173
0.00951
-0.39097
2.29985
1.21576
0.66242
0.71364

-1.14645
-2.23015
0.01134
0.65226
-0.34202
-0.52061
0.55497
-0.71755
-0.70562
-1.06462
0.47763
1.47262
2.22573
0.57537
-0.64941
0.54236
1.50888
1.78280
0.38441
-0.01580

-0.30368
-1.19303
-0.56282
-0.20803
-1.90538
0.29273
1.75959
0.70283
-0.06660
2.06539
1.84705
0.40215
-1.93308
0.51266
0.77643
1.19215
-0.20958
-1.07033
-0.03013
-1.24631

0.57685
-0.81052
0.31412
-0.76685
0.45488
0.89955
1.08076
-0.68484
1.03696
0.52205
-1.35551
-0.22012
-0.82901
-1.26436
0.39279
0.41289
-0.89708
0.63238
1.11250
-0.69637

0.69264
-0.19159
0.75749
-0.75325
0.68228
1.35448
-0.62941
-1.00336
-0.29816
-0.01210
217232
-1.25447
-0.16664
2.09734
-1.27982
0.13782
1.23079
-1.01560
0.37259
-0.99669

-0.32481
-0.51276
-1.65166
-2.37581
0.37264
0.73735
0.69355
-0.53046
0.74384
-1.59568
-0.92201
0.04959
1.39837
-0.11646
0.25757
-1.70710
-0.47479
-0.01609
-0.35965
-0.24169

-0.91476
-0.74894
1.62342
-1.27938
0.62708
0.77307
0.07334
-2.92039
-1.39124
0.48619
-0.97845
-0.57308
-0.81319
2.57296
0.91417
1.14525
-0.14600
-0.21557
-0.11351
-1.47741

0.17626
-1.11789
0.46523
-0.35199
-0.54532
1.38668
0.01150
-0.75027
0.31695
0.00022
0.09482
1.03301
-1.72318
0.36022
-0.86137
-0.38016
-1.70518
0.87008
-1.08999
0.76065

-0.60564
-0.35780
0.70096
3.02533
0.70337
0.43728
-1.76472
1.18305
1.60949
-0.03785
-0.29346
0.24804
-1.16934
0.28623
-1.25284
-1.37107
-0.25791
-0.37872
-0.35778
0.50739

-0.24753
-0.37141
-0.74428
0.23008
-0.43291
0.40857
-0.58309
-0.63337
0.15174
0.79652
1.04022
1.06634
-0.31767
0.49398
-0.27421
-1.53979
1.13399
0.40424
-0.91314
-0.35957

0.93682
1.88660

0.38520

0.78003

-0.19967
0.64088
0.32837
1.03915

-1.41449
-0.56071
1.39331

-1.04837
-0.99952
-0.74789
-0.29135
1.11457
-1.38354
2.32919

-1.36631
0.86076

-0.95921
0.54245
0.06413
-0.14120
1.47369
0.96021
-0.77056
-1.70970
1.13890
0.31240
1.03570
-0.74452
0.62583
1.46748
0.65075
-1.79139
0.26723
1.04598
0.61251
0.17154

-0.65415
-0.72691
2.41086
0.81711
1.43636
-0.76238
-0.24136
0.27602
0.17085
1.55513
2.85132
-1.21539
-0.94237
0.53827
0.14471
-0.46420
-0.46151
1.34720
-1.14998
0.69828

Cada muestra, usando el test Kolmogorov-Smirnov,

no rechaza la hipétesis nula

de que las muestras provienen de poblaciones normales. Esto se puede apreciar en
las Tablas B.28, B.29 y B.30.

Tabla B.28: Kolmogorov-Smirnov Test para la Muestra 1

(poblacién normal).

D
Test statistic 0.03899136
p value 0.7517802
Alternative hypothesis two-sided

One-sample Kolmogorov-Smirnov Test: Muestra 1

(poblacién normal).

Tabla B.29: Kolmogorov-Smirnov Test para la Muestra 2

D
Test statistic 0.04935654
p value 0.457936
Alternative hypothesis two-sided

One-sample Kolmogorov-Smirnov Test: Muestra 2




Tabla B.30: Kolmogorov-Smirnov Test para la Muestra 3
(poblacién normal).

D
Test statistic 0.04419858
p value 0.6010767
Alternative hypothesis two-sided

One-sample Kolmogorov-Smirnov Test: Muestra 3

Adicionalmente, al realizar la prueba de igualdad de varianzas poblacionales, te-

nemos:

Tabla B.31: Levene’s Test for Homogeneity of Variance (muestras normales).

Df 2
Fvalue 0.716
Pr(>F) 0.489

Como el p-valor de la Tabla B.31 es mayor a 0.05, entonces no se puede rechazar

la hipétesis nula de igualdad de varianzas.

De todo lo anterior, se verifica el cumplimiento de los supuestos fundamentales

del Test Anova. Su aplicacion a estas muestras nos da el siguiente resultado:

Tabla B.32: Analisis de Varianza de un factor.

Grados de Suma de Cuadrado
lorF Pr(>F
Fuente Libertad Cuadrados Medio vaior r(>F)
Entre Grupos 2 0.75773 0.37886 0.35800 0.69917
Error(dentro de los grupos) 897 949.27018 1.05827

Ahora bien, veremos que pasa desde el punto de vista no paramétrico mediante

la aplicacion del Test Kruskal-Wallis. Esto se puede apreciar en la Tabla B.33

Tabla B.33: Test de Kruskal-Wallis (muestras normales).

Kruskal-Wallis chi-squared

Statistic 0.1948647
Df 2
p-value 0.9071637

Kruskal-Wallis rank sum Test



En este sentido, dado que el Test Anova si verifica el cumplimiento de los supues-
tos fundamentales de su formacion, entonces el Test Anova y el Test de Kruskal-

Wallis son comparables.

Se aprecia claramente que ambos test no rechazan la hipoétesis nula de que las
muestras provienen de la misma poblacién a nivel de ubicacién. Sin embargo, este
ejemplo muestra la utilidad del test Kruskal- Wallis, pues solo requiere del cum-
plimiento del supuesto que las muestras hayan sido extraidas de poblaciones que
tienen su cdf continua; y, evita la tarea de verificar los supuestos necesarios para la

aplicacion test paramétrico Anova.



ANEXO C

Anexo I1I: Enlace Web

C.1. Direcciéon web del aplicativo.

En el enlace web que se presenta mas adelante, el lector podré interactuar con todo
el proceso préctico del presente trabajo de titulacién. Podra no solo ver los resulta-
dos ya expuestos en este estudio, sino también realizar variaciones a cada criterio
considerado. Por ejemplo, no necesariamente puede limitarse al 10% como limite
maximo de datos perdidos presentes en las variable, o considerar que las muestras
sean las proyecciones de los individuos en la primera componente principal para
las actividades econdmicas mas numerosas. El enlace ofrece la libertad de manipu-
lar cada criterio segtin se considere adecuado.

Adicionalmente, dentro del proceso de comparaciones miltiples, la eleccién no se
limita al método de holm y bonferroni, todo lo contrario, se ofrecen ocho diferentes

métodos.

Enlace

https:/ /cristian-guatemal-work.shinyapps.io/ TesisCG/
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