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Resumen

El propésito de este trabajo de investigacion es crear un modelo para la morosidad
de las carteras de crédito comercial y de consumo del sistema financiero nacional,
centrandose en el sistema de bancos privados, para lo cual se usara como herramienta
de modelacion una extension de las cadenas de Markov, como lo son los modelos
ocultos de Markov, cuya particularidad son sus estados no visibles.

Se consideran unicamente las series de morosidad de las carteras de crédito co-
mercial y de consumo, debido a su gran representatividad en el sistema financiero
ecuatoriano, para lo cual se toman datos con frecuencia mensual a partir de julio 2002
hasta diciembre 2017.

En esta investigacion se describe la teoria y metodologia de los modelos ocultos
de Markov, se ajustan modelos de mezcla para cada cartera con el fin de generar los
estados de la cadena de Markov subyacente que representan niveles de riesgo de mo-
rosidad, se estiman valores iniciales para el algoritmo de Baum-Welch para el calculo
de los parametros del modelo oculto de Markov, se realiza la decodificacion de los esta-
dos ocultos, se realiza la prediccion de estados y prondsticos. Finalmente, se analizan
los resultados obtenidos con los modelos clasicos ARIMA/SARIMA. Adicionalmente,
se hace uso del software estadistico R para obtener los resultados del modelo.

Palabras claves: Procesos estocasticos, Modelos ocultos de Markov, Matrices de
transicion, Morosidad de crédito, Programacién en R.
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Abstract

The purpose of this research is to create a model for commercial and consumer de-
fault credit portfolio for the national financial system, by focusing on the private banking
system, it will be used an extension of Markov chains as modeling tool called hidden
Markov models, whose particularity is its non-visible states.

Default credit series of commercial and consumer credit portfolios are considered,
due to their great representation in the national financial system, then monthly informa-
tion is taken from July 2002 to December 2017.

In this research, theory and methodology are described, mixed models are fitted for
each portfolio in order to generate states for underlying Markov chain which represent
default risk levels, initial values for the Baum-Welch algorithm are estimated in order to
compute the hidden Markov model parameters, hidden states are decoded and states
predictions and forecasts are computed. Finally, results are analyzed with classic ARI-
MA/SARIMA models. Furthermore, statistical software R will be used to get results of
the model.

Keywords: Stochastic processes, Hidden Markov models, Transition matrices, De-
fault credit, R programming.
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Capitulo 1

Introduccion.

En las ultimas décadas varios paises no solo los emergentes sino también paises
como Estados Unidos, Japdn, entre otros, han sufrido crisis financieras ocasionados
por variaciones bruscas en el sistema financiero. Este a su vez, es un eje fundamental
para la economia de un pais, ya que por su intermedio se ejecutan todas las tracciones
personales, empresariales y gubernamentales tanto a nivel nacional e internacional.
Ademas, contar con un sistema saludable y sélido permite que los recursos financieros
circulen eficientemente desde las personas que tienen recursos monetario excedentes
hacia las personas que necesiten dichos recursos, lo que permite el desarrollo de la
economia de un pais.

Muchos son los factores que influyen para que se produzca una crisis financie-
ra, pero entre las mas comunes se mencionan: “las malas practicas bancarias, ma-
los negocios, inadecuada supervision bancaria, violacion de las normas, fraude, ajus-
tes estructurales en la economia, inestabilidad macroeconémica, errores en la politica
macroeconomica, sistemas de control inadecuados, fallas operacionales, entre otras.”
(Cuevas, 2013)

Ecuador no esta exento de crisis. De hecho, sufrié una crisis bancaria en el afo
1999, marcando un punto critico en la historia del pais. Ocasionando varios eventos
desfavorables como: “alza de tasas de interés, devaluacion de la moneda, quiebra de
empresas, problemas de liquidez entre otras. Afectado principalmente a los sectores
mas vulnerables.” (Bonilla Toapanta and Galvez Castillo, 2007). Por tal motivo, es im-
portante realizar un seguimiento y evaluacion de las entidades financieras; es decir,
monitorear la situacién de la entidad financiera periédicamente y prevenir eventos des-
favorables, para asegurar la estabilidad del sistema financiero y asi evitar situaciones
como la disminucién de crédito, problemas de liquidez, desempleo, etc.



Por su parte, el Comité de Supervisién Bancaria de Basilea', en su segundo pilar
establece que “El proceso del examen supervisor establecido en este marco no tiene
por objetivo unicamente garantizar que los bancos posean el capital necesario para
cubrir los riesgos de sus actividades, sino que también insta a los bancos a que desa-
rrollen y utilicen mejores técnicas de gestion de riesgos en el sequimiento y control de
los mismos.” (Basilea, 2006).

Por tanto, de lo mencionado anteriormente, se motiva el desarrollo de nuevos méto-
dos y técnicas que permitan controlar y gestionar el riesgo que pueda tener el sistema
financiero, y de ser necesario, tomar acciones correctivas. Un indicador de riesgo es
el indice de morosidad, es decir, el porcentaje de la cartera improductiva frente al total
de la cartera de la entidad. Este indicador es de mucha importancia, pues una tasa
elevada de morosidad indica un alto riesgo para que una entidad financiera entre en
una crisis, lo que ocasionaria un fuerte golpe a la economia del pais.

1.1. Sistema financiero nacional ecuatoriano

El sistema financiero es un eje fundamental para la economia ecuatoriana, ya que
por su intermedio se ejecutan todas las transacciones personales, empresariales y
gubernamentales, tanto a nivel nacional e internacional.

La Superintendencia de Bancos del Ecuador? define el sistema financiero como
“un servicio de orden publico, regulado y controlado por el Estado, que pueden ser
prestadas por las entidades que conforman el sistema financiero nacional, previa auto-
rizacion de los organismos de control, en el marco de la normativa que expida la Junta
de Politica y Regulacion Monetaria y Financiera.” (SBS, 2016c)

El sistema financiero esta integrado por tres sectores: el sector financiero publi-
co (compuesto por bancos y corporaciones), el sector financiero privado (compuesto
por bancos multiples y bancos especializados, servicios financieros, servicios auxilia-
res del sistema financiero y por subsidiarias o afiliadas de las entidades financieras
domiciliadas en el Ecuador) y el sector financiero popular y solidario (compuesto por
cooperativas y mutualistas de ahorro y crédito para la vivienda).

De acuerdo a cifras de la Superintendencia de Bancos del Ecuador, los bancos

'Organizacién mundial cuya funcion es fortalecer la solidez de los sistemas financieros constituida
en 1975.

2Ente supervisor y controlador de las actividades que ejercen las entidades financieras y de seguridad
social, publicas y privadas.



constituyen el mayor y més importante participante del mercado con mas del 90 % de
las operaciones del total del sistema®. Ademas, canaliza gran parte de la riqueza del
pais. Esto se puede apreciar en la figura 1.1 donde a través del tiempo la administracion
de la riqueza, por parte de la banca privada, es cada vez mayor.

Series de cuentas para la banca privada
(en miles de délares)
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Fuente: Superintendencia de Bancos del Ecuador
Elabaracion: Autor.

Figura 1.1: Series de activos, pasivos y patrimonio de la banca privada.

Ademas, la Superintendencia de Bancos del Ecuador menciona que, “el sector de
bancos privados esta conformado por entidades bancarias que canalizan recursos del
publico en forma de depdsitos y los coloca en forma de créditos e inversiones a fin de
financiar actividades productivas y rentables, capaces de generar empleo y crecimiento
economico, usando para ello recursos humanos, operativos y financieros y por ende,
asumiendo riesgos.” (SBS, 2016c¢)

Uno de los riesgos que asume los bancos es el riesgo de crédito representado por
el indice de morosidad de la cartera de crédito*, donde la Superintendencia de Bancos
en su papel de supervisor lo monitorea y calcula, por linea de negocio, de la siguiente
manera:

Cartera improductica

(1.1)

Morosidad de la cartera =
Cartera total bruta

Dentro del sistema financiero nacional, “la Cartera de créditos a partir de agosto de

3Romero, Bertha (2015). Estructura del sistema financiero ecuatoriano, Educacién Financiera
“Debido a que la principal actividad de los bancos es la concesion de créditos, pues contribuye gran
parte de sus ingresos, pero a la vez es un detonante de riesgo.

3



2012 esta clasificada en 6 lineas de negocio: Comercial, Consumo, Vivienda, Micro-
empresa, Crédito Educativo e Inversién Publica®”.

En la figura 1.2 se presenta la evolucién de los indices de morosidad de las carteras
de crédito de las 6 lineas de negocio para la banca privada. En ésta, se aprecia que
la cartera comercial, en periodos iniciales, presenta valores altos de morosidad, es-
pecialmente en noviembre 2002 donde alcanza un valor maximo de 11,49 %, mientras
que la morosidad de la cartera de consumo inicia con un valor de 7,93 % para luego
alcanzar su valor méas alto de 11,62% en febrero 2004. Ademas, se puede apreciar
que el indice de morosidad de la cartera de crédito comercial tiende a decrecer hasta
que en los ultimos periodos se muestra constante hasta llegar a un valor de 1,01 % en
diciembre 2017. Mientras, el indice de mora de la cartera de crédito de consumo tiene
un comportamiento oscilante hasta llegar a un valor de 5,21 % en diciembre 2017. Por
otro lado, la tasa de mora de la cartera de crédito educativa muestra valores a partir de
agosto 2015, debido a que a partir de dicha fecha se comenzaron a realizar préstamos
al sector educativo por parte de la banca privada. Finalmente, se muestra un compor-
tamiento nulo del indice de mora de la cartera de crédito de inversién publica debido a
que la banca privada no destina recursos a dicho sector.

Indices de morosidad de las carteras de crédito
para la banca privada
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Fuente: Superintendencia de Bancos del Ecuador.
Elaboracion: Autor,

Figura 1.2: indices de morosidad de las carteras de crédito de la banca privada.

De las carteras de crédito descritas, las carteras de crédito comercial y de consumo
presentan una gran representatividad en el sistema financiero ecuatoriano, como se

SSuperintendencia de Bancos, Nota técnica 6, Boletines Mensuales Bancos Privados.
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aprecia en la figura 1.3 donde se muestra un diagrama de areas a través del periodo
de analisis. En ésta, se muestra que en cada periodo la cartera comercial ocupa gran
parte del sistema financiero (alrededor del 50 % ), seguida de la cartera de consumo, la
cartera de vivienda, la cartera de microempresa y finalmente, la cartera educativa en
menor proporcion en los periodos finales. Por tanto, en este trabajo de investigacién se
presta mayor atencion a las carteras: comercial y de consumo.

Participacion de las carteras de crédito
para la banca privada
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Figura 1.3: Participacion de las carteras de crédito de la banca privada.

Por tal motivo, el objetivo principal de este proyecto de investigacion es crear un
modelo para la morosidad de las carteras de crédito comercial y de consumo para
el sistema financiero nacional, especificamente para el sistema de bancos privados.
Utilizando como herramienta de modelacién los modelos ocultos de Markov.

De acuerdo a la Regulaciéon No.JB-2011-1897 del 15 de Marzo del 2011 del Banco
Central del Ecuador, en su Capitulo Il, Seccién Il, Articulo 5, se tienen las siguientes
definiciones:

Definicion 1.1 (Crédito comercial). “Se entiende por créditos comerciales todos aque-
llos otorgados a personas naturales o juridicas destinados al financiamiento de activi-
dades de produccion y comercializacion de bienes y servicios en sus diferentes fases,
cuya fuente de pago constituyen los ingresos por ventas u otros conceptos redituables,
directamente relacionados con la actividad financiada.” (BCE, 2011)

Definicion 1.2 (Crédito de consumo). “Son créditos otorgados a personas naturales
destinados al pago de bienes, servicios o gastos no relacionados con una actividad
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productiva, cuya fuente de pago es el ingreso neto mensual promedio del deudor, en-
tendiéndose por éste el promedio de los ingresos brutos mensuales del nucleo familiar
menos los gastos familiares estimados mensuales obtenidos de fuentes estables co-
mo: sueldos, salarios, honorarios, remesas.” (BCE, 2011)

La composicion de la cartera improductiva y la cartera bruta se muestra en el cuadro
1.1.

m Cartera de crédito que no devenga intereses
m Cartera de crédito refinanciada que no devenga intere-

ses
m Cartera de crédito reestructurada que no devenga intere-
Cartera
_ ducti ses
Improductiva | o Gartera de crédito vencida

m Cartera de crédito refinanciada vencida
m Cartera de crédito reestructurada vencida

Cartera de crédito por vencer

Cartera de crédito refinanciada por vencer
Cartera de crédito reestructurada por vencer
Cartera de crédito improductiva

Cartera bruta

Cuadro 1.1: Composicién de la cartera improductiva y la cartera bruta.

Definicion 1.3 (Cartera por Vencer). “Se entiende por cartera por vencer aquella cuyo
plazo no ha vencido y aquella vencida hasta 60, 30 o 90 dias posteriores a la fecha
de vencimiento de la operacion, segun sea el caso conforme a la Normativa vigente, o
de acuerdo a lo establecido en el manual crediticio de la institucion y en el respectivo
contrato, sin perjuicio del calculo de los intereses por mora a que hubiere lugar desde
el dia siguiente del vencimiento de la operacion. También se la conoce como Cartera
Vigente.” (BCE, 2011)

Definicion 1.4 (Cartera que no devenga intereses). “Es aquella cartera que ha dejado
de generar ingresos por intereses y con riesgos potenciales en su recuperacion.” (BCE,
2011)

Definicion 1.5 (Cartera Vencida). “Registra los créditos, en todas sus modalidades
que no hubieren sido cancelados dentro de los plazos establecidos en la Codificacion



de Resoluciones de la Superintendencia de Bancos y de la Junta Bancaria. Adicional-
mente registra las operaciones contingentes pagadas por la institucion por cuenta de
clientes que no se hayan recaudado.” (BCE, 2011)

1.2. Revision de literatura

Un modelo oculto de Markov es un modelo estadistico que ‘permite modelar pro-
cesos estocasticos, donde la ocurrencia de los estados esta asociada con una distri-
bucion de probabilidad y donde las transiciones entre los estados (contables) estan
gobernadas por un conjunto de probabilidades llamadas probabilidades de transicion
de estados. En un estado particular, una observacion se genera también de acuerdo a
una distribucion de probabilidad. Los estados no son visibles (ocultos) y su ocurrencia
depende del estado en el instante anterior”. (Maldonado, 2012). El objetivo es determi-
nar los parametros desconocidos (ocultos) de dicha cadena a partir de los parametros
observables.

Un modelo oculto de Markov consiste en un proceso estocastico doble, en el cual
las realizaciones del primer proceso (proceso oculto - cadena de Markov), dan origen
a un segundo proceso (proceso observado). Los dos procesos se logran caracterizar
usando solo el proceso observable.

Los modelos ocultos de Markov tienen una amplia gama de aplicaciones en dis-
tintos campos. Para tipos de reconocimiento se tiene, Chediak and Maldonado (2014)
quienes lo usan para el reconocimiento automatico de fonemas; Martinez et al. (2003)
y Ramos (2011) lo usan para el reconocimiento de voz, Macas et al. (2012) lo usan
para el reconocimiento automatico del habla y Jurafsky and Martin (2017) lo usan para
el procesamiento del habla y lenguaje. En el area de la medicina, Evin et al. (2011)
lo usan para la prediccién de estados de hipotensién y Cooper and Lipsitch (2004) lo
usan para analizar datos de infeccidn hospitalaria. En el area de la economia, Bhar and
Hamori (2006) detalla algunas aplicaciones economicas financieras. En otras areas,
pueden ser aplicados para modelar la preferencia de los consumidores como lo hace
Patifio Antonioli (2011), donde son aplicados en el sector de consumo masivo para mo-
delar las preferencias de marca en el mercado cervecero. En este estudio se usa como
variables de mucha importancia al volumen de ventas de las empresas y las transac-
ciones entre las marcas mas representativas para finalmente realizar una comparacion
entre el modelo markoviano y el oculto. Por otro lado, se aplica para el modelamiento



de series financieras como lo hace Lihn (2017). Incluso pueden ser usados para mode-
lar la seleccion de acciones como lo hace Nguyen and Nguyen (2015), donde ajustan
estos modelo a series de indices como: la inflacion, IPC, entre otros, para luego, rea-
lizar predicciones y conjuntamente con sus histéricos identificar periodos de similitud
y deternminar las caracteristicas de las acciones que han sido bien recompensadas.
Asi, se asignan puntuaciones y ponderaciones correspondientes a cada una de dichas
caracteristicas. Sobre estos puntajes se realiza la seleccién de acciones.

Existen varios estudios que usan diferentes métodos para la gestion del riesgo. Uno
de las mas usuales es la utilizacion de modelos de stress donde a través de diferen-
tes variables microeconémicas y macroecondmicas explican la variable de interés. En
Ecuador, Uquillas and Gonzélez (2017), lo realizan a través de un modelo SARIMAX
mientras que Guzman Garzén (2017) usa indicadores financieros. Otros estudios ha-
cen uso de matrices de transicién, como es el caso de Montoya Sanchez et al. (2014)
quienes modelan el riesgo de crédito de vivienda para el sector de bancos privados
del Ecuador. Malik and Thomas (2012), los usan para modelar la calificacion de cré-
dito del consumidor, Vazquez and Vaquero (2013), crean matrices de probabilidad de
transicion de microcréditos. La Superintendencia de Bancos del Ecuador usa mucho
las matrices de transicion para el sistema de bancos como se muestra en SBS (2017),
para analisis de cosechas del sistema bancario como se muestra en SBS (2016a) y
para analizar el comportamiento crediticio sectorial como se muestra en SBS (2016b).
Un enfoque mas complejo se muestra en Kipkoech (2016) que usa cadenas de Markov
multivariantes para medir y manejar el riesgo de crédito.

Existen varios estudios que usan los modelos ocultos de Markov relacionados con
la gestién de riesgo. En América Latina, existe muy poca bibliografia, por ejemplo: en
Ecuador, Guzman Garzén (2017) lo usa como un modelo estocastico para modelar la
quiebra de empresas ecuatorianas donde ademas usa los modelos de Altman para de-
finir los estados de quiebre (verde, gris, rojo) para dos instantes de tiempo consecutivos
para diferentes bancos del Ecuador, para en base a ellos, calcular las probabilidades
de transicion de la cadena de Markov. Luego, define las sefiales mediante la morosidad
de crédito (mora y no mora). Finalmente, simula diferentes secuencias de sefnales para
realizar una decoficacién de los estados en dichas secuencias. En Colombia, Mateus
(2008) presenta algunas de sus aplicaciones que mayoritariamente se enfoca a usar-
los para automatizacion de procesos. En Venezuela, Jabbour and Maldonado (2009)
lo usan conjuntamente con redes neuronales para predecir indices bursatiles como un
sistema hibrido.



En otras regiones, la bibliografia es mayor, por ejemplo: Giampieri et al. (2005)
analizan los datos de incumplimiento; Ching et al. (2009), tienen el mismo enfoque,
pero lo hacen de manera interactiva; Korolkiewicz (2012) analiza la calidad de crédito;
Benyacoub et al. (2014) lo usan para clasificacién, donde se evalla la probabilidad de
pertenecer a un grupo basados en los modelos ocultos de Markov como clasificador
lineal. Asi, se definen un conjunto de ecuaciones donde cada uno de ellos representan
probabilidades de pretenencia a los distintos estados (o grupos). Cada una de estas
ecuaciones se expresan como una combinacién lineal de las probabilidades del pro-
ceso observable. Ahuja et al. (2011), Oguz and Gurgen (2008) analizan el riesgo de
crédito usando las probabilidades de incumplimiento; Teng et al. (2013) lo utilizan para
medir el puntaje de crédito del consumidor; Ntwiga et al. (2016) quienes lo usan para
modelar la calificacion de crédito; Ntwiga (2016) quien analiza las redes sociales para
modelar el riesgo de crédito. Otra aplicacién es para la deteccién de fraude bancario
por internet como lo hacen Mhamane and Lobo (2012).

Recopilando todas estas referencias, en este trabajo se usara las distribuciones de
mezcla para clasificar en grupos de riesgo (sefnales ocultas de la cadena de Markov).
Posteriormente, se usara los modelos ocultos de Markov para decodificar los estados
ocultos en cada periodo y realizar prondsticos de morosidad de las carteras de crédito
comercial y de consumo del sistema financiero nacional.

Finalmente, en los trabajos anteriormente mencionados se centran en modelar ban-
cos. Este trabajo de investigacion es innovador, pues se pretende modelar el sistema
financiero nacional, a través de las series mensuales® de la morosidad de las carteras
de crédito comercial y de consumo, centrandose en los bancos privados, pues pre-
sentan gran participacion en el sistema financiero nacional. Por otro lado, los modelos
ocultos de Markov contienen inherente una matriz de transicién que, de acuerdo a
Pérez Delgado (2014), es de suma importancia para tomar decisiones, pues permite
conocer la probabilidad de que un nivel de riesgo cambie otro, ya sea mejor 0 peor, en
un periodo de tiempo. Lo que permite un adecuado control y gestién del riesgo y per-
mitiria implementar politicas econémicas que permitan mantener o mejorar la calidad
de las diferentes carteras de crédito.

La estructura del presente trabajo de investigacion es la siguiente, en el capitulo 2,
se presenta el marco tedérico donde describen los aspectos tedricos para comprender
la metodologia de los modelos de mezclas y los modelos ocultos de Markov. En el
capitulo 3, se aplica la metodologia analitica para el modelamiento de la morosidad

6La informacion fue obtenida la pagina de la Superintendencia de Bancos, Estadisticas
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de las carteras de crédito comercial y de consumo, usando los modelos ocultos de
Markov. Finalmente, en el capitulo 4, se presenta las principales conclusiones que se
obtuvieron en el desarrollo de este trabajo.
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Capitulo 2

Marco Teorico.

En este capitulo se presentan las nociones y definiciones tedricas que son nece-
sarias para entender la metodologia utilizada para modelar las series de morosidad
de crédito de la banca privada usando los modelos ocultos de Markov. Se presenta la
teoria de los modelos de mezclas, las cadenas de Markov y finalmente los modelos
ocultos de Markov; en el cual se fundamenta este trabajo.

2.1. Modelos de mezclas

En esta secciéon se toman como principales referencias a Aggarwal and Reddy
(2013, cap. 3), Salas Gonzalez (2008, cap. 1) y Zucchini et al. (2016, cap. 1).

Los modelos de mezclas han sido una herramienta de modelado estadistico de
gran flexibilidad, capaz de modelar muchos fenémenos en varias disciplinas como en
genética, bioinformatica, ingenieria entre otras. De acuerdo a Zucchini et al. (2016),
los modelos de mezcla son modelos disefiados para acomodar la heterogeneidad no
observada en la poblacién; es decir, la poblacién puede consistir en grupos no obser-
vados, cada uno con una distribucién diferente. De acuerdo a Aggarwal and Reddy
(2013), los modelos mezcla son modelos probabilisticos que se usan para encontrar
clusters para un conjunto de datos.

En los modelos de mezcla para el anélisis de agrupamiento, se suponen que las
observaciones a agrupar, se obtienen de uno o varios grupos de distribuciones de
probabilidad, y el objetivo es estimar dichos parametros para que mejor se ajusten a
los datos. Inferir los parametros de estas distribuciones e identificar cual generd cada
observacidén conduce a un agrupamiento de las observaciones.
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En este trabajo, se usara el enfoque de agrupamiento de los modelos de mezcla
para generar grupos, que para el caso de la tasa de morosidad de la cartera de crédito
representara niveles de riesgo (valores altos de morosidad denotaria la presencia de
crisis (mayor riesgo) y para valores bajos, su ausencia (menor riesgo)), los cuales
serviran como conjunto de estados (finito) para la cadena de Markov subyacente de
los modelos ocultos de Markov.

Matematicamente, si la variable aleatoria (discreta o continua) X es una mezcla
de m componentes (clusters), entonces la funciéon de probabilidad de X, Px(z), es
una suma de distribuciones con distintos pesos w;, i = 1,2,...,m. Este modelo se
representa de la siguiente manera:

Definicion 2.1. Sean m componentes del modelo de mezcla, donde cada componente
es representado por una distribucion (discreta o continua) p(x|6;) con parametros 0; y
w; Su respectivos pesos, coni = 1,2,....m. Entonces, la funcion de probabilidad de X
esta dada por:

px(x) = wp(x|;) (2.1)
i=1
donde0 <w; <1,i=12,....my>.." w =1

En general, este modelo ha sido estudiado para diversas distribuciones p(x|6;) (dis-
creta o continua). En particular, es muy estudiado con distribuciones gaussianas. En
este trabajo, las observaciones de morosidad toman valores de 0 a 1, por lo que, se
opta por usar distribuciones beta para los modelos de mezclas.

Ejemplo 2.1. Un modelo de mezcla gaussiana, donde cada componente tiene una dis-

tribucion gaussiana p(x|0;) = U_\l/ﬂe:ﬂp {——(“';;‘;)2 } quedaria expresado de la siguiente
forma:
S 1 (v — p)?
_ 1- _\E T R 2.2
prto) =3 e {-E e

i=1

La esperanza y el momento k-ésimo de una distribucion de mezcla es calculado
en términos de las esperanzas y momentos de las distribuciones de sus componen-
tes, respectivamente. Es decir, si X representa la variable aleatoria de la distribucidn
de mezcla y X; representa la variable aleatoria de la distribucion del componente i
(1 =1,2,...,m). Entonces, la esperanza de la distribucion de mezcla se expresa de la
siguiente manera:

E(X)= ZwiEu@) (2.3)



Y el momento k-ésimo se expresa de la siguiente manera:
=Y wEX), k=12... (2.4)

La estimacién de los parametros (w; y los parametros 0; de la distribucion de los
componentes.) del modelo de mezcla se lo realiza por maxima verosimilitud. Se asume
que el parametro general del modelo de mezcla es un conjunto © = {wy,ws, ..., wm, 01,6s,...,0,}
y que se tiene de una muestra X = {x,z,,...,z,} de n observaciones independien-
tes extraida de la distribucién de mezcla desconocida. De esta manera, la funcién de
verosimilitud del modelo de mezcla esta dado por:

p(X|0) = H Z%p :]6;) (2.5)

=1 j=i

O en forma de logaritmo de la verosimilitud,

m

log p(X1]©) = Zlovz%p z;|6;) (2.6)

En estadistica, la estimacién por maxima verosimilitud (MLE) es un enfoque esta-
distico muy importante para estimar los paramentos, que considera como mejor esti-
macion a aquella que maximiza el logaritmo de la verosimilitud, es decir,

Omre = arggwx {logp(X|@)} (2.7)

Resolver 2.7 puede resultar muy complejo, pues la sumatoria dentro del logaritmo
de 2.6 impide que el logaritmo actle directamente sobre la distribuciéon conjunta, dando
como resultado expresiones complicadas para hallar su solucién. Un método eficiente
para encontrar las soluciones que maximiza la verosimilitud se conoce como algoritmo
de esperanza-maximizacion (EM).

El algoritmo EM es un método iterativo popular para calcular estimaciones de los
parametros por maxima verosimilitud para problemas probabilisticos con variables la-
tentes (datos no observables o perdidos). El algoritmo EM es un método de optimi-
zacidn iterativo que empieza inicializando los valores de los pardametros del modelo,
Luego, sigue dos pasos, el paso de esperanza (E)y el paso de maximizacion (M).
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1. Paso E. Se calcula la esperanza de la verosimilitud mediante la inclusién de las
variables latentes como si fueran observables.

2. Paso M. Se calculan los estimadores de maxima verosimilitud de los parametros
mediante la verosimilitud esperada del paso E

Estos dos pasos se repiten hasta que algun criterio se convergencia sea satisfecha.
En cada iteracion, se garantiza que el algoritmo EM aumenta el valor de la verosimilitud.
Asi lo aseguran Aggarwal and Reddy (2013).

El algoritmo EM es muy popular debido a su implementacion simple con el aumento
monétono garantizado de la verosimilitud durante la optimizacién. Sin embargo, exis-
ten varias limitaciones, como: la existecia de multiples maximos locales; funcién de
verosimilitud no acotada; convergencia lenta; dependencia de los valores iniciales pa-
ra el algoritmo iterativo, lo que consecuentemente produce estimaciones de maxima
verosimilitud subéptimas y ademas, el nimero de grupos es desconocido incialmente.
Salas Gonzalez (2008), Penalver Benavent (2007) y Gomez Losada (2014) mencionan
algunas alternativas para solucionar dicho problema, entre ellas estan: determinacion
aleatoria de valores inciales de los parametros de entrada e incluso se podria generar
multiples conjuntos de valores iniciales, para posteriormente, seleccionar la estimacion
mas probable; y generar previamente cllsters con algina técnica de segmentacion.

Ejemplo 2.2. En el conjunto de figuras 2.1 se presenta ejemplos de modelos de mez-
clas que se obtienen al variar sus parametros. Estas figuras fueron simuladas usando
3 componentes con distribuciones gaussianas, donde los parametros se detallan en el
cuadro 2.1.

Figura 2.1: Ejemplos de modelos de mezclas gaussianas con 3 componentes.
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(W17w2aw3) (N17M27M3) (01702703)

figura 2.1(a) (1712, 1/3,7/12) (10.0, 20.0, 30.0) (3.0, 3.0, 3.0)
figura2.1(b)  (1/3,1/3,1/3)  (10.0, 20.0, 30.0) (3.0, 3.0, 3.0)
figura2.1(c)  (1/4,1/2,1/4)  (10.0, 20.0, 30.0) (1.0, 5.0, 1.0)
figura2.1(d) (1/7,4/7,2/7) (10.0, 20.0, 30.0) (3.0, 5.0, 1.5)

Cuadro 2.1: Parametros de las figuras de los modelos de mezclas 2.1

2.2. Cadenas de Markov

En esta seccion se toman como principales referencias a Rojo and Miranda (2009,
cap. 1), Rincén (2012, cap. 1), Ross (2010, cap. 4) y Zucchini et al. (2016, cap. 1).

“Un proceso estocastico es un modelo matematico que describe el comportamiento
de un sistema dinamico, sometido a un fenémeno de naturaleza aleatoria. La presen-
cia de un fenomeno aleatorio hace que el sistema evolucione segun un parametro,
que normalmente es el tiempo cambiando probabilisticamente de estado. En otras pa-
labras, al realizar una serie de observaciones del proceso, en diferentes ocasiones
y bajo idénticas condiciones, los resultados de las observaciones seran, en general,
diferentes” (Rojo and Miranda, 2009).

Definicion 2.2 (Proceso estocastico). Un proceso estocastico es una coleccion de
variables aleatorias {X, : t € T'} parametrizada por un conjunto T, llamado espacio
parametral, en donde las variables toman valores en un conjunto C' llamado espacio
de estados. (Rincon, 2012)

De acuerdo con la naturaleza del espacio de estados C' y del espacio parametral
T, los procesos estocasticos tienen diferentes clasificaciones. En este trabajo se con-
sidera que el espacio de estados es contable, pues representa los niveles de riesgo de
la cartera de crédito (niveles altos de riesgo denotarian que el sistema financiero se
encuentra cerca de una crisis. Reciprocamente, niveles bajos denotarian que el siste-
ma financiero es saludable y por tanto, esta lejos de una crisis). Se considera ademas
que espacio parametral es discreto, pues los registros de la morosidad de la cartera de
crédito son de frecuencia mensual.

Se dice que un proceso es a tiempo discreto si el espacio parametral es discreto,
y se denota por {X,, : n = 0,1,2,...}. De manera similar, un proceso es a tiempo
continuo si el espacio parametral es continuo, y se denota por {X; : t > 0}.
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Un tipo de proceso estocastico muy comun es el proceso de Markov donde supo-
niendo conocido el estado presente se puede determinar el estado futuro del sistema,
mientras que los estados pasados no tienen influencia en los estados futuros. Esta
condicién se conoce como propiedad de Markov y puede expresarse de la siguiente
forma: Para cualesquiera estados =1, ..., z,_i(pasado), x,(presente), x, 1 (futuro), se
cumple la igualdad:

P(Xn+1 = $n+1|X1 =T1,y... ,Xn = In) = P(Xn+1 = .Cl]n_‘_lan = $n> (28)

De esta forma “la probabilidad del evento futuro (X, = z,,1) S6lo depende del
evento presente (X, = x,), mientras que la informacion correspondiente al evento
pasado (X| = xy,...,X,,_1 = x,_1) es irrelevante.” (Rincon, 2012)

Definicidon 2.3 (Cadena de Markov). Una cadena de Markov a tiempo discreto {X,, :
n=1,2,...} es un proceso estocastico con espacio de estados contable que satisface
la propiedad de Markov 2.8.

En la figura 2.2 se muestra la arquitectura que tiene una cadena de Markov, donde
el pasado y el futuro dependen Unicamente del presente.

Figura 2.2: Arquitectura de una cadena de Markov de primer orden

La condicién 2.8 es equivalente a poder calcular la distribucién conjunta de las
variables X1, ..., X,, de la siguiente manera:

P(X1 = J)l,XQ = ZQ,...,Xn = IEn) = P(X1 = Il)'
P(XQ = SL’Q|X1 = .’131) Cat P(Xn = In|Xn_1 = ZCn_l) (29)
2.2.1. Probabilidades de transicion
Sean i y j dos estados de la cadena de Markov. La probabilidad
Yij(n,n+1) = P(Xp = j| Xy = 1) (2.10)
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representa la probabilidad de transicion del estado ¢ en el tiempo n al estado j al
tiempo n + 1. Estas probabilidades se conocen como probabilidades de transicién a un
paso. En general, las probabilidades de transicion no solo dependen de los estados,
sino también del instante en el cual se efectian. Cuando dichas probabilidades son
independientes del tiempo n; es decir, pueden tomar cualquier valor, se dice que la
cadena de Markov es homogénea en el tiempo, y se denota por:

Vij = P(Xps1 = j| X =) (2.11)

Al variar los indices 7 y j sobre el conjunto de estados C' se obtiene la matriz de
probabilidades de transicién en un paso, denotada por I' = (v,;). Donde la entrada
(i,7) de esta matriz es la probabilidad de pasar del estado i al estado ;7 en una unidad
de tiempo.

Y1 Y12
=] 71 72 ... (2.12)

Proposicion 2.1. La matriz de probabilidades de transicién T' = (~;;) cumple las si-
guientes propiedades:

W20, VijeC y D =1, VieC
J

Rincén (2012), menciona que “en general, toda matriz cuadrada que cumpla estas
dos condiciones se dice que es una matriz estocastica. Si ademas, la matriz satisface
>..vij = 1, Vi € C, entonces se dice que es doblemente estocastica.”

Estimacion de las probabilidades de transicion

Las estimaciones de las probabilidades de la matriz de transicién se obtienen a
partir de la funcién de verosimilitud donde se define la variable f;; que denota el nd-
mero de transiciones observadas del estado : al estado j, para una cadena de Markov
con m estados C' = {1,2,...,m}. De acuerdo a Kuchler et al. (1997), la funcién de
verosimilitud esta dada por:

m m

=111~y (2.13)

i=1j=1
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o de manera equivalente, aplicando el logaritmo queda como:

L= Z (Z fijlog %’j) (2.14)

m
La maximizacion se la realiza bajo la restriccion de la propiedad de Markov » ~v;; =
j=1
1,Vi=1,2,...,m,y cuya solucién esta dada por:

j=1

2.2.2. Probabilidades de transicion en n pasos

La probabilidad P(X,,., = 7|X,, = i) corresponde a la probabilidad de pasar del
estado ¢ al tiempo m al estado j al tiempo m +n. Dada la suposicion de homogeneidad
en el tiempo, esta probabilidad no depende de m, por lo que coincide con P(X, =
j|X1 = i), y se denota por ~;;(n) o también ﬂ/i(;.‘), y se la denomina probabilidad de
transicion en n pasos.

Al variar los indices i y j se obtiene la matriz de probabilidad de transicién en n

pasos que se denota por I'(n) = (y;(n)) 0 T™ = ({):

Y1(n)  ma(n)

, 0 si i#7 .
Cuando n = 0, se define v;;(0) = Lo i (funcién delta de Kronecker). Es
ST 1=

decir, después de realizar cero pasos, la cadena no puede estar en otro lugar mas que
es su estado de partida.

Ecuacion de Chapman-Kolmogorov

Rincén (2012), la define como “una férmula sencilla y muy util que permite des-
componer la probabilidad de pasar del estado i al estado j en n pasos, en la suma de
probabilidades de las trayectorias que van de i a j, y que atraviesan por un estado k
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cualquiera, en el tiempo intermedio r.”

Proposicion 2.2 (Ecuacién de Chapman-Kolmogorov). Para cualesquiera par de nu-
meros enteros r y n tales que 0 < r < n, y para cualesquiera estados i y j se cumple

Yij(n) = Z Vi (1) Yk (0 — 1) (2.17)

k

Una consecuencia importante de la ecuacién de Chapman-Kolmogorovse es que
la probabilidad de transicion en n pasos, ~;;(n), estd dado por la entrada (i, ;) de la
n-ésima potencia de la matriz I'; es decir, 7;;(n) = (I'");;.

En palabras, este resultado establece que el dificil problema de calcular las proba-
bilidades de transicion en n pasos se transforma en obtener la n-ésima potencia de la
matriz de probabilidades de transicién en un paso; es decir,

n

1i(n) maln) ... Y11 Y12
L(n) =] 7a(n) v2(n) ... | =] 721 722 ... =T (2.18)

Si en la ecuacion 2.17 se toma n = r + s, se tiene

Yij(r + 8) = Z“/ik(r)“/kj(s) = Z’ij(r)%k(s)
k

k
Lo que expresado de forma matricial queda de la siguiente manera:

r+s) = poip®) (2.19)

Cuando una matriz estocastica I'" es diagonalizable; es decir, cuando puede ser
descrita en la forma QDQ~! donde D es una matriz diagonal; las potencias de T" se
calculan facilmente, pues I'" = QD"Q~*. Como D es diagonal, D" es la matriz con
cada elemento de la diagonal elevado a la n-ésima potencia.

2.2.3. Distribucion inicial

“En general, una cadena de Markov inicia su evolucion partiendo de un estado i
cualquiera, de manera general, considerando una distribucion de probabilidad inicial
sobre el espacio de estados. Una distribucion inicial para una cadena de Markov con
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espacio de estados {1,2,...,m} es simplemente una distribucion de probabilidad so-
bre este conjunto; es decir, una coleccion de numeros (uy, us, . . . , u,,) N0 negativos que
suman 1. u; = P(X, = 1) corresponde a la probabilidad de que la cadena inicie en el
estado i.” (Rincén, 2012)

2.2.4. Evolucion de las distribuciones

Consideremos un espacio de estados finito C' = {1, 2,...,m}, y denotemos a la dis-
tribucion de probabilidad inicial u(1) = (uy(1),us(1),...,umn(1)). Luego de transcurrido
la primera unidad de tiempo, la cadena se encuentra en cualquiera de sus posibles
estados de acuerdo a la distribucion u(2) = (u1(2), u2(2),...,un(2)), donde la j-ésima
entrada de ese vector es:

uj(2) = P(Xy = j) = Y P(Xy = j|X1 = i)P(X1 =) = > _u;(1);

1=1 i=1

Es decir, el vector u(2) se obtiene a partir del vector «(1) y de la matriz de probabi-
lidades de transicion I' a través del producto «(2) = «(1)I'; es decir,

Y1 - Vim

Tmi --- Tmm

A su vez el vector u(2) se transforma en el vector u(3) a través de la ecuacién
u(3) = u(2)T = u(1)T'?, y asi sucesivamente. En general, paran > 1,

u(n) = u(n — )T = u(1)0"! (2.20)

De esta forma se obtiene una sucesién de distribuciones de probabilidad (1), u(2),
., u(m), donde cada una de ellas, excepto la primera, se obtiene de la anterior multi-
plicada por la matriz de probabilidades de transicion a un paso.

2.2.5. Distribuciones estacionarias

Definicion 2.4. (Rincon, 2012) Una distribucion de probabilidad 6 = (0y,...,0,,) €s
estacionaria o invariante para una cadena de Markov con matriz de probabilidades de
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transicionT' = (v;;) si

0j = Z 0iYij

En términos matriciales, la distribucién de probabilidad ¢ es estacionaria si 6 = 6T’
y ademas Z’j”:l 9; = 1. Esta identidad tiene como consecuencia, que para cualquier
numero natural n se cumple que 6 = J6I'"; es decir, § es también una distribucion
estacionaria para la matriz I'". Esto significa que si la variable aleatoria inicial X tiene
distribucién 4, entonces la distribucién de X,, también es §; es decir, esta distribucion
no cambia con el paso del tiempo.

Definicion 2.5 (Accesibilidad y Comunicacion). (Rincén, 2012) Se dice que un estado
J es accesible desde el estado i si existe un numero entero n > 0 tal que ~;;j(n) > 0,
ésto se describe como i — j. Se dice ademas que los estados i y j se comunican, y
se escribe comoi <> j, si se cumple quei — j yj — j.

Definicién 2.6 (Cadena irreductible). (Rincdn, 2012) Se dice que una cadena de Mar-
kov es irreductible si todos los estados se comunican entre si.

Proposicion 2.3. (Rincon, 2012) Una cadena de Markov irreductible, homogénea, a
tiempo discreto con espacio de estados finito tiene una unica y estrictamente positiva
distribucion estacionaria.

2.2.6. Estructura Grafica de las cadenas de Markov

Una cadena de Markov esta totalmente determinada por la distribucién inicial u(1) y
la matriz de probabilidades I". De esta manera, la matriz de probabilidades puede ser
descrita como un grafo dirigido, donde cada nodo representa un estado y la probabi-
lidad de transicién determina la existencia de un arco (si /a probabilidad de transicion
es cero, el arco no existe). Esto permite observar el comportamiento de la cadena de
Markov.

Ejemplo 2.3. Se considera una cadena de Markov con 3 estados, con matriz de pro-
babilidades de transicion T'. Su representacion grafica esta dada por la figura 2.3.
2.2.7. Cadenas de Markov de orden superior

“En los casos donde las observaciones en un proceso con espacio de estados
contable no satisfacen la propiedad de Markov 2.8, se sugiere utilizar una cadena de
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0,80 0,70

estadol estado2 estado3

estado 1 0,80 0,20 0,00 0.02 0,05
I' = estado?2 < 0,16 0,70 0,14 ) ’ 0,14
estado 3 0,02 0,05 0,84

0,84
Figura 2.3: Representacién grafica de una matriz de transicién asociada a la cadena
de Markov.

Markov de orden superior; es decir, un proceso {X,, : 1,2,...} que satisfaga la si-
guiente generalizacion de la propiedad de Markov para algun [ > 2: (Zucchini et al.,
2016)

P(Xn+1 = CBn+1|Xn =T, Xp-1=Tp_1,...,X1 = 331) = P(Xn+1 = $n+1||Xn =Tn,--- >Xn—l+1 = fn—l+1)
(2.21)

De este modo para ! = 2, se tiene una cadena de Markov de segundo orden donde
las probabilidades de transicion satisfacen la siguiente ecuacién:

Yijk = P(Xn+1 = /len =J Xpo1 = Z) (222)

Es decir, la expresion 2.22 establece que la distribucién de probabilidad del estado
del proceso al tiempo futuro n + 1 depende Unicamente de los estados del proceso al
tiemponyn—1,y no de los estados en los tiempos pasados 1,...,n—2. Una secuencia
de observaciones que obedece a este modelo se observa en la figura 2.4.

Figura 2.4: Arquitectura de una cadena de Markov de segundo orden
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2.3. Modelos ocultos de Markov

En esta seccidén se toman como principales referencias a Zucchini et al. (2016),
Dymarski (2011) y Rabiner and Juang (1986).

Los modelos ocultos de Markov han sido ampliamente usados en aplicaciones de
procesamiento de sefales, especialmente en el contexto de reconocimiento automa-
tico de la voz, pero su teoria ha sido expandido a otros campos, como por ejemplo:
bioinformatica, finanzas, ecologia, medicina, etc.

De acuerdo a Dymarski (2011), un modelo oculto de Markov es resumido como un
tipo de proceso estocastico doble con los siguientes aspectos:

1. El primer proceso estocastico es una cadena de Markov (se denotara por {C,,})
con espacio contable de estados (no visibles), donde cada uno de ellos esta
generalmente asociado con una distribucién de probabilidad.

2. El segundo proceso observable (se denotara por { X, }), donde cada una de las
observaciones (Vvisibles) es generada por la distribucion de algun estado (oculto)
de la cadena de Markov asociada en cada instante de tiempo.

Definicion 2.7 (Modelo oculto de Makov). Sea {X,, : n € N} un modelo oculto de Mar-
kovy {C, : n € N} una cadena de Markov asociada. Se define X™ = { X, X,,..., X,,}
y C"W = {C},Cs,...,C,} como sus historias del tiempo 1 al tiempo n. Se resume el
modelo por:

P(Cn = Cn|C(n_1)) = P(On = Cn|Cn—1 = Cn—l)v n=23,... (223)
P(Xn = T/n|X(n_1)7 C(n)) - P(Xn - Tn|Cn = Cn)7 neN (224)

El modelo consiste de dos partes: primero, un proceso de parametros no observa-
dos {C, : n =1,2...} que satisface la propiedad de Markov; y segundo, un proceso
dependiente del estado {X,, : n = 1,2,...}, donde la distribucién de X, depende del
estado actual C,, y no de estados u observaciones previas.

El grafico 2.5 presenta la arquitectura de un modelo oculto de Markov mediante un
grafo dirigido, donde C,, representa los estados (ocultos) de la cadena de Markov y X,
las observaciones generadas por las distribuciones dependientes del estado.

En lo que sigue, se asume que la cadena de Markov {C,,} tiene m estados. De esta
manera, se define p; con i = 1,2,...,m como la funcién de probabilidad de X, si la
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Figura 2.5: Arquitectura de un modelo oculto de Markov de primer orden

cadena de Markov se encuentra en el estado 7 al tiempo n; es decir,
pi(r) = P(X, = z|C, = 1) (2.25)

Para el caso continuo, p; denota la densidad de probabilidad de X, asociado al
estado i. De manera general, se refiere a p; como la distribucién que depende del
estado.

Distribuciones marginales

Distribuciones univariantes. Para X, se define u;(n) = P(C,, =i¢)conn=1,2,...,N
ei=1,2,...,my se tiene:

P(Xy =) =Y P(Co = i) P(Xy = 2[Cp = i) = Y _us(n)pi(a) (2.26)

Expresada en forma matricial queda de la siguiente manera:

ple) -0 1
PO =)= () um)- |5 2 [ ] 5 | =uP@n 227)
0 pm(l’) 1

donde P(x) es una matriz diagonal cuyo i-ésimo elemento es p;(x). Ademas, por la
ecuacién 2.20 se tiene que u(n) = u(1)I'"'. Por lo tanto:

P(X, =z)=u(l)I" 'P(2)1’ (2.28)
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Distribuciones bivariantes. La distribucion de un conjunto de variables aleatorias V;
esta dada por:

n

PV, Va,.... Vo) = [ [ P(Vilpa(Vi) (2.29)

=1

donde pa(V;) denota todos los padres o antecesores de V; en el conjunto V3, Vs, ..., V.
Por ejemplo si tenemos las variables X,,, X,,.x, C,., Crii para k un entero positivo, don-
de C; no tienen padres o antecesores, pa(X,) = {Cn}, pa(Crix) = Cp Y pa(Xpyx) =
{Ch+r}, tenemos:

Por lo que, se tiene que,

P(Xp=0,Xnpx=w) = Y P(Xo =0 Xnsr = w,Co =i, Gy = j)

1 1

.
Il
<.
I

P(Cn = i)pi(v)P(CnHﬂ = j|an = i)pj (w)

NE
NE

1 1

.
Il
.
Il

w; ()pi(v)7yi; (k)ps(w)

NE

s
Il
—

<
Il

=1
Expresada en forma matricial queda de la siguiente manera:

P(X, = v, X = w) = u(n)P)I*P(w)1’ (2.30)

La verosimilitud

Zucchini et al. (2016) muestra que la expresién para la verosimilitud L de N obser-
vaciones consecutivas 1,z ..., xy que se asumen fueron generadas por un modelo
de oculto de Markov de m estados, que tiene una distribucion inicial 4 y una matriz de
probabilidades de transicion I' para la cadena de Markov, y una funcién de probabilidad
dependiente del estado p;; esta dada por la siguiente proposicion.

Proposicion 2.4. La verosimilitud de un modelo oculto de Markov esta dada por
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Demostracion. Nétese que

Ly = P(X(N) — X(N)) — Z P(X(N) — X(N),C(N) — C(N))

C1,62,...,cN=1

y por la ecuacién 2.29,

N N
P(XWM) ¢y = P(Cl)H (Cr|Crzr) H (X |Ch) (2.32)
k=1

k=2

De donde se sigue,

m

Ly = Z (501761,62702703 o 'VCN—LCN)(pcl (xl)pcz (‘rQ) ©Pen (xND

C1,C2,..., cy=1
m

- Z 561p01 (xl)7c1762p62 (372)762763 o Yen_1,en T Pen (zN)

c1,€2,...,¢cN=1

= 0P (x1)TP(22)TP(x3) - - TP(zy)1
|

De las expresiones anteriores se deduce que el célculo de Ly, por medio de la
ecuacién 2.31, involucra la suma de m” términos donde cada uno es un producto de
2N factores; es decir, se requiere de O(Nm®) operaciones para obtener Ly, lo cual es
ineficiente excepto para valores de N pequefios.

Una solucién al problema de obtener la verosimilitud por medio de la ecuacién 2.31
es el algoritmo de avance, que consiste en calculos recursivos, lo que resulta compu-
tacionalmente mas eficiente.

Para indicar el algoritmo de avance, se define el vector o, paran = 1,2,..., N, por

o, = 6P (21)I'P(20)I'P(23) - - - TP (2,) = 6P(21) HI‘P(JSS) (2.33)
s=2
A los elementos del vector «,, se denominan probabilidades de avance. Con la
convencién de que el producto vacio es la matriz identidad, se sigue inmediatamente
que:
Ly = ay]’ Y a, = a, I'P(x,), paran>2
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Consecuentemente, se establece el algoritmo para calcular la verosimilitud Ly co-
mo:

Algoritmo 2.1: Calculo de la verosimilitud Ly
Data: z{,z9,...,2n
Result: Ly

1 Inicializar a; = 0P (11);

2 forn=2,3,..., Ndo

3 L o, = a, 10P(z,);

4 LN = aNl’

De esta forma, el célculo de Ly involucra O(Nm?) operaciones, que es eficiente
cuando N es muy grande; es decir, para cada valor de n dentro del lazo, hay m ele-
mentos de «,, por calcular y cada uno es la suma de m productos de 3 cantidades

(an—h inj ypj(JJn))

2.3.1. Estimacion de los parametros por el algoritmo (EM)

Una forma para estimar los parametros de un modelo oculto de Markov (6, I" y los
parametros de la distribucion que dependen del estado) es por medio de la maximi-
zacioén directa de la verosimilitud con respecto a los parametros; es decir, se podria
derivar la funcién de verosimilitud considerando las restricciones correspondientes de
los parametros, pero este enfoque es demasiado complejo debido al gran nimero de
calculos que involucra. Ademas, la funcién de verosimilitud presenta otros problemas
como poseer multiples maximos locales o no estar acotada.

Un método comunmente usado para encontrar los estimadores de maxima vero-
similitud de los modelos ocultos de Markov es el algoritmo (EM). En el contexto de
los modelos ocultos de Markov el algoritmo (EM) es conocido como el algoritmo de
Baum-Welch.
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Probabilidades de avance y retroceso

Se define el vector de probabilidades de avance a,,, paran =1,2,..., N como:

a, = 6P(z1)TP(xy)...TP(x,) = 6P (1) ﬁI‘P(a:s) (2.34)

s=2

Y el vector de probabilidades de retroceso 3,,, paran =1,2,..., N como:

B, = TP (2,11)TP(2,s2) --- TP (xy)1' = ( 11 PP<x5>) v (2.35)

s=n+1

Donde 8§ denota la distribucion inicial de la cadena de Markov. Con la convencién
de que el producto vacio es la matriz identidad tenemos que paran = 1, a; = 0P ()
yparan=N,(By =1

Probabilidades de avance. Se sigue inmediatamente de la definicion de «,, que,
paran=1,2,...,N — 1, ap+1 = a,I'P(z,,1) 0, en su forma escalar,

m

nt1(J) = Z Oén(i)%‘jpj (Tn41) (2.36)

=1

Proposicion 2.5. Paran=1,2,.... Nyj=1,2,...,m,

ap(j) = P(X™ =x™ ¢, = j) (2.37)

Demostracion. Para la demostracién usaremos el siguiente resultado,

P(X™H) = x(t) O =4 Oy = 5) = P(X™M =x C, =)
P(Cn-i-l = ]lCn = i)P(Xn+1 = $n+1|0n+1 = ]) (238)

Por induccion, para n = 1 tenemos que a; = 6P (z;). Por tanto,
a1(j) = ;p(z1) = P(C1 = j)P(Xy = 24|Cy = j) = P(Xy = z1,C1 = j),

Suponemos que la proposicién se cumple para n € N, se probara que se cumple
paran + 1:
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m

ns1(5) =D n(i)vip; (1)
=1
m

= Z P(X(n) = X(n)7 Cy = Z)]D(C’n+1 = ]|Cn = Z)P(Xn-i-l = xn+1|Cn+1 = j)

m

- Z P(X(n+1) = X(n+1)7 Cpn=1,Ch = ])

= PX) = x"), Cyy = 5)

Probabilidades de retroceso. Se sigue inmediatamente de la definicién de 3, que,

paran=1,2,...,N -1, 8, =TP(x,1)8,., 0, en su forma escalar,

Bn(j) = i YiiDi(Tnt1) Bt (7) (2.39)
=1
Proposicion 2.6. Paran=1,2,.... N—1ei=1,2,...,m,
Bn(i) = P(Xpi1 = Tpy1, Xpgo = Tpio, ..., Xn = 2n|C, = 1), (2.40)
En una notacion mas compacta,
Bn(i) = P(XN,, = x)\ 1 |C = i) (2.41)
donde X! denota el vector (X, Xoy1,- .-, Xp)

Demostracion. Para la demostracién usaremos los siguientes resultados,

P(Xn—i-l = -T7L+1|C’n+1 = Z)P(Xﬁg_Q = X71¥+2|Cn+1 - Z) - P(X3;+1 = XTI:[+1|CTL+1 - Z) (242)

PX7L = %300 |G = 1) = P(X3 = x3014[C = J, Cogr = 4)
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Por induccion, paran = N — 1 se tiene que, B%_, = TP(zy)1’. Por tanto,

Bn-1( ZP Cny =7|Cno1 =) P(Xy = an|Cn =)

J

= ZP (Cy =j|Cn_1 =1)P( XNy =an|Cn_1 =1,Cn = j)

_Z XN—xNaCN 1 =1, CN—J)
CN 1—2)

:m;P(XN:$NvCN—1 =i,Cy =)
P(Xy =zy,Cn1 =)
P(Cn-1=1)
= P(Xy = zn|Cn-1 =1)

Suponemos que la proposicion se cumple para n + 1, se probara que se cumple
para n:

i) = Z%J'pj(xnﬂ)ﬂnﬂ(j)
J
1 N .
B m Z P(X’]:[“ - XTJ:Zrl? Cn=1,Cphi1 =)
J
P(Xﬁ[—i-l = szv—i-lv Cn = 7)

(Cn - L)
P(Xn+1 - Xn+1|Cﬂ = Z)

Propiedades de las probabilidades de avance y retroceso. Se establecen resul-
tados que relacionan las probabilidades o, (i) y 8,(4), a las probabilidades P(XV) =
xM ¢, = i) que son usados en el algoritmo EM para los modelos ocultos de Markov.
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Proposicion 2.7. Paran=1,2,.... Nei=1,2,...,m,
(1) Bn(i) = P(XIM) = xN) ¢ = 4) (2.44)

y consecuentemente a3, = P(X™) = xM)) = Ly, para cada n.

Demostracion. Por las proposiciones anteriores y el siguiente resultado,

PXY =x7'|C, =1i) = P(X] =x1|C,, = i) P(X) ;= x)\,|C, = 4) (2.45)

Tenemos que,

X! =x7,Cp )P(XQIH fy+1|0 = 1)
X} =xj |O =1)P (Xf:fﬂ fzv+1|Cn = 1)
XY =xVC, =)

La segunda conclusién se sigue inmediatamente de la expresién matricial para la
verosimilitud y la definiciones de o, y 5,.:

Ly = (5P($1)I‘P(x2)-~I‘P(xn)) . (rP(g:nH).--rP(xN) ) — .8,

|
Proposicién 2.8. Tenemos que,
(@) Paran=1,2,...,N,
P(C, = XN = x00) = 22l) (2.46)
(b) Paran=2,3,...,N,
P(Cp_y = j,Cp = kXM = x(M)) = an—l(j)’XilfLI’]\lj(mn)ﬁn(k) (2.47)

Demostracion. Se tiene que,
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De la ecuacién 2.44, tenemos

= 7. XIN) = x(N) ; ;
P(Cn — j|X(N) — X(N)) — P(Cn ]7X X ) _ an(])ﬁn(])

(B) P(X(N) = X(N)) Ly
1
P(Ch_y = 7,0, = kXN = x(M)y = L—P(X(N) =xM C,_1 =4,C, = k)

1

= —P(X") =x" 0,y = j)
Ly

P(Cn = k|cn—1 = ])P(Xiv = erylcn = k)

1 .

= _an—l(])'ijP(Xn = 1,|Cp, = k)
Ly

P(X711V+1 = Xﬁjﬂ‘Cn =k)

Ly

El algoritmo EM para los modelos ocultos de Markov

El algoritmo EM es un método iterativo para realizar estimaciones por maxima vero-
similitud, cuando los datos son faltantes o perdidos, y explota el hecho que el logaritmo
de la verosimilitud de los datos completos (logaritmo de la verosimilitud de los datos
observados y faltantes) puede ser sencillo de maximizar, incluso si la verosimilitud de
los datos observados no lo son. En el caso de los modelos ocultos de Markov, los esta-
dos son considerados como valores faltantes (pues son no observados). De acuerdo a
Zucchini et al. (2016), es conveniente representar la secuencia de estados ¢y, ¢o, ..., cn
generadas por la cadena de Markov por variables aleatorias binarias {0, 1} definidas
como:

uj(n)=1siysolosic,=j (n=12,...,N)

vi(n)=1siysolosic, 1=jyco=k (n=23,...,N)

Con esta notacidn, el logaritmo de la verosimilitud de datos completos de un modelo
oculto de Markov (el logaritmo de la verosimilitud de las observaciones 1, xs, ..., xy
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mas los valores faltantes c1, cs, . . ., ) esta dado por

log (P(x"), ¢™)) = log ( o H%n e H Pe, () )

= log d,, + Z 108 Yo _1.cn + Z log pe, (n)

n=2 n=1

Por tanto, el logaritmo de la verosimilitud de los datos completos es

) St 55 (S

j=1 k=1 \n=2
termino 1 término 2
+Zzuj pi(z,) (2.48)
7j=1 n=1

término 3

donde 4§ es la distribucion inicial de la cadena de Markov, que no necesariamente
es una distribucion estacionaria.

El algoritmo EM para los modelos ocultos de Markov procede de la siguiente ma-
nera:
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Algoritmo 2.2: Estimacion de los parametros del modelo oculto de Markov
(Baum-Welch)
Data: Valores iniciales de los parametros dy, I'y y los parametros de la
distribucion dependientes del estado 6,
Result: Estimaciones de los parametros 5, T y los parametros de la
distribucion dependientes del estado 0
1 repeat
2 PASO E: Estimamos v;x(n) y u;(n) por // Dado los parametros

actuales

j(n) = P(Cp = jIXN = xM) = —&”(‘726"(‘7) (2.49)
N

Giu(n) = P(Couy = §,Cpy = k“X(N) _ X(N)) _ an—1(3) 780k (Tn) Bn (J)

Ly

(2.50)

PASO M: Maximizar el logaritmo de la verosimilitud de datos completos
2.48, con respecto a los tres conjuntos de parametros; la distribucién
inicial 4, la matriz de probabilidades de transicién I" y los parametros de
las distribuciones dependientes del estado.;

3 until Hasta que algun criterio de convergencia sea satisfecha;

La ecuacion 2.48 muestra que el paso M se divide en tres maximizaciones sepa-
radas, ya que los parametros del término 1 depende solo de la distribucién inicial 4, el
término 2 de la matriz de probabilidades de transicién I' y el término 3 de los parame-
tros dependientes del estado. Por tanto se debe maximizar:

1. 3™ @;(1) log 6, con respecto a 4;
2. 3 2 (Zfzvzg @An)) log 7;, con respecto a I'; y

3. > Zj}’zl u;(n)log p;(x,) con respecto a los parametros que dependen del esta-
do. Notar que los Unicos parametros que dependen el término Z,’Ll u;(n)log p;(z,)
son los de la j-ésima distribucion p; dependiente del estado.

La solucién queda de la siguiente manera:
.05 = (1) / S (1) = ().

34



2. vk = 27]1\[:2 6716(”)/ > ket 27]1\[:2 Vjk(n).

3. La maximizacién del tercer término puede resultar facil o no, de acuerdo a la
distribucion dependiente del estado asumida. Esencialmente es el problema es-
tandar de estimacién por maxima verosimilitud para las distribuciones.

Si se considera un modelo oculto de Markov cuya distribucion dependiente del es-
e_)‘J)\;?
e

tado es una Poisson; es decir, p;(x) =
respecto a A; es:

; la maximizacion del tercer término con

5= a ) / S (n) (2.51)

n=1 n=1
Si se considera un modelo oculto de Markov cuya distribucion dependiente del es-

) )2 . ‘.

tado es una Normal; es decir, p;(z) = ——exp {—(IZ;‘;) }; la maximizacién del tercer
J

término con respecto a p; y o; es:

i =Y u(n)z(n) / i;(n) (2.52)
y
N N
55 = ) (@ — 1) [ D a0 (2.53)

Errores estandar e intervalos de confianza

Las propiedades de los estimadores de maxima verosimilitud de los modelos ocul-
tos de Markov son resultados asintéticos y dificiles de calcular. Para explotar estos
resultados se requiere estimar la matriz de varianzas-covarianza de los estimadores
de los parametros. Una alternativa es usar el método de bootstrap paramétrico. La
idea de bootstrap paramétrico es evaluar las propiedades del modelo con parametros
© usando los del modelo con pardmetros ©. Para luego obtener las propiedades de
distribucion de ©. El algoritmo 2.3 permite estimar la matriz de varianza-covarianza de

-~

.
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Algoritmo 2.3: Bootstrap paramétrico
Data: Modelo ajustado con parametros )
Result: Matriz de varianza-covarianza Var-Cov(©)

1forb=1,2,...,Bdo // B suficientemente grande
2 Generamos una muestra, (muestra de bootstrap), de observaciones del
modelo ajustado; es decir, del modelo con parametros ©.; // De

igual longitud que las observaciones originales
3 Estimamos los parametros © por or para cada muestra de bootstrap.;

a4 Calculamos la matriz de varianza-covarianza Var-Cov(©), con 2.54

La matriz de varianza-covarianza de © es entonces estimada por la matriz de
varianza-covarianza muestral de las estimaciones de bootstrap ©*(b), b=1,2,..., B.

Var-Cou(8) = ﬁ i: (6*) - ©()) (') —&°() (2.54)

donde &+(-) — éz;; 8.

El método de bootstrap permite estimar intervalos de confianza de los parametros.
Una alternativa es usar el método del percentil; el cual, luego de obtener los registros
de ©*(b) de las muestras de bootstrap, el intervalo de confianza de tipo percentil al
(1 — a)100 % de confianza para cada parametro esta determinado por los cuantiles:

[9(/2), ¢(1 - /2)] (2.55)

Otra alternativa es utilizar la siguiente ecuacion:

[0 —2SE(6), 0 +2SE®)] (2.56)

donde SE(6) representa el error estandar de 8, que corresponde a la raiz cuadrada
del elemento de la diagonal de Var-Cou(©) del parametro respectivo.
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2.3.2. Prondésticos, decodificacion y prediccion de estados

Distribuciones Condicionales

Usando la verosimilitud de un modelo oculto de Markov y las probabilidades de
avance y retroceso, se sigue inmediatamente que paran = 2,3,..., N, la distribucién
de X, condicionada al resto de observaciones esta dada por:

. . 0P(21)By-+ B, TP(2)Bpy, - Byl
_ (—n) _ (-n)y _ 1)D2 n—1 n+

P = X X ) = T SP(:)By-- B, \TB,., - Byl

x o, I'P(2)3, (2.57)

Con x™™ = (zy,...,2p_1,%Tps1,...,2x), By = TP(2,), a,, = 6P(2,)By---B, y
B, =B,.1---Byl'.

n
En la distribucién condicional anterior, el numerador es la verosimilitud de las ob-
servaciones excepto que la observacion x,, es reemplazada por z y el denominador es
la verosimilitud de las observaciones excepto que z,, es tratado como un dato faltante.

En la ecuacion 2.57, la probabilidad tiene la siguiente forma: una vector fila multi-
plicado por una matriz diagonal de dimensién m x m, P(z) = diag(p:(z),...,pm(x)),
multiplicada por un vector columna. Se sigue que paran = 1,2,..., N, se tiene que

P(X, = 2[X = x7) o Y " di(n)pi(x)

1=1

donde, d;(n) es el producto de la i-ésima entrada del vector a,, 1T y la i-ésima
entrada del vector 3,,. Por tanto,

P(X, = z|XW = x(=") = i w;(n)p;(x) (2.58)

donde w;(n) = di(n)/ ;-1 dj(n) son funciones de las observaciones x(=™ y de los
parametros del modelo.
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Distribuciones de prondstico

La distribucion condicional de Xy, dado X = x(™) donde h representa el hori-
zonte de tiempo, para observaciones de valores discretos es:

P(X(N) = X(N), XN+h = JI)
P(X™) = x(M)

6P (z1)ByB; - - ByI"P(z)1
6P($1)B2B3 s BN]./

P(XNJrh = ZL’|X(N) = X(N)) =

anI"P(2)1’
N aNl’
Si se denota ¢y = ay/apnl’, se tiene
P(Xyyp = 2| XM = xMy = ¢y TP ()1 (2.59)

La distribucion de prondstico puede ser escrita como mezcla de las distribuciones
de probabilidad dependientes del estado:

m

P(Xyin = 2 X =xM) =3 " ¢(h)pi(x) (2.60)

donde &;(h) es la i-ésima entrada del vector ¢y T". En el caso de observaciones de
valores continuos 2.60 representa la densidad de pronéstico.

Decodificacion

En muchas aplicaciones es de interés determinar los estados de la cadena de Mar-
kov mas probables (de acuerdo al modelo ajustado) que haya generado la secuencia
de observaciones.

La decodificacion local del estado al tiempo n se refiere a la determinacién del
estado mas probable a ese momento. Por el contrario, decodificacién global se refiere
a la determinacion de una secuencia de estados mas probables.

Probabilidades de estado y decodificacion local. Para la derivacién del estado
mas probable de la cadena de Markov al tiempo n € {1,..., N}. Usando la ecuacion
2.44, |a distribucion condicional de C,, dadas las observaciones parai = 1,2,...,m, se
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define:

C, =i, XN = x(V)
PX™ = x™M)
n (6)5n (1)

P
P(C, = i|X™) = xM)y = (

Para cada tiempo n € {1,..., N} se puede determinar la distribucién del estado C,,,
dadas las observaciones xV). Para los m estados es una distribucién de probabilidad
discreta con soporte en {1,...,m}.

Paracadan € {1,..., N} el estado mas probable i}, dadas las observaciones, es
definida como
iy = argmaz P(C, = i X = x(M) (2.62)
Este enfoque determina el estado mas probable para cada n (por separado) por
la maximizacion de la probabilidad condicional P(C, = i|X") = x(V), por lo que es
llamada decodificacién local.

Decodificacion Global. En muchas de las aplicaciones, no es de mucho interés el
estado mas probable para un tiempo n separado, sino la secuencia mas probable de
estados (ocultos). En lugar de maximizar P(C, = i|X™) = x(™) sobre i para cada n, se
busca la secuencia de estados ¢y, ¢, . . ., ¢y que maximiza la probabilidad condicional

P(CWYV) = M XN = x (V) (2.63)

o equivalentemente, y mas conveniente, la probabilidad conjunta

N N
P(C(N) =M XN = X(N)) =6, H%n_l,cn Han(xn)

n=2 n=1

Este es un problema de maximizacién sutilmente diferente a la decodificacion local,
y se denomina decodificacién global. Los resultados de la decodificacion local y global
a menudo son muy similares, pero no idénticos.

Al maximizar 2.63 sobre todas las posibles secuencias de estados ¢y, cs, ..., cy por
fuerza bruta involucra m” operaciones; lo que no es factible excepto para NV pequefio.
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Afortunadamente, existe un algoritmo eficiente de programacién dinamica para deter-
minar la secuencia de estados mas probable, llamada algoritmo de Viterbi.

Se empieza definiendo

&i=P(Cr =1, X1 =121) = ipi(21),

y,paran=2,3,....N

fni= méx P(CH Y =c Y o =4 XM = x1)
C1,C2,...,Cn—1
Las probabilidades &,,; satisfacen la siguiente recursién, paran =2,3,... Ny j =
1,2,...,m:
&nj = (mﬁx (En—l,mj)) 2162 (2.64)

Esto proporciona un medio eficiente para calcular la matriz de dimensién N x m de
valores &,,;, ya que, el esfuerzo computacional es lineal en N. La secuencia de maxi-

mizacion de los estados i, s, ..., iy puede entonces ser determinada recursivamente
desde:
iy = argmazx En; (2.65)
i=1,....,m

y,paran=N—1,N—-2....1,de

’L.n = qrgmax (Sni’)/i,in-‘.l) (266)

i=1,....m

Para medir el rendimiento de la decodificacidén, se puede identificar los estados
correctos, por lo que, es usual simular una serie de observaciones del modelo ajustado
y luego aplicar el algoritmo de Viterbi para decodificar sus estados, y luego comparar
los estados de la serie (conocida) con los estados se la serie simulada.

El algoritmo de Viterbi para decodificar los estados ocultos procede de la siguiente
manera:
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Algoritmo 2.4: Decodificacién de estados (Viterbi)
Data: Modelo ajustado

Result: Secuencia de estados iy, s, ..., iy
10 = dipi(21);

2 forn=23,...,Ndo

| 6 = (i (Gamr) ()

iy = argmaz En; ;
i=1,....m

-t

W

-

[=2]
—
;.
I
< 8
.=
=
3
3R
3 8
—~
oy
g,
=
:
—

Prediccion de estados

La férmula para la distribucion condicional del estado C,, paran = 1,2,..., N,
dadas las observaciones x| consideraba solo los estados pasados y presentes. Para
realizar la prediccién del estado se considera n > N.

Dadas las observaciones =1, ..., xy y la ecuacién 2.61, se tiene que la probabilidad
condicional de prediccion del estado puede expresarse parai =1,2,...,m, COMO:

ayl"e]

P(Cyyp = i[X™ = xM) = I
N

= ¢yIle] (2.67)

con ¢y = any/anl’, helhorizonte de tiempoye; = (0,...,0, 1 ,0,...,0).
i-ésima posicioén

2.3.3. Seleccidn y validacion del modelo

Seleccién del modelo por AIC y BIC

“Un problema que surge cuando se usa los modelos ocultos de Markov (o cualquier
otro) es seleccionar un modelo apropiado, por ejemplo, elegir el nimero de estados m
o elegir la distribucion dependiente del estado (binomial, Poisson, normal, beta, etc).
Por lo que es necesario algun criterio para comparar los diferentes modelos posibles.”
(Zucchini et al., 2016)
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Se asume que las observaciones xi, -, ...,y fueron generadas por un modelo
verdadero, pero desconocido f y que a estas observaciones se ajustan modelos de
dos familias diferentes aproximadas {¢: € G1} y {¢» € G-}. El objetivo de la seleccién
del modelo es identificar el modelo, que en algln sentido, es el mejor.

En el enfoque frecuentista, se selecciona la familia estimada mas cercana al modelo
verdadero; que se simplifica en el “Criterio de Informacién de Akaike” (AIC), que esta
definido por:

AIC = —2log(L) + 2p, (2.68)

En el enfoque bayesiano se selecciona la familia estimada que es mas probable al
modelo verdadero; que se simplifica en el "Criterio de Informacion Bayesiano” (BIC),
que esté definido por:

BIC = —2log(L) + plog(N), (2.69)

Donde log(L) es el logaritmo de la verosimilitud del modelo ajustado, p denota en
numero de parametros del modelo y N es el nUmero de observaciones.

Finalmente, en ambos criterios, se tiene que el mejor modelo para el conjunto de
datos dado, es aquel que presenta el menor valor AIC y BIC, respectivamente.

Validacion del modelo con pseudo-residuos

“A pesar de haber seleccionado el mejor modelo con alguno de los criterios ante-
riores, existe aun el problema de decidir si el modelo es necesariamente el adecuado,
por lo que es necesario una herramienta que evalue la bondad de ajuste general del
modelo, e identificar valores atipicos relativos al modelo.” (Zucchini et al., 2016)

En el contexto de los modelos de regresion, los residuos es una herramienta para
validar el modelo. En el caso de los modelos ocultos de Markov, la herramienta usada
son los pseudo-residuos.

Introduccién a pseudo-residuos. Para motivar los pseudo-residuos es necesario el
siguiente resultado: “Sea X una variable aleatoria con funcion de distribucion continua
F. Entonces U = F(X) esta uniformemente distribuido en el intervalo unitario, que se
escribe de la siguiente manera:”

U~U(0,1)

El pseudo-residuo uniforme de una observacion z,, de una variable aleatoria X, es-
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ta definida como la probabilidad, bajo el modelo ajustado, de obtener una observacion
menor o igual a x,:
Uy = P(Xn S xn) - FX” (:En)

Es decir, u, es la observacion z,, transformada por su funcién distribuciéon bajo el
modelo. Si el modelo es correcto, este tipo de pseudo-residuo esta distribuido U(0, 1),
con residuos para observaciones extremas cercanas a 0 o 1. Si el histograma o grafico
gqg-plot de u,, muestra dudas de que sea U(0, 1), se deduce que el modelo no es valido.

Los pseudo-residuos uniformes son utiles, pero tienen el problema de no poder
identificar valores atipicos, pues no son distinguibles valores como 0,97 o0 0,999 gréfica-
mente.

Esta deficiencia de los pseudo-residuos uniformes puede ser solucionada si se uti-
liza el siguiente resultado. “Sea ® la funcion de distribucion normal estandar y X una
variable con funcién de distribucion F. Entonces Z = ®~'(F (X)) esta distribuida como
una normal estandar.” Por lo que, se define el pseudo-residuo normal como

=0 (up) = O (Fx, (z0))

Si las observaciones zi,...,xzy fueron generadas por el modelo X, ~ F,, los
pseudo-residuos normales z, seguirian una distribucién normal estandar. Lo que es
facil de verificar, usando un histograma, un grafico qg-plot o un test de normalidad.

En la figura 2.6 se muestra el procedimiento para la construccién de los pesudo-
residuales normales. Donde, paran = 1,2,..., N, el primer cuadro muestra la distri-
bucién de la observacion x,, el segundo cuadro muestra la distribuciéon del pseudo-
residual uniforme w,, y por ultimo, el tercer cuadro muestra la distribucion del pseudo-
residual normal z,.

fi(z) f(w) 2(z)

Tt ) 0 e -3

Figura 2.6: Construccion de los pseudo-residuos normales.
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El analisis de pseudo-residuos de un modelo oculto de Markov tiene dos objetivos:
evaluar el ajuste general del modelo seleccionado y detectar valores atipicos.

Pseudo-residuos para modelos ocultos de Markov. Considera las observaciones
una a la vez y busca aquellas que, en relacién con el modelo y el resto de observa-
ciones de la serie, son lo suficientemente extremas como para sugerir que difieren en
naturaleza u origen de las otras. Esto significa que el calculo del pseudo-residuo z, de
la distribucién condicional de X,, dado X(~™ est4 dada por:

2 = O (P(X,, < 2,[X = x(7))

Si el modelo es correcto, z, sigue una distribucion normal estandar. El célculo de la
probabilidad condicional estd dada por la ecuacion 2.58.

2.3.4. Variaciones de los modelos ocultos de Markov

Se pueden obtener varios modelos al considerar diferentes distribuciones de proba-
bilidad dependientes del estado. Por ejemplo, para series de conteos, una alternativa
es considerar una distribucién de Poisson o binomial; para series de datos binarios,
una alternativa es considerar una distribucion de Bernoulli. Para series de valores con-
tinuos se consideran densidades de probabilidad como: normal, exponencial, gamma,
beta (para valores entre |0, 1]), etc. Incluso, es posible considerar una distribucién mul-
tinomial (generalizacion de una distribucion binomial). Si se considera varias series de
tiempo a modelar a la vez, una alternativa es usar modelos ocultos de Markov multiva-
riantes.

Los modelos ocultos de Markov se pueden modificar para permitir la influencia de
covariables, permitiendo que algunos de sus parametros dependan de covariables,
como en los parametros de las distribuciones dependientes del estado o en las pro-
babilidades de transicién de la cadena de Markov. En la primera, se establece que las
distribuciones dependientes del estado, que generan las observaciones, dependen de
dichas covariables, como se observa en la figura 2.7(a). En la segunda, se abando-
na la suposicion de homogeneidad de la cadena de Markov y se establece que las
probabilidades de transicién son funcién del tiempo o de dichas covariables.

Otra modificacion que se pude realizar en los modelos ocultos de Markov es con-
siderar que la cadena de Markov subyacente es de segundo orden, como se observa
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) Modelo oculto de Markov con covariables Z,,  (b) Modelo oculto de Markov con cadena de
en las distibuciones dependientes del estado. Markov de segundo orden.

Figura 2.7: Dependencias adicionales en los modelos ocultos de Markov.

en la figura 2.7(b); es decir, que las probabilidades de transicién estan caracterizadas
por:
7(27]* k) = P(Cn-i-l - k|Cn - jv Cn—l = L)

Se puede considerar otras dependencias adicionales en los modelos ocultos de
Markov. Por ejemplo, la suposicién de que la observacion X,, depende Unicamente del
estado actual C,, se puede eliminar. Permitiendo dependencia de observaciones pre-
vias, asi como de C,,, como se observa en las figuras 2.8. Estos modelos son llamados
“Markov-switching models”.

EHHHEDED
Figura 2.8: Dependencia adicional de las observaciones con observaciones previas.

Otro tipo de dependencia adicional permite que la distribuciéon de X,, dependa de
estados previos, asi como del estado actual C,,. Es decir, en lugar de la suposicién
usual 2.24, se cambia por P(X, X"V C") = P(X,|C,_;,C,), como se observa en
la figura 2.9.
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Figura 2.9: Dependencia adicional de las observaciones con estados previos.
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Capitulo 3

Metodologia y Resultados.

En este capitulo se detalla la metodologia utilizada para el desarrollo de la mode-
lacién de las carteras de crédito comercial y de consumo del sector bancario privado
ecuatoriano, para lo cual se inicia con la descripcién de las variables a modelar, se
ajustan los modelos a cada variable, para finalmente presentar los resultados y validar
los modelos obtenidos.

La informacién considerada para la construccién de los modelos consiste en da-
tos de series temporales con frecuencia mensual a partir julio 2002 hasta diciembre
2017. Estos datos fueron tomados del portal web de la Superintendencia de Bancos
del Ecuador, que son libre acceso y pueden ser descargados de la seccién sistema
financiero: estadisticas de bancos privados’.

3.1. Descripcion del modelo

Basado en la bibliografia recopilada en la revision de literatura del capitulo 1, se
establece una metodologia en comun. De manera general, se crean grupos que repre-
sentan los estados de la cadena de Markov, se establece la distribucion dependiente
del estado que generan las observaciones, en base a los grupos creados se calculan
valores iniciales que posteriormente son usados en el algoritmo EM (Baum-Welch) pa-
ra estimar los parametros del modelo oculto de Markov, luego se decodifica los estados
ocultos y finalmente, en pocos casos, se realizan pronésticos.

En este trabajo de investigacion se usa una metodologia similar con algunas modi-
ficaciones. El procedimiento a seguir se presenta en la figura 3.1 y se detalla a conti-

'Los datos pueden ser descargados del siguiente enlace: Boletin de series mensual
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nuacion:

PASO 1. Analisis de la variable a modelar.
= Visualizacion y estadisticas de la variable.

PASO 2. Creacion de los grupos (cltsters).
= Particion de la variable en grupos que representa el espacio de estados. (Uso de
modefos de mezcla).
= Seleccion de la distribucion que genera las observaciones.
= Calculo de valores iniciales de la distribucion dependiente del estado. (Uso del/ mé-
todo de los momentos) y de las probabilidades de la cadena de Markov.

PASO 3. Ajuste del modelo oculto de Markov.
= Estimacién de los parametros del modelo oculto de Markov. (Uso del algoritmo de
Baum-Welch).

Seleccion del modelo. (Uso del criterio de Akaike y bayesiano).

Validacion del modelo seleccionado. (Uso de los pseudo-residuos).
Evaluacion de la calidad de los parametros. (Uso de Bootstrap parameétrico).
Decodificacion de los estados. (Uso del algoritmo de Viterbi).

Prediccion de estados y prondsticos para 12 periodos.

PASO 4. Ajuste del modelo ARIMA.
= Uso de la metodologia de Box-Jenkins.

= Pronoésticos para 12 periodos.

PASO 5. Analisis y validacion de los ajustes y pronésticos.
= Analisis de los resultados obtenidos con el modelo oculto de Markov y el modelo
ARIMA/SARIMA con las observaciones reales y guardadas de la serie en estudio.

Figura 3.1: Procedimiento del modelo.

PASO 1. Analisis de la variable.

= Se dispone de informacién de las series de morosidad de las carteras de crédi-
to comercial y de consumo a partir de julio 2002 hasta diciembre 2017. Para lo
cual se usara la informacién de julio 2002 a diciembre 2016 como datos de en-
trenamiento para ajustar el modelo, mientras que la informacién del periodo 2017
se guardara para ser usado como datos de validacién para compararse con los

resultados obtenidos del modelo.

PASO 2. Creacion de los grupos (clusters).
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» Para cada variable se ajusta un modelo de mezcla para particionarla en 2, 3, 4
y 5 grupos (clusters) que representaran el conjunto de estados de la cadena de
Markov. Ademas, se presentara el grafico de los grupos formados y la densidad
de mezcla resultante.

= | uego, con los grupos formados se calcula los valores de inicio de los parametros
de la cadena oculta de Markov que serviran para algoritmo de Baum-Welch. Para
la distribucion inicial 4, se considera valores iguales, es decir, si m = 3 entonces
0 = (1/3, 1/3, 1/3). Para la matriz de probabilidades I, se usara la expresion
2.15. Para los parametros de la distribucion dependiente del estado, se considera
una distribucion beta(«, 5) (pues los datos estan entre [0, 1]), para lo cual se usa
del método de los momentos para estimarlos. Con el método de los momentos,
las estimaciones de los parametros de la distribucién beta, para un conjunto de
datos, se calcula de la siguiente manera:

LI -

(1-7) {M - 1] (3.2)
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donde 7 representa la media y s la desviacion estandar del conjunto de datos.

PASO 3. Ajuste del modelo oculto de Markov.

= Con los valores iniciales obtenidos en el paso anterior, se realiza el entrenamiento
del modelo oculto de Markov, para obtener sus parametros (4, I', o y () para
m = 2,3,4,5 estados.

= Con los modelos obtenidos previamente se procedera a realizar la seleccion del
mejor modelo con ayuda del criterio de informacion de Akaike (ecuacion 2.68) y
el criterio de informacién bayesiano (ecuacion 2.69) y se validara con ayuda de
los pseudo-residuos normales.

= Con el modelo seleccionado y validado, se procedera a realizar la evaluacién de
la calidad de los parametros estimados, obteniendo sus intervalos de confianza
respectivos con ayuda de Bootstrap paramétrico (algoritmo 2.3).

m Con ayuda del algoritmo de Viterbi se decodificara los estados ocultos de la ca-
dena de Markov (algoritmo 2.4).
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m Se realiza la prediccién de los estados para 12 periodos futuros (ecuacion 2.67).

= Finalmente, se presentara las distribuciones de pronéstico (ecuacion 2.60) para
los 12 periodos futuros para obtener los pronésticos en cada periodo correspon-
diente. En este caso, al usar distribuciones continuas, la ecuacion 2.60 da a lugar
a una densidad de probabilidad, por lo que se usara como valores de pronéstico
a la media, mediana y moda de cada densidad. Para el calculo de las sumas, se
toma una particion {zo,z1,..., 2, ..., xp_1,2,} de [0,1], donde zo = 0y z; = 1
con n suficientemente grande. De esta manera se tiene:

Media (7):
1 n
T = / v f(x)dr ~ Z xif (xi)(z; — im1) (3.3)
70 =0
Mediana ()M d): Valor para el cual se cumple
Md k
/ fla)dr =05 <> fla:)(z; — xio1) = 0,5 (3.4)
0 i=0

donde Md = X;,con0 < k < n.

Moda (Mo): Punto de maxima densidad.
De manera similar, es posible calcular otros estadisticos, tales como:

Varianza (Var(z)):

Var(r) = E(2*) — (E(2))* = /1 v f(x)dw — (/01 xf(x)dx)2

0

~ Z%Qf(l"z)(l?z —Ti1) — (Z i f (i) (@ — xi—1)>

1=0

Desviacion estandar (.5):

S =+/Var(z) (3.6)

Primer cuartil (¢),): Valor para el cual se cumple
Q1 K’
f()de = 0,25 <= Y f(@:)(2; — xi1) = 0,25 (3.7)
0 i=0

donde (; = X, con 0 < k' < n.
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Tercer cuartil (Q);): Valor para el cual se cumple

Q3 k"
fla)de = 0,75 <= Y f(a)(x; — 2i-1) = 0,75 (3.8)
1=0

0
donde ()3 = X»,con 0 < k" < n.

En las expresiones anteriores, al no disponer de una funcién que represente a la
densidad, los estadisticos seran estimados mediante la definicién de la integral
de Riemann. Ademas, antes de calcular estos estadisticos es necesario que la
densidad obtenida cumpla con las condiciones de positividad y que la integral de
—oo aoc (de0 al para la distribucion beta), sea igual a 1.

PASO 4. Ajuste del modelo ARIMA/SARIMA.

= Adicional a los modelos ocultos de Markov se aplicard un modelo ARIMA/SARIMA
con las series de morosidad aplicando la metodologia de Box-Jenkins que se de-
tallada en Capa Santos (2016).

m Se realizara pronésticos para los 12 periodos futuros, los cuales se usaran para
el siguiente paso.

PASO 5. Analisis y validacion de los prondsticos.

» Para finalizar, es este paso se realizara un analisis de los ajustes y pronésticos
obtenidos con el modelo oculto de Markov y el modelo ARIMA/SARIMA, segun
sea el caso, con las observaciones reales de entrenamiento y las observaciones
de validacion guardadas del afno 2017, para analizar el modelo oculto de Markov
obtenido.

Para analizar sus prondésticos se hace uso del cuadrado medio debido al error y
del error porcentual absoluto medio, que de acuerdo a Anderson et al. (2011) se
calculan por:

Cuadrado medio debido al error (CME):

K
1 ] ;- 2
CME = % ;:1 (Valor real; — Prondstico;) (3.9)
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Error porcentual absoluto medio (EPAM):

|Valor real; — Prondstico|

K
1
EPAM = — > x 100 (3.10)

— Valor real;
1=

donde K representa el numero de prondsticos que se realice. De acuerdo a estas
medidas, un modelo es adecuado cuando reporta valores pequerios.

3.2. Modelamiento

Para el modelamiento de cada una de las series de morosidad de las carteras de
crédito se considera un conjunto de datos de entrenamiento y un conjunto de datos
de validacién. En este caso, para el primer conjunto se toman las observaciones a
partir de julio 2002 hasta diciembre 2016 y para el segundo conjunto se consideran las
observaciones correspondientes al afio 2017.

3.2.1. Modelamiento de la cartera de crédito comercial

En la figura 3.2 se muestra la evolucion de la morosidad de la cartera de crédito
comercial donde la seccién sombreada representa al conjunto de observaciones de
validacién y la seccién no sombreada representa el conjunto de observaciones de en-
trenamiento. En esta figura se observa que al inicio del periodo de estudio se tienen
valores de morosidad altos, alrededor del 12 %. Posteriormente, la morosidad disminu-
ye hasta que en los Ultimos periodos tiende a estabilizarse, alrededor del 1 %.

Para modelar la serie de morosidad comercial se usan 174 observaciones que con-
forman el conjunto de valores de entrenamiento donde el valor de la media es de 0,0369
con un valor minimo de 0,0075 y un valor maximo de 0,1149, como se aprecia en el cua-
dro 3.1.

Nro. Obs. Media Desv. Est. Minimo 1ercuartil 2do cuartil 3er cuartii Maximo
174 0.0369 0.0324  0.0075 0.0128 0.0227 0.0568 0.1149

Cuadro 3.1: Cuadro de estadisticos de la serie de morosidad comercial.

En la figura 3.3 se muestra la distribucién de los valores de morosidad de la cartera
comercial junto a su media (recta segmentada vertical). En ésta se observa que existe
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Morosidad de la cartera de crédito comercial
12%
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ene.-2003 ene.-2005 ene.- 2007 ene.-2009 ene.-2011 ene.-2013 ene.-2015 ene.-2017

Fuente: Superintendencia de Bancos del Ecuador.
Elaboracion: Autor.

Figura 3.2: Serie de morosidad de la cartera de crédito comercial.

una gran cantidad de observaciones entre 0y 0,03, el resto de valores se distribuye con
poca frecuencia entre 0,03 y 0,12. Esto también se corrobora en la figura 3.2.

Histograma de Ia morosidad de la
cartera de crédito comercial

60 1

u

40

20

0.00 0.03

0.09 0.12

Fuente: Superintendencia de Bancos del Ecuador.
Elaboracion: Autor.

Figura 3.3: Histograma de la cartera de crédito comercial.

Para comenzar a modelar la serie de morosidad se empieza creando los grupos o
clusters, que representaran niveles de riesgo y que a la vez formaran el conjunto finito
de estados de la cadena de Markov. En este caso, cuando los valores son cercanos
a 1, representaria un estado de crisis indicando que un quiebre del sistema financiero
esté cerca. Por el contrario, valores cercanos a 0 indicarian que un quiebre del sistema
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financiero esta lejos de producirse; es decir, se definiria como un estado de no crisis.
Para esto, se utilizan los modelos de mezcla con los cuales se generan los grupos en
los cuales las observaciones de morosidad siguen una distribucién beta con parame-
tros determinados por las observaciones que conforman cada grupo y que pueden ser
estimados mediante el método de los momentos, dadas por las ecuaciones 3.1y 3.2.

De esta manera, se considera crear modelos de mezcla con 2, 3, 4 y 5 grupos, los
cuales se pueden apreciar en la figura 3.4, donde la recta segmentada representa la
media del grupo generado por el modelo de mezcla respectivo en cada caso.

0.12
e LU TR P LRLERERE v -
.
*
0.09 0.09 . :

Morosidad
2
Morosidad
z

0.03

0.03
0.0183
o
ene.-2003 ene.-2005 ene.-2007 ene.-2009 ene.-2011 ene.-2013 ene.-2015 ene.-2017 ene.-2003 ene.-2005 ene.-2007 ene.-2009 ene..2011 ene.-2013 ene.-2015 ene.-2017
=== Grupo 1 Grupo 2 == Grupo 1 Grupo2 ==Grupo 3
(a) m=2 (b) m=3
0.12 0.12
e R R E L R R EE s R e e e 0.1016 -
0.09 0.09
td
g y 3 (0.071]
2 o ]
N SRV ol SR AT SR WS A R P S e 4 =
2 3 2
S 0.06 : S 0.0
o i o
H 2
J :
: g
& &
““““““ e e e i Tl
0.03 0.03 %
0.0237
L7 s E 2 s -~ £
ene.-2003 ene.-2005 ene.-2007 ene.-2009 ene.-2011 ene.-2013 ene.-2015 ene.-2017 ene.-2003 ene.-2005 ene.-2007 ene.-2009 ene.-2011 ene.-2013 ene.2015 ene.-2017
<= Grupo 1 Grupo2 ==Grupo3 Grupa 4 = Grupo 1 Grupa2 ==Grupo3 Grupa4  ==Grupo5
(c)m=4 (d)ym=5

Figura 3.4: Grupos generados con los modelos de mezclas para la morosidad de la
cartera de crédito comercial.
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Los clusters formados con los diferentes modelos de mezcla estimados, son usados
para estimar los parametros de la distribucion beta de cada cluster para cada modelo
de mezcla usando las ecuaciones 3.1 y 3.2. Los resultados de los pardmetros estima-
dos se encuentran tabulados en los cuadros 3.2, 3.3, 3.4 y 3.5.

w « I6}
Grupo1 0.2768063 20.15 215.07
Grupo 2 0.7231937 5.13 274.78

Cuadro 3.2: Parametros para el modelo de mezcla con 2 grupos para la morosidad de
la cartera de crédito comercial.

w a B
Grupo1 0.121892 231.33 2045.56
Grupo2 0.718129 546  295.93
Grupo3 0.159979 27.40 364.05

Cuadro 3.3: Parametros para el modelo de mezcla con 3 grupos para la morosidad de
la cartera de crédito comercial.

w a B
Grupo1 0.4195065 29.55 2322.43
Grupo 2 0.2818972 33.89 1289.73
Grupo3 0.1776235 19.90 273.31
Grupo 4 0.1209728 231.33 2045.56

Cuadro 3.4: Parametros para el modelo de mezcla con 4 grupos para la morosidad de
la cartera de crédito comercial.

w a B
Grupo1 0.1238681 231.33 2045.56
Grupo 2 0.1801895 102.51 4241.06
Grupo 3 0.1520404 32.12 420.22
Grupo 4 0.4287925 29.55 2322.43
Grupo5 0.1151095 42.10 1204.48

Cuadro 3.5: Parametros para el modelo de mezcla con 5 grupos para la morosidad de
la cartera de crédito comercial.

Los parametros estimados son utilizados para calcular la densidad de mezcla de
acuerdo a la ecuacion 2.1. Las figuras de las densidades de mezclas resultantes se
presentan en 3.5. En las cuales se aprecia la mejora del ajuste de la densidad de
mezcla a medida que se aumenta el nUmero de grupos.
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Densidad
Densidad

= densidad de mezcla densidad grupo 1

densidad grupo 2

== densidad de mezcla == densidad grupo 1 densidad grupo 2 = densidad grupo 3

(@) m=2 (b) m =3

—_—

Densidad
Densidad

densidad grupo 2 == densidad grupo 3 densidad grupo 4

() m=4 (d)m=5

Figura 3.5: Densidades de mezcla formados por los modelos de mezcla para la moro-
sidad de la cartera de crédito comercial.

Con ayuda de los grupos generados con los modelos de mezcla, se generan los
valores iniciales que ayudaran a la estimacion de los parametros del modelo oculto de
Markov usando el algoritmo de Baum-Welch. Los parametros a estimarse son: la distri-
bucién inicial de la cadena de Markov (d), la matriz de transicion de probabilidades (T")
y los parametros de la distribucién beta que dependen del estado. Para la distribucién
inicial se asignaran valores equiprobables; para la matriz de transicién se estimara de
acuerdo a los grupos formados con los modelos de mezcla estimados, con ayuda de
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la ecuacion 2.15; y por ultimo, para los parametros de la distribuciones dependientes
del estado («, 3) se usaran los valores obtenidos de los modelos de mezcla que se
encuentran tabulados en los cuadros 3.2, 3.3, 3.4y 3.5.

De esta manera, los valores iniciales para el algoritmo de Baum-Welch con m = 2,
3, 4y 5 estados, son los siguientes:

Param = 2:
0=(1/2,1/2)

o (098 0.02
0,00 1,00

§=(1/3,1/3, 1/3)

Param = 3:

0,83 0,00 0,17
'=1 000 1,00 0,00
0,12 0,04 0,85

Para m = 4:
8= (1/4, 1/4, 1/4, 1/4)

0,99 0,01 0,00 0,00
0,04 0,94 0,02 0,00
0,00 0,07 0,82 0,11
0,00 0,00 0,17 0,83

Para m = 5:
6 =(1/5,1/5,1/5,1/5, 1/5)

0,83 0,00 0,17 0,00 0,00
0.00 0,89 0,00 0,05 0,05
I'=1 012 0,00 0,84 0,00 0,04
0,00 0,01 0,00 0,99 0,00
0.00 0,20 0,00 0,00 0,80

Con los valores iniciales anteriores se estiman los modelos ocultos de Markov con
m = 2, 3, 4y 5 estados, respectivamente. De los cuales se seleccion6 como mejor
modelo a aquel que tiene 4 estados, debido a que el criterio bayesiano es el menor de
los 4 modelos calculados. Ademas, se acepta la hipétesis nula de normalidad de los
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pesudo-residuos, pues el valor-p es mayor a 0,05. Por otro lado, se tiene un modelo
parsimonioso, pues no es complejo, al no tener muchos parametros por estimar (bajo
coste computacional), satisface los criterios de normalidad y se previene un posible
sobre ajuste.

El nimero de parametros estimados dependera del nUmero de estados seleccio-
nado; es decir, para m estados, en la distribucion inicial 6 se deben calcular m — 1
parametros, pues su suma debe ser 1; en la matriz de transicién I' se deben calcular
m? — m estados, pues su suma por fila debe ser 1; por Gltimo, en los parametros que
dependen del estado («, ) se deben calcular 2m pardmetros. Lo que da un total de
m? + 2m parametros por calcular. Asi por ejemplo, si m = 2 se tendra que calcular 7
parametros. De manera similar para m = 3, 4, 5, respectivamente.

Estos resultados se encuentran resumidos en el cuadro 3.6.

Nro. de Nro. de log. verosi-
’ parametros T AIC BIC p valor
estados - militud
estimados
2 7 564.3190 -1114.6381 | -1092.5247 | 0.0000
3 14 597.6279 -1167.2558 | -1123.0290 | 0.0006
4 23 694.0363 -1342.0726 | -1269.4143 | 0.3294
5 34 714.1651 -1360.3302 | -1252.9223 | 0.1653

Cuadro 3.6: Criterios para selecionar el mejor modelo oculto de Markov para la moro-
sidad de la cartera de crédito comercial.

Se presenta ademas, el grafico de los pseudo-residuos para cada uno de los mo-
delos ocultos de Markov, en los cuales se aprecian que con m = 2y m = 3 estados,
los pseudo-residuos se comportan con cierta tendencia, mientras que cuando m = 4y
m = 5 estados, éstos se muestran dispersos. Lo que se aprecia en la figura 3.6, donde
ademas se presentan sus limites al 95% y 99 % de confianza (franjas azules y rojas,
respectivamente).

En la figura 3.7, se muestra la distribucion de los pseudo-residuos con la respectiva
grafica de la densidad de la distribucién normal estandar. En estas figuras se observan
que los histogramas m = 2 y m = 3 estados no tienen un comportamiento igual al de
una normal estandar, lo que si sucede en los pseudo-residuos cuando m =4y m =5
estados.

Para corroborar que los pseudo-residos del modelo oculto de Markov con 4 estados
siguen una distribuciéon normal estandar. Se realiza un gréafico cuantil-cuantil en don-
de, mientras mas cercanos a la recta identidad se encuentren los pseudo-residios, se
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Figura 3.6: Grafico de los pseudo-residuos de los modelos ocultos de Markov estima-
dos para la morosidad de la cartera de crédito comercial.

concluye que siguen una distribucidon normal estandar. Esto sucede cuando m = 4y
m =5, como se puede apreciar en la figura 3.8.

EL modelo oculto de Markov con 5 estados no fue seleccionado a pesar que cumple
el criterio de normalidad de los pseudo-residuos, debido a que involucra el célculo de
un gran numero de estados y su criterio de Akaike es alto comparado con los demas.

Para el modelo seleccionado se estiman los parametros del modelo oculto de Mar-
kov con sus respectivos errores estandar e intervalos de confianza de acuerdo al mé-
todo del percentil (ecuacion 2.55) y al método de Bootstrap (ecuacion 2.56) al 95 %
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() m=4 (d)m=5

Figura 3.7: Histogramas de los pseudo-residuos de los modelos ocultos de Markov
estimados para la morosidad de la cartera de crédito comerciala.

de confianza. Estos resultados se encuentran tabulados en el cuadro 3.7, donde 6,
denota los valores iniciales para el algoritmo de Baum-Welch; # denota los valores
resultantes de los parametros luego de aplicar el algoritmo; SE(#) denota el error es-
tandar de bootstrap para cada parametro estimado; y finalmente, [¢(«/2), ¢(1 — «/2)]
y [0 —2xSE(6), 0+ 2= SE(F)] denotan los intervalos de confianza con el método del
percentil y de bootstrap, respectivamente.

Respecto a las estimaciones del modelo oculto de Markov con 4 estados, se tiene
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(c) m=4 (d)m=5

Figura 3.8: Graficos qgplot de los pseudo-residuos de los modelos ocultos de Markov
estimados para la morosidad de la cartera de crédito comercial.

que la distribucién inicial esta dada por:

0= < 0,00000 0,00000 0,00000 1,00000 )

De donde se concluye que siempre inicia en el estado 4. Para la matriz de transicién
de probabilidades, se tiene:
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1,00000 0,00000 0,00000 0,00000
0,02080 0,97920 0,00000 0,00000
0,00000 0,04261 0,95739 0,00000
0,00000 0,00000 0,03405 0,96595

De donde se puede concluir que existe una alta probabilidad, cercana a 1, de que
en un periodo parta de un estado y al siguiente vuelva al mismo; la probabilidad de
partir del estado 1 a cualquiera de los demas estados es nula; la probabilidad de partir
del estado 2 al estado 1 es de 0,02080 y 0 para el resto de estados excepto para si
mismo; la probabilidad de partir del estado 3 al estado 2 es de 0,04261 y 0 para el resto
de estados excepto para si mismo; y finalmente, la probabilidad de partir del estado 4
al estado 3 es de 0,03405 y 0 para el resto de estados excepto para si mismo.

Por otro lado, las distribuciones que dependen del estado son distribuciones beta
(al tomar valores entre [0, 1]), donde los parametros para la distribucién del primer
estado son o = 30,27561 y S = 2391,1450; para el segundo estado son o = 43,01097
y 8 = 1677,6301; para el tercer estado son a = 16,87218 y 5 = 260,1111; y finalmente,
para el cuarto estado son o = 100,69080 y 5 = 927,59509.

En el cuadro 3.7 se aprecian que las estimaciones realizadas por el algoritmo
Baum-Welch (¢) varian de los valores inicialmente considerados (¢,). Se observa ade-
mas que los intervalos de confianza, para los parametros del modelo oculto de Markov
seleccionado, con ambos métodos son buenos, en especial para los de la distribucién
inicial, seguidos de las probabilidades de transicion y por ultimo los parametros de las
distribuciones dependientes de los estados, los cuales son regulares.

Luego de las estimaciones de los parametros del modelo oculto de Markov se-
leccionado se procede con la decodificacion de los estados, es decir, descubrir qué
estado genero6 la observacién en cada uno de los periodos. Para esto, se hace uso del
algoritmo de Viterbi (algoritmo 2.4).

Los resultados de la decodificacion se muestran en las figuras 3.9 y 3.10. En la
primera figura se muestra la pertenencia de cada observacién a cada uno de los 4
estados distinguidos por colores. En esta figura se puede diferenciar claramente los
estados a los que pertenecen, ademas de una recta segmentada en cada grupo que
indica su promedio respectivo. En este caso, estos estados representan niveles de
riesgo, valores altos mostrarian una tendencia a una crisis y una mayor exposicién a
una quiebra, mientras que valores bajos representarian una tendencia a no crisis y una
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Parametro | 9, 9 [ SE®) | la(a/2), q(l—a/2)] [0 -2+ SE(@), 0 + 2+ SE(0)]
5, ]0.2500 | 0.0000 | 0.0000 | [0.0000, 0.0000] [0.0000, 0.0000]
5, | 0.2500 | 0.0000 | 0.0000 | [0.0000, 0.0000] [0.0000, 0.0000]
5, | 0.2500 | 0.0000 | 0.0000 | [0.0000, 0.0000] [0.0000, 0.0000]
5, | 0.2500 | 1.0000 | 0.0000 | [1.0000, 1.0000] [1.0000, 1.0000]
7 | 0.9863 | 1.0000 | 0.0000 | [1.0000, 1.0000] [1.0000, 1.0000]
v |0.0137 | 0.0000 | 0.0000 |  [0.0000, 0.0000] [0.0000, 0.0000]
v | 0.0000 | 0.0000 | 0.0000 | [0.0000, 0.0000] [0.0000, 0.0000]
v | 0.0000 | 0.0000 | 0.0000 | [0.0000, 0.0000] [0.0000, 0.0000]
v | 0.0426 | 0.0208 | 0.0920 | [0.0130, 0.2508] [0.0000, 0.2048]
v | 0.9574|0.9792 | 0.0920 |  [0.7494, 0.9870] [0.7952, 1.1632]
s | 0.0000 | 0.0000 | 0.0000 | [0.0000, 0.0000] [0.0000, 0.0000]
v | 0.0000 | 0.0000 | 0.0000 | [0.0000, 0.0000] [0.0000, 0.0000]
v | 0.0000 | 0.0000 | 0.0000 | [0.0000, 0.0000] [0.0000, 0.0000]
v | 0.0345 | 0.0426 | 0.0561 | [0.0156, 0.1617] [0.0000, 0.1548]
v | 0.8621 | 0.9574 | 0.0561 | [0.8383, 0.9844] [0.8452, 1.0696]
v | 0.1034 | 0.0000 | 0.0000 |  [0.0000, 0.0000] [0.0000, 0.0000]
v1 | 0.0000 | 0.0000 | 0.0000 | [0.0000, 0.0000] [0.0000, 0.0000]
v | 0.0000 | 0.0000 | 0.0000 | [0.0000, 0.0000] [0.0000, 0.0000]
v | 0.1667 | 0.0340 | 0.0769 | [0.0141, 0.2360] [0.0000, 0.1878]
vu | 0.8333]0.9660 | 0.0769 | [0.7640, 0.9859] [0.8122, 1.1197]
o | 29550 | 30.275 | 6.1131 | [23.540, 40.421] [18.049, 42.501]
a; | 45.767 | 43.011 | 10556 | [30.232, 62.386] [21.898 , 64.123]
a; | 15.802 | 16.872 | 4.8680 | [11.577, 28.337] [7.1363 , 26.608]
a; | 2058110067 | 31.786 | [68.361, 168.73] [37.104, 164.25]
B, | 2322423911 | 482.70 | [1860.7, 3247.9] [1425.7, 3356.5]
8, |1289.7 | 1677.6 | 414.91 | [1173.7, 2489.2] [847.80 , 2507.4]
8, |273.31|260.11|76.016 | [178.34, 442.57] [108.08, 412.15]
8, | 2045.6 | 927.47 | 289.15 | [627.18, 1518.5] [349.16 , 1505.7]

Cuadro 3.7: Estimaciones e intervalos de confianza de los pardmetros del modelo ocul-
to de Markov seleccionado para la morosidad de la cartera comercial.

menor exposicién a una quiebra.

En la segunda figura, se muestra la probabilidad de pertenencia de cada obser-
vaciéon a cada uno de los 4 estados en todo el periodo de estudio. En esta figura se
observa que las probabilidades estan bien definidas en cada estado, es decir, las pro-
babilidades de pertenencia al estado son muy cercanas a 1.

Posteriormente, se realiza la prediccién de los estados para el afio 2017, para lo
cual, se hace uso de la ecuacién 2.67 donde la prediccién del estado se lo hace de
acuerdo al mayor valor de probabilidad que se obtenga en cada uno de los estados
para cada periodo. Estos resultados se los pueden observar en la figura 3.11 en la
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Figura 3.9: Decodificacién de los estados mediante el uso del algoritmo de Viterbi para
la morosidad de la cartera de crédito comercial.
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Figura 3.10: Probabilidades de pertenecia a los estados para la morosidad de la cartera
de crédito comercial.

cual se aprecia que existe una alta probabilidad de pertenecer al estado 1 en los 12
periodos de prediccion.

Las probabilidades de prediccion del estado se presentan en el cuadro 3.8 en la
cual se muestra que la probabilidad de pertenecer al estado 1 es del 100% en los 12
periodos de prediccidn. Estos resultados son coherentes, pues de acuerdo a la figura
3.2, las observaciones reales correspondientes al periodo de validacién mantienen un
comportamiento constante; es decir, se hallan en el mismo estado 1 (no crisis).
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Figura 3.11: Prediccion de los estados para el afio 2017 para la morosidad de la cartera
de crédito comercial.

Probabilidad Probabilidad Probabilidad Probabilidad

Periodo de pertenecer de pertenecer de pertenecer de pertenecer
al estado 1 al estado 2 al estado 3 al estado 4

Enero 2017 1.0000 0.0000 0.0000 0.0000
Febrero 2017 1.0000 0.0000 0.0000 0.0000
Marzo 2017 1.0000 0.0000 0.0000 0.0000
Abril 2017 1.0000 0.0000 0.0000 0.0000
Mayo 2017 1.0000 0.0000 0.0000 0.0000
Junio 2017 1.0000 0.0000 0.0000 0.0000
Julo 2017 1.0000 0.0000 0.0000 0.0000
Agosto 2017 1.0000 0.0000 0.0000 0.0000
Septiembre 2017 1.0000 0.0000 0.0000 0.0000
Octubre 2017 1.0000 0.0000 0.0000 0.0000
Noviembre 2017 1.0000 0.0000 0.0000 0.0000
Diciembre 2017 1.0000 0.0000 0.0000 0.0000

Cuadro 3.8: Probabilidades de prediccién del estado para el afio 2017 para la morosi-
dad de la cartera de crédico comercial.

Como siguiente paso se procede a calcular las distribuciones de prondstico, para lo
cual se hace uso de la ecuacién 2.60 para cada uno de los 12 periodos de validacién.
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Dichas distribuciones se encuentran en la figura 3.12, en la cual se muestran las dis-
tribuciones de prondstico para el afo 2017. En esta figura se muestra la densidad de
prondstico (en azul) con su respectiva distribucién de probabilidad (en rojo).
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Figura 3.12: Densidades y distribuciones de pronéstico para la morosidad de la cartera
de crédito comercial.

En esta figura se puede observar que en los 12 periodos de validacién se tienen
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densidades de pronéstico muy similares. Esto muestra que en los préximos periodos
se tendran valores de prondsticos muy parecidos. Ademas, estos resultados son cohe-
rentes, pues las observaciones reales tienen un comportamiento parecido; es decir, se
mantienen una tendencia constante con una ligera variabilidad.

Basados es dichas distribuciones se muestran algunos estadisticos descriptivos
para cada periodo de validacién, de acuerdo con las ecuaciones 3.3, 3.4, 3.5, 3.6, 3.7
y 3.8. Estos resultados se visualizan en el cuadro 3.9.

Enero  Febrero  Marzo  Abril  Mayo  Junio  Julio  Agosto Septiembre Octubre Noviembre Diciembre

EROSIOOS gy w  wm a W Wy w2 AN

Horizonte 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12
Media 001250 001250 0.01250 0.01250 0.01250 0.01250 0.01250 0.01250  0.01250  0.01250  0.01250  0.01250
Varianza  0.00001  0.00001  0.00001 0.00001 0.00001 0.00001 0.00001 0.00001  0.00001  0.00001  0.00001  0.00001
Desv.Est 000226 000226 0.00226 0.00226 0.00226 000226 0.00226 000226 0.00226  0.00226  0.00226  0.00226
Moda 001210 001210 001210 0.01210 001210 001210 0.01210 001210 001210  0.01210 001210  0.01210
Cuartil1  0.01080  0.01080  0.01080 0.01080 0.01080 0.01080 0.01080 0.01080  0.01080  0.01080  0.01080  0.01080
Cuartil2 001230 0.01230  0.01230 0.01230 0.01230 001230 001230 001230 0.01230  0.01230 0.01230  0.01230
Cuartil3 001380 0.01380  0.01380 0.01380 0.01380 0.01380 0.01380 001380 0.01380 0.01380 0.01380  0.01380

Cuadro 3.9: Estadisticos de las distribuciones de pronésticos para el afio 2017 para la
morosidad de la cartera de crédito comercial.

En el cuadro 3.9 se puede apreciar que todos los estadisticos en cada uno de los
12 periodos de validacion son idénticos, lo que también se puede visualizar en la figura
3.12, pues su comportamiento es similar en cada periodo.

Para observar el poder predictivo del modelo oculto de Markov, se presenta el ajuste
al conjunto de entrenamiento, usando la ecuacién 2.58 y los pronésticos obtenidos con
dicho modelo al conjunto de validacién (2017). Puesto que, en cada periodo se dispone
de una distribucién, para obtener un valor de ajuste y prondstico, respectivamente,
se pretende usar las medidas de tendencia central, tales como: media, mediana y
moda; para cada periodo. Ademas, se realiza un ajuste con el modelo ARIMA para
la cartera en estudio y se realizan prondsticos para la validacion. Los resultados del
modelo ARIMA se encuentra en el anexo A.

En la figura 3.13 se presenta una comparacion grafica de los 2 modelos con las
observaciones reales, donde se observa que el modelo ARIMA proporciona un mejor
ajuste a las observaciones reales que el modelo oculto de Markov, aunque éste modela
muy bien la tendencia de la serie usando como ajuste y pronéstico la media, mediana
y moda. En ambos modelos, los prondsticos son muy buenos, pues visualmente son
muy cercanos.
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Figura 3.13: Ajustes y prondsticos con el modelo oculto de Markov y el modelo ARIMA
con las observaciones reales para la morosidad de la cartera de crédito comercial.

En un modelo ARIMA se fija un estado del espacio de estados y se varia respecto al
espacio parametral, por lo que al pronosticar se lo realiza periodo a periodo. Mientras
que en un modelo oculto de Markov varia respecto al espacio de estados y al espacio
parametral, por lo que en cada periodo se obtiene una distribucion de prondstico y
para obtener un valor se estima la media, mediana o moda como pronostico. De esta
manera, al comparar los resultados, se tiene que el del modelo oculto de Markov no son
tan buenos, como el del modelo ARIMA, pues sus medidas de exactitud son mejores
(tabla 3.10), pero si se encuentran en el dentro del estado predicho (estado 1). Esto
hacen que sean mejores sobre los modelo ARIMA pues predicen estados y prondsticos
dentro de ellos.
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Prondstico Pronodstico Pronostico HMM Prondstico

ARIMA  HMM (Media) (Mediana) HMM (Moda)
EAM | 0.00072814  0.00086586 0.00085320 0.00086468
CME  0.00000100 0.00000113 0.00000108 0.00000111

EPAM | 6.02% 7.39% 7.17% 7.15%

Cuadro 3.10: Medidas de exactitud para la morosidad de la cartera de crédito comer-
cial.

En la figura 3.13 se presentan los ajustes (conjunto de entrenamiento) y los pro-
nésticos (conjunto de validacion) del modelo ARIMA y del modelo oculto de Markov,
y se los compara con las observaciones reales. En esta figura se observan buenos
resultados del modelo ARIMA sobre el modelo oculto de Markov al realizar pronésticos
punto a punto. Por otro lado, los resultados del modelo oculto de Markov también son
buenos pero para estimar estados en cada periodo. Esta figura puede ser de gran in-
terés y utilidad para un ente regulador, pues permite conocer donde se encontr6 y se
encontrara la situacion de la cartera comercial y sus fluctuaciones en el tiempo.

Por otro lado, no se debe olvidar que los modelos ocultos de Markov no realizan
prondsticos mediante una expresion, como lo hacen los modelos ARIMA, sino que
proporcionan probabilidades que se expresan en densidades (caso continuo) y distri-
buciones de probabilidad.

Ademas, en la figura 3.14 se muestra los pronésticos de los modelos aplicados con
sus respectivos intervalos de confianza y las observaciones reales en donde se ob-
serva que las observaciones reales estan contenidas en el intervalos de confianza del
modelo oculto de Markov y éstas a su vez estan contenidas en los intervalos de con-
fianza del modelo ARIMA. Lo que cual indica que el modelo oculto de Markov reporta
prondsticos mas certeros.

Finalmente, los pronésticos del modelo oculto de Markov generan buenos resulta-
dos, pues las medidas de exactitud 3.9 y 3.10 reportan valores pequenos de aproxima-
damente 0,00000103 para el caso del cuadrado medio debido al error y de 7,17 % para
el caso del error porcentual absoluto medio.

3.2.2. Modelamiento de la cartera de crédito de consumo

En la figura 3.15 se muestra la evolucion de la morosidad de la cartera de crédito
de consumo donde la seccion sombreada representa al conjunto de observaciones
de validacién y la seccién no sombreada representa el conjunto de observaciones de
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Figura 3.14: Comparacion de prondsticos e intervalos de confianza de los modelos con
las observaciones reales de la morosidad de la cartera de crédito comercial.

entrenamiento. En esta figura se observa que la morosidad se comporta de manera
volétil, es decir, existe momento en que la morosidad aumenta hasta un valor maximo
aproximado de 12 % y en otros periodos baja considerablemente hasta un valor minimo
aproximado de 3 %. Ademas, en todo el periodo es muy variable, para finalmente, en
el periodo de validacion se comporta de manera decreciente hasta llegar a valores
cercanos al 5 %.

Morosidad de la cartera de crédito comercial
12%

1%

10%

Morosidad

ene.-2003 ene.-2005 ene,-2007 ene.-2009 ene.-2011 ene.-2013 ene.-2015 ene.-2017

Fuente: Superintendencia de Bancos del Ecuador.
Elaboracion: Autor.

Figura 3.15: Serie de morosidad de la cartera de crédito de consumo.

Para modelar la serie de morosidad de consumo se usan 174 observaciones que
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conforman el conjunto de valores de entrenamiento donde el valor de la media es de
0,0597 con un valor minimo de 0,0344 y un valor maximo de 0,1162, como se aprecia en
el cuadro 3.11.

Nro. Obs. Media Desv. Est. Minimo 1ercuartil 2do cuartil 3er cuartii Maximo
174 0.0597 0.0169  0.0344  0.0469 0.0554 0.0714 0.1162

Cuadro 3.11: Cuadro de estadisticos de la serie de morosidad de consumo.

En la figura 3.16 se muestra la distribucién de los valores de morosidad de la cartera
de consumo junto a su media (recta segmentada vertical). En ésta se observa que
existe una gran cantidad de observaciones entre 0 y 0,062, otra parte de valores se
distribuye con menor frecuencia entre 0,062 y 0,087; y el restante con frecuencia muy
pequena entre 0,087 y 0,12. Esto también se corrobora en la figura 3.15.

Histograma de Ia morosidad de la
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Fuente: Superintendencla de Bancos del Ecuador.
Elaboracién: Autor.

Figura 3.16: Histograma de la cartera de crédito de consumo.

Para comenzar a modelar la serie de morosidad se empieza creando los grupos o
clusters, que representaran niveles de riesgo y que a la vez formaran el conjunto finito
de estados de la cadena de Markov. En este caso, cuando los valores son cercanos
a 1, representaria un estado de crisis indicando que un quiebre del sistema financiero
esté cerca. Por el contrario, valores cercanos a 0 indicarian que un quiebre del sistema
financiero esta lejos de producirse; es decir, se definiria como un estado de no crisis.
Para esto, se utilizan los modelos de mezcla con los cuales se generan los grupos en
los cuales las observaciones de morosidad siguen una distribucién beta con pardame-
tros determinados por las observaciones que conforman cada grupo y que pueden ser
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estimados mediante el método de los momentos, dadas por las ecuaciones 3.1 y 3.2.

De esta manera, se considera crear modelos de mezcla con 2, 3, 4 y 5 grupos, los
cuales se pueden apreciar en la figura 3.17, donde la recta segmentada representa la
media del grupo generado por el modelo de mezcla respectivo en cada caso.
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Figura 3.17: Grupos generados con los modelos de mezclas para la morosidad de la
cartera de crédito de consumo.

Los clusters formados con los diferentes modelos de mezcla estimados, son usados
para estimar los parametros de la distribucion beta de cada cluster para cada modelo
de mezcla usando las ecuaciones 3.1 y 3.2. Los resultados de los parametros estima-
dos se encuentran tabulados en los cuadros 3.12, 3.13, 3.14 y 3.15.

72



w « J6]
Grupo 1 0.6232966 51.49076 997.446
Grupo 2 0.3767034 39.67194 461.131

Cuadro 3.12: Parametros para el modelo de mezcla con 2 grupos para la morosidad de
la cartera de crédito de consumo.

w a B
Grupo 1 0.4160523 35.97781 424.7355
Grupo 2 0.3103734 284.83788 5054.2709
Grupo 3 0.2735743 148.56021 3369.8969

Cuadro 3.13: Parametros para el modelo de mezcla con 3 grupos para la morosidad de
la cartera de crédito de consumo.

w a B
Grupo1 0.1975562 78.35106 799.6985
Grupo 2 0.1623688 241.68565 3204.1084
Grupo 3 0.3339503 259.78383 4530.5827
Grupo 4 0.3061247 126.44338 2825.2528

Cuadro 3.14: Parametros para el modelo de mezcla con 4 grupos para la morosidad de
la cartera de crédito de consumo.

w a B
Grupo 1 0.2476922 159.72714  3653.6923
Grupo 2 0.2240059 614.68032 11500.1421
Grupo 3 0.1425048 2370.77346 39647.2276
Grupo4 0.1883416 174.64856 2352.2272
Grupo 5 0.1974555 78.35106 799.6985

Cuadro 3.15: Parametros para el modelo de mezcla con 5 grupos para la morosidad de
la cartera de crédito de consumo.

Los parametros estimados son utilizados para calcular la densidad de mezcla de
acuerdo a la ecuacion 2.1. Las figuras de las densidades de mezclas resultantes se
presentan en 3.18. En las cuales se aprecia la mejora del ajuste de la densidad de
mezcla a medida que se aumenta el nUmero de grupos.

Con ayuda de los grupos generados con los modelos de mezcla, se generan los
valores iniciales que ayudaran a la estimacion de los pardmetros del modelo oculto de
Markov usando el algoritmo de Baum-Welch. Los parametros a estimarse son: la distri-
bucién inicial de la cadena de Markov (4), la matriz de transicion de probabilidades (T")
y los parametros de la distribucion beta que dependen del estado. Para la distribucion
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Figura 3.18: Densidades de mezcla formados por los modelos de mezcla para la mo-
rosidad de la cartera de crédito de consumo.

inicial se asignaran valores equiprobables; para la matriz de transicion se estimara de
acuerdo a los grupos formados con los modelos de mezcla estimados, con ayuda de
la ecuacién 2.15; y por ultimo, para los parametros de la distribuciones dependientes
del estado (a, 3) se usaran los valores obtenidos de los modelos de mezcla que se
encuentran tabulados en los cuadros 3.12, 3.13, 3.14 y 3.15.

De esta manera, los valores iniciales para el algoritmo de Baum-Welch con m = 2,
3, 4y 5 estados, son los siguientes:
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Param = 2:
d=1(1/2,1/2)

o (096 004
0,07 0,93

§=(1/3,1/3, 1/3)

Param = 3:

0,94 0,06 0,00
I'=1 006 080 0,14
0,00 0,20 0,80

Para m = 4:
0= (1/4,1/4, 1/4, 1/4)

0,79 0,21 0,00 0,00
0,16 0,71 0,13 0,00
0,00 0,07 0,77 0,16
0,00 0,00 0,20 0,80

Param = 5:
6 =(1/5,1/5,1/5,1/5, 1/5)

0,77 0,23 0,00 0,00 0,00
0,26 0,59 0,15 0,00 0,00
=1 000 022 063 0,15 0,00
0,00 0,00 0,12 0,74 0,14
0,00 0,00 0,00 0,21 0,79

Con los valores iniciales anteriores se estiman los modelos ocultos de Markov con
m = 2, 3, 4y 5 estados, respectivamente. De los cuales se seleccion6 como mejor
modelo a aquel que tiene 4 estados, debido a que el criterio bayesiano es el menor de
los 4 modelos calculados. Ademas, se acepta la hipétesis nula de normalidad de los
pesudo-residuos, pues el valor-p es mayor a 0,05. Por otro lado, se tiene un modelo
parsimonioso, pues no es complejo, al no tener muchos parametros por estimar (bajo
coste computacional), satisface los criterios de normalidad y se previene un posible
sobre ajuste.

El nimero de parametros estimados dependera del nimero de estados seleccio-
nado; es decir, para m estados, en la distribucion inicial § se deben calcular m — 1

75



parametros, pues su suma debe ser 1; en la matriz de transicion T" se deben calcular
m? — m estados, pues su suma por fila debe ser 1; por Gltimo, en los parametros que
dependen del estado («, 5) se deben calcular 2m parametros. Lo que da un total de
m? + 2m parametros por calcular. Asi por ejemplo, si m = 2 se tendra que calcular 7

parametros. De manera similar para m = 3, 4, 5, respectivamente.

Estos resultados se encuentran resumidos en el cuadro 3.16.

Nro. de .
Nro. de parametros log. verosi- AlC BIC p valor
estados . militud
estimados
2 7.0000 578.6421 -1143.2842 | -1121.1708 | 0.5506
3 14.0000 622.3443 -1216.6886 | -1172.4618 | 0.6144
4 23.0000 646.1245 -1246.2490 | -1173.5907 0.2101
5 34.0000 664.1772 -1260.3544 | -1152.9465 | 0.0058

Cuadro 3.16: Criterios para selecionar el mejor modelo oculto de Markov para la moro-
sidad de la cartera de crédito de consumo.

Se presenta ademas, el grafico de los pseudo-residuos para cada uno de los mo-
delos ocultos de Markov, en los cuales se aprecian que con m = 2 estados, presenta
variabilidad con ligeros patrones; con m = 3 estados, los peudo-residuos se muestran
dispersos en comparacion al anterior; con m = 4y m = 5 estados se muestra una
mayor dispersion. Lo que se aprecia en la figura 3.19, donde ademas se presentan sus
limites al 95 % y 99 % de confianza (franjas azules y rojas, respectivamente).

En la figura 3.20, se muestra la distribucion de los pseudo-residuos con la respectiva
grafica de la densidad de la distribucién normal estandar. En estas figuras se observan
que los histogramas con m = 1y m = 5 estados no tienen un comportamiento similar
al de una normal estandar, lo que si sucede en los pseudo-residuos cuando m = 3y
m = 4 estados.

Para corroborar que los pseudo-residos del modelo oculto de Markov con 4 estados
siguen una distribucion normal estandar. Se realiza un grafico cuantil-cuantil en donde,
mientras mas cercanos a la recta identidad se encuentren los pseudo-residuos, se
concluye que siguen una distribucién normal estandar. Esto sucede cuando m = 3y
m = 4; para m = 2 se muestra una ligera desviacién; y para m = 5 se muestra una
gran diferencia, como se puede apreciar en la figura 3.21.

Se seleccion6 como mejor modelo oculto de Markov para la morosidad de la car-
tera de crédito de consumo a aquel con 4 estados, debido a que su valor del criterio
bayesiano es menor y sus pseudo-residuos son normales. El modelo oculto de Markov
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Figura 3.19: Grafico de los pseudo-residuos de los modelos ocultos de Markov estima-
dos para la morosidad de la cartera de crédito de consumo.

con 2y 3 estados también pudieron haber sido seleccionado, pues su valor-p es mayor
a 0.05, es decir, sus pseudo-residuos son normales pero su criterio de Akaike y baye-
siano son altos. Ademas, no se considerd al modelos con 5 estados, ya que a pesar de
tener el valor méas pequefio en el criterio Akaike, su valor-p es menor a 0.05, es decir,
sus pseudo-residuos no son normales. Ademas de ser muy complejo, pues requiere
muchos célculos para obtener sus parametros.

Para el modelo seleccionado se estiman los parametros del modelo oculto de Mar-
kov con sus respectivos errores estandar e intervalos de confianza de acuerdo al mé-
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Figura 3.20: Histogramas de los pseudo-residuos de los modelos ocultos de Markov
estimados para la morosidad de la cartera de crédito de consumo.

todo del percentil (ecuacion 2.55) y al método de Bootstrap (ecuacion 2.56) al 95%
de confianza. Estos resultados se encuentran tabulados en el cuadro 3.17, donde 6,
denota los valores iniciales para el algoritmo de Baum-Welch; # denota los valores
resultantes de los parametros luego de aplicar el algoritmo; SE(#) denota el error es-
tandar de bootstrap para cada pardmetro estimado; y finalmente, [¢(/2), (1 — a/2)]
y [0 —2xSE®), 6 +2xSE(#)] denotan los intervalos de confianza con el método del
percentil y de bootstrap, respectivamente.

Respecto a las estimaciones del modelo oculto de Markov con 4 estados, se tiene
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(c) m=4 (d)m=5

Figura 3.21: Graficos qqgplot de los pseudo-residuos de los modelos ocultos de Markov
estimados para la morosidad de la cartera de crédito de consumo.

que la distribucién inicial esta dada por:

0= < 0,00000 1,00000 0,00000 0,00000 )

De donde se concluye que siempre inicia en el estado 2. Para la matriz de transicién
de probabilidades, se tiene:
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0,90298 0,09702 0,00000 0,00000
0,05556 0,91655 0,02789 0,00000
0,00000 0,01926 0,92031 0,06043
0,00000 0,00000 0,05121 0,94879

De donde se puede concluir que existe una alta probabilidad, cercana a 1, de que
en un periodo parta de un estado y al siguiente vuelva al mismo; la probabilidad de
partir del estado 1 al estado 2 es de 0,09702 y 0 para el resto de estados excepto para
si mismo; la probabilidad de partir del estado 2 al estado 1 es de 0,05556, al estado 3
es de 0,02789 y 0 para el estado 4; la probabilidad de partir del estado 3 al estado 1 es
0, al estado 2 de 0,01926 y al estado 4 es de 0,06043; y finalmente, la probabilidad de
partir del estado 4 al estado 3 es de 0,05121 y 0 para el resto de estados excepto para
si mismo.

Por otro lado, las distribuciones que dependen del estado son distribuciones beta
(al ser datos entre [0, 1]), donde los parametros para la distribucién del primer estado
son a = 107,26117 y § = 1047,848; para el segundo estado son o = 163,30459 y 5 =
2088,441; para el tercer estado son o = 217,59265 y 5 = 3703,780; y finalmente, para el
cuarto estado son oo = 89,51251 y = 1931,034.

En el cuadro 3.7 se aprecian que las estimaciones realizadas por el algoritmo
Baum-Welch (¢) varian de los valores inicialmente considerados (). Se observa ade-
mas que los intervalos de confianza, para los parametros del modelo oculto de Markov,
con ambos métodos son buenos, en especial para los de la distribucion inicial, segui-
dos de las probabilidades de transicion y por ultimo los parametros de las distribuciones
dependientes de los estados, los cuales son regulares.

Luego de las estimaciones de los parametros del modelo oculto de Markov se-
leccionado se procede con la decodificacion de los estados, es decir, descubrir qué
estado gener6 la observacion en cada uno de los periodos. Para esto, se hace uso del
algoritmo de Viterbi (algoritmo 2.4).

Los resultados de la decodificacién se muestran en las figuras 3.22 y 3.23. En la
primera figura se muestra la pertenencia de cada observacién a cada uno de los 4
estados distinguidos por colores. En esta figura se puede diferenciar claramente los
estados a los que pertenecen, ademas de una recta segmentada en cada grupo que
indica su promedio respectivo. En este caso, estos estados representan niveles de
riesgo, valores altos mostrarian una tendencia a una crisis y una mayor exposicion a
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Parametro | 6, 9 [ SE®) | la(a/2), q(l—a/2)] [0 -2+ SE(@), 0 + 2+ SE(0)]
5, |0.2500 | 0.0000 | 0.1666 | [0.0000, 0.0000] [0.0000, 0.3332]
5, | 0.2500 | 1.0000 | 0.1686 | [1.0000, 1.0000] [0.6668 , 1.3332]
5, | 0.2500 | 0.0000 | 0.0000 | [0.0000, 0.0000] [0.0000, 0.0000]
5, |0.2500 | 0.0000 | 0.0000 | [0.0000, 0.0000] [0.0000, 0.0000]
v | 0.7931[0.9030 | 0.1228 | [0.7097, 0.9747] [0.6574, 1.1485]
v |0.2069 | 0.0970 | 0.1228 |  [0.0253, 0.2909] [0.0000, 0.3426]
v | 0.0000 | 0.0000 | 0.0000 | [0.0000, 0.0000] [0.0000, 0.0000]
v | 0.0000 | 0.0000 | 0.0000 | [0.0000, 0.0000] [0.0000, 0.0000]
v |0.1613 | 0.0556 | 0.0500 | [0.0224, 0.1616] [0.0000, 0.1555]
v | 0.7097 | 0.9166 | 0.0691 | [0.7618, 0.9504] [0.7783 , 1.0548]
v |0.1290 | 0.0279 | 0.0325 | [0.0131, 0.0994] [0.0000, 0.0928]
7 | 0.0000 | 0.0000 | 0.0000 | [0.0000, 0.0000] [0.0000, 0.0000]
v | 0.0000 | 0.0000 | 0.0000 | [0.0000, 0.0000] [0.0000, 0.0000]
v | 0.0645 | 0.0193 | 0.0335 | [0.0000, 0.1000] [0.0000, 0.0862]
v | 07742 09203 | 0.0854 | [0.7729, 0.9658] [0.7895 , 1.0511]
v |0.1613 | 0.0604 | 0.0458 | [0.0176, 0.1575] [:0.031, 0.1520]
ya | 0.0000 | 0.0000 | 0.0000 | [0.0000, 0.0000] [0.0000, 0.0000]
v | 0.0000 | 0.0000 | 0.0000 | [0.0000, 0.0000] [0.0000, 0.0000]
v 01961 | 0.0512 | 0.0511 | [0.000, 0.1521] [0.0000, 0.1533]
vu | 0.8039 | 0.9488 | 0.0511 | [0.8479, 1.0000] [0.8467 , 1.0509]
o | 78.351 | 107.26 | 37.913 | [66.266, 185.83] [31.451, 183.15]
a; | 241.68|163.30 | 46.149 | [120.93, 272.16] [70.996 , 255.59]
a; | 259.78 | 217.59 | 60.531 | [147.35, 341.10] [96.527 , 338.65]
ar | 126.44 | 89512 | 25.501 | [60.422, 141.49] [38.509, 140.52]
5, | 799.69 | 1047.8 | 366.69 | [648.06, 1884.6] [314.61, 1781.4]
8, |3204.1|2088.4 | 596.02 | [1541.3, 3508.3] [896.27 , 3280.3]
8, | 4530.5|3703.7 | 1029.0 | [2499.3, 1645.7] [1645.7 , 5761.8]
8, | 2825.2|1931.0 | 553.45 | [1300.5, 3108.3] [824.13, 3037.9]

Cuadro 3.17: Estimaciones e intervalos de confianza de los parametros del modelo
oculto de Markov seleccionado para la morosidad de la cartera de consumo.

una quiebra, mientras que valores bajos representarian una tendencia a no crisis y una
menor exposicién a una quiebra.

En la segunda figura, se muestra la probabilidad de pertenencia de cada obser-
vacion a cada uno de los 4 estados en todo el periodo de estudio. En esta figura se
observa que las probabilidades de pertenencia estan bien definidas, pues son muy
altas, es decir, es muy clara la pertenencia de las observaciones a cada uno de los
estados.

Posteriormente, se realiza la prediccién de los estados para el afio 2017, para lo
cual, se hace uso de la ecuacion 2.67 donde la prediccién del estado se lo hace de
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Decodificacion de estados
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Figura 3.22: Decodificacién de los estados mediante el algoritmo de Viterbi para la
morosidad de la cartera de crédito de consumo.
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Figura 3.23: Probabilidades de pertenecia a los estados para la morosidad de la cartera
de crédito de consumo.

acuerdo al mayor valor de probabilidad que se obtenga en cada uno de los estados
para cada periodo. Estos resultados se los pueden observar en la figura 3.24 en la
cual se aprecia que para enero-2017 existe una alta probabilidad de que se encuentre
en el estado 2 y muy bajas probabilidades en el resto de estados; paulatinamente en
los siguientes meses se siguen mostrando que la probabilidad de encontrarse en el
estado 1 siguen siendo mayor que el resto de estados, pero va disminuyendo poco a
poco mientras que la probabilidad de encontrarse en el resto de estados aumenta en
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la misma proporcién. Ademas, se observa que la probabilidad de encontrarse en el
estado 1 va aumentado, lo que muestra que para un horizonte de tiempo mas amplio
habréd una gran probabilidad de encontrase en el estado 1. En este caso, el estado 1
(con niveles altos de morosidad) representaria crisis y el estado 4 (con niveles bajos de
morosidad) representaria no crisis. Lo que indicaria que para un horizonte de tiempo
muy grande se tendra posiblemente una quiebre del sistema financiero.

Probabilidades de prediccion de estados
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Figura 3.24: Prediccion de los estados para el aino 2017 para la morosidad de la cartera
de crédito de consumo.

Las probabilidades de prediccidon del estado se presentan en el cuadro 3.18 en la
cual se muestra numéricamente lo dicho anteriormente, es decir, que la probabilidad
de encontrarse en el estado 1 es muy alta y que tiende a decrecer en el periodo de va-
lidacién, mientras que la probabilidad de encontrarse en el estado 1 tiende a aumentar
lentamente; es decir, tiende a una crisis.

Como siguiente paso se procede a calcular las distribuciones de prondstico, para lo
cual se hace uso de la ecuacion 2.60 para cada uno de los 12 periodos de validacién.
Dichas distribuciones se encuentran en la figura 3.25, en la cual se muestran las dis-
tribuciones de prondstico para el afio 2017. En esta figura se muestra la densidad de
prondstico (en azul) con su respectiva distribucién de probabilidad (en rojo).
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Probabilidad Probabilidad Probabilidad Probabilidad

Periodo de pertenecer de pertenecer de pertenecer de pertenecer
al estado 1 al estado 2 al estado 3 al estado 4

Enero 2017 0.0563 0.9152 0.0285 0.0000
Febrero 2017 0.1016 0.8448 0.0518 0.0018
Marzo 2017 0.1387 0.7852 0.0713 0.0048
Abril 2017 0.1689 0.7345 0.0877 0.0089
Mayo 2017 0.1933 0.6913 0.1017 0.0137
Junio 2017 0.2130 0.6543 0.1136 0.0192
Julo 2017 0.2287 0.6226 0.1237 0.0250
Agosto 2017 0.2411 0.5952 0.1325 0.0312
Septiembre 2017 0.2507 0.5715 0.1402 0.0376
Octubre 2017 0.2582 0.5508 0.1469 0.0442
Noviembre 2017 0.2637 0.5327 0.1528 0.0508
Diciembre 2017 0.2677 0.5168 0.1581 0.0574

Cuadro 3.18: Probabilidades de prediccion del estado para el afio 2017 para la cartera
de crédito de consumo.

En esta figura se puede observar que en los 12 periodos de validacién las densida-
des van cambiando en el tiempo, es decir, se muestra inicialmente que en enero-2017
existe pico que posteriormente va disminuyendo mientras su cola izquierda aumenta.
Luego su cola derecha sigue el mismo patrén, es decir, también va incrementando su
tamano. Estas densidades en comparacién a las de la figura 3.12 son cambiantes, lo
cual es coherente, pues en la figura 3.15 se observa que en la zona de validacién las
observaciones reales son muy variables mostrando un ligero decrecimiento.

Basados es dichas distribuciones se muestran algunos estadisticos descriptivos
para cada periodo de validacién, de acuerdo con las ecuaciones 3.3, 3.4, 3.5, 3.6, 3.7
y 3.8. Estos resultados se visualizan en el cuadro 3.19.

En el cuadro 3.19 se puede apreciar que los estadisticos son variables en cada uno
de los 12 periodos de validacion, lo que no sucedia con los estadisticos del modelo an-
terior. Lo cual es coherente, pues las observaciones reales tienen un comportamiento
similar. Esto también se lo puede visualizar en la figura 3.25, pues la forma de las
distribuciones se van modificando en cada periodo.

Para observar el poder predictivo del modelo oculto de Markov, se presenta el ajuste
al conjunto de entrenamiento, usando la ecuacién 2.58 y los pronésticos obtenidos con
dicho modelo al conjunto de validacién (2017). Puesto que, en cada periodo se dispone
de una distribucion, para obtener un valor de ajuste y prondstico, respectivamente,
se pretende usar las medidas de tendencia central, tales como: media, mediana y
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Distribuciones de pronéstico (enero-diciembre 2017)
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Figura 3.25: Densidades y distribuciones de pronédstico para la morosidad de la cartera
de crédito de consumo.

moda; para cada periodo. Ademas, se realiza un ajuste con el modelo SARIMA para
la cartera en estudio y se realizan prondsticos para la validacion. Los resultados del
modelo SARIMA se encuentra en el anexo A.

En la figura 3.26 se presenta una comparacién grafica de los 2 modelos con las
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Enero  Febrero  Marzo  Abril  Mayo  Junmio  Julio  Agosto Septiembre Octubre Noviembre Diciembre

ESRUSIOS gy w W W AT A AN

Horizonte 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12
Media  0.07317 0.07364 0.07397 007418 0.07430 0.07434 0.07432 007424  0.07413  0.07398  0.07380  0.07361
Varianza  0.00006  0.00009  0.00011  0.00014 0.00015 0.00017 0.00019 0.00020  0.00021  0.00022  0.00023  0.00024
Desv.Est 0.00795 0.00954  0.01072 0.01166 0.01242 0.01307 0.01362 0.01410  0.01452  0.01489  0.01521  0.01551
Moda 007220 0.07220 0.07220 0.07220 0.07220 0.07220 0.07220 0.07230  0.07230  0.07230  0.07230  0.07230
Cuartil1  0.06850 0.06840  0.06820 0.06800 0.06770 0.06740 0.06700 0.06670  0.06620  0.06570  0.06520  0.06450
Cuartil2  0.07250 0.07270  0.07280 0.07300 0.07300 0.07310 0.07310 0.07320  0.07310  0.07310  0.07300  0.07290
Cuartil3 0.07670  0.07740  0.07810 0.07890 0.07960 0.08030 0.08090 0.08150  0.08200  0.08240  0.08280  0.08300

Cuadro 3.19: Estadisticos de las distribuciones de pronédsticos para el afio 2017 para
la morosidad de la cartera de consumo.

observaciones reales, donde se observa que el modelo SARIMA proporciona un mejor
ajuste a las observaciones reales que el modelo oculto de Markov, aunque éste modela
muy bien la tendencia de la serie usando como ajuste y prondstico la media, mediana
y moda. En ambos modelos, los prondsticos son muy buenos, pues visualmente son
muy cercanos.

En un modelo SARIMA se fija un estado del espacio de estados y se varia respecto
al espacio parametral, por lo que al pronosticar se lo realiza periodo a periodo. Mientras
que en un modelo oculto de Markov varia respecto al espacio de estados y al espacio
parametral, por lo que en cada periodo se obtiene una distribuciéon de pronéstico y
para obtener un valor se estima la media, mediana o moda como pronoéstico. De esta
manera, al comparar los resultados, se tiene que el del modelo oculto de Markov no
son tan buenos, como el del modelo SARIMA, pues sus medidas de exactitud son
mejores (tabla 3.20), pero si se encuentran en el dentro del estado predicho (estado
1). Esto hacen que sean mejores sobre los modelo SARIMA pues predicen estados y
pronosticos dentro de ellos.

Pronéstico  Pronéstico Pronéstico HMM Pronéstico
ARIMA HMM (Media) (Mediana) HMM (Moda)
EAM 0.01201 0.01064 0.00964 0.00901
CME 0.00016 0.00015 0.00013 0.00012
EPAM 19.70% 17.87 % 16.29 % 15.25%
Cuadro 3.20: Medidas de exactitud para la morosidad de la cartera de crédito de con-

sumo.

En la figura 3.26 se presentan los ajustes (conjunto de entrenamiento) y los pro-
nésticos (conjunto de validacion) del modelo SARIMA y del modelo oculto de Markov,
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Figura 3.26: Ajustes y prondsticos con el modelo oculto de Markov y el modelo SARIMA
con las observaciones reales para la morosidad de la cartera de crédito de consumo.

y se los compara con las observaciones reales. En esta figura se observan buenos
resultados del modelo SARIMA sobre el modelo oculto de Markov al realizar pronésti-
cos punto a punto. Por otro lado, los resultados del modelo oculto de Markov también
son buenos pero para estimar estados en cada periodo. Esta figura puede ser de gran
interés y utilidad para un ente regulador, pues permite conocer dénde se encontrd y se
encontrara la situacion de la cartera comercial y sus fluctuaciones en el tiempo.

Por otro lado, no se debe olvidar que los modelos ocultos de Markov no realizan
prondsticos mediante una expresiéon, como lo hacen los modelos SARIMA, sino que
proporcionan probabilidades que se expresan en densidades (caso continuo) y distri-
buciones de probabilidad.
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Ademas, en la figura 3.27 se muestra los pronésticos de los modelos aplicados
con sus respectivos intervalos de confianza y las observaciones reales en donde se
observa que las observaciones reales estan contenidas en el intervalos de confianza
del modelo oculto de Markov y éstas a su vez estan contenidas en los intervalos de
confianza del modelo SARIMA. Lo que cual indica que el modelo oculto de Markov
reporta pronodsticos mas certeros.
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Figura 3.27: Comparacion de prondsticos e intervalos de confianza de los modelos con
las observaciones reales de la morosidad de la cartera de crédito de consumo.

Finalmente, los prondsticos del modelo oculto de Markov generan buenos resulta-
dos, pues las medidas de exactitud 3.9 y 3.10 reportan valores pequeinos de aproxima-
damente 0,00013 para el caso del cuadrado medio debido al error y de 16,29 % para el
caso del error porcentual absoluto medio.
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Capitulo 4

Conclusiones y Recomendaciones.

Las instituciones financieras y entes reguladores hacen especial énfasis al estudio
del riesgo, pues una inadecuada gestién provocaria problemas econémicos, que inclu-
so, pueden desembocar en la quiebre de dichas instituciones, y en el peor de los casos,
la caida de la economia de un pais. Uno de los riesgos mas importante para las insti-
tuciones financieras es el riesgo de crédito, representado por el indice de morosidad,
ya que la actividad crediticia es la que genera mayores ingresos a la institucién.

Por tal motivo, el principal objetivo de este trabajo de investigacion es crear un mo-
delo para la morosidad de la cartera de crédito, enfocandose en las carteras comercial
y de consumo al ser las mas representativas del sistema financiero nacional y estu-
diando al sistema de bancos privados, pues tienen un gran tamafno en la misma. Para
lo cual se utiliza una extension de las cadenas de Markov, como lo son los modelos
ocultos de Markov como herramienta de modelacién.

Dentro de los principales aportes de este estudio, se tiene: la descripcion detallada
de cada paso del modelo, su innovacién al modelar el sistema financiero nacional, su
aplicacién en otras areas y la obtencién de resultados mediante el software libre R, lo
que reduce el tiempo de obtencion de resultados de manera eficiente y permite tomar
decisiones oportunas y basados en argumentos matematicos y no bajo supuestos.

Tomando en consideracién lo anterior se puede concluir que:

= | a metodologia de los modelos ocultos de Markov para modelar series de tiempo
es diferente a las tradicionales como los modelos ARIMA/SARIMA, ya que dichos
modelos intentan modelar una de las posibles trayectorias, mientras que en el
caso de los modelos ocultos de Markov se reconoce que ésta es una de todas
las posibles y por tal motivo se trabaja con matrices de cambio de estado.
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» Esta metodologia tiene la ventaja de obtener una matriz de transicién con la cual
se puede obtener probabilidades de salto entre los diferentes niveles de riesgos
establecidos. Ademas, dispone de distribuciones de probabilidad que generan las
observaciones de la serie en cada periodo de tiempo con lo cual se puede inferir
su comportamiento.

m Otra interpretacion de estos estados o niveles de riesgo es la de considerarlos
como estados de crisis, en donde los niveles altos de morosidad indicaria una cri-
sis del sistema financiero. Por el contrario, niveles bajos de morosidad indicarian
que el sistema esta saludable y lejos de una crisis. De esta manera, al pronos-
ticarse estados de crisis, el modelo revelaria que existe una gran exposicion al
quiebre del sistema financiero de una institucion o de un pais. Ademas, da lugar
a tomar acciones para encontrar las fallas que estan ocasionando dicha crisis,
como: malas practicas, malos negocios, fallas operacionales, corrupcién, etc.

= Otra ventaja de esta metodologia, es que la prediccion de los estados y los pro-
nésticos estan basados en probabilidades, lo que da lugar a formar distribuciones
de probabilidad, lo que brinda un valor agregado, pues permite inferir su compor-
tamiento en los periodos futuros y permite varias alternativas para gestionar el
riesgo.

» Los resultados obtenidos con esta metodologia son muy buenos, a pesar de usar
Unicamente informacién histérica de la misma serie. Y esto se puede constatar
en los ajustes obtenidos tanto en la distribucion de la serie con los modelos de
mezcla, como en su trayectoria con los modelos ocultos de Markov. Ademas, se
cumplen los criterios de normalidad de los pseudo-residuos.

m En este estudio se usaron los modelos de mezcla para generar los niveles de
riesgo que posteriormente formaron los estados de la cadena de Markov, limitan-
dose a 2, 3, 4 y 5. Al aumentar el numero de estados se generaria una mejor
explicacion del comportamiento de la serie, pero al hacerlo, se pierde grados de
libertad sin mencionar el alto costo computacional que implica la estimacién de
los parametros del modelo oculto de Markov.

= | as matrices de transicion de probabilidades de cada cartera presentan una ma-
yor concentracion en la diagonal, lo que muestra que una transicién de un estado
a otro diferente es poco probable, es decir, que las series no presentan alta va-
riabilidad.
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» Esta metodologia proporciona elementos importantes para la gestion del riesgo,
pues permite estudiar su comportamiento pasado y realizar inferencias acerca
de su futuro, con lo cual, de pronosticarse eventos desfavorables, se podria rea-
lizar las acciones pertinentes para mitigar el riesgo y evitar la caida del sistema
financiero nacional.

» Por otro lado, este modelo permite al ente regulador saber en qué rangos se
encontrara la morosidad, sus fluctuaciones y la frecuencia con la que lo hace. En
lugar de pronésticos puntuales.

= Se elabord una herramienta de facil aplicacion e interpretacion, robusta y par-
simoniosa, basada en procesos estocasticos que modela el riesgo de crédito,
reporta buenos resultados y se automatiza cada paso en el software estadistico
R.

Con el fin de facilitar trabajos futuros y mejorar los resultados obtenidos con este
modelo es necesario realizar las siguientes recomendaciones:

= Tomar en consideracién informacion externa, covariables, que puedan expresar
la morosidad de la cartera, ya que este modelo es univariante, una mejora seria
considerarlo multivariante. La inclusidén de otras variables permitiria obtener resul-
tados mas certeros, como: PIB, IPC, Precio del petréleo, etc. Asi como lo hacen
Uquillas and Gonzalez (2017) quienes usan un modelo SARIMAX usando varia-
bles microeconémicas y macroeconémicas que generan mejores prondsticos de
que modelo SARIMA por si solo. Una posibilidad es considerar las extensiones
de los modelos ocultos de Markov, como los detallados en la seccién final del
capitulo 2.

= Debido al alto costo computacional que requiere la estimacion de los parametros
del modelo se recomienda el uso de herramientas méas robustas o complemen-
tarias al software R para agilitar la obtencién de los resultados, como el uso de
Python.

» En este trabajo se consider6 los modelos de mezcla para generar los estados
de la cadena de Markov, es posible obtener mejoras del modelo si se considera
otros modelos de agrupamiento. Asi, como otros criterios para la seleccion del
namero 6ptimo de grupos, como quiebre de grupos, para determinar el nimero
de grupos de manera estadistica.
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» Extender este modelo a otras carteras de crédito, asi, como para otros tipos de
riesgos, no solo de crédito, y aplicarlos en instituciones financieras y entidades
de supervision bancaria.

= Usarlo como herramienta complementaria a las metodologias ya existentes y que
hacen uso las entidades de supervisién bancaria para gestionar el riesgo. Y que
sirva como un sistema de alerta temprana que permita implementar politicas eco-
némicas para mantener o mejorar la calidad de la cartera.
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Anexo A: Modelos ARIMA - SARIMA

Modelo ARIMA para la serie de morosidad de la cartera comercial

Mull Hypothesis: D(MORA_COMERCIAL) has a unit root

Exogenous: Constant
Lag Length: 4 (Fixed)

Date: 08/06/18 Time: 12.46
Sample: 2002M07 2017M12
Included observations: 173

t-Statistic Prob.*
Autocorrelation Partial Correlation AC PAC Q-Stat Prob
Augmented Dickey-Fuller test statistic -9.2735583 0.0000
Test critical values: 1% level -2.469451 5
= = i
10% level -2 575054 4 -
3 [mell 3 0210 0.088 26.259 0.000
*MacKinnon (1996) one-sided p-values (=] a 4 -0.155 -0.128 30558 0000
= o N} 5 -0.228 -0.200 30.963 0.000
Augmented Dickey-Fuller Test Equation N = 6 0.623 0513 11030 0.000
Dependent Variable: DIMORA_COMERCIAL,2) 9! 'p 7 -0.179 0.068 116.12 0.000
Method: Least Squares = i § -0.198 -0.054 12332 0.000
Date: 08/06/18 Time: 12:45 [ | Lt 9 0227 0040 13282 0000
Sadema e = |10 021 217 ares oo
(=] [ 11 -0.147 -0.008 14572 0.000
ariable Coefficient Std. Error t-Statistic Prob Ly — | (= 12 0.568 0.277 20643 0.000
(=) [ 13 -0.182 0.002 21273 0.000
DIMORA_COMERCIAL(-1))  -2.003365  0.216030 -09.273553  0.0000 o @ 14 -0140 0036 21648 0.000
D{MORA_COMERCIAL(-1),2) 0.704878 0187393 3761492  0.0002 3
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c 0.001057  0.000289  -3.660475  0.0003 | == B 18 0511 0112 287.28 0.000
0 h 19 -0.196 -0.010 29480 0.000
R-squared 0722511 Mean dependent var 9 26E-05
Adjusted R-squared 0713947 S.D. dependentvar 0.006358 g g 20 -0.082 0.104 29613 0.000
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F-statistic 8436156 Durbin-Watson stat 1.532173
Prob(F-statistic) 0.000000 '/ i 24 0456 0034 35148 0.000
(a) Prueba de raiz unitaria. (b) Correlograma de la morosidad
diferenciada estionariamente.
Dependent Yariable: D(MORA_COMERCIAL) Date: 08/06M8 Time: 12:47
Method: ARMA Maximum Likelihood (OPG - BHHH) Sample: 2002M07 2017M12
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-84+ 350 -95+.09i - 95- 0891 (Wl [Nall 24 0111 0.088 22691 0.361

(c) Coeficientes del modelo. (d) Correlograma de los residuos del

modelo.

Figura A.1: Resultados del modelo ARIMA
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Modelo SARIMA para la serie de morosidad de la cartera de consu-

Mull Hypothesis: DIMORA_CONSUMO 1,12) has a unit root Date: 08/06/18 Time: 12,53
Exogenous: None Sample: 2002M07 2017M12
Lag Length: 0 (Automatic - based on SIC, maxlag=13) Included observations: 161
t-Statistic Prob* Autocaorrelation Partial Correlation AC PAC Q-Stat Prob
Augmented Dickey-Fuller test statistic -14.69989 0.0000 o 0 1 -0152 -0.152 37882 0.052
Test critical values: 1% level -2.579495 i o 2 0122 -0.140 F.2690 0.044
fn";;'fvell 19%2;2 = = 3 0301 0269 21.274 0.000
ey -1 N (]l 4 0003 0081 21275 0.000
— - g N 5 -0.092 -0.019 22693 0.000
MacKinnon (1996) one-sided p-values ,, g 6 0.007 -0.085 22700 0.001
o i 7 0003 -0.051 22701 0.002
Augmented Dickey-Fuller Test Equation :E : :[ : g g Sgi _gg;g g:zgg ggg;
Dependent Variable: DMORA_CONSUNO 2,12) il e 10 0024 0002 24669 000G
'EJE{ZUSSE%?ESET'T‘H???M 1 (]l 11 0095 0085 26.245 0.008
: : e s s 12 -0.375 -0.344 51060 0.000
Sample (adjusted): 2003M09 2016012 o e 45 oas bose £iss 5000
Included observations: 160 after adjustments i e 14 0097 '0'019 52'9?5 D.DUU
Variable Coeficient  Std.Error  tStatisic  Prob b = 15 -0022 0235 53.063 0.000
i [N 16 -0.066 0.009 53.847 0.000
D(MORA_COMSUMO(-1),112) 1451245  0.078317 1450080  0.0000 tpe e 17 0049 -0.025 54291 0.000
o i 18 0063 -0.050 55010 0.000
R-squared 0576096 Mean dependentvar -178E-05 g i 19 -0.052 -0.063 55537 0.000
Adjusted R-squared 0576096 S.D. dependent var 0.009041 nhe rpe 20 0013 0045 55566 0.000
3.E. of regression 0.005887  Akaike info criterion -7.426010 ) iR 21 0015 -0.028 55.606 0.000
Sum squared resid 0.005510 Schwarz criterion -7.406790 (=gl g1 22 0118 -0124 58252 0.000
Log likelihood 5050808 Hannan-Quinn criter. -7 418206 i L 23 0003 -0.001 58253 0.000
Durbin-Watson stat 2046325 L =1 24 -0.021 -0.219 58337 0.000
(a) Prueba de raiz unitaria. (b) Correlograma de la morosidad
diferenciada estionaria y estacionalmente.
Dependent Variable: D{MORA_CONSUMO,1,12) Bates(lola Times 12:55
Method: ARMA Maximum Likelihaod (OPG - BHHH) SEmoe SO0 D L
M8 Time: 1256 Included observations: 161
Date: 08/06/ : C-statistic probabilities adjusted for 2 ARMA terms
Sample: 2003M08 2016012
Included observations: 161 Autocorrelation Partial Correlation AC PAC Q-Stat Prob
Convergence achieved after 35 iterations a = T 0457 BT, boAB
Coeficient covariance computed using outer product of gradients g o 5 io'mz j0'120 43784
N i 3 -0.020 -0.051 44445 0.055
Variable Coeficient  Std.Eror  t-Statistic Prob. [ [N 4 0046 0.025 48024 0.091
il i 5 -0071 -0071 56588 0129
AR(3) 0336828 0072160 4667769  0.0000 L L 2 R 0L i o
MA(12) -0.899410 0142969 -6.280953  0.0000 h Ll 8 0045 0042 62083 0400
SIGMASQ 1.75E-05 271E-06 6.471572 0.0000 i | 9 -0.011 0004 62312 0513
q ig 10 -0.132 -0.136 9.2519 0.321
R-squared 0.499723 Wean dependentvar -0.000139 1 LAY 1; gggi 3353 ggggg gﬂl
: ’ & : ; 3 ;
AdJustedquqared 0.493390 .,.D: de_pende_nt\_rar 0.005941 A L 13 0000 0014 90522 0534
SE. ofregression 0.004228 Akaike info criterion -7.953926 i 1t 14 -0023 -0009 10054 0611
Sum squared resid 0.002825 Schwarz criterion -7.896509 [N R 15 0.042 0.023 10.377 0.663
Log likelihood £432.2911 Hannan-Quinn criter. 7930612 gt g 1? _3'323 'g-g:E H?;Z ggg;
Durbin-Watson stat 2251982 ' e : - : ;
A (s ] 18 0100 0110 13.622 0627
= i (N [N 19 0025 0.047 12738 0686
Inverted AR Roots 70 -35+60i  -35-60i o L 20 0.047 0.080 14153 0719
Inverted MA Roots 99 BE+500  BE-50i 50+ 86 LK L 21 -0.053 -0.028 14.685 0742
- 36i .00-990 -00+99  -50-86i = = 22 -0173 -0175 20326 0438
ggfsﬁé ggﬂ%‘ gg égng.' '509'36' o [N 23 0058 0.012 20.964 0461
At S SR K N K 24 0037 0005 21220 0507
(c) Coeficientes del modelo. (d) Correlograma de los residuos del

modelo.

Figura A.2: Resultados del modelo SARIMA
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Anexo B: Bases de datos

Enero

Febrero

Marzo

Abril

Mayo

Junio

Julio

Agosto  Septiembre

Octubre

Noviembre

Diciembre

2002
2003
2004
2005
2006
2007
2008
2009
2010
2011
2012
2013
2014
2015
2016
2017

1882933.76
2092029.02
2497299.50
2911284.23
3572154.67
3720661.48
4559780.61
4343894.34
5140821.76
6017413.16
7346606.77
8268875.73
9847838.37
8634320.79
10043455.73

1871135.57
2085264.77
2512232.15
2047440.74
3546634.47
3755831.79
452855038
4316360.65
5118270.98
6001190.83
7364957.63
8445117.21

10234415.79
8676364.70
10183600.56

1996692.15
2108082.32
2562900.82
2976129.3
3598274.04
3879014.85
4340344.62
4372491.88
5248667.67
6233586.59
7506735.75
8642092.97
10235167.66
8782843.67
10398123.18

2003279.11
2140156.70
2617008.81
3016211.06
358427348
3985345.76
4230927.92
4561836.30
5394609.25
6502802.61
T717308.19
8970001.89
10366822.50
8952265.59
10736312.78

2019307.23
2184434.28
2668013.08
3068139.63
3574606.62
4101585.56
4155466.08
4606880.13
5462142.71

6590915.12
7691746.11

8965608.06
10167806.57
8906606.92
10732099.19

2013771.28
223279712
2748386.10
312524343
3591325.13
4217687.31

4166473.87
4704868.97
5501891.40
6719682.85
7807888.64
8967145.68
10157739.22
8994513.82
10874379.47

1756874.14
2033655.47
2261013.88
2766949.30
3194232.37
3568889.30
4281278.88
4169788.27
4751151.48
5555675.86
£800324.93
790072341

9006186.93
10002609.28
9070274.61

10978962.31

1766842.13  1853225.14
2038517.78  2095660.82
2318490.29  2362393.90
2794007.59  2848854.03
3256947.56  3347483.47
3608800.70  3594480.85
4434458 41 4541694.49
4115368.27  4149532.48
4806238.44  4881363.50
5606737.54  5667223.81

6987475.37  7126963.63
8030846.07  8071001.21

899762842  9114840.93
941545707 921155319
9018714.06  9077535.46
11042690.54  11208492.84

1879946.83
2105232.70
2441388.69
2871337.06
3364994.53
3635236.94
4667215.59
4191522.57
4979855.33
5804055.64
7130326.78
8076649.40
9218579.60
9107537.18
9255187.46
1129254488

1861821.34
2118126.27
2428639.10
2898194.93
344528045
3649428.34
4722946.02
4316010.09
5023098.35
6031492.05
721217619
82688700.63
9274913.89
8936896.05
9455376.27
11560088.41

1879375.37
2118002.76
2472518.16
2959364.55
3566359.21

3681338.13
4676773.77
430577746
5175209.62
6116610.67
7399107.23
840377117
9676594.87
8734009.01

10099559.34
11767772.45

Cuadro B.1: Participacion de la cartera de crédito comercial

Enero

Febrero

Marzo

Abril

Mayo

Junio

Julio

Agosto  Septiembre

Octubre

Noviembre

Diciembre

2002
2003
2004
2005
2006
2007
2008
2009
2010
2011
2012
2013
2014
2015
2016
2017

852336.54
849095.94
1141061.63
1553785.20
2037185.23
2260766.77
2826618.61
2893091.69
3817557.92
5067894.33
5676144.00
6144496.37
6926436.61
6225450.76
6366376.22

852650.96
850622.46
1160177.73
1577908.26
2060481.25
2271853.21
2619586.41
2906028.97
3969201.26
5104455.84
5634945.01
6183238.54
6911010.60
6113876.17
6358986.74

744233.18
856393.27
1193355.45
1618075.90
2041739.34
2264820.04
2776473.22
2940677.65
4092834.85
5195336.57
5588939.15
6192539.63
6926903.40
6040029.68
6411568.72

837888.57

733049.62 757013.87 74953043  759511.41

867190.53
1231091.34
1625689.30
2133333.37
2253792.03
2129555.67
3003682.75
4208712.35
5282134.45
5661220.85
6208141.59
6844401.57
5967549.13
6435974.75

888803.99
1280672.56
1675981.82
2105718.69
2291270.98
2178633.65
3085824.27
4278142.65
5381018.52
5731867.88
6259626.10
6796328.38
5975830.37
6533758.77

906510.01

1296659.30
1715258.47
2184959.08
2325900.96
2729855.86
3174274.44
4414264 64
5431719.15
5811924.61
6355843.62
6738757.79
5990626.49
7869068.35

943142.36
1341940.48
1750352.16
2207328.43
2394406.07
21307M3.79
3246169.33
4552432.18
5492209.54
5913190.00
6417175.82
6687705.00
6020790.73
7953297.11

853436.76  865803.58
773824.76 78871518
973627.55  1006547.77
1356604.22  1389789.91
1796119.45 1853608.09
2184023.95 2195966.15
2478410.01 2557744.29
2740684.39 2767947.54
3287870.33  3402654.50
4675698.22 4781268.19
5570121.26 562221135
5967955.07 5994767.96
6491306.72 6559556.73
6664692.75 6643086.51
6175240.43 6223990.18
8115900.58 8270541.34

863406.46
799650.54
1027572.98
1361802.62
1893965.93
2188209.26
2612599.66
277955403
3461843.27
4877392.23
5661291.70
6030709.39
6825787.84
6575575.55
6273137.98
8352349.53

862362.08
819286.70
1063201.22
1426414.84
1920091.52
2209580.91
2712706.42
2810610.40
3597244 .41
4964084.47
5689761.86
6075103.82
6874812.20
6471401.16
6357543.89
8557690.54

864846.34
830305.99
1131276.69
1441653.29
1908454.24
2259835.20
2818043.97
2872243.12
3721432.19
5015874.61
5689244.01
6111643.65
£6924281.15
6331052.99
638192004
8604908.21

Cuadro B.2: Participacion de la cartera de crédito de consumo
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Enero Febrero Marzo Abril Mayo Junio Julio Agosto Septiembre Octubre Noviembre Diciembre

2002 0.1049 0.1024  0.1058  0.1089  0.1149 0.0948
2003 0.1034 0.1083 0.1070 0.1027 0.1103 0.0986 0.1018 0.1090  0.1010  0.0982  0.09%1 0.0824
2004 0.0884 0.0939 0.0893 0.0883 0.0906 0.0770 0.0856 0.0967  0.0958  0.0935  0.0981 0.0745
2005 0.0801 0.0805 0.0811 0.0779 0.0746 0.0677 0.0673 0.0700  0.0673  0.0681  0.0644 0.0553
2006 0.0581 0.0610 0.0566 0.0569 0.0562 0.0465 0.0449 0.0418  0.0374  0.0385  0.0372 0.0284
2007 0.0280 0.0323 0.0309 0.0330 0.0326 0.0272 0.0315 0.0321  0.0293  0.0285  0.0281 0.0228
2008 0.0243 0.0266 0.0240 0.0228 0.0225 0.0218 0.0245 0.0251  0.0222 ~ 0.0210  0.0197 0.0176
2009 0.0195 0.0241 0.025 0.0271 0.0271 0.0249 0.0262 0.0255  0.0240  0.0241  0.0255 0.0231
2010 0.0246 0.0240 0.0226 0.0225 0.0241 0.0219 0.0227 0.0221 ~ 0.0202 ~ 0.0197  0.019%4 0.0153
2011 0.0161 0.0172 0.0156 0.0156 0.0151 0.0150 0.0150 0.0155  0.0153  0.0153  0.0147 0.0112
2012 0.0119 0.0129 0.0124 0.0129 00126 0.0122 0.0124 0.0129  0.0116  0.0125  0.0126 0.0084
2013 0.0095 0.0100 0.092 0.0112 0.0110 0.0107 0.0109 0.0105  0.0110  0.0106  0.0098 0.0077
2014 0.0098 0.0103 0.0114 0.0104 0.0116 0.0104 0.0107 00108  0.0104  0.0103  0.0098 0.0075
2015 0.0105 0.0127 0.0125 0.0138 0.0142 0.0127 0.0135 0.0121  0.0123  0.0134  0.0147 0.0113
2016 0.0154 0.0165 0.0145 0.0146 0.0160 0.0130 0.0128 0.0134  0.0125  0.0146  0.0161 0.0116
2017 0.0124 0.0132 0.0137 0.0133 00135 0.0117 0.0127 0.0122  0.0118  0.0118  0.0110 0.0101

Cuadro B.3: Serie de morosidad de la cartera de crédito comercial

Enero Febrero Marzo Abril Mayo Junio Julio Agosto Septiembre Octubre Noviembre Diciembre

2002 00793 0.0779  0.069  0.0721  0.0699 0.0665
2003 0.0723 0.0783 0.0902 0.0859 0.0881 0.0957 0.0996 0.1015  0.0971 0.1013  0.1031 0.0847
2004 0.0957 0.1162 0.0857 0.0765 0.0812 0.0742 0.0728 0.0754  0.0729  0.0753  0.0757 0.0600
2005 0.0676 0.0718 0.0726 0.0670 0.0662 0.0573 0.0618 0.0635  0.0566  0.0566  0.0536 0.0397
2006 0.0513 0.0583 0.0572 0.0580 0.0574 0.0520 0.0585 0.0575  0.0513 ~ 0.0639  0.0487 0.0413
2007 0.0467 0.0499 0.0466 0.0505 0.0466 0.0435 0.0484 0.0491  0.0499  0.0520  0.0486 0.0411
2008 0.0454 0.0486 0.0497 0.0460 0.0472 0.0397 0.0385 0.0381  0.0369  0.0422  0.0413 0.0379
2009 0.0428 0.0466 0.0494 0.049 0.0516 0.0506 0.0515 0.0540  0.0513 ~ 0.0523  0.0531 0.0417
2010 0.0469 0.0516 0.0518 0.0471 0.0466 0.0428 0.0435 0.0435  0.0434  0.0438  0.0437 0.0344
2011 0.0382 0.0424 0.0405 0.0393 0.0393 0.0377 0.0400 0.0404  0.0402  0.0423  0.0447 0.0349
2012 0.0411 0.0447 0.0446 0.0488 0.0482 0.0493 0.0511 0.0521  0.0531 0.0564  0.0570 0.0515
2013 0.0583 0.0617 0.0602 0.0557 0.0563 0.0552 0.0553 0.0546  0.0558  0.0556  0.0525 0.0465
2014 0.0530 0.0542 0.0561 0.0539 0.0556 0.0565 0.0559 0.0556  0.0566  0.0625  0.0653 0.0553
2015 0.0628 0.0691 0.0652 0.0633 0.0685 0.0702 0.0725 0.0755  0.0754  0.0780  0.0816 0.0693
2016 0.0828 0.0913 0.0900 0.0901 0.1013 0.0841 0.0857 0.0837  0.0764  0.0785  0.0790 0.0670
2017 0.0705 0.0728 0.0716 0.0663 0.0662 0.0616 0.0631 0.0596  0.0589  0.0590  0.0583 0.0521

Cuadro B.4: Serie de morosidad de la cartera de crédito de consumo
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Anexo C: Funciones de R y esquema

del procedimiento

Para este proyecto de investigacion se utilizé el software estadistico R (R Core

Team, 2018). Se utilizaron los siguientes paquetes:

(Wickham et al., 2018)

(Wickham, 2017a)

library{readxl} # Para leer archivos excel. (Wickham and Bryan, 2018)
library{dplyr} # Para manejo y andlisis de datos.

library{tidyverse} # Para manejo de datos. (Wickham, 2017b)

library{reshape2} # Para reestructurar data.frame. (Wickham, 2007)
library{flexmix} # Para modelos de mezcla. (Leisch, 2004)

library{betareg} # Para modelos de mezcla. (Cribari-Neto and Zeileis, 2010)
library{HiddenMarkov} # Para modelos ocultos de Markov (Harte, 2017)
library{ggplot2} # Para graficos especializados. (Wickham, 2016)
library{scales} # Para escalar graficos de ggplot2.

library{ggpubr} # Para personalizar graficos. (Kassambara, 2017)

Las funciones usadas para los modelos de mezcla (estimacion y clister) y los ocul-
tos de Markov (estimacion, pseudo-residuos, simulacion, probabilidades de avance y

retroceso y decodificacion de estados) fueron:

betamix(formula, data, k, subset, cluster = NULL, ...)
dthmm(x, Pi, delta, distn, pm, pn = NULL, discrete = NULL)
BaumWelch(object, control = bwcontrol(), ...)
residuals(object, ...)

simulate(object, nsim = 1, seed = NULL, ...)

backward(x, Pi, distn, pm, pn = NULL)
forward(x, Pi, delta, distn, pm, pn = NULL)
Viterbi(object, ...)

HOoH H H H HE HH

Modelos de mezcla

Define un modelo oculto de Markov
Algoritmo de Baum-Welch
Pseudo-residuos

Simula un modelo oculto de Markov
Probabilidades de avance
Probabilidades de retroceso
Algoritmo de Viterbi

Las funciones de prediccion de estados, distribucién condicional y distribucion de
prondsticos no se encuentran en los paquetes anteriores. Por lo que fueron creados

modificando los existentes en Zucchini et al. (2016).

# FUNCION PARA PREDICCION DE ESTADOS ----c-cmmmmmmomem
HMM.Pred.Estado <- function(data.mora, modelo, h=1){
n <- length(data.mora)
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m <- length(modelo$delta)

delta <- modelo$delta

Pi <- modelo$Pi

alfa <- modelo$pm$shapel

beta <- modelo$pm$shape?2

la <- t(forward(data.mora, Pi, delta, "beta",list(shapel=alfa, shape2=beta)))
c <- max(la[,n])

11k <- c+log(sum(exp(lal,n]-c)))

statepreds <- matrix(NA,ncol=h,nrow=m)

foo <- exp(la[,n]-11k)

for (i in 1:h){
foo <- fool)*YPi
statepreds[,i] <- foo
}

return(statepreds)

# FUNCION PARA DISTRIBUCION DE PROBABILIDAD CONDICIONAL ----------

HMM.Prob.conditional <- function(data.mora, rango, modelo){

n <- length(data.mora)

m <- length(modelo$delta)

nxc <- length(rango)

dxc <- matrix(NA,nrow=nxc,ncol=n)

delta <- modelo$delta

Pi <- modelo$Pi

alfa <- modelo$pm$shapel

beta <- modelo$pm$shape?2

Px <- t(sapply(c(l:m), function(i) dbeta(rango, shapel=alfal[i], shape2=betali])))
la <- t(forward(x=data.mora, Pi=Pi, delta=delta, distn="beta",

pr=list(shapel=alfa, shape2=beta)))

1b <- t(backward(x=data.mora, Pi=Pi, distn="beta",
pm=list(shapel=alfa, shape2=beta)))

la <- cbind(log(delta),la)

lafact <- apply(la,2,max)

lbfact <- apply(1b,2,max)

for (i in 1:n){

foo <- (exp(la[,i]-lafact[i])%*%Pi)*exp(1b[,i]-1bfact[i])
foo <- foo/sum(foo)
dxc[,i] <- foo%*YPx

}

return(dxc)
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# FUNCION PARA DISTRIBUCION DE PRONOSTICOS -----------—-—---

HMM.Dist.Pronostico <- function(data.mora, rango, modelo, h=1){

n <- length(data.mora)
nxf <- length(rango)

m <- length(modelo$delta)
delta <- modelo$delta

Pi <- modelo$Pi

alfa  <- modelo$pm$shapel
beta  <- modelo$pm$shape2
probs <- sapply(c(l:m), function(i) dbeta(data.mora, shapel=alfal[i], shape2=betal[i]))
dxf <- matrix(0,nrow=h,ncol=nxf)
foo <- delta*probs[1,]
sumfoo <- sum(foo)
lscale <- log(sumfoo)
foo <- foo/sumfoo
for (i in 2:n){
foo <- foolx%4Pi*probs[i,]
sumfoo <- sum(foo)

lscale <- 1lscale+log(sumfoo)

foo <- foo/sumfoo
}
for (i in 1:h){

foo <- foo)*%Pi

for (j in 1:m) dxf[i,] <- dxf[i,] + foo[jl*dbeta(rango,shapel=alfalj],shape2=betalj])
}

return(dxf)

# ESTIMACION DE LA DISTRIBUCION INICIAL -—-----emmmmomo -
dist.ini <- function(n){return(rep(1,n)/n)}

# dist.ini <- function(secuencia){return(as.numeric(prop.table(table(secuencia))))}

# ESTIMACION DE LAS PROBABILIDADES DE LA MATRIZ DE TRANSICION -------
matrix.trans <- function(secuencia, prob=T){

MT <- table(secuencial[-length(secuencia)], secuencial-1])

if (prob) MT <- prop.table(MT, 1)

return(as.matrix.data.frame(MT))

# ESTIMACION DE LOS PARAMETROS DE LA DISTRIBUCION BETA -------——--
alfa.moment <- function(x){return(mean(x)*(mean(x)*(1-mean(x))/sd(x)"2-1))}

beta.moment <- function(x){return((1-mean(x))*(mean(x)*(1-mean(x))/sd(x)~2-1))}
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De acuerdo a lo estipulado en el articulo 27 del Instructivo para la Implementacion de la Unidad
de Titulacion en las Carreras y Programas vigentes de la Escuela Politécnica Nacional,
aprobado por Consejo de Docencia en sesion extraordinaria del 29 de abril de 2015 y una vez
verificado el cumplimiento del formato de presentacion establecido, se autoriza la impresién y
encuadernacion final del Trabajo de Titulacién presentado por el sefior EDWIN DAVID
SIMBANA FARINANGO.

Fecha de autorizacion: Quito, D.M., 3 de junio de 2019.
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