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RESUMEN

Un plasma espacial puede ser descrito analiticamente mediante una aproximacién cinética. En
este régimen, el comportamiento del plasma estd gobernado por una ecuacién de Vlasov para cada
especie de particulas que lo componen. El estudio que se desarrolla en este documento tiene dos
componentes: uno analitico y el otro numérico. En ambos escenarios analizamos a la inestabilidad
two-stream, en los casos limite beam-plasma y gentle-bump. Para el tratamiento no lineal hemos
implementado un cddigo cinético tipo Particle-in-Cell en el servidor de calculo numérico del Depar-
tamento de Fisica de la Escuela Politécnica Nacional. Las simulaciones numéricas desarrolladas en
este estudio muestran que el cédigo implementado es estable y reproduce adecuadamente la fisica
de estos casos limite.



ABSTRACT

A space plasma can be described analytically from a kinetic approach. In this regime, the behavior
of the plasma is governed by one Vlasov equation for each of the species present in the plasma.
This study has two components: one analytical and the other one numerical. In both scenarios,
we analyze the two-stream instability, in the limit cases of beam-plasma and gentle-bump. For the
non-linear treatment, we have implemented a Particle-in-Cell full-kinetic code on the HPC server of
the Department of Physics of Escuela Politécnica Nacional. The simulations results show that our
code is stable and adequately reproduces the physics of these limit cases.



Capitulo 1

MARCO TEORICO

1.1. Introducciéon

Los plasmas forman la mayor parte del universo. Un plasma espacial es el medio que compone el
espacio interestelar [1]. Se caracteriza por ser un medio magnetizado donde pueden haber una varie-
dad de ondas de plasma. Las interacciones onda-particula de los plasmas espaciales son importantes
para la formacién de la magnetésfera, generacion del coro electromagnético, etc [2]. El fenémeno
mas estudiado de los plasmas espaciales es el viento solar [3]. El viento solar es un flujo de plasma
supersoénico originado en el Sol, con un flujo de Alfvén tenuemente magnetizado, altamente ionizado
y casi no colisional. Esta constituido por protones térmicos que fluyen fuera de la corona solar y se
expanden dentro de la heliésfera [4]. Este medio permite estudiar directamente los fenémenos de
un plasma no colisional a bajas frecuencias [5], el cual se caracteriza por f,. > f.. donde f,. es la
frecuencia electrénica del plasma y f.. es la frecuencia ciclotrénica de los electrones.

Las propiedades del viento solar estan lejos de ser entendidas. La razén de esta dificultad es
que el viento solar no es un medio completamente colisional o no colisional. Esto significa que
un acercamiento hidrodindmico, o uno puramente no colisional, no son adecuados para modelar la
expansion del viento solar y explicar las propiedades observadas. El acercamiento de fluido clasico es
aplicable en un medio dominado por colisiones, mientras que para estudiar los efectos no térmicos
de la distribucién en la corona se usa el acercamiento cinético. Uno de los acercamientos cinéticos
mas simples es el exosférico, el cual ignora las colisiones binarias entre las particulas por encima de
una determinada altura llamada exobase [6].

Un primer modelo teérico predictivo para el viento solar fue dado por Parker (1958) desde un
acercamiento hidrodinamico. Parker consideraba una expansion en estado estacionario de un flujo
de protones y electrones fluyendo térmicamente hacia afuera de la corona solar. Sin embargo, este
modelo, y los derivados de él no podian explicar el viendo solar de alta velocidad observado a 1
UA sin una declaracién ad-hoc del momentum y/o la energia en la corona. Los modelos exosféri-
cos/cinéticos han dado mejores descripciones. Las mediciones detalladas in-situ de la forma de la
distribucién de particulas apoyan el acercamiento cinético. Debido a que la distancia de colision es
mucho mayor que la distancia de interaccién entre ondas y particulas, se espera que las funciones
de distribucién se desvien de la forma Maxwelliana [7]. El primer modelo de viento solar de este tipo
fue desarrollado por Chamberlain (1960). El viento solar se modelaba como una expansién radial
de la corona solar producto de una evaporacién de protones coronales calientes fuera del campo
gravitacional solar. Mas tarde los modelos de Jensen (1963) y los de Brandt & Cassinelli (1966)
fueron los primeros en poder reproducir los flujos supersénicos del viento solar. En estos modelos
se tomaron en cuenta varios caminos libres medios de las particulas como funcién de su velocidad.



Sin embargo, estos modelos alin era inadecuados. El campo eléctrico ambipolar real (hacia afue-
ra), que asegura la cuasi neutralidad del plasma y la corriente eléctrica cero resulta ser mayor, lo
que acelera los protones a velocidades mayores. Los modelos de Jockers (1970) y el de Lemaire
& Scherer (1971) tomaron en cuenta esta correccidn y produjeron vientos supersénicos, pero las
velocidades adn eran pequefias como para explicar el viento solar (~ 700 - 800 km s~ '). Luego, el
modelo de Maksimovic (1997) dio una descripcién razonable de las propiedades del viento solar. Las
densidades, temperaturas y velocidades dentro del rango observado de 1 AU fueron acertadas, pero
no las funciones de distribucion de velocidades debido a que no se tomaron en cuenta las colisiones.
El mayor logro de los modelos cinéticos fue proporcionar un posible mecanismo de conduccién para
el viento solar rapido [6].

Las observaciones revelan que la distribucién electrénica consiste de un centro casi Maxwelliano,
y un halo que se aparta fuertemente de una funcién de distribuciéon térmica. En algunos casos es-
pecificos, como en un viento solar de alta velocidad, puede aparecer un tercer componente llamado
strahl. Sin embargo, las caracteristicas son que el centro de las distribuciones es isotrépico, mientras
que el halo es siempre anisotrépico [7].

El espectro de energia del viento solar presenta un gran rango de frecuencias (10~¢—10* Hz) [7].
A estas frecuencias, en la helidsfera, se puede observar fluctuaciones de gran amplitud [5]. Es asi que,
después del inicio de la aventura espacial durante el Afio Geofisico Internacional (1957), comenzé
la exploracién del medio interplanetario en de la vencidad de la Tierra [7]. La mision PIONEER
(1967) proveed la primera medida in-situ. Luego, HELIOS 1 (1974) y HELIOS 2 (1976) explora-
ron regiones hasta una distancia de 0.3 U A hacia el Sol. Inicialmente se estudiaron inestabilidades
hidrodinamicas de baja frecuencia en las misiones PIONEER, HELIOS e ISEE. Luego, VOYAGER
(1977) proveyé informacion desde la helidsfera hasta sobre 1 AU [7]. Estas dos dimensiones de ver
el espacio interplanetario fue mas tarde completado con ULYSSES (1990), quien sondeé las regio-
nes desconocidas perpendiculares al plano ecliptico [5, 7, 8]. Entre 1994 y 1995 ULYSSES hizo un
escaneo rapido de latitud de la heliésfera desde la regién polar del sur hasta la norte, en un tiempo
de minima actividad solar. Los datos recolectados mostraron que las polaridades observadas en el
campo magnético de la heliésfera correspondian a las polaridades dominantes del Sol. La variacién
del campo magnético entre los hemisferios norte y sur de la helidsfera no mostraron diferencia en
amplitud o en gradiente radial. La mayor parte de las lineas del campo magnético tienen su origen
en los agujeros de la corona solar y son barridas hacia la heliésfera por el viento solar. [8]. Para el
estudio de altas frecuencias se implementaron analizadores de espectros y receptores de forma de
onda en las misiones interplanetarias VOYAGER, GALILEO, ULYSSES, WIND, CASSINI, CLUSTER
y STEREOQ. Los analizadores miden la intensidad del campo eléctrico en varios canales de frecuencia
con estrecho ancho de banda. Sin embargo, éstos pierden informacién sobre la fase de la sefal. Por
ello, en los 90's se introdujeron los analizadores de forma de onda, porque los registros de formas
de onda a alta frecuencia son a menudo mucho mas cortos [7].

En las observaciones de las distintas misiones, se obtuvo que las ondas con frecuencias superiores
a la ciclotrénica de iones jugaban un papel importante en la microfisica del plasma espacial. Medicio-
nes in-situ de la regioén 1-30 del radio solar son necesarios para resolver la cuestion del calentamiento
y la aceleracién del viento solar. Aln es necesario la resolucién de alta energia y de tiempo de la
funcién de distribucién de las particulas, para poder validar posibles teorias [7].



El estudio del plasma nos permite mejorar la compresion del universo, su naturaleza, comporta-
miento y posibles aplicaciones. Existen varias teorias para describirlos, una de ellas es la cinética y es
en la que se va a enfocar este trabajo. En la Capitulo 3 se va a estudiar de forma analitica el sistema
de ecuaciones Vlasov-Maxwell para un plasma cinético no colisional, compuesto por protones y elec-
trones. Para ello, se acoplaran sus ecuaciones de Vlasov con las ecuaciones de Maxwell para construir
un sistema cerrado. El sistema de ecuaciones sera linealizado y adimensionado utilizando un sistema
de unidades Gaussiano. La resolucion del sistema se lo realizara de forma analitica en el espacio
1D-1V (1 dimensién espacial y 1 dimension en el espacio de velocidades). Este proceso nos dara
las respectivas relaciones de dispersion para los casos limite de la inestabilidad. Para trabajar en los
casos no lineales, escribiremos un algoritmo PIC, no relativista, utilizando metodologias espectrales
y de diferencias finitas. Nuestro estudio de plasma se concentrard en la inestabilidad two-stream, en
los casos limite beam-plasma y gentle-bump. Este algoritmo se implementara en lenguaje FORTRAN
y se ejecutara en el servidor de calculo numérico del Departamento de Fisica de la Escuela Politécni-
ca Nacional, para su resoluciéon numérica. En el Capitulo 4 realizaremos experimentos numéricos
para los casos limite, utilizando sus respectivas condiciones iniciales y de borde. Compararemos los
resultados obtenidos con la teoria bibliografica para comprobar la fiabilidad numérica del codigo.

1.2. Descripcion general de un plasma

El plasma es el cuarto estado de la materia [9, 10, 11, 12, 13]. Si la temperatura es lo suficien-
temente elevada como para que los atomos de un gas tengan una energia cinética que sobrepase la
energia de enlace de todos sus orbitales se logra obtener un gas ionizado o plasma [9, 10, 14]. El
estado de plasma se diferencia de los otros estados (sélido, liquido y gaseoso) por la fuerza de los
enlaces que mantienen juntas a las particulas que lo constituyen. Sin embargo, esta transicion de gas
a plasma no es una transicion de fase en el sentido termodinamico, sino que ocurre gradualmente
con el aumento de la temperatura [9]. El plasma es generalmente una sustancia de alta temperatura
y algunas de sus propiedades estan relacionadas con sus efectos térmicos [15]. La velocidad térmica
v de la particula s se la considera como la velocidad media del movimiento térmico y se define a
través de la temperatura 7§ de dicha especie de particula,

kBTs
S - 9 ].].
Uth, . (1.1)

donde kp es la constante de Boltzman (1,38 x 10719 ergs/K) y my es la masa de la particula s que
conforma al plasma, i.e., electrones o protones [10, 15, 16]. Se cumple que m, > m. y T, > T, [17].

El plasma es una sustancia macroscépica neutra compuesta por electrones libres y atomos o
moléculas ionizadas que describen un comportamiento colectivo debido a la fuerza de Coulomb, la
cual es de largo alcance [3, 9, 14, 18, 19]. El plasma es macroscépicamente neutro cuando la carga
neta resultante es cero y se encuentra bajo condiciones de equilibrio ausentes de fuerzas externas.
La neutralidad se evidencia en un volumen suficientemente grande para contener a un gran ndmero
de de particulas y suficientemente pequefio comparado con las longitudes caracteristicas. En este
volumen, la variacién de parametros macroscépicos como las densidad y la temperaura no varian.
Si esta neutralidad macroscépica no es mantenida, la energia potencial asociada con las fuerzas de
Coulomb resultantes puede ser enorme comparada a la velocidad cinética de la particula térmica [9] .



Las desviaciones de la neutralidad macroscépica eléctrica pueden ocurrir naturalmente. La energia
térmica de la particula tiende a romper la neutralidad eléctrica, mientras que la energia potencial
electrostatica resultante de cualquier separacion de carga tiende a recobrar dicha neutralidad. La
distancia donde se obtiene un balance entre los dos fenémenos es del orden del parametro de longitud
caracteristica de un plasma conocida como longitud de Debye. Para longitudes mayores que la
longitud de Debye no es posible salir de la neutralidad macroscépica en ausencia de fuerzas externas.
Esto se debe a que las particulas cargadas son capaces de moverse libremente para neutralizar
regiones con exceso de carga espacial debido al largo alcance de las fuerza de Coulomb que aparecen
[9].

La longitud de Debye es una longitud caracteristica del plasma e indica la distancia a la cual
la influencia del campo eléctrico de una sola particula cargada puede ser sentido por otras particu-
las cargadas dentro del plasma. Las particulas cargadas se distribuyen de tal forma que protegen
cualquier campo electrostatico dentro de una distancia del orden de la longitud de Debye. Esta
proteccion se debe al comportamiento colectivo de las particula del plasma [9, 19]. La longitud de
Debye se define como

1/2
= (12) (1.2)

47n,e?
donde T, es la temperatura electrénica, n, es la densidad electronica (en ecm3) y e es la carga del
electrén [3, 9, 10, 13, 15, 17, 19].

La longitud de Debye también puede ser usada como una medida de la distancia en la cual
potenciales eléctricos fluctuantes pueden aparecer en un plasma. Esto corresponde a la conversion
de la energia cinética de una particula térmica en energia potencial [9]. Generalmente, A depende
de la velocidad de la particula de prueba con respecto al plasma [10] y puede ser tomada como la
distancia que la particula viaja durante un periodo del plasma [15]. A partir de Ap se puede definir
a la esfera de Debye como la esfera dentro del plasma con radio A\p. Cada carga en el plasma
interacttia colectivamente solo con las cargas que se encuentran dentro de la esfera de Debye. El
ndmero de electrones N dentro de la esfera seria [3, 9, 19]

4o, 4 kT A\
ND - §7T>\Dne == gﬂ(n;/gez) . (13)

El efecto protector de Debye es una caracteristica de todos los plasmas, pero no ocurre en todos
los medios que contienen particulas cargadas. Un requerimiento necesario para la existencia de un
plasma es que las dimensiones fisicas del sistema sean grandes en comparacién a A\p. Caso contrario
no va a haber suficiente espacio para que se presente el efecto de proteccion colectiva y el conjunto
de particulas cargadas no va a presentar un comportamiento colectivo [9]. Si L es la dimensién
caracteristica de un plasma, entonces el criterio para la definiciéon de un plasma es que L > Ap.
Dado que el efecto de proteccion es el resultado del comportamiento colectivo de particulas dentro
de una esfera Debye, también es necesario que el nimero de electrones dentro de una esfera Debye
sea muy grande, entonces n.A\3, >> 1. En general A\p es muy pequefio, pero en el plasma interestelar
puede ser del orden de varios metros [9, 13].

Una propiedad importante del plasma es la estabilidad de la neutralidad de carga espacial ma-
croscopica. Cuando un plasma se perturba y sale de su condicién de equilibrio, los campos de carga
espacial interna resultantes dan lugar a movimientos colectivos de particulas que tienden a restau-
rar la neutralidad de carga original. EI movimiento colectivo se caracteriza por una frecuencia de
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oscilacién natural conocida como frecuencia de plasma. Las oscilaciones colectivas son oscilaciones
de altas frecuencias, por lo que iones pesados no pueden seguir el movimiento de los electrones.
Los electrones oscilan de forma colectiva alrededor de los iones pesados y la fuerza de restauracion
colectiva resulta de la atraccién Coulémbica ion-electrén [9]. La frecuencia colectiva de la oscilacién
de la especie de particulas s es

4anggi\1/?
= (TE) (14)

donde ¢; es la carga de la particula s y n, es la densidad de la particula s [9, 10, 13, 16]. Es normal
llamar a w,s como frecuencia, aunque tenga unidades de radianes por segundo [10]. Se trata de una
frecuencia angular, donde wy,s = 27 f,;. Si consideramos dos especies s, protones y electrones, la
frecuencia total del plasma seria w? = w2, 4w . Sin embargo, debido a que m,, > m,, w, = w,
[17]. La frecuencia de plasma es usada para especificar la densidad de electrones en un plasma.
También es una medida del periodo de tiempo que requiere un electrén (o i6n) para moverse con

velocidad térmica una distancia de Debye [10].

1.3. Aproximacion cinética de los plasmas

La dindmica de las particulas en un plasma pueden ser descritas adecuadamente por las leyes
de la Mecanica Clasica. Los efectos cuanticos son solo importantes a altas densidades y muy bajas
temperaturas. El comportamiento dinamico de los plasmas estad gobernado por la interaccion entre
las particulas del plasma junto a los campos internos producidos por las mismas particulas, y los
campos externos aplicados. Ademas, su movimiento también puede generar corrientes eléctricas y
en consecuencia campos magnéticos [9)].

En la descripcién estadistica de un plasma se utiliza la Teoria Cinética, la que necesita conocer
la funcion de distribucion del sistema de particulas. Entonces, el problema consiste en resolver las
ecuaciones cinéticas apropiadas que gobiernan la evoluciéon de la funcién de distribucion en el es-
pacio de fases. Un ejemplo de ecuacién diferencial cinética es la ecuacién de Vlasov, en el que la
interaccion entre las particulas cargadas se describe mediante campos electromagnéticos internos
consistentes con las distribuciones de densidad de carga eléctrica y densidad de corriente dentro del
plasma, y se desprecian los efectos colisionales [9].

La Teoria Cinética es una descripcion microscépica que se basa en la configuracion y distribucion
en el espacio de velocidades de las particulas del plasma, la correlacion entre las particulas y los micro-
campos producidas por ellas. Las cantidades microscépicas son mas dificiles de medir directamente,
pero son importantes para determinar las propiedades macroscépicas del plasma [10]. En el espacio
de fases, en cualquier instante de tiempo, cada particula del plasma puede estar localizada mediante
un vector posicion r = (i, y, z) trazado desde el origen del sistema de coordenadas hasta el centro de
masa de la particula. De forma andloga, en este espacio, el vector de velocidades es v = (v,, vy, v,).
A cada instante de tiempo el estado dinamico de un sistema de N particulas estd representado
por N puntos en el espacio de fases. Para cada punto se tiene un espacio 6N-dimensional definido
por 3N coordenadas de posicidn (ry, ra, - -+ ,ry) y 3N coordenadas de velocidad (vy,va - -+, vy) [9].

La Teoria Cinética provee una base formal para incluir los campos promedios debido a las particu-
las, despreciando las fuerza de corto alcance de los vecinos mas cercanos [10]. Una descripcién
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conveniente para la interacciéon de particulas es mediante un acercamiento estadistico. Para ello es
necesario introducir conceptos de espacio de fases y funcion de distribucion. La funcién de distri-
bucién en el espacio de fases f,(r,v,t) es una densidad de puntos representativos de la especie de
particulas s definida como

dSN,(r,v,t)
fole, v, ) = dBrd3v

donde d°N,(r, v, t) es el niimero de particulas s dentro del elemento de volumen d*rdv. El elemento
de volumen d3rd3v indica que hay pocas particulas con grandes velocidades, por tanto se requiere
que fs(r,v,t) tienda a cero cuando la velocidad es infinitamente grande. Es asi que se trata de
una funcién positiva y finita en cualquier instante de tiempo. Ademas, se asume que la densidad de
los puntos representativos en el espacio de fases no varia rapidamente de un elemento de volumen
a otro, por lo que f(r,v,t) puede ser considerada como una funcién continua, al igual que sus
argumentos [9)].

La funcién de distribucién caracteriza a un plasma. Un plasma es homogéneo cuando la funcion
de distribucion no depende de r, es anisotropico cuando depende de la orientacion del vector de
velocidad v, pero es isotrépico cuando solo depende de la magnitud v = |v|. Un plasma en equilibrio
térmico se caracteriza por una funcién de distribucion homogénea, isotrépica y dependiente del
tiempo. En el sentido estadistico la funcidén de distribucion provee una descripcion completa del
sistema. A partir de ella se pueden deducir todas las variables macroscopicas para las particulas «.
Sin embargo, uno de los problema de la teoria cinética esta en determinar la funcién de distribucién
para un determinado sistema [9].

1.3.1. Ecuacién cinética de orden cero: ecuacion de Vlasov

Una forma aproximada de describir la dindmica de un plasma es considerar que el movimiento de
las particulas que lo conforman esta gobernado por campos externos y el campo promedio interno
macroscépico [9]. Los microcampos producidos por las particulas del plasma son reeamplazados por
el campo promedio que las particulas producen en un determinado punto del espacio. La funcién de
distribucién de las particulas del plasma es calculada de forma que concuerda con el campo promedio
[10].

La ecuacién de Vlasov es una ecuacién diferencial parcial que describe la evolucién temporal de la
funciéon de distribucién en el espacio de fases. A esta ecuacién también se la conoce como ecuacién
de Boltzmann no colisional [9, 13, 19]. Anatoly Vlasov fue un fisico ruso quien, en 1968, publicé el
articulo "The vibrational properties of an electron gas”, donde presenta la ecuacién cinética de Vlasov
como alternativa a la de Boltzmann. En el desarrollo de su trabajo se muestra cémo la ecuacién
de Boltzmann puede ser simplificada debido a las propiedades vibracionales de las particulas. Con
ello, se pueden ignorar todas las interacciones a través de colisiones [20]. Esta ecuacién incorpora los
campos electromagnéticos internos macroscépicos suavizados [9, 19]. En nuestro estudio la ecuacién
de Vlasov representa dos ecuaciones acopladas, correspondientes a protones y electrones. En nuestro
sistema de unidades la ecuacion de Vlasov para la especie de particula s es

v, Xx B

Ofs qs< ) B
StV Vst (B Vof, =0, (1.5)
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donde E es el campo eléctrico, B es el campo magnético, v es la velocidad de la particula s, c es
la velocidad de la luz y t es el tiempo [10]. El sistema puede ser cerrado junto a las ecuaciones de
Maxwell,

V- E = 47mp; V-B =0 (1.6)

10E 4w 10B
B—-Z2. 75 E— -2 1.
VX c@t+cJ’ VX cot’ (1.7)

que describen la dinamica de un plasma en términos de la funcién de distribucién fy(r, v, t) [10, 13].
La densidad de carga p y la densidad de corriente J se defienen como momentos de la funcion de
distribucién,

Y q, / f.(r,v, 1) d%; (1.8)
Zqé/vfa v v, b)d*; (1.9)

y deben ser resueltas de forma simultanea [9, 13, 16, 19]. La densidad de particulas n4(r,?) es una
variable macroscépica definida en el espacio de configuraciones como el nimero de particulas s por
unidad de volumen [9],

= / Fu(r, v, t)dPv. (1.10)

La ecuacién de Vlasov también describe correctamente plasmas estacionarios [10], ondas de plas-
ma [3, 13, 16, 17, 21, 22, 23], inestabilidades [3, 13, 16, 21, 23] y el comportamiento del plasma para
intervalos de tiempo mucho mas pequefios que el tiempo de colisiones binarias (Teoectivo K Teolisional)
[19, 21], todo en términos de fy(r,v,t) [10].

Los fenémenos fisicos en los plasmas se deben principalmente a que sus particulas estan eléctri-
camente cargadas y por tanto son capaces de interactuar y crear campos electromagnéticos locales
y externos. La alta movilidad electrénica hace de los plasmas buenos conductores eléctricos y térmi-
cos. La alta conductividad eléctrica implica que solo soportan campos electromagnéticos hasta un
cierto punto, en una direccién normal a cualquier campo magnético presente que inhiba el flujo de
particulas cargadas en esa direccion [9].

Una caracteristica importante de los plasmas es su habilidad de sostener gran variedad de fendme-
nos ondulatorios. Ejemplos incluyen ondas electrostaticas longitudinales y ondas electromagnéticas
transversales de alta frecuencia. En el régimen de bajas frecuencias se tienen las ondas Alfvén y
las ondas magnetosénicas. Cada uno de los posibles modos de propagacion de la onda pueden ser
caracterizados por una relacién de dispersion, la cual es una relaciéon funcional entre la frecuencia
w y el nimero de onda k. En las ondas es posible tener modos con amplitudes crecientes como
reultado de alguna inestabilidad, donde hay una transferencia de energia desde las particulas del
plasma hacia el campo de la onda. Los fendémenos de inestabilidad son importantes en una gran
variedad de situaciones fisicas que involucran procesos dindmicos en los plasmas [9].

Una clasificacidén de plasmas que podria guiar al lector de mejor manera podria ser la siguiente
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Plasmas frios

Un plasma frio es un conjunto de particulas cargadas sin carga neta que se encuentran en reposo,
excepto cuando son inducidas a moverse debido a la acciéon de campos electromagnéticos de una
onda. Son particulas que no tienen movimiento cinético propio [15]. Un plasma se clasifica como
frio debido a las bajas temperaturas de las especies de particulas pesadas [12].

Plasmas térmicos

Un plasma térmico resulta cuando se afiade un efecto térmico a los efectos de plasma frios,
obteniéndose un fendmeno cinético debido a que en una distribucion térmica hay particulas que se
mueven cerca de la velocidad de fase de la onda. Estas particulas tienen interacciones resonantes
con las ondas debido a su larga interaccion en el tiempo con la onda. Estas interacciones puede
provocar un damping no colisional de la onda o inestabilidades y crecimiento de la onda [15].

Plasma no magnetizados

Un plasma no magnetizado es aquel en el cual el campo magnético total es cero (B = 0). Se
trata de un plasma isotrépico, i.e., las propiedades son las mismas en todas las direcciones. Las
ondas para este tipo de plasmas son ondas electromagnéticas de alta frecuencia que consideran al
plasma como un simple dieléctrico debido a la interaccion de los electrones con la onda, o también
pueden ser ondas de sonido.

En un plasma frio, las ondas de sonido son una simple oscilacion a la frecuencia del plasma, donde
las ondas electromagnéticas no se propagan. En un plasma térmico las ondas de sonido dependen
de la temperatura del electrén y de la masa del ién [15].

Plasmas magnetizados

Un plasma magnetizado es aquel en el cual el campo magnético total es distinto de cero (B # 0).
En los plasmas magnetizados se presenta el fendmeno de anisotropia, debido a que no hay una di-
reccion preferida. Las ondas transversales solo existen en plasmas magnetizados, llamadas ondas
Alfvén. La anisotropia hace que la descripcién sea algebraicamente complicada y por ende la fisica.
Incluso en plasmas frios, el nimero de ondas debido al campo magnético es grande, y éstas varian
seglin el angulo de propagacién con respecto al campo magnético [15].

La clasificacidén expuesta es importante, ya que en este trabajo vamos a estudiar plasmas de estas
caracteristicas, mediante el uso de modelos numéricos. Las simulaciones numéricas nos van a permitir
estudiar el comportamiento de los plasmas bajo las dos condiciones de inestabilidad planteadas para
este trabajo.
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Capitulo 2

ESTUDIO DE INESTABILIDADES

En el tratamiento de las ondas de plasmas se asume un estado no perturbado, en perfecto
equilibrio termodinamico, i.e., las particulas tienen una distribucion de velocidad Maxwelliana, con
densidades y campos uniformes. En este estado de alta entropia no hay energia libre disponible para
excitar a las ondas, pero cuando hay energia libre disponible las ondas se auto-excitan provocando
un equilibrio inestable [3].

El estudio de inestabilidades es posible cuando los estados no estan en un perfecto equilibrio
termodinamico, aunque si mantienen las fuerzas balanceadas y se puede obtener una solucién in-
dependiente del tiempo. Una inestabilidad es un movimiento que disminuye la energia libre y lleva
al plasma cerca de un equilibrio termodinamico. Las inestabilidades se clasifican de acuerdo al tipo
de energia libre disponible que permitié que exista una. Una de las categorias en la clasificacion
corresponde a las inestabilidades tipo streaming. En este tipo de inestabilidad un beam de particulas
cargadas viaja a través de un plasma provocando que diferentes especies de particulas tengan drifts
relativos entre si. La energia del drift es usada para excitar a las ondas [3].

Una inestabilidad ocurre cuando la amplitud de una pequefia perturbacion inicial crece. El analisis
matematico de la perturbacion se realiza a través de la relacidon de dispersién, obtenida cuando la
funcién dieléctrica D(w, k) = 0. Este andlisis determina si una perturbacién inicial causa oscilaciones
sin damping, o si las oscilaciones estan amortiguadas o creciendo. La relacion de dispersién indica
cuando y/o dénde la solucién es compleja. La parte imaginaria de k u w determina si las oscilaciones
tienen damping o si aumentan, segtn su signo [24].

2.1. Inestabilidad two-stream

Un caso de inestabilidades tipo streaming es la inestabilidad two-stream [3]. La inestabilidad
two-stream es un modelo que consiste en dos corrientes de particulas cargadas que fluyen de forma
opuesta [11]. Dos casos limite son la inestabilidad beam-plasma y gentle-bump [10], mismas que
seran estudiadas en este trabajo.

La teoria de Vlasov describe correctamente el comportamiento de los plasmas para intervalos
de tiempo mucho mas pequefos que el tiempo de colisiones binarias. Esta teoria también permite
estudiar las ondas y la estabilidad del plasma. El andlisis de las propiedades de ondas de amplitud
“pequena” que se propagan como perturbaciones bajo efectos de campos electromagnéticos es des-
crito por el sistema de ecuaciones Vlasov-Maxwell linealizado [10]. La resolucién analitica de dicho
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sistema nos permitira encontrar las condiciones de estabilidad del plasma en los casos ya menciona-
dos.

En el sistema de ecuaciones Vlasov-Maxwell, ecuaciones (1.5) - (1.7), los campos E y B dependen
de la funcién de distribucién fs. Por tanto, la ecuacion de Vlasov es no lineal y en consecuencia
es dificil de resolver. En lugar de calcular el valor exacto de f; se puede utilizar una aproximacién
perturbativa para linealizar las ecuaciones. La linealizacion de esta ecuacion requiere que f;, Ey B
sean expresados en términos de un valor de un equilibrio mas una perturbacién, i.e., [10]

fs(r,v,t) = feo(r,v,t) + efs(r,v,t); (2.1)
E(r,t) = Eg(r,t) + eE(r, t); (2.2)
B(r,t) = Bo(r,t) + €By(r, t); (2.3)

donde fyo, Eq y By representan el estado de un plasma estacionario, € es la amplitud de la perturba-
cién, y fs1, E1 y By representan el estado de un plasma perturbado. Reemplazamos la ecuacién (2.1)
en la ecuacién de Vlasov, donde los términos de segundo orden €2 son ignorados, y ademas sabemos
que f,o satisface la ecuacion de Vlasov y las ecuaciones de Maxwell. El desarrollo del acoplamiento
de las ecuaciones (1.5)-(1.7) con las definiciones (2.1)-(2.3) se detalla en el Apéndice A.1, para
obtener [10]

0f, < B o B
f1+V'stl+q—(E1+VX 1>'vas()+q—(E0+VX 0>'vasl=0; (2.4)
dt mg mg

V-E, = 47Tqu / fs1dv; (2.5)
18E1 47 '
V x B, = o + - ;Qs / v fadv; (2-6)
10B;
E, = _-—-— 2.
v x By c Ot (27)

Una aplicacién de estas ecuaciones linealizadas es investigar las propiedades de las ondas de
plasma de pequeiia amplitud cuyos periodos de oscilacion son mucho menores que un tiempo de
colisién binaria.

2.1.1. Caso electrostatico
En un plasma espacialmente uniforme y sin campo de fondo que obedece las ecuaciones de

Vlasov en equilibrio, i.e., Eqg = Bg = 0, la ecuacién (2.4) se reduce a

8 S S
gtl +V'stl+gl—s ) -V fso=0. (2.8)

En el caso de una perturbacion electrostatica, el desplazamiento de la carga solo genera un
campo eléctrico perturbado pero no un campo magnético. Esta condicion se satisface si la densidad
de carga solo varia en una dimensién [10]. En este caso la ecuacion (2.7) se reescribe

VXBl

(= +
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V xE; =0, (2.9)

donde el campo eléctrico E; se puede escribir como el gradiente de un potencial ¢,

Para determinar la forma del potencial, reemplazamos la ecuacién (2.10) en la ecuacién (2.5),
V2, = —4772q5/f51dv. (2.11)
En consecuencia la ecuacion de Vlasov se reduciria a
a S S
:fl +V'vfsl_q_v¢l'vvfs():0~ (212)
ot My

Para resolver el sistema de ecuaciones (2.10) - (2.12) utilizamos fs1 y ¢; en el espacio de Fourier,

fa(r,v,t) = fa(v)expli(k - r — wit)]; (2.13)

o1(r,t) = gpexp i(k - r — wt)], (2.14)

de esta manera nos mantenemos en la aproximacion perturbativa y ademas facilitamos la resolucion.
Si reemplazamos la ecuacién (2.13) en la ecuacién (2.12) podemos despejar fg, cuyo desarrollo se
muestra en el Apéndice A.2

(QS/ms)k : vvst

Jow == w—v-k

Ahora, si reemplazamos las ecuaciones (2.14) y (2.13) en la ecuacién (2.11) y hacemos uso de la

definicién de fg y wys, obtenemos la funcién dieléctrica para un plasma en un campo electrostatico
[10]

. (2.15)

k- vas()

= 0. 2.1
w—v- k 0 ( 6)

Dlk,w) =1+ Z /
donde D(k,w) = 0 nos indica sus valores propios w, i.e., las relaciones de dispersion para el plasma
bajo una determinada inestabilidad. La funcion dieléctrica nos permite determinar las relaciones de
dispersién dada una funcién de distribucién [10]. El desarrollo para deducir esta funcién se muestra
en el Apéndice A.3. En el caso unidimensional escogemos un sistema de referencia alineado con k.
En la Figura 2.1 se observa que v = (v,0,0), k = (k,0,0) y E; = (F,0,0).

De acuerdo a lo anterior, la funcion dieléctrica unidimensional se reescribe

D(/c,w)=1—z /ij;Tm v=0,

\Y% st
/v_w”k| (2.17)
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Figura 2.1: Sistema de referencia para el caso electrostatico unidimensional. El vector de onda k
esta alineado con el campo E; y la velocidad v.

2.1.2. Inestabilidad beam-plasma

La inestabilidad beam-plasma es un caso limite de la inestabilidad two-stream. El modelo consiste
en inyectar un haz de particulas en un plasma estacionario donde, tanto el beam como el plasma
de fondo estan frios, i.e., v, ~ vy, [11], kT, = kpT; = 0 [3]. Si nos mantenemos en el caso
electrostatico y consideramos un plasma compuesto por electrones y protones podemos asumir las
siguientes funciones de distribucién [10]

Jeo = 5(U - k|kl|le> (2.18)

para los electrones, y

fpo =0(v) (2.19)

para los protones, donde u, es el bulk-velocity electrénico. Desarrollamos el sumatorio de la ecuacion
(2.17) y reemplazamos con las dos dltimas funciones de distribucién para obtener la relaciéon de
dispersion para la inestabilidad beam-plasma

2 w2

W

=24 P 2.20

w?  (k-u, —w)? (2:20)

La deduccidn se detalla en el Apéndice B.1. En la Figura 2.2 graficamos la parte derecha (RHS)

de la relacion de dispersién, como una funcién de w y la parte izquierda (LHS) de la misma ecuacion.

Al minimo local lo llamaremos A, cuando A < 1 la ecuacién (2.20) tiene cuatro raices reales. Por el

contrario, cuando A > 1 se tienen dos raices reales y dos raices complejas conjugadas, una de las

cuales corresponde a la inestabilidad.

Para determinar el punto minimo A de la relacién de dispersién, derivamos la ecuacién (2.20) con
respecto a w (ver Apéndice B.2) y obtenemos que A se encuentra en

2/3

(wWpp/wpe) /

(pr/wpe)Q/g +1] (2:21)

wA:k-ue

La condicién para la inestabilidad es que el RHS de la relacion de dispersion sea mayor que 1 en
W= Wy, i.e.,

17



Figura 2.2: La linea continua representa el Right Hand Side, RHS, de la ecuacién (2.20) como una
funcion de w, donde el punto A representa el minimo de la funcion. La linea horizontal punteada
representa el Left Hand Side LHS de la misma ecuacién. Como referencia la linea vertical representa
la velocidad de fase k - u,.

o\ 2/373/2
k- u, < wpe [1 + <ﬂ> ] : (2.22)
Whe

La ecuacién (2.22) se cumple para oscilaciones de longitud de onda corta o para pequefias
bulk velocities u, [10]. Para graficar la relacién de dispersién se puede considerar que k solo tiene
valores reales, mientras que w es la suma de una frecuencia real mas una frecuencia imaginaria, i.e.,
w = w, +iw; [11]. En la Figura 2.3 en el panel izquierdo se muestran el gréfico de w, en funcién de
k 'y en el panel derecho se muestra el grafico de w; en funcién de k.

7 4 0.3 T ]
: ] e - E
15k i 0.25 ]
I 1 0.2F 3
. 1k ] _7 ]
3 I ] S0.15F .
I ] 0.1F ]
0.5F - ]
. : 0.05/ 3

O L L L L i O Il Il Il
0 0.5 1 1.5 0 0.5 1 1.5 2

k k

Figura 2.3: Relacion de dispersion de la inestabilidad beam-plasma. En el panel izquierdo se ilustran
las raices reales i.e., w, en funcién del nimero de onda k. Mientras que en el panel derecho se
ilustran las raices imaginarias i.e., w; en funcién de k.

Al estudiar a la inestabilidad beam-plasma en el régimen no lineal, es posible observar un atra-
pamiento de particulas debido a la accién de los electrones. Este fendmeno se aprecia en el espacio
de fases [11].
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2.1.3. Plasma waves

Las ondas en un plasma se propagan solo si hay una distribucién de velocidades de electrones, o
si los electrones tienen una velocidad media en el sistema de referencia del observador. Las ondas son
oscilaciones del plasma a una frecuencia w,, causada por un grupo de carga desplazado. La relacién
de dispersion de estas ondas se puede descomponer en dos términos, una parte real y otra imaginaria,
i.e., w = w, +iw;. Para el cdlculo de w, y w; se utiliza la funcién dieléctrica (ecuacién (2.16)), cuyos
modos normales se caracterizan por ceros en D(k,w) para los cuales las eigenfrecuencias w son
casi puramente reales, con solo una pequefa parte imaginaria. Si la parte imaginaria fuera grande
la onda tendria un damping en unos pocos periodos de oscilacién y no se clasificaria como un modo
normal. Una técnica Util para encontrar los ceros de D(k,w) es considerar un damping débil i.e.,
w; < w,.. De acuerdo a esta consideracion hacemos una expansion de la ecuacion (2.16) alrededor
de w = w, [10]

0D(k, w,)

ow,
donde D(k,w,) puede expresarse como D(k, w,) = D, (k,w,)+iD;(k,w,). De esta manera D(k,w)
puede ser reescrita como

D(k,w) ~ D(k,w,) + iw; (2.23)

oD, (k,w,) oD;(k,w,)
D(k,w) ~ D,(k,w,) +iD;(k, w,) + iw;——— — w;j————>,
( ) ( 7) L( ) ()wr v ()wr
donde para encontrar los valores propios w, y w; de la funcion dielectrica, tenemos D(k,w) = 0.
Esta igualdad implica que tanto la parte real como la imaginaria deben ser cero, i.e.,

0D1-(k, CL)T)
DT k, r) — 1‘— :O’
(k,wy) —w 9,
donde w; = 0, ya que en la parte real no puede existir una frecuencia imaginaria. Entonces
D,(k,w,) =0, misma que se define
k- vvst
D, —1— / —0. 2.24
ZS: v-k—w, & ( )
En el caso unidimensional esta relacion se reescribe
vvfe()
D, — / _0, 2.25
o li T (2.25)

/ VvV st
v — wr/|k‘|
A continuacién, igualamos a cero la parte imaginarla obteniendo

0D, (k,w,)

iD;(k,w,) + iw;
Ow,

= 07
con lo que

Di (k, UJ»,»)
oD, (k,w,)/0w,’

(2.26)

W; = —

19



En el caso unidimensional para un plasma compuesto por particulas tipo s, D;(k,w) se define [10]

2
wps af s0

D; = (2.27)

2.1.4. Inestabilidad gentle-bump

La inestabilidad gentle-bump es otro caso limite de la inestabilidad two-stream. El modelo que
describe esta inestabilidad se construye al inyectar un haz de particulas en un plasma estacionario,
donde el bump y el plasma de fondo estan calientes, i.e., la velocidad media del bump es mucho
mayor a vy, (vp >> vy,) [10, 24]. Cuando hay superposicién de la distribucion de particulas y del
plasma en la regién de ondas inestables (ver Figura 2.4) se debe considerar el efecto de las particulas
que se mueven a la velocidad de la onda, i.e., las particulas resonantes [10]. En este caso, la funcién
de distribucién de los electrones y de los protones pueden ser descritos, respectivamente, como

o= () e (- 5
) — — ex —
0 e 27Tk‘BT1 b 2kBT1

N9 me. \ /21 me(v, — u,)? me (v, + ue)?
o) (5i) glew |- Tgm | e |- E ) e
TR g e ohply )P 2T (2.28)

pr = 5(Ux)5(vy)5(vz)a (229)

donde el subindice 1 representan la region fuera del bump y el subindice 2 representa al bump. n,
es la densidad electrénica total y cumple que n, = n; + ny >> ng, 11 y T5 son las temperaturas
en cada regién donde T} >> T, v es la velocidad tal que v = (v,, vy, v;), ue >> 2kgTi/m, es la
componente en z de la velocidad media (bulk velocity ) de los electrones en el bump [10].

5 T T T —]
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Figura 2.4: Funcién de distribucién unidimensional electrénica en funcién de v? de la inestabilidad
gentle-bump. Las lineas verticales ilustran la region inestable.

Las desviaciones en la distribucion Maxwelliana en forma de un bump, nos indican que esta
region se cumple que Jf.0/0w > 0. En esta regiéon hay un damping de Landau inverso, i.e., hay un
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crecimiento de la amplitud de la onda, que se da bajo ciertas condiciones, generando un atrapamiento
de particulas [25]. Cuando se escoge feo simétrica en v, alrededor de u,, se garantiza un estado de
equilibrio sin corrientes de plasma o campos magnéticos. Para reescribir las funciones de distribucion
en el espacio unidimensional, proyectamos a los vectores en el eje z, donde la velocidad es v =
(0,0,v) y el vector de onda es k = (0,0, k). Con ello, la funcién de distribucién de los electrones
y protones se reduce a

=2 () e (- )
0= L \2rkaT, P\ 7 25,1,

no/ me \Y21 me(v — ue)Q] [ me(v—f—ue)Q]}
= _ _ e\ e _ te\¥ T "e) | L. 2.
L (%kBTQ) 2 { P { Ty ) P ok, |y (230

fio = 6(v). (2.31)

Para determinar la relacidn de dispersion de esta inestabilidad utilizamos el planteamiento expues-

to en la Seccién 2.1.3. Para ello, expandimos la ecuacién (2.16) alrededor de w = w,., y realizamos

los célculos para el caso unidimensional. Vamos a considerar que wﬁe > wii y ny > no, (ie.,
ny &~ n.). Para la parte real, utilizamos la ecuacién (2.25), de manera que D,‘ toma la forma

W / Vo foo

Dy ~1— _ Yo
v —w,/|kl

dv = 0. (2.32)

Realizamos una integracién por partes,

2
Drzl—wpe/L)gdv,
J (v = w/]k])

y expandimos al denominador para facilitar la integracion,

2 . 2 2,,2
k ko k%
zﬁ“ /feo—2<1+2—”+3 o )dv.
: w? Wy

2
Wr

D, ~1-—

En consecuencia, obtenemos que dicha parte real se reduce a

D, ~1-—

wge<k_2 3k_4kBTl>
E? \w?2 wl m,
De aqui podemos despejar w, cuando D, = 0,

wi ~ why (14 3k%A%)). (2.33)

Por otro lado, para facilitar los calculos de la parte imaginaria, D;, separamos a la ecuacion
(2.30) en dos sumandos,

M, 1/2 o
= _ 2.34
Jeon <27rkBT1> exp( 2k:BT1) (2.34)
y
No Me 1/21{ { me (v —ue)Q] [ me(v+ue)2]}
o= - _ MV Ue) _ Ml Ue) || 235
Jeos " <27rkBT2> 7 P kT, | P 2kpTh (2.35)
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El denominador de w; (ecuacién (2.26)) resulta

oD, _wz,
o :2;3, (2.36)

el cual es vélido para ambos sumandos. En cambio para el numerador, D;, usamos la ecuacién (2.27)
donde comenzamos por calcular la derivada de f.o, con respecto a u, esto es

afe(h _ —27T< e )3/2U8X (_ mevz)
Er 2nkpT P\ 7251 )

Evaluamos en v = w,./|k|,

afc’Ol 9 ( Me )3/2 W ( 1 3)
—_ = =27 —exp| ——55 — = |-
00 lvmeoy 1t ki) T T\ 2k 2

Es decir, la funcidén dieléctrica imaginaria D;; es

. \32w3 1 3
D; =2 2(&) “pe <____>.
T k) R PN T 23 2

Al reemplazar esta ultima relacidn, junto con la ecuacién (2.36), en la ecuacién (2.26) podemos
desarrollar w;,

) 3/2,3 3 1 3
Wi, :—27T2< e ) ﬂ—rexp<——2——),
omkpTy) P 202, RN 2
3

(o) vror (g 3)
= —T Wpe—=€xp| — === — =,
orkpTy) TR P\ 2k, 2

obtenemos la primera parte de la frecuencia imaginaria

T Whpe 1 3
Wiy = — gk;;)\% eXP<—W—§)- (2.37)

Realizamos un proceso similar para f.o,, donde se asume que las particulas en el bump son frias,
excepto en la direccién z, de forma que w,/k, = v proporciona efectos resonantes [10]. Comenzamos
derivando fo,

afeoz no ( me > 1/2{ me (U kz“e) o [ me(v - kzue/kz)2:|
pr— —_— —_— X —
dv  2n \2mkpTh k5T P 25T

_ me (’U + kzue> ox |: _ me('U + kzue/kz)2] }
kT K, )P 2T, ’

donde se ha multiplicado a u, por k. /k. para facilitar el desarrollo. Evaluando a la derivada anterior
en v = w,/k, e ignorando el Ultimo exponencial debido a que decae mas rapido, tenemos

Nyl me \7? w, [k.u. Ty /T, ke \ 2
o) A e )
vewr Jke N1 \2kpTH Tk \ w, 20}, k2 W
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con lo cual el D;, es

Wiine  om. \3? w k.u T\ /T, E.ue\ 2
o) e ()] )]
2T T2 0 2k ) ks \ P R o

Esta dltima relacién, junto con la ecuacién (2.36), las reemplazamos en la ecuacién (2.26) y
desarrollamos para w;,

2 3/2 3 2
oy, = Wwpe@< Me ) Wy wp (kzue B 1) exp[ T,/ Ty (1 B kzue> ]7

TR \2k5Ty) ks 202\ w, - 2)3 k2 W,
TNy 1 <T1>3/2 Wy (k’zue ) [ T /T, ( k‘zue>2]
o= iR ()T Y (Fete - - =l 2.38
i \/;n1 BA\T,) 223 \w, P ToN g W (2:38)
Finalmente unimos las ecuaciones (2.37) y (2.38) tomando en cuenta que k* = k¥ y obtenemos
. T Wye {e ( 1 3) no <T1>3/2’<kzue 1)6 [ Ty /T, (1 kzue)Q]}
P = — == xXpl === —— (= — Xp | — — .
sEA, \TP\ T2k T 2) o \ T w Plrae 2\ .,

(2.39)

El w; (ecuacién 2.39) presenta una contribucién correspondiente al damping de Landau de la
componente Maxwelliana de la distribucion. El damping es independiente de la direccion k de la
onda. Otra contribucién a w; es de las particulas en el bump. Si la velocidad de fase de la onda
es menor a la velocidad media de las particulas en el bump, i.e., w,/k, < u., entonces hay un
crecimiento de la onda porque la distribucién tendria una pendiente positiva. La frecuencia w, ~ w.
es independiente de k£ para kAp << 1, entonces la velocidad de fase queda determinada por k.,
e, U, & wpe/k,. Si w./k, > u, las particulas en el bump contribuyen al damping producido por
la componente Maxwelliana de la distribucién. Para cualquier valor w,/k, < u. el damping o el
crecimiento de una onda estd determinado por uno de los dos términos. Si u, es grande en alguna
region de w,/k, la distribucion es inestable para las ondas en esa regién. La distribucion es estable
cuando el bump es leve, entonces para que exista una inestabilidad el niimero de particulas debe
aumentar, i.e., aumenta n,/n; el bump debe ser mas agudo, i.e., disminuir T, /T} para hacer que

se parezca a una funcion §; la velocidad de las particulas en el bump debe aumentar, i.e., aumentar
mu? kT, [10].

En la Figura 2.5 en el panel izquierdo se muestra la relacién de dispersién de la parte real,
mientras que en el panel derecho se muestra la parte imaginaria. En la relacion de temperaturas
utilizamos T3 /T» = 1/0,25, mientras que ny/n; = 0,03/0,97 [26].

23



Figura 2.5: Relacién de dispersion de la inestabilidad gentle-bump. En el panel izquierdo se ilustran
las raices reales i.e., w, en funcién del nimero de onda k (ecuacién (2.33)). Mientras que en el panel
derecho se ilustran las raices imaginarias i.e., w; en funcién de k (ecuacién (2.39)).

Al estudiar a la inestabilidad gentle-bump en el régimen no lineal, es posible observar un atrapa-
miento de particulas debido a la accion de los electrones en el bump de la funcién de distribucién.
Este fendmeno se aprecia en el espacio de fases [27].
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Capitulo 3

METODOLOGIA

En el desarrollo de modelos numéricos es importante utilizar unidades adimensionales. Su uso
permite que los resultados se mantengan cercanos a la unidad, mejorando la precision de las opera-
ciones [28]. Nuestra adimensionalizacién a escalas electrénicas es la usual [28, 29]

1 v 4/ e? 1
I . r — UYthe | r . 2 . A s Y 2 . r_ .
t=—; I'=X\p= SOV = Uy Wy = ; Po=P,=me,; V = 7
Wpe Wpe mMe
MeViheWpe MeCWye
/ eYtheWpe / etpe . / . !
E = T, B = T, J = CUthey P = €5 M.

En estas unidades, el skin depth electrénico cumple la relacion d. = /m./m, [29]. Las ecua-
ciones de la densidad de carga, densidad de corriente, ecuaciones de Maxwell y del movimiento
adimensionales, se muestran en la Tabla 3.1, en comparaciéon de aquellas dimensionales. En nuestras
unidades, la ecuacion de Vlasov para protones y electrones serian

2 0

LV L d(E v, x B) - =L =0 (3.1)
afe afe aff’ _

5 +V-ar (E+Ve><B)-aV—O7 (3.2)

respectivamente. La solucion de la ecuacion de Vlasov es muy compleja debido a su no linea-
lidad [19]. También es posible realizar una linealizacién definiendo f, y f. como la superposi-
cién de N, particulas computacionales, fi(r,v,t) = Y. fes(r,v,t) para la especie s, donde
fes(r,v,t) = Sp(r —r.5)Sy(Vv — ves). Sy y Sy son las funciones de forma para la posicién y
velocidad respectivamente. Estas formas tienen parametros libres que evolucionan temporalmente,
seglin la solucién numérica de la ecuacién de Vlasov [28, 30]. Una eleccidn usual para las funcio-
nes de forma es S, (v — v.s) = §(v — v.,). Esta eleccion implica que todas las particulas en un
elemento del espacio de fases descritas por una particula computacional tienen la misma velocidad
y permancen juntas a pesar de su evolucién temporal [28]. La funcién de forma S, se construye
con una b-spline de orden cero, i.e., Sy(r —r.s) = b ((r —r.s)/A.), donde A, es el tamafio de la
particula computacional y [28]

L— e, ifle] <1

0, otherwise.

bl (6) =
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La obtencién de la evolucién de las ecuaciones de movimiento para los pardmetros libres r. ; y
V. requiere que los momentos de primer orden de la ecuacidén de Vlasov satisfagan las funciones
de forma antes mencionadas. Para cada momento integramos sobre todo el dominio espacial y
de velocidades. Por practicidad nombramos a la ecuaciones (3.1) y (3.2) como < Vlasov, >>. El
momento de orden cero de esta relacion seria

/OO /OQ Vlasov; drdv,
de donde N, cumpliria que
chs
%5 . 3.3
7 (33)

El momento de primer orden en r,

/OO /OO r - Vlasov, drdv,

nos entrega la primera ecuacién de movimiento para las especies de particulas,

dres _
di c,8)
donde r. y v, son, respectivamente, la posicion y la velocidad de las particulas computacionales
s.
Finalmente, el momento de primer orden en v, definido como

(3.4)

/m /Oo v - Vlasovg dr dv,

nos proporciona las ecuaciones de movimiento (tipo Newtoniano) para los protones,

dv, A

= d(Bep +vep X By), (3.5)
y para los electrones,

AV,

d—t" = —(Ece + Vee X Bee), (3.6)

donde E.; y B son el campo eléctrico y magnético que actiian sobre la particula computacional
s, respectivamente. Estos campos se definen como

/ So(r — r,.)Edr; (3.7)

CS /S rCS Bdr (38)

donde E y B son los campos que actdan sobre todo el sistema [19, 28, 30].
Complementariamente, la teoria de momentos nos permite proyectar el espacio de fases en el
espacio real para reducir la dependencia a r y t. Asi, obtenemos la densidad de particulas,

=] fosdv,= > Selr — xes) (3.9)

densidad de carga,
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ps(r) t) = /_ QSfc,s dV, = (s Z Sr(r - rc,s); (310)

y densidad de corriente [31]

Js(r7 t) = / QSfc,sVs dv, = gs Z Sr(r - rc,s)vc,s- (311)

Ademas de las ecuaciones de Newton se necesitan las ecuaciones de Maxwell para cerrar al
sistema de ecuaciones. La evolucién temporal del campo eléctrico esta gobernada por la ley de
Ampere, cuya forma adimensional es

Uthe 2 82E . Uthe 2 10J
() (F=) = VB~ (") (35): (3.12)

La evolucién temporal del campo magnético estd dado por la Ley de Faraday. Adicionalmente, la
densidad de corriente y de carga deben cumplir la ecuacién de continuidad [30]. Esta ley se obtiene
partiendo de las ecuaciones de Maxwell de la divergencia del campo eléctrico y la ley de Ampere
cuando V x B = 0. Combinando estas dos ecuaciones obtenemos la ecuacién de continuidad de la
carga p,

dp
ot
La Tabla 3.1 recoge las ecuaciones principales en unidades Gaussianas y en su forma adimensional.
En el Apéndice E se muestra la adimensionalizaciéon de todas las ecuaciones necesarias para este

trabajo.
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| Ecuacion | Unidades Gaussianas | Adimensionalizacién

Continuidad Ip/ot = —4xV - J Ip/ot = —4nwV - J
Densidad corriente J=3,0 [ vesfsdv J=>, % [ vesfsdv
Ley de Faraday 0B/ot = —cV x E 0B/t = =V x E

Ley de Ampere | V x B = (1/¢)0E/0t + (47/c)J | V x B = (vipe/c)*(OE/Ot + J/n)

Ley de Gauss V-E=4np V-E=p/n
Ley de Gauss V-B=0 V-B=0
Velocidad dres/dt = v dr.g/dl = v,
Fuerza Lorentz dves/dt = (qs/ms)[Ec.s dve,/dt = (E.p+ vep X Bey)d?

+(ves X Beg)/c] dve./dt = —(E.. +v., X B..)

Tabla 3.1: Ecuaciones para la densidad de carga, densidad de corriente, ecuaciones de Maxwell y
del movimiento en unidades del sistema Gaussiano y en unidades adimensionales. El proceso de
adimensionalizacion se detalla en el Apéndice E.

3.1. Meétodo PIC

La simulacion computacional de plasmas puede basarse en descripciones cinéticas. Este acerca-
miento es aplicable para plasmas cinéticos gobernados por la ecuacién de Vlasov [11, 31, 32], donde
el método Particle-in-cell (PIC) es el mas utilizado en este tipo de simulaciones [18, 29]. Su uso
se debe a que presenta un acercamiento Lagrangiano, i.e., integra numéricamente las ecuaciones
de movimiento para un gran niimero de macroparticulas bajo efectos de campos electromagnéticos
externos y/o sus propios campos. Ademas, el método PIC obedece las leyes de protones y electro-
nes reales, pero utilizando un nimero de particulas por unidad de volumen mucho menor que la
densidad de un plasma real [18]. Este método permite una representacién estadistica de funciones
de distribucién en el espacio de fases, donde las particulas reales son representadas por particulas
computacionales. Cada conjunto de particulas se le conoce como particula computacional y puede ser
visualizada como una pequefia parte del espacio de fases. La ventaja de tener particulas computacio-
nales de tamafio finito es que interactian mas débilmente de lo que lo harian particulas puntuales,
pero se comportan como particulas puntuales hasta que sus repectivas superficies se sobreponen.
Cuando la superposicion ocurre, en esa area la fuerza entre las particulas es cero. A grandes dis-
tancias la fuerza es igual a la de Coulomb, pero en la superposicion esa fuerza es mas débil que
su correspondiente fuerza de Coulomb, de modo que se anula. Las particulas computacionales de
tamano finito permiten que se obtenga el parametro de plasma correcto usando menos particulas de
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las que hay en el sistema fisico, de manera que se tiene una condicién realistica [28, 29]. En general,
el método PIC usa las ecuaciones fundamentales sin mucha aproximacion, permitiendo retener la
mayor parte de la fisica del sistema [33].

Sin embargo, este método también presenta desventajas de eficiencia computacional. En el mo-
delo estadistico las fluctuaciones numéricas convergen a N~'/2 para N particulas y el método PIC
puede reducir la constante pero no la escala. También se presentan dificultades al momento de
resolver la cola de la distribucién, la cual es poco poblada. Otra complicacién es modelar para gran-
des rangos de escalas de tiempo, porque las escalas de tiempo cortas requieren pasos temporales
pequefios, mientras que grandes escalas requieren muchos pasos temporales. Grandes rangos de
escalas de tiempo presentan dificultades similares para el tamafio de la red. Ademas, este méto-
do requiere una gran capacidad de memoria y procesador [33]. Otra desvetaja de este método es
que el nivel de ruido de disparo es mucho mayor, especialmente cuando se simula un plasma frio [18].

La simulacién de un plasma utilizando el método PIC involucra muchas particulas. Por ello, para
la discretizacion de las ecuaciones se debe escoger un método que sea rapido y que mantenga una
precisién aceptable. Adicionalmente, el método debe considerar la capacidad de almacenamiento del
ordenador. El método leapfrog implicito es uno de los métodos de integracion cominmente utilizados
[30, 31]. Este método tiene un error que desaparece cuando At — 0 [11]. En el esquema PIC
implicito las particulas computacionales se definen en un espacio continuo en posicion y velocidad,
mientras que los campos se definen en puntos discretos en el espacio. Sin embargo, tanto las
particulas computacionales como los campos se definen en tiempos discretos. La evolucién de las
ecuaciones de movimiento para cada una de las N, particulas computacionales es discretizada en
varios pasos temporales At, escogidos de manera que las particulas solo se muevan una pequeiia
distancia [28]. El valor de los campos y las particulas computacionales avanzan secuencialmente
en el tiempo, partiendo de condiciones iniciales pero con un desfase en el tiempo de At/2. Las
ecuaciones de movimiento de las particulas computacionales avanzan un paso de tiempo, utilizando
campos interpolados desde la grilla discreta a las ubicaciones de particulas continuas [33].

En el método leapfrog implicito, la densidad de corriente p y la densidad de carga J se evaldan
en un nivel de tiempo futuro. p se evalia en un nivel de tiempo n + 1, mientras que a J se calcula
en un nivel de tiempo n+ 1/2 como promedio de J en los tiempos n + 1 y n [31]. Discretizamos las
ecuaciones (3.4), (3.5), (3.6), (3.13), (3.12), ley de Faraday y la densidad de corriente. La densidad
de carga adimensional seria [30]

Pt = pt — AT ALY - T2, (3.14)

La densidad de corriente discretizada de forma explicita es

, . Atd? n n
Jn+1/2 = Z [Vc,p + 9 (Ec,p + Ve X Bc7p):| S(I‘ - rc,p)

= (3.15)
=3 Vi~ B v X B )

La ecuacion de Maxwell para el campo eléctrico de segundo orden, o ley de Ohm, puede ser dife-
renciada en el tiempo de un nivel de tiempo n hasta n + 1 [31]
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) 9 2 n+1
('Uthe> En+1 _ (At)ZVQE”“ _ ('Whe) E" + ﬁ[v x B" — (%) Jn+1/2 _ (At)2V<'O )7
C C n C n

(3.16)

donde el término el disipativo V?E = V(p/n) evita aumentos del campo eléctrico en la escala
de tamafio de la cuadricula [26]. A continuacién, discretizamos la evolucién temporal del campo
magnético [31]

B" = B" — AtV x E", (3.17)

donde se ha utilizado el campo eléctrico E""! calculado anteriormente. La evolucién dindmica de
las particulas computacionales utiliza los campos eléctrico y magnético interpolados desde la grilla
hacia las particulas computacionales [24, 30]. La posicién de las particulas computacionales de la
especia s es

et =l Vi AL (3.18)

c,s

mientras que su velocidad se calcula como

vt =i, dan(B v 2 x B (3.19)
para los protones y
Vit g A (EZjl 2 ngl>, (3.20)

para los electrones, donde E.,, E.., B., y B.. es el campo electromagnético interpolado. La
velocidad calculada avanzaria medio paso temporal, asi obtenemos

Vep + (Atd?/2)%,, % Bg;l + (Atd?/2)* (Ve - BQ;;I)BZ;;QI

n+1/2 _ 3.21
Ve 1+ [(Atd2/2)Br1 1] ’ (3:21)
para los protones, y para los electrones
e Fee = (M2, X B 4 (A5, - BB 52
o€ 1+ [(At/2)Bril]?
La velocidad V. s es una velocidad auxiliar definida como [31]
Vep = Vi, + AZALE] (3.23)
para los protones, y
Vee = Ve, — AtEL . (3.24)

para los electrones [31]. El sistema de ecuaciones (3.15) - (3.24) sera implementado como cédigo
en lenguaje FORTRAN.
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3.2.

1.

Pseudo-algoritmo PIC

Datos iniciales: La distribucion inicial discreta de las particulas en el espacio de fases es
importante. La forma de la distribucion afecta la posibilidad de una investigacién adecuada de
los procesos fisicos [18]. El ciclo comienza en ¢ = 0, donde se dan condiciones apropiadas a las
posiciones y velocidades de las particulas computacionales [11]. Si la distribucién espacial de
las particulas computacionales es completamente cadtica la densidad de energia electrostatica
(< k~2) incrementa infinitamente con el decrecimiento del niimero de onda k. Sin embargo,
segln la teoria del plasma esa densidad de energia electrostatica debe ser en proporcion a
(2 + k*A%)~! por tanto, una distribucidén espacial cadtica no es satisfactoria. La distribu-
cién de particulas en un plasma real se encuentran dentro de una esfera de radio A\p [18].
Una forma adecuada para la distribucién inicial de las posiciones es de una forma uniforme [11].

En las simulaciones se van a utilizar derivadas espectrales por tanto, el espacio de Fourier exige
2™ particulas computacionales por celda y 2" puntos de grilla. En la Figura 3.1 se muestra
una distribucién inicial uniforme con 8 particulas computacionales por celda.

iy 4 FAY 4
Xy Xn
oo oo o oot ————— A
0 Ly

Figura 3.1: Distribucién inicial de las particulas computacionales en la grilla L,. Se muestran 8
particulas computacionales por cada Aux.

Con respecto a la inicializacién de la velocidad de las particulas computacionales, la distribucion
de velocidades es simulada por una distribucién Maxwelliana. Se usa un set de M nimeros
aleatorios €1, €5, - - - , €3y uniformemente distribuidos en el intervalo [0,1], asi la velocidad se
define por la siguiente férmula [18]

M M M —1/2
Vv = (Zﬁl — 7) (E) . (325)

1=1

La inicializacién de los campos depende del caso de estudio, donde E = Eq +¢E; y B =
By + €By, siendo € la amplitud de la perturbacion [10].

Densidad de particulas: La densidad de particulas de cada especie se asigna de acuerdo a
la inestabilidad a estudiar.

Calculo de las densidades de corriente y carga: La densidad de corriente J se calcula
utilizando la ecuacién (3.15), mientras que la densidad de carga de cada especie se calcula
utilizando la definicién dada por la ecuacién (3.10). Esto permite que las densidades sean
distribuidas a todos los puntos de grilla [24].
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4. Calculo de los campos: La densidad de corriente J es el enlace entre la ecuacién de Vlasov
y las ecuaciones de Maxwell [31]. El calculo de estas proveen la relacién entre las posiciones y
velocidades de las particulas computacionales con los campos eléctrico E,, (ecuacion (3.7)) y
campo magnético B, (ecuacién (3.8)) [11]. De esta forma los campos que fueron calculados
en cada punto de la grilla son redistribuidos a la posicién de cada particula [24].

5. Evolucién dinamica: El movimiento de cada particula se obtiene comenzando con la veloci-
dad auxiliar (ecuaciones (3.23) y (3.24)), luego la velocidad a medio paso temporal (ecuaciones
(3.21) y (3.22)) y finalmente la velocidad a un paso temporal (ecuaciones (3.19) y (3.20)). A
continuacién, se actualiza la posicién de las particulas utilizando la ecuacién (3.18) [31, 24]

6. Se regresa al punto 3 hasta que se alcance el tiempo final.

El tiempo de ejecucion del algoritmo depende del niimero de puntos de grilla y el nimero de
particulas computacionales por celda. En la Figura 3.2 se muestra el tiempo computacional (en
segundos) en funcién del nimero de particulas computacionales por celda N,/ ,, para una longitud
de grilla L, con N, = 512 puntos. La escala logaritmica en ambos ejes evidencia una ley de potencia
que liga al tiempo computacional con N/.

10% —

computacional [s]
o
T
|

t

"O 1 n n P R S ST S | n n PR T S
1 10 102

Nesep

Figura 3.2: Tiempo computacional en funcién del nimero de particulas computacionales por celda
Nejep
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Capitulo 4

RESULTADOS NUMERICOS

En este Capitulo estudiaremos las inestabilidades beam-plasma (Seccién 2.1.2) y gentle-bump
(Seccidén 2.1.4) en el régimen no lineal. Para llevar a cabo este estudio usaremos el cédigo PIC
presentado como algoritmo en la Seccién 3.2. Las simulaciones se realizaran en el espacio 1D-1V (1
dimensién en el espacio fisico y 1 dimensién en el espacio de velocidad), para el caso electrostatico.
El campo eléctrico sera perturbado como E = Eq+¢E; pero, de acuerdo a lo expuesto en el Capitulo
2, Ey = 0, entonces E = ¢E,. El campo eléctrico perturbativo serda £ = 0,1 cos(mky/L,),donde
m es el modo, ky = 27/x es el nimero de onda inicial y L, es la longitud del espacio fisico.
Utilizaremos m = 3, L, = 10m y N, = 512 puntos de grilla, donde Az = L, /N,. La longitud del
espacio de velocidad L, = 10 con N, = 512 puntos de grilla. La velocidad se encuentra en el rango
[-5,5]. Las simulaciones se llevaran a cabo por un tiempo ¢ = 60, i.e., 60 giros de ciclotrén, con un
avance temporal At = 0,01 [27]. Notamos que se debe cumplir que At < Ax para que el codigo sea
estable [28, 31]. La relacién de masas es d? = 1/10 y el tamafio de las particulas computacionales
es A, = Ax/9, i.e., hay 8 particulas computacionales en cada Ax.

4.1. Inestabilidad beam-plasma

En las simulaciones no lineales de la inestabilidad beam-plasma consideramos que existira una
interaccion entre protones y electrones, por lo cual nos encontramos en el régimen del modelo
strong-beam, donde cumplimos que m, > m,. Otra caracteristica de este régimen es que los
protones forman un plasma de fondo, mientras que los electrones forman una corriente que ingresa
en los protones. Se debe cumplir que wjp < w;e, i.e., n, =~ n, [11]. Los protones forman un plasma
de fondo por tanto su bulk velocity es nula. En cambio, los electrones se inyectan en el plasma con
una bulk velocity u, = 1. Las bulk-velocities de electrones y protones se reflejan en el valor de la
velocidad a la cual las funciones de distribucion iniciales estan centradas. En la Figura 4.1 se muestra
la funcién de distribucién al tiempo ¢ = 0, donde se aprecian las bulk-velocities, dependiendo de
donde se encuentra centrado el pico de la distribucion. Esta distribucion resulta de hacer un corte
transversal en cualquier punto x del espacio de fases. La inicializacién del campo eléctrico y el
espectro de energia se muestran en la Figura 4.2 en el panel izquierdo y derecho, respectivamente.
En la misma Figura se pueden apreciar los modos de oscilacion del campo. En el panel izquierdo de
la Figura 4.3 se muestra el espacio de fases inicial, donde también se aprecian las bulk-velocities. Al
hacer un corte transversal en L, /2 se obtiene la Figura 4.1.
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Figura 4.1: Al tiempo t = 0, se muestra

inestabilidad beam-plasma.
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Figura 4.2: Al tiempo t = 0, en el panel izquierdo se ilustra el campo eléctrico total, E = cE, de la
inestabilidad beam-plasma. En el panel derecho se muestra el correspondiente espectro de energia

del campo eléctrico.

La evolucion temporal del espacio de fases se muestra en la Figura 4.3, de izquierda a derecha se
muestran los tiempos t = 0, t = 30 y t = 60. En ¢t = 30 el espacio de fases se deforma debido a que
las particulas van perdiendo energia. La mitad de la energia se pierde como energia de oscilacién y
la otra mitad se va al campo de energia. A medida que las velocidades de las particulas oscilan, la
energia del campo vuelve a la energia cinética. Las particulas oscilan a diferentes frecuencias lo que
provoca que las oscilaciones de campo y el rebote de particulas se extingan [11]. De esta manera se
llega a un atrapamiento de particulas, como el que se ilustra en el panel derecho de la Figura 4.3.

L T Tat=0 ] L

"Bt = 30

Figura 4.3: Evolucién temporal del espacio de fases de la

a)t=20,b)t=30yc)t=060.
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Al final de la evolucién temporal (¢t = 60), el campo eléctrico presenta una pequefia disminucién
en la amplitud de la onda tal como se muestra en el panel izquierdo de la Figura 4.4. En el panel
derecho de la Figura 4.4, el espectro de energia muestra picos correspondientes a los modos de
oscilacion del campo eléctrico. Ademas, se visualizan varios picos pequefios como consecuencia de
la evolucién no lineal. En cuanto al espacio de fases, el panel derecho de la Figura 4.3 muestra un
atrapamiento de particulas debido a la accién de los electrones [11]. En este caso, recurrimos a un
histograma para determinar a qué velocidades se tiene una mayor cantidad de particulas. Al hacer
un corte transversal en x = L, /2 obtenemos lo mostrado en la Figura 4.5, donde un mayor nimero
de particulas estan con v., =0, v, = 1,2 y v, = 1,4, valores correspondientes a los picos de las
funciones de distribucion proténica y electronica. Ademas, se observa que la funcién de distribucion
electrénica disminuye como consecuencia del crecimiento de la inestabilidad [10].
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Figura 4.4: Al tiempo t = 60, en el panel izquierdo se ilustra el campo eléctrico total, E = ¢Eq,
para la inestabilidad beam-plasma. En el panel derecho se muestra el correspondiente espectro de
energia del campo eléctrico.
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Figura 4.5: Al tiempo t = 60, se muestra la funcién de distribucién en z = L, /2 de la inestabilidad
beam-plasma.

4.2. Inestabilidad gentle-bump

En el régimen no lineal, la simulacién de un plasma bajo la inestabilidad gentle-bump mantiene
las condiciones detalladas al inicio del presente Capitulo. Sin embargo, existen diferencias ya que
en esta inestabilidad la distribucién electrénica de la regién 1 (centrada en cero), va a tener una

35



mayor densidad de electrones n; = 0,97n., mientras que la densidad en la regién 2 (bump) seria
ny = 0,03n, [26]. La bulk velocity electrénica en el bump es u, = 2, mientras que en la regién 1 es
cero. La bulk velocity proténica u, = 2.

En la Figura 4.6 se muestra la funciéon de distribucion al tiempo ¢ = 0, donde se aprecian las
bulk-velocities. Esta distribucion resulta de hacer un corte transversal en L, /2 del espacio de fases
mostrado en el panel izquierdo de la Figura 4.7. En la Figura 4.7 también se aprecian las bulk-
velocities. En cuanto al campo eléctrico y su correspondiente espectro de energia, estos coinciden
con la Figura 4.2, ya que ambas inestabilidades tienen las mismas condiciones iniciales para el campo
eléctrico.
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Figura 4.6: Al tiempo ¢ = 0, se muestra la funcién de distribuciéon en x = L, /2 para la inestabilidad
gentle-bump.

En la Figura 4.7 se muestra la evolucién temporal del espacio de fases. De izquierda a derecha
se muestran la evolucion at = 0, t = 30 y t = 60, donde observamos que se forman agujeros de
pequefia amplitud en el bump de la funciéon de distribucion. Los agujeros se forman debido a que los
electrones del haz quedan atrapados en cada pozo de potencial, y se difunden en el espacio de fase
de velocidad a través de un movimiento de captura no lineal, formando una funcién de distribucion
de velocidad estable [27].

'o) t=0 ]

Figura 4.7: Evolucién temporal del espacio de fases de la inestabilidad gentle-bump en los tiempos
a)t=0,b)t=30yc)t=060.

Al final de la evolucién temporal (¢ = 60), el campo eléctrico se deforma como se muestra en
el panel izquierdo de la Figura 4.8. En consecuencia, el espectro de energia mostrado en el panel
derecho de la Figura 4.8, presenta una saturacion no lineal. Esto demuestra que la simulacién esta
formada por una fase inicial o transitoria y una fase de saturacién no lineal [34]. En el espacio
de fases mostrado en el panel izquierdo de la Figura 4.7 se observa un atrapamiento de particulas
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Gnicamente en el bump de la funcién de distribucién. En la Figura 4.9 se muestra un histograma
mostrando a qué velocidades se concentran un mayor niimero de particulas. En la misma Figura se
observa una deformacion en el bump indicando el atrapamiento de particulas.
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Figura 4.8: En el panel izquierdo se ilustra el campo eléctrico total, E = €E, al tiempo ¢ = 60 para

la inestabilidad gentle-bump. En el panel derecho se muestra el correspondiente espectro de energia
del campo eléctrico.
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Figura 4.9: Al tiempo t = 60, se muestra la funcién de distribucién correspondiente a x = L, /2 la
inestabilidad gentle-bump.
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Capitulo 5

CONCLUSIONES Y RECOMENDACIONES

Un plasma espacial puede ser descrito mediante un modelo cinético no colisional no relativis-
ta. En esta aproximacidon, se toma una escala en la cual los efectos cinéticos de los electrones
no pueden ser ignorados. La descripcion analitica del plasma se realiza mediante la ecuacién de
Vlasov, donde para estudiar la estabilidad de la ecuacién se analizé a la inestabilidad two-stream
en los casos limite beam-plasma y gentle-bump. El tratamiento de estabilidad para los casos no
lineales requirié recurrir a simulaciones numéricas. Para ello, implementamos un cédigo PIC en el
espacio 1D-1V para visualizar el comportamiento de un plasma compuesto por electrones y protones.

En el anélisis lineal de las inestabilidades beam-plasma 'y gentle-bump acoplamos las ecuaciones
de Vlasov-Maxwell para deducir la funcion dieléctrica. A partir de las funciones de distribucién y
condiciones que caracterizan a cada caso de estudio analizamos a la funcidn dieléctrica en el caso
electrostatico unidimensional. Con esta funcién obtuvimos las relaciones de dispersién para ambas
inestabilidades, mismas que se muestran en la Figuras 2.3 y 2.5 para el beam-plasmay gentle-bump,
respectivamente.

En la implementaciéon numérica, el uso de derivadas espectrales permitié obtener derivadas exac-
tas dentro del rango numérico. El costo de esta precision es verificar que las funciones a operar
sean periddicas tipo Dirichlet o Neumann [35]. En nuestras simulaciones no lineales asignamos ocho
particulas computacionales por celda entonces, para obtener una mejor descripciéon del comporta-
miento de un plasma real, es necesario aumentar ese nimero.

En la Figura 3.2 observamos cémo el tiempo de ejecucion de las simulaciones sigue una ley de
potencia al aumentar el nimero de particulas computacionales por celda. Estas pruebas de tiempo
las hicimos con una grilla 1D discretizada con N, = 512. Es por ello que escogimos colocar 8
particulas por celda, para que el tiempo de simulacién no sea muy grande y sea acorde al tipo de
procesadores usados. El aumento de niimero de procesadores y programar una ejecucion en paralelo
permitiria aumentar el nimero de particulas por celda al menos a 1024 [26]. Incluso se podria aumen-
tar las dimensiones del espacio fisico y de velocidad, manteniendo un tiempo de simulacién razonable.

En la inestabilidad beam-plasma la Figura 4.5 muestra el final de la evolucidon temporal de la
funcién de distribucién, donde observamos una deformacién especialmente en la correspondiente a
los electrones. Esta deformacion se refleja en el espacio de fases donde se observan indicios de un
atrapamiento de particulas. El atrapamiento podria deberse a la accién del beam de electrones que
se inyenta en el plasma de fondo compuesto por protones, lo cual provoca una oscilacién de las
particulas y posteriormente la formacién de agujeros de electrones. Los agujeros que se muestran en
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el espacio de fases de la Figura 4.3 son periddicos y coinciden con los picos del campo eléctrico. EL
panel izquierdo de la Figura 4.4 muestran una deformacién en la perturbacién del campo eléctrico,
que podria deberse a una transferencia de energia a las particulas y al desgaste numérico. La de-
formacion del campo eléctrico se refleja en el espectro de energia mostrado en el panel derecho de
la misma Figura, en el cual se observan los modos de oscilacién presentes en el campo eléctrico y
varios picos superpuestos correspondientes a la evolucién no lineal.

De forma similar, en la inestabilidad gentle-bump, la Figura 4.9 muestra el final de la evolucion
temporal de la funcién de distribucion, donde observamos una deformacion especialmente en el
bump de la distribucion. Esta deformacién en el bump es apreciable en el espacio de fases mostrado
en la Figura 4.7 donde se observa un indicio de atrapamiento de particulas. Este atrapamiento se
manifiesta como agujeros, mismos que se forman porque quedan atrapados en un pozo de potencial.
Al igual que en la inestabilidad beam-plasma, el patron de atrapamiento coincide con los picos del
campo eléctrico. El campo eléctrico mostrado en el panel izquierdo de la Figura 4.8 presenta una
mayor deformacién, lo cual indicaria una mayor transferencia de energia las particulas y pérdida por
desgaste numérico. Es asi que en el panel derecho de la Figura 4.8 el espectro de energia presenta
muchos picos superpuestos correspondientes a la evolucion no lineal, ademas de los correspondientes
a los modos de oscilacion del campo eléctrico.
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Apéndice A

Inestabilidad two-stream

A.1. Linealizacion de la ecuacion de Vlasov

La linealizacién de la ecuacion de Vlasov requiere que f sea expresada como fi(r, v, t) = foo(r, v, 1)+
efs1(r,v,t), donde fyo representa el estado de un plasma estacionario, € es la perturbacion y f; es
el estado de un plasma perturbado. Reemplazando f en la ecuacién de Vlasov, tenemos

( B B
M+V'V(f50+€f51)+£[E0+6E1+Vx( 2—'_6 ):| -Vv

ot M (st + €fsl) = 0,

Ofs Ofs
g‘to + € gtl +v-Viow+ev-Vig
s x B x B
+q;[EO+EE1 + M 0 +€V 1] : (vvf50+evvfsl) =0,
Mg c
8 s a S s x B x B
f.o+€ f‘l+V-sto+ev-f.ﬂ—l—q—[EngeEl—l—v 0+6V 1]'vaso
ot ot My c c
o v x B v x B
+q—[E0+eE1+ 0+ e 1]-vasle=0,
My c c
Ofs Ofs s x B s x B
£+€L+V'stﬂ+€V‘fsl+q_<Eg+V 0>-va50—l-q—(eE1—|—ev 1>'vaso
at 8t ms mS
s vxB s vxB
(B T2 9 py 4 (B ) g =0,
donde los términos de orden €2 son ignorados,
Ofs afs s x B s x B
Jso o f1+v-sto+ev-f31+q—<E0+V 0>-va50+q—(eE1+6v 1>-vaso
at at ms mS
o x B
+ L (B 20 v fa =0
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Sabemos que f,o satisface la ecuacién de Vlasov

85 S
f0+v-sto+q—<E0+
ot My

de manera que se obtiene

VXBO

) : vasO = 07

VXBl VXBO

85 S
f1+v-Vf31+q—<E1+

ds
ot M ) VSt m (EO *

S

) : vasl = 0;

A.2. Funcidén de distribuciéon en el espacio de Fourier

Una forma de resolver al sistema de ecuaciones Vlasov-Maxwell para perturbaciones electrostaticas
es pasar al espacio de Fourier de manera que asumimos que la funcioén f,; se expresa como

Jsi(r, v, t) = fa(v)expli(k - r — wt)].
Esta relacion la reemplazamos en la ecuacion

afsl

ot
y despejamos la funcién de distribucion en el espacio de Fourier f,

+v- vfsl - :TSV% : vvfs() = 0.

—iwfag + V- (ik)fe1 — %ik¢1 -Vifso =0,
W+ v Kfu — jl—sgbkk Vofso =0,

farlw = v k) + ik T fig = 0.

(QS/ms)k : VVfSOCDk.

w—v-k

fsk:_

A.3. Funcion dieléctrica

Para determinar la funciéon dieléctrica, utilizamos la funcién de distribucidon fs; y el potencial ¢, en
el espacio de Fourier, definidos como

fsa(r,v,t) = fa(v)expi(k - r — wit)];

¢1(r,t) = grexp[i(k - r — wt)]

y los reemplazamos en la ecuaciéon para el potencial electrostatico

V2, = —4r 3 gy [ fadv.

Desarrollando obtenemos
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V - (ikgpexp i(k - r — wi)]) = =47 Y ngqs / fse(v)expli(k - r — wt)]dv,
Forexpli(k -t —wt)] = 4dmexp [i(k -t — wt)] D nyqs / fse(v)dv

Ko = 4m 3o nuq, [ fa(v)v
donde la funcion en el espacio de Fourier fy; es

(QS/ms) ) stO .

w—v-k

fsk:_

Reemplazando con la definicién de f,; y desarrollando obtenemos

K¢y, = —47?2%%/ (y/ma)k VVfSO¢k dv,

w—v-k
2 q,, k vabO )
144 / — 0,
¢k< * WZ w—v-k
y utilizando la relacion w = 4mngq?/my, se tiene

k2¢k<1+z /kvas0 ):0.

El resultado no trivial de la relacién anterior resulta ser la funcion dieléctrica, i.e.,

D(k,w) = 1+Z /

k- vvfe()
w—V- k
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Apéndice B

Inestabilidad beam-plasma

B.1. Relacién de dispersion

La relacion de dispersion se obtiene cuando la funcion dieléctrica es cero. Para ello, usamos la ecua-
cién (2.17) y desarrollamos el sumatorio reemplazando con las respectivas funciones de distribucion
(ecuaciones (2.18) y (2.19))

2

Wy, [ Vud(v) w2 [ Vuo(v—k-u./|k|)
1:&/—“ d —p/ : T dv,

k2 J v—w/|k| v k2 v—w/|k| !
T A

w2 k% (k-u, —w)?’
1:w_7%7’ wge

w2 (k-u, —w)?

B.2. Punto minimo de la relaciéon de dispersion

En la relacién de dispersion del beam-plasma (ecuacién (2.20)) hay un minimo local, llamado A.
Cuando el valor de A es menor a 1 se tienen cuatro raices reales. Por el contrario, cuando A es mayor
a 1 se tienen dos raices reales y dos raices complejas conjugadas, una de las cuales corresponde a la
inestabilidad. Para determinar el punto minimo A derivamos la ecuacién (2.20), i.e.,

2 2
0= _me, 2wy,
w o (k-u —w)?’
2 2
“pp _ “pe

w3 (k-u, —w)?’
w3 B <wpp>2
(k-u, —w)® Wpe /)
W B (wpp)2/3
k-u —w  \wp '
o= k-ue(@)” _OJ(@)“,
Whe Wpe
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2/3 2/3
o (Z2) ] -en(zE)
Whe Wpe

(wpp/wpe)Q/S ]
(Cﬁ’pp/wpe)Q/3 + 1)

wA:k-ue[

B.3. Condicién para la inestabilidad

La condicién para que exista la inestabilidad beam-plasma es que el RHS de la relacién de dispersién
(ecuacion (2.20)) sea mayor que 1 en w = wy, i.e.,

2 CUQ

w
1< 22y P
w? +(k-ue—w)2

1< wgp {(wpp/wl"e)z/3 . 1]2 + —WIQ)C {1 - [ (wpp/wpe)2/3 ]}_2
(k-ue)?l (wpp/wpe)?? (k- u.)? (wWpp/Wpe)?® 41 ,
(k- u))Q < W2 [(pr/wpe)z/g + 1]2 wie[(wpp/wpe)QB + 1]2
pp (pr/wpe)4/3 [(pr/wpe)2/3 +1- (pr/wpe)2/3]2
-\ 2/3 2 NA/3
<[22 Tha(e) )
Whe Wy,
pe 'pp

(k ‘u )2 < w2 (@)2/3 + 1_ ? [1 + (@)2<%)4/3]
‘ P\ wpe ] Wpe Wpp 7
- 2/3 12 2/3
pen < () e (22) ]
[\ Wpe | Wpe

- N 2/373/2
k-ue<wpe1+<@> )
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Apéndice C

Inestabilidad gentle-bump

C.1. Parte imaginaria

Por facilidad de calculos la funcién de distribucion f.q se ha separado en dos partes, de manera que
feo = feo, + feo,. Para calcular la funcién dielectrica imaginaria D; y posteriormente la frecuencia
imaginaria w; comenzamos por derivar f.y, con respecto a v

Ofeol ( Me )1/2 mev < meUQ >
= — ex -
v 27T]CBT1 kBTl P QkBTl '

) me  \3? M v’
- 7T(szTL) Uexp<_ szTl)'

Evaluamos la derivada en v = w,/|k|,

Ofeo, 9 ( Me >3/2 Wy ( mew? )
— = —27 —exp| — =5
OV lvmuy /1t orksTi) TP\ 2k2k,Ty )
m 3/2 m
— 9 c —Lexp | — =——=—w? (1 4 3k*)\? ]
W(ZkaT) B eXp[ kT, e 3K A )|
m 3/2 m o o 1 3
~ 9 e )Y e [ = e 2 g2y <— —)]
7T(27r/cBT1) B eXp[ G CTE e VAR

() S k)
= =27 —exp| — =5 — = |
orksTi) R P\ T 26232

Realizamos el mismo procedimiento para f.,,, donde primero derivamos con respecto a v

afeOQ no ( me )1/2{ me (U kz”e) e [ me(v - kzue/kz)z]
= —_ —_ X J—
9o 2m \21kpTs kT P 2hnTh

Me < N kzue) [ me(v + kzue/kz)Q] }
— v ex —
kn T K )P 2pTh !

donde se multiplica a u, por k,/k. para facilitar el desarrollo. Evaluando a la derivada anterior en
v = w,/k, tenemos
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6f€02 _ no ( Me )1/2 Mme {(& _ kzue) ex [_ me(w'r/kz B kzue/kz)2:|
ov v=wy [k B 2n1 ZWk’BTQ ]{IBTQ k’z k‘z b ZI{JBTQ
Wy kU me(wy/k, + kzue/kz)g] }
* </<; L )eXp [ 2enT !
o ( Me )1/2 MWy {(1 B kzue) . [_ mew?(1 — kzue/wT)Q]
T o \2nksTy)  ksTok. o )P 2k Tok?2
k.u, mew?(1 + koue/w,)?
1 _ T
i ( L ) P [ e Tok2 ”

donde el dltimo exponencial decae mas rapido, y por tanto se lo ignora, asi tenemos

N9 me \Y2 mew, ko, mew? ke \ 2
= — 1- exp | — - )
v=wy [k 2TL1 27Tk?BT2 ]{?BTQ kz Wy 2kBT2 k‘g Wy
No me \ Y2 mow, kou, Ty kot \ 2
- 1— exp | — =3 1— )
271,1 27TkBT2 k’BTka Wy 2)\D1T2k§ Wy

Nyl Mme \/? w, [kyu. T\ /Ty koue\ 2
g A e -2 )
n, \2kpTs Tk, \ w, 20} k2 Wy

8f €02
ov
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Apéndice D

Calculo de momentos

La densidad de las particulas n:

ng = /OO Jes dv,
—ZS
—ZS
—ZS — Teys).

Bulk velocity de la particula s:

— Vi) dv,
Y

—Ies) /.:SV(V
) [ ov=ve) dv.

ug = /Oo fe,svdv,
=35 xes ) [ Sy =vevay,
=Y Sr—ren) [ dlv = ve vy,
= ZS — Tes) Ve

Densidad de corriente:

J= qu /OO quVdVv
_ ZQSZS ) /OO Sy(V —ves)Vdv,

= ZQSZS —Ieg) /OO (v —ves)vdv,
_ZQSZS rcs Ve,s-
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Apéndice E

Adimensionalizacion

Ecuacién de Vlasov:

dfs s Vs X B) dfs

b (g ) —0
o Ve mb< T ) Y

) f Wpe 0 f qs (mevthewpe MeCWpe Vs X B) dfs 1
As ([ Melthe®Wpe o . 0
“reor + Vther — vthe or + M e + Vthe c OV Vghe '
dfs s dfs
+ —(E+vixB)-— =0

or Y mé( TvexB)- 50

fp )0t +v - (0f,/0r) + d2(E + v, x B) - (0f,/0v) =0, protones
Ofe/0t +v - (0f./0r) — (E+ v, x B)-(df./0v) =0, electrones

Ecuacion de continuidad de carga:

dp
= —47V - J,
ot
0
EWpe 8;) —477 -~ P evine V - J,
dp
— =47V -J
ot "
Ley de Faraday:
B
%t —cV x E
mecwpef?_B _ _pre mevthewpev <« E
e e Ot Vthe e ’
0B
—_— = E.
By V x

Ley de Ampere:
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10E 4w

VxB=-—+—J
c Ot c
Wpe M CW 1 Mmevppewpe OE 47
=V X B = —wp—m— the e = 4 evped
Uthe € c e ot c
VxB= B e, 1
2 ot Wi me
VXB:%a_E 4 % 2_1 EJ
2 Ot c? Wi men
¢ ot 2 n
Ley de Gauss para el campo eléctrico:
V-E =4mp
%mv - E = 47Tpe
Uthe €
o2
V-E= SAdmp
mew3,
2
e m
V-E= ——"4np
me dmne?
_ P
V-E=L
n
Ecuacion del movimiento para la velocidad:
dre s
a e
w Uthe drc,s — UV
pe Wpe dt the Ve,s
dre
a e

Ecuacion del movimiento para la aceleracon:

ch,s i £<EC,S i Ve,s X BC,S)
dt My c

dvc s Qs [ MeVUtheW
i pe
UtheWpe < Ec,s + Vthe
dt Mg e e c

Vs _ dsMe

MeCWpe Ve,s X BQS>

dt e my

Eqs + Ve,s X Bc,s)-

dv.,/dt = &*(E 4+ v., x B), protones
dvee/dt = —(E+v.. x B), electrones
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Densidad de corriente en el paso temporal n + 1/2:

NCC

@ Z V”H/QS (r—rep) + e Z V”+1/28(r — Tee),
c=1

Jn+1/2

At vl x Bl
J =g, > [VZp + q2p (E?,p + =5 Cyp)] S(r—rep)
c=1 m ¢

qut< Vee X B?e)]
. no_ E® ) ) S(r — ce
v Y Vi, - 2= (B, + e ) s - x)

c=1 €

= 2m,, e

, G AL [ MeVew MeCW » X B,
evtheJrH_l/2 =dp Z [Uﬂw Zp + L < s Ezp + Vthe «Cope ¥ )] S(I' —Ie p)

Uthe

At [ MU M CW. X By,
_|_qu |:Uthe no__ e ( eUthe peEZe+ ee pe V. - >:|S(I'—I'C€)

= 2me, e

Atd?
gtz _ Z {VZ,, I > (E" v X B?’p)] S(r—r.,)
c=1

30 i G v B[S ).

Relacion de dispersion de la inestabilidad beam-plasma

1 = W_IZ’P w—f’e
w2 (k-u, —w)?

1= w;”, + e
Wpew2 ((wpe/vthe)vthek “Ue — Wpew)27
2 1

1=+ -
w2+(k-ue—w)27
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