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Resumen

En el presente trabajo de titulacion, la formacién de cicatrices cuanticas en el
estadio de Bunimovich y en el anillo circular es estudiada. Las caracteristicas que
definen el caos clasico dentro de estos sistemas son analizados. Se calculé los
exponentes de Lyapunov de estos sistemas. Para el caso del billar de estadio de
Bunimovich se encontrd que el exponente de Lyapunov esté en el orden de 102
y para el anillo circular en el orden de 10-3. Se encontraron las 6rbitas periddicas
inestables de estos sistemas utilizando un algoritmo en Fortran. Se estudiaron las
cicatrices cuanticas a partir de la densidad de estados locales (LDOS) de estos
sistemas. Las LDOS muestran simetrias acorde a la simetria de la red y la simetria
definida por los billares. Las LDOS se calcularon utilizando Kwant.
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Resumen

In this work, we studied the formation of quantum scars in the Bunimovich’s sta-
dium and the circular ring. We analyzed the characteristics that define the classic
chaos within these systems. We calculated the Lyapunov coefficients for these sys-
tems. For the Bunimovich stadium billiards, we found that the Lyapunov coefficient
is in the order of 10~2 and for the circular ring in the order of 10~3. We found the
unstable periodic orbits of these systems using an algorithm in Fortran. We studied
quantum scars from the density of local states (LDOS) of these systems. The LDOS
show symmetries according to the symmetry of the network and the symmetry defi-
ned by the billiards. We calculated the LDOS using Kwant.
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Capitulo 1

Introduccion

¢ Las trayectorias de un electrén en un sistema acotado pueden verse refleja-
das en su funcion de onda? La Mecanica Cuantica y la Mecanica Clasica son dos
grandes areas de la fisica cuyo desarrollo se extiende a enfoques distintos. El pri-
mero es un modelo microscopico y el segundo uno macroscopico del mundo. ;Qué
tan delgada es la linea que separa estos dos modelos? Entre estos dos enfoques
se encuentran los sistemas mesoscopicos. Los sistemas mesoscopicos se carac-
terizan por no ser ni tan pequefios como para que los efectos cuanticos dominen,
ni tan grandes como para que estos sean despreciables. Como resultado obtene-
mos que el comportamiento del sistema presenta fendmenos clasicos y cuanticos,
simultdneamente [1].

Los sistemas mesoscopicos tienen dimensiones que comprenden entre unos
cuantos nanémetros hasta cientos de nandémetros. Su tamarfio varia entre unas
cuantas moléculas hasta cientos de moléculas [2, 3]. Una de las caracteristicas
importantes de estos sistemas viene dada por la longitud de correlacion, la cual, en
los sistemas mesoscépicos, se extiende sobre todo el sistema [3]. Estos sistemas
muestran fenédmenos como las oscilaciones de Aharonov-Bohm, que son efectos
cuanticos producidos por la interacciéon entre un campo magnético externo y los
portadores de carga [1]. Ademas, se presentan dos tipos de efecto Hall cuantico:
el entero y el fraccionario; entre otros fenémenos [1, 4]. Estos sistemas se pue-
den estudiar haciendo uso de la mecanica clasica y de la cuantica. Clasicamente
utilizando los conceptos de sistemas dinamicos y el caos clasico y cuanticamente
haciendo uso de la teoria del caos cuantico.

De entre todas las estructuras mesoscopicas que podemos estudiar se encuen-
tra los anillos cuanticos, son sistemas mesoscépicos que estan formados por dos



contactos y una regién de dispersion con forma de anillo circular. El estudio de es-
tos sistemas de forma tedrica y experimental es importante por sus aplicaciones en
dispositivos electronicos [4, 5]. Estos sistemas, de forma experimental, se pueden
construir utilizando diferentes tipos de materiales para los cuales se hace uso de
la teoria de la materia condensada. Esta es una rama de la fisica que se encar-
ga de estudiar las caracteristicas de los materiales a través del uso de estructuras
cristalinas, siendo estas una herramienta matematica que describe dénde y como
se posicionan los atomos de un material. Para entender el comportamiento de los
electrones en los materiales se utiliza una herramienta que se conoce como densi-
dad de estados locales. Esta nos sirve para entender la forma en que se distribuye
la densidad de estados sobre un sistema mesoscopico, y asi también, la forma en
que los electrones se distribuyen [1, 6, 7].

De forma experimental y teérica estos anillos, han mostrado la aparicién de un
fendmeno conocido como cicatrices cuanticas. Las cicatrices cuanticas son un fe-
ndémeno que se caracteriza por un incremento en la densidad de probabilidad de
una funcién de onda propia del sistema al rededor de una 6rbita periddica inestable
del sistema clasico. Se conoce como 6rbitas periédicas a aquellas que sus posi-
ciones y velocidades simultdneamente se repiten en dos tiempos diferentes, y son
inestables si al ser perturbadas dan una 6rbita distinta [8, 9]. Las funciones de onda
propias obtenidas tras resolver el Hamiltoniano del sistema cuéntico se conocen co-
mo funciones cicatrizadas, si la densidad de probabilidad obtenida de estas forma
una cicatriz cuantica en el espacio [8]. Un ejemplo de sistema con cicatrices cuan-
ticas es el billar de estadio de Bunimovich. Este sistema es cadtico clasicamente
[10]. Como se puede observar en la Figura 1.1, la funcién de onda muestra una
cicatriz cuantica en el panel de la izquierda y su trayectoria peridédica asociada con
lineas continuas en el panel de la derecha derecha [9, 11, 12].

Figura 1.1: En el panel izquierdo se observa la densidad de probabilidad de una
funcion de onda cicatrizada del estadio de Bunimovich. En el panel derecho se
muestra la la trayectoria periddica inestable, graficada con linea continua, sobre
dicha orbita periddica [8].



La Figura 1.2 muestra en el panel izquierdo la variaciéon de la conductancia AG
sobre un anillo circular conectado a dos contactos, en el cual se puede observar el
fendmeno ya mencionado sefialado mediante flechas rosadas; y en el panel dere-
cho se observa la densidad local de estados calculada numéricamente, observan-
dose el mismo fenémeno en color blanco [5].

-30 0 30 Intensity [ arb. units ]
AG[x10° e%/h]

Figura 1.2: En el panel izquierdo se muestra la variacion de la conductancia AG
sobre el anillo resaltado con lineas blancas, aqui se presentan cicatrices cuanticas
sefnaladas con flechas rosadas. El panel derecho muestra la densidad de estados
locales obtenida en simulaciones, igualmente se presentan cicatrices cuanticas en
color blanco. La barra de color para el panel derecho muestra el aumento de la
intensidad desde lo mas oscuro a lo mas claro[5].

Para poder comprender este fendmeno es necesario estudiar algunas propie-
dades clasicas de estos sistemas. El analogo a estos sistemas en el mundo ma-
croscépico son los billares, quienes suelen presentar fendbmenos caéticos [12, 13].
La dinamica de estos sistemas se genera haciendo que las particulas se muevan
libremente en su interior y al tocar el borde se reflejan siguiendo la ley de reflexién
clasica.

Si extendemos la teoria del caos a la mecanica cuantica, lo que se denomina
caos cuantico, las orbitas periddicas inestables clasicas se ven reflejadas en forma
de cicatrices cuanticas [8, 14, 15]. Ademas, Sridhar and Heller [1992] observaron la
presencia de estas en la densidad de probabilidad en cavidades, conocidas como
cavidades resonantes, donde se confiné ondas electromagnéticas (Figura 1.3).
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Figura 1.3: Densidad de probabilidad experimental y teérica de un sistema en el
gue se han inducido ondas electromagnéticas. La cavidad consiste de un rectangulo
de 21,8 cm x 44 cm x 6mm, con un disco circular de 10 cm de diametro y 6mm de
altura en su centro [16].

Los estudios realizados de forma tedrica asi como con simulaciones en corra-
les cuanticos, puntos cuanticos y pozos de potencial infinitos [8, 14, 17], y de igual
manera de forma experimental sobre los mismos sistemas [16, 18, 19, 20, 21] han
estudiado de diferentes formas el fendmeno de las cicatrices cuanticas y su rela-
cién con los sistemas mesoscépicos. Recientemente, se ha reportado la presencia
de este fendbmenos en experimentos realizados en este tipo de sistemas con re-
des cristalinas [5]. Lo cual demuestra la importancia del estudio de los diferentes
fendmenos que se pueden presentar en los sistemas mesoscépicos.

Por lo tanto, la motivacion para realizar este trabajo es encontrar la forma que
tienen estas cicatrices cuanticas en el estadio de Bunimovich y en el anillo circular.
Debido a que, por lo presentado por Cabosart et al. [2017], las cicatrices cuénticas
tienen una relacion con la variacién de la conductividad y la densidad de estados
locales de un sistema como se mostrd en la Figura 1.2. Por lo que este trabajo se
enfocard en estudiar la densidad de estados locales de los sistemas ya menciona-
dos.

El objetivo de este proyecto es estudiar la formacion de las cicatrices cuanticas
en los billares de estadio de Bunimovich y de anillo circular. Para ello, examinamos
el comportamiento cadtico de estos billares a partir del calculo de sus coeficien-
tes de Lyapunov, y obtenemos las 6rbitas periddicas inestables de estos sistemas.
Se estudiara el comportamiento de la densidad local de estados a partir de las
geometrias definidas por los billares mencionados. Finalmente, examinaremos el
comportamiento y la forma de las cicatrices cuanticas que se obtengan en estos
sistemas.

El estudio clasico se realizara utilizando un algoritmo en fortran, con el cual se



calcularan los coeficientes de Lyapunov. Esto ayudara a determinar si ambos siste-
mas presentan caos. Desde el punto de vista cuantico, se realizaran simulaciones
utilizando redes cristalinas con la ayuda de un paquete del Kwant, especializado
en transporte cuantico. Kwant es un software que utiliza el modelo de enlace fuerte
para calcular las propiedades electrénicas de un sistema, como la conductividad, la
densidad local de estados, entre otras. Asi, con este software se calculara la densi-
dad de estados locales de estos billares conectados a un par de contactos en sus
extremos como se muestra en la Figura 1.4, donde R es el radio de la semicircun-
ferencia del estadio de Bunimovich, Ry y R, son los radios del anillo circulary b es
el ancho de los contactos. Por Gltimo, a partir del paso anterior, se obtendran varios
estados de los cuales se analizaran aquellos con cicatrices cuanticas.

b
/T’
(a) (b)

Figura 1.4: Esquema de los billares abiertos estudiados: a) Estadio de Bunimovich,
b) Anillo circular.

Este trabajo de titulacién se encuentra estructurado de la siguiente manera:

En el Capitulo 2 se presentan los preliminares clasicos como temas referentes
a la mecanica clasica, vista desde la teoria de sistemas dinamicos (Seccion 2.1).
Posteriormente, se exponen conceptos relacionados con la teoria del caos (Seccidn
2.2), explicando brevemente las ideas importantes y las conclusiones necesarias,
como los son exponentes de Lyapunov (Seccién 2.2.1). Finalmente se introduce
el estudio clasico de los billares (Seccién 2.3), tema, en particular, necesario para
abordar su contraparte cuantica en las siguientes secciones.

De igual forma, en este mismo capitulo, se muestran los temas relacionados
al caos cuantico y las redes cristalinas. En la seccién referente al caos cuantico
(Seccibén 2.4), se presentan algunos conceptos basicos de la mecéanica cuantica,
ademas de introducirnos en el estudio de los sistemas cadticos clasicos usando
la mecanica cuantica. En la Seccion 2.4.2 exponemos los conceptos pertinentes
al fenédmeno de las cicatrices cuanticas y los billares cuanticos. Posteriormente se
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revisan, brevemente, los conceptos relacionados a las redes cristalinas que son de
utilidad para el desarrollo de este trabajo.

El capitulo 3 se centra en explicar y desarrollar la metodologia necesaria para
estudiar las propiedades y conceptos presentes en el capitulo 2. Este capitulo es
fundamental para entender los resultados obtenidos debido a que aqui se presenta-
ran los algoritmos utilizados para simular las propiedades que permiten determinar
el caos presente en los sistemas, como son las trayectorias y los exponentes de
Lyapunov del sistema. Ademas, el paquete de Python: Kwant, que se usé de base
para obtener las cicatrices cuanticas, es abordado en este capitulo con el fin de
entender el corazén de los algoritmos utilizados para estudiar los billares desde el
punto de vista cuantico.

En el capitulo 4 se exponen los resultados obtenidos de las simulaciones a partir
de los algoritmos explicados en el capitulo 3. En este apartado se muestran los
resultados obtenidos tanto para los exponentes de Lyapunov (Seccién 4.1), como
para las oOrbitas periddicas (Seccion 4.2). Ademds, se presentaran los resultados
sobre las cicatrices cuanticas (Seccién 4.3).

El capitulo final esta destinado para las conclusiones de este trabajo, en este se
resumen las principales conclusiones extraidas de los resultados sobre las simula-
ciones.

Finalmente, se presetan dos apéndices. El apéndice A contiene los cédigos en
Fortran y Python utilizado en este proyecto. Asimismo, el apéndice B presenta las
graficas suplementarias al capitulo 4.






Capitulo 2

Marco teorico

En este capitulo se presentan los conceptos relevantes sobre sistemas dina-
micos y el caos en sistemas fisicos. Ademas de los conceptos de fisica cuantica
y del estado sélido que seran utilizados en este trabajo. Para todo lo referente al
caos clasico, los principales resultados se muestran sin una demostracién. Dichas
demostraciones fueron desarrolladas ya en los cursos de mecanica clasica e intro-
duccion a los sistemas complejos; materias cubiertas en la carrera de fisica. Las
demostraciones pueden ser encontradas en los libros [11, 22, 23, 24]. Igualmente,
para los temas relacionados con mecanica cuantica y estado sélido; materias cu-
biertas en la carrera de fisica. Las demostraciones pueden ser encontradas en los
libros [6, 25, 26]

2.1. Sistemas dinamicos

Un sistema dindmico se puede definir como la descripcion matematica de la evo-
lucién temporal del estado de un sistema. El tiempo puede ser tanto continuo como
discreto. Usualmente los sistemas dinamicos cuyo parametro temporal es continuo
se escriben en forma de sistemas de ecuaciones diferenciales. Si, en cambio, el
tiempo es discreto, el sistema estara definido por una relacion de recurrencia [11].

Los sistemas fisicos son sistemas dinamicos que se rigen por ecuaciones dife-
renciales, que pueden venir de una funcion Hamiltoniana (2.1) que a su vez proviene
del Lagrangiano del sistema [22].

H(g,p,t) =Y pigi— L(q,p.t), (2.1)
i=1



donde las variables g;(t) y pi(t) son las coordenadas generalizadas y momentos
generalizados respectivamente. Las ecuaciones dinamicas que se obtienen de este
son conocidas como ecuaciones hamiltonianas del movimiento.

A op (.2)
dpi . _aH
a - ag, (@3)

2.1.1. Orbitas periddicas

Una 6rbita periddica, es una solucion de un sistema dinamico en el que se cum-
ple lo siguiente: para condiciones iniciales fijas §o y po, en algun tiempo el sistema
repite estas condiciones iniciales.

A manera de ejemplo, la Figura 2.1 muestra dos érbitas periédicas de un sistema
en el plano xz. Nombramos a cada vuelta que la particula da en el sentido positivo
de las x como By en el negativo como A. se observa, en el panel derecho, una 6rbita
periddica simétrica al rededor del eje z en x = 0 que da una sola vuelta en cada
sentido del eje x (AB). En el panel izquierdo se puede observar una 6érbita periddica
asimétrica, la particula en esta érbita da dos vueltas en el sentido negativo de las x
y una en el sentido positivo de las x (AAB).

AB AAB
50 y 50 y
40 40
30 30+
Y ™
20 20
107 10
a * : * Q y : :
—20 =10 0 10 20 —20 -10 0 10 20
X X

Figura 2.1: Orbitas periédicas del sistema de Lorenz en el plano xz el panel izquier-
do muestra una érbita tipo AB y en el derecho tipo AAB (2.4)[27].



2.2. Caos clasico

En 1963 Edward Lorenz planteé un

sistema de tres ecuaciones diferencia-
les acopladas (2.4) como un modelo
para problemas atmosféricos. Este sis-
tema presenta una propiedad conoci-
da como sensibilidad a las condicio-
nes iniciales. Esto quiere decir que al
hacerse una pequena perturbaciéon so-
bre las condiciones iniciales se obtiene

una solucién diferente. Este conjunto de

ecuaciones diferenciales se conoce co-

mo el Sistema de Lorentz y matemati- Figura 2.2: Solucién numérica al sistema

camente esta descrito por el sistema de Lorenz con parametros 8 = 8/3, p =

28, o = 10.
S = oty
% =x(0—2) ~y; (2.4)

donde o, p y B son numeros reales. Estas ecuaciones son un ejemplo de sistema
complejo con variable continua [28].

El sistema de ecuaciones diferenciales (2.4), como ya se menciond, presenta
sensibilidad en las condiciones iniciales, es decir, si se realiza una pequefia pertur-
bacion sobre el sistema la diferencia entre la trayectoria inicial (sin perturbar) y la
final (perturbada) diverge de forma exponencial[28]. Esto se puede observar, en las
Figuras 2.3(a) y 2.3(b).

En la Figura 2.3(a) se observa cémo después de un intervalo de tiempo, especi-
ficamente en t = 0,15, ambas trayectorias toman caminos diferentes. Mientras que
en la Figura 2.3(b), describe la forma en que el logaritmo del valor absoluto de la
diferencia de trayectorias en x evoluciona, mostrando que a medida que el tiempo
aumenta también lo hace la separacion entre las trayectorias, y que para tiempos
lo suficientemente grandes, este tiende a mantenerse constante. Asi pues, ambas
graficas muestran que ambas trayectorias tienden a separarse a partir de cierto
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tiempo y que el logaritmo de esta separacion es lineal, o que esta separacién es
exponencial. Ademas, esta separacion se mantiene durante todo el recorrido, de-
mostrando de esta forma que es imposible determinar la trayectoria perturbada a
partir de la trayectoria original perdiéndose asi la capacidad de predecir el recorrido.

Sin pertljrbar '
20} Perturbado - - - - |

1
1

15

10

-10¢

-15

Logéritmo la diferencia de traﬂ/ectorias‘

, Log(|x2-x1])

-15

0 005 01 015 0.2 0.25 0.3

t

(b)

Figura 2.3: El panel a) muestra la separacién de las trayectorias de una de las
soluciones del sistema de Lorentz con parametros g = 8/3, p = 28, ¢ = 10. En el
panel b) observamos el logaritmo de la diferencia de las trayectorias del panel a).

Un sistema dindmico con tiempo dis-
creto es el conocido Mapa logistico, re-
presentado por la funcién de recurren-
cia (2.5), la cual muestra una dinami-
ca similar a la obtenida para el siste-
ma de Lorentz. Esto quiere decir que al
realizar una pequena perturbacion a las
condiciones iniciales, la trayectoria ori-
ginal y la perturbada tienden a separar-
se exponencialmente (Figura 2.4) [11].

xiy1 = axi(1—x;), (2.5)

donde a es una constante real.

1.1 — ;
Sin perturbar
1r Perturbado - - - - -

0.9 ‘ i,
0.8 § i
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%0.6} : AR
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0.2}

Figura 2.4: Comportamiento de la dife-
rencia de trayectorias en el mapa logistico
paraa =38y xy =03
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Los sistemas (2.4) y (2.5) son ejemplos de sistemas cadticos. Para saber si
la descripcion matematica de un sistema presenta caos, no basta solamente con
estudiar la separacion de dos trayectorias infinitesimales cercanas. Sin embargo,
para los sistemas que se estudiaran en este proyecto, se puede considerar que la
sensibilidad a las condiciones iniciales es suficiente para ser considerados cadticos
[11, 29].

2.2.1. Exponentes de Lyapunov

Para identificar la dependencia de las condiciones iniciales del sistema se defi-
nen los exponentes de Lyapunov. Estos exponentes cuantifican el grado de sepa-
racion infinitesimal de dos trayectorias infinitesimalmente cercanas. En una dimen-
sidén, un sistema dinamico S asociado a una funcién que determina su evolucién
X = ¢(x,t) tiene un exponente de Lyapunov

ox(t)
5x0

Ay = lim lim 1log (2.6)

t—so0 xg—0 t

donde dxy y 6x(t) son las separacion inicial y la separacién para cualquier tiempo,
respectivamente, entre la trayectoria perturbada y la original. Para el caso discreto
se tiene que si x,.1 = f(x,) es la ley que gobierna el sistema, si tomamos un x
fijo, el exponente de Lyapunov se puede escribir como

(2.7)

Ay, = lim = Zlog‘f x;)

t—oo I

donde t representa al parametro dinamico [11, 12].

Para un sistema dinamico, cuya dimensién del espacio de configuracién es N,
el nimero de exponentes de Lyapunov es la dimensién de este espacio. Para este
caso, si la funcién F gobierna la dinamica del sistema, y ésta depende explicita-
mente de cada coordenada y el tiempo, los exponentes de Lyapunov se calculan

diagonalizando la matriz Jacobiana de F, 6X ~ J(,1,2 . )0% con x' coordenadas.

/x2/-'-/
Para que un sistema sea cabtico es necesario que al menos uno de sus exponentes

de Lyapunov sea positivo y distinto de cero [11, 28, 30].

Para calcular numéricamente los exponentes de Lyapunov, un método impor-
tante se construye a partir de una regresion lineal local, realizada al diagonalizar la
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matriz Jacobiana de F. Su integracién entrega una ley exponencial respecto a t,

5x) ~ 5xée)‘jt, (2.8)

donde x/ identifica la coordenada j-ésima generalizada, sobre la cual el Jacobiano
de F es diagonal y AJ es el j-ésimo exponente de Lyapunov asociado a la direccion
x'. Al tomar el logaritmo de la ecuacién (2.8), (log 5x/ ~ log 5x{, + AJt), y realizar una
regresion lineal a esta Ultima expresién se obtiene, como primera aproximacion, un
valor para el exponente [11, 12, 31].

2.3. Billares clasicos caoticos

Un billar bidimensional B es una region del espacio en la cual las particulas se
mueven libremente. Esta regién B se encuentra limitada por una pared rigida en
la cual las particulas son reflejadas manteniendo la regla de reflexion clasica. Esta
regla implica que el momento de la particula cambia como

pr=p—2pei, (2.9)

donde 7i es el vector antiparalelo al vector normal a la tangente del borde del billar
en el punto (x,y), ¥ es la cantidad de movimiento antes de la reflexiéon y 7’ es la
cantidad de movimiento después de la reflexién[13]. llustramos esta caracteristica
en la Figura 2.5.

Figura 2.5: Reflexion de una particula con cantidad de movimiento inicial g y final
7’ en el borde del billar.

La dinamica de un billar es en esencia determinista, es decir, para unas condi-
ciones iniciales dadas se determina la posicién y la cantidad de movimiento de las
particulas que se mueven sobre este. Este hecho nos puede llevar a pensar que
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una solucién analitica es factible para todos los casos, sin embargo, la solucién solo
se puede escribir para tiempos pequenios frente a la condicion inicial. A medida que
el tiempo incrementa aumenta el nimero de colisiones y por lo tanto la complejidad
para encontrar una solucién analitica [13]. Para estudiar de mejor manera estos
sistemas se utilizan técnicas numéricas y computacionales, donde asumimos que
la posicion de las particulas dentro del billar sigue la ley de recurrencia (2.10) y al
tocar el borde la cantidad de movimiento cambia como se establecié en la ecuacion
(2.9).

71'4_1 =7+ 5iAt (21 O)

donde 7; y 7,1 representan a la posicién de la particula antes y después de una
iteracion, 7, representa la velocidad de la particula en cada iteracion y At el tamafo
del intervalo temporal e i representa el nUmero de iteracion [13].

Cémo ejemplo podemos tomar el billar mas sencillo que se puede analizar, el
circular. Su frontera esta dada por la ecuacion x> + y> = R?, donde R es el radio
de la circunferencia. Las coordenadas adecuadas para estudiar este billar son: ¥ el
angulo que forma el vector velocidad con la recta tangente en el punto de colisién
y 0 el angulo polar medido en sentido antihorario con respecto al eje x como se
observa en la Figura 2.6. El movimiento de una particula sobre un circulo estaria
determinado por las ecuaciones recursivas:

en—i—l = 0n + 2%,
Yy ="n

(2.11)

donde n representa el numero de reflexién después de una colision con los bordes[13].

Figura 2.6: Grafica de un billar circular con coordenadas generalizadas ¢ y 6.
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Las trayectorias que se forman son de dos tipos: 1) Si la razdn entre los angulos
Y y 7t es racional las trayectorias son periddicas tal como se muestra en el panel
a) de la Figura 2.7. 2) Si la razén es irracional la trayectoria es quasiperiddica y
ademas es densa en el billar, ilustrado en el panel b) de la Figura 2.7.

Figura 2.7: El panel a) muestra un ejemplo de orbita periédica donde la razén ¥/
es racional. En el panel b) se observa una orbita no periddica para un valorde ¥/
irracional.

El billar circular es el mas sencillo de analizar debido a su simetria y que su
borde es suave. Usando este como ejemplo se plantea, para los propédsitos de este
proyecto, que el borde de los billares que estudiaremos sea la unién de curvas sua-
ves y compactas. Bajo este supuesto, se puede asociar a cada borde I'; una funcion
fi : [a;, b;] — R? que determina su forma. Este supuesto elimina todos aquellos bor-
des que no sean diferenciables, al menos, hasta su segunda derivada como lo seria
un billar cuadrado, debido a sus vértices. La manera en que los bordes reflejan a las
particulas esta determinada por una cantidad conocida como curvatura (k) la cual
es igual al valor de la segunda derivada de la funcion f; en el punto de contacto.
Esta cantidad puede ser positiva, negativa o cero, y determina si los bordes son
convergentes, divergentes o planos, respectivamente. Como se puede observar en
la Figura 2.8, el choque de las particulas con el borde I'y de la izquierda provoca que
estas tiendan a converger, mientras que en el lado derecho el choque de estas par-
ticulas con el borde I'; genera que estas se separen o que sus trayectorias diverjan.
Como se ha mencionado, el tipo de borde determina si las trayectorias infinitesimal-
mente cercanas convergen (bordes convergentes), divergen (bordes divergentes) o
se mantienen con la misma separacion (bordes planos) [13].
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Figura 2.8: Comportamiento de un haz de particulas rebotando en un borde con-
vergente I’y (izquierda) y borde divergente I'; (derecha) [13].

En 1970, L. Bunimovich, construy® billares cadticos a partir de bordes solamente
convergentes y formados Unicamente por arcos de circunferencia, siempre y cuan-
do el camino entre colisiones sea lo suficientemente grande como para que cual-
quier frente de ondas o0 haz de particulas se dispersen. La idea principal de este
mecanismo consiste en que si la distancia que recorre el haz de particulas entre
el borde de salida y el foco es mayor que la distancia entre el borde de llegada y
el foco, el haz de particulas no solo habria recuperado el tamafo original sino que
se ha expandido tal como se puede observar en la Figura 2.9. Este mecanismo se
conoce como mecanismo de desenfoque y los billares que hacen uso de este son
conocidos como billares de Bunimovich.

R

F

Figura 2.9: Mecanismo de desenfoque: Comportamiento de un haz de particulas
después de colisionar en el borde derecho y converger a su foco F, las trayecto-
rias se separan hasta su siguiente colision en el borde izquierdo y no vuelven a
converger en el mismo foco[13].

Como ya se observé en la seccion 2.2, la dependencia de las condiciones inicia-
les es un indicador de la existencia de caos en sistemas dinamicos. L. Bunimovich
sefala que si dos trayectorias muy cercanas divergen exponencialmente en un billar
se considera que este es cadtico. Las condiciones para que estos suceda son dos:
que existan bordes divergentes en el sistema o que el billar use el mecanismo de
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desenfoque[10, 29]. Como se menciond anteriormente, dicho mecanismo determi-
na que para dos trayectorias infinitesimalmente cercanas, si estas se reflejan en un
borde convergente lo suficientemente distanciado de la siguiente colision estas tra-
yectorias tienden a divergir tras pasar por el foco de convergencia como se observa
en la Figura 2.9.

Este trabajo de titulacion se centrara en estudiar los exponentes de Lyapunov y
las drbitas periddicas de los billares de estadio de Bunimovich (Figura 2.10(a)) y el
billar con forma de anillo circular (Figura 2.10(b)). Estos estadios presentan los dos
tipos de mecanismos. El estadio de Bunimovich esta formado por dos semicirculos
de radio R separados una distancia 2a entre estos. El foco, debido a la separacion
de ambos semicirculos, se multiplica por dos, uno por cada semicirculo. Ademas,
debido a la separacion las trayectorias infinitesimalmente cercanas que describen
las particulas tienden a divergir después de chocar con cada una de las semicircun-
ferencias. En el caso del anillo circular, el circulo interior, con radio R; proporciona
un borde divergente, el cual, como ya se explic6 anteriormente, es fuente del caos
en este billar y el circulo exterior de radio R, proporciona el borde externo conver-
gente del billar.

’

(a) Estadio de Bunimovich (b) Anillo circular

Figura 2.10: Tipos de billares que se estudiaran en este proyecto.

2.4. Caos cuantico

La mecanica cuantica se originé con el proposito de explicar el comportamiento
de los sistemas microscépicos. Una de sus representaciones, la mas conocida, esta
dada por la ecuacién de Schrédinger (2.12). Esta es una ecuacién en derivadas par-
ciales la cual describe la evolucién de un sistema fisico dado. De forma compacta,
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esta ecuacion se puede escribir de la siguiente manera:

H|¥) = E [¥) (2.12)

donde H representa el Hamiltoniano del sistema y |¥) se conoce como la fun-
cion de onda, siendo esta una solucién de la ecuacion (2.12). Un estado, en me-
canica cuantica, se representa por esta funciéon de onda que contiene la informa-
cion del sistema cuantico por ser una solucién a la ecuacion de Schrédinger (2.12)
[26, 30, 32].

Uno de los logros en la fisica del siglo XX fue describir la mayoria de sistemas
clasicos en términos de la mecéanica cuantica. Dentro de todos estos sistemas cla-
sicos, existen los sistemas caodticos ya revisados en el capitulo 2.2.

La definicién de caos clasico depende de las trayectorias que puede tomar un
sistema como ya se reviso en la seccién 2.2. En la mecanica cuantica, el hablar de
trayectorias deja de tener sentido, por lo tanto todo aquello que esté relacionado con
estas también. El caos, a primera vista, perderia sentido en la mecéanica cuantica.
Sin embargo, esto no es asi, el caos cuantico toma una definicién un tanto dife-
rente. El caos cuantico es el estudio de los sistemas clasicos que presentan caos
utilizando las herramientas provistas por la mecanica cuéntica[32, 33].

2.4.1. Billares cuanticos

Un ejemplo de sistema que presenta caos cuantico son los billares cadticos. Co-
mo vimos en el capitulo 2.3 un billar caético se puede definir por dos regiones, una
region donde la particula se mueve libremente y su borde en el cual la particula
rebota para mantenerse dentro del billar(2.9). Esto es, en mecénica cuéantica, un
pozo de potencial infinito, en el cual, la region donde la particula se mueve libre-
mente tiene un potencial cero y el borde se cambia por una regién prohibida donde
el potencial es infinito. Asi, el estudio de un billar, desde el punto de vista cuantico,
se plantea a partir del siguiente potencial:

Vix,y) = (2.13)

donde x y y son las coordenadas de la particula y B es el conjunto de puntos que
conforman el billar. Este pozo de potencial infinito se resuelve de forma numérica

18



haciendo uso de la ecuacién de Schrédinger independiente del tiempo.

Nos centraremos en el estudio de los billares de estadios de Bunimovich y ani-
llo circular. Tomemos como ejemplo el estadio de Bunimovich. Este billar caético
ha sido estudiado utilizando técnicas de cuantizacién semiclasicas con lad que se
ha podido encontrar resultados importantes sobre estos [8, 32, 34]. Uno de estos
resultados es la forma que toma el moédulo de la funcién de onda a lo largo de las
Orbitas periddicas del sistema en su descripcion clasica, tendiendo a acumularse a
lo largo de estas. Este fendmeno, el cual se discutira en la siguiente seccion, toma
el nombre cicatrices cuanticas tal como se mostr6 en la Figura 1.1 (Capitulo 1). Las
Figuras 2.11(a) y 2.11(b) muestran distintos tipos de cicatrices cuanticas de modo
que estas se encuentran con una tonalidad oscura con respecto al resto del billar y
sus respectivas Orbitas periédicas.

- é”&-ﬂ*' oyl 9};,» i

%&f")“ﬁ wll;.&?‘"#péd

Figura 2.11: En el panel a) se muestra la forma que toman las cicatrices cuanticas
en el estadio de Bunimovich. El panel b) muestra las 6rbitas periddicas asociadas a
las cicatrices cuanticas del panel a) [8].
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2.4.2. Cicatrices cuanticas

Como se vino discutiendo en el apartado anterior las cicatrices cuanticas son
un fendmeno caracteristico de los sistemas cuanticos cuya contraparte clasica es
cadtica. Estas se presentan cuando la densidad de probabilidad de un estado pro-
pio (Figura 2.11(a)) del sistema cuantico alcanza valores maximos sobre las érbitas
periédicas inestables del sistema clasico (Figura 2.11(b) ). Este fenémeno fue ob-
servado por primera vez por S.W. Mac Donald y posteriormente estudiado por Heller
y nombrado por este como cicatrices cuanticas [8, 15].

El estudio de este fenbmeno se ha realizado, en su mayor parte, en pozos de
potencial, es decir, en sistemas cuyo interior es vacio. Sin embargo, ésta definicién
de billar cuantico se puede modificar para incluir una red cristalina obligando a las
particulas a moverse sobre estas. Un ejemplo de estos sistemas modificados se
puede observar en la Figura 2.12. El panel (a) muestra la densidad local de estados
que forma una cicatriz cuantica en un billar de estadio de Bunimovich, mientras que
el panel (b) resalta la 6rbita peridédica asociada a esta cicatriz cuantica, grafican-
dola con linea continua. Este billar se caracteriza por tener un par de aberturas en
sus extremos, es decir, se encuentra conectado a dos contactos que se pueden ob-
servar en los extremos de los billares. Ademas, el interior de este billar posee una
estructura cristalina con hexagonal.

2 . 25 3 3.5 4 45
Intensidad [u.a.]

Figura 2.12: El panel a) presenta la forma de la densidad de estados locales pa-
ra un estado que presenta cicatrices cuanticas, correspondientes a un estadio de
Bunimovich conectado a dos contactos en sus extremos. En el panel b) se presen-
ta con linea continua la érbita periédica del sistema clasico asociada a la cicatriz
cuantica del panel a).

Se ha reportado que estas estructuras formadas a partir de la grafica de la
densidad local de estados en el espacio, no solamente se forman en este tipo de
configuraciones. Experimentos realizados en corrales cuanticos a partir de ondas
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microondas[16, 18], la forma que toman los rayos de luz en la seccién eficaz de un
tubo de fibra dptica [35], entre otros, han mostrado que estas cicatrices cuanticas
pueden ser estudiadas a partir de distintas configuraciones.

2.4.3. Estructuras cristalinas

Una estructura cristalina nos ayuda a estudiar las propiedades de diferentes ma-
teriales en base a la disposicién de sus atomos, debido a las propiedades periédicas
que poseen dichos materiales. Estas son herramientas matematicas que constan
de un conjunto de vectores que se trasladan sobre infinitos puntos distribuidos en
el espacio (red de Bravais) y una base formada por los vectores que ubican a los
atomos [6].

Este estudio se centra en dos estructuras cristalinas: la red cuadrada y la red
hexagonal. Los vectores que identifican a la red cuadrada son ortogonales entre si
(2.14) y ademas tienen la misma longitud a que representa la distancia entre los
puntos de red (Figura 2.13(a)).

ﬁ1=<g>;az=<2). (2.14)

La red cuadrada posee las siguientes simetrias: reflexion al rededor de ambos
vectores, traslaciones sobre cada punto de red y bajo rotaciones de 90 grados al
rededor de un eje perpendicular a las redes. Por otro lado se tiene la red hexagonal,
esta consta de dos vectores base (2.15) no ortogonales (Figura 2.13(b)). Siendo
esta la estructura cristalina caracteristica del grafeno [36].

.
ai B 1 az B q (2.15)

o (V)T ()

También se puede notar que la red hexagonal posee una simetria en la direccion
del vector resultante de la suma de 4, y 4,, como se ve en la Figura 2.13(b), por lo
que una rotacién de 90 grados no seria suficiente para mantener las propiedades
de la red invariantes. Es necesario, en este caso, girar la red 180 grados para volver
a observar las mismas propiedades.

Estudios como los realizados por Cabosart et al. [2017] muestran que el compor-
tamiento de la variacién de conductancia en anillos circulares, hechos con grafeno,
presenta estados en los que se puede apreciar cicatrices cuanticas. Estas son, en
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Figura 2.13: El panel a) muestra la distribucion de los puntos de red para una
red cuadrada con sus vectores primitivos y sus ejes de simetria. En el panel b) se
observa la distribucién de los puntos red de una red hexagonal con sus vectores
base y sus ejes de simetria.

su mayoria, radiales y se muestran asimétricas debido a la geometria de la red
cristalina y por ende a la simetria de la misma. Los estudios experimentales rea-
lizado en estructuras cristalinas, se han realizado midiendo la conductancia y sus
fluctuaciones (Figura 2.14) [5] .

" TR | oy i
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Figura 2.14: El panel a) muestra la conductancia (G) obtenida experimentalmente
en un anillo de grafeno. En el panel b) se presenta la variaciéon de conductancia
(AG) en el anillo. En a) y b) se muestran con lineas sobresalientes roja y blanca
respectivamente el anillo y sus contactos.

En este trabajo se estudiaran dos billares cuanticos abiertos: el estadio de Bu-
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nimovich y el anillo circular con redes cristalinas cuadrada y hexagonal, utilizando
Kwant, un software dedicado al transporte cuantico[37].

2.5. Modelo del enlace fuerte

Debido a que este tipo de sistemas presentan mas de un atomo; el considerar
al electron como una particula libre o cuasilibre no es suficiente para describir su
comportamiento. Para poder entender su comportamiento es necesario anadir la in-
teraccion entre cada uno de los atomos dentro de una celda unitaria con el electron

[6].

Este modelo presenta las siguientes caracteristicas:

m Se consideran atomos lo suficientemente alejados para que la proyeccion de
las funciones propias correspondientes a cada atomo sea despreciable, es
decir, (n 1 |n) =~ 0; y ademds (n |n) = 1.

= Se considera que los estados ligados |n) tienen bien definida su energia de
forma que para el hamiltoniano atémico se cumple que: Hy; |n) = E, |n)

Considerando que V;; es el potencial entre los atomos i y j del arreglo, el hamilto-
niano total sera la suma entre el atémico y el potencial. La solucién de este sistema
proporciona informacion sobre la energia del electrén en un estado E; (energia on-
site) y la energia de transicion entre dos estados i, j 7; (Hopping) [38].

E; si,i=j
E;j = (2.16)
Tj  shi#]

Otra forma de ver esto es discretizando la ecuacién de Schrédinger y considerar
que todos los puntos de red son iguales. Tomando E; = 4t + V(i,j) y T; = T
llegamos a la expresion (2.17). Este hamiltoniano es muy utilizado para realizar los
calculos numéricos en esta aproximacion[39].

H=Y ((4t+ V(i) i j) ]l
3 (2.17)

= (i L7 Gl + 1) G+ Ll 1+ 1) Gl + 1) G+ 1))
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2.6. Densidad local de estados

Se define por densidad local de estados (LDOS) a la densidad de estados en
un punto en particular del espacio, a partir de una energia fija y la funcién de onda
dependiente de las coordenadas espaciales. Su forma matematica es:

pLoos(F, E) = Y0(E — E)¥{ (7, E)¥:(7, E) (2.18)

donde la suma sobre i recorre todos los estados cuanticos solucién del problema,
es decir, i representa al estado cuéntio i—ésimo, E es un valor de energia fijo, E;
es el valor de la energia del estado i—ésimo, 7 la posicion sobre el espacio en la
que analizaremos la densidad de estados y ¥;(7, E) la funcién de onda en el estado
i—ésimo evaluada en la energia E y en el punto 7.
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Capitulo 3

Metodologia

En este capitulo se presentan las ideas necesarias para comprender las simu-
laciones computacionales realizadas en este trabajo. El capitulo se divide en dos
secciones, la primera Seccién, 3.1, explica las consideraciones necesarias para es-
tudiar la presencia de caos en los billares de estadio de Bunimovich y de anillo
circular. En la Seccion 3.2 se presenta el desarrollo de los algoritmos necesarios
para obtener y estudiar la formacion de cicatrices cuanticas en los dos billares,
en este caso billares abiertos, ya mencionados. En esta seccién también se desa-
rrollara brevemente la idea detras del paquete de Python que se utilizara en las
simulaciones.

3.1. Modelo clasico

Para el estudio del caos clasico en los dos billares bidimensionales, estadio de
Bunimovich y billar de anillo clasico. Las particulas en los billares se mueven si-
guiendo estos puntos:

» En el interior del billar las particulas se mueven libremente.

= En el borde del billar las particulas se reflejan cumpliendo la ley (2.9).

El movimiento de las particulas se representara de la siguiente manera, tomando
como notacién i para las iteraciones y n para los rebotes en los bordes del billar:

?iJrl = ?1' + 5nAt (31)
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En el caso del anillo circular, la posicién inicial sera

7o = b(cos 6, sin 6) (3.2)

donde b es la distancia del centro de las circunferencias al punto en que se ubica
la particula (R1 < b < Ry, R1 y R, se muestran en la Figura 3.1) y 6 el angulo
medido desde el lado positivo del eje x como se muestra en la Figura 3.1(a). Para
el estadio de Bunimovich, y con el fin de simplificar el procedimiento colocaremos
una particula dentro de uno de los semicirculos. Asi, el vector posicion inicial

7o = (£(a+bcoswa),bsina) (3.3)

donde b es la distancia desde el centro de uno de los circulos hasta el punto en
que se coloca la particula y « es el angulo medido con respecto al eje x como se
muestra en la Figura 3.1(b).
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Figura 3.1: El panel izquierdo muestra un cuadrante del anillo circular en el cual se
dibuja el vector 7y y el angulo que forma con respecto al eje x. Igualmente, en el
panel derecho se puede observar una mitad del estadio de Bunimovich y la forma
en que se construye el mismo vector.

Como la velocidad varia en cada rebote se utiliza el subindice n, el cual repre-
senta el rebote, en cambio la posicion cambia en cada iteracién por lo que su utiliza
i como subindice y At es el intervalo temporal.

Ademas, para las simulaciones clasicas se opt6é por tomar la masa de las parti-
culas igual a uno (m = 1) y el médulo de la velocidad también | 7 |= 1, para que el
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costo computacional sea menor, de esta forma la ley 2.9 se modifica de la siguiente
manera:

7 =5 —2(7 i) (3.4)

La velocidad inicial 7y = v(cos ¢, sin¢), se fijara de tal formaquev =1y ¢ es el
angulo que forma la velocidad con respecto a la direccién positiva del eje x.

3.1.1. Orbitas periédicas

Como ya se explicé en el Capitulo 2, las érbitas periddicas cumplen que para
algunas iteraciones i; € i y algunos rebotes 11 y ny, la posiciéon 7; y la velocidad @,
deben ser iguales. Con el fin de simplificar los calculos, se puede escoger iy = n; =
0 por lo que solo bastaria que en algin momento de la simulacién ambas variables,
7; ¥ U, sean iguales a las condiciones iniciales. Asi, pues, solo bastaria encontrar
otra iteracién en la que se repitan las condiciones iniciales.

Para recopilar estas 6rbitas se aplicara el siguiente algoritmo:

1. Establecer los limites para el billar:

En el caso del billar de anillo circular el médulo de 7; debe ser menor que el
radio exterior y mayor que el radio interior , es decir, R < 72 < R como se
observa en la Figura 3.2(a).

Por otro lado, para el estadio de Bunimovich se debe cumplir que sia <| x |<
R + a, y debe ser menor que y?> < R? — (x — sign(x)a)?. Caso contrario si
| x |< a, se debe cumplir que | ¥ |< R como se puede observar en la Figura
3.2(b).
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Figura 3.2: En el panel izquierdo se muestra la region en la que se mueven las
particulas en el anillo circular sombreada con color gris. Mientras que en el panel
derecho se puede apreciar las regiones plana y circular del estadio esta ultima
sombreada de color gris.

2. Establecer parametros iniciales: posiciones iniciales 7, velocidades iniciales
U, el intervalo temporal dt y el menor intervalo temporal dt,,;;,, que servira para
ajustar la precision.

3. Establecer el algoritmo de evolucion:

771'—1—1 =7+ U,dt

4. Para cada iteracion, guardamos 7; y calculamos 7; ;1.

5. Si7;.1 se encuentra fuera del billar se establece el siguiente algoritmo para la
reflexion en el borde:

a) Si dt > dt,;, Regresamos al paso anterior del algoritmo sin actualizar
la posicién. Actualizamos dt a un valor menor, para ajustar la precision y
disminuir el error.

b) Sidt = dt,,;, se genera una reflexién segun la ley (3.4) y actualizamos la
posicion.
Esta parte del pseudo algoritmo se puede visualizar claramente en la

Figura 3.3 en la que, para 3 intervalos temporales distintos se observa la
mejor en la aproximacion.
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Figura 3.3: Los paneles a), b) y ¢c) muestran cémo el algoritmo presentado ante-
riormente funciona. Para estas graficas se tomd el centro de coordenadas o para
medir. Los vectores primados representan las nuevas posiciones después de dejar
evolucionar el sistema hasta un momento antes de que la particula salga del billar.

6. Sila distancia entre las variables 7; y 7, y su condiciones iniciales, respectiva-
mente, es menor que un valor pequefo €; se guarda la érbita recorrida aparte
y se finaliza el algoritmo.

Este algoritmo nos permite conseguir cualquier precision sin sacrificar el tiempo
de computo de manera dramatica debido a que el paso temporal se ajusta para
todos los puntos cercanos al borde. Ademas, gracias a esto se puede calcular las
diferentes orbitas periddicas que se obtienen en el sistema fijjando Unicamente las
posiciones y velocidades iniciales.
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3.1.2. Exponentes de Lyapunov

Para el célculo de los exponentes de Lyapunov, se utiliza una modificacion del
algoritmo anterior: se genera una particula extra en una posiciéon cercana a la par-
ticula inicial tal que 75 = 7;; + 6, con la misma velocidad inicial. Esto genera dos
trayectorias infinitesimalmente cercanas, dependientes del parametro 4. Esta dife-
rencia se genera tomando variando el angulo de (3.2) o (3.3) de forma que los
angulos que generan las trayectorias perturbadas varian a partir de un parametro
€ 0p =0g+eya, = ag+ ¢, donde 0, 0y, ap, xg son los angulos perturbados e
iniciales de cada uno de los arreglos como se muestra en la Figura 3.4.
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Figura 3.4: En el panel izquierdo se muestran los vectores iniciales de las particulas
perturbada y sin perturbar en el anillo circular. Igualmente, en el panel derecho se
puede apreciar estos vectores para el estadio de Bunimovich.

El calculo del coeficiente de Lyapunov se toma de la regresion lineal de la grafica
log (|72 — 71i]) vs el numero de rebotes, donde este coeficiente vendria a represen-
tar el coeficiente de ajuste con respecto al nUmero de iteraciones. Esto se muestra
en el siguiente pseudo-algoritmo:

1. Se genera un 6, de forma aleatoria y se fija b = (R, + Ry)/2 para el anillo
circular, mientras que para el estadio de Bunimovich b = R — 1 para asegurar
que la creacién de las particulas se realicen dentro del billar.

2. Se ejecuta el algoritmo creado para obtener las érbitas.

3. Se toma una cantidad de puntos N, de los rebotes de las dos particulas.
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4. Se toma la diferencia entre ambas érbitas |7, — 7| para cada punto y guarda-
mos esta informacién.

5. Repetimos una cantidad N, de veces, usando posiciones iniciales diferentes.

6. Se hace un promedio de los N, archivos de datos cuya informacién en cada
columna es: El numero de rebotes y el logaritmo de la diferencia de caminos.

7. Se realiza una regresion lineal f(x) = A x + b del logaritmo natural de lo
obtenido en el punto anterior para los primeros N, datos del promedio.

8. La constante A obtenida de la regresién lineal se guarda.

Este valor de A obtenido del promedio de los logaritmos naturales, se toma como
el exponente de Lyapunov del sistema.

3.2. Modelo cuantico

Ademas del estudio clasico que se realiza en el billar, se resuelve el problema
cuantico para un billar cuantico en cuyo interior se coloca una red cristalina. Esto
se realizara con el fin de estudiar la densidad local de estados en billares con redes
cristalinas.

El software que se utilizard, Kwant, es un paquete de Python que utiliza el mo-
delo de enlace fuerte para resolver problemas de transporte cuantico. Este paquete
nos permite describir un sistema fisico en funcién a la estructura cristalina: su for-
ma, sus simetrias y un potencial externo. Haciendo uso del hamiltoniano discretiza-
do del sistema 2.1 de forma simplificada. Asi, para los puntos de red se establecen
dos potenciales. El primero es el potencial potencial on-site, que se explica en el
apartado 2.5, y toma el valor E; = 47+ V (i, j). Ademas se establece en los poten-
ciales entre los enlaces de la red que se conoce como hopping y se escribira como

T
H =} Eili) <il+; ‘Z( )Tz(!i> G+ 1) () (3.5)
1 vecinos(i,j

donde i, representan los puntos de red de coordenadas (x,y) y I representa los
tipos de vértices que pueden existir, por simplicidad, en el caso de que todos los
puntos de red sean equivalentes t; se redefine como 7 [4].
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Kwant, utiliza esta informacion para encontrar los vectores propios de la matriz
Hamiltoniana, creando en primera instancia los puntos de red y posteriormente co-
locando sus valores E; y 1;[37]. Este paquete genera desde una posicion aleatoria
los puntos de red donde se ingresaran los valores del potencial de forma que se ge-
nere un grafo con todos estos. Los valores del potencial on-site ubican en los nodos
del grafo que representan a los atomos del sistema y el potencial de hopping que
estaran en los vértices y esta relacionado a la probabilidad de transicion, es decir,
la probabilidad de que un electrén pase de un atomo a otro. Esta informacion es
utilizada posteriormente para resolver el sistema a partir del algoritmo de diseccion
anidada haciendo que Kwant sea mas eficiente[37].

3.2.1. Implementacién del modelo

Para definir el modelo cuantico es necesario tener la regién de dispersion de
forma analitica. La base de la estructura cristalina y los vectores de la red de Bravais
utilizada. El siguiente pseudo-algoritmo es, a grandes rasgos, la base para crear un
sistema en el paquete Kwant:

1. Establecer |la base de la red y los vectores de red, es decir, los vectores nece-
sarios para definir la estructura cristalina.

2. Establecer la forma de la region de dispersion, utilizando una funcién analitica
de la region o unién de estas.

Para establecer la region de dispersién de los billares que se estudiaran se
utiliza el primer paso del pseudo algoritmo que se usa en la generacién de las
trayectorias dentro de los billares clasicos.

3. Aplicacion de potenciales on-site y hopping en la red.

4. Creacion de contactos, utilizando una funcién analitica de estos

En este paso se establece el tamafio de los contactos, y el tipo de red, gene-
ralmente el mismo que se usa para la regién de dispersién. Estos contactos
se pueden apreciar en la Figura 3.5.
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(a) (b)

Figura 3.5: Esquema de los billares abiertos estudiados: a) Estadio de Bunimovich
con parametros a, R y b, que representan a la mitad del ancho de la zona plana, el
radio de los semicirculos y el tamafo de los conctacos respectivamente, b) Anillo
circular con parametros R; y R, siendo estos los radios interno y externo de las
circunferencias que conforman el anillo.

5. Aplicacién de potenciales on-site y hopping en los contactos.
6. Unimos los contactos al sistema.

7. Creacion del sistema.

3.2.2. Calculo de la densidad de estados locales y comparacion
entre las dos redes

Como la LDOS da un valor de la densidad de probabilidad en el espacio de
configuracién del sistema se puede estudiar las estructuras geométricas que forma
esta sobre las regiones de dispersion. Para calcular estas densidades de estados
locales se puede, igualmente, utilizar una funcién de Kwant:

|| ldos = kwant.ldos(sys, energy)

El andlisis de las estructuras formadas por las cicatrices cuanticas se realizé
de forma cualitativa a partir de la observacién y la comparacién directa entre las
diferentes estructuras formadas en los billares como la diferencia entre las cicatrices
cuanticas de los dos billares.
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Capitulo 4

Resultados obtenidos

En este capitulo se muestran los resultados clésicos (Seccion 4.1 y 4.2) y cuan-
ticos (Seccion 4.3) de las simulaciones, tanto para el anillo circular como para billar
de Bunimovich.

El billar de Bunimovich, como se observé en el capitulo 2, consta de dos se-
micirculos de radio R y una separacién entre estas a. Para la simulacién se tomé
R = 10y a = R en unidades arbitrarias. La razén por la que se escogio6 esta se-
paracion es porque el comportamiento caético del billar de Bunimovich comienza
cuando la distancia de separacion entre las semicircunferencias es distinta de cero
[10, 29]. Para el caso del anillo circular, que consta de dos circulos concéntricos, se
tomara el radio interno Ry = 10 y el radio exterior R, = 2 x Ry en unidades arbir-
trarias (Figura 2.10). De esta forma, la cantidad érbitas periédicas que se pueden
obtener es lo suficientemente amplia.

4.1. Exponentes de Lyapunov en billares

Como se explicd en la seccidén 2.2.1 la separacion exponencial de las trayec-
torias del sistema son un indicio de la presencia de caos. En las simulaciones de
las trayectorias del sistema, se utilizan diferentes posiciones iniciales y pequefnas
variaciones a estas para determinar los coeficientes de Lyapunov de ambos billares.

Para definir las posiciones iniciales de los sistemas se tomé une = 107° y los
angulos iniciales 6y y «g, para el anillo circular y el estadio de Bunimovich respecti-
vamente, se toman de forma aleatoria usando el generador de nimeros randémicos
de fortran. Para la velocidad inicial se tomd un angulo ¢ = 30 para ambos billares.
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El nimero de rebotes maximo que se tomdé N, = 500 para poder analizar la des-
viacion entre las trayectorias en un recorrido amplio. Ademas, con el fin de tener un
numero de puntos considerable para realizar la regresién lineal, se tomé N, = 200,
es decir, se realizé 200 simulaciones, para obtener un promedio de estas. Con es-
tas condiciones iniciales y a partir del algoritmo de la Seccién 3.1.2 se obtuvieron
las graficas de la Figura 4.1 del logaritmo del valor absoluto de la diferencia de tra-
yectorias donde se puede observar el comportamiento que tiene la separacién de
las trayectorias para ambos billares.
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Figura 4.1: En el panel a) se muestra el logaritmo de la diferencia de caminos para
el anillo. En el panel b) se presenta el logaritmo de la diferencia de caminos para el
estadio de Bunimovich. Ambos muestran 160 rebotes.

Se encontré que el coeficiente de Lyapunov del anillo a partir de las regresiones
lineal es A, ~ 2,2499x10~2 y para el estadio de Bunimovich el calculo del exponente
de Lyapunov se tomd Unicamente hasta 40 rebotes debido a que, como se observa
en la Figura 4.1(b), el comportamiento lineal del logaritmo del valor absoluto de la
diferencia de trayectorias termina en ese punto y el valor obtenido es A, ~ 0,163.
Debido a la simetria del anillo circular y que este posee un borde convergente la
grafica del logaritmo de la separacion entre trayectorias tiene una pendiente menos
pronunciada que en el estadio (figura 4.1(a)), ya que en este la simetria circular
se pierde y, ademas, este billar tiene el mecanismo de desenfoque 2.3 debido a
que sus dos semicircunferencias se encuentran separadas una distancia fija, este
mecanismo en el estadio amplifica la separacién entre trayectoria en cada colision
qgue se tenga en las semicircunferencias. De esta forma se obtuvo una pendiente
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mas pronunciada en la grafica (figura 4.1(b)) que en la grafica 4.1(a).

4.2. Orbitas periddicas inestables

Para barrer todo el espectro de trayectorias posibles se variaron las condiciones
iniciales. En el caso del anillo circular lo Unico que se varié fue la velocidad debido
a la simetria circular que posee este sistema. Para el billar de estadio de Bunimo-
vich se vari6 tanto la velocidad cdmo las posiciones iniciales de las particulas. Las
condiciones iniciales para obtener las érbitas periédicas se tomaron sobre los bor-
des de los billares. En el estadio se varié la posicién de la particula al rededor de
uno de los cuadrantes y para cada una de estas posiciones se vari6 el angulo de la
velocidad inicial para asi obtener el mayor nimero de trayectorias posibles.

Se tomo, para la posicion inicial en el caso del anillo circular el angulo 6y = 180,y
la distancia b = R;. En este caso el angulo para la velocidad inicial se tomé ¢ = 0.
Para el caso del estadio de Bunimovich se tomé como posicién inicial el angulo ay =
0y b = R. Se varié el angulo de la velocidad de las particulas en ambos billares de
forma qué ¢,1 = ¢, + 71/360 hasta ¢ = 7t/2 para obtener una mayor cantidad
de oOrbitas. Ademas, para el estadio de Bunimovich se vari6 el angulo « de la misma
forma en que se varié el angulo para la velocidad. Para la region plana del estadio
de Bunimovich se tom6 § = /2y b = R y se vari6 a tal que a,,.1 = a, + 1072,

Para el anillo circular se observa un régimen similar al presentado en el circulo,
es decir, el comportamiento de las particulas en el anillo siguen trayectorias total-
mente determinadas por la ley de recurrencia 2.11 (Capitulo 2) (Figura 4.2(d)). Este
comportamiento se tiene debido a que en el fondo el anillo es un circulo al cual se
le ha retirado una seccién interior, por lo que el comportamiento similar al circulo
se tendra siempre y cuando la linea de accién de la velocidad inicial sea tangente
al circulo interior. Los parametros iniciales que cumplen esto se obtienen mientras
el 4ngulo de disparo ¢ sea mayor que 0,14757, es decir, que no topen el circulo
interior, y la razén ¥/t sea un ndmero racional, donde ¥ es el angulo que forma
el vector velocidad con la tangente en el punto choque con el circulo externo, las
trayectorias que se forman son periddicas (figuras 4.2(a) y 4.2(b)), si ¥/ es irra-
cional las trayectorias no son periédicas, esto se debe a que el comportamiento del
sistema es similar al del billar circular estudiado en el Capitulo 2. Existen, también,
oOrbitas periddicas formadas por rebotes entre el circulo interior y el exterior (Figura
4.2(c)). De esto se puede extraer que las 6rbitas periddicas inestables de este sis-
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tema toman la forma de las Figuras 4.2(a), 4.2(b) y 4.2(c), debido a que estas son
oOrbitas periddicas y el sistema es cadtico por lo obtenido en la seccién anterior.
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Figura 4.2: Los paneles Los paneles a, b) y ¢) muestran orbitas periddicas ines-
tables para los angulos ¥, = 57/18, ¥, = n/4y Y. = 1371/36 respectivamente,
mientras que el panel d) presenta una 6érbita caética con angulo ¥,; = 0,287.

En el caso del billar de estadio de Bunimovich, las érbitas periédicas no siguen
una regla con respecto al angulo, como se observa para el anillo, debido a la ruptura
de la simetria circular generado al separar las dos semicircunferencias. Igualmen-
te se observan orbitas periédicas (Figura 4.3(a)) y cadticas (Figura 4.3(b)). En el
apéndice B se pueden apreciar una mayor cantidad de érbitas para ambos billares.
De igual manera, las drbitas periddicas presentes en este billar son inestables por
su caracter cadtico.
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Figura 4.3: En el panel a) se muestra 6rbita periddica para una posicion inicial
(=R —4,0) y un angulo ¥ = 7t/4, b) orbita cadtica generada al variar el a&ngulo de
a).

4.3. Cicatrices cuanticas

Para la seccion pertinente al estudio de las estructuras mesoscépicas, se gene-
raron billares abiertos utilizando las mismas geometrias utilizadas para el apartado
clasico. Ademas, en las aperturas se utilizaron contactos con el mismo tipo de red
y entre estos el potencial se tom6 V(x,y) es distinto de cero y constante.

Se realizaron las simulaciones como se describe en el capitulo 3 en la seccién
3.2. Los parametros usados para generar el billar de Bunimovich tanto para la red
cuadrada y hexagonal son R = a = 50[u.a.|, donde R es el radio de los semicirculos
y a la mitad del lado recto del estadio. En la Figura 3.5(a) se observa un ejemplo de
billar abierto con el ancho de los contactos b = 2a/3. Por otro lado, para el anillo
circular se tomd R; = 80y R, = 2Rq, en lafigura 3.5(b) se tiene un bosquejo para la
forma de anillo circular con ancho de contactos b = 2R, /3. Se tomaron estos para-
metros para estar acorde a lo planteado clasicamente en las secciones anteriores
de este capitulo y ademas, estar acorde a las simulaciones previas a este estu-
dio. Ademas, la temperatura de la simulacién es de 0[k|. Esto se encuentra acorde
a los experimentos realizados sobre anillos cuanticos, los cuales se encuentran a
temperatura de helio liquido [5].

Se evaluaron 6 voltajes diferentes y las LDOS se calcularon para 200 energias
distintas entre E/t = 0,0 hasta E/T = —4,0. Se encontr6 que la influencia del vol-
taje sobre la estructura genera un desplazamiento de las LDOS de forma que el
grafico de estas se corre un valor igual al potencial en la escala energética. En la
grafica 4.4 se muestran tres LDOS iguales del anillo circular para tres potenciales
distintos. Esto se comprobé utilizando un algoritmo en python que compara los da-
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tos para los tres potenciales en todo el espectro de energia determinando asi que
estos son iguales para valores de energia E;e00/T = (Eg + V;;) /T donde Eg es la
energia de la red cuando n = 0 para el potencial. De igual forma sucede para las
demas geometrias. Gracias a este resultado es posible fijar un voltaje V,, y estudiar
las LDOS sin tener que variar el potencial entre los contactos. El valor de potencial
que se tomo, para simplificar la simulacién, es de cero.

0.9
0.8

0.7

0.6 —
0.5 3
0.4 5
0.3

0.2

0.1

Figura 4.4: LDOS para: a) energia E/Tt = —1,9692 para V; /Tt = —0,4; b) energia
E/t = —3,5692 para V5 /Tt = —2. La barra de escala es de 60 [u.a.].

Posteriormente, se parti6 el intervalo de energia 0 < —E/T < 4,0 en 9 partes
iguales y estas en mil energias cada una, es decir, se estudié 9 mil valores de
energia a partir de los cuales se calcularon las LDOS para cada energia. De esto
se obtuvieron dos tipos de LDOS aquellas que siguen una érbita periddica, es decir,
gue presentan una cicatriz cuantica (Figuras 4.5 a) y aquellas que no (Figuras 4.5
b). En el apéndice B.2.1 se puede apreciar la forma de los estados cicatrizados y
sin cicatrizar que tienen las diferentes estructuras.
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Figura 4.5: LDOS para el estadio de Bunimovich con red hexagonal: a) cicatriz
cuantica a E/t = —2,6544 b) no se observa cicatriz cuantica a E/Tt = —2,022. La
barra de escala es de 30 [u.a.].

Cada una de estas estructuras muestra diferentes tipos de cicatrices cuanticas.
Para los anillos circulares se puede diferenciar entre cicatrices con formas geomé-
tricas cerradas y aquellas formadas por rebotes entre ambos bordes radiales y no
radiales. Para los estadios se pueden sefnalar dos tipos de cicatrices: aquellas for-
madas por dos 0 mas lineas paralelas consecutivas y las formadas por una sola
lineas no consecutivas que cruzan todo el estadio. La figura 4.6 (a) y (b) exhiben
cicatrices cuanticas radiales para el anillo circular para la red hexagonal y cuadrada
respectivamente. Se puede observar que para la red hexagonal, el nimero de ci-
catrices cuanticas es distinto en la parte superior (flechas rojas) e inferior del anillo
(flechas verdes). Asimismo, La figura 4.7 (a) y (b), para el estadio de Bunimovich
con red hexagonal y cuadrada respectivamente, muestra cicatrices cuanticas for-
madas por lineas continuas. Los demas tipos de cicatrices cuanticas para ambas
estructuras se pueden observar en los apéndices B.2.2-B.2.5.
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Figura 4.6: Ldos para el anillo circular con red: a) hexagonal en E/7 = —1,5908, b)
cuadrada en E/t = —1,0452. La barra de escala es de 60 [u.a.].
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Figura 4.7: Ldos para el estado de Bunimovich con red: a) hexagonal en E/t =
—2,8292, b) cuadrada en E/t = —1,862. La barra de escala es de 30 [u.a.].

Debido a que las redes utilizadas presentan simetrias, las cicatrices cuanticas
que se forman son diferente en las dos redes. Cémo ya se explicé en el capitulo
2 la red cuadrada tiene una simetria sobre los ejes formados por sus vectores di-
rectores, que es analogo a tener simetria entre arriba y abajo (eje X) e izquierda y
derecha (eje Y). La red hexagonal solo tiene simetria sobre la bisectriz del angulo
que forman sus vectores directores, para visualizarlo de mejor manera podemos
hacer coincidir esta con el eje X o el eje Y. Las cicatrices cuanticas formadas sobre
ambas redes tienden a llevar la simetria tanto de la figura geométrica con la que
formamos la region de dispersion y la red. La interaccién entre estos dos tipos de
simetrias produce las asimetrias o simetrias observadas en las cicatrices cuanticas.

Para los billares de estadio de Bunimovich y anillo circular para la red cuadrada
se puede observar que las cicatrices cuanticas y los estados no cicatrizados han
heredado la simetria correspondiente a dicha red (Figuras 2.13(b)). Sin embargo,
para las redes hexagonales, se ha observado que algunas de las LDOS que pre-
sentan cicatrices cuanticas no tienen la simetria heredada de la red (Figura 2.13(b)
).

Al rotar la orientacion de la red cristalina, los ejes de simetria de la red cristalina
también cambia. Esta rotacién también genera una variaciéon en la orientacion de
las simetrias presentes en las cicatrices cuanticas. Esto se puede observar en la red
hexagonal, la cual, al contar de un solo eje de simetria. Al rotarla con respecto al eje
formado por los contactos de los billares, genera que las cicatrices cuanticas roten
siguiendo la simetria de la red como se puede observar en el anillo circular (Figura
4.8). Igualmente, esta asimetria se puede observar en el estadio de Bunimovich con
red hexagonal (Figura 4.9).
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Figura 4.8: Anillo circular con red cristalina hexagonal el panel a) muestra con rojo
la orientacion del eje de simetria de la red perpendicular a la orientacién del eje
formado por los contactos, mientras que en b) la orientacién del eje de simetria de
la red es paralela. La barra de escala es de 60 [u.a.].
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Figura 4.9: Estadio de Bunimovich con red cristalina hexagonal el panel a) muestra
con rojo la orientacion del eje de simetria de la red perpendicular a la orientacion del
eje formado por los contactos, mientras que en b) la orientacién del eje de simetria
de la red es paralela. La barra de escala es de 30 [u.a.].
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Capitulo 5

Conclusiones

En este trabajo se ha estudiado el estadio de Bunimovich y el anillo circular de
forma clasica y cuantica. Con el fin de determinar que los sistemas son caéticos, se
calculd los exponentes de Lyapunov de ambos billares. Asimismo, se identifico los
tipos de orbitas periddicas que se forman en estos. También se estudid el compor-
tamiento de la densidad local de estados en estructuras cuya regién de dispersion
tiene la forma de estos billares y, ademas, estan formadas por una red cristalina
cuadrada o hexagonal. Esto permiti6 comparar el comportamiento de las cicatrices
cuanticas para estos dos sistemas. Se observé que las LDOS tienen diferencias en
su forma y simetria dependiendo de las propiedades geométricas de la region de
dispersion que define la estructura y de la red cristalina presente en los sistemas
asi como Cabosart et al. [2017] encontraron en su estudio. Ademas, se estudié la
dependencia de las LDOS del voltaje aplicado a los contactos del billar.

Desde el punto de vista clasico, para el estadio de Bunimovich y el anillo circular,
se implementé un algoritmo que calcula los exponentes de Lyapunov. El valor de es-
tos exponentes para los sistemas mencionados es del orden de 10~2 para el anillo
circular, y de 10~! para el estadio de Bunimovich, teniendo este Ultimo una mayor
sensibilidad a las condiciones iniciales. Esto determin6 qué 1) ambos sistemas son
caoticos debido a que sus exponentes son distintos de cero y positivos, 2) que son
billares que cumplen con el mecanismo de Bunimovich, o simplemente contienen
secciones concavas que tienden a generar una divergencia en las trayectorias cer-
canas siendo esto un indicio de la presencia del caos en estos sistemas.

El estudio de la dinamica de las particulas usando el algoritmo propuesto en la
Seccién 3.1. Se identificé los tipos de 6rbitas formadas, ademas, que son inestables
por su caracter caotico.
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Las érbitas encontradas en el anillo circular son de tres tipos: 1) aquellas que
forman figuras geométricas cuyos lados no se intersecan, 2) las formadas por figu-
ras geométricas cuyos lados se intersecan y 3) aquellas formadas entre el circulo
interior y el circulo exterior incluyendo aquellas que son radiales resultados que se
pueden observar en los paneles a) y b) de la Figura 4.2. Igualmente, para el billar
con forma de estadio de Bunimovich, se encontr6 tres tipos de 6rbitas: 1) aquellas
que cruzan verticalmente el estadio en la zona plana del billar, 2) aquellas que se
forman por la unién consecutiva de lineas (Figuras 4.3(a)) que se intersecan y 3)
aquellas que no se intersecan. Debido a la presencia de caos en estos sistemas
y a la existencia de orbitas periodicas inestables, se concluye que existen cicatri-
ces cuanticas, como las halladas por Heller para el pozo de potencial con forma de
estadio de Bunimovich, en el pozo de potencial con forma anillo circular[8, 15]. Es-
to, ademas, se puede apoyar por hecho de que Cabosart et al. [2017] encontraron
cicatrices cuanticas en anillos circulares formados por grafeno.

En el estudio cuantico de estos sistemas presentado en la Seccion 2.4.2, se en-
contré que las funciones de densidad de estados locales para las cuatro estructuras
(estadio y anillo con las dos redes) sufren un corrimiento en el espectro de energias
al aplicarse una diferencia potencial en sus contactos. Esto se da de forma que la
energia en la que se localiza una cicatriz cuantica al variar el potencial se corre una
distancia igual a la diferencia de potencial como se puede observar en la Figura 4.4
donde se muestran dos anillos cuanticos en el mismo estado para diferentes ener-
gias, el primero con un potencial igual a V;/t = —0,4 y el segundo V; /T = —2 con
T = 0,25. Este corrimiento en las LDOS sobre las energias sirvié de base para es-
tudiar el comportamiento de los billares sin considerar un potencial en los contactos
y de esta forma simplificar el problema.

Se observd, también, en la Seccion 2.4.2 que las estructuras presentan dife-
rentes tipos de cicatrices cuanticas. Para el anillo circular se obtuvieron formas 1)
geomeétricas cerradas y 2) radiales, como las presentadas en el articulo [5]. En el
caso del estadio de Bunimovich se aprecian dos tipos de cicatrices cuanticas, 1)
aquellas que cortan verticalmente al estadio dentro de la regidén plana de este y se
presentar varias en una misma energia, y 2) aquellas que se forman por la union
de varias lineas. De igual manera, para los mismos billar cambiando la estructura
cristalina se obtienen los mismos tipos de cicatrices cuanticas anteriormente pre-
sentados.

Con respecto a la forma de las cicatrices cuanticas se puede diferenciar clara-
mente entre la red cuadrada y hexagonal. Esto se debe a la forma en que la sime-
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tria de los billares es afectada por la simetria de la red; especialmente en aquellos
donde la red hexagonal esta presente. Los billares construidos con la red cuadra-
da presentan simetria a lo largo de los ejes formados por los vectores de la red
(Capitulo 2 Figura 2.13(a)). El panel (b) de la Figura 2.13 muestra que los billares
formados por la red hexagonal solo tienen simetria en uno de los ejes. Las LDOS
obtenidas sobre estas redes muestras claramente esto, especialmente en los ani-
llos circulares donde las LDOS radiales experimentan una asimetria no solo en su
posicion si no también en su intensidad (Apéndice B Figuras B.16 y B.18). Ademas,
La misma red al ser rotada muestra diferencias debido a esta simetria (Capitulo 4
Figuras 4.8 y 4.9), esto muestra que la densidad de estados de energia sobre las
estructuras siguen la simetria de la red en los niveles de energia donde tenemos
cicatrices cuanticas. Lo cual se traduce en una mayor conductancia a lo largo de
estas.

Como trabajo posterior se deberia estudiar el comportamiento de los portadores
de carga sobre las cicatrices cuanticas. También, es necesario crear una funcién
que compare ambas redes cristalinas para las diferentes estructuras. Ademas, se
deberia comparar entre orientaciones distintas de la red de forma numérica. Esta
informacion serviria para establecer las diferencias entre las redes y la orientacion
de esta con respecto al eje formado por los contactos de los billares. Otra propuesta
seria cambiar la alineacién de los contactos que tienen los sistemas, lo que permiti-
ria estudiar el comportamiento de las cicatrices cuanticas si el eje de los contactos
no esté alineado con respecto a ningun eje de simetria.
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Apéndice A
Cadigo

El presente anexo muestra el codigo desarrollado para esta tesis. La seccion
A.1 muestra el cédigo utilizado para encontrar los coeficientes de Lyapunov del
modelo clasico para el estadio de Bunimovich y el anillo circular. En la seccién
A.2 se presenta el codigo utilizado para calcular las 6rbitas en ambos billares. En
la seccion A.3 se presenta el cédigo de Python usando el paquete Kwant para la
obtencién de las densidades locales de estados para ambos billares.

A.1. Coeficientes de Lyapunov

A.1.1. Estadio

PROGRAM Estadiolyap
IMPLICIT NONE

REAL*8,PARAMETER::R=10.d0,a=1.d0*R,v00=1.d0,PI
=3.1415926535897932384626433832795028841971d0,dphi=0.1d-5,dtta=
PI/45.4d0

REAL*8::dt, phi, tta, ttalO, phiO

INTEGER : : Nmax=10%*%*8

INTEGER ,PARAMETER : : ZMAX=500

REAL*8,DIMENSION (ZMAX*3/5) ::xX,yy,nn

REAL*8,DIMENSION (2) ::x0,vO0

REAL*8,DIMENSION(2,2) ::x,vV

REAL*8,DIMENSION(2) ::e

REAL*8::m,anl,an?2
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REAL*8::sx,sy,sxx,syy,sxy,s,aa,bb,cov,rpear
REAL*8,DIMENSION (2) ::x1,x2,vl,v2

CHARACTER (LEN=12) :: charI,charni
INTEGER::i,f,n,z,ni,nimax,clock ,mm

INTEGER ,DIMENSION(2) ::k

CALL SYSTEM_CLOCK (clock)

CALL RANDOM_SEED (clock)

x=0

v=0

e=0.4d0
tta0=PI/6.4d0
phi=0.d0
tta=-ttal
dt=1.d-6
Nmax=10%%9
f=1
Nimax=200

DO ni=35,89

CALL RANDOM_NUMBER (phi)

phi=phi*2*PI

DO n=1,2
WRITE (charI,’(I0)’)n
OPEN(n, FILE=’x’//trim(chari))
x(:,n)=(/-(R-1)*dcos (phi)-a,(R-1)*dsin(phi) /)
v(:,n)=(/v00xdcos(tta),v0O*xdsin(tta)/)
k=0
z=0
WRITE(n,*)k,x(:,n),datan(x(2,n)/x(1,n)),0
phi=phi+dphi

ENDDO

DO WHILE(k(1).LE.2.0R.k(2).LE.2)

DO n=1,2
x(:,n)=x(:,n)+v(:,n)*dt
ENDDO
DO n=1,2
IF (abs(x(1,n))<=a) THEN
IF (abs(x(2,n))>R)THEN
m=v(2,n)/v(1l,n)
x(1,n)=(sign(R,x(2,n))-x(2,n))/m+x(1,n)
e=(/0.d0,-1.D0*sign(1.d0,x(2,n))/)

47



v(:,n)=v(:,n)-2*xdot_product(v(:,n),e)*e
k(n)=k(n)+1
IF(k(1) .EQ.1.AND.k(2) .EQ.1) THEN
EXIT
ELSE
z=z+1
DO mm=1,2
WRITE (mm,*)k,x(:,mm) ,datan(x(2,mm) /x(1,mm)) ,z
ENDDO
ENDIF
ELSE
k(n)=0
ENDIF
ELSE
IF (((x(1,n)-sign(a,x(1,n)))**2+x(2,n)**2) >R**2) THEN

e=(/-1.D0*(x(1,n)-sign(a,x(1,n))),-1.D0*x(2,n)/)
e=e/sqrt (sum(ex*2))
v(:,n)=v(:,n)-2*xdot_product(v(:,n),e)*e
k(n)=k(n)+1
IF(k(1) .EQ.1.AND.k(2) .EQ.1) THEN
EXIT
ELSE
z=z+1
DO mm=1,2
WRITE(mm,*)k,x(:,mm) ,datan(x(2,mm)/x(1,mm) ),z
ENDDO
ENDIF
ELSE
k(n)=0
ENDIF
ENDIF

ENDDO
IF(Z.GE.ZMAX) THEN
EXIT
ENDIF
ENDDO

DO n=1,2

CLOSE (n)
ENDDO
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m=0.d0
OPEN(1,FILE="x1")

OPEN(2,FILE="x2")
WRITE (charnI,’(I0) ’)ni
OPEN(3,FILE=trim(charni))
DO i=1,zmax
READ(1,%)k,x1,anl
READ (2,%)k,x2,an2
m=m+log (abs (x2(1) -x1 (1)) **2+abs (x2(2) -x1(2))*%x2) /2
WRITE(3,*)i,log(abs ((x2(1)-x1(1))**2+(x2(2)-x1(2))**2))/2
ENDDO
CLOSE (1)
CLOSE (2)
CLOSE (3)

enddo

END PROGRAM Estadiolyap

A.1.2. Anillo circular
PROGRAM Anillo_lyap
IMPLICIT NONE

REAL*8,PARAMETER::R1=10.d0,R2=2.d0*R1,v00=1.d0,PI
=3.1415926535897932384626433832795028841971d0,dphi=PI/45.d0,dtta
=PI/45.4d0

REAL*8::dt, phi, tta, ttalO, phiO

INTEGER : : Nmax=10%%*8

INTEGER , PARAMETER : : ZMAX=500

REAL*8,DIMENSION (ZMAX*3/5) : :xx,yy,nn

REAL*8,DIMENSION(2) ::x0,vO0

REAL*8,DIMENSION (2,2) ::x,vV

REAL*8,DIMENSION(2) ::e

REAL*8::anl,an2

REAL*8::sx,sy,sxx,syy,sxy,s,aa,bb,cov,rpear

REAL*8,DIMENSION (2) ::x1,x2,v1l,v2

CHARACTER (LEN=12) :: charl

INTEGER::i,f,n,z,m,ni,nimax,clock

INTEGER ,DIMENSION (2) ::k

CALL SYSTEM_CLOCK(clock)

CALL RANDOM_SEED (clock)
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x=0

v=0

e=0.d0
tta0=PI/6.d0
phi=0.d0
tta=ttal
dt=1.d-6
Nmax=10%%*9
Nimax=200
f=1

k=0

DO ni=1,Nimax

CALL RANDOM_NUMBER (phi)

phi=phi*PI/4.d0

DO n=1,2
WRITE(charI,’(I0)’)n
OPEN(n, FILE=’x’//trim(chari))
x(:,n)=(/-R2*dcos (phi) ,R2*dsin(phi) /)
v(:,n)=(/v00*dcos(tta),v0O0*xdsin(tta)/)
k=0
WRITE(n,*)k,x(:,n),datan(x(2,n)/x(1,n)),0
phi=phi+dphi

ENDDO

z=0

k=0

DO WHILE(k(1).LE.2.0R.k(2).LE.2)

DO n=1,2
x(:,n)=x(:,n)+v(:,n)*dt

ENDDO

DO n=1,2

IF ((x(1,n)**2+x(2,n)**2) <R1**2) THEN

e=(/x(1,n),x(2,n)/)
e=e/sqrt (sum(ex*2))
v(:,n)=v(:,n)-2*xdot_product(v(:,n),e)*e
k(n)=k(n)+1
IF(k(1) .EQ.1.AND.k(2) .EQ.1) THEN

EXIT
ELSE

z=z+1
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DO m=1,2
WRITE(m,*)k,x(:,m) ,datan(x(2,m)/x(1,m)) ,z
ENDDO
ENDIF

ELSE IF ((x(1,n)**2+x(2,n)**2)>R2**2) THEN

e=(/-1.D0*x(1,n),-1.D0*x(2,n)/)
e=e/sqrt (sum(ex*2))
v(:,n)=v(:,n)-2*xdot_product(v(:,n),e)*e
k(n)=k(n)+1
IF(k(1) .EQ.1.AND.k(2) .EQ.1) THEN
EXIT
ELSE
z=z+1
DO m=1,2
WRITE(m,*)k,x(:,m),datan(x(2,n)/x(1,n))
ENDDO
ENDIF

ELSE
k(n)=0
ENDIF
ENDDO
IF(z.GE.Zmax) THEN
exit
endif
ENDDO
DO n=1,2
CLOSE(n)

ENDDO

m=0.dO0
OPEN(1,FILE="x1")

OPEN(2,FILE="x2")

OPEN(3,FILE="STAT")

DO i=1,zmax
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READ(1,%)k,x1,anl
READ(2,%)k,x2,an?2
m=m+log(abs (x2(1) -x1 (1)) **2+abs(x2(2)-x1(2))*%x2)/2
WRITE(3,*)i,log(abs(x2(1)-x1(1))**2+abs(x2(2)-x1(2))*%2)/2
ENDDQ
CLOSE (1)
CLOSE (2)
CLOSE (3)

xx=0.d0
yy=0.d0
nn=0.d0
sx=0.d0
sy=0.d0
sxx=0.d0
syy=0.d0
sxy=0.d0
s=0.d0

OPEN (3,FILE="STAT")

DO i=1,zmax/5
READ (3,*) xx (i) ,yy (i)
ENDDO

DO i=1,zmax*3/5
READ (3,*) xx (i) ,yy (i)
ENDDO

CLOSE (3)

DO i=1,zmax*2/5
s=s+1.d0
sx=sx+xx (1)
sy=sy+yy (i)
sxx=sxx+xx (1) *xx (1)
sxy=sxy+yy (i) *xx (1)

ENDDO

aa=(sxx*sy-sx*sxy)/(s*sxx-sx*sx)
bb=(s*sxy-sx*sy)/(s*sSxx-sx*sx)
cov=-8x/(S*SXX-SX*SX)

rpear=(sxy-sx*sy/(zmax*2/5))/((zmax*2/5-1) *xsx*sy)
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OPEN(4,FILE="Lineal")

DO m=1,ni
READ (4,*)xx (i) ,yy (i)
ENDDO

WRITE (4,%)aa,bb
CLOSE (4)

Enddo
END PROGRAM Anillo_1lyap

A.1.3. Regresion lineal

PROGRAM stat
IMPLICIT NONE
INTEGER , PARAMETER: : Nd=500,Na=200
REAL*8,DIMENSION(Nd,Na) ::x
REAL*8,DIMENSION(Nd) ::pro
REAL*8,DIMENSION(Nd) ::t,sig
INTEGER::1i,]j,k
REAL*8::aa,bb,rpear ,cov,sx,sy,sSXX,Syy,SXy,S,ISsS
CHARACTER(LEN=12) :: charna
pro=0.d0
DO i=1,Na
WRITE (charna,’(I0)’)na
OPEN(1,FILE=trim(charna))
DO j=1,nd
READ (1,%)t(j),x(j,1)
ENDDO
CLOSE (1)
ENDDO

DO i=1,Na
DO j=1,Nd
pro(j)=pro(jl)+x(j,i)
ENDDO
ENDDO
pro=pro/Nd
OPEN(1,FILE="PROM.DAT")

DO j=1,Nd
WRITE(1,*)j,pro(j)
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ENDDO

sx=0.d0
sy=0.d0
sxx=0.d0
syy=0.d0
sxy=0.d0
s=0.d0

CLOSE (3)
OPEN(4,FILE="Lineal")
k=0
DO j=10,500,10
sx=0.d0
sy=0.d0
sxx=0.d0
syy=0.d0
sxy=0.d0
RSS=0.4d0
s=0.d0
k=k+1
DO i=1,j
s=s+1.d0
sx=sx+t (1)
sy=sy+pro (i)
ENDDO

sx=sx/]j

sy=sy/]j

DO i=1, j
sxx=sxx+(sx-t (1)) *x*2
sxy=sxy+(sx-t(i))*(sy-pro(i))
syy=syy+(sy-pro(i))**2

ENDDO

aa=sxy/sxx
bb=sy-aax*sx
rpear=sxy/sqrt (sxx*syy)

RSS=syy*(l-rpear**2)

WRITE(4,%)j,aa,bb,rpear ,RSS
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ENDDO

END PROGRAM stat

A.2. Orbitas periédicas

A.2.1. Estadio

PROGRAM Estadio
IMPLICIT NONE

REAL*8,PARAMETER::R=10.d0,2=3.d0*R,v00=1.d0,PI
=3.1415926535897932384626433832795028841971d0

REAL*8,PARAMETER::dphi=PI/(1.d0%*180.d0) ,dtta=PI/(1.d0%*180.d0) ,EPS
=1.D-5

REAL*8::dt, phi, tta, ttalO, phiO

INTEGER : : Nmax

REAL*8,DIMENSION (2) ::x0,v0

REAL*8,DIMENSION(2) ::x,v,xaux

REAL+*8,DIMENSION(2)::e

REAL*8::m

CHARACTER (LEN=12) :: charI, charl
INTEGER::i,k,f,1,t,nn

OPEN(1,FILE="periodicas.dat")

OPEN (0,FILE="err.dat")

call system( ’mkdir orbits’)

e=0.d0

phi=0.do

Nmax=10**9

£f=2

1=0

DO WHILE (phi<PI/2)
x0=(/-a-R*dcos (phi) ,R*dsin(phi) /)
tta=-PI/2-phi
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k=0

=2

WRITE (charl,’(10)7°)1

call system( ’mkdir ’//trim(charl))
DO WHILE(tta<PI/2+phi)

WRITE (charI,’(10)’)f-1

OPEN(f, FILE=trim(charl)//’/’//’orb’//trim(chari))
x=(/-a-Rxdcos (phi) ,R*dsin (phi) /)
v=(/v00*dcos(tta) ,v00*dsin(tta)/)

k=0

WRITE(f,*)0,x,v,10.D-13

t=0

nn=0

dt=1.d-1

i=0

DO WHILE(t<300.and.k<2.and.i<100*Nmax)

xaux=x+v*xdt
IF (abs(xaux(1))<=a) THEN
IF (abs(xaux (2))>R) THEN
nn=nn+1
IF(nn.eq.1) THEN
dt=1.d-3
ELSE IF(nn.eq.2)THEN
dt=1.d-8
ELSE
dt=10.d-13
ENDIF
IF (nn<=3) CYCLE
t=t+1
k=k+1
X=Xaux
m=v (2) /v (1)
x(1)=(sign(R,x(2))-x(2))/m+x (1)
e=(/0.d0,-1.D0*sign(1.d0,x(2))/)
v=v-2*dot_product (v,e)*e
IF (k.EQ.1) THEN
WRITE(f,*)t,x,v,dt
ENDIF
IF (abs(x (1) -x0(1))<EPS.and.abs(x(2)-x0(2))<EPS.and.k<=1.
and.t>1) THEN
WRITE(1,*)1,f-1,x,x0,v,v0,k
call system( ’cp ’//trim(charl)//’/’//’orb’//trim(chari
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)//’ orbits/orbits’//trim(charl)//’orbit’//trim(
chari))
EXIT
ENDIF
nn=0
dt=1.4d-1
ELSE
k=0
X=xaux
ENDIF
ELSE
IF (((xaux (1) -sign(a,xaux(1)))**2+xaux (2) **2) >R**2) THEN
nn=nn+1
IF(nn.eq.1) THEN
dt=1.d4-3
ELSE IF(nn.eq.2)THEN
dt=1.d-8
ELSE
dt=10.d-13
ENDIF
IF (nn<=3) CYCLE
t=t+1
k=k+1
X=xaux
e=(/-1.D0*(x(1)-sign(a,x(1))),-1.D0*x(2)/)
e=e/sqrt(sum(e*x*2))
IF(k.EQ.1) THEN
WRITE(f,*)t,x,v,dt
ENDIF
v=v-2*dot_product(v,e)*e
IF (abs(x (1) -x0(1))<EPS.and.abs(x(2)-x0(2))<EPS.and.k<=1.
and.t>1) THEN
WRITE(1,*)1,f-1,x,x0,v,v0,k
call system( ’cp ’//trim(charl)//’/’//’orb’//trim(chari
)//’ orbits/orbits’//trim(charl)//’orbit’//trim(
chari))
EXIT
ENDIF
nn=0
dt=1.d-1
ELSE
k=0
X=xaux

ENDIF

57



ENDIF

IF(k.GE.2) THEN
WRITE(O,*)f-1,x,x0,v,v0,k
EXIT

ENDIF

i=i+1

ENDDO
tta=tta+dtta
CLOSE (£)
f=f+1

ENDDO

1=1+1

phi=phi+dphi

ENDDO

dt=1.D-1
x0=(/-a,R/)
DO WHILE (x(1)<0)
tta=-PI
k=0
£=2
WRITE (charl,’(I0)’)1
call system( ’mkdir ’//trim(charl))
DO WHILE(tta<PI)
WRITE(charI,’(I0)’)f
OPEN(f, FILE=trim(charl)//’/’//’orb’//trim(chari))
x=x0
v=(/v00*dcos (tta) ,v0O0*xdsin(tta) /)
WRITE(f,*)0,x,v,datan(x(2)/x(1))
k=0
t=0
i=0
DO WHILE(t<300.and.k<2.and.i<100*nmax)

xaux=x+v*xdt

IF (abs(xaux(1))<=a) THEN
IF (abs(xaux(2))>R) THEN
nn=nn+1
IF (nn.eq.1) THEN
dt=1.d-3
ELSE IF(nn.eq.2)THEN
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dt=1.d-8
ELSE
dt=10.d-13
ENDIF
IF (nn<=3) CYCLE
t=t+1
k=k+1
X=xaux
m=v (2) /v (1)
x(1)=(sign(R,x(2))-x(2))/m+x (1)
e=(/0.d0,-1.D0*sign(1.d0,x(2))/)

v=v-2*dot_product (v,e)*e

IF(k.EQ.1) THEN
WRITE(f,*)t,x,v,dt
ENDIF

IF (abs(x (1) -x0(1))<EPS.and.abs(x(2)-x0(2))<EPS.and.k<=1.
and.t>1) THEN
WRITE(1,*)1,f-1,x,x0,v,v0,k
call system( ’cp ’//trim(charl)//’/’//’orb’//trim(chari
)//’ orbits/orbits’//trim(charl)//’orbit’//trim(
chari))
EXIT
ENDIF
nn=0

dt=1.d-1

ELSE
k=0
X=xaux
ENDIF
ELSE
IF (((xaux (1) -sign(a,xaux(1)))**2+xaux (2) **2) >R**2) THEN
nn=nn-+1
IF(nn.eq.1) THEN
dt=1.d-3
ELSE IF(nn.eq.2)THEN
dt=1.d-8
ELSE
dt=10.d-13
ENDIF
IF (nn<=3) CYCLE
t=t+1
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k=k+1
X=xaux
e=(/-1.D0*(x(1)-sign(a,x(1))),-1.D0*x(2)/)
e=e/sqrt (sum(e**2))
v=v-2*dot_product(v,e)*e
IF(k.EQ.1) THEN
WRITE(f,*)t,x,v,dt
ENDIF
IF (abs(x (1) -x0(1) )<EPS.and.abs(x(2)-x0(2))<EPS.and.k<=1.
and.t>1) THEN
WRITE(1,*)1,f-1,x,x0,v,v0,k
call system( ’cp ’//trim(charl)//’/’//’orb’//trim(chari
)//’ orbits/orbits’//trim(charl)//’orbit’//trim(
chari))
EXIT
ENDIF
nn=0
dt=1.4d-1

ELSE

k=0

X=Xaux

ENDIF
ENDIF

IF (k.GE.2) THEN
WRITE(O,*)f-1,x,x0,v,v0,k
EXIT

ENDIF

i=i+1

ENDDO

tta=tta+dtta
CLOSE(f)

f=f+1

ENDDO
1=1+1

x0(1)=

ENDDO

x0(1)+1.d-2

END PROGRAM Estadio

A.2.2. Anillo circular
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PROGRAM orban

IMPLICIT NONE

REAL*8,PARAMETER::R1=10.d0,R2=2.d0*R1,v00=1.4d0,PI
=3.1415926535897932384626433832795028841971d0 ,EPS=1.D-5

REAL*8,PARAMETER::dang=PI/(4.d0%*180.d0)

INTEGER : : Nmax

REAL*8::dt

REAL*8,DIMENSION (2) ::x0,vO0

REAL*8,DIMENSION(2) ::x,v,xaux

REAL*8,DIMENSION (2) ::e

REAL*8::m,ang,phi,ax

INTEGER::I,k,f,n,r,nn

CHARACTER(LEN=12) :: charI, charl

OPEN(2,FILE="periodicas.dat")
OPEN(O,FILE="err.dat")
call system( ’mkdir orbits’)

k=0

e=0.d0

phi=0.d0

ang=0
x0=(/-R2*dcos (phi) ,R2*dsin (phi) /)
vO=(/v00*dcos (ang) ,v00*dsin (ang) /)
Nmax=5%10%%2

£=0

DO WHILE (ang.LE.PI/2.DO)

r=0

f=f+1

WRITE (charI,’ (I0)’)f-1
OPEN(1,FILE="orb"//trim(chari))

x=x0

v0=(/v00*dcos (ang) ,v00*dsin(ang) /)
v=v0

N=0

k=0

WRITE(1,*)r,x,v,1.d-14

nn=0
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dt=1.d-1
DO WHILE(k.LE.2.AND.R.LE.300)
n=n+1
xaux=x+vx*xdt
ax=xaux (1) **2+xaux (2) **2
IF (ax<R1*x*2) THEN
nn=nn+1
IF(nn.eq.1) THEN
dt=1.d-3
ELSE IF(nn.eq.2) THEN
dt=1.d-8
ELSE
dt=1.d-14
ENDIF
IF (nn<=3) CYCLE
r=r+1
k=k+1
X=xaux
e=(/x(1),x(2)/)
e=e/sqrt (sum(ex*2))
v=v-2*xdot_product (v,e)*e
WRITE(1,*)r,x,v,dt
IF(abs(x (1) -x0(1))<EPS.AND.abs(x(2)-x0(2))<EPS) THEN
WRITE(2,*)r,f-1,k,x,x0,v,v0
call system( ’cp orb’//trim(chari)//’ orbits/orbit’//trim(
chari))
EXIT
ENDIF
nn=0
dt=1.d-1

ELSE IF (ax>R2*x%2) THEN
nn=nn+1
IF(nn.eq.1) THEN
dt=1.d-3

ELSE IF(nn.eq.2) THEN
dt=1.d-8

ELSE
dt=1.d-14

ENDIF

IF (nn<3) CYCLE

r=r+1

k=k+1

X=Xaux
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e=(/-1.D0*x(1) ,-1.D0*x(2)/)
e=e/sqrt(sum(ex*2))

v=v-2*xdot_product (v,e)*e

WRITE(1,*)r,x,v,dt

IF (abs (x (1) -x0 (1) )<EPS.AND.abs (x(2) -x0(2) ) <EPS) THEN
WRITE(2,*)r,f-1,k,x,x0,v,vO0
call system( //trim(chari)// //trim(

chari))

EXIT

ENDIF

nn=0

dt=1.d-1

ELSE
k=0

X=xaux
ENDIF
IF(k.GE.2) THEN
WRITE(O,*)f-1,x,x0,v,v0,k
EXIT
ENDIF
ENDDO
CLOSE (1)

ang=ang+dang
ENDDO

END PROGRAM orban

A.3. Cicatrices cuanticas

A.3.1. Estadio

Red cuadrada

import kwant
import os

from math import sqrt, atan2, cos, pi,sin,floor, atan,ceil,tanh
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from matplotlib import pyplot
from cmath import exp
import scipy.sparse.linalg as sla

import numpy as np

lat=kwant.lattice.square ()
a=50
R=50

def make_sys(t=-0.25):

def stadium(pos):
(x, y) = pos
if abs(x)<a and abs(y)<a:
return x,y

else:

return (x-np.sign(x)*a)**x2+y**2<R**2

sys = kwant.Builder ()
sys[lat.shape(stadium, (0,0))] = -4xt
sys[lat.neighbors()] = ¢t

sym = kwant.TranslationalSymmetry ((1,

lead = kwant.Builder (sym)

def contactos(pos):
(x, y) = pos
return (-a/3<=y<=a/3)

lead[lat.shape(contactos, (10, 0))] =
lead[lat.neighbors ()] = -t
sys.attach_lead(lead)
sys.attach_lead(lead.reversed())

return sys

def main():

sys make_sys ()
sys = sys.finalized()

particion_energias=1000

for n in range(0,5):
e_min=0.1%n
e_max=e_min+0.1

energy=e_min
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energias = np.linspace(e_min, e_max, particion_energias)
gg=’graficas’+str(n)
ff=’archivos’+str(n)
if not os.path.exists(gg):
os.makedirs (gg)
if not os.path.exists(ff):

os.makedirs (ff)

position=[sys.sites[i].pos for i in range(len(sys.sites))]

ldosm=np.asarray(position)

for energy in energias:

fil=str(int (energy*10000))

ldos = kwant.ldos(sys, energy)

np.savetxt (ff+"/"+fil ,np.concatenate ((ldosm,ldos.
reshape(len(sys.sites) ,1)) ,axis=1) ,delimiter=" ",
newline=’\n’)

kwant .plotter .map(sys, ldos,num_lead_cells=1,file=gg+"/
"+fil)

if __name__ == ’__main__"’:

main ()

Red hexagonal

import kwant

import os

from math import sqrt, atan2, cos, pi,sin,floor, atan,ceil,tanh

from matplotlib import pyplot

from cmath import exp

import scipy.sparse.linalg as sla

import numpy as np

lat=kwant.lattice.general ([(sqrt(3)/2, 1/2), (0, 1)1,[(0, 0), (1 /
(2xsqrt(3)) ,1/2)1)

a,b=lat.sublattices

al=50
R=50
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def make_sys(t=-0.25):

def stadium(pos):
(x, y) = pos
if abs(x)<al and abs(y)<al:
return x,y
else:

return (x-np.sign(x)*al) **2+y**x2<R**2

sys = kwant.Builder ()

sys[lat.shape(stadium, (0,0))] = -4xt
sys[lat.neighbors ()] = t

sym = kwant.TranslationalSymmetry ((sqrt(3), 0))
lead = kwant.Builder (sym)

def contactos(pos):
(x, y) = pos
return (-al/3<=y<=al/3)

lead[lat.shape(contactos, (1, 0))] = -4xt
lead[lat.neighbors ()] =t
sys.attach_lead(lead)
sys.attach_lead(lead.reversed())

return sys

def main():
sys = make_sys ()

sys = sys.finalized()

particion_energias=1000

for n in range(2,9):
e_min=0.1%n
e_max=e_min+0.1

energy=e_min

energias = np.linspace(e_min, e_max, particion_energias)
gg=’graficas’+str(n)
ff=’archivos’+str(n)
if not os.path.exists(gg):
os.makedirs (gg)
if not os.path.exists(ff):

os .makedirs (ff)
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position=[sys.sites[i].pos for i in range(len(sys.sites))]

ldosm=np.asarray(position)

for energy in energias:

fil=str(int (energy*10000))

ldos = kwant.ldos(sys, energy)

np.savetxt (ff+"/"+fil ,np.concatenate ((1ldosm,ldos.
reshape(len(sys.sites) ,1)) ,axis=1) ,delimiter=" "
newline=’\n’)

kwant .plotter .map(sys, ldos,num_lead_cells=1,file=gg+"/

"+£il)

7.

’ __main_

if __name__

main ()

A.3.2. Anillo circular

Red cuadrada

import kwant

import os

from math import sqrt, atan2, cos, pi,sin,floor, atan,ceil,tanh
from matplotlib import pyplot

from cmath import exp

import scipy.sparse.linalg as sla

import numpy as np

lat=kwant.lattice.square ()
R1=80
R2=R1%*2

def make_sys(t=-0.25):

def ring(pos):
(x, y) = pos
r = x %k 2 + y *% 2

return (R1 **%x 2 < r < R2 *x 2)

sys = kwant.Builder ()
sys[lat.shape(ring, (R1+1,R1+1))] = -4xt
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sys[lat.neighbors()] =t
sym = kwant.TranslationalSymmetry ((1, 0))
lead = kwant.Builder (sym)

def contactos(pos):
(x, y) = pos
return (-R2/3<=y<=R2/3)

lead[lat.shape(contactos, (10, 0))] = -4xt
lead[lat.neighbors ()] = -t
sys.attach_lead(lead)
sys.attach_lead(lead.reversed())

return Sys

def main():
sys = make_sys ()

sys = sys.finalized()

particion_energias=1000

for n in range(0,5):
e_min=0.1%n
e_max=e_min+0.1

energy=e_min

energias = np.linspace(e_min, e_max, particion_energias)
gg=’'graficas’+str(n)
ff=’archivos’+str(n)
if not os.path.exists(gg):
os.makedirs (gg)
if not os.path.exists(ff):

os.makedirs (ff)
position=[sys.sites[i].pos for i in range(len(sys.sites))]
ldosm=np.asarray(position)
for energy in energias:

fil=str(int (energy*10000))

ldos = kwant.ldos(sys, energy)

np.savetxt (ff+"/"+fil ,np.concatenate ((ldosm,ldos.

reshape(len(sys.sites) ,1)) ,axis=1) ,delimiter=" ",
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newline=’\n’)
kwant .plotter . .map(sys, ldos,num_lead_cells=1,file=gg+"/
"+£il)

if __name == 7 _ _main__"’:

main ()

Red hexagonal

import kwant

import os

from math import sqrt, atan2, cos, pi,sin,floor, atan,ceil,tanh
from matplotlib import pyplot

from cmath import exp

import scipy.sparse.linalg as sla

import numpy as np

lat=kwant.lattice.general ([(sqrt(3)*1.0,0) ,(0,3*1.0)],[(0,0),(0.5%
sqrt (3)*1.0,1.0/2) ,(0.5%sqrt(3)*1.0,3%1.0/2) ,(0,2%1.0)1)

R1=80
R2=R1x*2

def make_sys(t=0.25,pot=0.0):
def ring(pos):
(x, y) = pos
r = x %k 2 + y *% 2

return (R1 **%x 2 < r < R2 *x 2)

sys = kwant.Builder ()

sys[lat.shape(ring, (R1+1,R1+1))] = 4*t+pot
sys[lat.neighbors()] = -t

sym = kwant.TranslationalSymmetry ((sqrt(3),0))
lead = kwant.Builder (sym)

def contactos(pos):
(x, y) = pos
return (-R1/2<=y<=R1/2)
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lead[lat.shape(contactos, (R2-1,0))] = 4*xt+pot
lead[lat.neighbors ()] = -t
sys.attach_lead(lead)
sys.attach_lead(lead.reversed())

return sys

def main():
sys = make_sys ()

sys = sys.finalized ()

particion_energias=1000

for n in range(2,9):
e_min=0.1%*n
e_max=e_min+0.1

energy=e_min

energias = np.linspace(e_min, e_max, particion_energias)
gg=’graficas’+str(n)
ff=’archivos’+str(n)
if not os.path.exists(gg):
os.makedirs (gg)
if not os.path.exists(ff):

os .makedirs (ff)

position=[sys.sites[i].pos for i in range(len(sys.sites))]

ldosm=np.asarray (position)

for energy in energias:

fil=str(int (energy*10000))

ldos = kwant.ldos(sys, energy)

np.savetxt (ff+"/"+fil ,np.concatenate ((ldosm,ldos.
reshape(len(sys.sites),1)),axis=1) ,delimiter=" ",
newline=’\n’)

kwant .plotter .map(sys, ldos,num_lead_cells=1,file=gg+"/

"+£il)

if __name_ == 7 _ main__’:
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main ()
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Apeéndice B
Imagenes

En este capitulo se presenta una serie de graficas complementarias al capitulo

de resultados.

B.1. Orbitas

B.1.1. Anillo

B.1.1.1. Orbitas no periddicas:
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(a) (b)

Figura B.1: Los paneles a) y b) muestran 6rbitas no peridédicas con parametros:
0=0,¢=65yb) 0 =0, ¢ = 10,75 respectivamente.
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(a) (b)

Figura B.2: Los paneles a) y b) muestran 6rbitas no peridédicas con parametros:
0=0,¢=275yb) 0 =0, ¢ = 32,75 respectivamente.

B.1.1.2. Orbitas tipo: Rebote con el anillo interior

Figura B.3: Los paneles a) y b) muestran orbitas periédicas con rebote en el anillo
interno a partir de parametros: 0 =0, ¢ = 5,25y 0 = 0, ¢ = 5,75 respectivamente.

(@)

Figura B.4: La figura muestra una orbita periddica con rebote en el anillo interno a
partir de pardmetros: 6 =0, ¢ = 11,5.
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B.1.1.3. Orbitas periddicas inestables: figuras geométricas que no se inter-
secan

©

(a)

Figura B.5: En los paneles a) y b) se muestran orbitas periédicas con forma trian-
gular y cuadrada respectivamente a partir de los angulos ¢ = 30y ¢ = 45.

.
(a) (b)

Figura B.6: En los paneles a) y b) se muestran orbitas periddicas con forma penta-
gonal y hexagonal respectivamente a partir de los angulos ¢ =54y ¢ = 60.
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B.1.1.4. Orbitas tipo: Orbitas que se intersecan

Figura B.7: Los paneles a) y b) muestran érbitas periédicas con parametros: ¢ =
33,75y b) ¢ = 36 respectivamente.

NS

(a) (b)

Figura B.8: Los paneles a) y b) muestran orbitas periodicas con parametros: ¢ = 40
y b) ¢ = 50 respectivamente.
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B.1.2. Estadio

B.1.2.1. Orbitas que no se intersecan

(ICL

Figura B.9: Los paneles a) y b) muestran 6rbitas periddicas con parametros: o« =
45, ¢ =0y b) a = 45, ¢ = —45 respectivamente.

.

Figura B.10: Los paneles a) y b) muestran érbitas periddicas con parametros: a =
0, =0yb)a=0,¢ =60
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B.1.2.2. Orbitas que se interesecan

DES

Figura B.11: Los paneles
60, ¢ = —30y b) a = 36, ¢

a) y b) muestran érbitas periédicas con parametros: a =
=0

Figura B.12: La figura muestra una 6rbita periédica con parametro: o« = 0, ¢ = 45

77



B.2. Densidad local de estados

B.2.1. Cicatrices cuanticas y estados no cicatrizados

Figura B.13: LDOS para el estadio de Bunimovich con red cuadrada: a) cicatriz
cuantica a E/t = —1,8148 b) no se observa cicatriz cuanticaa E/7 = —1,2648. La
barra de escala es de 60 [u.a.].

Figura B.14: LDOS para el anillo circular con red hexagonal: a) cicatriz cuantica a
E/T = —1,7568, b) No se observa cicatriz cuantica a E/t = —1,4828. La barra de
escala es de 60 [u.a.].
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Figura B.15: LDOS para el anillo circular con red cuadrada: a) cicatriz cuantica a
E/t = —1,3012, b) No se observa cicatriz cuantica a E/t = —0,8152. La barra de
escala es de 60 [u.a.].

B.2.2. Anillo circular: Radiales

Figura B.16: LDOS para el anillo circular con red hexagonal: a) cicatriz cuantica en
E/t = —1,6188 b) cicatriz cuantica en E/t = —1,6208. La barra de escala es de 60
[u.a.].
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Figura B.17: LDOS para el anillo circular con red hexagonal: a) cicatriz cuantica en
E/t = —1,5888 b) cicatriz cuantica en E/T = —1,6508. La barra de escala es de 60
[u.a.].
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Figura B.18: LDOS para el anillo circular con red cuadrada: a) cicatriz cuantica en
E/t = —0,122 b) cicatriz cuantica en E/t = —0,2532. La barra de escala es de 60
[u.a.].

Figura B.19: LDOS para el anillo circular con red cuadrada: a) cicatriz cuantica en
E/T = —0,122 b) cicatriz cuantica en E/T = —0,2532. La barra de escala es de 60
[u.a.].
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B.2.3. Anillo circular: No radiales
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Figura B.20: LDOS para el anillo circular con red hexagonal: a) cicatriz cuantica en
E/T = —1,5588 b) cicatriz cuantica en E/T = —1,5828. La barra de escala es de 60
[u.a.].
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Figura B.21: LDOS para el anillo circular con red hexagonal: a) cicatriz cuantica en
E/t = —1,6088 b) cicatriz cuantica en E/t = —1,7008. La barra de escala es de 60
[u.a.].
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Figura B.22: LDOS para el anillo circular con red cuadrada: a) cicatriz cuantica en
E/t = —0,5336 b) cicatriz cuantica en E/7 = —0,8124. La barra de escala es de 60
[u.a.].

Figura B.23: LDOS para el anillo circular con red cuadrada: a) cicatriz cuantica en
E/t = —0,9128 b) cicatriz cuantica en E/t = —0,9716. La barra de escala es de 60
[u.a.].
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B.2.4. Estadio: Barras paralelas al eje y

Figura B.24: LDOS para el estadio de Bunimovich con red hexagonal: a) cicatriz
cuantica en E/t = —1,7264 b) cicatriz cuantica en E/7t = —1,9548. La barra de
escala es de 30 [u.a.].

Figura B.25: LDOS para el estadio de Bunimovich con red hexagonal: a) cicatriz
cuantica en E/t = —1,9552 b) cicatriz cuantica en E/t = —1,9568. La barra de
escala es de 30 [u.a.].
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Figura B.26: LDOS para el estadio de Bunimovich con red cuadrada: a) cicatriz
cuantica en E/t = —1,3824 b) cicatriz cuantica en E/t = —1,4524. La barra de

escala es de 30 [u.a.].
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Figura B.27: LDOS para el estadio de Bunimovich con red hexagonal: a) cicatriz
cuantica en E/t = —1,7524 b) cicatriz cuantica en E/t = —1,8336. La barra de
escala es de 30 [u.a.].
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B.2.5. Estadio: Lineas consecutivas
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Figura B.28: LDOS para el estadio de Bunimovich con red hexagonal: a) cicatriz
cuantica en E/t = —1,2660 b) cicatriz cuantica en E/t = —1,8052. La barra de
escala es de 30 [u.a.].
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Figura B.29: LDOS para el estadio de Bunimovich con red hexagonal: a) cicatriz
cuantica en E/t = —2,6532 b) cicatriz cuantica en E/T = —2,8292. La barra de
escala es de 30 [u.a.].
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Figura B.30: LDOS para el estadio de Bunimovich con red cuadrada: a) cicatriz
cuantica en E/t = —1,4760 b) cicatriz cuantica en E/t = —1,4864. La barra de
escala es de 30 [u.a.].
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