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nando Cortez y Miguel Yangari por haberme apoyado a lo largo de este

año y pico en el que trabajamos juntos. Gracias por su tiempo, por su

paciencia y por compartir conmigo sus conocimientos y su labor como

profesionales de las matemáticas.
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À l’ensemble des gens que j’appelle ma famille.
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Introducción

El presente trabajo de titulación corresponde a un estudio matemático riguroso sobre

el problema de Cauchy para la ecuación del calor fraccionaria:

(PF)

$

’

’

&

’

’

%

Btupt, xq ` p´∆qs{2upt, xq “ fpt, xq, pt, xq P s0, T s ˆ Rn,

up0, xq “ u0pxq, x P Rn,

donde 0 ă s ă 2, 0 ă T ď `8, f : r0, T s ˆ Rn Ñ R y u0 : Rn Ñ R son los datos del

problema, y u : r0, T s ˆ Rn Ñ R es su solución.

Por lo tanto, se tratará su buen planteamiento en el sentido de Hadamard en el marco

de los espacios de Sobolev y la regularidad de sus soluciones mild. Siendo el mayor aporte

un estudio detenido de la regularidad maximal (en variable de espacio) de estas soluciones.

La caracteŕıstica principal del problema (PF) es la aparición de un término de difusión

fraccionario p´∆qs{2u, con 0 ă s ă 2, en lugar del término de difusión clásico ´∆u, don-

de p´∆qs{2 denota al operador laplaciano fraccionario y ∆ denota al operador laplaciano

clásico. Precisamente, las ecuaciones en derivadas parciales en las que interviene el lapla-

ciano fraccionario son de gran interés actual en el mundo académico por sus aplicaciones

en temas como: elasticidad (Dipierro et al., 2015), turbulencia (Bakunin, 2008), finanzas

(Barndorff-Nielsen y Shephard, 2001) o incluso las caminatas aleatorias con saltos largos,

modelo estocástico del cual la ecuación del calor fraccionaria se deduce de forma natural

(Bucur y Valdinoci, 2016). Aśı vemos que el problema estudiado en este trabajo no es
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una expresión matemática carente de significado1 por lo que un estudio teórico de este

problema y de las propiedades de sus soluciones es completamente necesario.

La forma en la que se estudiará el problema de Cauchy para la ecuación del calor

fraccionaria (PF) seguirá un procedimiento análogo al que se realiza para el problema

clásico, el cual puede ser revisado a detalle en Lemarié-Rieusset (2016). Este procedi-

miento se basa esencialmente en herramientas del análisis armónico; principalmente en la

transformada de Fourier y en cómo esta interviene en la caracterización de los espacios

de Sobolev.

Por esta razón se ha dividido este trabajo en cuatro caṕıtulos. En el primer caṕıtulo:

Herramientas de base se recogen las herramientas teóricas necesarias para tratar el pro-

blema (PF), empezando por estudiar la clase de Schwartz que nos da un marco funcional

adecuado en el cual podremos definir la transformada de Fourier y estudiar sus propieda-

des. Luego, por dualidad se extenderá la noción de transformada de Fourier al espacio de

las distribuciones temperadas, para finalmente hacer un breve estudio de las distribucio-

nes homogéneas y su transformada de Fourier, pues estas aparecerán de manera natural

en el estudio del operador laplaciano fraccionario.

En el segundo caṕıtulo: Introducción al operador laplaciano fraccionario, paulatina-

mente nos dedicaremos a comprender al operador laplaciano fraccionario, sus propiedades

y caracterizaciones (en variable de Fourier: a través de la transformada de Fourier, y en

variable de espacio: como operador de convolución y como operador de integral singular).

1Como se pudo evidenciar, la ecuación del calor fraccionaria está relacionada con diversas aplicaciones

de gran relevancia académica actual, y aunque las mismas motivan su estudio, este trabajo prescinde de

estas interpretaciones y más bien se concentra en su tratamiento matemático riguroso.
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En el tercer caṕıtulo: Espacios de Sobolev fraccionarios se estudiarán los espacios de

Sobolev no homogéneos y homogéneos, y algunas de sus principales propiedades, apro-

vechando el hecho de que estos espacios pueden ser caracterizados a través del operador

laplaciano fraccionario.

En el cuarto y último caṕıtulo: Ecuación del calor fraccionaria, empezaremos hacien-

do una breve deducción de esta ecuación a partir del modelo estocástico de caminata

aleatoria con saltos largos, para luego concentrarnos totalmente en tratar el problema

(PF). Aśı, se partirá por definir la solución fundamental del problema (PF), noción en

la que nos apoyaremos para estudiar las soluciones mild de (PF). Luego, se realizarán

estimaciones de enerǵıa, de donde extraeremos información valiosa sobre la regularidad

e integrabilidad de los datos del problema (PF), y que además nos permitirá encontrar

los espacios funcionales adecuados donde se construirán las soluciones mild. Usando el

teorema de punto fijo de Picard, estableceremos un resultado de existencia y unicidad de

la solución mild de (PF) en los espacios de Sobolev homogéneos.

Finalmente, se abordará el resultado más importante de este trabajo: la regularidad

maximal de las soluciones mild. En un estudio reciente: Regularity in Lp Sobolev Spaces

of Solutions to Fractional Heat Equations, Grubb (2018), a través de la teoŕıa de ope-

radores pseudodiferenciales se estudió la regularidad maximal (en variables de espacio y

tiempo) de las soluciones débiles de la ecuación del calor fraccionaria en el marco de los

espacios de Sobolev anisotrópicos no homogéneos. En cambio, nosotros estudiaremos la

regularidad maximal (en variable de espacio) de las soluciones mild del problema (PF)

de la siguiente manera: usando la transformada de Fourier y puesto que dichas soluciones

cuentan con una estructura expĺıcita escribiéndose como la suma de dos términos, hare-

mos un estudio detallado de la regularidad que alcanza cada término en el marco de los

espacios de Sobolev homogéneos para luego identificar el término que limita la ganancia
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maximal de regularidad de la solución mild.

En esencia, este es un estudio distinto al realizado por Grubb (2018), tanto en las

herramientas (del análisis armónico) empleadas como en el análisis que se hace de cada

uno de los dos términos que constituyen la solución mild de (PF), donde se establece

que uno de ellos es tan regular como se desee mientras que el otro término indica la

ganancia de regularidad maximal la cual está directamente relacionada con el orden de

homogeneidad del laplaciano fraccionario.

Para concluir esta introducción, es importante mencionar que otro de los objetivos de

este trabajo de titulación es la comprensión, manipulación y aplicación de las herramientas

de base presentadas en los Caṕıtulos 1 y 3, las cuales, como particularmente se apreciará

a lo largo de todo este trabajo, son de gran utilidad dentro del estudio de las ecuaciones

en derivadas parciales. Si bien la teoŕıa expuesta en ambos caṕıtulos es totalmente clásica,

esta ha sido ilustrada con ejemplos originales. Todo lector que esté relacionado con estas

herramientas puede concentrarse directamente en los Caṕıtulos 2 y 4.

Notaciones

A lo largo de este documento trabajaremos sobre todo el espacio Rn dotado del pro-

ducto escalar usual:

x ¨ y “
n
ÿ

i“1
xiyi, para todo x, y P Rn,

el cual induce la norma euclidiana definida como:

|x| “

˜

n
ÿ

i“1
x2
i

¸1{2

, para todo x P Rn.
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Además, consideraremos a Rn como el espacio medido pRn,BorpRnq, dxq, donde BorpRnq

denota la σ´álgebra de los conjuntos borelianos de Rn y dx la medida de Lebesgue.

Espacios funcionales

Con el propósito de facilitar la labor del lector introducimos las siguientes notaciones

y definiciones, pues en el documento las mismas aparecerán con mucha frecuencia.

Un multi-́ındice α P Nn es una n´upla ordenada de números naturales. Dado α “

pα1, ¨ ¨ ¨ , αnq un multi-́ındice, la cantidad |α| “ α1`¨ ¨ ¨`αn, denota su tamaño. Aśı tam-

bién, |α| indica el orden total de diferenciación de Bαf “ Bα1
1 ¨ ¨ ¨ Bαnn f , donde f : Rn Ñ C

es una función al menos |α|´veces diferenciable.

Para x “ px1, ¨ ¨ ¨ , xnq P Rn y α “ pα1, ¨ ¨ ¨ , αnq P Nn un multi-́ındice, definimos

xα “ xα1
1 ¨ ¨ ¨ xαnn , que verifica lo siguiente:

|xα| ď Cn,α |x|
|α| ,

donde Cn,α es una constante que depende de la dimensión del espacio n y del multi-́ındice

α P Nn. Cabe mencionar que no se verifica la desigualdad estricta contraria (para más

detalles se sugiere revisar la página 95 de Grafakos (2008)). Sin embargo, śı se verifica la

siguiente relación:

|x|k ď Cn,k
ÿ

|β|“k

ˇ

ˇxβ
ˇ

ˇ , k P N. (0.1)

Por otro lado, el espacio de funciones f : Rn ÝÑ C cuyas derivadas de al menos orden

N P N son continuas es notado por C NpRnq. Aśı mismo, el espacio de las funciones
5



infinitamente diferenciables sobre Rn se nota por C8pRnq “
č

NPN
C N
pRn

q; y el espacio de

funciones C8pRnq con soporte compacto (o funciones test) sobre Rn por DpRnq.

Una de las propiedades más interesantes y útiles dentro de este marco es la regla

de Leibniz (multidimensional), que dice que para todo f, g P C |α|pRnq y todo α P Nn

multi-́ındice, se tiene que

B
α
pfgq “

ÿ

βďα

ˆ

α1

β1

˙

¨ ¨ ¨

ˆ

αn
βn

˙

B
βf Bα´βg,

donde β P Nn es un multi-́ındice y β ď α significa que βk ď αk, para todo 1 ď k ď n.

Luego, para 1 ď p ď `8 definimos los espacios de Lebesgue como:

LppRn
q “ tf : Rn

Ñ R : f medible y ||f ||LppRnq ă `8u,

donde

||f ||LppRnq “

ˆ
ż

Rn
|fpxq|p dx

˙1{p

, si 1 ď p ă `8,

y si p “ `8:

||f ||L8pRnq “ sup
xPRn

ess |fpxq| .
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Caṕıtulo 1

Herramientas de base

1. La clase de Schwartz

El propósito de esta primera sección es hacer una corta introducción a la clase de

Schwartz pues este espacio funcional nos facilita un marco de trabajo apropiado para

definir la transformada de Fourier y estudiar sus principales propiedades.

Definición 1.1. Una función ϕ : Rn ÝÑ C pertenece a la clase de Schwartz si

ϕ P C8pRnq y si para todo par de multi-́ındices α, β P Nn se verifica que

ρα,βpϕq “ sup
xPRn

ˇ

ˇxαBβϕpxq
ˇ

ˇ ă `8, (1.1)

donde la cantidad ρα,βpϕq es conocida como semi-norma de Schwartz de ϕ.

El conjunto de todas las funciones de la clase de Schwartz definidas sobre Rn es

notado por S pRnq. La clase de Schwartz es un espacio vectorial sobre el campo de los

números complejos C con la suma y el producto por un escalar usuales para funciones.

Observación 1.1.

Notemos que para todo par de multi-́ındices α, β P Nn la cantidad ρα,β es una semi-

norma sobre el espacio S pRnq. En efecto, si consideramos la función ϕ P S pRnq

definida como:

ϕ : Rn ÝÑ R

px1, ¨ ¨ ¨ , xnq ÞÝÑ e´|x1|
2
,

y el multi-́ındice α “ p0, 1, 0, ¨ ¨ ¨ , 0q P Nn se tiene que Bαϕ “ 0, es decir, ρ0,αpϕq “

0, pero ϕ ‰ 0.
7



En la ecuación (1.1), que la cantidad sup
xPRn

ˇ

ˇxαBβϕpxq
ˇ

ˇ sea finita significa que ϕ y

todas sus derivadas decrecen en el infinito más rápido que el inverso de cualquier

polinomio; de ahora en adelante, nos referiremos a esta propiedad como decreci-

miento rápido.

Los siguientes ejemplos nos permiten distinguir y visualizar cómo son los elementos

de la clase de Schwartz.

Ejemplo 1.1.

1. La función x ÞÑ e´|x|
2, con x P Rn, es un elemento de S pRnq, pues es el resultado

de la composición de funciones C8pRnq y además decrece lo suficientemente rápi-

do en el infinito, esto por el conocido comportamiento de la función exponencial.

2. En cambio, la función definida por la expresión e´|x|, con x P Rn, no pertenece a

S pRnq, pues a pesar de tener un decrecimiento rápido en el infinito, esta función

no es diferenciable en el origen.

3. Finalmente, notemos que la función gpxq “ 1
1`|x|4 , con x P Rn, tampoco es un

elemento de S pRnq, pues a pesar de que esta función verifica que g P C8pRnq,

g no decrece lo suficientemente rápido al infinito. En realidad, g decrece como el

inverso de un polinomio de orden 4.

Observación 1.2. Como se pudo apreciar en la Definición 1.1 y en el Ejemplo 1.1,

para que una función ϕ esté en la clase de Schwartz debe cumplir dos propiedades funda-

mentales: ϕ es una función en C8pRnq y ϕ tiene la propiedad de decrecimiento rápido en

el infinito. Aśı, las funciones de la clase de Schwartz poseen dos propiedades que son de

gran utilidad: regularidad e integrabilidad (gracias al decrecimiento rápido en el infinito).
8



Antes de continuar con nuestro estudio, conviene hacer un breve comentario acerca

de la estructura topológica de la clase de Schwartz.

La topoloǵıa de la que está dotada S pRnq es la topoloǵıa más débil que deja continua

a la familia formada por las semi-normas ρα,β, con α, β P Nn multi-́ındices. Bajo esta

topoloǵıa las operaciones suma, producto por escalar y diferenciación son continuas.

Una sub-base para esta topoloǵıa viene dada por los conjuntos abiertos que contienen

al origen:

tϕ P S pRn
q : ρα,βpϕq ă ru ,

para todo α, β P Nn multi-́ındices y todo r P Q`. Aśı, el origen puede ser dotado de

una base numerable y en consecuencia S pRnq es un espacio localmente convexo. (Ver el

Caṕıtulo 4. de Reed y Simon (1970)).

Notemos además que si ρα,βpϕq “ 0 para todo par de multi-́ındices α, β P Nn entonces

ϕ “ 0. Esto significa que la familia de semi-normas separa puntos y por lo tanto este

espacio es metrizable con la métrica d, definida como sigue:

dpϕ, ψq “
`8
ÿ

j“1
2´j ρjpϕ´ ψq

1` ρjpϕ´ ψq
, para todo ϕ, ψ P S pRn

q,

y donde ρj es una numeración de todas las semi-normas ρα,β. (Ver el Caṕıtulo 4. de Reed

y Simon (1970)).

En conclusión, S pRnq es un espacio vectorial topológico localmente convexo, separado

y completo con la métrica d, es decir, es un espacio de Fréchet. Para más detalles se pueden

revisar los libros Reed y Simon (1970) y Chamorro (2018).

Con esto en mente, nos interesa caracterizar la noción de convergencia en la clase de

Schwartz dotada con esta topoloǵıa. Para ello introducimos la siguiente
9



Definición 1.2. Sean pϕk qkPN una sucesión de elementos de S pRnq y ϕ P S pRnq.

Decimos que la sucesión pϕk qkPN converge a ϕ en S pRnq si para todo α, β P Nn

multi-́ındices se tiene

ρα,βpϕk ´ ϕq Ñ 0, cuando k Ñ `8.

Como la clase de Schwartz S pRnq es metrizable con la métrica d, entonces la topoloǵıa

inducida por esta métrica es equivalente a la topoloǵıa inducida por la familia de semi-

normas de la forma ρα,β (el lector interesado en profundizar en estos detalles puede

revisar la Sección 1.2 de Batic (2016)) por lo que la noción de convergencia dada arriba

es equivalente a la convergencia dada por la métrica d.

Una vez establecidas estas nociones el siguiente paso es estudiar algunas propiedades

de los elementos de S pRnq para lo cual es útil observar que el decrecimiento rápido al

infinito se puede caracterizar como sigue.

Proposición 1.1. Sea ϕ P C8pRnq. ϕ P S pRnq si y sólo si para todo entero positivo

N y todo multi-́ındice α P Nn existe una constante positiva CN,α,ϕ tal que

|B
αϕpxq| ď CN,α,ϕp1` |x|q´N , para todo x P Rn.

Demostración. Supongamos que ϕ P S pRnq. Entonces, para un entero positivo N

y un multi-́ındice α P Nn tenemos

|B
αϕpxq| “

p1` |x|qN

p1` |x|qN
|B
αϕpxq|

ď
CN

´

1` |x|N
¯

p1` |x|qN
|B
αϕpxq|

ď CN p1` |x|q´N sup
xPRn

”´

1` |x|N
¯

|B
αϕpxq|

ı

ď CN p1` |x|q´N
„

sup
xPRn

|B
αϕpxq| ` sup

xPRn

´

|x|N |Bαϕpxq|
¯



10



ď CN p1` |x|q´N
«

sup
xPRn

|B
αϕpxq| ` cn,N sup

xPRn

˜

ÿ

|β|“N

ˇ

ˇxβBαϕpxq
ˇ

ˇ

¸ff

ď CN p1` |x|q´N
«

sup
xPRn

|B
αϕpxq| ` cn,N

ÿ

|β|“N

sup
xPRn

ˇ

ˇxβBαϕpxq
ˇ

ˇ

ff

,

para todo x P Rn. Entonces,

|B
αϕpxq| ď CN p1` |x|q´N

«

ρ0,αpϕq ` cn,N
ÿ

|β|“N

ρβ,αpϕq

ff

,

para todo x P Rn. Además, puesto que ϕ P S pRnq, la cantidad

CN,α,ϕ “ CN

«

ρ0,αpϕq ` cn,N
ÿ

|β|“N

ρβ,αpϕq

ff

,

es finita. Por lo tanto,

|B
αϕpxq| ď CN,α,ϕ p1` |x|q´N ,

para todo x P Rn.

Rećıprocamente, supongamos que ϕ P C8pRnq, y que además para todo x P Rn se

verifica la siguiente relación:

|B
αϕpxq| ď CN,α,ϕp1` |x|q´N ,

para todo entero positivo N y todo multi-́ındice α P Nn. En particular, para N “ |β| ` 1,

con β P Nn un multi-́ındice cualquiera, se sigue que

ˇ

ˇxβpBαϕqpxq
ˇ

ˇ ď
ˇ

ˇxβ
ˇ

ˇ |pB
αϕqpxq| ď CN,α,β,ϕ |x|

|β|
p1` |x|q´N ă `8,

pues, gracias a que N ą |β| esto implica que

sup
xPRn

|x||β|

p1` |x|qN ă `8.

En consecuencia, ϕ P S pRnq. �
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Esta caracterización nos permite estudiar la relación entre la clase de Schwartz y otros

espacios funcionales que aparecerán frecuentemente en nuestro estudio.

Corolario 1.1. El espacio de funciones test definidas sobre Rn, DpRnq, está contenido

estrictamente en S pRnq.

Demostración. Sean ϕ P DpRnq y α, β P Nn multi-́ındices, entonces

ρα,βpϕq “ sup
xPRn

ˇ

ˇxαBβϕpxq
ˇ

ˇ

ď sup
|x|ďM

ˇ

ˇxαBβϕpxq
ˇ

ˇ` sup
|x|ąM

ˇ

ˇxαBβϕpxq
ˇ

ˇ .

Luego,

ρα,βpϕq ď cn,α

˜

sup
|x|ďM

|x||α|
ˇ

ˇB
βϕpxq

ˇ

ˇ` sup
|x|ąM

|x||α|
ˇ

ˇB
βϕpxq

ˇ

ˇ

¸

. (1.2)

Ahora, tomando M ą 0 suficientemente grande de modo que si |x| ą M entonces x R

supppϕq, y puesto que supppBβϕq Ă supppϕq, para todo β P Nn multi-́ındice, se tiene

sup
|x|ąM

|x||α|
ˇ

ˇB
βϕpxq

ˇ

ˇ “ 0. (1.3)

Por otro lado, como la bola cerrada BM “ tx P Rn : |x| ď Mu es compacta y

ϕ P DpRnq, entonces la función Bβϕ alcanza su valor máximo en BM . Aśı,

sup
|x|ďM

ˇ

ˇB
βϕpxq

ˇ

ˇ ă `8. (1.4)

Por lo tanto, si usamos en la desigualdad (1.2) la información obtenida en (1.3) y (1.4),

tenemos

ρα,βpϕq ď cn,α M
|α| sup
|x|ďM

ˇ

ˇB
βϕpxq

ˇ

ˇ ă `8.

12



La contenencia es estricta pues como se vio en el Ejemplo 1.1, la función x ÞÑ e´|x|
2 , con

x P Rn, es un elemento de S pRnq, sin embargo esta función no tiene soporte compacto.

�

Corolario 1.2. La clase de Schwartz S pRnq está estrictamente contenida en el espacio

LppRnq, con 1 ď p ď `8.

Demostración. Sea ϕ P S pRnq. Por la Proposición 1.1 (página 10), para 1 ď p ă

`8, se tiene que

ż

Rn
|ϕpxq|p dx ď

ż

Rn

ˇ

ˇCN,0,ϕ p1` |x|q´N
ˇ

ˇ

p
dx

ď pCN,0,ϕq
p

„
ż

|x|ď1
p1` |x|q´Npdx`

ż

|x|ą1
p1` |x|q´Npdx



ď pCN,0,ϕq
p

«

sup
|x|ď1

p1` |x|q´Np
ż

|x|ď1
dx`

ż

|x|ą1
p1` |x|q´Npdx

ff

,

para todo N P N. Luego, puesto que para x P Rn la función x ÞÑ p1` |x|q´Np es continua

y la bola unitaria cerrada de Rn, notada por B1, es compacta, entonces se verifica que

sup
|x|ď1

p1` |x|q´Np ă `8.

De este modo,

sup
|x|ď1

p1` |x|q´Np
ż

|x|ď1
dx ď cn sup

|x|ď1
p1` |x|q´Np ă `8. (1.5)

Por otro lado, si usamos la estimación puntual p1` |x|q´Np ď |x|´Np, dada para todo

x P Rn, tenemos

ż

|x|ą1
p1` |x|q´Npdx ď

ż

|x|ą1
|x|´Np dx.

13



Luego, si en la integral del lado derecho de la desigualdad anterior hacemos un cambio

de variable a coordenadas radiales, es decir, tomando ρ “ |x|, obtenemos:

ż `8

1

ρn´1

ρNp
dρ “

ρn´Np

n´Np

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

`8

1
ă `8, (1.6)

siempre que N ą n{p. Aśı, de (1.5) y (1.6), para N ą n{p, se sigue que ||ϕ||LppRnq es

también una cantidad finita, es decir, ϕ P LppRnq.

Finalmente, notemos que para p “ `8 se tiene directamente

||ϕpxq||L8 “ ρ0,0pϕq ă `8.

En consecuencia, ϕ P L8pRnq.

Al igual que antes podemos concluir que la contenencia es estricta, pues existen fun-

ciones en LppRnq, con 1 ď p ď `8 que no pertenecen a S pRnq, por ejemplo: la fun-

ción indicatriz definida sobre la bola unitaria cerrada de Rn verifica 1B1
P LppRnq, con

1 ď p ď `8, sin embargo, 1B1
no es una función continua. �

2. La transformada de Fourier en la clase de Schwartz.

La transformada de Fourier es una herramienta importante dentro del análisis armóni-

co y el estudio de las ecuaciones en derivadas parciales. La razón por la que definiremos

primero la transformada de Fourier en la clase de Schwartz es porque como hemos ob-

servado, sus elementos tienen dos propiedades fundamentales: decrecimiento rápido y

regularidad, donde el decrecimiento rápido nos permitirá mostrar que la transformada

de Fourier está bien definida para las funciones de la clase de Schwartz, mientras que

la regularidad nos ayudará a estudiar cómo se comporta la transformada de Fourier con

respecto a la derivación. Esta última propiedad será fundamental al momento de dar una
14



primera definición del operador laplaciano fraccionario en el Caṕıtulo 2.

Definición 1.3 (Transformada de Fourier en la clase de Schwartz). Sea ϕ P S pRnq.

La transformada de Fourier de ϕ, que será notada por pϕ, se define como:

pϕpξq “

ż

Rn
ϕpxq e´2πix¨ξdx, para todo ξ P Rn. (1.7)

En el próximo resultado se verifica que la expresión dada en (1.7) está bien definida

para todo ξ P Rn.

Proposición 1.2. Si ϕ P S pRnq, entonces

||pϕ||L8pRnq ď ||ϕ||L1pRnq .

Demostración. Notemos que

|pϕ pξq| ď

ż

Rn
|ϕpxq|

ˇ

ˇe´2πix¨ξˇ
ˇ dx, para todo ξ P Rn.

Luego, como
ˇ

ˇe´2πix¨ξ
ˇ

ˇ “ 1, entonces

|pϕ pξq| ď

ż

Rn
|ϕpxq| dx, para todo ξ P Rn.

Por otro lado, notemos que gracias al Corolario 1.2 (página 13) se tiene que ϕ P L1pRnq,

por lo que la integral del lado derecho de la última desigualdad está bien definida. Final-

mente, tomando el supremo sobre Rn en el lado izquierdo de la desigualdad anterior, se

sigue que

||pϕ||L8pRnq ď ||ϕ||L1pRnq .

�

Observación 1.3. Por la Proposición 1.2 vemos que el espacio L1pRnq es suficiente

para definir la transformada de Fourier. Sin embargo, como se mencionó al inicio de esta
15



sección, queremos estudiar cómo se comporta la transformada de Fourier con respecto a

la derivación, por lo que un marco de trabajo más adecuado es el de la clase de Schwartz

que, como mostramos en el Corolario 1.2, (página 13) verifica S pRnq Ă L1pRnq.

Observación 1.4. A partir de la Proposición 1.2, podemos concluir que la transformada

de Fourier es un operador continuo de L1pRnq a L8pRnq (ver Teorema 1.1. de la página

2 de Stein y Weiss (1971)).

Por otro lado, examinemos el siguiente ejemplo que será de gran utilidad en la de-

mostración de la Proposición 1.9 (página 28).

Ejemplo 1.2. Dada la función

h : Rn ÝÑ R

x ÞÝÑ hpxq “ e´π|x|
2
.

Se tiene que phpξq “ hpξq para todo ξ P Rn.

En efecto, primero es necesario verificar que para xj P R, con j P t1, ¨ ¨ ¨ , nu fijo, la

función

ϕ : R ÝÑ R

t ÞÝÑ ϕptq “

ż `8

´8

e´πpxj`itq
2
dx,

es una función constante.

Si derivamos ϕ con respecto a t, tenemos:

d

dt

ˆ
ż `8

´8

e´πpxj`itq
2
dx

˙

“

ż `8

´8

p´2πipxj ` itqqe´πpxj`itq
2
dx “ i

ż `8

´8

d

dx
e´πpxj`itq

2
dx “ 0.

Aśı, ϕptq “ ϕp0q “ 1, para todo t P R.
16



Ahora, para encontrar la transformada de Fourier de la función h usamos la expresión

dada en la Definición 1.3 (página 15):

phpξq “

ż

Rn
e´π|x|

2
e´2πix¨ξdx “

ż

Rn
e´π

řn
j“1 xj

2´2πi
řn
j“1 xjξjdx.

Gracias al teorema de Fubini podemos escribir

phpξq “
n
ź

j“1

ż `8

´8

e´πxj
2´2πixjξjdxj. (1.8)

Por otro lado, notemos que se tiene

´p
?
πxj `

?
πiξjq

2
´ πξ2

j “ ´πxj
2
´ 2πixjξj.

Reemplazando esta última identidad en la ecuación (1.8) y usando el hecho de que ϕpξjq “

1, para todo ξj P R, se sigue que

n
ź

j“1

ż `8

´8

e´p
?
πxj`

?
πiξjq

2´πξ2
j dxj “

n
ź

j“1

ż `8

´8

e´πpxj`iξjq
2´πξ2

j dxj “
n
ź

j“1
ϕpξjqe

´πξ2
j “ e´π|ξ|

2
,

como se queŕıa.

Este ejemplo es interesante porque nos ofrece una función en la clase de Schwartz

S pRnq que coincide con su transformada de Fourier. Este hecho será de gran utilidad en

cálculos posteriores.

En este momento introduciremos algunas notaciones que nos permitirán hacer un

estudio de las propiedades de la transformada de Fourier en la clase de Schwartz.

Definición 1.4. Sean ϕ P S pRnq, y P Rn y λ ą 0. Definimos la traslación, dilatación

y reflexión de la función ϕ, respectivamente, como:

τ ypϕqpxq “ ϕpx´ yq,

ϕλpxq “ ϕpλxq,

17



rϕpxq “ ϕp´xq,

para todo x P Rn.

En la siguiente proposición veremos qué efecto tiene la transformada de Fourier sobre

las operaciones introducidas en la Definición 1.4.

Proposición 1.3. Sean ϕ P S pRnq, y P Rn y λ ą 0. Para todo ξ P Rn tenemos las

siguientes propiedades:

1. p

rϕpξq “ r

pϕpξq,

2. pϕpξq “ r̄

pϕpξq, donde ϕ denota el conjugado complejo de la función ϕ,

3. {τ ypϕqpξq “
`

e´2πiy¨ξ˘
pϕpξq,

4.
`

e2πip¨q¨yϕ
˘

ppξq “ τ yppϕqpξq,

5. pϕλqppξq “ λ´n pϕ1{λpξq.

Demostración.

1. Sabemos por definición de reflexión de una función ϕ P S pRnq que:

p

rϕpξq “

ż

Rn
rϕpxq e´2πix¨ξdx “

ż

Rn
ϕp´xq e´2πix¨ξdx, para todo ξ P Rn.

Luego, haciendo el cambio de variable y “ ´x, obtenemos

p

rϕpξq “

ż

Rn
ϕpyq e2πiy¨ξdy, para todo ξ P Rn. (1.9)

Por otro lado,

r

pϕpξq “ pϕp´ξq “

ż

Rn
ϕpyq e2πiy¨ξdy, para todo ξ P Rn. (1.10)

Aśı, de las ecuaciones (1.9) y (1.10) se sigue el resultado.
18



2. Haciendo uso de las propiedades del conjugado de un número complejo y puesto

que estamos integrando sobre todo Rn tenemos que

pϕpξq “

ż

Rn
ϕpxq e´2πix¨ξdx “

ż

Rn
ϕpxq e2πix¨ξdx “

ż

Rn
ϕpxq e2πix¨ξdx.

Además, de la identidad dada en (1.10), se sigue que

pϕpξq “ r̄

pϕpξq,

para todo ξ P Rn.

3. En cambio, para todo y P Rn, por la definición de traslación de una función

ϕ P S pRnq se tiene que

yτ yϕpξq “

ż

Rn
τ yϕpxq e´2πix¨ξdx “

ż

Rn
ϕpx´ yq e´2πix¨ξdx,

para todo ξ P Rn.

Haciendo el cambio de variable z “ x´ y, reescribimos lo anterior como:

yτ yϕpξq “

ż

Rn
ϕpzq e´2πipz`yq¨ξdz “ e´2πiy¨ξ

pϕpξq,

para todo ξ P Rn.

4. Aśı mismo, para todo y P Rn se tiene

`

e2πip¨q¨yϕ
˘

ppξq “

ż

Rn

`

e2πix¨yϕpxq
˘

e´2πix¨ξdx

“

ż

Rn
ϕpxq e´2πix¨pξ´yqdx

“ pϕpξ ´ yq “ τ y ppϕq pξq,

para todo ξ P Rn.
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5. Ahora, para λ ą 0 usamos la definición de dilatación de una función de la siguiente

manera:

pϕλqppξq “

ż

Rn
ϕλpxq e

´2πix¨ξdx “

ż

Rn
ϕpλxq e´2πix¨ξdx.

Luego, tomando z “ λx tenemos:

pϕλqppξq “ λ´n
ż

Rn
ϕpzq e´2πiz¨pξ{λqdz “ λ´npϕpξ{λq “ λ´npϕ1{λpξq,

para todo ξ P Rn, como se queŕıa.

�

El próximo resultado será de mucha ayuda en la deducción de resultados posteriores

como por ejemplo: en las demostraciones de las Proposiciones 1.9 y 1.10 de las páginas

28 y 30, respectivamente.

Proposición 1.4. Si ϕ, ψ P S pRnq, entonces tenemos que

ż

Rn
pϕpxqψpxqdx “

ż

Rn
ϕpxq pψpxqdx.

Demostración. Empecemos notando que

ż

Rn
pϕpxqψpxqdx “

ż

Rn

ˆ
ż

Rn
ϕpξq e´2πiξ¨xdξ

˙

ψpxqdx, para todo ξ P Rn.

Luego, por el teorema de Fubini tenemos

ż

Rn
pϕpxqψpxqdx “

ż

Rn
ϕpξq

ˆ
ż

Rn
ψpxq e´2πix¨ξdx

˙

dξ “

ż

Rn
ϕpξq pψpξqdξ “

ż

Rn
ϕpxq pψpxqdx,

de donde se tiene el resultado. �

Notemos que por la Definición 1.1 (página 7), si ϕ P S pRnq, entonces Bαϕ P S pRnq,

para todo multi-́ındice α P Nn. Aśı, es posible calcular la transformada de Fourier de

Bαϕ. Recordemos que esta propiedad será fundamental para dar una primera definición
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del operador laplaciano fraccionario en el Caṕıtulo 2, por lo que es preciso enunciar el

siguiente resultado.

Proposición 1.5. Si ϕ P S pRnq y α P Nn un multi-́ındice, entonces

pB
α
xϕqppξq “ p2πiξqαpϕpξq, para todo ξ P Rn.

Demostración. Integrando por partes y gracias a que ϕ decae rápidamente al infi-

nito, se tiene que:

pB
α
xϕqppξq “

ż

Rn
B
α
xϕpxq e

´2πix¨ξdx

“ p´1q|α|
ż

Rn
ϕpxqBαx pe

´2πix¨ξ
qdx

“ p´1q|α|
ż

Rn
ϕpxq p´2πξiqα e´2πix¨ξdx

“ p2πiξqαpϕpξq,

para todo ξ P Rn y todo α P Nn multi-́ındice. �

Observación 1.5. La propiedad anterior nos da una nueva forma (más sencilla) de

estudiar la regularidad de la función ϕ en el sentido de que al aplicar la transformada

de Fourier sobre la derivada de orden |α| de esta función, la operación de derivación es

sustituida por la multiplicación por el polinomio p2πiξqα en la variable ξ.

Un ejemplo interesante que ilustra la Proposición 1.5 y que además será de gran

utilidad en el Caṕıtulo 2 es observar cuál es la acción del operador laplaciano clásico

sobre una función mediante la transformada de Fourier.

Ejemplo 1.3. Para ϕ P S pRnq, se tiene que

y∆ϕpξq “ ´p2πq2|ξ|2pϕpξq,

donde ∆ denota el operador laplaciano clásico.
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Recordemos que para ϕ P S pRnq se tiene

∆ϕ “
ÿ

αPS

B
α
xϕ, (1.11)

donde S “ t2ei; i “ 1, ¨ ¨ ¨ , nu, con ei el i´ésimo vector de la base canónica de Rn.

Entonces, por la Proposición 1.5 (página 21), para todo ξ P Rn, tenemos

y∆ϕpξqz “
˜

ÿ

αPS

B
α
xϕ

¸

ppξq “
ÿ

αPS

pB
α
xϕqppξq “

n
ÿ

j“1
p2πiξjq2pϕpξq “ p2πiq2pϕpξq

n
ÿ

j“1
ξ2
j .

Aśı,

y∆ϕpξqz “ ´p2πq2 |ξ|2 pϕpξq.

El siguiente resultado nos proporciona una fórmula para calcular Bαξ pϕ, para todo

multi-́ındice α P Nn.

Proposición 1.6. Sean ϕ P S pRnq y α P Nn un multi-́ındice. Se tiene que

`

B
α
ξ pϕ

˘

pξq “ rp´2πixqαϕsppξq, para todo ξ P Rn. (1.12)

Demostración. Primero, para α P Nn un multi-́ındice cualquiera tenemos:

B
α
ξ pϕpξq “ B

α
ξ

ˆ
ż

Rn
ϕpxq e´2πix¨ξdx

˙

, para todo ξ P Rn.

Entonces del teorema de derivación bajo el signo de la integral se sigue que

B
α
ξ pϕ pξq “

ż

Rn
B
α
ξ

`

ϕpxq e´2πix¨ξ˘ dx

“

ż

Rn
ϕpxq Bαξ

`

e´2πix¨ξ˘ dx

“

ż

Rn
ϕpxqp´2πixqα e´2πix¨ξdx

“ rp´2πixqαϕsppξq.

�

22



Observación 1.6. La transformada de Fourier de una función ϕ P S pRnq verifica que

pϕ P C8pRnq.

En efecto, como ϕ P S pRnq se tiene que para todo multi-́ındice α P Nn la función

p´2πixqαϕ P S pRnq Ă L1pRnq, por lo tanto, gracias a la ecuación (1.6): Bαξ pϕ está bien

definida para todo punto ξ P Rn. Luego, puesto que p´2πixqαϕ P L1pRnq en consecuencia

rp´2πixqαϕs p es uniformemente continua (ver la página 107 de Grafakos (2008)). De

este modo, como el multi-́ındice α P Nn es arbitrario, se sigue que pϕ P C8pRnq.

Una consecuencia inmediata de la Proposición 1.6 (página 22), es que la transformada

de Fourier de una función en la clase de Schwartz también pertenece a la clase de Schwartz.

Corolario 1.3. Si ϕ P S pRnq, entonces pϕ P S pRnq.

Demostración. Primero, de la Observación 1.6, sabemos que pϕ P C8pRnq. Resta

verificar que pϕ es una función a decrecimiento rápido. Aśı, de la Proposición 1.6 (página

22), tenemos:

ˇ

ˇξα
`

B
β
pϕ
˘

pξq
ˇ

ˇ “
ˇ

ˇξα
“

p´2πi ¨ qβϕ
‰

ppξq
ˇ

ˇ , (1.13)

para todo ξ P Rn y todo par de multi-́ındices α, β P Nn.

Luego, para todo x P Rn y todo multi-́ındice β P Nn, definimos la función ψβpxq “

xβϕpxq. Aśı, de la ecuación (1.13) se sigue que

ˇ

ˇξα
`

B
β
pϕ
˘

pξq
ˇ

ˇ “ ξα
ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ż

Rn
p´2πixqβϕpxq e´2πix¨ξdx

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

“

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

p´2πiq|β|ξα
ż

Rn
ψβpxq e

´2πix¨ξdx

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

,

de donde, gracias a la Proposición 1.5 (página 21) podemos reescribir el lado derecho

de igualdad anterior como:

ˇ

ˇξα
`

B
β
pϕ
˘

pξq
ˇ

ˇ “

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

p´2πiq|β|
p´2πiq|α| p´2πiξqα pψβpξq

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ď
p2πq|β|
p2πq|α| |pB

αψβqppξq| , (1.14)
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lo cual es posible pues la función ψβ pertenece a la clase de Schwartz S pRnq. Entonces,

de las ecuaciones (1.13), (1.14) y de la Proposición 1.2 (página 15), se sigue que

ρα,βppϕq ď cα,β ||pB
αψβqp||L8pRnq ď cα,β ||B

αψβ||L1pRnq , (1.15)

donde cα,β “
p2πq|β|
p2πq|α| . El lado derecho de la desigualdad anterior es finita pues Bαψβ

también pertenece a la clase Schwartz S pRnq. �

Otra propiedad importante es que la transformada de Fourier es un operador lineal

de S pRnq en S pRnq. En efecto, por el Corolario 1.3 sabemos que si ϕ P S pRnq, entonces

pϕ P S pRnq. Luego, para todo ϕ, ψ P S pRnq y todo λ escalar complejo, tenemos:

{λϕ` ψ “ λpϕ` pψ.

Este resultado se sigue directamente gracias a la Definición 1.3 (página 15).

Continuando con este breve repaso, ahora definiremos el producto de convolución de

funciones en la clase de Schwartz S pRnq.

Definición 1.5. Sean ϕ, ψ P S pRnq. Definimos el producto de convolución de ϕ con

ψ, notado por ϕ ˚ ψ, como:

pϕ ˚ ψqpxq “

ż

Rn
ϕpx´ yqψpyqdy, para todo x P Rn. (1.16)

Antes de estudiar la transformada de Fourier del producto de convolución es necesario

verificar que esta operación es cerrada en la clase de Schwartz.
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Proposición 1.7. Si ϕ, ψ P S pRnq, entonces ϕ ˚ ψ P S pRnq.

Demostración. Usando el teorema de derivación bajo el signo de la integral tenemos

que para todo multi-́ındice β P Nn,

B
β
xpϕ ˚ ψqpxq “ B

β
x

ˆ
ż

Rn
ϕpx´ yqψpyqdy

˙

“

ż

Rn
B
β
x pϕpx´ yqψpyqq dy

“

ż

Rn

`

B
β
xϕ

˘

px´ yqψpyqdy

“
`

B
β
xϕ ˚ ψ

˘

pxq.

Pero como ϕ, ψ P S pRnq Ă LppRnq, con 1 ď p ď `8, por las desigualdades de Young se

sigue que

ˇ

ˇ

ˇ

ˇB
β
xpϕ ˚ ψq

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

L8pRnq “
ˇ

ˇ

ˇ

ˇB
β
xϕ ˚ ψ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

L8pRnq ď
ˇ

ˇ

ˇ

ˇB
β
xϕ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

L8pRnq ||ψ||L1pRnq ă `8,

y puesto que el multi-́ındice β P Nn es arbitrario esto implica que ϕ ˚ ψ P C8pRnq.

Ahora, sea N P N. Estudiemos la siguiente cantidad:

p1` |x|qN
ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ż

Rn
ϕpx´ yqψpxqdx

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ď cN

´

1` |x|N
¯

ˆ
ż

Rn
|ϕpx´ yq| |ψpyq| dy

˙

ď cN

ˆ
ż

Rn
|ϕpx´ yq| |ψpyq| dy `

ż

Rn
|x|N p|ϕpx´ yq| |ψpyq|q dy

˙

ď cN

ˆ
ż

Rn
|ϕpx´ yq| |ψpyq| dy `

ż

Rn
p|x´ y| ` |y|qN p|ϕpx´ yq| |ψpyq|q dy

˙

ď cN

ˆ
ż

Rn
|ϕpx´ yq| |ψpyq| dy `

ż

Rn

´

|x´ y|N |ϕpx´ yq|
¯

|ψpyq| ` |ϕpx´ yq|
´

|y|N |ψpyq|
¯

dy

˙

ď cN

ˆ
ż

Rn
|ϕpx´ yq| |ψpyq| dy ` cn,ϕ

ż

Rn
|ψpyq| dy ` cn,ψ

ż

Rn
|ϕpx´ yq| dy

˙

.

Luego, gracias a las desigualdades de Hölder tenemos

p1` |x|qN
ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ż

Rn
ϕpx´ yqψpxqdx

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ď cN

´

||ϕ||L1pRnq ||ψ||L8pRnq ` cn,ϕ ||ψ||L1pRnq ` cn,ψ ||ϕ||L1pRnq

¯

.
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Entonces de la Proposición 1.1 (página 10) podemos concluir que en efecto ϕ ˚ ψ P

S pRnq. �

Una vez que hemos verificado que el producto de convolución de funciones en S pRnq

está bien definida en S pRnq se tiene el siguiente resultado.

Proposición 1.8. Sean ϕ, ψ P S pRnq. Tenemos que zϕ ˚ ψ “ pϕ pψ.

Demostración. Por definición de convolución se tiene que

zϕ ˚ ψpξq “

ż

Rn
pϕ ˚ ψq pxq e´2πix¨ξdx “

ż

Rn

ˆ
ż

Rn
ϕpx´ yqψpyqdy

˙

e´2πix¨ξdx,

para todo ξ P Rn. Además, por el teorema de Fubini escribimos

zϕ ˚ ψpξq “

ż

Rn
ψpyq e´2πiy¨ξ

ˆ
ż

Rn
ϕpx´ yq e´2πipx´yq¨ξdx

˙

dy,

para todo ξ P Rn, y puesto que la integral sobre todo Rn es invariante con respecto a

traslaciones tenemos:

zϕ ˚ ψpξq “ pϕpξq

ˆ
ż

Rn
ψpyq e´2πiy¨ξdy

˙

“ pϕpξq pψpξq,

para todo ξ P Rn. �

Observación 1.7. Lo que la Proposición 1.8 expresa es que si aplicamos la transformada

de Fourier al producto de convolución de dos funciones en la clase de Schwartz, obtenemos

una expresión más sencilla: el producto puntual de las transformadas de Fourier de dichas

funciones.

Observación 1.8. Tanto la Proposición 1.5 (página 21) como la Proposición 1.8 (página

26) hacen que la transformada de Fourier sea de notable importancia dentro del estudio

de las ecuaciones en derivadas parciales.
26



Vamos a ilustrar esto con el siguiente ejemplo: consideremos la ecuación de Poisson

´∆ϕ “ ψ sobre Rn, (1.17)

donde ψ P S pRnq es un dato y ϕ es la solución buscada. Luego, tomando de manera

formal la transformada de Fourier en ambos lados de esta ecuación y gracias al Ejemplo 1.3

(página 21) obtenemos

p2πq2 |ξ|2 pϕpξq “ pψpξq,

y entonces para todo ξ ‰ 0 se sigue que

pϕpξq “ p2πq´2
|ξ|´2

pψpξq. (1.18)

Como se puede ver, al tomar la transformada de Fourier en la ecuación de Poisson

(que es una ecuación diferencial parcial eĺıptica) se transforma en una ecuación algebraica

lo que nos permite extraer mucha más información sobre la transformada de Fourier de

la solución ϕ.

Notemos que para estudiar la ecuación de Poisson, hasta el momento solo hemos usado

la propiedad de la transformada de Fourier con respecto a la derivación. Más adelante

seguiremos desarrollando este mismo ejemplo, y entonces requeriremos la propiedad de la

transformada de Fourier con respecto al producto de convolución, apreciando su utilidad.

Ahora, recordemos que la transformada de Fourier está definida sobre todo Rn por

lo que es coherente aplicar esta técnica a la ecuación de Poisson pues también hemos

considerado esta ecuación en todo el espacio Rn.

Por último, notemos que la expresión obtenida al aplicar la transformada de Fourier

se encuentra en variable de Fourier, esto nos motiva a buscar la manera de recuperar la

solución ϕ en variable de espacio, por esta razón es ahora necesario introducir la noción
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de transformada de Fourier inversa.

Definición 1.6. Sea ϕ P S pRnq. Definimos la transformada inversa de Fourier de

la función ϕ, que será notada por qϕ, como:

qϕpxq “ pϕp´xq, para todo x P Rn.

Observación 1.9. Notemos que de la Definición 1.3 (página 15) y la Definición 1.6

(página 28) se puede deducir la siguiente identidad:

qϕpxq “ r

pϕpxq, para todo x P Rn,

es decir, la transformada de Fourier inversa de ϕ no es más que la reflexión de la trans-

formada de Fourier.

El siguiente resultado justifica el hecho de que el operador dado en la Definición 1.6,

es precisamente el operador inverso de la transformada de Fourier.

Proposición 1.9 (Inversión de Fourier). Para ϕ P S pRnq, tenemos:

ppϕq qpxq “ ϕpxq “ pqϕq ppxq, para todo x P Rn.

Demostración. La idea de esta demostración es probar primero la siguiente iden-

tidad:

ϕpxq “ ppϕq qpxq, para todo x P Rn.

Aśı,

ppϕq qpxq “

ż

Rn
pϕpξq e2πiξ¨xdξ, para todo x P Rn. (1.19)

Por otro lado, puesto que para todo ξ P Rn, hpεξq “ e´π|εξ|
2 converge puntualmente a 1,

cuando ε Ñ 0`, Entonces, a partir de la ecuación (1.19) y del teorema de convergencia
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dominada de Lebesgue tenemos:

ppϕq qpxq “ ĺım
εÑ0`

ż

Rn
pϕpξq e2πiξ¨x e´π|εξ|

2
dξ “ ĺım

εÑ0`

ż

Rn
pϕpξq ψεpξqdξ, (1.20)

donde para todo ξ P Rn, definimos la función ψεpξq “ e2πiξ¨x e´π|εξ|
2 , con x P Rn y

ε ą 0.

Luego, usando la Proposición 1.4 (página 20) en el término del lado derecho de la

igualdad anterior obtenemos

ż

Rn
pϕpξq ψεpξqdξ “

ż

Rn
ϕpξq xψεpξqdξ. (1.21)

Ahora, usando los numerales 4. y 5. de la Proposición 1.3 (página 18) podemos calcular

la transformada de Fourier de ψε como sigue:

xψεpξq “
”

e2πip¨q¨x e´π|ε ¨ |
2
ı

ppξq “
”

τx
´

e´π|ε ¨ |
2
¯ı

ppξq “
”´

e´π| ¨ |
2
¯

ε

ı

ppξ ´ xq,

entonces

xψεpξq “ ε´n
´

e´π| ¨ |
2
¯

p

ˆ

ξ ´ x

ε

˙

,

para todo x, ξ P Rn y gracias al Ejemplo 1.2 (página 16) se tiene que

xψεpξq “ ε´n
´

e´π| ¨ |
2
¯

p

ˆ

ξ ´ x

ε

˙

“ ε´ne´π|
ξ´x
ε |

2

“ γεpξ ´ xq.

De este modo, la ecuación (1.21) se escribe como:

ż

Rn
pϕpξq ψεpξqdξ “

ż

Rn
ϕpξq ε´ne´π|

ξ´x
ε |

2

dξ “ pϕ ˚ γεq pxq, (1.22)

para todo x P Rn. Luego, notemos que como ϕ P S pRnq entonces ϕ es uniformemente

continua y pertenece a L8pRnq. Aśı, por el Teorema 1.2.19 de la página 25 de Grafakos

(2008), para todo x P Rn tenemos que

ĺım
εÑ0`

pϕ ˚ γεq pxq “ ϕpxq. (1.23)
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Finalmente, haciendo εÑ 0` en la ecuación (1.22) y gracias a (1.20) y (1.23) se sigue

que

ppϕqqpxq “ ϕpxq.

Resta mostrar que ppϕq q “ pqϕqp. De la Observación 1.9 (página 28) tenemos que

ppϕq q“
r

p

pϕ. Consecuentemente, por el primer numeral de la Proposición 1.3 (página 18)

podemos escribir ppϕq q“
´

r

pϕ
¯

p y nuevamente gracias a Observación 1.9 (página 28) se

tiene que ppϕq q“ pqϕqp, como se queŕıa. �

Como se mencionó en la Observación 1.9 (página 28), la transformada de Fourier

inversa no es más que la reflexión de la trasformada de Fourier por lo que este operador

verifica las mismas propiedades que la trasformada de Fourier dadas en las Proposicio-

nes 1.3, 1.4, 1.5, 1.8 y en el Corolario 1.3. En particular, respecto a la derivación y la

convolución tenemos respectivamente:

pB
αϕqqpxq “ p´2πixqαqϕpxq, para todo x P Rn, (1.24)

pϕ ψqqpxq “ qϕpxq ˚ qψpxq, para todo x P Rn. (1.25)

Ahora, enunciaremos tres identidades bastante útiles para nuestro estudio que rela-

cionan la transformada de Fourier y su transformada inversa.

Proposición 1.10. Si ϕ, ψ P S pRnq, entonces se verifica:

1.
ż

Rn
ϕpxqψpxqdx “

ż

Rn
pϕpxq pψpxqdx (Relación de Parseval),

2. ||pϕ||L2 “ ||ϕ||L2 “ ||qϕ||L2 (Identidad de Plancherel),

3.
ż

Rn
ϕpxqψpxqdx “

ż

Rn
pϕpxq qψpxqdx.
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Demostración.

1. Como se tiene p̄ψ P S pRnq entonces calculemos su correspondiente transformada

de Fourier. Por los dos primeros numerales de la Proposición 1.3 (página 18) se

tiene:

p

p̄ψpξq “
r̄

p

pψpξq, para todo ξ P Rn.

Luego, por la Definición 1.6 (página 28), tenemos que

p

p̄ψpξq “
q̄

pψpξq, para todo ξ P Rn,

y por último, usando la fórmula de inversión de Fourier obtenemos que

p

p̄ψpξq “ ψ̄pξq, para todo ξ P Rn.

Además, a partir de la identidad anterior y del primer numeral de la Proposi-

ción 1.4 (página 20), para ϕ, ψ P S pRnq se sigue que

ż

Rn
ϕpxq ψpxqdx “

ż

Rn
ϕpxq

p

p̄ψpxqdx “

ż

Rn
pϕpxq pψpxqdx.

2. Ahora, a partir de la identidad probada en el numeral anterior, para ψ “ ϕ se

sigue que:

||ϕ||2L2pRnq “

ż

Rn
ϕpxqϕpxqdx “

ż

Rn
pϕpxqpϕpxqdx “ ||pϕ||2L2pRnq .

Por otro lado, como qϕ P S pRnq, por la relación de Parseval y la fórmula de

inversión de Fourier tenemos:

||qϕ||2L2pRnq “

ż

Rn
qϕpxqqϕpxqdx “

ż

Rn
p

qϕpxqpqϕpxqdx “

ż

Rn
ϕpxqϕpxqdx “ ||ϕ||2L2pRnq .

3. Gracias a la fórmula de inversión de Fourier tenemos la siguiente identidad

ż

Rn
ϕpxqψpxqdx “

ż

Rn
ϕpxq

´

qψ
¯

ppxqdx,
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y usando el resultado dado en la Proposición 1.4 (página 20) en el lado derecho

de la igualdad anterior, tenemos que

ż

Rn
ϕpxqψpxqdx “

ż

Rn
pϕpxq qψpxqdx.

�

La identidad de Plancherel es de nuestro particular interés pues nos permite rela-

cionar directamente una función ϕ P S pRnq con su transformada de Fourier y su trans-

formada inversa a través de la norma || ¨ ||L2pRnq. Esta identidad será se gran utilidad en

el Caṕıtulo 3 cuando introduzcamos los espacios de Sobolev.

Recordemos que en la Definición 1.2 (página 10) describimos la noción de convergencia

en S pRnq. Sin embargo, esta noción se vuelve mucho más interesante cuando interactúa

con la transformada de Fourier como se presenta a continuación.

Proposición 1.11. Sean pϕnqnPN una sucesión de S pRnq y ϕ P S pRnq.

1. Si ϕj Ñ ϕ en S pRnq, entonces pϕj Ñ pϕ en S pRnq.

2. Si ϕj Ñ ϕ en S pRnq, entonces qϕj Ñ qϕ en S pRnq.

Demostración.

1. Sean α, β P Nn multi-́ındices, como ϕj Ñ ϕ en S pRnq, entonces de la desigualdad

(1.15) sabemos que

ρα,βppϕj ´ pϕq ď cα,β

ż

Rn

ˇ

ˇ

ˇ
Bα

´

xβpϕj ´ ϕqpxq
¯ˇ

ˇ

ˇ
dx

ď cα,β

˜

ż

|x|ď1

ˇ

ˇ

ˇ
Bα

´

xβpϕj ´ ϕq
¯

pxq
ˇ

ˇ

ˇ
dx`

ż

|x|ą1

ˇ

ˇ

ˇ
Bα

´

xβpϕj ´ ϕq
¯

pxq
ˇ

ˇ

ˇ
dx

¸

ď cα,β

«

Cn sup
|x|ď1

ˇ

ˇ

ˇ
Bα

´

xβpϕj ´ ϕqpxq
¯
ˇ

ˇ

ˇ
` sup
|x|ą1

´

|x|n`1
ˇ

ˇ

ˇ
Bα

´

xβpϕj ´ ϕqpxq
¯
ˇ

ˇ

ˇ

¯

ż

|x|ą1
|x|´pn`1q dx

ff

.

Ahora, cambiando a coordenadas radiales la última integral tenemos:
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ρα,βppϕj ´ pϕq ď cα,β

«

Cn sup
|x|ď1

ˇ

ˇ

ˇ
Bα

´

xβpϕj ´ ϕqpxq
¯ˇ

ˇ

ˇ

` sup
|x|ą1

´

|x|n`1
ˇ

ˇ

ˇ
Bα

´

xβpϕj ´ ϕqpxq
¯ˇ

ˇ

ˇ

¯

ż `8

1
ρ´2dρ

ff

.

Además, puesto que |x|n`1
ď cn

ÿ

|σ|“n`1
|xσ|, con σ P Nn, y de la desigualdad

anterior se sigue que

ρα,βppϕj ´ pϕq ď cα,β,n

¨

˝ sup
|x|ď1

ˇ

ˇ

ˇ
Bα

´

xβpϕj ´ ϕqpxq
¯ˇ

ˇ

ˇ
` sup
|x|ą1

ÿ

|σ|“n`1

ˇ

ˇ

ˇ
xσBα

´

xβpϕj ´ ϕqpxq
¯ˇ

ˇ

ˇ

˛

‚

ď cα,β,n

¨

˝ sup
|x|ď1

ˇ

ˇ

ˇ
Bα

´

xβpϕj ´ ϕqpxq
¯ˇ

ˇ

ˇ
`

ÿ

|σ|“n`1
sup
|x|ą1

ˇ

ˇ

ˇ
xσBα

´

xβpϕj ´ ϕqpxq
¯ˇ

ˇ

ˇ

˛

‚

ď cα,β,n

¨

˝ sup
xPRn

ˇ

ˇ

ˇ
Bα

´

xβpϕj ´ ϕqpxq
¯
ˇ

ˇ

ˇ
`

ÿ

|σ|“n`1
sup
xPRn

ˇ

ˇ

ˇ
xσBα

´

xβpϕj ´ ϕqpxq
¯
ˇ

ˇ

ˇ

˛

‚.

Luego, por la regla de Leibniz (multidimensional) tenemos que

ρα,βppϕj ´ pϕq ď cα,β,n,a

¨

˚

˝

ÿ

aďα
aďβ

ρβ´a,α´apϕj ´ ϕq `
ÿ

|σ|“n`1

ÿ

aďα
aďβ

ρσ`β´a,α´apϕj ´ ϕq

˛

‹

‚

,

y haciendo j Ñ `8 se concluye que

ρα,βppϕj ´ pϕq Ñ 0.

2. La demostración de este segundo numeral es completamente análoga a la anterior

gracias a que las relaciones dadas en la desigualdad (1.15) y en la Proposición 1.2

(página 15) también se verifican para la transformada de Fourier inversa.

�

Puesto que la clase de Schwartz S pRnq es un espacio metrizable este último resultado

implica que tanto la transformada de Fourier como la transformada de Fourier inversa

son operadores (secuencialmente) continuos.
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Observación 1.10. Notemos que gracias a la continuidad de la transformada de Fourier

y de su transformada inversa, y a la fórmula de inversión de Fourier podemos concluir

que este operador es un homeomorfismo de S pRnq en S pRnq.

Para concluir esta sección, volvamos al ejemplo de la ecuación de Poisson presentada

en la página 27. Recordemos que buscamos recuperar la solución ϕ en variable de espacio;

para esto es natural aplicar a priori la transformada de Fourier inversa en la ecuación

(1.18) de la página 27. Aśı, gracias a la expresión dada en la ecuación (1.25) de la página

30 y la fórmula de inversión de Fourier obtenemos:

ϕpxq “
”

`

| ¨ |
´2˘

pψ
ı

qpxq “
“`

| ¨ |
´2˘

q˚ ψ
‰

pxq. (1.26)

Al observar la ecuación (1.26) surge la necesidad de estudiar el término
`

| ¨ |
´2˘

q ,

pero la función | ¨ |´2 no pertenece a la clase de Schwartz pues no es continua en el

origen ni mucho menos decrece rápido. Por esta razón es necesario pasar a un marco más

general que incluya funciones como: | ¨ |´2, y donde además podamos definir la noción de

transformada de Fourier.

3. El espacio de las distribuciones temperadas.

El motivo por el cual se introduce el espacio de las distribuciones temperadas es por-

que en la práctica necesitamos estudiar funciones más complejas, en el sentido de que

estas se salen del marco de los espacios funcionales con los que hemos tratado hasta el

momento, u otros objetos matemáticos que no necesariamente son funciones pero que irán

apareciendo en nuestro estudio. Por ejemplo, funciones como la dada por la expresión:

| ¨ |
´2, que como vimos no pertenece a la clase de Schwartz. Adicionalmente, nos gustaŕıa

de alguna manera contar con algunas de las buenas propiedades de la clase de Schwartz e

incluso poder extender nociones como la de transformada de Fourier. Pensando en todo
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esto consideremos la siguiente definición.

Definición 1.7. Definimos el espacio de las distribuciones temperadas, notado por

S 1pRnq, como el espacio dual topológico de la clase de Schwartz.

Además, para todo g P S 1pRnq y para todo ϕ P S pRnq, escribimos xg, ϕy para repre-

sentar la acción de g sobre ϕ y donde x¨, ¨y denotará el producto en dualidad entre S pRnq

y S 1pRnq.

A continuación presentamos una caracterización de las distribuciones temperadas que

nos proporciona una manera muy útil y sencilla de verificar si un funcional lineal definido

sobre S pRnq es una distribución temperada.

Proposición 1.12. Un funcional lineal g definido sobre S pRnq es una distribución

temperada si y sólo si existen C ą 0 y k,m enteros positivos tales que

|xg, ϕy| ď C
ÿ

|α|ďm
|β|ďk

ρα,βpϕq, para todo ϕ P S pRn
q. (1.27)

La prueba de este resultado puede ser revisado en la Proposición 5.15 de la página

166 de Folland (1999).

Ahora vamos a usar la caracterización dada en la Proposición 1.12 para dar algunos

ejemplos de distribuciones temperadas.

Ejemplo 1.4.

1. Las funciones en LppRnq, con 1 ď p ď `8, pueden ser vistas como distribucio-

nes temperadas a través de la identificación g P LppRnq ÞÝÑ Lg, donde Lg es el

funcional lineal siguiente:
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Lg : S pRnq ÝÑ R

ϕ ÞÝÑ xLg, ϕy “

ż

Rn
ϕpxqgpxqdx.

Por las desigualdades de Hölder sabemos que para 1 ď p, q ď `8 tales que

1
p
` 1

q
“ 1 se verifica:

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ż

Rn
ϕpxqgpxqdx

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ď ||ϕ||LqpRnq ||g||LppRnq . (1.28)

Luego, sea k P N, entonces

||g||LppRnq

ˆ
ż

Rn
|ϕpxq|q dx

˙1{q

ď ||g||LppRnq

ˆ
ż

|x|ă1
|ϕpxq|q dx`

ż

|x|ě1
|ϕpxq|q dx

˙1{q

ď ||g||LppRnq

˜

pρ0,0pϕqq
q

ż

|x|ă1
dx`

ż

|x|ě1

|x|kq

|x|kq
|ϕpxq|q dx

¸1{q

ď ||g||LppRnq

˜

cnpρ0,0pϕqq
q
` Cn,k

ż

|x|ě1

1
|x|kq

ÿ

|α|“k

|xα|q |ϕpxq|q dx

¸1{q

ď ||g||LppRnq

˜

cnpρ0,0pϕqq
q
` Cn,k

ÿ

|α|“k

pρα,0pϕqq
q

ż

|x|ě1

1
|x|kq

dx

¸1{q

.

Cambiando a coordenadas radiales la integral del lado derecho de la última

desigualdad tenemos

||g||LppRnq

ˆ
ż

Rn
|ϕpxq|q dx

˙1{q

ď ||g||LppRnq

˜

cnpρ0,0pϕqq
q
` Cn,k

ÿ

|α|“k

pρα,0pϕqq
q

ż `8

1

rn´1

rkq
dr

¸1{q

ď

˜

cn,gpρ0,0pϕqq
q
` Cn,k,g

ÿ

|α|“k

pρα,0pϕqq
q

¸1{q

,

para k ą n{q. Aśı, volviendo a la desigualdad (1.28) y por la Proposición 1.12

(página 35), concluimos que g es una distribución temperada.
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2. Definimos la masa de Dirac en el punto x0 P Rn, δx0 por:

xδx0 , ϕy “ ϕpx0q, para todo ϕ P S pRn
q.

Vale la pena mencionar que δx0 es una medida y no una función. Con esto en

mente, verifiquemos que δx0 es una distribución temperada, para ello consideremos

ϕ P S pRnq, entonces

|xδx0 , ϕy| “ |ϕpx0q| ď ρ0,0pϕq,

y por la Proposición 1.12 (página 35), se sigue el resultado.

3. Un ejemplo de una distribución temperada que no es una función ni una medida

es el valor principal de Cauchy, que sobre R está dado por:

B

v.p. 1
x
, ϕ

F

“ ĺım
εÑ0`

ż

|x|ąε

ϕpxq

x
dx, para todo ϕ P S pRq.

En efecto, para 0 ă ε ă 1, fijo, estudiemos la cantidad:

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ż

|x|ąε

ϕpxq

x
dx

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ď

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ż

εă|x|ă1

ϕpxq

x
dx

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

`

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ż

|x|ě1

ϕpxq

x
dx

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

.

Puesto que 1
x

es una función impar, entonces se tiene
ż

εă|x|ă1

dx

x
“ 0. Usando

esto último en el primer término del lado derecho de la desigualdad anterior y por

el teorema del valor medio se tiene que

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ż

εă|x|ă1

ϕpxq

x
dx

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ď

ż

εă|x|ă1

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ϕpxq ´ ϕp0q
x

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

dx ď

ż

εă|x|ă1

|ϕ1pyq| |x|

|x|
dx ď 2p1´ εqρ0,1pϕq.

(1.29)

Ahora, estudiemos el término restante

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ż

|x|ě1
ϕpxq

dx

x

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ď ρ1,0pϕq

ż

|x|ě1

dx

|x|2
ď cn ρ1,0pϕq. (1.30)
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En consecuencia, usando (1.29), (1.30) y haciendo εÑ 0`, obtenemos

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

B

v.p. 1
x
, ϕ

F
ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ď 2ρ0,1pϕq ` cn ρ1,0pϕq,

de este modo, si aplicamos nuevamente la Proposición 1.12 (página 35), obtene-

mos el resultado deseado.

4. Finalmente, es interesante observar el siguiente ejemplo. Consideremos la función

h : Rn ÝÑ R

x ÞÝÑ e|x|
2
,

y notemos que h es una función localmente integrable. Sin embargo, h no es una

distribución temperada, pues si esta función fuese una distribución temperada, en-

tonces podŕıamos usar la identificación dada en el primer numeral de este ejemplo,

como sigue:

xLh, ϕy “

ż

Rn
ϕpxqe|x|

2
dx, para todo ϕ P S pRn

q,

pero en particular para ϕpxq “ e´|x|
2
P S pRnq se tiene:

xLh, hy “

ż

Rn
e´|x|

2
e|x|

2
dx,

y por lo tanto el corchete de dualidad, que en este caso se escribe mediante una

integral, diverge.

En la Sección 1 de este caṕıtulo hab́ıamos comparado algunos espacios funcionales

con la clase de Schwartz S pRnq, ahora es natural preguntarse qué relación existe entre

los espacios duales de dichos espacios funcionales y el espacio de las distribuciones tem-

peradas S 1pRnq. Antes de responder esta pregunta es necesario introducir el siguiente

espacio.
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Definición 1.8. Dado que DpRnq es un espacio vectorial topológico, notamos por

D
1

pRnq a su dual topológico. Los elementos de D
1

pRnq son llamados distribuciones.

Para todo h P D 1pRnq y para todo ϕ P DpRnq, escribimos xh, ϕyD 1pRnq,DpRnq para

representar la acción de h sobre ϕ, donde x¨, ¨yD 1pRnq,DpRnq denotará el producto en

dualidad entre DpRnq y D 1pRnq.

Observación 1.11. Gracias al Corolario 1.1 (página 12) sabemos que DpRnq Ă S pRnq,

lo cual implica que S 1pRnq Ă D 1pRnq. (Ver la sección 2.3.2 de Grafakos (2008)).

En la Sección 2 estudiamos varias propiedades para S pRnq con las que nos gustaŕıa

contar en el marco de las distribuciones temperadas S 1pRnq. Para ello primero enuncia-

remos algunas notaciones y definiciones análogas a las conocidas para S pRnq usando el

producto en dualidad entre S 1pRnq y S pRnq.

Observación 1.12. De ahora en adelante, dadas g1, g2 P S 1pRnq escribiremos g1 “ g2

en el sentido de las distribuciones temperadas si y solo si

xg1, ϕy “ xg2, ϕy para todo ϕ P S pRn
q.

Definición 1.9. Sean g P S
1

pRnq y α P Nn un multi-́ındice. Definimos la derivada

de orden |α| de g en el sentido de las distribuciones temperadas como:

xB
αg, ϕy “ p´1q|α|xg, Bαϕy, para todo ϕ P S pRn

q.

Ejemplo 1.5. Sea α P Nn un multi-́ındice. Calculemos la derivada de orden |α| de la

masa de Dirac Bαδx0. Para ello consideremos ϕ P S pRnq arbitrario. Entonces

xB
αδx0 , ϕy “ p´1q|α|xδx0 , B

αϕy “ p´1q|α|Bαϕpx0q.

39



Definición 1.10. La traslación, la dilatación y la reflexión de una distribución tem-

perada g están definidas para todo ϕ P S pRnq como sigue:

xτ ypgq, ϕy “
@

g, τ´ypϕq
D

,

xgλ, ϕy “
@

g, λ´npϕ1{λq
D

,

xrg, ϕy “ xg, rϕy,

con y P Rn y λ ą 0.

Ejemplo 1.6. Notemos que la masa de Dirac en el origen δ0 coincide con su reflexión,

es decir, rδ0 “ δ0 en el sentido de las distribuciones temperadas. Además, pδ0qλ “ λ´nδ0,

para todo λ ą 0, y τ ypδ0q “ δy para todo y P Rn.

Definición 1.11. Sean g P S
1

pRnq y ψ P S pRnq, definimos el producto de convo-

lución entre g y ψ por

xg ˚ ψ, ϕy “
A

g, rψ ˚ ϕ
E

, para todo ϕ P S pRn
q.

Ejemplo 1.7. Para δx0 P S
1

pRnq y ψ P S pRnq, ψ ˚ δx0 se identifica con la función:

ψ ˚ δx0 : Rn ÝÑ R

x ÞÝÑ ψpx´ x0q.

En efecto, para ϕ P S pRnq tenemos

xψ ˚ δx0 , ϕy “
A

δx0 ,
rψ ˚ ϕ

E

“

´

rψ ˚ ϕ
¯

px0q

“

ż

Rn
ψpx´ x0qϕpxqdx.
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En este ejemplo podemos además observar que la convolución con la masa de Dirac en el

origen δ0 se identifica con el operador identidad.

Continuando con nuestro estudio, ahora vamos a definir el producto entre una distri-

bución temperada y una función.

Definición 1.12. Sean g P S
1

pRnq y h P C8pRnq, tal que h y todas sus derivadas

tengan a lo más crecimiento polinomial al infinito, es decir,

|pB
αhq pxq| ď Cp1` |x|qkα , (1.31)

para todo α multi-́ındice y algún kα ą 0. Entonces el producto entre h y g está definido

por

xhg, ϕy “ xg, hϕy, para todo ϕ P S pRn
q. (1.32)

Observación 1.13. La desigualdad dada en la ecuación (1.31) nos permite controlar el

crecimiento de la función h y de todas sus derivadas de modo que estas crezcan como

un polinomio de grado kα, esto permite que hϕ pertenezca a la clase de Schwartz S pRnq

y entonces el producto de dualidad dado en la ecuación (1.32) está bien definido. Para

ilustrar la Definición 1.12 revisemos el siguiente ejemplo.

Ejemplo 1.8. Consideremos la masa de Dirac en el origen δ0 que como vimos es una

distribución temperada, y la función h P C8pRnq dada por la expresión hpxq “ e´|x|
2,

entonces por la ecuación (1.32) tenemos

xhδ0, ϕy “ xδ0, hϕy “ hp0qϕp0q “ xδ0, ϕy, para todo ϕ P S pRn
q.

Aśı, hδ0 “ δ0 en el sentido de las distribuciones temperadas.
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4. La transformada de Fourier en el espacio de las distribuciones

temperadas.

Análogamente a lo hecho en la sección anterior para dar sentido en S 1pRnq a algu-

nas nociones y operaciones estudiadas en S pRnq, aprovecharemos la relación dada por

el producto de dualidad entre S 1pRnq y S pRnq para poder extender las definiciones de

transformada de Fourier y transformada de Fourier inversa de la clase de Schwartz S pRnq

al espacio de las distribuciones temperadas S 1pRnq.

Definición 1.13. Sea g P S
1

pRnq. Definimos la transformada de Fourier pg y la

transformada inversa de Fourier qg de la distribución temperada g como:

xpg, ϕy “ xg, pϕy y xqg, ϕy “ xg, qϕy,

para todo ϕ P S pRnq.

Recordemos que la Observación 1.11 (página 39) nos dice que se tiene S 1pRnq Ă

D 1pRnq, por lo que es natural preguntarse si es posible extender aún más esta noción

de transformada de Fourier al espacio de las distribuciones D 1pRnq. El siguiente ejemplo

muestra que esto no es posible.

Ejemplo 1.9. Consideremos h P D 1pRnq tal que

xh, ϕyD 1pRnq,DpRnq “

ż

Rn
eπ|x|

2
ϕpxqdx, para todo ϕ P DpRn

q. (1.33)

Aśı, de manera análoga a la Definición 1.13 tenemos

A

ph, ϕ
E

D 1pRnq,DpRnq
“ xh, pϕyD 1pRnq,DpRnq “

ż

Rn
eπ|ξ|

2
pϕpξqdξ, para todo ϕ P DpRn

q.

(1.34)
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En particular, consideremos ϕ P DpRnq dada por

ϕpxq “ θe´π|x|
2
,

con θ P DpRnq tal que pθ ą 0. Ahora, usando la Proposición 1.8 (página 26) y el Ejem-

plo 1.2 (página 16) calculamos la transformada de Fourier de ϕ como sigue:

pϕpξq “
´

θe´π| ¨ |
2
¯

ppξq “
´

pθ ˚ {e´π| ¨ |
2
¯

pξq “
´

pθ ˚ e´π| ¨ |
2
¯

pξq.

Aplicando esto último en la ecuación (1.34) tenemos

xh, pϕyD 1pRnq,DpRnq “

ż

Rn
eπ|ξ|

2
´

pθ ˚ e´π| ¨ |
2
¯

pξqdξ “

ż

Rn
eπ|ξ|

2
ˆ
ż

Rn
pθpηq e´π|ξ´η|

2
dη

˙

dξ,

y puesto que pθ ą 0 se tiene

xh, pϕyD 1pRnq,DpRnq ą

ż

Rn
eπ|ξ|

2
ˆ
ż

Rn
pθpηq e´π|ξ|

2
´π|η|2dη

˙

dξ

“

ż

Rn
eπ|ξ|

2
´π|ξ|2

ˆ
ż

Rn
pθpηq e´π|η|

2
dη

˙

dξ “ C

ż

Rn
dξ “ `8,

donde C “
ˆ
ż

Rn
pθpηq e´π|η|

2
dη

˙

ă `8.

En conclusión, S 1pRnq es el espacio funcional más grande en el que la transformada

de Fourier está bien definida.

Veamos ahora algunos ejemplos útiles sobre la transformada de Fourier de distribu-

ciones temperadas:

Ejemplo 1.10.

1. Como vimos toda función g P LppRnq, con 1 ď p ď `8, puede ser vista como

una distribución temperada. De este modo, un ejercicio interesante es calcular su

transformada de Fourier. Aśı, de la Definición 1.13 (página 42) tenemos

A

xLg, ϕ
E

“ xLg, pϕy “

ż

Rn
gpxqpϕpxqdx, para todo ϕ P S pRn

q.
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2. La masa de Dirac en el punto x0 P Rn: δx0, también es una distribución temperada

y su correspondiente transformada de Fourier se obtiene como sigue:

A

xδx0 , ϕ
E

“ xδx0 , pϕy “ pϕpx0q “

ż

Rn
ϕpxqe´2πix¨x0dx, para todo ϕ P S pRn

q.

En consecuencia, xδx0 se identifica con la función gpxq “ e´2πix¨x0, donde g P

L8pRnq. En particular, para x0 “ 0 se tiene pδ0 “ 1 en el sentido de las distribu-

ciones temperadas.

3. Por último, vamos a calcular la transformada de Fourier del valor principal de

Cauchy sobre R, entonces
Bˆ

v.p. 1
x

˙

p, ϕ

F

“

B

v.p. 1
x
, pϕ

F

“ ĺım
εÑ0`

ż

|x|ąε

pϕpxq
dx

x

“ ĺım
εÑ0`

ż

|x|ąε

ˆ
ż

R
ϕpξqe´2πiξ¨xdξ

˙

dx

x

“ ĺım
εÑ0`

ż

R
ϕpξq

ˆ
ż

|x|ąε

rcosp2πξ ¨ xq ´ i sinp2πξ ¨ xqsdx
x

˙

dξ

“ ´

ż

R
iϕpξq

ˆ

ĺım
εÑ0`

ż

|x|ąε

sinp2πξ ¨ xqdx
x

˙

dξ.

De momento, supongamos la identidad:

ĺım
εÑ0`

ż

|x|ąε

sinp2πξ ¨ xqdx
x
“ πsgnpξq,

la cual mostraremos a detalle en el Apéndice A (página 139). Aśı, tenemos

que
Bˆ

v.p. 1
x

˙

p, ϕ

F

“ ´

ż

R
iπsgnpξqϕpξqdξ.

De este modo,
ˆ

v.p. 1
x

˙

pse identifica con la función ´iπsgnpξq.

Como se esperaba, las principales propiedades de la transformada de Fourier estudia-

das para S pRnq pueden ser extendidas por dualidad (y en los casos correspondientes,
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usando las Definiciones 1.9, 1.10, 1.11 de la página 39) al espacio S 1pRnq.

Proposición 1.13. Sean g, h P S
1

pRnq, ϕ P S pRnq, y P Rn, b un escalar complejo,

α P Nn un multi-́ındice y λ ą 0. Tenemos las siguiente propiedades en el sentido de

las distribuciones:

1. prgq p“ ppgqr,

2. zτ ypgq “
`

e´2πiy¨ξ˘
pg,

3. pe2πix¨ygqp“ τ yppgq,

4. pgλ “ λ´nppgq1{λ,

5. pBαgqp“ p2πiξqαpg,

6. Bαpg “ pp´2πixqαgqp,

7. pqgq p“ ppgq q“ g,

8. zϕ ˚ g “ pϕ pg,

9. xϕg “ pϕ ˚ pg.

Este resultado se sigue directamente por dualidad y analoǵıa a las Proposiciones 1.3,

1.5, 1.8 y la Definición 1.13 (páginas 18, 21, 26 y 42, respectivamente). Por este motivo

no daremos los detalles de la demostración de esta proposición, sin embargo, esta puede

ser revisada como parte de la Proposición 2.3.22 de la página 120 de Grafakos (2008).

5. La transformada de Fourier de las distribuciones homogéneas.

Recordemos nuestro ejemplo de la ecuación de Poisson dada en la ecuación (1.17) de

la página 27. De manera más precisa, recordemos que queremos estudiar la función | ¨ |´2
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y su transformada de Fourier inversa
`

| ¨ |
´2˘

q pues es uno de los términos que aparece

en la ecuación (1.26) de la página 34. Sin embargo, uno de los primeros problemas que

enfrentamos es el hecho de que la función | ¨ |´2 tampoco pertenece a los espacios LppRnq

con 1 ď p ď `8. Analicemos brevemente esto en dos casos.

Primer caso: si 1 ď p ă `8, entonces integrando y haciendo un cambio de variable

a coordenadas radiales tenemos:
ˆ
ż

Rn
|x|´2p dx

˙1{p

“

ˆ
ż 1

0
ρ´2p`n´1dρ`

ż `8

1
ρ´2p`n´1dρ

˙1{p

.

Notemos que por un lado, si p ă n{2 entonces

ż 1

0
ρ´2p`n´1dρ “

ρ´2p`n

´2p` n

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

1

0
ă `8 y

ż `8

1
ρ´2p`n´1dρ “

ρ´2p`n

´2p` n

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

`8

1
“ `8,

mientras que si p ą n{2 entonces

ż 1

0
ρ´2p`n´1dρ “

ρ´2p`n

´2p` n

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

1

0
“ `8 y

ż `8

1
ρ´2p`n´1dρ “

ρ´2p`n

´2p` n

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

`8

1
ă `8.

Aśı también, si p “ n{2 entonces

ż `8

0
ρ´1dρ “ `8.

En todos los casos, la conclusión es la misma. Aśı, para todo 1 ď p ă `8 se tiene que
ˆ
ż

Rn
|x|´2p dx

˙1{p

“ `8.

Segundo caso: si p “ 8, entonces

sup
xPRn

ess |x|´2
“ `8.

Aśı, vemos que funciones como: | ¨ |´2, que aparecerán con frecuencia en nuestro

estudio, no pertenecen a espacios funcionales usuales como los espacios de Lebesgue. Por

esta razón, surge la necesidad de estudiar a estas funciones en el marco (más general) de

las distribuciones temperadas a través de la siguiente definición:
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Definición 1.14 (Distribución homogénea). Sean z P R y n P N la dimensión de Rn.

1. Para z ą ´n, definimos Φz como:

xΦz, ϕy “ Cz,n

ż

Rn
|x|z ϕpxqdx, para todo ϕ P S pRn

q, (1.35)

donde Cz,n “ π
n`z

2

Γpn`z2 q
ą 0.

2. Para z ď ´n y para N P N el entero más pequeño tal que z ą ´N ´ n ´ 1,

definimos la distribución Φz como:

xΦz, ϕy “ Cz,n

ż

|x|ď1
|x|z

¨

˝ϕpxq ´
ÿ

|α|ďN

Bαϕp0q
α! xα

˛

‚dx

`
ÿ

|α|ďN

bz,n,αxB
αδ0, ϕy ` Cz,n

ż

|x|ą1
|x|z ϕpxqdx, (1.36)

para todo ϕ P S pRnq, donde bz,n,α “ 1
α!

1
z`n`|α|

ż

Sn´1
θαdθ.

Observación 1.14. En la Definición 1.14, la expresión dada en la ecuación (1.35) está

bien definida cuando z ą ´n.

En efecto, primero notemos que si z ą ´n, entonces Φz coincide con la función Cz,n |¨|z

que pertenece a L1
locpRnq por lo que la expresión dada en (1.35) está bien definida.

Por otro lado, vemos que si z ď ´n, entonces la función | ¨ |
z no es localmente

integrable, pues no es integrable en una vecindad del origen, lo que implica que (1.35) no

está bien definido en S pRnq. Por ejemplo, consideremos ϕ P S pRnq dado como:

ϕpxq “

$

’

’

&

’

’

%

1 si |x| ď 1

0 si |x| ě 2,
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entonces

xΦz, ϕy “ Cz,n

ż

|x|ď1
|x|z dx` Cz,n

ż

1ď|x|ď2
|x|z ϕpxqdx,

donde el término
ż

|x|ď1
|x|z dx diverge pues z ď ´n. Si cambiamos esta integral a coorde-

nadas radiales, obtenemos lo siguiente:

ż

|x|ď1
|x|z dx “

ż 1

0
ρz`n´1dρ “

ρz`n

z ` n

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

1

0
“ `8.

Esta dificultad nos motiva a buscar una formulación equivalente a la dada en (1.35),

la cual nos ayude a extender la noción de Φz para cuando z ď ´n, por lo que ahora

daremos una breve deducción de la expresión (1.36).

Sean z ą ´n y N P N. Como vimos, las funciones | ¨ |z, con z ď ´n no son integrables

en una vecindad del origen por lo que para evitar dificultades más adelante introduciremos

la expansión en series de Taylor de orden N de ϕ P S pRnq alrededor del origen. Aśı, por

el primer numeral de la Definición 1.14 (página 47) tenemos que

Cz,n

ż

Rn

|x|z ϕpxqdx “ Cz,n

„
ż

|x|ă1
|x|z ϕpxqdx`

ż

|x|ą1
|x|z ϕpxqdx



“ Cz,n

»

–

ż

|x|ă1
|x|z

¨

˝ϕpxq ´
ÿ

|α|ďN

B
αϕp0q
α! xα `

ÿ

|α|ďN

B
αϕp0q
α! xα

˛

‚dx`

ż

|x|ą1
|x|z ϕpxqdx

fi

fl

“ Cz,n

»

–

ż

|x|ă1
|x|z

¨

˝ϕpxq ´
ÿ

|α|ďN

B
αϕp0q
α! xα

˛

‚dx`
ÿ

|α|ďN

B
αϕp0q
α!

ż

|x|ă1
|x|z xαdx`

ż

|x|ą1
|x|z ϕpxqdx

fi

fl .

Luego, cambiando a coordenadas polares en la integral
ż

|x|ă1
|x|z xαdx, es decir, tomando

x “ rθ con 0 ă r ă 1 y θ P Sn´1, se tiene

Cz,n

»

–

ż

|x|ă1
|x|z

¨

˝ϕpxq ´
ÿ

|α|ďN

B
αϕp0q
α! xα

˛

‚dx`
ÿ

|α|ďN

B
αϕp0q
α!

ˆ
ż

Sn´1
θαdθ

˙
ż 1

0
rz`n´1`|α|dr `

ż

|x|ą1
|x|z ϕpxqdx

fi

fl

“ Cz,n

»

—

—

–

ż

|x|ă1
|x|z

¨

˝ϕpxq ´
ÿ

|α|ďN

B
αϕp0q
α! xα

˛

‚dx`
ÿ

|α|ďN

B
αϕp0q

1
α!

ˆ
ż

Sn´1
θαdθ

˙

z ` n` |α|
`

ż

|x|ą1
|x|z ϕpxqdx

fi

ffi

ffi

fl

“ Cz,n

»

–

ż

|x|ă1
|x|z

¨

˝ϕpxq ´
ÿ

|α|ďN

B
αϕp0q
α! xα

˛

‚dx` bz,n,α
ÿ

|α|ďN

B
αϕp0q `

ż

|x|ą1
|x|z ϕpxqdx

fi

fl ,
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donde bz,n,α “
1
α!

1
z`n`|α|

ż

Sn´1
θαdθ y las dos integrales que aparecen en la expresión

anterior convergen absolutamente cuando z ą ´N ´ n´ 1.

Observación 1.15. En la Definición 1.14 (página 47), la expresión dada en la ecuación

(1.36) está bien definida para todo z ď ´n y para N P N el entero más pequeño tal que

z ą ´N ´ n´ 1.

En efecto, en la ecuación (1.36) vemos que cuando z ď ´n, Φz coincide con la función

Cz,n |¨|
z fuera de una vecindad del origen, en nuestro caso: B1 “ tx P Rn : |x| ă 1u. En

cambio, cerca del origen la expresión dada en la ecuación (1.36) nos permite estudiar de

manera más cuidadosa la singularidad de la función Cz,n |¨|z siempre que z ď ´n (y para

N P N el entero más pequeño tal que z ą ´N ´ n´ 1) a través de una aproximación en

series Taylor alrededor del origen.

En conclusión, para z ą ´n vemos que Φz coincide con la función Cz,n |¨|z P L1
locpRnq,

mientras que para z ď ´n (y para N P N el entero más pequeño que verifica z ą

´N ´ n ´ 1), Φz ya no es una función sino solo una distribución temperada pues su

estructura involucra a la masa de Dirac.

Recordemos que el objetivo de esta sección es calcular la transformada de Fourier de las

distribuciones homogéneas, por lo que ahora vamos a verificar que estas son distribuciones

temperadas.

Proposición 1.14. Para todo z P R, Φz P S 1pRnq.

Demostración. Sea ϕ P S pRnq, para z ą ´n y M ą 0 tenemos que

|xΦz, ϕy| “

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

Cz,n

ż

Rn
|x|z ϕpxqdx

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ
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ď Cz,n

ˆ
ż

|x|ď1
|x|z |ϕpxq| dx`

ż

|x|ą1
|x|z |ϕpxq| dx

˙

ď Cz,n

ˆ

ρ0,0pϕq

ż

|x|ď1
|x|z dx`

ż

|x|ą1
|x|z´M |x|M |ϕpxq| dx

˙

ď Cz,n

˜

ρ0,0pϕq

ż

|x|ď1
|x|z dx` Cn,N

ż

|x|ą1
|x|z´M

ÿ

|α|“M

|xαϕpxq| dx

¸

.

Aśı, tomando M ą z ` n se sigue que

|xΦz, ϕy| ď Cz,n ρ0,0pϕq ` Cn,M
ÿ

|α|“M

ρα,0pϕq. (1.37)

Ahora, para z ď ´n tenemos:

|xΦz, ϕy| ď Cz,n

ż

|x|ą1
|x|z |ϕpxq| dx

` Cz,n

ż

|x|ď1
|x|z

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ϕpxq ´
ÿ

|α|ďM

Bαϕp0q
α! xα

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

dx`
ÿ

|α|ďM

bz,n,α |xB
αδ0, ϕy| .

Estudiemos cada uno de los términos que aparecen en el lado derecho de la desigualdad

anterior:

Como z ď ´n y cambiando a coordenadas radiales el primer término, se tiene:

Cz,n

ż

|x|ą1
|x|z |ϕpxq| dx ď Cz,n ρ0,0pϕq

ż

|x|ą1
|x|z dx

ď Cz,n ρ0,0pϕq

ż `8

1
ρz`n´1dρ ď

Cz,n
z ` n

ρ0,0pϕq ă `8.

En cambio, el segundo término se puede escribir para z ą ´n´M ´ 1 como:

Cz,n

ż

|x|ď1
|x|z

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ϕpxq ´
ÿ

|α|ďM

Bαϕp0q
α! xα

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

dx

“ Cz,n

ż

|x|ď1
|x|z

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ÿ

|α|ě0

Bαϕp0q
α! xα ´

ÿ

|α|ďM

Bαϕp0q
α! xα

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

dx

“ Cz,n

ż

|x|ď1
|x|z

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ÿ

|α|ěM`1

Bαϕp0q
α! xα

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

dx

50



ď Cz,n

ż

|x|ď1
|x|z |Bαϕpxq| dx,

con |α| “M ` 1. Por lo tanto,

Cz,n

ż

|x|ď1
|x|z

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ϕpxq ´
ÿ

|α|ďM

Bαϕp0q
α! xα

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

dx ď Cz,n

ż

|x|ď1

ÿ

|β|“z

ˇ

ˇxβBαϕpxq
ˇ

ˇ dx

ď Cz,n
ÿ

|β|“z

ρα,βpϕq ă `8.

Finalmente, por el Ejemplo 1.5 (página 39), tenemos que:

ÿ

|α|ďM

bz,n,α |xB
αδ0, ϕy| “

ÿ

|α|ďM

bz,n,α |B
αϕp0q| ď

ÿ

|α|ďM

bz,n,α ρ0,αpϕq ă `8.

�

Una vez mostrado que Φz es una distribución temperada podemos calcular su trans-

formada de Fourier como sigue:

Proposición 1.15 (Teorema 2.4.6, Grafakos (2008), Transformada de Fourier de

distribuciones homogéneas). Para z P R tenemos que

pΦz “ Φ´pz`nq, (1.38)

en el sentido de las distribuciones temperadas.

Demostración. Sea ϕ P S pRnq, buscamos una expresión para pΦz. Usando la defi-

nición Definición 1.14 (página 47), cuando z ą ´n tenemos

A

pΦz, ϕ
E

“ xΦz, pϕy “ Cz,n

ż

Rn
|ξ|z pϕpξqdξ.

Luego, cambiando a coordenadas polares, esto es tomando ξ “ ρϕ con ρ ě 0 y

φ P Sn´1, entonces

ż

Rn
|ξ|z pϕpξqdξ “

ż `8

0
ρz`n´1

ż

Sn´1
pϕpρφqdφdρ
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“

ż `8

0
ρz`n´1

ż

Sn´1

ż

Rn
ϕpxqe´2πix¨pρφqdxdφdρ.

Nuevamente, haciendo un cambio a coordenadas polares en
ż

Rn
ϕpxqe´2πix¨pρφqdx, to-

mando x “ rθ con r ą 0 y θ P Sn´1 y por el teorema de Fubini se tiene:

ż

Rn
|ξ|z pϕpξqdξ “

ż `8

0
ρz`n´1rn´1

ż `8

0

ż

Sn´1
ϕprθq

ˆ
ż

Sn´1
e´2πiprθq¨pρφqdφ

˙

dθdrdρ.

(1.39)

Ahora, como la integral sobre Sn´1 es invariante con respecto a rotaciones, definimos

wprq “

ż

Sn´1
e´2πir¨pθφqdφ “

ż

Sn´1
e´2πir¨pφ1qdφ, para todo r ą 0,

donde φ1 es la primera componente de φ.

Luego, notemos que lo anterior implica que la siguiente cantidad es independiente de

θ P Sn´1:

wprρq “

ż

Sn´1
e´2πiprθq¨pρφqdφ dθ.

Aśı, reescribiendo la expresión en (1.39) tenemos que

ż

Rn
|ξ|z pϕpξqdξ “

ż `8

0

ˆ
ż `8

0
ρz`n´1wprρqdρ

˙ˆ
ż

Sn´1
ϕprθqrn´1dθ

˙

dr. (1.40)

Finalmente, haciendo el cambio de variable y “ rρ, entonces de la expresión (1.40)

tenemos

ż

Rn
|ξ|z pϕpξqdξ “

ż `8

0
r´pz`nq

ˆ
ż `8

0
yz`n´1wpyqdy

˙ˆ
ż

Sn´1
ϕprθqrn´1dθ

˙

dr

“ Cz,n

ż `8

0
r´pz`nq

ˆ
ż

Sn´1
ϕprθqrn´1dθ

˙

dr “ Cz,n

ż

Rn
|x|´pz`nq ϕpxqdx, (1.41)

donde Cz,n “
ż `8

0
yz`n´1wpyqdy.
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Resta mostrar que Cz,n es en efecto una constante. Puesto que los cálculos que llevan

a este resultado son demasiado técnicos, incluimos los mismos en el Apéndice B (página

142).

Sin embargo, para el caso particular ´n ă z ă ´n` 1{2 vemos que Cz,n ă `8. Como

pΦz “ Φ´pz`nq, (1.42)

en el sentido de las distribuciones temperadas, si cambiamos a coordenadas polares las

integrales dadas en la ecuación (1.41), y consideramos ϕpxq “ e´π|x|
2 , obtenemos:

ż `8

0
rz`n´1e´πr

2
dr “ Cz,n

ż `8

0
r´pz`nq`n´1e´πr

2
dr.

Ahora, tomando v “ πr2 en la identidad anterior, tenemos:

Cz,n “

π´
z`n

2

ż `8

0
v
z`n

2 ´1e´vdv

π
z
2

ż `8

0
v´

z
2´1e´vdv

“

π´
z`n

2 Γ
´z ` n

2

¯

π
z
2 Γ

´

´
z

2

¯ ,

para todo ´n ă z ă ´n` 1{2, de donde se sigue el resultado.

Finalmente, la demostración del caso z ď ´n resulta ser demasiado técnica para

nuestros intereses por lo que no la incluiremos. Sin embargo, el lector puede revisarla en

el Teorema 2.4.6. de la página 128 de Grafakos (2008). �

Volviendo a la ecuación de Poisson dada en (1.17) de la página 27, y una vez com-

prendidas las nociones de distribución homogénea y su transformada de Fourier, para

todo n P N, la solución para esta ecuación se puede construir de la siguiente manera:

ϕ “
`

| ¨ |
´2˘

q˚ ψ “ qΦ´2 ˚ ψ,

donde la distribución homogénea Φ´2, por un lado, para ´2 ą ´n (es decir, n ą 2),

viene dada como en el primer numeral de la Definición 1.14 (página 47), mientras que
53



para ´2 ď ´n ă 0 y N “ 4 (es decir, n “ 1, 2), Φ´2 está definida como en el segundo

numeral de la Definición 1.14 (página 47).

Luego, ayudados por la Proposición 1.15 (página 51) calculamos qΦ´2 tomando la

transformada de Fourier inversa en ambos lados de la ecuación (1.38) de la página 51.

Aśı, se tiene que

Φz “

´

pΦz

¯

q “ qΦ´pz`nq “ qΦ´2.

A partir de esta última identidad queremos encontrar z P R tal que z ` n “ 2, por lo

tanto, tomando z “ 2´ n se sigue que qΦ´2 “ Φ2´n.

En conclusión, la solución para la ecuación de Poisson dada en (1.17), página 27,

estaŕıa dada por

ϕ “ Φ2´n ˚ ψ, en S 1
pRn

q.

Este método para encontrar la solución de una ecuación en derivadas parciales nos motiva

a querer adaptarlo y replicarlo para nuestra ecuación del calor fraccionaria. Esta idea

preliminar se desarrollará en detalle en el Caṕıtulo 4, pero antes es necesario empezar a

estudiar al operador laplaciano fraccionario y sus propiedades.
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Caṕıtulo 2

Introducción al operador laplaciano fraccionario

Como nuestro propósito es estudiar la ecuación del calor fraccionaria, es tiempo de

dar una definición rigurosa y estudiar algunas de las principales propiedades del operador

laplaciano fraccionario. Partiremos de una definición dada a través de la transformada

de Fourier, noción que fue introducida en la Sección 2 del Caṕıtulo 1, hasta obtener una

forma integral para este operador la cual nos permitirá deducir propiedades importantes

para nuestro estudio.

1. Definición en variable de Fourier

A medida que desarrollemos las próximas secciones, las herramientas proporcionadas

en el Caṕıtulo 1 aparecerán con frecuencia empezando por la transformada de Fourier

en la clase de Schwartz S pRnq que resulta ser una herramienta muy útil a la hora de

estudiar al operador laplaciano fraccionario.

En efecto, recordemos que de acuerdo al Ejemplo 1.3 de la página 21, la acción del

operador laplaciano clásico ∆, en variable de Fourier, para todo ϕ P S pRnq está dado de

la siguiente manera:

rp´∆qϕs ppξq “ p2πq2 |ξ|2 pϕpξq, para todo ξ P Rn. (2.1)

Notemos que en (2.1) la acción del laplaciano clásico sobre una función en la clase de

Schwartz está dada por la multiplicación con el śımbolo |ξ|2. Entonces, por analoǵıa, una

primera definición natural del operador laplaciano fraccionario en variable de Fourier es

usando el śımbolo |ξ|s, con ξ P Rn y 0 ă s ă 2, en lugar de |ξ|2.
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Definición 2.1 (Laplaciano fraccionario a través de la transformada de Fourier).

Sean ϕ P S pRnq y 0 ă s ă 2. Definimos

”

p´∆qs{2 ϕ
ı

ppξq “ p2πqs |ξ|s pϕpξq, para todo ξ P Rn.

Observación 2.1. Basta considerar 0 ă s ă 2, pues dado s P R siempre es posible

escribir s como la suma de un número entero y un número decimal menor que uno, de

este modo basta estudiar al operador laplaciano fraccionario cuando su ı́ndice pertenece

al intervalo s0, 1r.

Observación 2.2. Si bien es natural dar la Definición 2.1, por ahora solo tenemos que

el laplaciano fraccionario es un operador bien definido puntualmente para elementos de

la clase de Schwartz S pRnq.

Observación 2.3. Para todo g P S 1pRnq y para todo 0 ă s ă 2, la definición del

operador laplaciano fraccionario puede ser extendida al espacio S 1pRnq como:

”

p´∆qs{2 g
ı

p “ p2πqs | ¨ |s pg, en S 1
pRn

q,

siempre que el producto | ¨ |s pg esté bien definido.

Por ejemplo, si consideramos la masa de Dirac en el origen δ0, por la expresión dada

aqúı arriba y para todo 0 ă s ă 2, tenemos que

”

p´∆qs{2 δ0

ı

p “ p2πqs | ¨ |s pδ0, en S 1
pRn

q,

donde el producto | ¨ |s pδ0 está bien definido en S 1pRnq, pues del Ejemplo 1.10 sabemos

que pδ0 “ 1 en S 1pRnq. De este modo,

”

p´∆qs{2 δ0

ı

p “ p2πqs | ¨ |s , en S 1
pRn

q.
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Ahora, estudiemos algunas propiedades del laplaciano fraccionario: p´∆qs{2, con 0 ă

s ă 2. La primera propiedad trata sobre el hecho de que el operador laplaciano fraccio-

nario es un operador diferencial homogéneo.

Recordemos entonces que un operador diferencial D es un operador homogéneo de

grado σ P R, si para todo λ ą 0 y todo g en el dominio del operador se verifica:

D pgλpxqq “ λσ pDgqλ pxq, para todo x P Rn,

donde gλ denota la dilatación de g.

Observemos que el operador laplaciano fraccionario es un operador de derivación

fraccionaria homogéneo de grado 0 ă s ă 2, pues para λ ą 0 y ϕ P S pRnq tenemos

”

p´∆qs{2 ϕλ
ı

ppξq “ p2πqs |ξ|s pϕλq ppξq

“ p2πqs |ξ|s
“

λ´n
`

pϕ1{λ pξq
˘‰

“ λsp2πqsλ´n |ξ{λ|s pϕ pξ{λq.

Ahora, por la Definición 2.1 tenemos que
”

p´∆qs{2 ϕ
ı

ppξq “ p2πqs |ξ|s pϕpξq, con lo cual

”

p´∆qs{2 ϕλ
ı

ppξq “ λsλ´n
”

p´∆qs{2 ϕ
ı

ppξ{λq “ λs
”´

p´∆qs{2 ϕ
¯

λ

ı

ppξq, (2.2)

para todo ξ P Rn. Aśı, tomando la transformada de Fourier inversa en ambos lados

de la ecuación (2.2) finalmente obtenemos:

p´∆qs{2 ϕλpxq “ λs
”

p´∆qs{2 ϕ
ı

λ
pxq, para todo x P Rn. (2.3)

La siguiente propiedad que enunciaremos nos muestra cómo se comporta el laplaciano

fraccionario respecto a la distribución de su exponente de derivación fraccionaria 0 ă s ă

2.
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Proposición 2.1. Para 0 ă s1, s2 ă 2 y ϕ P S pRnq, tenemos que

p´∆qps1`s2q{2ϕ “ p´∆qs1{2
“

p´∆qs2{2ϕ
‰

“ p´∆qs2{2
“

p´∆qs1{2ϕ
‰

. (2.4)

Demostración. Notemos que para todo ξ P Rn se tiene que

“

p´∆qps1`s2q{2ϕ
‰

ppξq “ p2πqps1`s2q |ξ|ps1`s2q
pϕpξq

“ p2πqs1 |ξ|s1 rp2πqs2 |ξ|s2
pϕ pξqs

“ p2πqs1 |ξ|s1
“`

p´∆qs2{2ϕ
˘

ppξq
‰

“
“

p´∆qs1{2
`

p´∆qs2{2ϕ
˘‰

ppξq.

Aśı también,

“

p´∆qs1{2
`

p´∆qs2{2ϕ
˘‰

ppξq “ p2πqs1 |ξ|s1
“`

p´∆qs2{2ϕ
˘

ppξq
‰

“ p2πqs1 |ξ|s1 rp2πqs2 |ξ|s2
pϕ pξqs

“ p2πqs2 |ξ|s2 rp2πqs1 |ξ|s1
pϕ pξqs

“ p2πqs2 |ξ|s2
“`

p´∆qs1{2ϕ
˘

ppξq
‰

“
“

p´∆qs2{2
`

p´∆qs1{2ϕ
˘‰

ppξq,

para todo ξ P Rn. �

Las equivalencias dadas en la ecuación (2.4) nos muestran que el orden de deriva-

ción del laplaciano fraccionario, al escribirse como la suma de dos ı́ndices fraccionarios

0 ă s1, s2 ă 2, puede verse como la composición del laplaciano fraccionario de orden s1

con el de orden s2 y viceversa.
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2. Definición como operador de convolución

Por el momento contamos con una definición puntual del laplaciano fraccionario en

variable de Fourier dado en la Definición 2.1 (página 56). Ahora nos gustaŕıa tener una

caracterización de este operador pero en variable espacial. Por todo lo hecho en la sección

anterior podemos intuir que una forma natural para obtener esta caracterización (en

variable espacial) es aplicar la transformada de Fourier inversa en la Definición 2.1 (página

56), pues por el numeral 9. de la Proposición 1.13 (página 45) el producto de una función

y una distribución temperada se convierte en un producto de convolución. De este modo,

para todo ϕ P S pRnq tenemos

p´∆qs{2 ϕ “ rp2πqs | ¨ |s pϕs q “ rp2πqs | ¨ |ss q˚ ϕ. (2.5)

Dado que se tiene ´n ă 0 ă s ă 2, la función Cs,n | ¨ |s P L1
locpRnq puede verse como la

distribución homogénea Φs dada como en el primer numeral de la Definición 1.14 (página

47).

Aśı, gracias a la Proposición 1.15 (página 51) sabemos que para todo z P R se tiene:

pΦz “ Φ´pz`nq, (2.6)

en el sentido de las distribuciones temperadas, y como queremos encontrar qΦs tomamos la

transformada de Fourier inversa en ambos lados de la ecuación (2.6) de donde obtenemos:

Φz “

´

pΦz

¯

q “ qΦ´pz`nq.

Tomando z P R tal que s “ ´pz ` nq, (es decir, z “ ´ps` nq), se sigue que

qΦs “ Φ´pn`sq, (2.7)

en el sentido de las distribuciones temperadas.
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Notemos que si n ą 0 y 0 ă s ă 2, entonces ´pn ` sq ă ´n, lo que implica que

p| ¨ |
s
q q“ Φ´pn`sq es una distribución temperada dada por la expresión escrita en la

ecuación (1.36) de la página 47, que no proviene de una función localmente integrable,

por lo que no se debe confundir la distribución temperada Φ´pn`sq definida sobre Rn con

la función | ¨ |´pn`sq definida sobre Rnzt0u. Lo que si podemos decir en este caso es que

se tiene la identidad

p| ¨ |
s
q q“ C | ¨ |´pn`sq ,

fuera de una vecindad del origen.

Gracias a la ecuación (2.7) podemos reescribir la expresión dada en (2.5) para obtener

una nueva caracterización del operador laplaciano fraccionario, la cual presentamos a

continuación:

Definición 2.2 (Laplaciano fraccionario como operador de convolución). Sean ϕ P

S pRnq y 0 ă s ă 2. Definimos

p´∆qs{2 ϕ “ ϕ ˚Ks, (2.8)

en el sentido de las distribuciones temperadas, donde

Ks “ rp2πqs | ¨ |ss q“ p2πqsCn,sΦ´pn`sq, (2.9)

con Cs,n “
π
n`s

2

Γpn`s2 q
. La distribución temperada Ks P S

1

pRnq es conocida como núcleo

de convolución.

El próximo resultado establece que el operador p´∆qs{2 dado como en (2.8) está bien

definido de S pRnq en C8pRnq.

60



Proposición 2.2. Si g P S
1

pRnq y ϕ P S pRnq, entonces g ˚ϕ P C8pRnq. Adicional-

mente, está función se define puntualmente como:

pg ˚ ϕq pxq “ xg, ϕpx´ ¨ qy, para todo x P Rn. (2.10)

Además, para todo multi-́ındice α existen constantes Cα, kα ą 0 tales que

|B
α
pg ˚ ϕq pxq| ď Cαp1` |x|qkα para todo x P Rn. (2.11)

Nótese que la deducción de la expresión dada en (2.10) sigue las siguiente ĺıneas

generales: sea ψ P S pRnq, entonces de las Definiciones 1.11 y 1.5 (páginas 40 y 24,

respectivamente), tenemos

xg ˚ ϕ, ψy “ xg, rϕ ˚ ψy “

B

g,

ż

Rn
rϕp¨ ´ xqψpxqdx

F

“

B

g,

ż

Rn
ϕpx´ ¨ qψpxqdx

F

.

Luego, gracias a la linealidad y continuidad de las distribuciones temperadas (ver Propo-

sición 1.12 de la página 35) se puede mostrar que

xg ˚ ϕ, ψy “

ż

Rn
xg, ϕpx´ ¨ qyψpxqdx.

Esta última identidad nos permite identificar la función g ˚ϕ P C8pRnq de la siguiente

manera:

pg ˚ ϕqpxq “ xg, ϕpx´ ¨ qy, para todo x P Rn.

La demostración completa y detallada de la Proposición 2.2 puede ser revisada en el

Teorema 2.3.20 de la página 116 de Grafakos (2008).
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Ahora, como Ks P S
1

pRnq vemos de esta manera que la Proposición 2.2 implica que

p´∆qs{2 ϕ “ ϕ ˚Ks P C8pRnq. Además, se tiene que la función p´∆qs{2 ϕ puntualmente

viene dado por:

p´∆qs{2 ϕpxq “ xKs, ϕpx´ ¨ qy, para todo x P Rn. (2.12)

Observación 2.4. El laplaciano fraccionario puede verse como un operador que verifica:

p´∆qs{2 : S pRn
q Ñ C8

pRn
q.

En efecto, gracias a la identidad (2.12) vemos que el operador laplaciano fraccionario

está bien definido de S pRnq en C8pRnq. Por otro lado, se puede mostrar que el opera-

dor laplaciano fraccionario está bien definido sobre otros espacios funcionales, como por

ejemplo los espacios de Hölder (ver Stinga (2018)).

Una vez que hemos dado una primera definición del laplaciano fraccionario en variable

de espacio, escrita en la ecuación (2.12), es natural preguntarse si existe alguna conexión

entre el laplaciano fraccionario y el laplaciano clásico. Precisamente, la siguiente propo-

sición trata sobre los casos ĺımites del laplaciano fraccionario p´∆qs{2, es decir, cuando

s “ 0 y s “ 2, donde podremos establecer un v́ınculo entre dichos operadores como sigue:

Proposición 2.3 (Proposición 4.4, Di Nezza et al. (2012)). Para ϕ P S pRnq

ĺım
sÑ0`

p´∆qs{2 ϕ “ Lϕ y ĺım
sÑ2´

p´∆qs{2 ϕ “ Lp´∆qϕ, (2.13)

en el sentido de las distribuciones temperadas, donde los ĺımites Lϕ, Lp´∆qϕ P S 1pRnq

están definidos como:

xLϕ, ψy “

ż

Rn
ϕpxqψpxqdx y

@

Lp´∆qϕ, ψ
D

“

ż

Rn
p´∆qϕpxqψpxqdx

para todo ψ P S pRnq.
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Demostración. Sean ϕ, ψ P S pRnq, entonces de la ecuación (2.5) se sigue que

ĺım
sÑ0`

A

p´∆qs{2 ϕ, ψ
E

“ ĺım
sÑ0`

xrp2πqs |¨|s pϕs q, ψy

“ ĺım
sÑ0`

A

rp2πqs |¨|s pϕs , qψ
E

“ ĺım
sÑ0`

ż

Rn
p2πqs |ξ|s pϕ pξq qψ pξq dξ.

Luego, por el teorema de convergencia dominada de Lebesgue y el numeral 3. de la

Proposición 1.10 (página 30) se sigue que:

ĺım
sÑ0`

A

p´∆qs{2 ϕ, ψ
E

“

ż

Rn
pϕ pξq qψ pξq dξ “

ż

Rn
ϕ pξqψ pξq dξ “ xLϕ, ψy.

Análogamente, por el teorema de convergencia dominada de Lebesgue y el numeral 3.

de la Proposición 1.10 (página 30) tenemos que

ĺım
sÑ2´

A

p´∆qs{2 ϕ, ψ
E

“

ż

Rn
ĺım
sÑ2´

p2πqs |ξ|s pϕ pξq qψ pξq dξ

“

ż

Rn
p2πq2 |ξ|2 pϕ pξq qψ pξq dξ

“

ż

Rn
rp´∆qϕs p pξq qψ pξq dξ

“

ż

Rn
p´∆qϕ pξqψ pξq dξ “

@

Lp´∆qϕ, ψ
D

,

como se queŕıa. �

Analicemos brevemente el último resultado. En la expresión

ĺım
sÑ0`

p´∆qs{2 ϕ “ Lϕ,

tenemos que el ı́ndice fraccionario s{2 tiende a cero por lo derecha, y donde la distribución

Lϕ P S 1pRnq que se identifica con la función ϕ P S pRnq, lo cual puede entenderse como

si derivamos cero veces ϕ que como sabemos el resultado es la misma función. De manera
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similar, cuando

ĺım
sÑ2´

p´∆qs{2 ϕ “ Lp´∆qϕ,

vemos que el ı́ndice fraccionario s{2 tiende a 1 por la izquierda, y que gracias al Ejemplo 1.4

(página 35) tenemos que la distribución Lp´∆qϕ se identifica con el laplaciano clásico.

Este resultado es importante dentro del estudio de las ecuaciones en derivadas parcia-

les porque nos permite conectar las nociones de derivación clásica con las de derivación

fraccionaria a través de los ĺımites dados en la ecuación (2.13).

3. Definición como operador de integral singular

En la Sección 2 de este caṕıtulo definimos al operador laplaciano fraccionario como un

producto de convolución pero en la práctica esta definición resultar dif́ıcil de manipular

por lo que vamos a introducir una definición equivalente.

Para 0 ă s ă 2, consideremos el operador:

Ts : S pRnq ÝÑ L1pRnq

ϕ ÞÝÑ Tsϕ,

donde, para cada x P Rn definimos

Tsϕpxq “
Cn,s

2

ż

Rn

2ϕpxq ´ ϕpx` yq ´ ϕpx´ yq
|y|n`s

dy, (2.14)

donde Cn,s ą 0 es una constante que depende de la dimensión del espacio n y del ı́ndice

fraccionario s. Decimos que la expresión Tsϕpxq está en forma de cociente diferencial de

grado s.

Aśı, primero verifiquemos que Tsϕpxq está bien definido para todo x P Rn y para todo

ϕ P S pRnq. En efecto, para M ą 0 escribimos

|Tsϕpxq| “

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

Cn,s
2

ż

Rn

2ϕpxq ´ ϕpx` yq ´ ϕpx´ yq
|y|n`s

dy

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ
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“
Cn,s

2

«

ż

|y|ďM

|2ϕpxq ´ ϕpx` yq ´ ϕpx´ yq|
|y|n`s

dy `

ż

|y|ąM

|2ϕpxq ´ ϕpx` yq ´ ϕpx´ yq|
|y|n`s

dy

ff

.

(2.15)

Para estimar la primera expresión, fijamos M ą 0 suficientemente pequeño y usamos

la expansión en series de Taylor de segundo orden de ϕ en una vecindad del origen, de

este modo obtenemos:

ż

|y|ďM

|2ϕpxq ´ ϕpx` yq ´ ϕpx´ yq|
|y|n`s

dy ď

ż

|y|ďM

2
ˇ

ˇD2ϕpxq
ˇ

ˇ |y|2

|y|n`s
dy

ď 2
ˇ

ˇ

ˇ

ˇD2ϕ
ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

L8pRnq

ż M

0
ρ1´sdρ ă `8,

pues 0 ă s ă 2. Luego, para estimar la segunda expresión usamos el hecho que para

todo x P Rn se verifica: ϕpxq ď ||ϕ||L8pRnq, de donde:

ż

|y|ąM

|2ϕpxq ´ ϕpx` yq ´ ϕpx´ yq|
|y|n`s

dy ď

ż

|y|ąM

4 ||ϕ||L8pRnq
|y|n`s

dy

ď 4 ||ϕ||L8pRnq
ż `8

M
ρ´s´1dρ ă `8,

nuevamente gracias a que 0 ă s ă 2.

También hace falta verificar el hecho de que Tsϕ P L1pRnq, pero para comodidad del

lector pondremos todos los cálculos correspondientes a este punto en el Apéndice C

(página 144).

Una vez bien definido el operador Ts podemos enunciar el siguiente resultado:

Teorema 2.1 (Lema 2.1, Bucur y Valdinoci (2016)). Para 0 ă s ă 2 y ϕ P

S pRnq, se tiene que

Tsϕ “ p´∆qs{2ϕ.
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Demostración. Puesto que Tsϕ P L1pRnq aplicamos la transformada de Fourier en

la ecuación (2.14) y, gracias al teorema de Fubini tenemos que

pTsϕqppξq “

ż

Rn
Tsϕpxq e

´2πix¨ξ dx

“
Cn,s

2

ż

Rn

„
ż

Rn

2ϕpxq ´ ϕpx` yq ´ ϕpx´ yq
|y|n`s

dy



e´2πix¨ξ dx

“
Cn,s

2

ż

Rn

1
|y|n`s

„
ż

Rn
p2ϕpxq ´ ϕpx` yq ´ ϕpx´ yqq e´2πix¨ξdx



dy

“
Cn,s

2

ż

Rn

1
|y|n`s

„
ż

Rn
2ϕpxqe´2πix¨ξdx´

ż

Rn
τ´yϕpxq e´2πix¨ξdx´

ż

Rn
τyϕpxq e´2πix¨ξdx



dy.

Luego por el numeral 3. de la Proposición 1.3 de la página 18 se sigue que:

pTsϕqppξq “
Cn,s

2

ż

Rn

2pϕpξq ´ e2πiy¨ξ
pϕpξq ´ e´2πiy¨ξ

pϕpξq

|y|n`s
dy

“
Cn,s

2 pϕpξq

ż

Rn

2´ e2πiy¨ξ ´ e´2πiy¨ξ

|y|n`s
dy.

Si usamos la fórmula de Euler en la expresión anterior podemos reescribirla como:

pTsϕqppξq “ Cn,s pϕpξq

ż

Rn

1´ cosp2πy ¨ ξq
|y|n`s

dy.

Ahora, tomando z “ |ξ| y, con |ξ| ‰ 0 se tiene que:

pTsϕqppξq “ Cn,s pϕpξq

ż

Rn

1´ cos
ˆ

2π z

|ξ|
¨ ξ

˙

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

z

|ξ|

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

n`s

1
|ξ|

n dz “ Cn,s |ξ|
s
pϕpξq

ż

Rn

1´ cos
ˆ

2π z

|ξ|
¨ ξ

˙

|z|
n`s dz.

(2.16)

Notando Jpξq “
ż

Rn

1´ cos
ˆ

2π z

|ξ|
¨ ξ

˙

|z|
n`s dz, estudiemos este término. Veamos primero que J

es invariante con respecto a rotaciones. En efecto, si consideramos una rotación R y su

transpuesta Rt tenemos:

JpRξq “

ż

Rn

1´ cos
ˆ

2π z

|Rξ|
¨Rξ

˙

|z|n`s
dz “

ż

Rn

1´ cos
ˆ

2πR
tz

|ξ|
¨ ξ

˙

|Rtz|n`s
dz “ Jpξq,

como se queŕıa.
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Por otro lado, para una rotación R1 tal que R1e1 “
ξ

|ξ|
, con e1 “ p1, 0, ¨ ¨ ¨ , 0q P Rn se

sigue que:

Jpξq “

ż

Rn

1´ cos p2πz ¨R1e1q

|z|n`s
dz “

ż

Rn

1´ cos p2πRt
1z ¨ e1q

|Rt
1z|

n`s dz,

y tomando w “ 2πRt
1z se tiene:

Jpξq “

ż

Rn

1´ cos pw ¨ e1q
ˇ

ˇ

ˇ

w

2π

ˇ

ˇ

ˇ

n`s

|detRt
1|

p2πqn dw,

pero como R1 es una matriz ortogonal se tiene |detRt
1| “ 1, entonces

Jpξq “ p2πqs
ż

Rn

1´ cos pw1q

|w|n`s
dw. (2.17)

Resta ver que el término
ż

Rn

1´ cos pw1q

|w|n`s
dw es una cantidad finita. Para ello proce-

deremos como sigue:

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ż

Rn

1´ cos pw1q

|w|n`s
dw

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ď

ż

|w|ďM

|1´ cos pw1q|

|w|n`s
dw `

ż

|w|ąM

|1´ cos pw1q|

|w|n`s
dw, con M ą 0.

En el primer término del lado derecho de la identidad anterior, usamos la expansión en

serie de Taylor de segundo orden de la función coseno en una vecindad del origen y puesto

que 0 ă s ă 2 obtenemos:

ż

|w|ďM

|1´ cos pw1q|

|w|n`s
dw “

ż

|w|ďM

ˇ

ˇ

ˇ
1´

´

1´ w2
1

2! ` o
`

|w1|
3˘
¯
ˇ

ˇ

ˇ

|w|n`s
dw

ď C

ż

|w|ďM

|w2| ` |w|3

|w|n`s
dw

ď C

ż M

0

ρ2 ` ρ3

ρn`s
ρn´1 dρ ă `8.

Luego, para el segundo término tenemos que:

ż

|w|ąM

|1´ cos pw1q|

|w|n`s
dw ď

ż

|w|ąM

|1| ` |cos pw1q|

|w|n`s
dw

ď

ż

|w|ąM

2
|w|n`s

dw “

ż `8

M

2
ρn`s

ρn´1 dρ ă `8,

67



de donde se sigue que en efecto

ż

Rn

1´ cos pw1q

|w|n`s
dw ă `8.

Aśı, tomando Cn,s “

ˆ
ż

Rn

1´ cos pw1q

|w|n`s
dw

˙´1

y de las ecuaciones (2.16), (2.17), final-

mente obtenemos:

pTsϕqppξq “ p2πqs |ξ|s pϕpξq, para todo ξ P Rn. (2.18)

Tomando la transformada inversa en la ecuación (2.18) y por la ecuación (2.14) de la

página 64, se puede concluir que ambas definiciones son equivalentes. �

En consecuencia, tenemos una tercera caracterización del laplaciano fraccionario en

variable espacial:

p´∆qs{2ϕpxq “ Cn,s
2

ż

Rn

2ϕpxq ´ ϕpx` yq ´ ϕpx´ yq
|y|n`s

dy. (2.19)

Con esta definición se puede ver claramente que p´∆qs{2 es un operador no local, pues

en este caso estamos integrando sobre todo Rn por lo que es necesario conocer todos los

valores de ϕ, a diferencia del operador laplaciano clásico p´∆q que por definición (ver el

Ejemplo 1.3 de la página 21) es un operador diferencial y por lo tanto es un operador local.

En la práctica, manipular p´∆qs{2 en forma de cociente diferencial como en (2.19) es

mucho más fácil que cuando está expresado como el producto de convolución dado en la

Definición 2.2 (página 60), pues esta última definición incluye el término Ks dado en la

ecuación (2.9) que es una distribución homogénea de grado ´pn` sq.

Finalmente, estudiemos con un poco más de detalle la expresión dada en (2.19) que

como vemos tiene una singularidad en y “ 0 por lo que nos concentraremos en ver cómo
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se comporta esta integral cerca del origen. De manera más precisa, observando el término:

|2ϕpxq ´ ϕpx` yq ´ ϕpx´ yq|
|y|n`s

,

notamos que la singularidad en y “ 0 logra ser controlada por los tres términos que

aparecen en el numerador: 2ϕpxq ´ ϕpx` yq ´ ϕpx´ yq, pues juntos se comportan apro-

ximadamente como los términos |D2ϕpxq| |y|2. Sin embargo, si solo contamos con los

términos ϕpxq ´ ϕpx` yq o ϕpxq ´ ϕpx´ yq el efecto descrito antes desaparece, en reali-

dad el comportamiento producido por estos pares de términos es aproximadamente como

|∇ϕpxq| |y| que no es suficiente para controlar dicha singularidad. Para solventar este

problema introduciremos el valor principal de Cauchy como se presenta a continuación:

Proposición 2.4 (Teorema 1, Stinga (2018)). Si ϕ P S pRnq y 0 ă s ă 2, entonces

para todo x P Rn

p´∆qs{2ϕpxq “ Cn,sv.p.
ż

Rn

ϕpxq ´ ϕpyq

|x´ y|n`s
dy :“ Cn,s ĺım

εÑ0

ż

|x´y|ąε

ϕpxq ´ ϕpyq

|x´ y|n`s
dy.

(2.20)

Demostración. Notemos que:

Cn,s
2

ż

Rn

2ϕpxq ´ ϕpx` yq ´ ϕpx´ yq
|y|n`s

dy

“
Cn,s

2

„

ĺım
εÑ0

ż

|y|ąε

2ϕpxq ´ ϕpx` yq ´ ϕpx´ yq
|y|n`s

dy



“
Cn,s

2 ĺım
εÑ0

„
ż

|y|ąε

ϕpxq ´ ϕpx` yq

|y|n`s
dy `

ż

|y|ąε

ϕpxq ´ ϕpx´ yq

|y|n`s
dy



.

Haciendo los cambios de variable w “ x` y y z “ x´ y en el primer y segundo término,

respectivamente, tenemos:

Cn,s
2

ż

Rn

2ϕpxq ´ ϕpx` yq ´ ϕpx´ yq
|y|n`s

dy

“
Cn,s

2 ĺım
εÑ0

„
ż

|y|ąε

ϕpxq ´ ϕpwq

|x´ w|n`s
dw `

ż

|y|ąε

ϕpxq ´ ϕpzq

|x´ z|n`s
dz


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“ Cn,s ĺım
εÑ0

ż

|x´w|ąε

ϕpxq ´ ϕpwq

|x´ w|n`s
dw

“ Cn,sv.p.
ż

Rn

ϕpxq ´ ϕpwq

|x´ w|n`s
dw,

de donde se sigue el resultado.

�

Si hacemos el cambio de variable z “ x´ y en la expresión dada en la ecuación (2.20)

tenemos:

p´∆qs{2ϕpxq “ Cn,s ĺım
εÑ0

ż

|z|ąε

ϕpxq ´ ϕpx´ zq

|z|n`s
dz, (2.21)

donde al igual que en la ecuación (2.19) existe una singularidad en z “ 0, sin embargo,

vemos que en el numerador solo aparecen los términos: ϕpxq´ϕpx´zq que como hab́ıamos

mencionado se comportan aproximadamente como |∇ϕpxq| |y| que no son suficientes para

contrarrestar la singularidad de (2.21). Entonces podemos ver con mayor claridad la

necesidad de haber introducido el valor principal de Cauchy.

Observación 2.5. La expresión dada en Proposición 2.4 (página 69) corresponde al la-

placiano fraccionario escrito como integral singular a través del valor principal de Cauchy.

Sin embargo, para 0 ă s ă 1 no es necesario usar el valor principal.

En efecto, si usamos la expansión en serie de Taylor de primer orden de ϕ en una

vecindad de x´ y y para M ą 0 suficientemente pequeño tenemos:

Cn,s ĺım
εÑ0

ż

|x´y|ąε

|ϕpxq ´ ϕpyq|

|x´ y|n`s
dy

“ Cn,s ĺım
εÑ0

„
ż

εă|x´y|ăM

|ϕpxq ´ ϕpyq|

|x´ y|n`s
dy `

ż

|x´y|ěM

|ϕpxq ´ ϕpyq|

|x´ y|n`s
dy



ď Cn,s ĺım
εÑ0

„
ż

εă|x´y|ăM

|∇ϕpxq| |x´ y|
|x´ y|n`s

dy `

ż

|x´y|ěM

2 ||ϕ||L8pRnq
|x´ y|n`s

dy



70



ď Cn,s ĺım
εÑ0

„
ż

εă|x´y|ăM

||∇ϕ||L8pRnq |x´ y|
1´n´s dy `

ż

|x´y|ěM

2 ||ϕ||L8pRnq
|x´ y|n`s

dy



ď Cn,s ĺım
εÑ0

„

||∇ϕ||L8pRnq
ż M

ε

ρ´sdρ` 2 ||ϕ||L8pRnq
ż `8

M

ρn´1

ρn`s
dρ



ă `8,

siempre que 0 ă s ă 1.
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Caṕıtulo 3

Espacios de Sobolev fraccionarios

En el Caṕıtulo 4 vamos a construir soluciones para la ecuación del calor fraccionaria,

por lo que ahora es necesario hacer un breve estudio del marco funcional sobre el cual

realizaremos dicha construcción: los espacios de Sobolev.

La razón de considerar los espacios de Sobolev es precisamente porque como veremos

al desarrollar este caṕıtulo, estos nos permiten estudiar la regularidad de las distribuciones

temperadas a través del tamaño de sus derivadas medido en la norma de los espacios de

Lebesgue LppRnq con 1 ď p ď `8. En nuestro caso usaremos únicamente el espacio

de Lebesgue L2pRnq pues como veremos en el próximo caṕıtulo este espacio aparece de

manera natural en nuestro estudio.

Si bien los espacios de Sobolev son una herramienta important́ısima dentro de las

ecuaciones en derivadas parciales, nuestro interés en este momento es hacer una breve

introducción de estos espacios donde solo nos ocuparemos en revisar las propiedades que

usaremos en el Caṕıtulo 4 para construir soluciones de la ecuación del calor fraccionaria,

siempre tomando en cuenta que estamos trabajando sobre todo Rn. Para un estudio más

completo sobre estos espacios se recomienda al lector revisar los libros: Adams (1975),

Bahouri et al. (2011), Grafakos (2008) y Haroske y Triebel (2008).

1. Espacios de Sobolev no homogéneos

Empecemos estudiando los espacios de Sobolev no homogéneos con orden de regula-

ridad entera de manera que entendiendo sus propiedades podamos extender esta noción

a un orden de regularidad real, lo cual nos permitirá definir los espacios de Sobolev no
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homogéneos fraccionarios. Más adelante, en la Sección 3 de este caṕıtulo se justificará por

qué estos espacios son llamados no homogéneos. Aśı, presentamos la siguiente definición:

Definición 3.1 (Espacios de Sobolev no homogéneos de orden entero positivo). Sea

k P N. Definimos el espacio de Sobolev no homogéneo de orden k, que notaremos por

HkpRnq, como:

Hk
pRn

q “ tg P S 1
pRn

q : ||g||Hk ă `8u ,

donde

||g||Hk “ ||g||L2 `
ÿ

0ă|α|ďk
||B

αg||L2 , (3.1)

con α P Nn un multi-́ındice.

Notemos que por definición HkpRnq es el espacio formado por las distribuciones tem-

peradas g que verifican g P L2pRnq y Bαg P L2pRnq para todo multi-́ındice α P Nn tal que

0 ă |α| ď k. De este modo, con la expresión ||g||Hk dada en la ecuación (3.1) estamos

midiendo el tamaño de g P S 1pRnq y el de todas sus derivadas de orden menor o igual

que k P N con la norma de L2pRnq.

El espacio HkpRnq es un espacio de Banach dotado con la norma || ¨ ||Hk dada como en

la ecuación (3.1) (la demostración de este resultado puede ser revisada en el Teorema 3.3

de la página 56 de Haroske y Triebel (2008)). El parámetro k P N indica la regularidad de

los elementos del espacio HkpRnq. Aśı, vemos que si k “ 0, se tiene que H0pRnq “ L2pRnq.

Conviene recordar que el objetivo de esta sección es introducir rápidamente los espa-

cios de Sobolev no homogéneos de regularidad fraccionaria, mientras que sus principales
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propiedades, que también son verificadas por los espacios de Sobolev de regularidad en-

tera, serán estudiadas con mayor detalle en la Sección 2. Por esta razón empezaremos

caracterizando los espacios de Sobolev usando una cantidad equivalente a la norma || ¨ ||Hk

definida en (3.1). Antes de continuar es necesario introducir la siguiente notación:

Diremos que a, b P R son equivalentes, lo cual notaremos por a « b, si existen dos

constantes c1, c2 ą 0, independientes de a y b, tales que verifican: c1a ď b ď c2a.

La proposición que enunciaremos ahora, establece dos cantidades equivalentes a la

norma || ¨ ||Hk las cuales son formuladas a través de la transformada de Fourier.

Proposición 3.1. Sea k P N. Para todo g P HkpRnq se tiene que

||g||Hk «

ˆ
ż

Rn

`

1` |ξ|2
˘k
|pgpξq|2 dξ

˙1{2

« ||pg||L2 `

ˆ
ż

Rn
|ξ|2k |pgpξq|2 dξ

˙1{2

. (3.2)

Demostración. Sea g P HkpRnq. Por la ecuación (3.1) se sigue que

||g||2Hk “

˜

||g||L2 `
ÿ

0ă|α|ďk
||B

αg||L2

¸2

ď ck

˜

||g||2L2 `
ÿ

0ă|α|ďk
||B

αg||2L2

¸

. (3.3)

Por otro lado, por la identidad de Plancherel (página 30) y el numeral 5. de la Proposi-

ción 1.13 (página 45) tenemos:

||g||2L2 `
ÿ

0ă|α|ďk
||B

αg||2L2 “ ||pg||
2
L2 `

ÿ

0ă|α|ďk

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

yBαg
ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

2

L2

“

ż

Rn
|pgpξq|2 dξ `

ÿ

0ă|α|ďk

ż

Rn

ˇ

ˇ

ˇ

yBαgpξq
ˇ

ˇ

ˇ

2
dξ

“

ż

Rn
|pgpξq|2 dξ `

ÿ

0ă|α|ďk

ż

Rn
|p2πξqα pgpξq|2 dξ

ď Cn,α

˜

ż

Rn
|pgpξq|2 dξ `

ÿ

0ă|α|ďk

ż

Rn
|ξ|2|α| |pgpξq|2 dξ

¸

ď Cn,α

«

ÿ

0ă|α|ďk

ˆ
ż

Rn
|pgpξq|2 dξ `

ż

Rn
|ξ|2|α| |pgpξq|2 dξ

˙

ff

.
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Luego,

||g||2L2 `
ÿ

0ă|α|ďk
||B

αg||2L2 ď Cn,α
ÿ

0ă|α|ďk

ż

Rn

´

1` |ξ|2|α|
¯

|pgpξq|2 dξ

ď Cn,α
ÿ

0ă|α|ďk

ż

Rn

`

1` |ξ|2
˘|α|
|pgpξq|2 dξ

ď Cn,α
ÿ

0ă|α|ďk

ż

Rn

`

1` |ξ|2
˘k
|pgpξq|2 dξ

ď Cn,α

ż

Rn

`

1` |ξ|2
˘k
|pgpξq|2 dξ.

Usando esta última estimación en la desigualdad (3.3) se tiene que

||g||2Hk ď Ck,n,α

ż

Rn

`

1` |ξ|2
˘k
|pgpξq|2 dξ. (3.4)

Nuevamente, por la definición de la norma || ¨ ||Hk dada en la ecuación (3.1), la identi-

dad de Plancherel (página 30) y el numeral 5. de la Proposición 1.13 (página 45) tenemos:

||g||2Hk “

˜

||g||L2 `
ÿ

0ă|α|ďk
||B

αg||L2

¸2

ě ||g||2L2 `
ÿ

0ă|α|ďk
||B

αg||2L2

“ ||pg||2L2 `
ÿ

0ă|α|ďk

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

yBαg
ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

2

L2

ě ||pg||2L2 `
ÿ

|α|“k

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

yBαg
ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

2

L2

“

ż

Rn
|pgpξq|2 dξ `

ÿ

|α|“k

ż

Rn

ˇ

ˇ

ˇ

yBαgpξq
ˇ

ˇ

ˇ

2
dξ

“

ż

Rn
|pgpξq|2 dξ `

ÿ

|α|“k

ż

Rn
|p2πξqα pgpξq|2 dξ

“

ż

Rn
|pgpξq|2 dξ `

ż

Rn

ÿ

|α|“k

|p2πξqα|2 |pgpξq|2 dξ.

75



Además de la relación dada en (0.1) de la página 5, se sigue que

||g||2Hk ě Cn,α

ˆ
ż

Rn
|pgpξq|2 dξ `

ż

Rn
|ξ|2k |pgpξq|2 dξ

˙

,

con lo cual

||g||2Hk ě Cn,α

ż

Rn

´

1` |ξ|2k
¯

|pgpξq|2 dξ, (3.5)

y gracias a la estimación puntual:
´

1` |ξ|2k
¯

ě Ck
`

1` |ξ|2
˘k, (ver el Lema 4.2.1 de

la página 218 de Chamorro (2018)), se tiene que

||g||2Hk ě Ck,n,α

ż

Rn

`

1` |ξ|2
˘k
|pgpξq|2 dξ. (3.6)

En conclusión, por las ecuaciones (3.4) y (3.6) obtenemos:

||g||Hk «

ˆ
ż

Rn

`

1` |ξ|2
˘k
|pgpξq|2 dξ

˙1{2

.

Por otro lado, de la ecuación (3.4) y nuevamente por la estimación puntual
´

1` |ξ|2k
¯

ě

Ck
`

1` |ξ|2
˘k, tenemos:

||g||2Hk ď Cn,α,k

ż

Rn

`

1` |ξ|2
˘k
|pgpξq|2 dξ ď Cn,α,k

ż

Rn

´

1` |ξ|2k
¯

|pgpξq|2 dξ. (3.7)

Aśı, las estimaciones dadas en (3.5) y (3.7) muestran que

||g||Hk « ||pg||L2 `

ˆ
ż

Rn
|ξ|2k |pgpξq|2 dξ

˙1{2

,

como se queŕıa. �

De manera más precisa, la primera equivalencia:

||g||Hk «

ˆ
ż

Rn

`

1` |ξ|2
˘k
|pgpξq|2 dξ

˙1{2

,

nos permite estudiar la regularidad de g P HkpRnq a través del decrecimiento al infinito

de su transformada de Fourier pg P S 1pRnq, puesto que g P HkpRnq es equivalente a decir
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que
`

1` | ¨ |2
˘k{2

pg P L2pRnq, pero para asegurar esta última condición es necesario que pg

decrezca en el infinito más rápido que la función ξ ÞÑ
`

1` |ξ|2
˘´k{2.

La segunda equivalencia:

||g||Hk « ||pg||L2 `

ˆ
ż

Rn
|ξ|2k |pgpξq|2 dξ

˙1{2

,

puede relacionarse directamente con el operador laplaciano fraccionario de la siguiente

manera: recordemos que en particular para k un entero positivo se tiene:

”

p´∆qk{2 ϕ
ı

ppξq “ p2πqk |ξ|k pϕpξq, para todo ξ P Rn.

Aśı,

||g||Hk « ||pg||L2 `

ˆ
ż

Rn

ˇ

ˇ

ˇ

”

p´∆qk{2 g
ı

ppξq
ˇ

ˇ

ˇ

2
dξ

˙1{2

« ||pg||L2 `

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

”

p´∆qk{2 g
ı

p

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

L2
.

Finalmente, por la identidad de Plancherel (página 30) se sigue que

||g||Hk « ||g||L2 `

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ
p´∆qk{2 g

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

L2
. (3.8)

Esta última equivalencia nos dice que g P HkpRnq si y solo si g P L2pRnq y p´∆qk{2 g P

L2pRnq. Dicho de otro modo, para verificar que g P HkpRnq se debe controlar (con respecto

a la norma del espacio L2pRnq) el tamaño de la distribución temperada g y el de p´∆qk{2 g.

La equivalencia dada en (3.8) nos ayuda a extender la definición de espacio de Sobolev

no homogéneo a cualquier ı́ndice de regularidad real no negativo como sigue:

Definición 3.2 (Espacios de Sobolev no homogéneos fraccionarios de orden no ne-

gativo). Sea σ ě 0. Definimos el espacio de Sobolev no homogéneo fraccionario de

orden σ, que notaremos por HσpRnq, como:

Hσ
pRn

q “ tg P S 1
pRn

q : ||g||Hσ ă `8u ,
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donde

||g||Hσ “ ||g||L2 `

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ
p´∆qσ{2 g

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

L2
. (3.9)

Es importante notar que para la norma || ¨ ||Hσ , con σ ě 0, dada en la expresión (3.9)

se puede obtener una equivalencia análoga a la dada en la Proposición 3.1 (página 74),

resultado que enunciamos a continuación:

Proposición 3.2. Para todo σ ě 0 y para todo g P HσpRnq tenemos

||g||Hσ «

ˆ
ż

Rn

`

1` |ξ|2
˘σ
|pgpξq|2 dξ

˙1{2

. (3.10)

La demostración de esta proposición es análoga a la de Proposición 3.1 (página 74)

por lo que no la incluiremos.

Por otro lado, notemos que la anterior equivalencia nos permite extender la definición

del espacio de Sobolev no homogéneo fraccionario no negativo a un orden de regularidad

σ P R negativo, como sigue:

Definición 3.3 (Espacios de Sobolev no homogéneos fraccionarios de orden negati-

vo). Sea σ ă 0. Definimos el espacio de Sobolev no homogéneo fraccionario de orden

σ, que notaremos por HσpRnq, como:

Hσ
pRn

q “ tg P S 1
pRn

q : ||g||Hσ ă `8u ,

donde

||g||Hσ “

ˆ
ż

Rn

`

1` |ξ|2
˘σ
|pgpξq|2 dξ

˙1{2

. (3.11)

Observemos que para σ ă 0 debemos definir la norma || ¨ ||Hσ como en (3.11), pues

la expresión dada en la ecuación (3.9) no necesariamente está bien definida para todo
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g P HσpRnq, con σ ă 0, ya que estos espacios (de regularidad negativa) contienen distri-

buciones temperadas que no necesariamente pertenecen al espacio L2pRnq. Para ilustrar

esto, estudiemos el siguiente ejemplo:

Ejemplo 3.1. La masa de Dirac en el origen δ0 P S 1pRnq pertenece a los espacios

HσpRnq con σ ă ´n
2 .

En efecto, sea σ ă ´n{2. Como pδ0 “ 1 en el sentido de las distribuciones temperadas,

podemos escribir:

||δ0||
2
Hσ “

ż

Rn

`

1` |ξ|2
˘σ

ˇ

ˇ

ˇ

pδ0

ˇ

ˇ

ˇ

2
dξ “

ż

Rn

`

1` |ξ|2
˘σ
dξ

“

ż

|ξ|ă1

`

1` |ξ|2
˘σ
dξ `

ż

|ξ|ě1

`

1` |ξ|2
˘σ
dξ.

Luego, cambiando a coordenadas radiales las dos integrales del lado derecho de la

identidad anterior y usando para ρ ą 1 la estimación p1` ρ2q
σ
ď ρ2σ, obtenemos

||δ0||
2
Hσ “

ż 1

0

`

1` ρ2˘σ ρn´1dρ`

ż `8

1

`

1` ρ2˘σ ρn´1dρ ď c

ˆ
ż 1

0
dρ`

ż `8

1
ρ2σ`n´1dρ

˙

,

con c ą 0. Finalmente, notemos que

ż 1

0
dρ “ 1 y

ż `8

1
ρ2σ`n´1dρ “

ρ2σ`n

2σ ` n

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

`8

1
ă `8,

siempre que σ ă ´n
2 . Lo que muestra que, en efecto, δ0 pertenece a los espacios HσpRnq

con σ ă ´n
2 .

2. Algunas propiedades de los espacios de Sobolev no homogéneos.

Una vez definidos los espacios de Sobolev no homogéneos HσpRnq para todo σ P R,

ahora nos encargaremos en revisar algunas de las propiedades más importantes de estos

espacios que serán usadas en nuestro estudio posterior, espećıficamente en el Caṕıtulo 4.
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Empecemos viendo cómo se relacionan los espacios de Sobolev no homogéneos entre

śı.

Proposición 3.3 (Relación de inclusión). Sean σ1 ă 0 ă σ2 números reales, entonces

se tienen las inclusiones estrictas y continuas:

Hσ2pRn
q Ă L2

pRn
q Ă Hσ1pRn

q.

Demostración. Para g P Hσ2pRnq

||g||L2 ď ||g||L2 `

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ
p´∆qσ{2 g

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

L2
“ ||g||Hσ2 ,

con lo cual g P L2pRnq. Además, hay que notar que esta inclusión es estricta pues existen

funciones en L2pRnq que no pertenecen a Hσ2pRnq. Por ejemplo, la función indicatriz

definida sobre la bola unitaria abierta de Rn, 1B1 P L
2pRnq pero 1B1 R H

σ2pRnq para

todo σ2 ě n{2 (ver la página 62 de Haroske y Triebel (2008)).

Por otro lado, para g P L2pRnq, de la estimación puntual
`

1` |ξ|2
˘σ1

ď 1 (con σ1 ă 0)

y la identidad de Plancherel (página 30) obtenemos:

||g||Hσ1 “

ˆ
ż

Rn

`

1` |ξ|2
˘σ1
|pgpξq|2 dξ

˙1{2

ď

ˆ
ż

Rn
|pgpξq|2 dξ

˙1{2

“ ||g||L2 ,

lo que significa que g P Hσ1pRnq. Al igual que antes la inclusión es estricta pues como

vimos en el Ejemplo 3.1 (página 79), la masa de Dirac en el origen δ0 P S 1pRnq pertenece

a los espacios HσpRnq con σ ă ´n
2 pero δ0 R L

2pRnq. �

Observación 3.1. Notemos que si σ ą 0 entonces los elementos de HσpRnq son funciones

pues HσpRnq Ă L2pRnq, mientras que si σ ă 0 los elementos del espacio HσpRnq no

necesariamente son funciones sino, en general, son distribuciones temperadas.

Observación 3.2. Las inclusiones dadas en la Proposición 3.3 (página 80) son continuas

y no compactas, pues trabajamos sobre todo el espacio Rn.
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Por otro lado, con respecto a la estructura de los espacios de Sobolev no homogéneos

fraccionarios se tiene el siguiente resultado:

Proposición 3.4. Para σ P R, los espacios HσpRnq son espacios de Hilbert con el

producto escalar:

pg, hqHσpRnq “

ż

Rn

`

1` |ξ|2
˘σ

pgpξq phpξq dξ, (3.12)

el cual induce una norma equivalente a la norma || ¨ ||Hσ .

Demostración. Consideremos la aplicación:

T : HσpRnq ÝÑ L2pRnq

g ÞÝÑ Tg “
`

1` | ¨ |2
˘σ{2

pg.

Para empezar, notemos que T está bien definida pues g P HσpRnq. Ahora, mostremos

que T define una isometŕıa entre HσpRnq y L2pRnq. En efecto, sea g P HσpRnq, entonces

||Tg||2L2 “

ż

Rn
|Tgpξq|2 dξ “

ż

Rn

`

1` |ξ|2
˘σ
|pgpξq|2 dξ “ ||g||2Hσ .

Luego, mostremos que T es sobreyectiva. Aśı, sea h P L2pRnq. Definimos

g “
”

`

1` | ¨ |2
˘´σ{2

h
ı

q,

donde g P HσpRnq pues

||g||2Hσ “

ż

Rn

`

1` |ξ|2
˘σ

ˇ

ˇ

ˇ

!”

`

1` | ¨ |2
˘´σ{2

h
ı

q

)

ppξq
ˇ

ˇ

ˇ

2
dξ “

ż

Rn
|hpξq|2 dξ,

y además se tiene que

Tgpξq “
´

1` |ξ|2
¯σ{2

pgpξq

“

´

1` |ξ|2
¯σ{2

"„

´

1` | ¨ |2
¯´σ{2

h



q

*

ppξq

“

´

1` |ξ|2
¯σ{2 ´

1` |ξ|2
¯´σ{2

hpξq

“ hpξq,
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para todo ξ P Rn. Por lo tanto, T es un isomorfismo isométrico entre HσpRnq y

L2pRnq, lo que nos permite concluir que HσpRnq, con σ P R, es un espacio de Hilbert con

el producto escalar pg, hqHσpRnq dado como en (3.12). �

Continuando con las propiedades de los espacios de Sobolev no homogéneos, revisemos

la siguiente proposición:

Proposición 3.5 (Proposición 1.57, Bahouri et al. (2011)). Para σ P R, la clase de

Schwartz S pRnq es densa en los espacios HσpRnq.

Demostración. Sea g P HσpRnq entonces la función

h : Rn ÝÑ R

ξ ÞÝÑ
`

1` |ξ|2
˘σ{2

pgpξq,

(3.13)

es un elemento de L2pRnq. Aśı, puesto que la clase de Schwartz S pRnq es densa en el

espacio L2pRnq, entonces existe phnqnPN una sucesión de elementos de S pRnq tal que

hn Ñ h en L2pRnq.

Además, para todo n P N, las funciones

gn : Rn ÝÑ R

ξ ÞÝÑ

«

hnpξq
`

1` |ξ|2
˘σ{2

ff

q,
(3.14)

pertenecen a S pRnq pues hn P S pRnq para todo n P N. Además, el término 1
p1`|ξ|2q

σ{2

decrece aproximadamente como un polinomio y es una función C8pRnq.

Luego, gracias a que hn Ñ h en L2pRnq, tenemos:

||g ´ gn||Hσ “

ˆ
ż

Rn

`

1` |ξ|2
˘σ
|pgpξq ´ pgnpξq|

2 dξ

˙1{2

“

ˆ
ż

Rn

ˇ

ˇ

ˇ

`

1` |ξ|2
˘σ{2

pgpξq ´ hnpξq
ˇ

ˇ

ˇ

2
dξ

˙1{2
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“

ˆ
ż

Rn
|hpξq ´ hnpξq|

2 dξ

˙1{2

Ñ 0,

cuando nÑ `8. �

Este último resultado será fundamental para poder determinar el espacio dual to-

pológico de los espacios HσpRnq, con σ un número real positivo, como veremos a conti-

nuación.

Proposición 3.6. Sea σ ě 0, el espacio H´σpRnq es el espacio dual topológico de

HσpRnq.

La demostración de esta proposición puede ser revisada con todo detalle en la Propo-

sición 1.58 de la página 40 de Bahouri et al. (2011).

3. Espacios de Sobolev homogéneos

Recordemos que cuando σ ě 0 la norma de los espacios de Sobolev HσpRnq está dada

por:

||g||Hσ “ ||g||L2 `

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ
p´∆qσ{2 g

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

L2
,

para todo g P HσpRnq. Sin embargo, en el Caṕıtulo 4, donde estudiaremos la ecuación

del calor fraccionaria, veremos que en ciertas ocasiones es necesario controlar únicamente

la cantidad
ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ
p´∆qσ{2 g

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

L2
. Esto motiva a enunciar la siguiente definición.

Definición 3.4 (Espacios de Sobolev homogéneos fraccionario). Sea σ P R. Defi-

nimos el espacio de Sobolev homogéneo fraccionario de orden σ, que notaremos por

9HσpRnq, como:

9Hσ
pRn

q “
 

g P S 1
pRn

q : pg P L1
locpRn

q y ||g|| 9Hσ ă `8
(

,
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donde

||g|| 9Hσ “

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ
p´∆qσ{2 g

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

L2
. (3.15)

En particular, si σ “ k P N entonces los espacios 9HkpRnq son llamados espacios de

Sobolev homogéneos de orden entero positivo k, para los cuales, siguiendo ĺıneas similares

a las hechas para la deducción de la estimación (3.8) de la página 77, se puede verificar

que

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ
p´∆qσ{2 g

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

L2
«

ÿ

|α|“k

||B
αg||L2 . (3.16)

Observación 3.3. Para cualquier σ P R, el espacio 9HσpRnq es un espacio normado.

La condición pg P L1
locpRnq excluye a todos los polinomios (vistos como distribuciones

temperadas) de los espacios de Sobolev homogéneos. En efecto, consideremos el polinomio

de orden k P N: P pxq “
ÿ

|α|ďk

xα, donde α P Nn es un multi-́ındice y x P Rn. Entonces,

A

pP , ϕ
E

“ xP, pϕy “

ż

Rn

ÿ

|α|ďk

ξαpϕpξq dξ

“
ÿ

|α|ďk

ż

Rn

1
p2πiq|α|

pB
αϕqppξq dξ

“
ÿ

|α|ďk

1
p2πiq|α|

rpB
αϕqps qp0q

“
ÿ

|α|ďk

1
p2πiq|α|

pB
αϕq p0q,

y usando el Ejemplo 1.5 (página 39) se sigue que

A

pP , ϕ
E

“

C

ÿ

|α|ďk

1
p´2πiq|α|

B
αδ0, ϕ

G

.

Por lo tanto,

pP “
ÿ

|α|ďk

1
p´2πiq|α|

B
αδ0, en S 1

pRn
q,

de donde vemos que pP R L1
locpRnq.

84



De este modo, por la equivalencia dada en (3.16) podemos concluir que, en efecto,

|| ¨ || 9Hσ es una norma (ver la Proposición 1.34 de la página 26 de Bahouri et al. (2011)).

A continuación, introduciremos la noción de homogeneidad de un espacio funcional,

la cual nos permitirá justificar más adelante, en la Proposición 3.7 (página 86), por qué

los espacios de Sobolev 9HσpRnq con σ P R son llamados homogéneos.

Definición 3.5 (Homogeneidad). Sea E un espacio normado definido como:

E “ tg P S 1
pRn

q : ||g||E ă `8u .

Si para todo g P E se verifica

||gλ||E “ λσ ||g||E ,

con λ ą 0, σ P R y gλ representa la dilatación de g, entonces decimos que E es un

espacio homogéneo de orden σ.

Para ilustrar la Definición 3.5 revisemos el siguiente ejemplo:

Ejemplo 3.2. Los espacios de Lebesgue LppRnq, con 1 ď p ď `8, son espacios

homogéneos de orden ´n{p.

En efecto, sean g P LppRnq con 1 ď p ă `8 y λ ą 0. Entonces, haciendo el cambio

de variable y “ λx para x P Rn obtenemos

||gλ||Lp “

ˆ
ż

Rn
|gpλxq|p dx

˙1{p

“

ˆ

λ´n
ż

Rn
|gpyq|p dy

˙1{p

“ λ
´n{p

ˆ
ż

Rn
|gpyq|p dy

˙1{p

,

de donde

||gλ||Lp “ λ
´n{p

||g||Lp . (3.17)
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Finalmente, sean g P L8pRnq y λ ą 0. Nuevamente, tomando y “ λx, se tiene que

||gλ||L8 “ sup
xPRn

ess |gpλxq| “ sup
yPRn

ess |gpyq| “ ||g||L8 .

La noción de homogeneidad dada en la Definición 3.5 (página 85) nos permite clasificar

los espacios de Sobolev en homogéneos y no homogéneos. Por lo tanto, empezaremos

verificando el hecho de que los espacios 9HσpRnq con σ P R son espacios homogéneos.

Proposición 3.7. Los espacios 9HσpRnq son espacios homogéneos de orden σ ´ n{2.

Demostración. Gracias a la ecuación (2.3) de la página 57, sabemos que el operador

laplaciano fraccionario es un operador homogéneo de grado σ, que junto a la relación dada

en la ecuación (3.17), para p “ 2, nos permiten deducir lo siguiente:

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ
p´∆qσ{2 gλ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

L2
“

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ
λσ

´

p´∆qσ{2 g
¯

λ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

L2
“ λσ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

´

p´∆qσ{2 g
¯

λ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

L2
“ λσ´

n{2
ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ
p´∆qσ{2 g

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

L2
,

(3.18)

de donde se concluye el resultado. �

Observación 3.4. Los espacios HσpRnq con σ P Rzt0u no verifican la noción de homo-

geneidad dada en la Definición 3.5 (página 85).

En efecto, sean g P HσpRnq y λ ą 0. Si σ ą 0 sabemos que

||gλ||Hσ “ ||gλ||L2 `

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ
p´∆qσ{2 gλ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

L2
.

De este modo, usando las ecuaciones (3.17) y (3.18), tenemos:

||gλ||Hσ “ λ
´n{2

||g||L2 ` λ
σ´n{2

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ
p´∆qσ{2 g

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

L2
, (3.19)
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de donde se ve que los espacios de HσpRnq con σ ą 0 no verifican la Definición 3.5

(página 85), pues los dos términos que aparecen en el lado derecho de la ecuación (3.19)

tienen distintos grados de homogeneidad.

Ahora, si s ă 0. Tomando η “ ξ{λ, con ξ P Rn, tenemos que

||gλ||Hσ “

ˆ
ż

Rn

`

1` |ξ|2
˘σ
| pgλpξq|

2 dξ

˙1{2

“

ˆ
ż

Rn

`

1` |ξ|2
˘σ ˇ

ˇλ´npgpξ{λq
ˇ

ˇ

2
dξ

˙1{2

“

ˆ
ż

Rn

`

1` λ2
|η|2

˘σ ˇ
ˇλ´npgpηq

ˇ

ˇ

2
λndη

˙1{2

“ λ
´n{2

ˆ
ż

Rn

`

1` λ2
|η|2

˘σ
|pgpηq|2 dη

˙1{2

.

Sin embargo, vemos que no es posible extraer el coeficiente λ2 de la expresión
`

1` λ2 |η|2
˘σ.

En consecuencia, los espacios HσpRnq, con σ ă 0, tampoco verifican la Definición 3.5

(página 85).

4. Algunas propiedades de los espacios de Sobolev homogéneos

Ahora es momento de revisar las propiedades de los espacios de Sobolev homogéneos

más útiles para nuestro estudio de las soluciones de la ecuación del calor fraccionaria.

En lo posible, a lo largo de esta sección, también trataremos de hacer un estudio

comparativo con los espacios de Sobolev no homogéneos. Partamos revisando cuál es la

relación entre los espacios de Sobolev homogéneos y no homogéneos.

Proposición 3.8. Sea σ P R.

1. Si σ ě 0, entonces el espacio HσpRnq está estrictamente contenido en el

espacio 9HσpRnq.
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2. Si σ ă 0, entonces el espacio 9HσpRnq está estrictamente contenido en el

espacio HσpRnq.

Demostración.

1. Sean σ ě 0 y g P HσpRnq. Se tiene que

||g|| 9Hσ “

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ
p´∆qσ{2 g

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

L2
ď ||g||L2 `

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ
p´∆qσ{2 g

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

L2
“ ||g||Hσ ,

con lo cual, g P 9HσpRnq.

Resta mostrar que la contenencia HσpRnq Ă 9HσpRnq es estricta. Para esto

consideremos g P S 1pRnq tal que

pgpξq “

$

’

’

&

’

’

%

0 si |ξ| ě 1

|ξ||α| si |ξ| ă 1,

con α P Nn un multi-́ındice tal que ´
´

σ `
n

2

¯

ă |α| ă ´
n

2 .

Veamos que g P 9HσpRnq. Para ello estudiemos la cantidad

ż

Rn
|ξ|2σ |pgpξq|2 dξ “

ż

|ξ|ă1
|ξ|2σ |ξ|2|α| dξ. (3.20)

Ahora, si hacemos un cambio de variable a coordenadas radiales en el lado

derecho de la ecuación (3.20), obtenemos:

ż

Rn
|ξ|2σ |pgpξq|2 dξ “

ż 1

0
ρ2σ`2|α|`n´1dρ “

ρ2σ`2|α|`n

2σ ` 2 |α| ` n

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

1

0
ă `8,

ya que |α| ą ´
´

σ `
n

2

¯

. Sin embargo, veamos que g R HσpRnq. En efecto, estu-

diemos la cantidad:

ż

Rn
|pgpξq|2 dξ “

ż

|ξ|ă1
|ξ|2|α| dξ. (3.21)
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Nuevamente, haciendo un cambio de variable a coordenadas radiales en el lado

derecho de la ecuación (3.21) se tiene

ż

|ξ|ă1
|ξ|2|α| dξ “

ż 1

0
ρ2|α|`n´1dρ “

ρ2|α|`n

2 |α| ` n

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

1

0
“ `8,

pues |α| ă ´n2 . En consecuencia, el espacio HσpRnq está estrictamente contenido

en el espacio 9HσpRnq para todo σ ě 0.

2. Por otro lado, sean σ ă 0 y g P 9HσpRnq. Se sigue que

||g||Hσ “

ˆ
ż

Rn

`

1` |ξ|2
˘σ
|pgpξq|2 dξ

˙1{2

ď

ˆ
ż

Rn
|ξ|2σ |pgpξq|2 dξ

˙1{2

“
1

p2πqσ
ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ
p´∆qσ{2 g

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

L2

ď
1

p2πqσ ||g|| 9Hσ ,

lo que muestra que g P HσpRnq.

Notemos que en este caso la contenencia es estricta porque si consideramos

g P S 1pRnq tal que

pgpξq “

$

’

’

&

’

’

%

0 si |ξ| ě 1

|ξ||α| si |ξ| ă 1,

donde ahora α P Nn es un multi-́ındice que verifica la relación ´n2 ă |α| ă

´

´

σ `
n

2

¯

, vemos que g R 9HσpRnq. En efecto,

ż

Rn
|ξ|2σ |pgpξq|2 dξ “

ż

|ξ|ă1
|ξ|2σ |ξ|2|α| dξ. (3.22)
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Luego, haciendo un cambio de variable a coordenadas radiales en el lado de-

recho de la ecuación (3.22), obtenemos:

ż

|ξ|ă1
|ξ|2σ`2|α| dξ “

ż 1

0
ρ2σ`2|α|`n´1dρ “

ρ2σ`2|α|`n

2σ ` 2 |α| ` n

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

1

0
“ `8,

debido a que |α| ă ´
´

σ `
n

2

¯

.

Por último, veamos que g P HσpRnq. Notar que

ż

Rn

`

1` |ξ|2
˘σ
|pgpξq|2 dξ ď

ż

|ξ|ă1
|ξ|2|α| dξ. (3.23)

Nuevamente, haciendo un cambio de variable a coordenadas radiales en el lado

derecho de la ecuación (3.23), se tiene que

ż

|ξ|ă1
|ξ|2|α| dξ “

ż 1

0
ρ2|α|`n´1dρ “

ρ2|α|`n

2 |α| ` n

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

1

0
ă `8,

pues |α| ą ´n2 .

�

Recordemos que los espacios de Sobolev no homogéneos son comparables mediante la

relación de inclusión dada en la Proposición 3.3 (página 80). Sin embargo, como veremos

a continuación, no es posible comparar los espacios de Sobolev homogéneos entre śı.

Observación 3.5. No existe relación de inclusión entre los espacios de Sobolev ho-

mogéneos fraccionarios.

En efecto, sean σ1, σ2 P R. Sin pérdida de generalidad, supongamos que σ1 ă σ2 y

consideremos g P S 1pRnq tal que

pgpξq “

$

’

’

&

’

’

%

0 si |ξ| ď 1

|ξ||α| si |ξ| ą 1,

con α P Nn un multi-́ındice tal que ´
´

σ2 `
n

2

¯

ă |α| ă ´
´

σ1 `
n

2

¯

.
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Veamos que g P 9Hσ1pRnq. Para ello estudiemos la cantidad

ż

|ξ|ą1
|ξ|2σ1`2|α| dξ.

Ahora, haciendo un cambio de variable a coordenadas radiales en la integral anterior,

tenemos:

ż

|ξ|ą1
|ξ|2σ1`2|α| dξ “

ż `8

1
ρ2σ1`2|α|`n´1dρ “

ρ2σ1`2|α|`n

2σ1 ` 2 |α| ` n

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

`8

1
ă `8,

pues |α| ă ´
´

σ1 `
n

2

¯

.

Aśı también, veamos que g R 9Hσ2pRnq. En efecto, estudiemos la cantidad:

ż

|ξ|ą1
|ξ|2σ2`2|α| dξ.

De manera similar, haciendo un cambio de variable a coordenadas radiales en la última

integral, se sigue que

ż

|ξ|ą1
|ξ|2σ2`2|α| dξ “

ż `8

1
ρ2σ2`2|α|`n´1dρ “

ρ2σ2`2|α|`n

2σ2 ` 2 |α| ` n

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

`8

1
“ `8,

pues |α| ą ´
´

σ2 `
n

2

¯

.

Por otro lado, si ahora consideramos h P S 1pRnq tal que

phpξq “

$

’

’

&

’

’

%

|ξ||α| si |ξ| ď 1

0 si |ξ| ą 1,
(3.24)

con α P Nn un multi-́ındice tal que ´
´

σ2 `
n

2

¯

ă |α| ă ´

´

σ1 `
n

2

¯

, y haciendo un

estudio similar al anterior, se tiene que

ż

|ξ|ď1
|ξ|2σ1`2|α| dξ “

ż 1

0
ρ2σ1`2|α|`n´1dρ “

ρ2σ1`2|α|`n

2σ1 ` 2 |α| ` n

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

1

0
“ `8,
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y

ż

|ξ|ď1
|ξ|2σ2`2|α| dξ “

ż 1

0
ρ2σ2`2|α|`n´1dρ “

ρ2σ2`2|α|`n

2σ2 ` 2 |α| ` n

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

1

0
ă `8.

Esto muestra que h P 9Hσ2pRnq, pero h R 9Hσ1pRnq.

En el próximo resultado se mostrará que a pesar de no existir una relación de inclusión

entre los espacios de Sobolev homogéneos, podemos asegurar que dada una distribución

temperada que pertenece a dos espacios de Sobolev homogéneos de distinto orden de regu-

laridad 9Hσ1pRnq, 9Hσ2pRnq, con σ1, σ2 P R, esta distribución temperada también pertenece

a todos los espacios de Sobolev homogéneos cuyos ordenes están entre σ1 y σ2.

Proposición 3.9 (Proposición 1.32., Bahouri et al. (2011), Desigualdad de interpo-

lación). Sean σ1, σ2 P R y g P 9Hσ1pRnq X 9Hσ2pRnq. Para todo σ “ θσ1 ` p1 ´ θqσ2,

con 0 ď θ ď 1, se tiene

||g|| 9Hσ ď ||g||
θ
9Hσ1 ||g||

1´θ
9Hσ2 .

Demostración. Notemos que de la expresión dada en la ecuación (3.15) (página

84) y la identidad de Plancherel (página 30), se sigue que

||g|| 9Hσ “

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ
p´∆qσ{2 g

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

L2
“

ˆ
ż

Rn
|2πξ|2σ |pgpξq|2 dξ

˙1{2

“

ˆ
ż

Rn
|2πξ|2pθσ1`p1´θqσ2q |pgpξq|2pθ`p1´θqq dξ

˙1{2

.

Luego, puesto que 1
θ
, 1

1´θ son exponentes conjugados, es decir, verifican θ ` p1 ´ θq “ 1,

entonces por la desigualdad de Hölder se tiene que

||g|| 9Hσ “

ˆ
ż

Rn
|2πξ|2θσ1 |pgpξq|2θ |2πξ|2p1´θqσ2 |pgpξq|2p1´θq dξ

˙1{2

ď

ˆ
ż

Rn
|2πξ|2σ1 |pgpξq|2 dξ

˙θ{2 ˆż

Rn
|2πξ|2σ2 |pgpξq|2 dξ

˙p1´θq{2
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“

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ
p´∆qσ1{2 g

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

θ

L2

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ
p´∆qσ2{2 g

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

1´θ

L2

“ ||g||θ9Hσ1 ||g||
1´θ
9Hσ2 .

�

Recordemos que de acuerdo a la Proposición 3.5 (página 82), la clase de Schwartz es

densa en los espacios de Sobolev no homogéneos. Sin embargo, en los espacios de Sobolev

homogéneos ya no contamos con esta propiedad como veremos a continuación:

Observación 3.6. Para σ ď ´n{2, la clase de Schwartz S pRnq no está contenida en el

espacio 9HσpRnq.

Para ilustrar esta última observación revisemos el siguiente ejemplo.

Consideremos la función ϕ P S pRnq tal que

pϕpξq “

$

’

’

&

’

’

%

1 si |ξ| ď 1

0 si |ξ| ě 2.

Luego, para σ ď ´n{2, se tiene que

||ϕ||29Hσ “

ż

Rn
|ξ|2σ |pϕpξq|2 dξ “

ż

|ξ|ď1
|ξ|2σ dξ `

ż

1ď|ξ|ď2
|ξ|2σ |pϕpξq|2 dξ.

Por otro lado, cambiando a coordenadas radiales la primera integral del lado derecho

de la ecuación anterior, tenemos:

ż

|ξ|ď1
|ξ|2σ dξ “

ż 1

0
ρ2σ`n´1dρ “

ρ2σ`n

2σ ` n

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

1

0
“ `8,

pues σ ď ´n{2.

Aśı, hemos encontrado un elemento de la clase de Schwartz que no pertenece a 9HσpRnq

con σ ď ´n{2, como se queŕıa.
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El próximo resultado nos da información sobre la regularidad de las derivadas frac-

cionarias de los elementos de los espacios de Sobolev homogéneos.

Proposición 3.10 (Derivación fraccionaria). Sean σ1, σ2 P R y g P 9Hσ1pRnq. Se

tiene que

ˇ

ˇ

ˇ

ˇp´∆qσ2{2g
ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

9Hσ1´σ2 “ ||g|| 9Hσ1 .

Demostración. Por la expresión dada en (3.15) (página 84), se tiene que

ˇ

ˇ

ˇ

ˇp´∆qσ2{2g
ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

9Hσ1´σ2 “
ˇ

ˇ

ˇ

ˇp´∆qpσ1´σ2q{2
`

p´∆qσ2{2g
˘
ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

L2

“

ˆ
ż

Rn
|2πξ|2pσ1´σ2q |2πξ|2σ2 |pgpξq|2 dξ

˙1{2

“

ˆ
ż

Rn
|2πξ|2σ1 |pgpξq|2 dξ

˙1{2

“
ˇ

ˇ

ˇ

ˇp´∆qσ1{2g
ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

L2 “ ||g|| 9Hσ1 .

Lo que muestra que p´∆qσ2{2g P 9Hσ1´σ2pRnq. �

Observación 3.7. La Proposición 3.10 nos indica que dada g P 9Hσ1pRnq, sus derivadas

fraccionarias de orden σ2 pertenecen al espacio 9Hσ1´σ2pRnq, es decir, estas derivadas son

σ2´veces más regulares que g P 9Hσ1pRnq si σ2 ă 0 o son σ2´veces menos regulares que

g P 9Hσ1pRnq si σ2 ě 0.

Para terminar esta sección introduciremos una proposición que será muy útil en el

Caṕıtulo 4 y cuya demostración puede ser revisada en el Teorema 1.36 de la página 27

de Bahouri et al. (2011).

Proposición 3.11. Sea |σ| ă n{2, el espacio 9H´σpRnq es el espacio dual topológico

de 9HσpRnq.
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Caṕıtulo 4

Ecuación del calor fraccionaria

1. Motivación probabiĺıstica: Caminata aleatoria con saltos arbitrariamente

largos

A continuación presentamos un modelo estocástico, a partir del cual, es posible deducir

de manera natural la ecuación del calor fraccionaria. Este modelo describe el movimiento

aleatorio de una part́ıcula en el látice hZn, con h ą 0, donde además se le permite a la

part́ıcula ir de una posición a otra (dentro del látice) incluso si la distancia que las separa

es arbitrariamente grande. Este tipo de movimiento es también conocido como caminata

aleatoria con saltos arbitrariamente largos.

Dicho esto, consideremos sobre Zn, la σ´álgebra: PpZnq, de este modo la probabilidad

de salto de una part́ıcula viene dada mediante una función de distribución de probabilidad

P definida como sigue: la probabilidad de que ocurra el evento A P PpZnq está dada por:

P pAq “ Cs
ÿ

kPA

Kspkq, (4.1)

con Cs “
1

ÿ

kPZn
Kspkq

ă `8, y donde para 0 ă s ă 2, la función Ks : Zn Ñ r0,`8r tiene

la siguiente expresión:

Kspkq “

$

’

’

&

’

’

%

|k|´pn`sq si k ‰ 0 P Zn

0 si k “ 0 P Zn,
(4.2)

Ks es conocido como núcleo homogéneo, para más detalles se sugiere revisar Valdinoci

(2009).
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Aqúı vale la pena notar que como P es una distribución de probabilidad entonces

verifica P pZnq “ 1. Adicionalmente, gracias a que Ksp0q “ 0, podemos asegurar que la

part́ıcula no se queda fija en una misma posición sino que eventualmente esta saltará a

otra posición.

Una vez definida la probabilidad P , es hora de describir el modelo de estudio. Para

ello, pensemos en una caminata aleatoria sobre el látice hZn, y vayamos precisando cada

uno de los términos que aparecen en el modelo. Aśı, h ą 0 denota el tamaño de la

discretización espacial. Por otro lado, notaremos por τh ą 0, el tamaño de discretización

temporal (que depende de h) con la siguiente escala: τh “ hs, para 0 ă s ă 2, pues nos

permitirá reconstruir al laplaciano fraccionario como operador de integral singular (ver

Valdinoci (2009)). Finalmente, notemos por upt, xq la probabilidad de que una part́ıcula

en el tiempo t P τhZ esté en la posición x P hZn.

Suponemos entonces que una part́ıcula que está en la posición x P hZn se mueve

bajo la siguiente ley de probabilidad: en cada paso de tiempo τh la part́ıcula toma un

valor k P Zn de acuerdo a la distribución de probabilidad P dada en (4.1), y entonces

se mueve hacia la posición hk. Además, debido a las fórmulas (4.1), (4.2) podemos ver

que los saltos arbitrariamente largos se realizarán con una probabilidad muy pequeña.

Aśı, si la part́ıcula en un tiempo t ą 0, fijo, está en una posición x y esta sigue la ley de

probabilidad anterior, entonces en el tiempo t ` τh estará en la posición x ` hk (ver la

Figura 1).

Notemos que para t ą 0, fijo, la probabilidad upt ` τh, xq de que una part́ıcula en el

tiempo t`τh ą 0 se encuentre en la posición x P hZn, de acuerdo a la ley de probabilidad

total, es igual a la suma de las probabilidades upt, x´hkq de que la part́ıcula en el tiempo

t ą 0 estuvo en la posición x´hk (con k P Zn), multiplicado por la probabilidad de haber
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Figura 1. Caminata aleatoria con saltos largos sobre el látice hZ2

(k1, k2, k3, k4 P Z2).

salido de dicho hk, es decir,

upt` τh, xq “ Cs
ÿ

kPZn
Kspkqupt, x´ hkq,

Restando en la ecuación anterior el término upt, xq y gracias a que P es una medida

de probabilidad, se sigue que

upt` τh, xq ´ upt, xq “ Cs

«

ÿ

kPZn
Kspkqupt, x´ hkq ´

ÿ

kPZn
Kspkqupt, xq

ff

“ Cs

«

ÿ

kPZn
Kspkq rupt, x´ hkq ´ upt, xqs

ff

Luego, dividiendo la expresión anterior para τh y usando la definición Ks dada en la

ecuación (4.2), tenemos

upt` τh, xq ´ upt, xq

τh
“ Cs

ÿ

kPZn

Kspkq

τh
rupt, x´ hkq ´ upt, xqs
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“ Cs
ÿ

kPZn
h´s |k|´pn`sq rupt, x´ hkq ´ upt, xqs

“ Cs
ÿ

kPZn
hn |hk|´pn`sq rupt, x´ hkq ´ upt, xqs ,

entonces,

upt` τh, xq ´ upt, xq

τh
“ Csh

n
ÿ

kPZn
Ksphkq rupt, x´ hkq ´ upt, xqs , (4.3)

donde el término dado en (4.3) corresponde a una aproximación en sumas de Riemann.

Entonces, haciendo τh “ hs Ñ 0`, es decir, tomando el ĺımite de la caminata aleatoria

discreta se sigue que

Btupt, xq “ Cs

ż

Rn
Kspyq rupt, x´ yq ´ upt, xqs dy “ ´Cs ĺım

εÑ0

ż

|y|ąε

upt, xq ´ upt, x´ yq

|y|n`s
dy,

(4.4)

para todo t ą 0 fijo. Lo que muestra que la caminata aleatoria con saltos arbitrariamente

largos en el ĺımite produce una integral singular con un núcleo homogéneo. Recordemos

que precisamente esta integral, gracias a la ecuación (2.21) de la página 70, corresponde

a una caracterización del laplaciano fraccionario. Aśı, la expresión dada en (4.4) se puede

reescribir como:

Btupt, xq ` p´∆qs{2upt, xq “ 0, (4.5)

para todo t ą 0 y todo x P Rn.

Como hemos podido observar, la ecuación del calor fraccionaria nos permite describir

modelos muchos más diversos que los de difusión clásica como la caminata aleatoria con

saltos largos que acabamos de analizar, por lo que el estudio teórico de las propiedades

de sus soluciones es necesario, siendo este nuestro propósito a lo largo de las próximas

secciones.
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2. Soluciones mild y algunas estimaciones

Empezaremos recordando rápidamente que el problema de Cauchy para la ecuación

del calor clásica viene dado por:

$

’

’

&

’

’

%

Btupt, xq ´∆upt, xq “ fpt, xq, pt, xq P s0, T s ˆ Rn,

up0, xq “ u0pxq, x P Rn,

(4.6)

donde

f : r0, T s ˆ Rn Ñ R: representa una fuente externa de calor.

u0 : Rn Ñ R: representa la temperatura en el tiempo inicial t “ 0.

La función u : r0, T s ˆ Rn Ñ R, que f́ısicamente representa la temperatura en un tiempo

t P r0, T s y en un punto x P Rn, es la solución para (4.6).

0 ă T ď `8: es el tiempo máximo en el que existe la solución u durante el cual

actúa la fuente de calor externa.

Además, en el problema (4.6) el término Btu describe la variación de u con respecto al

tiempo, mientras que ∆u es el término que explica la difusión del calor, donde ∆ denota

al operador laplaciano clásico dado en la ecuación (1.11) de la página 22.

La idea de nuestro estudio consiste en reemplazar en la ecuación (4.6), el término de

difusión clásico ´∆u por el término de difusión fraccionario p´∆qs{2u, con 0 ă s ă 2, que

como pudimos ver, en la sección anterior, aparece de manera natural en ciertos modelos

probabiĺısticos y, para el cual, hemos estudiado algunas de sus caracterizaciones, ya sea en

variable de Fourier como en variable espacial, y esta última como operador de convolución

o como operador de integral singular, que se presentaron en el Caṕıtulo 2.
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Consideramos entonces, para 0 ă s ă 2, el problema de Cauchy para la ecuación del

calor fraccionaria:
$

’

’

&

’

’

%

Btupt, xq ` p´∆qs{2upt, xq “ fpt, xq, pt, xq P s0, T s ˆ Rn,

up0, xq “ u0pxq, x P Rn,

(4.7)

donde, al igual que en el problema (4.6): 0 ă T ď `8, f : r0, T s ˆ Rn Ñ R y

u0 : Rn Ñ R son datos del problema (4.7), y u : r0, T s ˆ Rn Ñ R es su solución.

Una vez planteado el problema de estudio, nos concentraremos en dar una definición

de solución mild para el problema de Cauchy (4.7). Pero antes es necesario introducir

la noción de solución fundamental de esta ecuación, pues como veremos en la siguiente

sección, la solución fundamental es primordial para construir las soluciones mild.

Aśı, empecemos considerando la siguiente ecuación:
$

’

’

&

’

’

%

Btupt, xq ` p´∆qs{2upt, xq “ 0, pt, xq P s0, T s ˆ Rn,

up0, xq “ δ0, x P Rn,

(4.8)

donde, δ0 denota la masa de Dirac en el origen definida en el segundo numeral del

Ejemplo 1.4 (página 35).

Entonces, tomando la transformada de Fourier (en variable de espacio) en el problema

(4.8), obtenemos para todo ξ P Rn fijo, la siguiente ecuación diferencial ordinaria (en

tiempo) homogénea a valor inicial:
$

’

’

&

’

’

%

d

dt
pupt, ξq ` p2πqs |ξ|s pupt, ξq “ 0, pt, ξq P s0, T s ˆ Rn,

pup0, ξq “ pδ0 “ 1, ξ P Rn.

(4.9)

La solución de la ecuación (4.9) viene dada por la siguiente expresión:

pupt, ξq “ ce
´p2πqs |ξ|s t

.
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Luego, usando la condición inicial pup0, ξq “ 1, tenemos que c “ 1. De este modo, definimos

xPspt, ξq “ e
´p2πqs |ξ|s t

,

la solución de la ecuación diferencial ordinaria (en tiempo) (4.9).

Observación 4.1. En el problema (4.8) se considera la masa de Dirac en el origen δ0

como dato inicial pues nos ayuda a estudiar de manera más precisa la estructura de la

solución fundamental.

En efecto, puesto que en la expresión pupt, ξq “ ce
´p2πqs |ξ|s t

, la constante c “ pδ0 “ 1

en el sentido de las distribuciones temperadas, esto hace que nos despreocupemos de los

posibles valores que pueda tomar c y en esencia nos permite concentrarnos en la función

xPspt, ξq “ e
´p2πqs |ξ|s t

.

A partir de la expresión xPs daremos una definición de solución fundamental, que como

mencionamos nos ayudará posteriormente a construir la solución mild para el problema

(4.7). Pero antes será necesario revisar algunas propiedades de xPs.

Observación 4.2. Notemos que si 0 ă s ă 2, entonces para cualquier t ą 0, xPspt, ¨q no

pertenece a S pRnq, pues no es diferenciable en el origen.

Proposición 4.1. Para cualesquier 0 ă s ă 2 y t ą 0, xPspt, ¨q P L1pRnq.

Demostración. En efecto, sean 0 ă s ă 2 y t ą 0. Se tiene que

ż

Rn

ˇ

ˇ

ˇ

xPspt, ξq
ˇ

ˇ

ˇ
dξ “

ż

Rn
e´p2πq

s|ξ|stdξ.

Ahora, cambiando a coordenadas radiales la integral del lado derecho tenemos:

ż `8

0
ρn´1e´p2πq

sρstdρ “

ż p˚

0
ρn´1e´p2πq

sρstdρ`

ż `8

p˚
ρn´1e´p2πq

sρstdρ, (4.10)
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donde p˚ “ 1
2π

`

n`1
st

˘1{s
ą 0 es tal que

e´p2πq
sρst

ď ρ´pn`1q, (4.11)

para todo ρ ě p˚. Aśı, usando (4.11) en la ecuación (4.10) tenemos:

ż `8

0
ρn´1e´p2πq

sρstdρ ď

ż p˚

0
ρn´1e´p2πq

sρstdρ`

ż `8

p˚
ρ´2dρ.

Basta notar que para ρ ą 0, la función ρ ÞÑ ρn´1e´p2πq
sρst es continua, con lo cual

ż p˚

0
ρn´1e´p2πq

sρstdρ ă `8,

y que además,

ż `8

p˚
ρ´2dρ “

1
p˚
ă `8,

de donde se sigue el resultado.

�

La idea ahora es usar la transformada de Fourier inversa para de este modo obtener

una expresión de Ps con 0 ă s ă 2, en variable espacial.

Definición 4.1 (Solución Fundamental). Sea 0 ă s ă 2. Llamaremos solución fun-

damental de la ecuación del calor fraccionaria a la función:

Pspt, xq “
´

e´p2πq
s| ¨ |

st
¯

qpxq “

ż

Rn
e2πix¨ξe´p2πq

s|ξ|stdξ,

para todo t ą 0 y todo x P Rn.

Observación 4.3. En general, no se dispone de una fórmula expĺıcita para Ps, salvo en

el caso s “ 1 donde Ps puede escribirse como:

P1pt, xq “
`

e´2π| ¨ |t˘
qpxq “

Γ
`

n`1
2

˘

π
n`1

2

1
`

1` |x|2 t2
˘

n`1
2
,
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para todo t ą 0 y todo x P Rn. Para más detalles de este resultado, se puede revisar la

página 108 de Grafakos (2008).

Revisemos ahora algunas propiedades de la solución fundamental. Aśı, para x P Rn

fijo, empecemos estudiando la regularidad en variable de tiempo de la función Ps.

Proposición 4.2. Sea 0 ă s ă 2. Para todo x P Rn fijo, Psp¨, xq es una función de

clase C 1 ps0,`8rq.

Demostración. Notemos que para todo t ą 0, por el teorema de derivación bajo el

signo de la integral, se tiene que

BtPspt, xq “ Bt

ˆ
ż

Rn
e2πix¨ξ e´p2πq

s|ξ|stdξ

˙

“

ż

Rn

B

Bt

´

e2πix¨ξ e´p2πq
s|ξ|st

¯

dξ

“

ż

Rn
´p2πqs |ξ|s e2πix¨ξ e´p2πq

s|ξ|stdξ.

En consecuencia,

BtPspt, xq “
´

´p2πqs |¨|s e´p2πqs|¨|
st
¯

qpxq, (4.12)

lo cual está bien definido pues para todo t ą 0, la función dada por la expresión

´p2πqs |¨|s e´p2πqs|¨|st pertenece a L1pRnq. Aśı, Psp¨, xq es diferenciable y continua en tiem-

po.

Ahora, veamos que BtPspt, xq es continua para todo t ą 0 fijo. En efecto, sea τ ą 0.

Estudiemos la cantidad

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ż

Rn
p2πqs |ξ|s e2πix¨ξ e´p2πq

s|ξ|stdξ ´

ż

Rn
p2πqs |ξ|s e2πix¨ξ e´p2πq

s|ξ|sτdξ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

“

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ż

Rn
p2πqs |ξ|s e2πix¨ξ

´

e´p2πq
s|ξ|st

´ e´p2πq
s|ξ|sτ

¯

dξ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ
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ď

ż

Rn
p2πqs |ξ|s

ˇ

ˇ

ˇ
e´p2πq

s|ξ|st
´ e´p2πq

s|ξ|sτ
ˇ

ˇ

ˇ
dξ

“

ż

Rn
p2πqs |ξ|s e´p2πqs|ξ|

st
ˇ

ˇ

ˇ
1´ e´p2πqs|ξ|

s
pτ´tq

ˇ

ˇ

ˇ
dξ.

Ahora, notemos que para todo t ą 0,

|ξ|s e´p2πq
s|ξ|st

ˇ

ˇ

ˇ
1´ e´p2πqs|ξ|

s
pτ´tq

ˇ

ˇ

ˇ
ď 2 |ξ|s e´p2πqs|ξ|

st,

donde la función definida por ξ P Rn ÞÑ 2 |ξ|s e´p2πqs|ξ|st está en L1pRnq. Entonces, hacien-

do τ Ñ t, por el teorema de convergencia dominada de Lebesgue y la continuidad de la

función exponencial, se sigue que

ż

Rn
p2πqs |ξ|s e´p2πqs|ξ|

st
ˇ

ˇ

ˇ
1´ e´p2πqs|ξ|

s
pτ´tq

ˇ

ˇ

ˇ
dξ Ñ 0.

Por lo tanto, Psp¨, xq es una función de clase C 1 ps0,`8rq. �

Ahora, para t ą 0 fijo, estudiemos la regularidad de Ps en variable de espacio.

Proposición 4.3. Sea σ ě 0, entonces se tiene que Pspt, ¨q P HσpRnq para todo t ą 0.

Demostración. Notemos que Pspt, ¨q P S 1pRnq para todo t ą 0 y todo 0 ă s ă 2.

Luego,

||Pspt, ¨q||
2
Hσ “

ż

Rn

`

1` |ξ|2
˘σ

ˇ

ˇ

ˇ

xPspt, ξq
ˇ

ˇ

ˇ

2
dξ “

ż

Rn

`

1` |ξ|2
˘σ
e´2p2πqs|ξ|stdξ

“

ż

|ξ|ď1

`

1` |ξ|2
˘σ
e´2p2πqs|ξ|stdξ `

ż

|ξ|ą1

`

1` |ξ|2
˘σ
e´2p2πqs|ξ|stdξ,

para todo t ą 0.

Estudiemos por separado las dos últimas integrales. Si |ξ| ď 1 y puesto que σ ě 0,

tenemos la siguiente estimación:
`

1` |ξ|2
˘σ
ď 2σ, de este modo

ż

|ξ|ď1

`

1` |ξ|2
˘σ
e´2p2πqs|ξ|stdξ ď 2σ

ż

|ξ|ď1
e´2p2πqs|ξ|stdξ ă `8,
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pues la función dada por la expresión e´p2πq
s|ξ|st es una función continua en variable

de Fourier para todo t ą 0.

Por otro lado, cuando |ξ| ą 1 tenemos que
`

1` |ξ|2
˘σ
ă
`

2 |ξ|2
˘σ, de este modo

ż

|ξ|ą1

`

1` |ξ|2
˘σ
e´2p2πqs|ξ|stdξ ă 2σ

ż

|ξ|ą1
|ξ|2σ e´2p2πqs|ξ|stdξ ă `8,

pues la función dada por la expresión |ξ|2σ e´p2πqs|ξ|st pertenece a L1pRnq, para todo

σ P R.

�

En este momento, vale la pena considerar la siguiente inyección de Sobolev, pues

como veremos en la Corolario 4.1, nos permitirá mejorar las propiedades de regularidad

de Pspt, ¨q, para todo t ą 0.

Observación 4.4. Cuando σ ą n{2 se tiene la inclusión HσpRnq Ă L8pRnq X C pRnq.

La prueba de este resultado puede ser revisado en el Teorema 1.66 (página 44) de

Bahouri et al. (2011).

Por lo tanto, gracias a la observación anterior tenemos el siguiente resultado.

Corolario 4.1. Sea 0 ă s ă 2, entonces para todo t ą 0 fijo, la función Pspt, ¨q es

una función de clase C8pRnq.

Demostración. Sea t ą 0 fijo, por la Proposición 4.3 sabemos que Pspt, ¨q P HσpRnq

para todo σ ě 0, aśı, para todo multi-́ındice α P Nn se tiene que BαPspt, ¨q P Hσ´|α|pRnq,

para todo σ ě 0. En particular, BαPspt, ¨q P Hσ´|α|pRnq, para σ ą |α| ` n{2, es decir,

σ ´ |α| ą n{2. Entonces, gracias a la Observación 4.4 podemos concluir que BαPspt, ¨q P
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L8pRnq XC pRnq y como el multi-́ındice α P Nn es arbitrario, obtenemos que en efecto la

función Pspt, ¨q es una función de clase C8pRnq en variable de espacio. �

Una vez revisadas las propiedades de regularidad de Ps, tanto en variable espacial

como en variable temporal, procedemos a verificar que Ps satisface el problema (4.8).

Proposición 4.4. Sea 0 ă s ă 2. La función Ps verifica la ecuación:

BtPspt, xq ` p´∆qs{2Pspt, xq “ 0,

para todo t ą 0 y todo x P Rn.

Demostración. De la ecuación (4.12) de la página 103, sabemos que para 0 ă s ă 2,

BtPspt, xq “ ´
´

p2πqs | ¨ |s e´p2πqs| ¨ |
st
¯

qpxq. (4.13)

Por otro lado, calculado la transformada de Fourier en variable espacial de p´∆qs{2Pspt, ¨q

tenemos:

“

p´∆qs{2Pspt, ¨q
‰

ppξq “ p2πqs |ξ|s xPspt, ξq “ p2πqs |ξ|s e´p2πq
s|ξ|st,

para todo t ą 0 y ξ P Rn. Finalmente, tomando transformada de Fourier inversa en

variable espacial en la ecuación anterior, se sigue que

p´∆qs{2Pspt, xq “
´

p2πqs |¨|s e´p2πqs|¨|
st
¯

qpxq. (4.14)

Aśı, de (4.13) y (4.14) se sigue el resultado. �

Adicionalmente, es necesario verificar que esta solución satisface la condición inicial

Psp0, ¨q “ δ0.

Proposición 4.5. Sea 0 ă s ă 2. Se tiene

ĺım
tÑ0`

Pspt, ¨q “ δ0, en S 1
pRn

q.
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Demostración. Sea ϕ P S pRnq. Por la Definición 1.13 de la página 42, tenemos

xPspt, ¨q, ϕy “
A´

e´p2πq
s|¨|

st
¯

q, ϕ
E

“

A

e´p2πq
s|¨|

st, qϕ
E

,

de donde, gracias al teorema de convergencia dominada de Lebesgue se sigue que

ĺım
tÑ0`

xPspt, ¨q, ϕy “

ż

Rn
ĺım
tÑ0`

e´p2πq
s|x|st

qϕpxqdx “

ż

Rn
qϕpxqdx “ x1, qϕy “ xδ0, ϕy,

como se queŕıa. �

De acuerdo a la Observación 4.3 (página 102) sabemos que, en general, Ps no tiene una

formulación expĺıcita en variable espacial, por lo que nuestro interés ahora será establecer

una caracterización de Ps a través de la cual podamos deducir Pspt, ¨q P L1pRnq, para

0 ă s ă 2.

Observación 4.5. Sea 0 ă s ă 2. Para todo t ą 0 y para todo x P Rn, se tiene

Pspt, xq “
1
tn{s

Ps

ˆ

1, 1
t1{s
x

˙

.

En efecto, sean t ą 0 y x P Rn. Entonces escribimos

Pspt, ¨q “
´

e´p2πq
s|¨|

st
¯

qpxq.

Luego, reescribiendo el lado derecho de la ecuación anterior como una dilatación (en

tiempo) y usando el numeral 4 de la Proposición 1.13 (página 45), tenemos que:

´

e´p2πq
s|¨|

st
¯

qpxq “
´´

e´p2πq
s|¨|

s
¯

t1{s

¯

qpxq “
1
tn{s

´

e´p2πq
s|¨|

s
¯

q

´ x

t1{s

¯

“
1
tn{s

Ps

´

1, x
t1{s

¯

,

como se queŕıa.

Consecuentemente, revisemos el siguiente resultado en el que se establece Pspt, ¨q P

L1pRnq, para 0 ă s ă 2.
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Proposición 4.6. Sea 0 ă s ă 2. Entonces, existe una constante c ą 0 tal que para

todo t ą 0

||Pspt, ¨q||L1pRnq ď c.

Demostración. Sea t ą 0 fijo. Por la Observación 4.5 sabemos que

ż

Rn
|Pspt, xq| dx “

ż

Rn

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

1
tn{s

Ps

ˆ

1, 1
t1{s
x

˙
ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

dx.

Ahora, haciendo el cambio de variable y “ 1
t1{s
x en la integral del lado derecho de la

identidad anterior, tenemos:

ż

Rn
|Pspt, xq| dx “

ż

Rn
|Ps p1, yq| dy,

aśı, tomando c “

ż

Rn
|Ps p1, yq| dy, donde c es una cantidad finita e independiente de

t ą 0. En efecto, por el Teorema 1.1. de Cabré y Roquejoffre (2013) sabemos que para

M ą 0 suficientemente grande existe C ą 0, de modo que se verifica la siguiente relación:

Psp1, xq “ C |x|´pn`sq para todo |x| ąM . En consecuencia,

ż

Rn
|Psp1, xq| dx “

ż

|x|ďM

|Psp1, xq| dx`
ż

|x|ąM

|Psp1, xq| dx

“

ż

|x|ďM

|Psp1, xq| dx`
ż

|x|ąM

C |x|´pn`sq dx.

Luego, puesto que Psp1, ¨q es una función de clase C8pRnq, se sigue que

ż

|x|ďM

|Psp1, xq| dx ă `8.

Por otro lado, estudiemos la integral
ż

|x|ąM

C |x|´pn`sq dx. Aqúı, conviene cambiar esta

integral a coordenadas radiales, de donde

ż `8

M

Cρ´ps`1qdρ “ C
M´s

s
ă `8.

�
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Una vez estudiadas las principales propiedades de la solución fundamental Ps, las

cuales serán de gran utilidad en lo que resta de este caṕıtulo y, sin perder de vista que

nuestro propósito ahora es construir las soluciones mild del problema de Cauchy para

la ecuación del calor fraccionaria a partir de la solución fundamental Ps, volvamos al

problema (4.7), pero esta vez suponiendo que los datos u0 y f son funciones en la clase

de Schwartz y que existe u suficientemente regular y con decrecimiento rápido tal que

verifica esta ecuación.

Aśı, procederemos a realizar estimaciones a priori, teniendo en mente que estos cálcu-

los no son rigurosos, sino más bien son formales, en el sentido de que estamos asumiendo

un escenario general en el que todos los elementos del problema dado en (4.7) son su-

ficientemente regulares y suficientemente integrables. La motivación de estos cálculos es

que nos proporcionarán información valiosa sobre la estructura de las soluciones mild del

problema (4.7) y sobre el espacio funcional donde debemos construir dichas soluciones.

Entonces, tomando nuevamente la transformada de Fourier, en variable de espacio, en

el problema (4.7), obtenemos para todo ξ P Rn la siguiente ecuación diferencial ordinaria

(en tiempo) a valor inicial:
$

’

’

&

’

’

%

d

dt
pupt, ξq ` p2πqs |ξ|s pupt, ξq “ pfpt, ξq, pt, ξq P s0, T s ˆ Rn,

pup0, ξq “ pu0pξq, ξ P Rn,

donde su solución se puede escribir como sigue:

pupt, ξq “xPspt, ξq pu0pξq `

ż t

0

xPspt´ τ, ξq pfpτ, ξq dτ.

Finalmente, tomando transformada de Fourier inversa en variable de espacio, podemos

concluir que la solución u se escribe a priori como:

upt, xq “
`

Pspt, ¨q ˚ u0
˘

pxq `

ż t

0
pPspt´ τ, ¨q ˚ fpτ, ¨qq pxq dτ,
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para todo t ą 0 y x P Rn. Esta expresión es conocida como fórmula de Duhamel.

Definición 4.2 (Solución mild). Sea 0 ă s ă 2. Llamaremos solución mild del

problema de Cauchy para la ecuación del calor fraccionaria a toda función u tal que

pueda expresarse como:

upt, xq “
`

Pspt, ¨q ˚ u0
˘

pxq `

ż t

0

`

Pspt´ τ, ¨q ˚ fpτ, ¨q
˘

pxq dτ, (4.15)

para todo t ą 0 y todo x P Rn, donde la función Ps está dada en la Definición 4.1 de

la página 102.

La idea ahora es determinar el espacio funcional en el cual construiremos de manera

rigurosa las soluciones mild del problema (4.7) de la página 100. Este espacio funcional

es conocido como espacio de enerǵıa.

2.1. Espacio de Enerǵıa

Para hallar el espacio de enerǵıa procedemos como sigue: multiplicamos puntualmente

la ecuación Btupt, xq ` p´∆qs{2upt, xq “ fpt, xq por la solución upx, tq e integramos sobre

Rn. Aśı,

ż

Rn
Btupt, xq upt, xq dx`

ż

Rn
p´∆qs{2upt, xq upt, xq dx “

ż

Rn
fpt, xqupt, xq dx. (4.16)

Ahora, estudiemos por separado cada uno de los términos de la identidad anterior.

Notemos primero que gracias a la identidad Bt pu2pt, xqq “ 2upt, xq Btupt, xq y al teo-

rema de derivación bajo el signo de la integral tenemos:

ż

Rn
Btupt, xq upt, xq dx “

1
2

ż

Rn
Bt
`

u2
pt, xq

˘

dx

110



“
1
2
d

dt

ż

Rn
u2
pt, xq dx,

entonces,

ż

Rn
Btupt, xq upt, xq dx “

1
2
d

dt
||upt, ¨q||2L2pRnq . (4.17)

Por otro lado, usando la relación de Parseval dado en la Proposición 1.10 (página 30), se

sigue que para todo t ą 0:

ż

Rn
p´∆qs{2upt, xq upt, xq dx “

ż

Rn

“

p´∆qs{2upt, ¨q
‰

ppξq pupt, ξq dξ

“

ż

Rn
p2πqs |ξ|s pupt, ξq pupt, ξq dξ

“

ż

Rn
p2πqs{2 |ξ|s{2 pupt, ξq p2πqs{2 |ξ|s{2 pupt, ξq dξ,

y volviendo a la variable de espacio tenemos:

ż

Rn
p´∆qs{2upt, xq upt, xq dx “

ż

Rn
p´∆qs{4upt, xq p´∆qs{4upt, xq dx

“
ˇ

ˇ

ˇ

ˇp´∆qs{4upt, ¨q
ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

2
L2pRnq ,

de este modo

ż

Rn
p´∆qs{2upt, xq upt, xq dx “ ||upt, ¨q||29Hs{2pRnq . (4.18)

Luego, usando las ecuaciones (4.17) y (4.18), podemos reescribir la ecuación (4.16)

como:

d

dt
||upt, ¨q||2L2pRnq ` 2 ||upt, ¨q||29Hs{2pRnq “ 2

ż

Rn
fpt, xq upt, xq dx. (4.19)

Integrando esta última identidad en variable de tiempo sobre el intervalo r0, ts, con

t ă T se tiene

ż t

0

d

dτ
||upτ, ¨q||2L2pRnq dτ ` 2

ż t

0
||upτ, ¨q||29Hs{2pRnq dτ “ 2

ż t

0

ż

Rn
fpτ, xq upτ, xq dxdτ,
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de donde, por el teorema fundamental del cálculo se sigue que

||upt, ¨q||2L2pRnq ´ ||up0, ¨q||
2
L2pRnq ` 2

ż t

0
||upτ, ¨q||29Hs{2pRnq dτ “ 2

ż t

0

ż

Rn
fpτ, xq upτ, xq dxdτ,

aśı,

||upt, ¨q||2L2pRnq ` 2
ż t

0
||upτ, ¨q||29Hs{2pRnq dτ “ ||u0||

2
L2pRnq ` 2

ż t

0

ż

Rn
fpτ, xq upτ, xq dxdτ.

(4.20)

La identidad dada en la ecuación (4.20) se conoce como igualdad de enerǵıa y nos

proporciona información importante sobre los espacios funcionales donde debemos consi-

derar los datos u0 y f , y el espacio funcional natural donde debemos construir la solución

mild del problema (4.7).

En efecto, como el primer término del lado derecho de (4.20) es la cantidad ||u0||
2
L2pRnq,

es natural suponer que el dato inicial u0 verifica u0 P L
2pRnq.

Por otro lado, como ||upt, ¨q||2L2pRnq es una cantidad positiva, de (4.20) tenemos:

2
ż t

0
||upτ, ¨q||29Hs{2pRnq dτ ď ||u0||

2
L2pRnq ` 2

ż t

0

ż

Rn
fpτ, xq upτ, xq dxdτ,

y tomando el limite cuando tÑ T se tiene

2
ż T

0
||upτ, ¨q||29Hs{2pRnq dτ ď ||u0||

2
L2pRnq ` 2

ż T

0

ż

Rn
fpτ, xq upτ, xq dxdτ.

De esta última desigualdad podemos deducir que la solución u debe verificar

u P L2`0, T, 9H
s{2
pRn

q
˘

,
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pues esto permite dar sentido a la cantidad

ż t

0
||upτ, ¨q||29Hs{2pRnq dτ.

Además, de la Proposición 3.11 (página 94), sabemos que el dual topológico del espacio

9Hs{2pRnq es el espacio 9H´s{2pRnq para todo |s| ă n{2, y aśı, podemos escribir

ż T

0

ż

Rn
fpτ, xq upτ, xq dxdτ “

ż T

0
xfpτ, ¨q, upτ, ¨qy 9H´s{2pRnqˆ 9Hs{2pRnq dτ

ď

ż T

0
||fpτ, ¨q|| 9H´s{2pRnq ||upτ, ¨q|| 9Hs{2pRnq dτ,

y adicionalmente, usando la desigualdad de Cauchy-Schwarz en variable temporal,

obtenemos la siguiente relación:

ż T

0

ż

Rn
fpτ, xq upτ, xq dxdτ ď

ˆ
ż T

0
||fpτ, ¨q||29H´s{2pRnq dτ

˙1{2 ˆż T

0
||upτ, ¨q||29Hs{2pRnq dτ

˙1{2

.

(4.21)

Aśı, vemos que una hipótesis natural es que el dato f P L2`0, T, 9H´s{2pRnq
˘

.

Luego, reemplazando la desigualdad (4.21) en la identidad (4.20) se sigue para todo

t P r0, T s

||upt, ¨q||2L2pRnq ` 2
ż T

0
||upτ, ¨q||29Hs{2pRnq dτ

ď ||u0||
2
L2pRnq ` 2

ˆ
ż T

0
||fpτ, ¨q||29H´s{2pRnq dτ

˙1{2 ˆż T

0
||upτ, ¨q||29Hs{2pRnq dτ

˙1{2

,

y en consecuencia,

||upt, ¨q||2L2pRnq ď ||u0||
2
L2pRnq ` 2

ˆ
ż T

0
||fpτ, ¨q||29H´s{2pRnq dτ

˙1{2 ˆż T

0
||upτ, ¨q||29Hs{2pRnq dτ

˙1{2

,

de donde, al tomar el supremo en variable temporal sobre el intervalo r0, T s se tiene

sup
tPr0,T s

||upt, ¨q||2L2pRnq ď ||u0||
2
L2pRnq ` 2

ˆ
ż T

0
||fpτ, ¨q||29H´s{2pRnq dτ

˙1{2 ˆż T

0
||upτ, ¨q||29Hs{2pRnq dτ

˙1{2

,
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es decir, la solución de (4.7), además debe verificar

u P L8
`

0, T, L2
pRn

q
˘

.

Ya establecidas las condiciones naturales requeridas sobre los datos y la solución del

problema (4.7), podemos dar la siguiente definición:

Definición 4.3. Al espacio L8
`

0, T, L2pRnq
˘

X L2`0, T, 9Hs{2pRnq
˘

, donde se quiere

construir la solución mild de (4.7) se lo denomina espacio de enerǵıa.

Observemos además que para construir una solución mild de (4.7) en el espacio de

enerǵıa definido antes y, de acuerdo a la información obtenida de las estimaciones a

priori, debemos considerar las siguientes hipótesis sobre los datos del problema (4.7):

u0 P L
2
pRn

q y f P L2`0, T, 9H´s{2
pRn

q
˘

.

3. Existencia y unicidad de soluciones mild en los espacios de Sobolev

fraccionarios

Gracias a lo hecho en la Sección 2 de este caṕıtulo, tenemos una idea más clara de los

espacios funcionales naturales donde debemos considerar cada uno de los datos y donde

debemos construir la solución mild de la ecuación del calor fraccionaria (4.7). Aśı, ya

podemos enunciar un resultado de existencia y unicidad de la solución mild para este

problema.

Teorema 4.1 (Existencia y unicidad de la solución mild en el espacio de enerǵıa).

Sean n P N tal que n ě 2, 0 ă s ă 2 y 0 ă T ď `8. Sean, también, u0 P L
2pRnq un

dato inicial, y f P L2`0, T, 9H´s{2pRnq
˘

. Existe una única función

u P L8
`

0, T, L2
pRn

q
˘

X L2`0, T, 9H
s{2
pRn

q
˘

, (4.22)
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que es solución mild (dada como en la Definición 4.2 (página 110)) de la ecuación

del calor fraccionaria (4.7), y que además, para todo t P r0, T s verifica la igualdad de

enerǵıa:

||upt, ¨q||2L2pRnq ` 2
ż t

0
||upτ, ¨q||29Hs{2pRnq dτ “ ||u0||

2
L2pRnq

` 2
ż t

0
xfpτ, ¨q, upτ, ¨qy 9H´s{2pRnqˆ 9Hs{2pRnq dτ. (4.23)

Para mostrar el Teorema 4.1, antes introduciremos un resultado bastante útil dentro

del análisis funcional y las ecuaciones diferenciales parciales conocido como: teorema de

punto fijo de Picard, que nos permite concluir la existencia y unicidad de soluciones mild.

Teorema 4.2 (Teorema de punto fijo de Picard). Sean pE, || ¨ ||Eq un espacio de

Banach, U0 P E y B : E ˆE Ñ E una forma bilineal y continua, es decir, existe una

constante CB ą 0 tal que para todo u, v P E se tiene

||Bpu, vq||E ď CB ||u||E ||v||E . (4.24)

Si además, se verifica la condición:

4CB ||U0||E ă 1, (4.25)

entonces, existe u P E solución del problema de punto fijo:

u “ U0 `Bpu, uq, (4.26)

y, que además, es la única solución de (4.26) en la bola BE

`

0, 2 ||U0||E
˘

.

La demostración de este resultado puede revisarse a detalle en el Apéndice D de la

página 146.
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La idea de la demostración del Teorema 4.1 es precisamente una aplicación del Teo-

rema 4.2, pues si recordamos, la solución mild para el problema (4.7) está dado por:

upt, xq “ pPspt, ¨q ˚ u0q pxq `

ż t

0
pPspt´ τ, ¨q ˚ fpτ, ¨qq pxq dτ,

la cual puede formularse como un problema de punto fijo abstracto.

Primero, consideremos el espacio de Banach

E “ L8
`

0, T, L2
pRn

q
˘

X L2`0, T, 9H
s{2
pRn

q
˘

,

dotado de la norma

|| ¨ ||E “ sup
tPr0,T s

|| ¨ ||L2pRnq `

ˆ
ż T

0
|| ¨ ||

2
9Hs{2pRnq dτ

˙1{2

.

Además, consideremos

U0pt, xq “
`

Pspt, ¨q ˚ u0
˘

pxq `

ż t

0
pPspt´ τ, ¨q ˚ fpτ, ¨qq pxq dτ,

para todo t ą 0 y para todo x P Rn, y asumamos que

Bpu, vq “ 0,

para todo u, v P E.

Notemos que hemos definido U0 como la solución mild de la ecuación (4.7), pues

esta formulación mild depende únicamente de los datos del problema y de la solución

fundamental. Adicionalmente, como el problema (4.7) es una ecuación lineal con respecto

a u, es suficiente considerar la forma bilineal Bp¨, ¨q “ 0. Sin embargo, si el problema es

no lineal la forma bilineal Bp¨, ¨q no necesariamente debe ser nula. Dicho esto, pasemos a

mostrar la existencia y unicidad de la solución mild.
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Demostración del Teorema 4.1.

Existencia de la solución mild de la ecuación del calor fraccionaria (4.7).

Con U0 y Bp¨, ¨q definidas arriba, verifiquemos las hipótesis del Teorema 4.2. Aśı,

empecemos mostrando que U0 P E, es decir, ||U0||E ă `8.

En efecto, por definición de la norma del espacio E tenemos:

||U0||E “ sup
tPr0,T s

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

Pspt, ¨q ˚ u0 `

ż t

0
Pspt´ τ, ¨q ˚ fpτ, ¨q dτ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

L2pRnq

`

˜

ż T

0

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

Pspt, ¨q ˚ u0 `

ż t

0
Pspt´ τ, ¨q ˚ fpτ, ¨q dτ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

2

9Hs{2pRnq
dt

¸1{2

. (4.27)

Aśı, estudiemos por separado cada uno de los dos términos que aparecen sumados en

el lado derecho de la identidad anterior. Partamos analizando la cantidad:

sup
tPr0,T s

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

Pspt, ¨q ˚ u0 `

ż t

0
Pspt´ τ, ¨q ˚ fpτ, ¨q dτ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

L2pRnq

ď sup
tPr0,T s

||Pspt, ¨q ˚ u0||L2pRnq ` sup
tPr0,T s

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ż t

0
Pspt´ τ, ¨q ˚ fpτ, ¨q dτ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

L2pRnq
.

Ahora, sea 0 ď t ď T fijo, hagamos estimaciones para cada uno de los términos que

aparecen en el lado derecho de la desigualdad anterior.

Por un lado, de las desigualdades de Young en variable de espacio, se sigue que

||Pspt, ¨q ˚ u0||L2pRnq ď ||Pspt, ¨q||L1pRnq ||u0||L2pRnq .

Luego, por la Proposición 4.6 (página 108) tenemos que existe c ą 0, independiente

del tiempo, tal que

||Pspt, ¨q ˚ u0||L2pRnq ď c ||u0||L2pRnq ,
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en consecuencia,

sup
tPr0,T s

||Pspt, ¨q ˚ u0||L2pRnq ď c ||u0||L2pRnq ă `8. (4.28)

Por otro lado, puesto que
`

L2pRnq
˘1
“ L2pRnq tenemos que

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ż t

0
Pspt´ τ, ¨q ˚ fpτ, ¨q dτ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

L2pRnq
“ sup
||ϕ||L2pRnqď1

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ż

Rn

ˆ
ż t

0
pPspt´ τ, ¨q ˚ fpτ, ¨qq pxq dτ

˙

ϕpxq dx

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

.

Entonces, notando por rPs la reflexión en variable espacial de Ps, y para todo ϕ P L2pRnq

tal que ||ϕ||L2 ď 1, se sigue que

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ż

Rn

ˆ
ż t

0
pPspt´ τ, ¨q ˚ fpτ, ¨qq pxq dτ

˙

ϕpxq dx

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

“

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ż

Rn

ˆ
ż t

0

ˆ
ż

Rn
Pspt´ τ, x´ yqfpτ, yq dy

˙

dτ

˙

ϕpxq dx

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

“

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ż t

0

ˆ
ż

Rn

ˆ
ż

Rn
Pspt´ τ, x´ yqϕpxq dx

˙

fpτ, yq dy

˙

dτ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

“

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ż t

0

ˆ
ż

Rn

ˆ
ż

Rn
Pspt´ τ,´py ´ xqqϕpxq dx

˙

fpτ, yq dy

˙

dτ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

“

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ż t

0

ˆ
ż

Rn

ˆ
ż

Rn
rPspt´ τ, y ´ xqϕpxq dx

˙

fpτ, yq dy

˙

dτ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ď

ż t

0

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ż

Rn

´

rPspt´ τ, ¨q ˚ ϕ
¯

pyqfpτ, yqdy

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

dτ,

Adicionalmente, por la Proposición 3.11 (página 94), el espacio dual de 9Hs{2pRnq es el

espacio 9H´s{2pRnq, para todo s ă n, entonces requerimos que n ě 2, y en consecuencia

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ż

Rn

´

rPspt´ τ, ¨q ˚ ϕ
¯

pyqfpτ, yqdy

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ď

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

rPspt´ τ, ¨q ˚ ϕ
ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

9Hs{2pRnq
||fpτ, ¨q|| 9H´s{2pRnq ,

e integrando en tiempo de 0 a t, tenemos

ż t

0

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ż

Rn

´

rPspt´ τ, ¨q ˚ ϕ
¯

pyqfpτ, yqdy

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

dτ ď

ż t

0

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

rPspt´ τ, ¨q ˚ ϕ
ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

9Hs{2pRnq
||fpτ, ¨q|| 9H´s{2pRnq dτ.
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Ahora, usando la desigualdad de Cauchy-Schwarz en variable de tiempo en el lado

derecho de la desigualdad anterior, tenemos

ż t

0

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

rPspt´ τ, ¨q ˚ ϕ
ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

9Hs{2pRnq
||fpτ, ¨q|| 9H´s{2pRnq dτ

ď

ˆ
ż t

0

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

rPspt´ τ, ¨q ˚ ϕ
ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

2

9Hs{2pRnq
dτ

˙1{2 ˆż t

0
||fpτ, ¨q||29H´s{2pRnq dτ

˙1{2

ď

ˆ
ż t

0

ˆ
ż

Rn
|ξ|s

ˇ

ˇ

ˇ

´

rPspt´ τ, ¨q ˚ ϕ
¯

ppξq
ˇ

ˇ

ˇ

2
dξ

˙

dτ

˙1{2 ˆż T

0
||fpτ, ¨q||29H´s{2 dτ

˙1{2

“

˜

ż t

0

˜

ż

Rn
|ξ|s

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

p

rPspt´ τ, ξq

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

2

|pϕpξq|2 dξ

¸

dτ

¸1{2
ˆ
ż T

0
||fpτ, ¨q||29H´s{2 dτ

˙1{2

“

ˆ
ż

Rn
|pϕpξq|2

ˆ
ż t

0
|ξ|s e´2p2πqs|ξ|spt´τqdτ

˙

dξ

˙1{2 ˆż T

0
||fpτ, ¨q||29H´s{2 dτ

˙1{2

.

Luego, tomando ζ “ t ´ τ en el primer término del lado derecho de la desigualdad

anterior, se sigue que

ˆ
ż

Rn
|pϕpξq|2

ˆ
ż t

0
|ξ|s e´2p2πqs|ξ|sζdζ

˙

dξ

˙1{2 ˆż T

0
||fpτ, ¨q||29H´s{2 dτ

˙1{2

ď

ˆ
ż

Rn
|pϕpξq|2

ˆ
ż `8

0
|ξ|s e´2p2πqs|ξ|sζdζ

˙

dξ

˙1{2 ˆż T

0
||fpτ, ¨q||29H´s{2 dτ

˙1{2

“ c

ˆ
ż

Rn
|pϕpξq|2 dξ

˙1{2 ˆż T

0
||fpτ, ¨q||29H´s{2 dτ

˙1{2

“ c ||ϕ||L2pRnq

ˆ
ż T

0
||fpτ, ¨q||29H´s{2pRnq dτ

˙1{2

,

y puesto que ||ϕ||L2pRnq ď 1, se sigue que

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ż t

0
Pspt´ τ, ¨q ˚ fpτ, ¨q dτ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

L2pRnq
ď c

ˆ
ż T

0
||fpτ, ¨q||29H´s{2 dτ

˙1{2

.

Aśı,

sup
tPr0,T s

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ż t

0
Pspt´ τ, ¨q ˚ fpτ, ¨q dτ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

L2pRnq
ď c

ˆ
ż T

0
||fpτ, ¨q||29H´s{2 dτ

˙1{2

ă `8. (4.29)
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Ahora, estudiemos el término
ˆ
ż T

0
||U0||

2
9Hs{2pRnq dt

˙1{2

. Entonces tenemos que

˜

ż T

0

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

Pspt, ¨q ˚ u0 `

ż t

0
Pspt´ τ, ¨q ˚ fpτ, ¨q dτ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

2

9Hs{2pRnq
dt

¸1{2

ď c

ˆ
ż T

0
||Pspt, ¨q ˚ u0||

2
9Hs{2pRnq dt

˙1{2

`

˜

ż T

0

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ż t

0
Pspt´ τ, ¨q ˚ fpτ, ¨q dτ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

2

9Hs{2pRnq
dt

¸1{2

.

Procedamos a realizar estimaciones para cada uno de los términos que aparecen en el

lado derecho de esta última desigualdad.

Aśı, notemos que

ˆ
ż T

0
||Pspt, ¨q ˚ u0||

2
9Hs{2pRnq dt

˙1{2

“

ˆ
ż T

0

ˆ
ż

Rn
|ξ|s |pPspt, ¨q ˚ u0qppξq|

2 dξ

˙

dt

˙1{2

“

ˆ
ż T

0

ˆ
ż

Rn
|ξ|s

ˇ

ˇ

ˇ

pPspt, ξq pu0pξq
ˇ

ˇ

ˇ

2
dξ

˙

dt

˙1{2

“

ˆ
ż T

0

ˆ
ż

Rn
|ξ|s

ˇ

ˇ

ˇ
e´p2πq

s|ξ|st
pu0pξq

ˇ

ˇ

ˇ

2
dξ

˙

dt

˙1{2

“

ˆ
ż T

0

ˆ
ż

Rn
|ξ|s e´2p2πqs|ξ|st

|pu0pξq|
2 dξ

˙

dt

˙1{2

“

ˆ
ż

Rn
|pu0pξq|

2
ˆ
ż T

0
|ξ|s e´2p2πqs|ξ|stdt

˙

dξ

˙1{2

ď

ˆ
ż

Rn
|pu0pξq|

2
ˆ
ż `8

0
|ξ|s e´2p2πqs|ξ|stdt

˙

dξ

˙1{2

,

de donde se tiene que

ˆ
ż T

0
||Pspt, ¨q ˚ u0||

2
9Hs{2pRnq dt

˙1{2

ď c

ˆ
ż

Rn
|pu0pξq|

2 dξ

˙1{2

ă `8. (4.30)

Por otro lado, estudiemos la cantidad

˜

ż T

0

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ż t

0
Pspt´ τ, ¨q ˚ fpτ, ¨q dτ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

2

9Hs{2pRnq
dt

¸1{2
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“

˜

ż T

0

˜

ż

Rn
|ξ|s

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˆ
ż t

0
Pspt´ τ, ¨q ˚ fpτ, ¨q dτ

˙

ppξq

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

2

dξ

¸

dt

¸1{2

“

˜

ż T

0

˜

ż

Rn
|ξ|s

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ż

Rn
e´2πix¨ξ

ˆ
ż t

0
pPspt´ τ, ¨q ˚ fpτ, ¨qq pxq dτ

˙

dx

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

2

dξ

¸

dt

¸1{2

“

˜

ż T

0

˜

ż

Rn
|ξ|s

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ż t

0

ˆ
ż

Rn
e´2πix¨ξ

pPspt´ τ, ¨q ˚ fpτ, ¨qq pxq dx

˙

dτ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

2

dξ

¸

dt

¸1{2

ď

˜

ż T

0

˜

ż

Rn
|ξ|s

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ż t

0
pPspt´ τ, ¨q ˚ fpτ, ¨qqppξq dτ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

2

dξ

¸

dt

¸1{2

ď

˜

ż T

0

˜

ż

Rn

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

|ξ|
s{2

ż t

0

pPspt´ τ, ξq pfpτ, ξq dτ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

2

dξ

¸

dt

¸1{2

,

entonces

˜

ż T

0

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ż t

0
Pspt´ τ, ¨q ˚ fpτ, ¨q dτ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

2

9Hs{2pRnq
dt

¸1{2

ď

˜

ż T

0

˜

ż

Rn

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

|ξ|
s{2

ż t

0
e´p2πq

s|ξ|spt´τq
pfpτ, ¨q dτ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

2

dξ

¸

dt

¸1{2

. (4.31)

Pero, para todo ξ P Rn fijo, tenemos que

ż t

0
e´p2πq

s|ξ|spt´τq
pfpτ, ξqdτ “

ż

R
1r0,`8rptqe

´p2πqs|ξ|spt´τq 1r0,trpτq pfpτ, ξqdτ

“

´

1r0,`8re
´p2πqs|ξ|sp¨q

‹ 1r0,tr pfp¨, ξq
¯

ptq, (4.32)

donde el śımbolo ‹ denota el producto en convolución en variable temporal. Entonces,

tomando en la identidad anterior transformada de Fourier en tiempo, que en adelante

notaremos por Ft, se sigue que:

Ft

´

1r0,`8r e
´p2πqs|ξ|sp¨q

‹ 1r0,tr pfp¨, ξq
¯

prq

“ Ft

´

1r0,`8r e
´p2πqs|ξ|sp¨q

¯

prq Ft

´

1r0,tr pfp¨, ξq
¯

prq,

para todo r P R, donde r denota la variable de Fourier en tiempo.
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Luego, notemos que la función t ÞÑ 1r0,`8rptqe
´p2πqs|ξ|st pertenece a L1pRq, aśı

F
´

1r0,`8re
´p2πqs|ξ|sp¨q

¯

prq “

ż

R
1r0,`8rptq e

´2πit¨re´t|ξ|
s

dt

“

ż `8

0
e´2πit¨re´t|ξ|

s

dt

“

ż `8

0
e´tp2πir`|ξ|

s
qdt

“
c

2πir ` |ξ|s ,

con c ą 0. De este modo,

Ft

´

1r0,`8r e
´p2πqs|ξ|sp¨q

‹ 1r0,tr pfp¨, ξq
¯

prq “
c

2πir ` |ξ|s F
´

1r0,tr pfp¨, ξq
¯

prq. (4.33)

Entonces, reemplazando la identidad (4.32) en la ecuación (4.31) y usando la identidad

de Plancherel (página 30) en variable de tiempo, tenemos
˜

ż T

0

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ż t

0
Pspt´ τ, ¨q ˚ fpτ, ¨q dτ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

2

9Hs{2pRnq
dt

¸1{2

“

ˆ
ż T

0

ˆ
ż

Rn

ˇ

ˇ

ˇ
|ξ|

s{2
´

1r0,`8re
´p2πqs|ξ|sp¨q

‹ 1r0,tr pfp¨, ξq
¯

ptq
ˇ

ˇ

ˇ

2
dξ

˙

dt

˙1{2

“

ˆ
ż

R
1r0,T rptq

ˆ
ż

Rn

ˇ

ˇ

ˇ
|ξ|

s{2
´

1r0,`8re
´p2πqs|ξ|sp¨q

‹ 1r0,tr pfp¨, ξq
¯

ptq
ˇ

ˇ

ˇ

2
dξ

˙

dt

˙1{2

“

ˆ
ż

R

ˆ
ż

Rn
|ξ|

s{2
ˇ

ˇ

ˇ
1r0,T rptq

´

1r0,`8r e
´p2πqs|ξ|sp¨q

‹ 1r0,tr pfp¨, ξq
¯

ptq
ˇ

ˇ

ˇ

2
dξ

˙

dt

˙1{2

“

ˆ
ż

R

ˆ
ż

Rn
|ξ|

s{2
ˇ

ˇ

ˇ
Ft

´

1r0,T r

´

1r0,`8r e
´p2πqs|ξ|sp¨q

‹ 1r0,tr pfp¨, ξq
¯¯

prq
ˇ

ˇ

ˇ

2
dξ

˙

dr

˙1{2

“

ˆ
ż

R

ˆ
ż

Rn

ˇ

ˇ

ˇ
|ξ|

s{2
”

Ft

`

1r0,T r
˘

‹Ft

´

1r0,`8r e
´p2πqs|ξ|sp¨q

‹ 1r0,tr pfp¨, ξq
¯ı

prq
ˇ

ˇ

ˇ

2
dξ

˙

dr

˙1{2

.

Ahora, usando la ecuación (4.33) en la última identidad tenemos
˜

ż T

0

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ż t

0
Pspt´ τ, ¨q ˚ fpτ, ¨q dτ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

2

9Hs{2pRnq
dt

¸1{2

ď

˜

ż

R

˜

ż

Rn

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

|ξ|
s{2
ż

R

ˆ

c

2πiτ ` |ξ|s
˙

Ft

`

1r0,T r
˘

pr ´ τq Ft

´

1r0,tr pfp¨, ξq
¯

pτqdτ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

2
dξ

¸

dr

¸1{2
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“

˜

ż

R

˜

ż

Rn

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

|ξ|
´s{2

ż

R

ˆ

c |ξ|s

2πiτ ` |ξ|s
˙

Ft

`

1r0,T r
˘

pr ´ τq Ft

´

1r0,tr pfp¨, ξq
¯

pτqdτ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

2
dξ

¸

dr

¸1{2

ď C

˜

ż

R

˜

ż

Rn

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

|ξ|´
s{2
ż

R
Ft

`

1r0,T r
˘

pr ´ τq Ft

´

1r0,tr pfp¨, ξq
¯

pτqdτ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

2
dξ

¸

dr

¸1{2

ď C

ˆ
ż

R

ˆ
ż

Rn

ˇ

ˇ

ˇ
|ξ|´

s{2
”

Ft

`

1r0,T r
˘

‹Ft

´

1r0,tr pfp¨, ξq
¯ı

prq
ˇ

ˇ

ˇ

2
dξ

˙

dr

˙1{2

ď C

ˆ
ż

R

ˆ
ż

Rn

ˇ

ˇ

ˇ
Ft

´

|ξ|´
s{2
1r0,T r 1r0,tr pfp¨, ξq

¯

prq
ˇ

ˇ

ˇ

2
dξ

˙

dr

˙1{2

,

donde

C “ sup
ξPRn

ˆ

sup
τPR

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

c |ξ|s

2πiτ ` |ξ|s
ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

˙

,

la cual es una cantidad finita pues para todo ξ P Rn tenemos

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

c |ξ|s

2πiτ ` |ξ|s
ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ď c.

Luego, usando la identidad de Plancherel (página 30) en variable de tiempo, tenemos
˜

ż T

0

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ż t

0
Pspt´ τ, ¨q ˚ fpτ, ¨q dτ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

2

9Hs{2pRnq
dt

¸1{2

ď C

ˆ
ż

R

ˆ
ż

Rn

ˇ

ˇ

ˇ
|ξ|´

s{2
1r0,T rptq pfp¨, ξqptq

ˇ

ˇ

ˇ

2
dξ

˙

dt

˙1{2

“ C

ˆ
ż T

0

ˆ
ż

Rn
|ξ|´s

ˇ

ˇ

ˇ

pfp¨, ξqptq
ˇ

ˇ

ˇ

2
dξ

˙

dt

˙1{2

ď C

ˆ
ż T

0

ˆ
ż

Rn
|ξ|´s

ˇ

ˇ

ˇ

pfp¨, ξqptq
ˇ

ˇ

ˇ

2
dξ

˙

dt

˙1{2

,

entonces
˜

ż T

0

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ż t

0
Pspt´ τ, ¨q ˚ fpτ, ¨q dτ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

2

9Hs{2pRnq
dt

¸1{2

ď C

ˆ
ż T

0
||fpt, ¨q||29H´s{2pRnq dt

˙1{2

. (4.34)

Volviendo a (4.27) de la página 117 y de las estimaciones (4.28), (4.29), (4.30) y (4.34)

tenemos:

||U0||E ď c

«

||u0||L2pRnq `

ˆ
ż T

0
||fpt, ¨q||29H´s{2pRnq dt

˙1{2
ff
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` C

«

||u0||L2pRnq `

ˆ
ż T

0
||fpt, ¨q||29H´s{2pRnq dt

˙1{2
ff

.

En consecuencia,

||U0||E ď C

«

||u0||L2pRnq `

ˆ
ż T

0
||fpt, ¨q||29H´s{2pRnq dt

˙1{2
ff

, (4.35)

donde C es una constante positiva.

De otra parte, recordemos que hemos definido Bpu, vq “ 0 para todo u, v P E. Aśı,

para toda constante CB ą 0 se verifica la desigualdad (4.24) de la página 115.

Ahora, queremos verificar la condición (4.25) de la página 115 y para ello vamos a

tomar

CB “
1

8C
«

||u0||L2pRnq `

ˆ
ż T

0
||fpt, ¨q||29H´s{2pRnq dt

˙1{2
ff .

Luego, de la desigualdad (4.35) tenemos

4CB ||U0||E ď 4CB

«

C

˜

||u0||L2pRnq `

ˆ
ż T

0
||fpt, ¨q||29H´s{2pRnq dt

˙1{2
¸ff

“
1
2 ă 1.

De este modo, por el Teorema 4.2, existe u P L8
`

0, T, L2pRnq
˘

X L2`0, T, 9Hs{2pRnq
˘

solución de la ecuación de punto fijo

u “ U0 `Bpu, uq “
`

Pspt, ¨q ˚ u0
˘

pxq `

ż t

0

`

Pspt´ τ, ¨q ˚ fpτ, ¨q
˘

pxq dτ,

que, además, es única en la bola BE

`

0, 2 ||U0||E
˘

.

Unicidad de la solución mild de la ecuación del calor fraccionaria (4.7):

Notemos que de momento solo tenemos unicidad de la solución sobre BE

`

0, 2 ||U0||E
˘

.

Aśı, supongamos que existe otra solución mild v P E del problema (4.7) con los mismos
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datos u0 y f . Entonces, por la Definición 4.2 (Solución mild) de la página 110 podemos

escribir:

vpt, xq “
`

Pspt, ¨q ˚ u0
˘

pxq `

ż t

0

`

Pspt´ τ, ¨q ˚ fpτ, ¨q
˘

pxq dτ,

que al igual que la solución u, está dada únicamente en términos de la solución fun-

damental Ps, y de los datos u0 y f . Aśı, tenemos la unicidad de la solución mild u en

todo el espacio de enerǵıa L8
`

0, T, L2pRnq
˘

X L2`0, T, 9Hs{2pRnq
˘

.

La solución mild verifica la ecuación del calor fraccionaria (4.7) (en el sentido de las

distribuciones temperadas):

Mostremos que la solución mild u, satisface para todo ϕ P S pR ˆ Rnq la siguiente

relación:

xBtu, ϕy `
@

p´∆qs{2u, ϕ
D

“ xf, ϕy. (4.36)

En efecto, sea ϕ P S pRˆ Rnq, entonces

xBtu, ϕy “

ż

Rn

ż

R
Bt

„

`

Pspt, ¨q ˚ u0
˘

pxq `

ż t

0
pPspt´ τ, ¨q ˚ fpτ, ¨qq pxq dτ



ϕpt, xqdtdx

“

ż

Rn

ż

R

„

`

BtPspt, ¨q ˚ u0
˘

pxq ` Bt

ˆ
ż t

0

`

pPspt, ¨q Psp´τ, ¨qq ˚ fpτ, ¨q
˘

pxq dτ

˙

ϕpt, xqdtdx

“

ż

Rn

ż

R

„

`

BtPspt, ¨q ˚ u0
˘

pxq ` Bt

ˆˆ

Pspt, ¨q

ż t

0
Psp´τ, ¨q ˚ fpτ, ¨q dτ

˙

pxq

˙

ϕpt, xqdtdx,

de donde

xBtu, ϕy “

ż

Rn

ż

R

„

pBtPspt, ¨q ˚ u0q pxq `

ˆ

BtPspt, ¨q

ż t

0
Psp´τ, ¨q ˚ fpτ, ¨q dτ

˙

pxq

`

ˆ

Pspt, ¨q Bt

ˆ
ż t

0
Psp´τ, ¨q ˚ fpτ, ¨q dτ

˙˙

pxq



ϕpt, xqdtdx, (4.37)

para todo 0 ď t ă T y x P Rn.

Además, de la Proposición 4.4 (página 106) sabemos que BtPspt, xq “ ´p´∆qs{2Pspt, xq,

y usando esta identidad en el lado derecho de la ecuación (4.37) tenemos:
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xBtu, ϕy “

ż

Rn

ż

R

”´

´p´∆qs{2Pspt, ¨q ˚ u0

¯

pxq

`

ˆ

´p´∆qs{2Pspt, ¨q
ż t

0
Psp´τ, ¨q ˚ fpτ, ¨q dτ

˙

pxq

`
`

Pspt, ¨q pPsp´t, ¨q ˚ fpt, ¨qq
˘

pxq
‰

ϕpt, xqdtdx,

entonces,

ż

Rn

ż

R

”

´p´∆qs{2 pPspt, ¨q ˚ u0q pxq

´p´∆qs{2
ˆ
ż t

0
pPspt´ τ, ¨q ˚ fpτ, ¨qq pxq dτ

˙

pxq ` fpt, xq



ϕpt, xqdtdx

“

ż

Rn

ż

R

„

´p´∆qs{2
ˆ

pPspt, ¨q ˚ u0q `

ż t

0
Pspt´ τ, ¨q ˚ fpτ, ¨q dτ

˙

pxq ` fpt, xq



ϕpt, xqdtdx

“

ż

Rn

ż

R

”

´p´∆qs{2upt, xq ` fpt, xq
ı

ϕpt, xqdtdx

“

A

´p´∆qs{2u` f, ϕ
E

,

para todo 0 ď t ă T y x P Rn.

Resta verificar que la solución mild u satisface la condición inicial up0, ¨q “ u0. Para

ello mostremos que se tiene:

ĺım
tÑ0`

upt, ¨q “ u0, en S 1
pRn

q.

Sea ψ P S pRnq, entonces gracias al teorema de convergencia dominada de Lebesgue

y a la Proposición 4.5 (página 106), para todo t ą 0, se sigue que

ĺım
tÑ0`

xupt, ¨q, ψy “ ĺım
tÑ0`

ż

Rn

„

pPspt, ¨q ˚ u0q pxq `

ż t

0
pPspt´ τ, ¨q ˚ fpτ, ¨qq pxq dτ



ψpxqdx

“

ż

Rn
ĺım
tÑ0`

„

pPspt, ¨q ˚ u0q pxq `

ż t

0
pPspt´ τ, ¨q ˚ fpτ, ¨qq pxq dτ



ψpxqdx

“ xδ0 ˚ u0, ψy “ xu0, ψy.
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Notemos que al verificarse u P L8
`

0, T, L2pRnq
˘

X L2p0, T, 9Hs{2pRnqq, entonces para

todo n ě 2 y todo 0 ď t ă T se sigue que

Btu P L
2`0, T, 9H´s{2

pRn
q
˘

y p´∆qs{2u P L2`0, T, 9H´s{2
pRn

q
˘

.

En efecto, como u P L2`0, T, 9Hs{2pRnq
˘

, por la Proposición 3.10 (página 94) se tiene

que p´∆qs{2u P L2`0, T, 9H´s{2pRnq
˘

. Luego, de la ecuación (4.36) sabemos que

Btu “ f ´ p´∆qs{2u, en S 1
pRn

q,

y puesto que f P L2`0, T, 9H´s{2pRnq
˘

, entonces podemos concluir que el término Btu ve-

rifica Btu P L2`0, T, 9H´s{2pRnq
˘

.

Igualdad de enerǵıa:

Al inicio de la subsección 2.1 (página 110) de este caṕıtulo, se realizó una serie de

estimaciones a priori, suponiendo suficiente regularidad e integrabilidad sobre los datos

u0 y f hasta obtener la ecuación (4.20) de la página 112:

||upt, ¨q||2L2pRnq ` 2
ż t

0
||upτ, ¨q||29Hs{2pRnq dτ “ ||u0||

2
L2pRnq ` 2

ż t

0

ż

Rn
fpτ, xq upτ, xq dxdτ.

Ahora, puesto que por hipótesis u0 P L
2pRnq y f P L2`0, T, 9H´s{2pRnq

˘

, siguiendo las

mismas ĺıneas hechas en la subsección 2.1 (página 110), podemos obtener la misma iden-

tidad dada arriba. Si además, usamos la dualidad entre los espacios 9Hs{2pRnq y 9H´s{2pRnq

dada en la Proposición 3.11 (página 94), se sigue que:

||upt, ¨q||2L2pRnq ` 2
ż t

0
||upτ, ¨q||29Hs{2pRnq dτ

“ ||u0||
2
L2pRnq ` 2

ż t

0
xfpτ, ¨q, upτ, ¨qy 9H´s{2pRnqˆ 9Hs{2pRnq dτ.

�
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La hipótesis n ě 2 es necesaria pues en la demostración hemos usado el resultado de

dualidad entre los espacios 9Hs{2pRnq y 9H´s{2pRnq dado en la Proposición 3.11 (página 94),

el cual requiere esta condición.

4. Regularidad maximal de las soluciones mild

El objetivo principal de esta sección es estudiar la regularidad en variable de espacio

de la solución mild u en el marco de los espacios de Sobolev fraccionarios.

Recodemos que en el Teorema 4.1 (página 114), a partir de los datos u0 P L
2pRnq y

f P L2`0, T, 9H´s{2pRnq
˘

, la solución mild verifica u P L2`0, T, 9Hs{2pRnq
˘

, y entonces para

casi todo tiempo t P r0, T s se tiene que upt, ¨q P 9Hs{2pRnq, lo que nos da una primera

información sobre la regularidad en variable de espacio de la solución u.

Con el próximo resultado, dada u la solución mild del problema de Cauchy para la

ecuación del calor fraccionaria (4.7), vamos a determinar cuál es su ganancia maximal de

regularidad (en variable de tiempo) en el marco de los espacios de Sobolev homogéneos.

Teorema 4.3 (Regularidad maximal de las soluciones mild). Sean 0 ă T ď

`8, 0 ă s ă 2 y n P N tal que n ě 2. Sean u0 P L2pRnq un dato inicial, f P

L2`0, T, 9H´s{2pRnq
˘

y

upt, xq “
`

Pspt, ¨q ˚ u0
˘

pxq `

ż t

0

`

Pspt´ τ, ¨q ˚ fpτ, ¨q
˘

pxq dτ,

la solución mild de la ecuación del calor fraccionaria (4.7) obtenida en el Teorema 4.1,

que verifica u P L8
`

0, T, L2pRnq
˘

X L2`0, T, 9Hs{2pRnq
˘

.

1. Si el dato inicial u0 verifica además u0 P 9Hs1pRnq, con s1 P R, entonces para

todo s2 ě s1 tenemos

sup
tPs0,T s

tp
s2´s1q{s ||Pspt, ¨q ˚ u0|| 9Hs2 pRnq ď c ||u0|| 9Hs1 pRnq . (4.38)
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2. Si la fuente exterior f verifica además f P L2`0, T, 9Hs1pRnq
˘

, con s1 P R,

entonces para s2 “ s1`s, donde s es el orden de homogeneidad del laplaciano

fraccionario, se tiene que

ż T

0

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ż t

0
Pspt´ τ, ¨q ˚ fpτ, ¨q dτ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

2

9Hs2 pRnq
dt ď C

ż T

0
||fpt, ¨q||29Hs1 pRnq dt. (4.39)

Como se indicó, el objetivo de este teorema es estudiar la ganancia maximal de regu-

laridad que puede tener la solución mild u a partir de una regularidad inicial (en variable

de espacio) de los datos u0 y f en el espacio 9Hs1pRnq, con s1 P R.

Recordemos que la solución mild u se escribe como la suma de dos términos:

upt, xq “
`

Pspt, ¨q ˚ u0
˘

pxq `

ż t

0

`

Pspt´ τ, ¨q ˚ fpτ, ¨q
˘

pxq dτ.

Aśı, en el primer punto del teorema anterior estudiamos la regularidad (en variable de

espacio) del término Pspt, ¨q ˚ u0, pues en la estimación (4.38) vemos que a partir de la

información u0 P 9Hs1pRnq obtenemos que Pspt, ¨q ˚ u0 P 9Hs2pRnq, donde s2 es cualquier

número real mayor o igual que s1. Este hecho nos permite concluir que Pspt, ¨q ˚u0 es tan

regular como se desea.

Observación 4.6. Para todo tiempo t ą 0, el término Pspt, ¨q ˚ u0 P C8pRnq.

En efecto, para u0 P 9Hs1pRnq, con s1 P R, por la estimación (4.38) dada en el primer

numeral del teorema anterior podemos concluir que para todo 0 ă t ď T se tiene:

Pspt, ¨q ˚ u0 P
č

s2ěs1

9Hs2pRn
q. (4.40)

Además, de la Proposición 4.6 (página 108) sabemos que Pspt, ¨q P L1pRnq, para todo

t ą 0, y por hipótesis también se tiene que u0 P L
2pRnq, entonces por las desigualdades
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de Young se sigue que

Pspt, ¨q ˚ u0 P L
2
pRn

q. (4.41)

Recordemos que para s ą 0 se verifica HspRnq “ 9HspRnq XL2pRnq. En consecuencia,

de (4.40) y (4.41) tenemos que

Pspt, ¨q ˚ u0 P
č

s2ěmáxts1,0u
Hs2pRn

q.

Ahora, de la Proposición 3.3 (página 80) tenemos que Hs2pRnq Ă L2pRnq para todo

s2 ą 0. Por lo tanto,

Pspt, ¨q ˚ u0 P
č

s2ě0
Hs2pRn

q. (4.42)

A partir de (4.42) y procediendo como en la demostración del Corolario 4.1 (página

105) concluimos que Pspt, ¨q ˚ u0 P C8pRnq, para todo tiempo t ą 0.

Por otro lado, en el segundo punto del teorema anterior se estudia la regularidad (en

variable de espacio) del término
ż t

0
Pspt ´ τ, ¨q ˚ fpτ, ¨q dτ . Precisamente, si observamos

la estimación (4.39) tenemos que a partir de la información f P L2`0, T, 9Hs1
˘

el término
ż t

0
Pspt´ τ, ¨q ˚ fpτ, ¨q dτ P 9Hs2 , con s2 “ s1` s, lo que significa que existe una restricción

en la ganancia de regularidad. En efecto, recodemos que para el término Pspt, ¨q ˚ u0 se

tiene una ganancia de regularidad donde el parámetro s2 P R es cualquiera que verifica

s2 ě s1, mientras que para el término
ż t

0
Pspt´ τ, ¨q ˚ fpτ, ¨q dτ esta ganancia viene dada

por s2 “ s1 ` s.

La limitación en la ganancia de regularidad del término aqúı arriba reposa esencialmente

en el hecho de que la constante C ą 0 que aparece en la estimación (4.39) está dada por
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la expresión

C “

«

sup
ξPRn

˜

sup
vPr0,T s

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

c |ξ|s2´s1

2πiv ` |ξ|s
ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

¸ff2

, (4.43)

la cual es una cantidad finita solamente si s2 “ s1 ` s.

Finalmente, dado que la solución mild está compuesta por estos dos términos vemos

que su ganancia maximal de regularidad está limitada por la regularidad maximal del

segundo término.

La idea de la próxima demostración es utilizar de manera conveniente una doble

transformada de Fourier: en variable de espacio y en variable de tiempo.

Demostración del Teorema 4.3. Sean s1, s2 P R y t ą 0 fijo.

1. Supongamos que s2 ě s1, entonces

||Pspt, ¨q ˚ u0||
2
9Hs2 pRnq “

ż

Rn
|ξ|2s2 |pPspt, ¨q ˚ u0qppξq|

2 dξ

“

ż

Rn
|ξ|2s2

ˇ

ˇ

ˇ

xPspt, ξq
ˇ

ˇ

ˇ

2
|pu0pξq|

2 dξ

“

ż

Rn
|ξ|2ps2´s1q e´2p2πqs|ξ|st

|ξ|2s1 |pu0pξq|
2 dξ

ď sup
ξPRn

´

|ξ|2ps2´s1q e´2p2πqs|ξ|st
¯

ż

Rn
|ξ|2s1 |pu0pξq|

2 dξ.

Ahora, tomando z “ t1{sξ se sigue que

||Pspt, ¨q ˚ u0|| 9Hs2 pRnq ď

„

sup
zPRn

´

|z|2ps2´s1q e´2p2πqs|z|s
¯

1{2

t
´ps2´s1q{s ||u0|| 9Hs1 pRnq ,

donde,
„

sup
zPRn

´

|z|2ps2´s1q e´2p2πqs|z|s
¯

1{2

ă `8,

gracias al decrecimiento rápido de la función exponencial y a que s2 ě s1.
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2. Por otro lado, de la identidad de Plancherel (página 30) en variable de tiempo,

tenemos que

ż T

0

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ż t

0
Pspt´ τ, ¨q ˚ fpτ, ¨q dτ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

2

9Hs2 pRnq
dt

“

ż T

0

˜

ż

Rn
|ξ|2s2

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˆ
ż t

0
Pspt´ τ, ¨q ˚ fpτ, ¨q dτ

˙

ppξq

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

2

dξ

¸

dt

ď

ż T

0

˜

ż

Rn
|ξ|2s2

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ż

R
1r0,`8rpτq 1r0,tspτq pPspt´ τ, ξq pfpτ, ξq dτ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

2

dξ

¸

dt

ď

ż

Rn
|ξ|2s2

ˆ
ż

R

ˇ

ˇ

ˇ

”

1r0,T s

´´

1r0,`8r pPsp¨, ξq
¯

‹

´

1r0,ts pfp¨, ξq
¯¯ı

ptq
ˇ

ˇ

ˇ

2
dt

˙

dξ

ď

ż

Rn
|ξ|2s2

ˆ
ż

R

ˇ

ˇ

ˇ

”

Ft

`

1r0,T s
˘

‹

´

Ft

´

1r0,`8r pPsp¨, ξq
¯

Ft

´

1r0,ts pfp¨, ξq
¯¯ı

prq
ˇ

ˇ

ˇ

2
dr

˙

dξ.

Entonces,

ż T

0

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ż t

0
Pspt´ τ, ¨q ˚ fpτ, ¨q dτ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

2

9Hs2 pRnq
dt

ď

ż

Rn
|ξ|2s1

˜

ż

R

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ż

R

ˆ

c |ξ|s2´s1

2πiv ` |ξ|s
˙

Ft

`

1r0,T s
˘

pv ´ rqFt

´

1r0,ts pfp¨, ξq
¯

pvqdv

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

2

dr

¸

dξ

ď C

ż

Rn
|ξ|2s1

˜

ż

R

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ż

R
Ft

`

1r0,T s
˘

pv ´ rq Ft

´

1r0,ts pfp¨, ξq
¯

pvqdv

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

2

dr

¸

dξ

ď C

ż

Rn
|ξ|2s1

ˆ
ż

R

ˇ

ˇ

ˇ

”

Ft

`

1r0,T s
˘

‹Ft

´

1r0,ts pfp¨, ξq
¯ı

prq
ˇ

ˇ

ˇ

2
dr

˙

dξ

ď C

ż

Rn
|ξ|2s1

ˆ
ż

R

ˇ

ˇ

ˇ
Ft

´

1r0,T s pfp¨, ξq
¯

prq
ˇ

ˇ

ˇ

2
dr

˙

dξ.

Nuevamente, usando la identidad de Plancherel (página 30) en variable de

tiempo, se sigue que

ż T

0

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ż t

0
Pspt´ τ, ¨q ˚ fpτ, ¨q dτ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

2

9Hs2 pRnq
dt ď C

ż

Rn
|ξ|2s1

ˆ
ż

R

ˇ

ˇ

ˇ
1r0,T sptq pfpt, ξq

ˇ

ˇ

ˇ

2
dt

˙

dξ

ď C

ż

Rn
|ξ|2s1

ˆ
ż T

0

ˇ

ˇ

ˇ

pfpt, ξq
ˇ

ˇ

ˇ

2
dt

˙

dξ

ď C

ż T

0

ˆ
ż

Rn
|ξ|2s1

ˇ

ˇ

ˇ

pfpt, ξq
ˇ

ˇ

ˇ

2
dξ

˙

dt,
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donde

C “

«

sup
ξPRn

˜

sup
vPr0,T s

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

c |ξ|s2´s1

2πiv ` |ξ|s
ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

¸ff2

ă `8,

siempre que s2 “ s1 ` s.

Por lo tanto, para s2 “ s1 ` s tenemos que

ż T

0

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ż t

0
Pspt´ τ, ¨q ˚ fpτ, ¨q dτ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

2

9Hs2 pRnq
dt ď C

ż T

0
||f ||29Hs1 pRnq dt.

�
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Conclusiones

El objetivo principal de esta tesis fue el estudio del problema de Cauchy para la

ecuación del calor fraccionaria:

(PF)

$

’

’

&

’

’

%

Btupt, xq ` p´∆qs{2upt, xq “ fpt, xq, pt, xq P s0, T s ˆ Rn,

up0, xq “ u0pxq, x P Rn,

donde 0 ă s ă 2, 0 ă T ď `8. De manera más precisa, estudiamos la existencia y

unicidad de sus soluciones mild

upt, xq “
`

Pspt, ¨q ˚ u0
˘

pxq `

ż t

0

`

Pspt´ τ, ¨q ˚ fpτ, ¨q
˘

pxq dτ, (4.44)

en el marco de los espacios de Sobolev (ver el Teorema 4.1 de la página 114) y adicio-

nalmente se trató de forma rigurosa la regularidad maximal de dichas soluciones (ver el

Teorema 4.3 de la página 128), de modo que este estudio pueda ser contrastado con el

resultado conocido para el caso clásico: regularidad maximal del núcleo del calor (ver el

punto correspondiente a la regularidad maximal de las soluciones mild de la página 136).

Las conclusiones que se derivan del presente trabajo justamente hacen referencia a las

herramientas y métodos estudiados y aplicados para lograr los objetivos planteados, las

cuales presentamos a continuación.

Herramientas de base

A lo largo del presente trabajo de titulación se introdujeron y utilizaron algunas

herramientas clásicas del análisis armónico como: la transformada de Fourier y los espacios

de Sobolev, ambas de gran relevancia en el estudio de las ecuaciones en derivadas parciales
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pues por un lado la trasformada de Fourier de acuerdo al numeral 5. de la Proposición 1.13

(página 45) nos permite dar sentido y tratar de manera sencilla la regularidad de una

distribución temperada: si aplicamos la transformada de Fourier sobre la derivada de

orden |α| de una distribución temperada, la operación de derivación es sustituida por la

multiplicación por el polinomio p2πiξqα en la variable ξ. Por otro lado, los espacios de

Sobolev miden la regularidad de las distribuciones temperadas y pueden caracterizarse

a través de la transformada de Fourier. Si además recordamos que estamos tratando

el problema (PF) sobre todo el espacio Rn, vemos que resulta natural emplear estas

herramientas del análisis armónico para su estudio.

Notemos también que estas herramientas no son solo útiles para la ecuación del calor

(clásica o fraccionaria), sino que también nos permiten abordar diversas ecuaciones en

derivadas parciales como por ejemplo: la ecuación de Poisson estudiada en la página 27,

la ecuación de onda o las ecuaciones de Navier-Stokes (ver Lemarié-Rieusset (2016)),

siempre que estén definidas sobre todo Rn.

Buen planteamiento en el sentido de Hadamard

El Teorema 4.1 (página 114) corresponde a un resultado de existencia y unicidad de

las soluciones mild para el problema (PF), cuya demostración aprovecha el hecho de que

la formulación de estas soluciones, dada en la ecuación (4.44), puede ser expresada como

un problema de punto fijo en el marco de los espacios de Sobolev, por lo que para construir

dichas soluciones se hizo uso del Teorema 4.2 (Teorema de punto fijo de Picard) de la

página 115. Mientras que la unicidad de estás soluciones sobre todo el espacio de enerǵıa

L8
`

0, T, L2pRnq
˘

XL2`0, T, 9Hs{2pRnq
˘

se obtiene nuevamente gracias a la formulación de

la solución mild u, pues en el caso lineal esta se escribe únicamente en función de la

solución fundamental Ps y los datos u0 y f .
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El buen planteamiento de (PF) en el sentido de Hadamard se termina de verificar con

la dependencia continua de la solución mild u con respecto a los datos u0 y f establecida

por la igualdad de enerǵıa dada en la ecuación (4.23) de la página 115.

Regularidad maximal de las soluciones mild

La mayor contribución de este trabajo es el estudio de la regularidad maximal de

las soluciones mild para la ecuación del calor fraccionaria, presentado en el Teorema 4.3

(página 128). Para la demostración de este resultado se usó el hecho de que la solución

mild u, dada como en la ecuación (4.44) de la página 134, se escribe como la suma de dos

términos: en el primer término interviene el dato inicial u0, mientras que en el segundo

término interviene la fuente externa f . Esta la formulación expĺıcita de u nos permite

usar la transformada de Fourier para estudiar su regularidad en variable de espacio.

De manera más precisa, se verificó que a partir de la regularidad (medida en variable

de espacio) de los datos u0 y f dada en el espacio de Sobolev homogéneo 9Hs1pRnq, con

s1 P R, la regularidad maximal que alcanza la solución mild u de la ecuación (4.44)

de la página 134, es de s1 ` s, donde s es el orden de homogeneidad del laplaciano

fraccionario. Esta limitación en la regularidad es causada por la regularidad del término

correspondiente al dato f (ver la ecuación (4.43) de la página 131).

Vemos también que esta última conclusión es coherente con el caso clásico, pues si

hacemos un breve contraste con el resultado de regularidad maximal del núcleo del calor

(ver Lemarié-Rieusset (2016)), se muestra que a partir de los datos f P L2`0, T,Hs1pRnq
˘

y u0 P H
s1pRnq, con s1 P R, la solución mild u P L8

`

0, T,Hs1pRnq
˘

XL2`0, T,Hs1`2pRnq
˘

,

verifica

(PC)

$

’

’

&

’

’

%

Btupt, xq ´∆upt, xq “ fpt, xq, pt, xq P s0, T s ˆ Rn,

up0, xq “ u0pxq, x P Rn,
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es decir, que a partir de considerar datos en el espacio Hs1pRnq su solución mild no

puede ganar mayor regularidad (en variable de espacio) que 2, valor que corresponde el

orden de homogeneidad del operador laplaciano clásico, similar a lo que mostramos para

el caso fraccionario en el que la ganancia de regularidad en variable de espacio es igual a

s, que corresponde al orden de homogeneidad del laplaciano fraccionario.

Futuros estudios

Este primer trabajo sobre la ecuación del calor fraccionaria abre la puerta a estudios

posteriores que son de relevancia en la investigación actual. Por ejemplo, si añadimos un

término de transporte en el problema (PF) de la página 134, obtenemos de esta manera

una gran variedad de modelos matemáticos de reacción-difusión que resultan interesantes

para investigaciones futuras, ver por ejemplo: Brandolese y Karch (2008), Colombo y

De Rosa (2018), Chamorro y Menozzi (2016).

Por otro lado, sabemos que los resultados logrados en esta investigación pueden ser

extendidos a problemas más generales, reemplazando en (PF) al laplaciano fracciona-

rio por un operador pseudodiferencial (Grubb, 2018), y usando herramientas propias de

la teoŕıa de operadores pseudodiferenciales (ver Friedman (2008), Ladyzhenskaya et al.

(1968) y Lions y Magenes (1968)). Aśı también, estos resultados pueden ser extendidos a

espacios funcionales que miden la regularidad de las funciones de manera más fina como

los espacios de Besov.

Para terminar, el estudio de la ecuación de calor fraccionaria motiva la siguiente

pregunta interesante: ¿qué sucede en cuanto a la estabilidad de esta ecuación cuando

s Ñ 2´? Intuitivamente, se puede pensar que la familia de soluciones de la ecuación

del calor fraccionaria pusq0ăsă2 debe converger en algún sentido a la solución u de la

ecuación del calor clásica cuando s Ñ 2´. De momento se tiene un primer resultado
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para la ecuación del calor fraccionaria sobre dominios acotados y regulares, con un dato

inicial u0 “ 0 (ver Biccari y Hernández-Santamaŕıa (2018)), por lo que un proyecto de

investigación en el corto plazo trataŕıa de establecer resultados análogos para la misma

ecuación del calor fraccionaria pero definida sobre todo el espacio Rn y con un dato inicial

u0 cualquiera.
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Apéndice

Apéndice A

El propósito de este apéndice es establecer la siguiente identidad:

ż `8

´8

sinpλxq

x
dx “ πsgnpλq, para todo λ P R.

Empecemos mostrando que para todo 0 ă a ă b ă `8 tenemos

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ż b

a

sinpxq

x
dx

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ď 2. (4.45)

En efecto, estudiemos esta estimación por casos.

Primer caso: si b ď 1, entonces

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ż b

a

sinpxq

x
dx

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ď

ż b

a

|sinpxq|

|x|
dx ď

ż 1

a

dx “ 1´ a ď 1.

Segundo caso: si a ď 1 ď b, tenemos que

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ż b

a

sinpxq

x
dx

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

“

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ż 1

a

sinpxq

x
dx´

ż 1

b

sinpxq

x
dx

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ď

ż 1

a

|sinpxq|

|x|
dx`

ż 1

b

|sinpxq|

|x|
dx

ď

ż 1

a

dx`

ż 1

b

dx “ 2´ a´ b ď 2.

Tercer caso: si a ě 1. Integrando por partes tenemos:

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ż b

a

sinpxq

x
dx

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

“

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

´
cospxq

x

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

b

a

´

ż b

a

cospxq

x2 dx

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ď

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

cospaq
a

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

`

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

cospbq
b

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

`

ż b

a

1
x2dx
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ď
1
a
`

1
b
`

1
a
´

1
b
ď 2.

Por otro lado, para a ą 0 definimos

Ipaq “

ż `8

0

sinpxq

x
e´axdx.

Mostremos que Ipaq es continua en cero y diferenciable en a. Gracias a la acotación

dada en (4.45) tenemos que

ĺım
aÑ0

Ipaq “ ĺım
aÑ0

ż `8

0

sinpxq

x
e´axdx “

ż `8

0

sinpxq

x
ĺım
aÑ0

e´axdx “

ż `8

0

sinpxq

x
dx “ Ip0q.

Por lo tanto, I es continua. Además,

dIpaq

da
“ ĺım

hÑ0

Ipa` hq ´ Ipaq

h

“ ĺım
hÑ0

ż `8

0

sinpxq

x
e´pa`hqxdx´

ż `8

0

sinpxq

x
e´axdx

h

“ ĺım
hÑ0

ż `8

0

sinpxq

x

ˆ

e´pa`hqx ´ e´ax

h

˙

dx

“

ż `8

0

sinpxq

x

„

ĺım
hÑ0

ˆ

e´pa`hqx ´ e´ax

h

˙

dx

“ ´

ż `8

0

sinpxq

x

d pe´axq

da
dx

“ ´

ż `8

0

sinpxq

x
xe´axdx

“ ´

ż `8

0
sinpxq e´axdx

“
ae´axsinpxq ` e´axcospxq

1` a2

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

`8

0

“ ´
1

1` a2 .

Luego, integrando la función dIpaq

da
tenemos:

Ipaq “ ´

ż 1
1` a2 da “ ´ arctanpaq ` c. (4.46)
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De otra parte, gracias a la acotación dada en (4.45) podemos calcular el siguiente

ĺımite

ĺım
aÑ`8

Ipaq “ ĺım
aÑ`8

ż `8

0

sinpxq

x
e´axdx “

ż `8

0

sinpxq

x
ĺım
aÑ`8

e´axdx “ 0.

Aśı, de la identidad anterior se sigue que

0 “ ĺım
aÑ`8

Ipaq “ ĺım
aÑ`8

´ arctanpaq ` c “ π

2 ` c, (4.47)

de donde, c “ π

2 y por lo tanto

Ipaq “
π

2 ´ arctanpaq,

de este modo, Ip0q “ π

2 .

Notemos que para λ P R, la función sinpλxq

x
es par, entonces

ż `8

´8

sinpλxq

x
dx “ 2

ż `8

0

sinpλxq

x
dx. (4.48)

Ahora, haciendo el cambio de variable y “ λx en la integral del lado derecho de la

ecuación (4.48) tenemos

sgnpλq
ż `8

0

sinpyq

y
dy “

π

2 sgnpλq.

Finalmente, reemplazando esto último en (4.48) obtenemos:

ż `8

´8

sinpλxq

x
dx “ πsgnpλq.

como se queŕıa.
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Apéndice B

Mostremos que en la Proposición 1.15 (página 51), la cantidad

Cz,n “

ż `8

0
yz`n´1wpyqdy ă `8, (4.49)

para todo z P R y todo n P N.

Aśı, si n “ 1 entonces notemos que

wpyq “

ż

S0
e´2πiy¨ϕdϕ

“ e´2πiy
` e2πiy

“ cosp2πyq ´ i sinp2πyq ` cosp2πyq ` i sinp2πyq

“ 2 cosp2πyq,

por lo que la ecuación (4.49) se puede reescribir como:

Cz,1 “ 2
ż `8

0
yz cosp2πyqdy ă `8,

pues converge condicionalmente para ´1 ă z ă 0.

Si n ě 2 entonces, puesto que

|wpyq| “

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ż

Sn´1
e´2πiy¨ϕdϕ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ď

ż

Sn´1
dϕ “ |Sn´1| ,

donde |Sn´1| denota la medida de Sn´1, entonces la integral dada en (4.49) converge

cerca del origen cuando z ą ´n, por lo que basta estudiar wpyq para |y| ě 1. Entonces,

si usamos en la ecuación (4.49) la fórmula

ż

Sn´1
fpy, ϕqdϕ “

ż 1

´1

ż

Sn´2
fpr, θq

`

1´ r2˘pn´2q{2
dθ

`

1´ r2˘´1{2
dr, |y| ě 0,
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dada en el Apéndice D.2. de la página 441 de Grafakos (2008), donde f es una función

definida sobre Sn´1, obtenemos

wpyq “ cn

ż 1

´1
e2πiy¨r `1´ r2˘pn´2q{2 `1´ r2˘´1{2

dr,

con cn ą 0 es una constante. Luego, por la definición de función de Bessel Jv:

Jvpyq “ cv

ż 1

´1
eiyr

`

1´ r2˘v´1{2
dr,

dada en el Apéndice B.1. de la página 425 de Grafakos (2008), donde v ą ´1{2 y y ě 0,

tenemos que

wpyq “ cnJpn´2q{2p2πyq,

Aśı, por el comportamiento asintótico para la función de Bessel descrito en el Apéndice

B.7. de la página 431 de Grafakos (2008) se sigue que

|wpyq| “ cn
ˇ

ˇJpn´2q{2p2πyq
ˇ

ˇ ď cny
1{2,

cuando n ´ 2 ą ´1{2 y y ě 1. De este modo, vemos que para n ě 2 la integral (4.49)

converge cuando z ă ´n` 1{2.
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Apéndice C

Verifiquemos que Tsϕ P L1pRnq, para todo ϕ P S pRnq.

En efecto,

ż

Rn
|Tsϕpxq| dx “

ż

Rn

„

Cn,s
2

ż

Rn

|2ϕpxq ´ ϕpx` yq ´ ϕpx´ yq|
|y|n`s

dy



dx.

Luego, para M,N ą 0 reescribimos lo anterior como:

ż

Rn
|Tsϕpxq| dx “

Cn,s
2

"
ż

|x|ďM

„
ż

|y|ďN

|2ϕpxq ´ ϕpx` yq ´ ϕpx´ yq|
|y|n`s

dy



dx

`

ż

|x|ąM

„
ż

|y|ďN

|2ϕpxq ´ ϕpx` yq ´ ϕpx´ yq|
|y|n`s

dy



dx

`

ż

Rn

„
ż

|y|ąM

|2ϕpxq ´ ϕpx` yq ´ ϕpx´ yq|
|y|n`s

dy



dx

*

. (4.50)

De otra parte, usando la expansión en series de Taylor de segundo orden de ϕ en una

vecindad del origen tenemos:

ϕpx` yq “ ϕpxq `∇ϕpxq ¨ y ` ytD2ϕpxqy

2! ` op|y|3q, (4.51)

ϕpx´ yq “ ϕpxq ´∇ϕpxq ¨ y ` ytD2ϕpxqy

2! ` op|y|3q, (4.52)

y reemplazando (4.51) y (4.52) en la expresión dada en (4.50) obtenemos que

ż

Rn
|Tsϕpxq| dx ď

Cn,s
2

$

&

%

ż

|x|ďM

»

–

ż

|y|ďN

2
ˇ

ˇ

ˇ

ytD2ϕpxqy
2! ` op|y|3q

ˇ

ˇ

ˇ

|y|n`s
dy

fi

fl dx

`

ż

|x|ąM

»

–

ż

|y|ďN

2
ˇ

ˇ

ˇ

ytD2ϕpxqy
2! ` op|y|3q

ˇ

ˇ

ˇ

|y|n`s
dy

fi

fl dx`

ż

Rn

„
ż

|y|ąM

4 |ϕpxq|
|y|n`s

dy



dx

,

.

-

.

Aśı, también para N ą 0 suficientemente pequeño y por el teorema de Fubini se sigue

que
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ż

Rn
|Tsϕpxq| dx ď

Cn,s
2

#

ż

|x|ďM

«

ż

|y|ďN

|D2ϕpxq| |y|2

|y|n`s
dy

ff

dx

`

ż

|y|ďN

«

ż

|x|ąM

|D2ϕpxq| |y|2

|y|n`s
dx

ff

dy `

ż

|y|ąM

„
ż

Rn

4 |ϕpxq|
|y|n`s

dx



dy

+

.

Por último, como 0 ă s ă 2 tenemos que

ż

Rn
|Tsϕpxq| dx ď

Cn,s
2

"
ż

|x|ďM

„
ż

|y|ďN

ˇ

ˇ

ˇ

ˇD2ϕ
ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

L8pRnq |y|
´n´s`2 dy



dx

`

ż

|y|ďN

ˇ

ˇ

ˇ

ˇD2ϕ
ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

L1pRnq |y|
´n´s`2 dy `

ż

|y|ąM

4 ||ϕ||L1pRnq

|y|n`s
dy

*

, (4.53)

entonces,

ż

Rn
|Tsϕpxq| dx ď

Cn,s
2

"

ˇ

ˇ

ˇ

ˇD2ϕ
ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

L8pRnq

ż M

0

„
ż N

0
ρ´n´s`2dρ



dσ

`
ˇ

ˇ

ˇ

ˇD2ϕ
ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

L1pRnq

ż N

0
ρ´n´s`2dρ` 4 ||ϕ||L1pRnq

ż M

0

1
ρn`s

dρ

*

ă `8.

(4.54)
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Apéndice D

Demostración de la Teorema 4.2 del Caṕıtulo 4. La idea de la demostra-

ción es construir iterativamente la solución del problema de punto fijo a partir del dato

inicial U0, con este propósito definimos

Un`1 “ U0 ´BpUn, Unq.

Ahora, notemos que para todo n P N y δ “ 1{4CB ą 0 se tiene que ||Un||E ă 2δ.

En efecto, notemos que ||U0||E ă δ ď 2δ. Luego, por inducción supongamos que para

n “ k P N se tiene ||Uk||E ă 2δ, que junto con la continuidad de la forma bilineal Bp¨, ¨q

implica que

||Uk`1||E “ ||U0 ´BpUk, Ukq||E

ď ||U0||E ` ||BpUk, Ukq||E

ď ||U0||E ` CB ||Uk||
2
E

ď δ ` CBp2δq2,

pero como 0 ă 4CBδ ă 1, se sigue que ||Uk`1||E ď 2δ. Esto muestra que para todo n P N,

Un P Bp0, 2δq.

Ahora mostremos que la sucesión pUn qnPN es una sucesión de Cauchy en E, para ello

analicemos la siguiente cantidad

||Un`1 ´ Un||E “ ||pU0 ´BpUn, Unqq ´ pU0 ´BpUn´1, Un´1qq||E

“ ||BpUn´1, Un´1q ´BpUn, Unq||E

“ ||BpUn´1, Un´1q `BpUn´1, Unq ´BpUn´1, Unq ´BpUn, Unq||E

“ ||BpUn´1, Un ´ Un´1q ´BpUn ´ Un´1, enq||E
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ď ||BpUn´1, Un ´ Un´1q||E ` ||BpUn ´ Un´1, Unq||E ,

y nuevamente por la continuidad de la forma bilineal Bp¨, ¨q, tenemos que

||Un`1 ´ Un||E ď CB ||Un´1||E ||Un ´ Un´1||E ` CB ||en||E ||Un ´ Un´1||E

ď 4CBδ ||Un ´ Un´1||E

ď p4CBδq2 ||Un´1 ´ Un´2||E .

Aśı, por recursividad se sigue que

||Un`1 ´ Un||E ď p4CBδq
n
||U1 ´ U0||E ,

además, puesto que 0 ă 4CBδ ă 1, al hacer nÑ `8 obtenemos

||Un`1 ´ Un||E ď p4CBδq
n
||U1 ´ U0||E Ñ 0,

de donde se sigue que en efecto pUn qnPN es una sucesión de Cauchy en E. Adicional-

mente, como E es un espacio de Banach entonces existe u P E tal que ||u|| ď 2δ y verifica

el problema de punto fijo dado en la ecuación (4.26) de la página 115.

De este modo, haciendo n Ñ `8, en el problema Un`1 “ U0 ` BpUn, Unq, se tiene

que u “ U0 `Bpu, uq.

Finalmente, verifiquemos la unicidad de la solución. Sean u, v P E soluciones del

problema de punto fijo dado en la ecuación (4.26) de la página 115 con datos U0, V0 P E,

entonces

||u´ v||E “ ||pU0 ´Bpu, uqq ´ pV0 ´Bpv, vqq||E

ď ||U0 ´ V0||E ` ||Bpu, uq `Bpv, uq ´Bpv, uq ´Bpv, vq||E

ď ||U0 ´ V0||E ` ||Bpu´ v, uq||E ` ||Bpv, u´ vq||E

147



ď ||U0 ´ V0||E ` CB ||u´ v||E ||u||E ` CB ||v||E ||u´ v||E

ď ||U0 ´ V0||E ` 4CBδ ||u´ v||E ,

y puesto que 0 ă 4CBδ ă 1, entonces

||u´ v||E ď
1

4CBδ
||U0 ´ V0||E .

Aśı, tomando U0 “ V0 se sigue el resultado. �
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Econometrics. Applications in Finance (primera ed.), (pp. 283–318). Boston, Estados

Unidos: Springer.

Batic, D. (2016). Introduction to General Topology (primera ed.). New York, Estados

Unidos: Springer.
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