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Introduccion

El presente trabajo de titulacién corresponde a un estudio matematico riguroso sobre

el problema de Cauchy para la ecuacion del calor fraccionaria:

duu(t,z) + (=A)Pu(t,x) = f(t,x), (t,z)e]0,T] x R",
(PF)

u(0,z) = up(x), xeR™,

donde 0 < s < 2,0 <T < 4w, f:[0,T] x R" > Ry upg: R" — R son los datos del

problema, y u: [0,7] x R — R es su solucién.

Por lo tanto, se tratara su buen planteamiento en el sentido de Hadamard en el marco
de los espacios de Sobolev y la regularidad de sus soluciones mild. Siendo el mayor aporte

un estudio detenido de la regularidad maximal (en variable de espacio) de estas soluciones.

La caracteristica principal del problema (PF) es la aparicién de un término de difusién
fraccionario (—A)”?u, con 0 < s < 2, en lugar del término de difusién clasico —Au, don-
de (—A)S/ ? denota al operador laplaciano fraccionario y A denota al operador laplaciano
clasico. Precisamente, las ecuaciones en derivadas parciales en las que interviene el lapla-
citano fraccionario son de gran interés actual en el mundo académico por sus aplicaciones
en temas como: elasticidad (Dipierro et al., 2015), turbulencia (Bakunin, 2008), finanzas
(Barndorff-Nielsen y Shephard, 2001) o incluso las caminatas aleatorias con saltos largos,
modelo estocéstico del cual la ecuacion del calor fraccionaria se deduce de forma natural

(Bucur y Valdinoci, 2016). Asi vemos que el problema estudiado en este trabajo no es
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una expresién matemdtica carente de significado® por lo que un estudio tedrico de este

problema y de las propiedades de sus soluciones es completamente necesario.

La forma en la que se estudiara el problema de Cauchy para la ecuacion del calor
fraccionaria (PF) seguird un procedimiento andlogo al que se realiza para el problema
clasico, el cual puede ser revisado a detalle en Lemarié-Rieusset (2016). Este procedi-
miento se basa esencialmente en herramientas del analisis armoénico; principalmente en la

transformada de Fourier y en como esta interviene en la caracterizacién de los espacios

de Sobolev.

Por esta razoén se ha dividido este trabajo en cuatro capitulos. En el primer capitulo:
Herramientas de base se recogen las herramientas tedricas necesarias para tratar el pro-
blema (PF), empezando por estudiar la clase de Schwartz que nos da un marco funcional
adecuado en el cual podremos definir la transformada de Fourier y estudiar sus propieda-
des. Luego, por dualidad se extendera la nociéon de transformada de Fourier al espacio de
las distribuciones temperadas, para finalmente hacer un breve estudio de las distribucio-
nes homogéneas y su transformada de Fourier, pues estas apareceran de manera natural

en el estudio del operador laplaciano fraccionario.

En el segundo capitulo: Introduccion al operador laplaciano fraccionario, paulatina-
mente nos dedicaremos a comprender al operador laplaciano fraccionario, sus propiedades
y caracterizaciones (en variable de Fourier: a través de la transformada de Fourier, y en

variable de espacio: como operador de convolucién y como operador de integral singular).

1Como se pudo evidenciar, la ecuacién del calor fraccionaria esta relacionada con diversas aplicaciones
de gran relevancia académica actual, y aunque las mismas motivan su estudio, este trabajo prescinde de

estas interpretaciones y mas bien se concentra en su tratamiento matematico riguroso.
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En el tercer capitulo: Espacios de Sobolev fraccionarios se estudiaran los espacios de
Sobolev no homogéneos y homogéneos, y algunas de sus principales propiedades, apro-
vechando el hecho de que estos espacios pueden ser caracterizados a través del operador

laplaciano fraccionario.

En el cuarto y ultimo capitulo: Fcuacion del calor fraccionaria, empezaremos hacien-
do una breve deduccién de esta ecuacion a partir del modelo estocastico de caminata
aleatoria con saltos largos, para luego concentrarnos totalmente en tratar el problema
(PF). Asi, se partird por definir la solucién fundamental del problema (PF), nocién en
la que nos apoyaremos para estudiar las soluciones mild de (PF). Luego, se realizaran
estimaciones de energia, de donde extraeremos informacion valiosa sobre la regularidad
e integrabilidad de los datos del problema (PF), y que ademds nos permitird encontrar
los espacios funcionales adecuados donde se construiran las soluciones mild. Usando el
teorema de punto fijo de Picard, estableceremos un resultado de existencia y unicidad de

la solucién mild de (PF) en los espacios de Sobolev homogéneos.

Finalmente, se abordara el resultado mas importante de este trabajo: la reqularidad
maximal de las soluciones mild. En un estudio reciente: Regularity in Lp Sobolev Spaces
of Solutions to Fractional Heat Equations, Grubb (2018), a través de la teoria de ope-
radores pseudodiferenciales se estudi6 la regularidad maximal (en variables de espacio y
tiempo) de las soluciones débiles de la ecuacién del calor fraccionaria en el marco de los
espacios de Sobolev anisotrépicos no homogéneos. En cambio, nosotros estudiaremos la
regularidad maximal (en variable de espacio) de las soluciones mild del problema (PF)
de la siguiente manera: usando la transformada de Fourier y puesto que dichas soluciones
cuentan con una estructura explicita escribiéndose como la suma de dos términos, hare-
mos un estudio detallado de la regularidad que alcanza cada término en el marco de los

espacios de Sobolev homogéneos para luego identificar el término que limita la ganancia



maximal de regularidad de la soluciéon mild.

En esencia, este es un estudio distinto al realizado por Grubb (2018), tanto en las
herramientas (del andlisis arménico) empleadas como en el andlisis que se hace de cada
uno de los dos términos que constituyen la solucién mild de (PF), donde se establece
que uno de ellos es tan regular como se desee mientras que el otro término indica la
ganancia de regularidad maximal la cual estd directamente relacionada con el orden de

homogeneidad del laplaciano fraccionario.

Para concluir esta introduccién, es importante mencionar que otro de los objetivos de
este trabajo de titulacion es la comprension, manipulacion y aplicacion de las herramientas
de base presentadas en los Capitulos 1 y 3, las cuales, como particularmente se apreciara
a lo largo de todo este trabajo, son de gran utilidad dentro del estudio de las ecuaciones
en derivadas parciales. Si bien la teoria expuesta en ambos capitulos es totalmente clasica,
esta ha sido ilustrada con ejemplos originales. Todo lector que esté relacionado con estas

herramientas puede concentrarse directamente en los Capitulos 2 y 4.

Notaciones

A lo largo de este documento trabajaremos sobre todo el espacio R™ dotado del pro-

ducto escalar usual:
n
x-y = 2%%, para todo x,y € R",
i=1

el cual induce la norma euclidiana definida como:

n Y2
x| = (Z :c?) : para todo x € R".
i=1
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Ademaés, consideraremos a R"™ como el espacio medido (R", Bor(R"), dz), donde Bor(R")

denota la o—algebra de los conjuntos borelianos de R™ y dx la medida de Lebesgue.

Espacios funcionales

Con el proposito de facilitar la labor del lector introducimos las siguientes notaciones

y definiciones, pues en el documento las mismas apareceran con mucha frecuencia.

Un multi-indice a € N™ es una n—upla ordenada de ntimeros naturales. Dado a =
(aq, -+, o) un multi-indice, la cantidad |a| = ay + - - - + a,, denota su tamano. Asi tam-
bién, |a| indica el orden total de diferenciacion de 0“f = 07" --- 9%~ f, donde f: R* — C

es una funcién al menos |a|—veces diferenciable.

Para © = (21, ,2,) € Ry a = (aq, -+ ,a,) € N un multi-indice, definimos

x® =it - a8, que verifica lo siguiente:

|xa| < Cha |x|‘a| )

donde C, , es una constante que depende de la dimensién del espacio n y del multi-indice
a € N". Cabe mencionar que no se verifica la desigualdad estricta contraria (para mas
detalles se sugiere revisar la pagina 95 de Grafakos (2008)). Sin embargo, si se verifica la

siguiente relacion:

) ke N. (0.1)

Por otro lado, el espacio de funciones f : R" — C cuyas derivadas de al menos orden

N € N son continuas es notado por €~ (R"). Asi mismo, el espacio de las funciones
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infinitamente diferenciables sobre R" se nota por € (R") = ﬂ €N (R™); y el espacio de
NeN

funciones ¢*(R™) con soporte compacto (o funciones test) sobre R™ por Z(R").

Una de las propiedades mas interesantes y tutiles dentro de este marco es la regla
de Leibniz (multidimensional), que dice que para todo f,g € €'*/(R") y todo o € N*

multi-indice, se tiene que

== % (5) - (7)o

Ba

donde 5 € N" es un multi-indice y § < « significa que [ < ag, para todo 1 < k < n.

Luego, para 1 < p < +00 definimos los espacios de Lebesgue como:
LP(RY) = (£ R — R f medible y [|fl|ppgen) < +92).
donde

l/p
11l oy = (J If(:v)!pdfﬂ> , sil<p<+oo,
R

y sl p = +0o0:

|| f1] oo (mny = sup ess | f ()]
reR™



Capitulo 1
Herramientas de base
1. La clase de Schwartz

El proposito de esta primera seccién es hacer una corta introduccion a la clase de
Schwartz pues este espacio funcional nos facilita un marco de trabajo apropiado para
definir la transformada de Fourier y estudiar sus principales propiedades.

Definiciéon 1.1. Una funcion ¢ : R® — C pertenece a la clase de Schwartz si

v € €°(R") y si para todo par de multi-indices o, f € N se verifica que

pep(p) = sup |2°0%p(z)| < +e0, (1.1)
zeR?
donde la cantidad pa () es conocida como semi-norma de Schwartz de .

El conjunto de todas las funciones de la clase de Schwartz definidas sobre R™ es
notado por .#(R™). La clase de Schwartz es un espacio vectorial sobre el campo de los

numeros complejos C con la suma y el producto por un escalar usuales para funciones.

Observacioén 1.1.

» Notemos que para todo par de multi-indices o, f € N" la cantidad p, g es una semi-
norma sobre el espacio ' (R"™). En efecto, si consideramos la funcion ¢ € .7 (R")
definida como:

p: R — R
(21, , 1) —> e 101l
y el multi-indice o = (0,1,0,---,0) € N* se tiene que 0%p = 0, es decir, pp () =

0, pero ¢ # 0.



» FEn la ecuacion (1.1), que la cantidad sup }xaﬁﬂgo(xﬂ sea finita significa que @ y
zeR™
todas sus derivadas decrecen en el infinito mads rdapido que el inverso de cualquier

polinomio; de ahora en adelante, nos referiremos a esta propiedad como decreci-

miento rapido.

Los siguientes ejemplos nos permiten distinguir y visualizar cémo son los elementos

de la clase de Schwartz.

EijEMmPLO 1.1.

1. La funcion x — e“ﬂz, con x € R", es un elemento de .7 (R™), pues es el resultado
de la composicion de funciones € (R"™) y ademds decrece lo suficientemente rdapi-
do en el infinito, esto por el conocido comportamiento de la funcion exponencial.

2. En cambio, la funcién definida por la expresion e”\*l, con z € R™, no pertenece a
Z(R™), pues a pesar de tener un decrecimiento rdpido en el infinito, esta funcion
no es diferenciable en el origen.

3. Finalmente, notemos que la funcion g(z) = con x € R™, tampoco es un

_ 1
LY
elemento de ./ (R™), pues a pesar de que esta funcion verifica que g € €*(R"™),

g no decrece lo suficientemente rdapido al infinito. En realidad, g decrece como el

inverso de un polinomio de orden 4.

Observacion 1.2. Como se pudo apreciar en la Definicion 1.1 y en el Ejemplo 1.1,
para que una funcion @ esté en la clase de Schwartz debe cumplir dos propiedades funda-
mentales: ¢ es una funcion en €*(R™) y ¢ tiene la propiedad de decrecimiento rapido en
el infinito. Asi, las funciones de la clase de Schwartz poseen dos propiedades que son de

gran utilidad: reqularidad e integrabilidad (gracias al decrecimiento rdpido en el infinito).
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Antes de continuar con nuestro estudio, conviene hacer un breve comentario acerca

de la estructura topoldgica de la clase de Schwartz.

La topologia de la que estd dotada .(R") es la topologia més débil que deja continua
a la familia formada por las semi-normas p, g, con «, € N" multi-indices. Bajo esta

topologia las operaciones suma, producto por escalar y diferenciaciéon son continuas.

Una sub-base para esta topologia viene dada por los conjuntos abiertos que contienen

al origen:

{pe ZR"): pasle) <r},

para todo «, 8 € N" multi-indices y todo r € QF. Asi, el origen puede ser dotado de

una base numerable y en consecuencia . (R"™) es un espacio localmente convexo. (Ver el

Capitulo 4. de Reed y Simon (1970)).

Notemos ademés que si p, () = 0 para todo par de multi-indices «, 8 € N" entonces
¢ = 0. Esto significa que la familia de semi-normas separa puntos y por lo tanto este

espacio es metrizable con la métrica d, definida como sigue:

o) = L2 A

=1

para todo ¢, € . (R"),

y donde p; es una numeracion de todas las semi-normas p, g. (Ver el Capitulo 4. de Reed

y Simon (1970)).

En conclusion, . (R™) es un espacio vectorial topolégico localmente convexo, separado
y completo con la métrica d, es decir, es un espacio de Fréchet. Para mas detalles se pueden

revisar los libros Reed y Simon (1970) y Chamorro (2018).

Con esto en mente, nos interesa caracterizar la nocién de convergencia en la clase de

Schwartz dotada con esta topologia. Para ello introducimos la siguiente
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Definicién 1.2. Sean (g ),y una sucesion de elementos de ./ (R™) y ¢ € Z(R"™).
Decimos que la sucesion (@i ),y converge a ¢ en #(R"™) si para todo o, € N"

multi-indices se tiene

Pap(pr — @) — 0, cuando k — +o0.

Como la clase de Schwartz . (R™) es metrizable con la métrica d, entonces la topologia
inducida por esta métrica es equivalente a la topologia inducida por la familia de semi-
normas de la forma p, g (el lector interesado en profundizar en estos detalles puede
revisar la Seccién 1.2 de Batic (2016)) por lo que la nocién de convergencia dada arriba

es equivalente a la convergencia dada por la métrica d.

Una vez establecidas estas nociones el siguiente paso es estudiar algunas propiedades
de los elementos de . (R™) para lo cual es 1til observar que el decrecimiento rapido al

infinito se puede caracterizar como sigue.

Proposicién 1.1. Sea p € €*°(R™). p € L (R") si y sdlo si para todo entero positivo

N y todo multi-indice o € N" existe una constante positiva Cy ., tal que

10%(2)] < Crap(l+ |z))7Y, para todo x € R™.

DEMOSTRACION. Supongamos que ¢ € .%(R"). Entonces, para un entero positivo N

y un multi-indice @ € N” tenemos

(1 + ) o
) @)

G ‘y'v ) e

|0%p(x)] =

(1 + ||

< Cn (14 |z))™" sup [(1 + !IL’|N> \5%(%‘)!]

zeR™

< Ox (1 Ja ™ |sup 0% (0)] + sup (1ol (o)) |
zeR" zeR"”
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<Cy(1+ ’l”)iN sup [0%p(x)| + ¢,y sSup < Z |x’86“90(x)|>]

_xe]R“ reR™ 1B=N

< Cn (1+[a))™ [ sup [0°p(x)] + cany Y sup |2°0%(x)| |,
zeR™ 1B=N xeR™

para todo x € R™. Entonces,

0% (x)| < Oy (L+ |2) ™" [Po,a(SO) +ean Y Pﬁ,a(QO)] :

|8|=N

para todo x € R™. Ademads, puesto que p € . (R"), la cantidad

CN,a,go = C1N

Po.a(P) + Can Y] pﬁ,a(w)],

|B|=N

es finita. Por lo tanto,
le' —N
0%p(2)] < Cnap (L+]2))77,

para todo x € R™.

Reciprocamente, supongamos que ¢ € €*(R"™), y que ademds para todo x € R™ se

verifica la siguiente relacion:
[0%p(2)] < Cap(l + 277,

para todo entero positivo N y todo multi-indice a € N™. En particular, para N = || + 1,

con 3 € N™ un multi-indice cualquiera, se sigue que
27(0%0) ()] < |7 10%0)(@)] < Cwaup 2l (1 + 2)™™ < +o0,

pues, gracias a que N > || esto implica que

En consecuencia, ¢ € . (R"). d
11



Esta caracterizacion nos permite estudiar la relacion entre la clase de Schwartz y otros

espacios funcionales que apareceran frecuentemente en nuestro estudio.

Corolario 1.1. El espacio de funciones test definidas sobre R™, Z(R"), estd contenido

estrictamente en . (R™).
DEMOSTRACION. Sean ¢ € Z(R") y a, f € N” multi-indices, entonces

pap(p) = sup |2°0%p(z)|

zeR™

< sup |x°‘6’6<,0(x)| + sup ‘xaé’ﬁgp(az)‘.

lz|<M |x|>M
Luego,
Pas(P) < Cna (sup |x\|a‘ |6’390(x)‘ + sup ]x]M ‘8&0(1‘)‘) ) (1.2)
|lz|<M |z|>M

Ahora, tomando M > 0 suficientemente grande de modo que si |z| > M entonces z ¢

supp(ip), y puesto que supp(0°p) < supp(p), para todo 3 € N* multi-indice, se tiene

sup |z|*|Pp(x)| = 0. (1.3)
|x|>M
Por otro lado, como la bola cerrada By, = {r € R™ : |z| < M} es compacta y

¢ € Z(R"), entonces la funcién 0°¢ alcanza su valor maximo en Bj;. Asi,

sup |07 p(z)| < +o0. (1.4)
|z|<M

Por lo tanto, si usamos en la desigualdad (1.2) la informaciéon obtenida en (1.3) y (1.4),
tenemos

Pap(p) < cna M sup [7p(z)| < +0.
lz|<M

12



. . . . . 7 — 2
La contenencia es estricta pues como se vio en el Ejemplo 1.1, la funcién z — e~ 1" con
x € R", es un elemento de .%(R™), sin embargo esta funcién no tiene soporte compacto.

g

Corolario 1.2. La clase de Schwartz . (R™) estd estrictamente contenida en el espacio

LP(R™), con 1 < p < 4.

DEMOSTRACION. Sea ¢ € .(R™). Por la Proposicién 1.1 (pagina 10), para 1 < p <

+00, se tiene que

J lo(x)|P dx < JR |ON,O,so (1+ |x|)_N’p dx

< (ON70730)p J (1 + |1’|)_di1' + f
| J|z|<1

|z|>1

(1+ |:v|)_dix]

< (Cnop)’ | sup (1 + |x|)_pr dx + f (1+ |x|)_dix] ,
|z|<1 |z|>1

2] <1

para todo N € N. Luego, puesto que para x € R™ la funcién z — (1 + |z|)~"? es continua

la bola unitaria cerrada de R™, notada por Bj, es compacta, entonces se verifica que
) b )

sup (1 + |z]) ™7 < +oo.

|z|<1

De este modo,

sup (1 + ]x])NpJ dr < ¢, sup (1 + |2]) ™7 < +o0. (1.5)
jal<1

lz|<1 lz|<1

Por otro lado, si usamos la estimacién puntual (1 + |z])~? < |z|~"?, dada para todo
z € R”, tenemos

f (1+yx|)dix<f 2|V da.
|z|>1

|z|>1

13



Luego, si en la integral del lado derecho de la desigualdad anterior hacemos un cambio

de variable a coordenadas radiales, es decir, tomando p = |z|, obtenemos:

+00 ,n—1 n—Np |T©
J p p

dp = ——| <+, (1.6)
pr n_Np 1

siempre que N > 7/p. Asi, de (1.5) y (1.6), para N > "/p, se sigue que ||¢|[ 1, gny €s

también una cantidad finita, es decir, p € LP(R").

Finalmente, notemos que para p = +o se tiene directamente

(@)l oo = po0(p) < +0.

En consecuencia, ¢ € L*(R").

Al igual que antes podemos concluir que la contenencia es estricta, pues existen fun-
ciones en LP(R"), con 1 < p < +00 que no pertenecen a .#(R"), por ejemplo: la fun-
cién indicatriz definida sobre la bola unitaria cerrada de R" verifica 15 € LP(R"), con

1 < p <+, sin embargo, 15, no es una funciéon continua. Il

2. La transformada de Fourier en la clase de Schwartz.

La transformada de Fourier es una herramienta importante dentro del andlisis arméni-
co y el estudio de las ecuaciones en derivadas parciales. La razén por la que definiremos
primero la transformada de Fourier en la clase de Schwartz es porque como hemos ob-
servado, sus elementos tienen dos propiedades fundamentales: decrecimiento rdpido vy
reqularidad, donde el decrecimiento rapido nos permitirda mostrar que la transformada
de Fourier estd bien definida para las funciones de la clase de Schwartz, mientras que
la regularidad nos ayudara a estudiar como se comporta la transformada de Fourier con

respecto a la derivacion. Esta tltima propiedad sera fundamental al momento de dar una
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primera definiciéon del operador laplaciano fraccionario en el Capitulo 2.

Definicién 1.3 (Transformada de Fourier en la clase de Schwartz). Sea ¢ € .7 (R").

La transformada de Fourier de ¢, que serd notada por ¢, se define como:
p(&) = f o(x) e 28y, para todo & € R™. (1.7)

En el préximo resultado se verifica que la expresion dada en (1.7) esta bien definida

para todo £ € R™.

Proposicién 1.2. Si p € S (R"), entonces

HSBHLOO(Rn) < ||<P||L1(Rn)'

DEMOSTRACION. Notemos que

2 (€] < J lp(z)| |e7>¢| da, para todo £ € R".

Luego, como |e~?™*%| = 1, entonces

P < [ lplds,  paratodoge R

Por otro lado, notemos que gracias al Corolario 1.2 (pagina 13) se tiene que ¢ € L'(R™),
por lo que la integral del lado derecho de la ultima desigualdad esta bien definida. Final-
mente, tomando el supremo sobre R" en el lado izquierdo de la desigualdad anterior, se

sigue que

H@HLOO(W) < HSOHLI(Rn)'

Observacién 1.3. Por la Proposicién 1.2 vemos que el espacio L'(R™) es suficiente

para definir la transformada de Fourier. Sin embargo, como se menciono al inicio de esta
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seccion, queremos estudiar como se comporta la transformada de Fourier con respecto a
la derivacion, por lo que un marco de trabajo mds adecuado es el de la clase de Schwartz

que, como mostramos en el Corolario 1.2, (pdgina 13) verifica . (R™) < L'(R").

Observaciéon 1.4. A partir de la Proposicion 1.2, podemos concluir que la transformada
de Fourier es un operador continuo de L'(R™) a L*(R") (ver Teorema 1.1. de la pdgina

2 de Stein y Weiss (1971)).

Por otro lado, examinemos el siguiente ejemplo que serda de gran utilidad en la de-

mostracion de la Proposicién 1.9 (pagina 28).

EJjemprLO 1.2. Dada la funcion

h: R" — R

z —> h(z) = e,

Se tiene que iAL(f) = h(&) para todo £ € R™.

En efecto, primero es necesario verificar que para z; € R, con j € {1,--- ,n} fijo, la

funcion

p:R— R

es una funcion constante.

Si derivamos ¢ con respecto a t, tenemos:

d +00 o +00 N2 +o d 12
— J e @ gy | = J (=2mi(z; + it))e T gy = zf e it)? 1 ).
dt —0 —o0 —© dx

Asi, ¢(t) = ¢(0) = 1, para todo t € R.
16



Ahora, para encontrar la transformada de Fourier de la funcién A usamos la expresion

dada en la Definicién 1.3 (pégina 15):
h(g) _ f e—7‘r|x‘26—27riz-§dx _ f 6—7‘1’2?:1 CU]'2_27T7;Z;L:1 a:]{jdx'
n R”l

Gracias al teorema de Fubini podemos escribir

~

n_ 4o
e =] J e 2RI gy (1.8)
Por otro lado, notemos que se tiene

—(ﬁl’j + ﬁlfj>2 — 7'('5]2 = —7T.Tj2 — 27T’i.ijfj.

Reemplazando esta tltima identidad en la ecuacién (1.8) y usando el hecho de que ¢(§;) =

1, para todo §; € R, se sigue que

J —(VTEj+/miEf)? 7r§ dl‘ _ HJ —7(z;+i€;)? 71'& dl’ _ ng ijz — e*ﬂ'|5|27

j=1
como se queria.
Este ejemplo es interesante porque nos ofrece una funcion en la clase de Schwartz
< (R™) que coincide con su transformada de Fourier. Este hecho serd de gran utilidad en

calculos posteriores.

En este momento introduciremos algunas notaciones que nos permitiran hacer un
estudio de las propiedades de la transformada de Fourier en la clase de Schwartz.
Definicién 1.4. Sean ¢ € S (R"), y € R" y A > 0. Definimos la traslacién, dilatacion

y reflexion de la funcion p, respectivamente, como:

17



para todo x € R™.

En la siguiente proposicion veremos qué efecto tiene la transformada de Fourier sobre

las operaciones introducidas en la Definicién 1.4.

Proposicién 1.3. Sean ¢ € S(R"), y € R" y A > 0. Para todo { € R™ tenemos las

siguientes propiedades:

2l

2. (&) = p(€), donde @ denota el conjugado complejo de la funcion o,

3. () () = (e727¢) B(8),
4. (Em0v0)7(€) = (2)(€),

5. (0a) (§) = A7 @a(6).-

DEMOSTRACION.

1. Sabemos por definicién de reflexién de una funciéon ¢ € #(R™) que:

5(5) = f P(x) e ™t dy = f o(—x) e ™Sy, para todo £ € R".

n

Luego, haciendo el cambio de variable y = —z, obtenemos
5(5) = f o(y) ¥ 4dy, para todo £ € R".
Por otro lado,

é(f) =p(=¢) = J oly) ™V 4dy, para todo & € R".

n

Asi, de las ecuaciones (1.9) y (1.10) se sigue el resultado.

18
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2. Haciendo uso de las propiedades del conjugado de un ntimero complejo y puesto

que estamos integrando sobre todo R™ tenemos que

o(z) e2rivtdr = J p(z) e?riwddr.

n n

3O = | ) ermtan |

Ademaés, de la identidad dada en (1.10), se sigue que

para todo £ € R™.

3. En cambio, para todo y € R", por la definicion de traslaciéon de una funcién

p € .7 (R") se tiene que

= GH|

Vo(x) e ™" dr = J o(x —1y) e ™y,

n n

para todo £ € R™.

Haciendo el cambio de variable z = x — y, reescribimos lo anterior como:

TVo(€) = f plz) ey = eT2TEG(g),

n

para todo £ € R".

4. Asi mismo, para todo y € R” se tiene

(ezm(')'ySO)A(f) = f (e%m'ySO(:E)) e 2y

J o(z) e~ 2z (§=Y) ]
R

n

PE—y) =7"(9)(©),

para todo £ € R™.
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5. Ahora, para A > 0 usamos la definicién de dilatacién de una funcién de la siguiente

manera:

(pr)"(§) = fﬂ pa(e) e 2T dy = Jn o(\z) e 2™y,

Luego, tomando z = Az tenemos:

(o) (€) = A j o(2) e Pz = ANG(Eh) = A (€),

n

para todo £ € R™, como se queria.

g

El préximo resultado sera de mucha ayuda en la deduccion de resultados posteriores
como por ejemplo: en las demostraciones de las Proposiciones 1.9 y 1.10 de las paginas

28 y 30, respectivamente.

Proposicién 1.4. Si o, € Z(R"), entonces tenemos que

| dewiads = | o

DEMOSTRACION. Empecemos notando que

Jn o(x)Y(x)dr = Jn (j ) o(§) e‘Qm&xdf) Y(x)de, para todo &£ € R".

Luego, por el teorema de Fubini tenemos

[ et = [ oo ([ vt emesae) de - [ wtitere = | ptorbaan

R

de donde se tiene el resultado. O

Notemos que por la Definicién 1.1 (pagina 7), si ¢ € .(R"), entonces 0%p € . (R"),
para todo multi-indice o € N™. Asi, es posible calcular la transformada de Fourier de

0%p. Recordemos que esta propiedad sera fundamental para dar una primera definicion
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del operador laplaciano fraccionario en el Capitulo 2, por lo que es preciso enunciar el

siguiente resultado.

Proposicién 1.5. Si ¢ € S(R") y a € N" un multi-indice, entonces
() (&) = (2mi&)*@(€),  para todo & € R™.

DEMOSTRACION. Integrando por partes y gracias a que ¢ decae rapidamente al infi-

nito, se tiene que:

@y (©) = | arol) o
| gl
= (1) [ o) (-2ngiy Pl
= (2mi&)*2(¢),
para todo £ € R" y todo a € N® multi-indice. U
Observacién 1.5. La propiedad anterior nos da una nueva forma (mds sencilla) de
estudiar la reqularidad de la funcion ¢ en el sentido de que al aplicar la transformada

de Fourier sobre la derivada de orden |a| de esta funcion, la operacion de derivacion es

sustituida por la multiplicacion por el polinomio (2mi&)* en la variable &.

Un ejemplo interesante que ilustra la Proposiciéon 1.5 y que ademéas serd de gran
utilidad en el Capitulo 2 es observar cudl es la accién del operador laplaciano clasico

sobre una funcién mediante la transformada de Fourier.

EJEMPLO 1.3. Para ¢ € ./ (R"), se tiene que

Ap(€) = —(2m)2IEl23(¢),

donde A denota el operador laplaciano cldsico.
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Recordemos que para ¢ € . (R™) se tiene
= Yy, (1.11)
aes
donde S = {2¢; ¢ = 1,---,n}, con ¢; el i—ésimo vector de la base candnica de R™.
Entonces, por la Proposicién 1.5 (pagina 21), para todo £ € R, tenemos
Ap(¢)z = (Z 5?@)75) =), (@ = D, (2mig;*B(€) = (2m)*B(6) D&
aes aeS j=1 j=1

Asi,
ANp(€)z = —(2m)2 €] B(€).

El siguiente resultado nos proporciona una férmula para calcular 65 ©, para todo

multi-indice o € N".

Proposicién 1.6. Sean ¢ € S (R") y a € N" un multi-indice. Se tiene que

(0¢3) (&) = [(—2miz)*e](€), para todo & € R™. (1.12)

DEMOSTRACION. Primero, para o € N® un multi-indice cualquiera tenemos:

dep(§) = 0¢ (f ) o(z) e_%m'gdx) , para todo £ € R".

Entonces del teorema de derivacion bajo el signo de la integral se sigue que

005 (©) = [ o (ple) ) da

JR™?
r

= o(z) é’? (6_2”“'5) dzx

JR”
[

= o(x)(—2miz)* e ™" dy
Jrn

= [(=2miz)%p] (£)-
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Observacién 1.6. La transformada de Fourier de una funcion ¢ € Z(R™) verifica que

p e E*(R).

En efecto, como ¢ € #(R") se tiene que para todo multi-indice « € N" la funcién
(—2miz)*p € .#(R") < L'(R™), por lo tanto, gracias a la ecuacién (1.6): 0¢ esta bien
definida para todo punto ¢ € R™. Luego, puesto que (—27iz)%p € L*(R™) en consecuencia
[(—2miz)*p] ~ es uniformemente continua (ver la pagina 107 de Grafakos (2008)). De

este modo, como el multi-indice av € N™ es arbitrario, se sigue que ¢ € €*(R").

Una consecuencia inmediata de la Proposicién 1.6 (pagina 22), es que la transformada

de Fourier de una funcién en la clase de Schwartz también pertenece a la clase de Schwartz.
Corolario 1.3. Si p € #(R"), entonces ¢ € ./ (R").

DEMOSTRACION. Primero, de la Observacién 1.6, sabemos que @ € €*(R"). Resta
verificar que ¢ es una funcién a decrecimiento rapido. Asi, de la Proposicién 1.6 (pagina

22), tenemos:

€% (072) (©)] = |6 [(—2mi - )P (&), (1.13)

para todo £ € R™ y todo par de multi-indices «, 5 € N™.

Luego, para todo x € R" y todo multi-indice § € N", definimos la funcion ¢g(x) =

2Pp(z). Asi, de la ecuacién (1.13) se sigue que

€ (079) (&) = ¢°

f (—2mix)’ p(z) e 2@ dy
R

= '(—27ri)|’3|§a Ys(x) e 2= dy| |
RTL

de donde, gracias a la Proposicién 1.5 (pagina 21) podemos reescribir el lado derecho

de igualdad anterior como:

(_Qm')\ﬁl ~ ‘ (gﬁ)lﬁl

o] (—271-1'5)0‘ W (5)

£ (0°3) (9)] = ‘(—27rz)
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lo cual es posible pues la funcién ¢g pertenece a la clase de Schwartz .’ (R™). Entonces,

de las ecuaciones (1.13), (1.14) y de la Proposicion 1.2 (pdgina 15), se sigue que

Pa,p(?) < cap||(0*Vs) || oo mny < Cap [107Vsll L1 gy (1.15)
(2m)lAl : : .
donde c,p5 = (@)l El lado derecho de la desigualdad anterior es finita pues 0“3
T «
también pertenece a la clase Schwartz .7(R"). O

Otra propiedad importante es que la transformada de Fourier es un operador lineal
de Z(R™) en .#(R"). En efecto, por el Corolario 1.3 sabemos que si ¢ € .(R"), entonces

¢ € Z(R™). Luego, para todo ¢, € Z(R") y todo A escalar complejo, tenemos:

Este resultado se sigue directamente gracias a la Definicion 1.3 (pagina 15).

Continuando con este breve repaso, ahora definiremos el producto de convolucién de
funciones en la clase de Schwartz . (R").
Definicién 1.5. Sean ¢, € Z(R™). Definimos el producto de convolucion de ¢ con

WY, notado por ¢ %1, como:

(p=1)(x) = Jn o(r —y)Y(y)dy, para todo x € R". (1.16)

Antes de estudiar la transformada de Fourier del producto de convolucion es necesario

verificar que esta operacion es cerrada en la clase de Schwartz.
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Proposicién 1.7. Si g, € Z(R"), entonces ¢ = 1) € ./ (R"™).

DEMOSTRACION. Usando el teorema de derivacion bajo el signo de la integral tenemos

que para todo multi-indice 5 € N,

(o)) = 8 ( [ ete- y>w<y>dy)

Pero como ¢, € S (R™) < LP(R"), con 1 < p < 400, por las desigualdades de Young se

sigue que

Hﬁf(g@ * ¢)“LW(R") = Hafsﬁ * wHLOC(R") < HafngLoo(Rn) ||’¢||L1(R”) <+,

y puesto que el multi-indice § € N™ es arbitrario esto implica que ¢ = € € (R™).

Ahora, sea N € N. Estudiemos la siguiente cantidad:

(1 +Ja)™

f oz —y)y(z)de

<oy (141) ([ lota = nlivlan)

r

Rn

oo = v+ [ 1ol ot =l [0 ay

R

r

(
<ex ([ leta=aloldr+ [ o=l b (ol =l vy )
(

(@ = )| ()] dy + fw (Ie =y e = 1) 1)+ le(@ = )l (1" ) dy)

R"

<ex ([ leta= ol dy + cu |

R7 R7

B+ en [ Tota=n)lay)

Luego, gracias a las desigualdades de Holder tenemos

(1 + o)™

R

SN (H‘PHLI(RH) 1] ooy + e Y]] L1 (mny + Cnyw H‘PHLl(Rn)> '
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Entonces de la Proposicién 1.1 (pdgina 10) podemos concluir que en efecto ¢ = ¢ €

(R, O

Una vez que hemos verificado que el producto de convolucién de funciones en .7 (R")
estd bien definida en . (R™) se tiene el siguiente resultado.

o

Proposicién 1.8. Sean ¢, € ./ (R"). Tenemos que ¢ « 1) = @ @Z

DEMOSTRACION. Por definicién de convolucion se tiene que

G = [ or @) et

n

(], ot mvtmay) e>as

para todo £ € R™. Ademas, por el teorema de Fubini escribimos

——

F© = [ v e ([ otamg) ementac) ay

para todo £ € R”, y puesto que la integral sobre todo R" es invariante con respecto a

traslaciones tenemos:

e O (R e RG]

para todo & € R"™. ]

Observacion 1.7. Lo que la Proposicion 1.8 expresa es que si aplicamos la transformada
de Fourier al producto de convolucion de dos funciones en la clase de Schwartz, obtenemos
una expresion mds sencilla: el producto puntual de las transformadas de Fourier de dichas

funciones.

Observacién 1.8. Tanto la Proposicion 1.5 (pdgina 21) como la Proposicion 1.8 (pdgina
26) hacen que la transformada de Fourier sea de notable importancia dentro del estudio

de las ecuaciones en derivadas parciales.
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Vamos a ilustrar esto con el siguiente ejemplo: consideremos la ecuacion de Poisson
—Ap =1 sobre R", (1.17)

donde ¥ € . (R™) es un dato y ¢ es la solucién buscada. Luego, tomando de manera
formal la transformada de Fourier en ambos lados de esta ecuacién y gracias al Ejemplo 1.3

(pagina 21) obtenemos
(2m)* [EI* B(€) = $(9),

y entonces para todo £ # 0 se sigue que
B(E) = (2m) €I (€). (1.18)

Como se puede ver, al tomar la transformada de Fourier en la ecuacion de Poisson
(que es una ecuacion diferencial parcial eliptica) se transforma en una ecuacién algebraica
lo que nos permite extraer mucha mas informacién sobre la transformada de Fourier de

la solucién ¢.

Notemos que para estudiar la ecuacion de Poisson, hasta el momento solo hemos usado
la propiedad de la transformada de Fourier con respecto a la derivacién. Més adelante
seguiremos desarrollando este mismo ejemplo, y entonces requeriremos la propiedad de la

transformada de Fourier con respecto al producto de convolucién, apreciando su utilidad.

Ahora, recordemos que la transformada de Fourier esta definida sobre todo R™ por
lo que es coherente aplicar esta técnica a la ecuacion de Poisson pues también hemos

considerado esta ecuacion en todo el espacio R".

Por dltimo, notemos que la expresion obtenida al aplicar la transformada de Fourier
se encuentra en variable de Fourier, esto nos motiva a buscar la manera de recuperar la

solucién ¢ en wvariable de espacio, por esta razon es ahora necesario introducir la nociéon

27



de transformada de Fourier inversa.

Definicién 1.6. Sea ¢ € ./ (R™). Definimos la transformada inversa de Fourier de

la funcion ¢, que serd notada por @, como:

o(x) = p(—x), para todo x € R".

Observacién 1.9. Notemos que de la Definicion 1.8 (pdgina 15) y la Definicion 1.6

(pdgina 28) se puede deducir la siguiente identidad:
o(z) = é(a:), para todo x € R™,

es decir, la transformada de Fourier inversa de ¢ no es mas que la reflexion de la trans-

formada de Fourier.

El siguiente resultado justifica el hecho de que el operador dado en la Definicion 1.6,

es precisamente el operador inverso de la transformada de Fourier.

Proposicién 1.9 (Inversién de Fourier). Para ¢ € Z(R"), tenemos:

(@) “(z) = () = (@) " (x), para todo x € R™.

DEMOSTRACION. La idea de esta demostracién es probar primero la siguiente iden-

tidad:
o(x) = (p) “(x), para todo x € R™.
Asi,

(@) (z) = f P(&) e*m™erqe, para todo x € R". (1.19)

Por otro lado, puesto que para todo £ € R", h(gf) = el converge puntualmente a 1,

cuando € — 0", Entonces, a partir de la ecuacién (1.19) y del teorema de convergencia
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dominada de Lebesgue tenemos:

(@) 7 () = lim [ () € el ge = 1im | $(e) ve(€)de, (1.20)

e—0* Jpn e=0" Jgn

donde para todo & € R”, definimos la funcién 1.(¢) = €2™6® ¢=™¢* con 2 € R y

e > 0.

Luego, usando la Proposicion 1.4 (pagina 20) en el término del lado derecho de la

igualdad anterior obtenemos

| 30 ve(eds = [ () Puiepae (1.21)

R

Ahora, usando los numerales 4. y 5. de la Proposicién 1.3 (pagina 18) podemos calcular

la transformada de Fourier de 1. como sigue:

0u(§) = [0 e Pl = |77 (e M) = [(eF)[e-a),

entonces

bo(€) =" <e*”| ' |2>A (5 ; I) ,

para todo x,£ € R™ y gracias al Ejemplo 1.2 (pagina 16) se tiene que

e = () (B57) = 1 <o)

€

De este modo, la ecuacién (1.21) se escribe como:

| 2@ v = | oo eI ag = (e 2, (1.22)

R

para todo x € R™. Luego, notemos que como ¢ € . (R") entonces ¢ es uniformemente
continua y pertenece a L*(R™). Asi, por el Teorema 1.2.19 de la pagina 25 de Grafakos

(2008), para todo x € R" tenemos que

lim (=) () = @(z). (1.23)

e—0t
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Finalmente, haciendo € — 0" en la ecuacién (1.22) y gracias a (1.20) y (1.23) se sigue

que
(@) (x) = (x).

Resta mostrar que (@) ~ = (¢)" De la Observacion 1.9 (pagina 28) tenemos que
(p) "= é Consecuentemente, por el primer numeral de la Proposicién 1.3 (pagina 18)
podemos escribir (¢) ~= (é)A y nuevamente gracias a Observacién 1.9 (pagina 28) se

tiene que (p) "= (@) como se queria. O

Como se menciond en la Observacion 1.9 (pagina 28), la transformada de Fourier
inversa no es mas que la reflexion de la trasformada de Fourier por lo que este operador
verifica las mismas propiedades que la trasformada de Fourier dadas en las Proposicio-
nes 1.3, 1.4, 1.5, 1.8 y en el Corolario 1.3. En particular, respecto a la derivacion y la

convolucion tenemos respectivamente:

(%) (x) = (—2miz)*P(x), para todo x € R", (1.24)

(p )7 (z) = B(z) #(z),  para todo z € R". (1.25)

Ahora, enunciaremos tres identidades bastante ttiles para nuestro estudio que rela-

cionan la transformada de Fourier y su transformada inversa.

Proposicién 1.10. Si ¢, ¢ € S (R"), entonces se verifica:

1. J o(x)(z)dz = J gﬁ(x)z(x)da: (Relacion de Parseval),

2. 11012 = llell 2 = 1|&]| 2 (Identidad de Plancherel),



DEMOSTRACION.

1. Como se tiene 12 e ./(R") entonces calculemos su correspondiente transformada

de Fourier. Por los dos primeros numerales de la Proposicion 1.3 (pagina 18) se

tiene:

@Z(f) = 1?(5), para todo & € R™.

Luego, por la Definicién 1.6 (pagina 28), tenemos que

(€) = (), para todo £ € R,

<)

y por ultimo, usando la férmula de inversién de Fourier obtenemos que
W(E) = ¥(9), para todo ¢ € R™.

Ademas, a partir de la identidad anterior y del primer numeral de la Proposi-

cién 1.4 (pagina 20), para ¢, € . (R") se sigue que
| o) B = | pta) darin = | (o) D).
2. Ahora, a partir de la identidad probada en el numeral anterior, para ) = ¢ se

sigue que:

el = | et = | @@ = 12l

n

Por otro lado, como ¢ € .#(R"), por la relaciéon de Parseval y la férmula de

inversién de Fourier tenemos:

Bl = [ F)F@) = [ Se)fohde = | plaple)ds = el

3. Gracias a la féormula de inversion de Fourier tenemos la siguiente identidad

| ez = | o) (5) (s,
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y usando el resultado dado en la Proposicién 1.4 (pagina 20) en el lado derecho

de la igualdad anterior, tenemos que

| eww@is - | pwid
U

La identidad de Plancherel es de nuestro particular interés pues nos permite rela-
cionar directamente una funcién ¢ € .#(R") con su transformada de Fourier y su trans-
formada inversa a través de la norma || - [[;2(gn). Esta identidad serd se gran utilidad en

el Capitulo 3 cuando introduzcamos los espacios de Sobolev.

Recordemos que en la Definicién 1.2 (pagina 10) describimos la nocién de convergencia
en .(R™). Sin embargo, esta nocién se vuelve mucho més interesante cuando interactiia

con la transformada de Fourier como se presenta a continuacion.

Proposicién 1.11. Sean (¢,), .y una sucesion de S (R™) y ¢ € /' (R").
1. 8ip; — ¢ en S (R"), entonces p; — ¢ en S (R").

2. 8ip; — ¢ en S (R"), entonces p; — ¢ en S (R").

DEMOSTRACION.

1. Sean «, f € N* multi-indices, como ¢; — ¢ en .(R"), entonces de la desigualdad

(1.15) sabemos que

Pa,s(Pj — @) < CQ,BJ o (ﬂsﬁ(goj - ap)(x)) ’ dx

S Cap J
lz|<1

n

(e —p) @ e+ | [ (2 0) @) dx>

z|>1
< cas o sup [0 (05 = 0)@) [ + s (1[0 (o0 —p)@)]) | o0 dx] .

Ahora, cambiando a coordenadas radiales la tltima integral tenemos:
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Pap(Pj — P) < cap [Cn sup ‘90‘ (wﬁ(%‘ - 90)(1’))’

jal<1

+ sup (|x|"Jr1

|z|>1

o (+°(ps - 9)(@)))) f v p-2dp] .

. 1 :

Ademés, puesto que 2" < ¢, Z |z7|, con 0 € N, y de la desigualdad
lo|=n+1

anterior se sigue que

Pap(Bi = @) < capn | 50 |0 (27(05 = )@))| + 50 N o780 (P — 9) (@)

|CC‘S1 |(E‘>1 |O’|=n+1

< o | 50 [ (70— @) [+ X sup [0 (+7(05 - 9) @)

lz|<1 lo|=n+1 |z|>1

< Capn | sup |0° (xﬁ(% _ (p)(g;)> + Z sup |x?0% <33’8(§0j - 90)(35))

zeR™ lo|=n+1 TeR™

Luego, por la regla de Leibniz (multidimensional) tenemos que

Poa,ﬁ(@j - @) < CayBin,a Z P,B—a,a—a(@j - 90) + Z Z pa-i—,é’—a,oz—a(@j - 90) )
aso lo|=n+1a<sa
a<pf a<pf

y haciendo j — + se concluye que

pap(@j — @) = 0.

2. La demostracion de este segundo numeral es completamente analoga a la anterior
gracias a que las relaciones dadas en la desigualdad (1.15) y en la Proposicién 1.2

(pagina 15) también se verifican para la transformada de Fourier inversa.

Puesto que la clase de Schwartz .’(R™) es un espacio metrizable este tltimo resultado
implica que tanto la transformada de Fourier como la transformada de Fourier inversa

son operadores (secuencialmente) continuos.
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Observacién 1.10. Notemos que gracias a la continuidad de la transformada de Fourier
y de su transformada inversa, y a la formula de inversion de Fourier podemos concluir

que este operador es un homeomorfismo de . (R") en ./ (R").

Para concluir esta seccién, volvamos al ejemplo de la ecuacion de Poisson presentada
en la pagina 27. Recordemos que buscamos recuperar la solucién ¢ en variable de espacio;
para esto es natural aplicar a priori la transformada de Fourier inversa en la ecuacion
(1.18) de la pagina 27. Asi, gracias a la expresién dada en la ecuacion (1.25) de la pagina

30 y la férmula de inversién de Fourier obtenemos:
o) = [(1- 1) 0] @) = [(1- 1) 0] @), (1.26)

Al observar la ecuacién (1.26) surge la necesidad de estudiar el término (| - ]_Q)V,
pero la funcién | - |_2 no pertenece a la clase de Schwartz pues no es continua en el
origen ni mucho menos decrece rapido. Por esta razon es necesario pasar a un marco mas
general que incluya funciones como: | - ]72, y donde ademas podamos definir la nociéon de

transformada de Fourier.

3. El espacio de las distribuciones temperadas.

El motivo por el cual se introduce el espacio de las distribuciones temperadas es por-
que en la practica necesitamos estudiar funciones mas complejas, en el sentido de que
estas se salen del marco de los espacios funcionales con los que hemos tratado hasta el
momento, u otros objetos matematicos que no necesariamente son funciones pero que irdn
apareciendo en nuestro estudio. Por ejemplo, funciones como la dada por la expresion:
| - \_2, que como vimos no pertenece a la clase de Schwartz. Adicionalmente, nos gustaria
de alguna manera contar con algunas de las buenas propiedades de la clase de Schwartz e

incluso poder extender nociones como la de transformada de Fourier. Pensando en todo
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esto consideremos la siguiente definicién.

Definicién 1.7. Definimos el espacio de las distribuciones temperadas, notado por

L (R™), como el espacio dual topoldgico de la clase de Schwartz.

Ademaés, para todo g € ' (R"™) y para todo ¢ € . (R™), escribimos (g, ¢) para repre-
sentar la accién de g sobre ¢ y donde (-, -) denotaré el producto en dualidad entre 7 (R™)

y S (R").

A continuacién presentamos una caracterizacion de las distribuciones temperadas que
nos proporciona una manera muy util y sencilla de verificar si un funcional lineal definido

sobre .#(R™) es una distribuciéon temperada.

Proposicion 1.12. Un funcional lineal g definido sobre . (R™) es una distribucion

temperada si y solo si existen C > 0 y k,m enteros positivos tales que

Kg. o)l <C ) paple),  para todo p € .7 (R™). (1.27)

laf<m

|BI<k

La prueba de este resultado puede ser revisado en la Proposicion 5.15 de la pagina

166 de Folland (1999).

Ahora vamos a usar la caracterizacion dada en la Proposicién 1.12 para dar algunos

ejemplos de distribuciones temperadas.

EJjEMPLO 1.4.
1. Las funciones en LP(R™), con 1 < p < +00, pueden ser vistas como distribucio-
nes temperadas a través de la identificacion g € LP(R") — L,, donde L, es el

funcional lineal siguiente:
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Ly S(R") — R

o L) = o o(x)g(x)dx.

Por las desigualdades de Holder sabemos que para 1 < p,q < +o0 tales que

+ = =1 se verifica:

141
P q

| elgtan

< |lell Lagam 191l Lo ny (1.28)

Luego, sea k € N, entonces

1/11
1ol e ( | Iw(x)lqu)

1/q
<lolley ([t [ potorae)
T|<

|z|=1

l/q
2]
< gl ey | (po0())? f L j = (@) de
xrl<<

| zl>1 | 7]

g
1 (e}
< |9l Lo @ny | €npoo(9))? + Ch — 0 12| ()| da
(=) |z]=1 |93| ! la|=k

1/q
1
< ||gHLP(R”) cn(poo(@))? + Cre 2 (Poa,o(%o))qf dI) .

%
lor|=FK wl>1 |2[™
Cambiando a coordenadas radiales la integral del lado derecho de la 4ltima

desigualdad tenemos

1/q
ol ([ et ac)
R’ﬂ
r

0 -1 a
< gl Lomn (Cn(PO,O(@))q + Chog Z (Pmo(@))qf dr)

kq
lal=k v

1/q
< (Cn,g(po,o(so))q + Chpg D, (pa,o(w))q> 7

|a|=k
para k > n/q. Asi, volviendo a la desigualdad (1.28) y por la Proposicion 1.12

(pdgina 35), concluimos que g es una distribucion temperada.
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2. Definimos la masa de Dirac en el punto xo € R", d,, por:

(029sp) = (x0),  para todo p € S (R").

Vale la pena mencionar que d,, es una medida y no una funcion. Con esto en

mente, verifiquemos que d,, es una distribucion temperada, para ello consideremos

v € L (R™), entonces

[{0zs )| = [p(0)] < poo(ep),

y por la Proposicion 1.12 (pdgina 35), se sique el resultado.

. Un ejemplo de una distribucion temperada que no es una funcion ni una medida

es el valor principal de Cauchy, que sobre R esta dado por:

1
<v.p.$, 90> = lim Mdm, para todo p € L (R).

=0T Jigse X

En efecto, para 0 < e < 1, fijo, estudiemos la cantidad:

U Mdm < f Mdm' + U ('O(w)dﬁ‘
R e<lz|<1 T lzj>1 T

dx

1
Puesto que — es una funcion impar, entonces se tiene — = 0. Usando
T

e<lz|<1 T

esto ultimo en el primer término del lado derecho de la desigualdad anterior y por

el teorema del valor medio se tiene que

[CI Y B
e<lz|<1 T e<|z|<1

X

||

Ahora, estudiemos el término restante

dx dx
e\r)—
‘szl ( >CL’

< ﬂl,o(SO)J —5 < Cn pro(9).
of>1 ||

37

/
do < J Mdz <2(1—¢)poq(ep).
a<|z|<1

(1.29)

(1.30)



En consecuencia, usando (1.29), (1.30) y haciendo ¢ — 0", obtenemos

vp.— ¢
€T

de este modo, si aplicamos nuevamente la Proposicion 1.12 (pdgina 35), obtene-

< 2p0,1(0) + cn pro(e),

mos el resultado deseado.
. Finalmente, es interesante observar el siguiente ejemplo. Consideremos la funcion
h: R" — R
T emz,
y notemos que h es una funcion localmente integrable. Sin embargo, h no es una
distribucion temperada, pues si esta funcion fuese una distribucion temperada, en-
tonces podriamos usar la identificacion dada en el primer numeral de este ejemplo,

como Ssigue:

(Lp, ) = go(x)e'm|2da:, para todo ¢ € . (R"),
Rn

pero en particular para p(zr) = elol® e S (R™) se tiene:

(Lp,h) = el elel’ gy,

Rn
y por lo tanto el corchete de dualidad, que en este caso se escribe mediante una

integral, diverge.

En la Seccion 1 de este capitulo habiamos comparado algunos espacios funcionales

con la clase de Schwartz .(R"™), ahora es natural preguntarse qué relaciéon existe entre

los espacios duales de dichos espacios funcionales y el espacio de las distribuciones tem-

peradas .¢/(R™). Antes de responder esta pregunta es necesario introducir el siguiente

espacio.
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Definicién 1.8. Dado que Z(R") es un espacio vectorial topoldgico, notamos por

Z'(R™) a su dual topoldgico. Los elementos de 9’ (R™) son llamados distribuciones.

Para todo h € Z'(R™) y para todo ¢ € Z(R™), escribimos <h,<,0>@/(Rn),@(Rn) para
representar la accion de h sobre ¢, donde {-, ->9,(Rn),@(w) denotard el producto en

dualidad entre Z(R™) y 2'(R").

Observacién 1.11. Gracias al Corolario 1.1 (pdgina 12) sabemos que 2(R") < #(R"),

lo cual implica que &' (R") < Z'(R™). (Ver la seccion 2.3.2 de Grafakos (2008)).

En la Seccién 2 estudiamos varias propiedades para . (R™) con las que nos gustaria
contar en el marco de las distribuciones temperadas .#’(R"). Para ello primero enuncia-
remos algunas notaciones y definiciones analogas a las conocidas para .%(R") usando el

producto en dualidad entre .#/(R") y .(R").

Observacién 1.12. De ahora en adelante, dadas g1, go € /' (R™) escribiremos g1 = go

en el sentido de las distribuciones temperadas si y solo st

(g1, ) = {92,y para todo p € L (R").

Definicién 1.9. Sean g € .7 (R™) y a € N* un multi-indice. Definimos la derivada

de orden |a| de g en el sentido de las distribuciones temperadas como:

(0%g, ¢y = (-1)*lg, 0°¢), para todo ¢ € & (R").

EJEMPLO 1.5. Sea a € N" un multi-indice. Calculemos la derivada de orden |a| de la

masa de Dirac 0%6,,. Para ello consideremos ¢ € ./ (R™) arbitrario. Entonces
<&a5$07 90> = (_1)|a‘<5ﬂco’ aa90> = (_1)|a‘aa90(x0)'
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Definicién 1.10. La traslacion, la dilatacion y la reflexion de una distribucion tem-

perada g estdn definidas para todo ¢ € & (R™) como sigue:

(T9(9),¢) = {g. 7 Y(¢)),
{gnr ) = {9, A" (1)),
G, =99,

conyeR™ y \>0.

EJEMPLO 1.6. Notemos que la masa de Dirac en el origen dy coincide con su reflexion,
es decir, (% = 0y en el sentido de las distribuciones temperadas. Ademds, (69), = A",

para todo A > 0, y 7¥(dy) = 6, para todo y € R".

Definicién 1.11. Sean g € .7 (R") y ¢ € Z(R"), definimos el producto de convo-

lucion entre g y 1 por

{g*1b,p) = <g, e <p>, para todo p € ' (R").

EJEMPLO 1.7. Para 6,, € .7 (R") y ¢ € Z(R"), 1 * 6, se identifica con la funcion:
Y#dy R" — R
r — Y(x — xp).

En efecto, para p € (R™) tenemos

(b % 8ag, ) = <6m0,i5* <p>
= (15* <P> (xo)

= Y(x — zo)p(x)dz.

R
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En este ejemplo podemos ademas observar que la convolucion con la masa de Dirac en el

origen dq se identifica con el operador identidad.

Continuando con nuestro estudio, ahora vamos a definir el producto entre una distri-
bucién temperada y una funcion.
Definicién 1.12. Sean g € . (R™) y h € €*(R"), tal que h y todas sus derivadas

tengan a lo mds crecimiento polinomial al infinito, es decir,
[(0%h) ()| < C(L + |z])*, (1.31)

para todo e multi-indice y algin k, > 0. Entonces el producto entre h y g estd definido

por

Chg,p) =g, hy),  para todo p € S (R"). (1.32)

Observacién 1.13. La desigualdad dada en la ecuacion (1.31) nos permite controlar el
crecimiento de la funcion h y de todas sus derivadas de modo que estas crezcan como
un polinomio de grado k., esto permite que hy pertenezca a la clase de Schwartz .7 (R™)
y entonces el producto de dualidad dado en la ecuacion (1.32) estd bien definido. Para

tlustrar la Definicion 1.12 revisemos el siguiente ejemplo.

EJeMPLO 1.8. Consideremos la masa de Dirac en el origen dy que como vimos es una
distribucion temperada, y la funcion h € €*(R™) dada por la expresion h(x) = e*mz,

entonces por la ecuacion (1.32) tenemos

(hdo, ) = {80, hip) = h(0)p(0) = (do, ),  para todo p € F(R").

Asi, hdg = 0o en el sentido de las distribuciones temperadas.
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4. La transformada de Fourier en el espacio de las distribuciones

temperadas.

Andlogamente a lo hecho en la seccién anterior para dar sentido en ./(R") a algu-
nas nociones y operaciones estudiadas en .(R"), aprovecharemos la relacién dada por
el producto de dualidad entre .#/(R") y .#(R"™) para poder extender las definiciones de
transformada de Fourier y transformada de Fourier inversa de la clase de Schwartz . (R")

al espacio de las distribuciones temperadas .#’(R™).

Definicién 1.13. Sea g € . (R"). Definimos la transformada de Fourier § y la

transformada inversa de Fourier § de la distribucion temperada g como:

Gw =99 v G =P,
para todo p € . (R™).

Recordemos que la Observacién 1.11 (pagina 39) nos dice que se tiene ./(R")
Z2'(R™), por lo que es natural preguntarse si es posible extender atin més esta nocién
de transformada de Fourier al espacio de las distribuciones 2'(R"). El siguiente ejemplo

muestra que esto no es posible.
EJEmMPLO 1.9. Consideremos h € 2'(R™) tal que

Doy = | ola)ds, paratodo e 2@, (13

n

Asi, de manera andloga a la Definicion 1.13 tenemos

n —(h. 3 - el 5 n
<h7 ¢>@,(Rn)’@(w) = (h, 90>@’(IR”),@(R”) = fn e p(8)d¢, para todo ¢ € P(R").
(1.34)
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En particular, consideremos p € 2(R"™) dada por
o(x) = 96’”'9”'2,

con 0 € Z(R™) tal que 0 > 0. Ahora, usando la Proposicion 1.8 (pagina 26) y el Ejem-

plo 1.2 (pagina 16) calculamos la transformada de Fourier de ¢ como sigue:
&) = (0 ")) = (Bee )@ = (Fxe F) (0.
Aplicando esto ultimo en la ecuacion (1.34) tenemos

<h,@>@/(Rn)’@(Rn) = JRH e7r|£\ <§* 677T| . ) (f)dé- = . eﬂ-‘f' <f . 5(77) eiﬂsin‘ d??) df?

Y puesto que 0> 0 se tiene

~

. rlE2 rlél— 2
<h7@>@/(mn),@(ﬂan)>f el (J 0(n) el dﬂ) 3

— f emlel*—mlel? (J 0(n) e—”|”|2dn) d¢ = (JL ¢ = +0,

donde C = (J 5(77) e‘”'"an) < 4.

En conclusion, .#/(R") es el espacio funcional mas grande en el que la transformada

de Fourier estd bien definida.

Veamos ahora algunos ejemplos ttiles sobre la transformada de Fourier de distribu-

ciones temperadas:

EjempLoO 1.10.
1. Como vimos toda funcion g € LP(R™), con 1 < p < +0, puede ser vista como
una distribucion temperada. De este modo, un ejercicio interesante es calcular su

transformada de Fourier. Asi, de la Definicion 1.18 (pagina 42) tenemos

(Lgp) =Ly, B = _ 9(0)Pla)dr,  paru todo g € S (R").
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2. La masa de Dirac en el punto xo € R": é,,, también es una distribucion temperada

y su correspondiente transformada de Fourier se obtiene como sique:

<(§m\0, g0> = 0z, Py = P(x0) = J gp(x)e_%mxodx, para todo p € L (R").

En consecuencia, gm\o se identifica con la funcion g(x) = e 2@ donde g €
L*(R™). En particular, para o = 0 se tiene (% =1 en el sentido de las distribu-
ciones temperadas.

3. Por dltimo, vamos a calcular la transformada de Fourier del valor principal de

Cauchy sobre R, entonces

v 1)~ ={( 15 = lim A(x)@
oy )e) =) ] Py
- dx

= lim J (& e—zmé'xdg) —

e—07F |m|>6< R ©) x

-t [ wte) f' | feon(ang ) —sin(one %) de

e—0t

=— Li(p(f) (EIL%{F JII% sin(27¢ - a:)d;> de.

De momento, supongamos la identidad:

d
lim sin(27¢ - :L‘)?x = msgn(§),

e—0% |z|>¢e
la cual mostraremos a detalle en el Apéndice A (pdgina 139). Asi, tenemos

que

<(p1) go> - - [ imsguie)o(erae

1 ~ . . ./ .
De este modo, (v.p.> se identifica con la funcion —imsgn(§).
x

Como se esperaba, las principales propiedades de la transformada de Fourier estudia-

das para .(R") pueden ser extendidas por dualidad (y en los casos correspondientes,
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usando las Definiciones 1.9, 1.10, 1.11 de la pagina 39) al espacio .#'(R").

Proposicién 1.13. Sean g,h € .7 (R"), ¢ € Z(R"), y € R", b un escalar complejo,
a € N* un multi-indice y A > 0. Tenemos las siguiente propiedades en el sentido de

las distribuciones:

Este resultado se sigue directamente por dualidad y analogia a las Proposiciones 1.3,
1.5, 1.8 y la Definicién 1.13 (paginas 18, 21, 26 y 42, respectivamente). Por este motivo
no daremos los detalles de la demostracién de esta proposicion, sin embargo, esta puede

ser revisada como parte de la Proposicién 2.3.22 de la pagina 120 de Grafakos (2008).

5. La transformada de Fourier de las distribuciones homogéneas.

Recordemos nuestro ejemplo de la ecuacién de Poisson dada en la ecuacion (1.17) de

s . , . . ., —2
la pagina 27. De manera mas precisa, recordemos que queremos estudiar la funcion | - |
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y su transformada de Fourier inversa (| . |_2)V pues es uno de los términos que aparece
en la ecuacion (1.26) de la pagina 34. Sin embargo, uno de los primeros problemas que
enfrentamos es el hecho de que la funcién | - |~ tampoco pertenece a los espacios LP(R™)

con 1 < p < +o0. Analicemos brevemente esto en dos casos.

Primer caso: si 1 < p < 4+, entonces integrando y haciendo un cambio de variable

a coordenadas radiales tenemos:

p
—2p G _ ! —2p+n—1 i —2p+n—1 /
|z|” " dx = p dp + p dp | .
n 0 1

Notemos que por un lado, si p < /2 entonces

Jl p Pt tdp = ﬂ 1 < 4 y roo p P ldp = ﬂ v =+
0 —2p+n|, 1 —2p+n|, ’
mientras que si p > 7/2 entonces

0 —2p +nj, 1 —2p+nj

Asi también, si p = /2 entonces

+00
J p tdp = +oo.
0

En todos los casos, la conclusion es la misma. Asi, para todo 1 < p < 400 se tiene que

1/p
(J ]93|2pd93) = +o0.

Sequndo caso: si p = 00, entonces

sup ess |z| > = 4o0.
zeR™

, : —2 . :

Asi, vemos que funciones como: | - |77, que apareceran con frecuencia en nuestro
estudio, no pertenecen a espacios funcionales usuales como los espacios de Lebesgue. Por
esta razoén, surge la necesidad de estudiar a estas funciones en el marco (méas general) de

las distribuciones temperadas a través de la siguiente definicion:
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Definicién 1.14 (Distribucion homogénea). Sean z € R yn € N la dimension de R™.

1. Para z > —n, definimos ®, como:

(D,,p) = C’me |z|” p(x)dx, para todo p € S (R"), (1.35)

n+z

donde C,,, = 2>+ > 0.
"oor(eE)
2. Para z < —n y para N € N el entero mads pequeno tal que z > —N —n — 1,

definimos la distribucion ®, como:

<(I>Z,g0> = szj - ’x|z (SO(JJ) — Z 8az'(0) x&) dr

la|<N

+ Z bznoz<a 50790>+0sz ‘$| 90 )x, (1'36>

|a|<N |x\>1

para todo ¢ € S (R™), donde b, ,, o = 11f 0*do.
Snfl

al z4+n+|«af

Observacién 1.14. En la Definicion 1.14, la expresion dada en la ecuacion (1.35) estd

bien definida cuando z > —n.

En efecto, primero notemos que si z > —n, entonces ®, coincide con la funcién C, , |-|*

que pertenece a Li (R™) por lo que la expresién dada en (1.35) estd bien definida.

Por otro lado, vemos que si z < —n, entonces la funcién | - | no es localmente

integrable, pues no es integrable en una vecindad del origen, lo que implica que (1.35) no

estd bien definido en .(R™). Por ejemplo, consideremos ¢ € ./(R™) dado como:

1 si |z <1
0 si|z] =2
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entonces

(D.,0)=0C,, |z|” dz + C.,, lz|” p(x)dx

|z|<1 1<|z|<2

donde el término f |z|” dz diverge pues z < —n. Si cambiamos esta integral a coorde-
lz|<1

nadas radiales, obtenemos lo siguiente:

1 pz+n 1
J |ZL‘|Z dl’ :J pz-‘rn—ldp =2 | = 4o,
lz|<1 0 zZ+n 0

Esta dificultad nos motiva a buscar una formulacion equivalente a la dada en (1.35),
la cual nos ayude a extender la nociéon de ¢, para cuando z < —n, por lo que ahora

daremos una breve deduccién de la expresion (1.36).

Sean z > —ny N € N. Como vimos, las funciones | - |*, con z < —n no son integrables
en una vecindad del origen por lo que para evitar dificultades mas adelante introduciremos
la expansion en series de Taylor de orden N de ¢ € .7 (R™) alrededor del origen. Asi, por

el primer numeral de la Definicién 1.14 (pagina 47) tenemos que

Ceon | |x\zso<x>dx:cz,nU ol* oty + [ \xm(x)dx]
" || <1 |z|>1

=C.n f‘ - ||® (go(x) - Z %'(O)x”‘ + Z aa;pl(o)xa> dx+fl o |:U|Z<p(:c)d:r]

| o<y * lal<N
z a (p( OC z « z
=C:pn [z | ¢(=) — Z dx + Z |x|* %dx + |z|* p(x)dx | .
lo|<1 lal<N la|<N o<1 lz>1
Luego, cambiando a coordenadas polares en la integral f |z|” x%dx, es decir, tomando
lz|<1

r=rfcon0<r<1lyfeS"! setiene

Com [L<1 |z|? (so(ac)— > i 5.( ")d + )] 70 (0) ] (LH eade) Llrz+"1+a'dr+flzl>l |x|zap(m)dm:|

|la]<N al<N

| LA
O[' sn—1

_ z _ o ()0( a . - z

|al<N la]<N

=Cin J\z\<1 |z|* (g@(w) — Z Wﬁ‘) dz + bz na Z 0%p(0) + f\z\>1 || go(x)dm] ,

la|<N la|<N
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11
ol z4+n+|af

donde b, o = f 0*df y las dos integrales que aparecen en la expresion
S§n—1

anterior convergen absolutamente cuando z > —N —n — 1.

Observacién 1.15. En la Definicion 1.14 (pagina 47), la expresion dada en la ecuacion
(1.36) estd bien definida para todo z < —n y para N € N el entero mds pequeno tal que

z2>—-N-—-n—-1

En efecto, en la ecuacién (1.36) vemos que cuando z < —n, @, coincide con la funcién
C.n |-|” fuera de una vecindad del origen, en nuestro caso: By = {x € R" : |z| < 1}. En
cambio, cerca del origen la expresién dada en la ecuacién (1.36) nos permite estudiar de
manera més cuidadosa la singularidad de la funcién C,, |-|* siempre que z < —n (y para
N € N el entero més pequerio tal que z > —N —n — 1) a través de una aproximacién en

series Taylor alrededor del origen.

. . . ., z 1 n
En conclusién, para z > —n vemos que @, coincide con la funcién C, , |-|* € L} .(R"),
mientras que para z < —n (y para N € N el entero mas pequeno que verifica z >

—N —n —1), &, ya no es una funciéon sino solo una distribucién temperada pues su

estructura involucra a la masa de Dirac.

Recordemos que el objetivo de esta seccion es calcular la transformada de Fourier de las
distribuciones homogéneas, por lo que ahora vamos a verificar que estas son distribuciones

temperadas.

Proposicién 1.14. Para todo z € R, &, € '(R").

DEMOSTRACION. Sea ¢ € .(R"), para z > —n y M > 0 tenemos que

KD, )| =

C.. f 2lf p(a)de
Rn
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<cz,n(j Jaf bt + fH WWW)
z|<1 z|>1

<C., (po,o«o) [ ks | |x|Z—M|x|M|so<x>|dx>
lz|<1 lz|>1

<c., (pw(w | rdsscun [ WS ) dx) .
lz|]<1 |z|>1 la|l=M
Asi, tomando M > z + n se sigue que
|<¢)za 90>| < Oz,n 100,0(90) + C(n,M Z poc,O(SD)' (137)
|a|=M

Ahora, para z < —n tenemos:

(@, )] < c;ml£| ol pta)] da
x>

|a|<M ’

dx + Z bz,n,a ‘<aa607 QD>‘ .

+cz,nf of?
jzl<1 la|<M

Estudiemos cada uno de los términos que aparecen en el lado derecho de la desigualdad

anterior:

Como z < —n y cambiando a coordenadas radiales el primer término, se tiene:

cmjyﬂﬂw@mx<@mmmwj 2l de
z|>1

+00
Cz n
~

ol
0%p(0 0% (0
_ Cz,nj |I|Z Z (70'< )xa . SO'( )Ia dr
o<1 a0 & <M &
0% (0
_ Cznf af| 3 L0l
) [
|z]<1 =M +1




<., f 2ff |60 (2) da,
|z|<1

con |a| = M + 1. Por lo tanto,

cf 2]
lz|<1

(,0(.73) _ 2 aaw(o)xa

al
jal<M

dr < CZ’”J Z |27 0%p(z)| dx

l2I<1 |5]=2

< Cz,n Z pa,ﬁ(@) < +©.
18]=2

Finalmente, por el Ejemplo 1.5 (pagina 39), tenemos que:

Z bzna [(0%00, )] = Z bzna [0%p(0)] < Z bena Poalp) < +o0.

laj<M o] <M la|<M

g

Una vez mostrado que ®, es una distribucion temperada podemos calcular su trans-

formada de Fourier como sigue:

Proposicion 1.15 (Teorema 2.4.6, Grafakos (2008), Transformada de Fourier de

distribuciones homogéneas). Para z € R tenemos que
.= (., (1.38)

en el sentido de las distribuciones temperadas.

DEMOSTRACION. Sea ¢ € .%(R™), buscamos una expresion para ®,. Usando la defi-

niciéon Definicién 1.14 (pagina 47), cuando z > —n tenemos
(Berp) = (@) = Cun | T 2O
R

Luego, cambiando a coordenadas polares, esto es tomando & = pp con p > 0y

¢ € S" ! entonces

[ reteie= [ "o | coortods
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+0o0 )
_ f pz-‘rn—l J 1 f gO(x)e—%rw&(p(ﬁ) d$d¢dp
0 Sn— n

n

Nuevamente, haciendo un cambio a coordenadas polares en f o(x)e 2P dg | to-

mando x = rf con r > 0y 0 € S y por el teorema de Fubini se tiene:

+00 +00 A
f € p(e)de = f gy f f () ( f e—%’“")'wdcb) dbdrdp.
n 0 0 Snfl Snfl

(1.39)

Ahora, como la integral sobre S"~! es invariante con respecto a rotaciones, definimos

w(r) = L L e~ 209 g = - e *m@dg, para todo r > 0,

donde ¢; es la primera componente de ¢.

Luego, notemos que lo anterior implica que la siguiente cantidad es independiente de

fe S
w(rp) = J e~ 2mir0)-(09) ¢y 4.
Snfl

Asi, reescribiendo la expresién en (1.39) tenemos que

JRn €17 P(6)de = EOO ( L : pz*”‘lw(m)dp) ( L B go(r@)r”_lcw) dr. (1.40)

Finalmente, haciendo el cambio de variable y = rp, entonces de la expresién (1.40)

tenemos

+00 +o0
f €] p(e)de = J e ( J yz+n1w<y>dy> ( f cp(r@)r”lcw) or
R™ 0 0 §n—1
+oo
= C’sz p(ztn) (J go(r@)r"_ldQ) dr = C’me |x|7(z+") o(x)dx, (1.41)
0 Snfl n

+00

donde C,,, = J vt w(y)dy.
0
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Resta mostrar que C,,, es en efecto una constante. Puesto que los célculos que llevan
a este resultado son demasiado técnicos, incluimos los mismos en el Apéndice B (pagina

142).

Sin embargo, para el caso particular —n < z < —n + /2 vemos que C,,, < 4+00. Como
S, =D (1), (1.42)

en el sentido de las distribuciones temperadas, si cambiamos a coordenadas polares las

—lzl?

integrales dadas en la ecuacion (1.41), y consideramos p(z) = e , obtenemos:

+00

+00
—1 —7r2 _ 1 2
J Pt 16 ™ Ay = Crsz r (z+n)+n 16 ™ 1.
0

0

Ahora, tomando v = 7r? en la identidad anterior, tenemos:

+00
_z4mn ztn _ z n
T2 J v leTdu 7T_Z+an< + )
0 2

+00 = 2 z )
Z 4 5
7T2f0 v 2 e dy m2l <_§>

para todo —n < z < —n + /2, de donde se sigue el resultado.

Finalmente, la demostracién del caso z < —n resulta ser demasiado técnica para
nuestros intereses por lo que no la incluiremos. Sin embargo, el lector puede revisarla en

el Teorema 2.4.6. de la pagina 128 de Grafakos (2008). O

Volviendo a la ecuacién de Poisson dada en (1.17) de la pagina 27, y una vez com-
prendidas las nociones de distribuciéon homogénea y su transformada de Fourier, para

todo n € N, la solucién para esta ecuacion se puede construir de la siguiente manera:
—2\~ Y
¢:(|| )*¢:®—2*¢7

donde la distribucién homogénea ®_,, por un lado, para —2 > —n (es decir, n > 2),

viene dada como en el primer numeral de la Definicién 1.14 (pagina 47), mientras que
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para =2 < —n < 0y N =4 (es decir, n = 1,2), ®_, estd definida como en el segundo

numeral de la Definicién 1.14 (pégina 47).

Luego, ayudados por la Proposicién 1.15 (pagina 51) calculamos &LQ tomando la
transformada de Fourier inversa en ambos lados de la ecuacién (1.38) de la pagina 51.
Asi, se tiene que

~

R L A 3
A partir de esta tultima identidad queremos encontrar z € R tal que z + n = 2, por lo
tanto, tomando z = 2 — n se sigue que Eﬁ_g =y ,.

En conclusion, la solucién para la ecuacion de Poisson dada en (1.17), pagina 27,

estaria dada por
o=y, %1, en S'(R").

Este método para encontrar la solucién de una ecuacién en derivadas parciales nos motiva
a querer adaptarlo y replicarlo para nuestra ecuacion del calor fraccionaria. Esta idea
preliminar se desarrollara en detalle en el Capitulo 4, pero antes es necesario empezar a

estudiar al operador laplaciano fraccionario y sus propiedades.
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Capitulo 2
Introduccién al operador laplaciano fraccionario

Como nuestro proposito es estudiar la ecuacion del calor fraccionaria, es tiempo de
dar una definicién rigurosa y estudiar algunas de las principales propiedades del operador
laplaciano fraccionario. Partiremos de una definicién dada a través de la transformada
de Fourier, nociéon que fue introducida en la Seccién 2 del Capitulo 1, hasta obtener una
forma integral para este operador la cual nos permitira deducir propiedades importantes

para nuestro estudio.

1. Definicion en variable de Fourier

A medida que desarrollemos las proximas secciones, las herramientas proporcionadas
en el Capitulo 1 apareceran con frecuencia empezando por la transformada de Fourier
en la clase de Schwartz . (R") que resulta ser una herramienta muy ttil a la hora de

estudiar al operador laplaciano fraccionario.

En efecto, recordemos que de acuerdo al Ejemplo 1.3 de la pagina 21, la accién del
operador laplaciano clasico A, en variable de Fourier, para todo ¢ € .7 (R") estd dado de

la siguiente manera:

[(—A) @] ~(&) = 2m)* €7 B(€),  para todo & € R™. (2.1)

Notemos que en (2.1) la accién del laplaciano clésico sobre una funcién en la clase de
Schwartz estd dada por la multiplicacién con el simbolo [£]°. Entonces, por analogia, una
primera definiciéon natural del operador laplaciano fraccionario en variable de Fourier es

usando el simbolo [€]°, con € e R" y 0 < s < 2, en lugar de |¢[°.
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Definicién 2.1 (Laplaciano fraccionario a través de la transformada de Fourier).

Sean p € L (R™) y 0 < s < 2. Definimos

|[(2)" 6] (€ = @r el 3©),  para todo € € R

Observacion 2.1. Basta considerar 0 < s < 2, pues dado s € R siempre es posible
escribir s como la suma de un niumero entero y un numero decimal menor que uno, de
este modo basta estudiar al operador laplaciano fraccionario cuando su indice pertenece

al intervalo 10, 1[.

Observaciéon 2.2. Si bien es natural dar la Definicion 2.1, por ahora solo tenemos que

el laplaciano fraccionario es un operador bien definido puntualmente para elementos de

la clase de Schwartz 7 (R™).

Observacién 2.3. Para todo g € /'(R") y para todo 0 < s < 2, la definicion del

operador laplaciano fraccionario puede ser extendida al espacio ' (R™) como:
(a2 g =@yl rg e SR,
siempre que el producto | - |°g esté bien definido.

Por ejemplo, si consideramos la masa de Dirac en el origen dy, por la expresién dada

aqui arriba y para todo 0 < s < 2, tenemos que
[(Cayea] = @orl - Fa o @)

donde el producto | - |° Jo estd bien definido en .7 (R™), pues del Ejemplo 1.10 sabemos

que & = 1 en '(R™). De este modo,

(-2 8] = @r) 17, en (R,
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Ahora, estudiemos algunas propiedades del laplaciano fraccionario: (—A)s/ * con 0 <
s < 2. La primera propiedad trata sobre el hecho de que el operador laplaciano fraccio-

nario es un operador diferencial homogéneo.

Recordemos entonces que un operador diferencial D es un operador homogéneo de

grado o € R, si para todo A > 0 y todo g en el dominio del operador se verifica:
D (gx(z)) = A7 (Dg), (), para todo x € R",

donde g, denota la dilatacion de g.

Observemos que el operador laplaciano fraccionario es un operador de derivacién

fraccionaria homogéneo de grado 0 < s < 2, pues para A > 0y ¢ € Z(R") tenemos

|[(=2)" 03| ~(©) = @)1l (92)~(©)
= @r) 6 D (B (©))]

= A@2m) AT A7 @ (¢).
. e, 3/2 ~ s s A~
Ahora, por la Definicién 2.1 tenemos que [(—A) go] (&) = (2m)° |£]° p(€), con lo cual

()] @) = aa |8y e[ @) = 2 [ (a7 ¢) |70, @2

A

para todo £ € R™. Asi, tomando la transformada de Fourier inversa en ambos lados
de la ecuacion (2.2) finalmente obtenemos:

(—A)” or(z) = X° [(—A)S/2 go]A (z), para todo x € R™. (2.3)

La siguiente propiedad que enunciaremos nos muestra cémo se comporta el laplaciano
fraccionario respecto a la distribucion de su exponente de derivacion fraccionaria 0 < s <

2.
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Proposicién 2.1. Para 0 < s1,52 <2 y ¢ € L (R™), tenemos que

(~00) " = (—A)E [(-A) ] = (~A) 2 [(-4) "]

DEMOSTRACION. Notemos que para todo £ € R" se tiene que

(=) 2Pp] (&) = (2m) o) ¢ g(¢)
= (2m)™ ¢ [(2m)*2 €17 @ ()]
= (2m)" [ [((=A)"20) (€)]

= [(-8)" ((-2)*9)] ~(©)

Asi también,

[(=2)"2 ((=2)29)] 7€) = (2m)™ [ [((—2)2¢) ~(¢)]
= @m)* g7 [(2m)2 €™ & ()]
= (2m)*2 €™ [(2m)™ €17 @ ()]
= (2m) [ [((=2)""¢) ~(€)]

= [(=A)" ((=2)"p) ] 7 (©),

para todo & € R"™.

(2.4)

Las equivalencias dadas en la ecuacién (2.4) nos muestran que el orden de deriva-

cién del laplaciano fraccionario, al escribirse como la suma de dos indices fraccionarios

0 < 81,82 < 2, puede verse como la composicion del laplaciano fraccionario de orden s;

con el de orden s, y viceversa.
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2. Definicién como operador de convolucion

Por el momento contamos con una definicién puntual del laplaciano fraccionario en
variable de Fourier dado en la Definicion 2.1 (pagina 56). Ahora nos gustaria tener una
caracterizacion de este operador pero en variable espacial. Por todo lo hecho en la seccion
anterior podemos intuir que una forma natural para obtener esta caracterizacién (en
variable espacial) es aplicar la transformada de Fourier inversa en la Definicion 2.1 (pagina
56), pues por el numeral 9. de la Proposicién 1.13 (péagina 45) el producto de una funcién
y una distribucién temperada se convierte en un producto de convolucion. De este modo,

para todo ¢ € . (R™) tenemos
(=) =[2n)] - @] =[@27)*] - [] T . (2.5)

Dado que se tiene —n < 0 < s < 2, la funcién C,, | - |° € Lj,.(R") puede verse como la

distribucién homogénea @, dada como en el primer numeral de la Definicién 1.14 (pagina

AT).

Asi, gracias a la Proposiciéon 1.15 (pagina 51) sabemos que para todo z € R se tiene:
D, =D_(.1p, (2.6)

en el sentido de las distribuciones temperadas, y como queremos encontrar ® tomamos la

transformada de Fourier inversa en ambos lados de la ecuacion (2.6) de donde obtenemos:
R O S}
Tomando z € R tal que s = —(z + n), (es decir, z = —(s + n)), se sigue que
By =D (14, (2.7)

en el sentido de las distribuciones temperadas.
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Notemos que sin > 0y 0 < s < 2, entonces —(n + s) < —n, lo que implica que
(| - I°) 7= ®_(n4s) es una distribucién temperada dada por la expresién escrita en la
ecuacion (1.36) de la pagina 47, que no proviene de una funcién localmente integrable,
por lo que no se debe confundir la distribucién temperada ®_, ) definida sobre R™ con

|—(n+s

la funcién | - ) definida sobre R™\{0}. Lo que si podemos decir en este caso es que

se tiene la identidad

fuera de una vecindad del origen.

Gracias a la ecuacién (2.7) podemos reescribir la expresién dada en (2.5) para obtener
una nueva caracterizaciéon del operador laplaciano fraccionario, la cual presentamos a

continuacion:

Definicién 2.2 (Laplaciano fraccionario como operador de convolucién). Sean ¢ €

L (R") y 0 < s < 2. Definimos
(M) o =p= K, (2.8)
en el sentido de las distribuciones temperadas, donde

Ky = [@2n)° ] - 17 = (21)°Con® (o (2.9)

n+s

r?niis')‘ La distribucion temperada K, € /' (R") es conocida como niicleo
2

con Csp, =

de convolucion.

El proximo resultado establece que el operador (—A)”* dado como en (2.8) esté bien

definido de . (R™) en € (R").
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Proposicién 2.2. Sige . (R") y p e Z(R"), entonces g*p € €*(R"). Adicional-

mente, estd funcion se define puntualmente como:
(9+¢) (1) =g, —- ), para todo < R (2.10)

Ademds, para todo multi-indice o existen constantes Cy, ko > 0 tales que

0% (g @) ()] < Ca(1 + |2|)Fe para todo x € R". (2.11)

Noétese que la deduccién de la expresién dada en (2.10) sigue las siguiente lineas
generales: sea ¥ € Z(R"), entonces de las Definiciones 1.11 y 1.5 (péginas 40 y 24,

respectivamente), tenemos

= (o[ et yutapan ).

Luego, gracias a la linealidad y continuidad de las distribuciones temperadas (ver Propo-

sicion 1.12 de la pagina 35) se puede mostrar que
=, 0) = {g,p(x— )(x)dz.
R

Esta dltima identidad nos permite identificar la funcién g=p € €*(R™) de la siguiente

manera:
(g*)(x)={g,0(x—")), para todo x € R".

La demostracion completa y detallada de la Proposicion 2.2 puede ser revisada en el

Teorema 2.3.20 de la pagina 116 de Grafakos (2008).
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Ahora, como K, € . (R™) vemos de esta manera que la Proposicién 2.2 implica que
(—A)S/2 p =@+ K, € €°(R"). Ademaés, se tiene que la funcién (—A)S/2 ¢ puntualmente

viene dado por:

(=N p(z) = (K, oz —-)),  para todo z € R". (2.12)

Observacion 2.4. El laplaciano fraccionario puede verse como un operador que verifica:

(A . S (R") — €°(R").

En efecto, gracias a la identidad (2.12) vemos que el operador laplaciano fraccionario
estd bien definido de #(R™) en €*(R™). Por otro lado, se puede mostrar que el opera-
dor laplaciano fraccionario esta bien definido sobre otros espacios funcionales, como por

ejemplo los espacios de Holder (ver Stinga (2018)).

Una vez que hemos dado una primera definiciéon del laplaciano fraccionario en variable
de espacio, escrita en la ecuacién (2.12), es natural preguntarse si existe alguna conexién
entre el laplaciano fraccionario y el laplaciano clasico. Precisamente, la siguiente propo-
sicion trata sobre los casos limites del laplaciano fraccionario (—A)s/ ® es decir, cuando

s =0y s =2, donde podremos establecer un vinculo entre dichos operadores como sigue:

Proposicién 2.3 (Proposicion 4.4, Di Nezza et al. (2012)). Para ¢ € .7 (R")

lim (=A)”?¢p =1L, y lim (—A)" ¢ =La,, (2.13)

s—0+ 527
en el sentido de las distribuciones temperadas, donde los limites L, L(_a), € '(R")

estdan definidos como:

Loty = | elew@ds v (Lemew) = | (CA)e@@

para todo 1 € . (R").
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DEMOSTRACION. Sean ¢, ¢ € . (R"), entonces de la ecuacién (2.5) se sigue que

lim ((=A)" ¢, ) = lim ()" [ 3] )

s—0t

= tim ([(2m)*|["2]. %)

s—0F

= lim | (2m)° €] B (&) (€) de.

5—0% Jgrn

Luego, por el teorema de convergencia dominada de Lebesque y el numeral 3. de la

Proposicién 1.10 (pagina 30) se sigue que:

lim (-8 0.0) = | P@T©Od = | o(©v(©dt = Lov

s—0Tt Rn

Anéalogamente, por el teorema de convergencia dominada de Lebesgque y el numeral 3.

de la Proposicion 1.10 (pagina 30) tenemos que

r

lim ((-8)"p.0) = | lim (2m)" " B(6) 0 (&) de

s—27 JRrn 5027

[ eniere© v

= | (=A)p ) ¥ (&) ds = (L-ay¥),
como se queria. O

Analicemos brevemente el ultimo resultado. En la expresion

lim (-A)?p =L

s—07F v

tenemos que el indice fraccionario $/2 tiende a cero por lo derecha, y donde la distribucién
L, e .’(R™) que se identifica con la funcién ¢ € .(R"), lo cual puede entenderse como

si derivamos cero veces ¢ que como sabemos el resultado es la misma funcién. De manera
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similar, cuando

lim (—=A)" ¢ = L ayp,

§—27
vemos que el indice fraccionario $/2 tiende a 1 por la izquierda, y que gracias al Ejemplo 1.4

(pagina 35) tenemos que la distribucion L_a), se identifica con el laplaciano clasico.

Este resultado es importante dentro del estudio de las ecuaciones en derivadas parcia-
les porque nos permite conectar las nociones de derivacion clasica con las de derivacion

fraccionaria a través de los limites dados en la ecuacién (2.13).

3. Definicién como operador de integral singular

En la Seccién 2 de este capitulo definimos al operador laplaciano fraccionario como un
producto de convolucién pero en la préactica esta definicién resultar dificil de manipular

por lo que vamos a introducir una definiciéon equivalente.
Para 0 < s < 2, consideremos el operador:
T,: S (R") — LYR")

QO — 5907

donde, para cada x € R™ definimos

Tip(z) =

Covs f 2p(z) =z +y) —plr—y) | (2.14)

2 ly|™* ’
donde C,, s > 0 es una constante que depende de la dimensién del espacio n y del indice
fraccionario s. Decimos que la expresion Tysp(x) estda en forma de cociente diferencial de
grado s.

Asi, primero verifiquemos que Tp(z) estd bien definido para todo = € R™ y para todo

p € L (R"). En efecto, para M > 0 escribimos

Ch,s J 2p0(z) — oz +y) —p(z — y)dy

T —
o)l = |5 e
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_ Chgs J 2¢(z) — p(z + y) —w(w—y)ldwf 12¢(z) — (z + y) —w(ﬂf—y)ldy
yl<M Jy[™*? lyl>M Jy["**

(2.15)

Para estimar la primera expresion, fijamos M > 0 suficientemente pequeio y usamos
la expansion en series de Taylor de segundo orden de ¢ en una vecindad del origen, de

este modo obtenemos:

IN

f 2¢(z) —plz +y) — (e —y)l ,
lyl<M

2| D%e(a) Iyl
| |n+s Y
Y lyl<M

|y|n+s

M
<2 !|D290||L00(Rn)f0 p'dp < +oo,

pues 0 < s < 2. Luego, para estimar la segunda expresiéon usamos el hecho que para

todo z € R™ se verifica: () < ||¢||xgn). de donde:

J 20(@) —pla+y) —pe =y, SJ 4l Lo mmy
lyl>M ly|" wsm "

+00
< 4|lell oo rm) JM p 5 Ydp < +oo,

nuevamente gracias a que 0 < s < 2.

También hace falta verificar el hecho de que T,p € L'(R"), pero para comodidad del
lector pondremos todos los calculos correspondientes a este punto en el Apéndice C
(pagina 144).

Una vez bien definido el operador T podemos enunciar el siguiente resultado:

TEOREMA 2.1 (Lema 2.1, Bucur y Valdinoci (2016)). Para 0 < s < 2 y ¢ €

L (R™), se tiene que

Typ = (—A) .
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DEMOSTRACION. Puesto que T,p € L*(R™) aplicamos la transformada de Fourier en
la ecuacién (2.14) y, gracias al teorema de Fubini tenemos que
(1) () = | Tupla) 720 s

_ Cns J n U n 2p(x) — p(z +y) — p(z —y) dy] o—2minE g,

2 ’y‘n-&-s

S M | I G R R e e 1

Cz’ f PEE U 2p(z)e 27”$£dx—f T V() e 2’r“”fd:c—f Yo(z) e szdﬂc] dy.
n Y RrRn n n

Luego por el numeral 3. de la Proposicion 1.3 de la pagina 18 se sigue que:

(@) = Goe [ 2B =Bl vt

nts dy
2 Jgn ly[™
Cn s 2 _ 627m'y-§ _ 672m'y-§
= —=0(£) f T dy.
2 " ly[™"

Si usamos la férmula de Euler en la expresion anterior podemos reescribirla como:

(1) O = Cus 206) | L= cos@ry &),

" |y|n+s

Ahora, tomando z = ||y, con [£] # 0 se tiene que:

zZ.

1 —cos (2772 5) 1 —cos <27Tz f)
(Ta9) (€)= Cus 0 | ) e da= e 6 200 i/ 4

. ’ z |°Fe GE Elln
€]

n

(2.16)

n

Notando J(&) :f S (27T|§| .5)

N dz, estudiemos este término. Veamos primero que J
z
es invariante con respecto a rotaciones. En efecto, si consideramos una rotacién R y su

transpuesta R' tenemos:

§> dz = J(©),

R'z
1 — cos (27TZ : Rf) 1 — cos (27r :
e~ | ) g [ €

" |Z’n+s ’th‘n-‘rs

como se queria.
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Por otro lado, para una rotacién R; tal que Rie; = —, con e; = (1,0,---,0) € R se

€]

sigue que:

1-— 27z - 1— 2Rtz -
7€) _J cos (2mz - Ryey) dz—J cos (2m R,z - ey) i,

’z‘n+s ’R,iz|n+s

y tomando w = 27 R’ z se tiene:

J(S):Jnl—cos(w-el) |det RY| J

n+s (27’(’)” ?

‘ w
2m
pero como R; es una matriz ortogonal se tiene |det RY| = 1, entonces

J(6) = (2 [ 1S 1)

1 — cos (wy)

Resta ver que el término f dw es una cantidad finita. Para ello proce-

" |w|n+s

deremos como sigue:

flfﬂﬁWﬁm4<f H—aﬁwmdw+f L=cos i)l gy con b1 > 0.
" lw|<M |w|>M

n—+s n+s n+s
|w |w |w]
En el primer término del lado derecho de la identidad anterior, usamos la expansién en
serie de Taylor de segundo orden de la funcién coseno en una vecindad del origen y puesto

que 0 < s < 2 obtenemos:

w? 3
J |1 — cos (wq)| dw—J ’1—(1—7g1+0(|w1| )>‘dw
| <M | <M

|w|n+s |w|n+s

2 3
gCJ [w?| + |wl*
|lw|<M

|w’n+s

M 2 3
< C’J Wp”_l dp < +oo0.
o P

Luego, para el segundo término tenemos que:

f |1 — cos (wy)| dw<f 11| + [cos (wy)] du
|w|>M |w|>M

’w‘n-i-s |w|n+s

2 te 9
< J s dw = J 7+p’“1 dp < +0,
lw|>m W] Mo P
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de donde se sigue que en efecto

dw < +o0.

f 1 — cos (wy)

|w|n+s

1 — cos (wy)

-1
Asi, tomando C,, s = (J dw) y de las ecuaciones (2.16), (2.17), final-

” |w|n+s

mente obtenemos:
(Tsp)" (&) = 2m)*[§]°@(§),  para todo § € R™. (2.18)

Tomando la transformada inversa en la ecuacién (2.18) y por la ecuacién (2.14) de la

pagina 64, se puede concluir que ambas definiciones son equivalentes. Il

En consecuencia, tenemos una tercera caracterizacion del laplaciano fraccionario en

variable espacial:

(= A)ip(z) = o J 2p(e) —plety) —vle—y) (2.19)

|y‘n+s

Con esta definicion se puede ver claramente que (—A)S/ ® es un operador no local, pues
en este caso estamos integrando sobre todo R™ por lo que es necesario conocer todos los
valores de ¢, a diferencia del operador laplaciano clasico (—A) que por definicién (ver el

Ejemplo 1.3 de la pagina 21) es un operador diferencial y por lo tanto es un operador local.

En la practica, manipular (—A)s/ ? en forma de cociente diferencial como en (2.19) es
mucho mas facil que cuando esta expresado como el producto de convoluciéon dado en la
Definicién 2.2 (pagina 60), pues esta tltima definicién incluye el término K dado en la

ecuacién (2.9) que es una distribucién homogénea de grado —(n + s).

Finalmente, estudiemos con un poco mas de detalle la expresién dada en (2.19) que

como vemos tiene una singularidad en y = 0 por lo que nos concentraremos en ver como
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se comporta esta integral cerca del origen. De manera mas precisa, observando el término:

12¢0(x) — @(r +y) — o(x —y)|
ly[™** ’

notamos que la singularidad en y = 0 logra ser controlada por los tres términos que
aparecen en el numerador: 2p(z) — p(x + y) — ¢(x — y), pues juntos se comportan apro-
ximadamente como los términos |D?p(x)| |y|*. Sin embargo, si solo contamos con los
términos (x) — (x +y) o p(z) — p(x — y) el efecto descrito antes desaparece, en reali-
dad el comportamiento producido por estos pares de términos es aproximadamente como
|IVo(x)| |yl que no es suficiente para controlar dicha singularidad. Para solventar este

problema introduciremos el valor principal de Cauchy como se presenta a continuacién:

Proposicién 2.4 (Teorema 1, Stinga (2018)). Si ¢ € L (R™) y 0 < s < 2, entonces

para todo x € R"

o(r) — so(y)d

n+s .

(—A)2p(z) = Cov.p. f P = oWy lim
] =0 Jomyi>e T =yl

(2.20)

DEMOSTRACION. Notemos que:

Chs f 2¢0(z) — p(z +y) — oz — y)dy

9 ‘y’n-&-s
_ Cus lhm J 20(z) — p(x +n2 —plz—y) dy]
2 e—0 ly|>e |y|
_ Cns U o) = ol ty) J plx) = oz = y) dy] .
2 -0 ly|>e ’y| ly|>e |y|

Haciendo los cambios de variable w = x +y y 2 = x — y en el primer y segundo término,

respectivamente, tenemos:

Cns [ 20(7) —p(r+y) — oz — y)d
2 Jon "™ !

_ Cos gy U pla) —elw) +J ple) = ¢lz) fff)dz]
2 =0 Jype |2 —w| e [T — 2]
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o) = plw)

=0 |z—w|>e |I—’UJ|

) o) — p(w)
v [ dw,

no |z —w|"

de donde se sigue el resultado.

4

Si hacemos el cambio de variable z = x —y en la expresion dada en la ecuacién (2.20)

tenemos:

(LA 2p(a) = Colim | P =0l =2) ) (2.21)

e—0 |Z‘>E |Z|n+s

donde al igual que en la ecuacién (2.19) existe una singularidad en z = 0, sin embargo,
vemos que en el numerador solo aparecen los términos: p(z)—@(x—z) que como habiamos
mencionado se comportan aproximadamente como |V(z)||y| que no son suficientes para
contrarrestar la singularidad de (2.21). Entonces podemos ver con mayor claridad la

necesidad de haber introducido el valor principal de Cauchy.

Observacién 2.5. La ezpresion dada en Proposicion 2.4 (pagina 69) corresponde al la-
placiano fraccionario escrito como integral singular a través del valor principal de Cauchy.

Sin embargo, para 0 < s < 1 no es necesario usar el valor principal.

En efecto, si usamos la expansién en serie de Taylor de primer orden de ¢ en una

vecindad de x — y y para M > 0 suficientemente pequeno tenemos:

C,. lim lp(x) — o(y)| p

=0 |lz—y|>e |:E - y|n+8

_ C,,lim [ f lo@) = oWy, J W—f@dy]
e<lo—yl<r [T =Y le—yl=M T — Y|

v —_ 2 o0 n
e<|z—y|<M |

|z —y| z—y|=M 7 -yl
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n+s

’ —n—s 2l o (g
< Cns lm U IVl oo lo =y dy + f g ]
e<|z—y|<M |

o eylzmr |7 =y

M
< Coating 1190l [

+00 pn—l
p @+MWMmmﬁprj4<+w

siempre que 0 < s < 1.
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Capitulo 3
Espacios de Sobolev fraccionarios

En el Capitulo 4 vamos a construir soluciones para la ecuacién del calor fraccionaria,
por lo que ahora es necesario hacer un breve estudio del marco funcional sobre el cual

realizaremos dicha construccion: los espacios de Sobolev.

La razon de considerar los espacios de Sobolev es precisamente porque como veremos
al desarrollar este capitulo, estos nos permiten estudiar la regularidad de las distribuciones
temperadas a través del tamano de sus derivadas medido en la norma de los espacios de
Lebesgue LP(R") con 1 < p < +0o0. En nuestro caso usaremos unicamente el espacio
de Lebesgue L?(R") pues como veremos en el préximo capitulo este espacio aparece de

manera natural en nuestro estudio.

Si bien los espacios de Sobolev son una herramienta importantisima dentro de las
ecuaciones en derivadas parciales, nuestro interés en este momento es hacer una breve
introduccion de estos espacios donde solo nos ocuparemos en revisar las propiedades que
usaremos en el Capitulo 4 para construir soluciones de la ecuaciéon del calor fraccionaria,
siempre tomando en cuenta que estamos trabajando sobre todo R™. Para un estudio mas
completo sobre estos espacios se recomienda al lector revisar los libros: Adams (1975),

Bahouri et al. (2011), Grafakos (2008) y Haroske y Triebel (2008).

1. Espacios de Sobolev no homogéneos

Empecemos estudiando los espacios de Sobolev no homogéneos con orden de regula-
ridad entera de manera que entendiendo sus propiedades podamos extender esta nocion

a un orden de regularidad real, lo cual nos permitira definir los espacios de Sobolev no
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homogéneos fraccionarios. Mas adelante, en la Seccion 3 de este capitulo se justificara por

qué estos espacios son llamados no homogéneos. Asi, presentamos la siguiente definicion:
Definicién 3.1 (Espacios de Sobolev no homogéneos de orden entero positivo). Sea
k € N. Definimos el espacio de Sobolev no homogéneo de orden k, que notaremos por

HY(R™), como:
HYR") = {ge &' (R") : |lgll g < +0},
donde

g0l = Nollgz + D3 10%9lle s (3.1)

0<|a|<k

con o« € N™ un multi-indice.

Notemos que por definicién H*(R™) es el espacio formado por las distribuciones tem-
peradas g que verifican g € L*(R") y 0°g € L*(R") para todo multi-indice o € N" tal que
0 < |a| < k. De este modo, con la expresién ||g||« dada en la ecuacién (3.1) estamos
midiendo el tamano de g € /(R") y el de todas sus derivadas de orden menor o igual

que k € N con la norma de L*(R"™).

El espacio H*(R") es un espacio de Banach dotado con la norma || - || ;+ dada como en
la ecuacion (3.1) (la demostracion de este resultado puede ser revisada en el Teorema 3.3
de la pagina 56 de Haroske y Triebel (2008)). El pardmetro k € N indica la regularidad de

los elementos del espacio H*(R™). Asi, vemos que si k = 0, se tiene que H°(R") = L*(R").

Conviene recordar que el objetivo de esta seccién es introducir rapidamente los espa-

cios de Sobolev no homogéneos de regularidad fraccionaria, mientras que sus principales
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propiedades, que también son verificadas por los espacios de Sobolev de regularidad en-
tera, seran estudiadas con mayor detalle en la Secciéon 2. Por esta razén empezaremos
caracterizando los espacios de Sobolev usando una cantidad equivalente a la norma || - || ;x

definida en (3.1). Antes de continuar es necesario introducir la siguiente notacion:

Diremos que a,b € R son equivalentes, lo cual notaremos por a ~ b, si existen dos

constantes c1,co > 0, independientes de a y b, tales que verifican: cia < b < coa.

La proposiciéon que enunciaremos ahora, establece dos cantidades equivalentes a la

norma || - ||« las cuales son formuladas a través de la transformada de Fourier.

Proposicién 3.1. Sea k € N. Para todo g € H*(R™) se tiene que

2\F |~ o2 v ~ 2k |~ e\ |2 v
lolle~ ([ 0169 @R )~ il + ([ e oras) - 62

DEMOSTRACION. Sea g € H*(R™). Por la ecuacién (3.1) se sigue que

2

llgll7e = <H9HL2 + ), H@ag!\m) < Gk <|!9HiQ + ), H@O@Hifa) : (3.3)
0<|al<k 0<|al<k

Por otro lado, por la identidad de Plancherel (pagina 30) y el numeral 5. de la Proposi-

cién 1.13 (pagina 45) tenemos:

2

lolfz+ X lleogliza = 1315+ Y [o7]| ,
0<lal<k 0<lal<k
- | aera+ OIZFJ Fg(e)| de
SARGEE > | 1emor g ag
< Cua | | tat0)7a + Py | repe |a<§>|2d§)

<Cua| 3 ([ @Pac fRn|€IQ'a'|§(£)|2d§)]-

| 0<|a|<k
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Luego,

lolfit D N0l < Con X | (14 16P") O de

0<|al<k 0<|a|<k
<Coo | i) 00 e
0<la|<k VR"
ki~
<Coo | i) O de
0<|a|<k YR"

kA
<Coa | (416D O de
Usando esta tltima estimacion en la desigualdad (3.3) se tiene que
ko~
lollie < Chne | (1 1) )" . (34
R

Nuevamente, por la definicion de la norma || - || ;« dada en la ecuacién (3.1), la identi-

dad de Plancherel (pagina 30) y el numeral 5. de la Proposicion 1.13 (pagina 45) tenemos:

2
g1l = <||g||Lz + > ||5°“9||L2>

0<|a|<k

2 2
> lgllz. + D5 llo%gllz.

0<|al<k
~lak+ > @,
0<|a|<k
> il + ) |3
|a|=k
- [ werdes Y [ |Faof
JR™ |oo|=k YR"

NGRS G

JR™ | =k

- [ B@rdc | X 10 P aOF de

JR™ la|=k
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Ademés de la relacién dada en (0.1) de la pagina 5, se sigue que

1912 > Ch (f BoR de+ | |§|2k|a<§>|2ds),
R”l Rn

con lo cual

lolfi > Coe | (1 16) t90) e, (35)

R"
y gracias a la estimacién puntual: (1 + |§|2k> > (1+ \f|2)k, (ver el Lema 4.2.1 de

la pagina 218 de Chamorro (2018)), se tiene que

lolli > Cona | (1+162)" GOP de (36)

n

En conclusion, por las ecuaciones (3.4) y (3.6) obtenemos:

1/
ol ~ ([ (4 16P) O Pas)

\%

Por otro lado, de la ecuacion (3.4) y nuevamente por la estimacién puntual (1 + ¢ |2k>

Cr (1+ ]5]2)k, tenemos:

n

lollie < Cons | (1+1€1) BOP dE < s [ (14167 LA )

Asi, las estimaciones dadas en (3.5) y (3.7) muestran que

I 2k |~/ ey (2 v
gl ~ gl { ] T IgEQFdE )

como se queria. O

De manera més precisa, la primera equivalencia:

1
ol ~ ([ (+16P) ook a)

nos permite estudiar la regularidad de g € H*(R") a través del decrecimiento al infinito

de su transformada de Fourier § € .#”(R"), puesto que g € H*(R") es equivalente a decir
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k,
que (1 + |- |2) 72 g € L*(R™), pero para asegurar esta tltima condicién es necesario que g

—k
decrezca en el infinito mas rapido que la funcién & — (1 + |¢ |2) "

La segunda equivalencia:

I 2k | ~f ey (2 v
lgllepe ~ gl + | | €T 1917 dE )

puede relacionarse directamente con el operador laplaciano fraccionario de la siguiente

manera: recordemos que en particular para k£ un entero positivo se tiene:
|[(=2)" | ~(©) = em)* el 8(¢),  para todo ¢ € R™.
Asi,
k/g A~ 2 1/2 A~ k/2 ~
() g @) )~ llle + ||| (=2 g]"|

gl =~ N1z + (f
R”l

Finalmente, por la identidad de Plancherel (pagina 30) se sigue que

2’

k
lgllape = llgll = +||(=2)7g

(3.8)

2’

Esta tltima equivalencia nos dice que g € H*(R") si y solo si g € L?(R") y (—A)k/2 g€
L?(R™). Dicho de otro modo, para verificar que g € H*(IR™) se debe controlar (con respecto
a la norma del espacio L2(R")) el tamafio de la distribucién temperada g y el de (—A)"* g.
La equivalencia dada en (3.8) nos ayuda a extender la definicion de espacio de Sobolev
no homogéneo a cualquier indice de regularidad real no negativo como sigue:
Definicién 3.2 (Espacios de Sobolev no homogéneos fraccionarios de orden no ne-

gativo). Sea o = 0. Definimos el espacio de Sobolev no homogéneo fraccionario de

orden o, que notaremos por H?(R™), como:

H7(R") = {g e ' (R") : [lglly- < +0},
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donde

lgllzo = llgllze + ||(=2)7 (3.9)

2
Es importante notar que para la norma || - ||, con o > 0, dada en la expresién (3.9)

se puede obtener una equivalencia andloga a la dada en la Proposicién 3.1 (pagina 74),

resultado que enunciamos a continuacion:

Proposicién 3.2. Para todo o = 0 y para todo g € H°(R") tenemos
1/2
27 (A7 e (2
lollae ~ ([ (4 16F)" la0Ras) 310

La demostracion de esta proposicién es andloga a la de Proposicién 3.1 (pagina 74)

por lo que no la incluiremos.

Por otro lado, notemos que la anterior equivalencia nos permite extender la definicién
del espacio de Sobolev no homogéneo fraccionario no negativo a un orden de regularidad
o € R negativo, como sigue:

Definicién 3.3 (Espacios de Sobolev no homogéneos fraccionarios de orden negati-
vo). Sea o < 0. Definimos el espacio de Sobolev no homogéneo fraccionario de orden

o, que notaremos por H?(R™), como:
H7(R") = {g e L' (R") : [lg]| g < +o0},
donde

/10 = (f (1+ |§|2>”|a<§>\2d5)1/2. (3.11)

Observemos que para o < 0 debemos definir la norma || - ||, como en (3.11), pues

la expresion dada en la ecuacién (3.9) no necesariamente esta bien definida para todo
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g€ H?(R™), con o < 0, ya que estos espacios (de regularidad negativa) contienen distri-
buciones temperadas que no necesariamente pertenecen al espacio L?(R"). Para ilustrar

esto, estudiemos el siguiente ejemplo:

EJEMPLO 3.1. La masa de Dirac en el origen 6y € ' (R™) pertenece a los espacios

H?(R") con o < —3.

En efecto, sea 0 < —7/2. Como cSAO = 1 en el sentido de las distribuciones temperadas,

podemos escribir:

ool = | (1+1eP)”

— J (1+1¢%)" dé¢ + f (1+1¢%)” de.
l€l<1

l€]=1

G s = | (e iy g

Luego, cambiando a coordenadas radiales las dos integrales del lado derecho de la
identidad anterior y usando para p > 1 la estimacion (1 + p?)” < p?°, obtenemos

+00

1

1 1 +00
HéOH?{U :J (1+1)2)Upnldp+f (1+p2)0,0”1d,0<6(f dp-l—f pzoJrnldp)7
0 0 1

con ¢ > (. Finalmente, notemos que

1 400 ) ) p20+n
dp =1 7 =
L P Y L P P % + 1

+o0
< 40,

1
siempre que o < —%. Lo que muestra que, en efecto, d pertenece a los espacios H?(R")

con o < —%.

2. Algunas propiedades de los espacios de Sobolev no homogéneos.

Una vez definidos los espacios de Sobolev no homogéneos H?(R") para todo o € R,
ahora nos encargaremos en revisar algunas de las propiedades méas importantes de estos

espacios que seran usadas en nuestro estudio posterior, especificamente en el Capitulo 4.
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Empecemos viendo como se relacionan los espacios de Sobolev no homogéneos entre
si.
Proposicién 3.3 (Relacién de inclusién). Sean o1 < 0 < o9 nimeros reales, entonces

se tienen las inclusiones estrictas y continuas:

H?*(R") < L2(R") « H"'(R").

DEMOSTRACION. Para g € H7*(R"™)

lgllze < Ngllze + || (=2)7 9|, = llgllgen

con lo cual g € L2(R"). Ademaés, hay que notar que esta inclusién es estricta pues existen
funciones en L?(R") que no pertenecen a H°2(R"). Por ejemplo, la funcién indicatriz
definida sobre la bola unitaria abierta de R™, 1, € L?(R") pero 1p, ¢ H°?(R") para

todo oy = 7/2 (ver la pagina 62 de Haroske y Triebel (2008)).

Por otro lado, para g € L?(R"), de la estimacién puntual (1 + |§|2)(71 < 1 (con o, <0)

y la identidad de Plancherel (pagina 30) obtenemos:

2\ 91 2 " 2 "
lollaes = ([ o169 0Ra) < ([ @@ de) =Tl

lo que significa que g € H'(R™). Al igual que antes la inclusion es estricta pues como
vimos en el Ejemplo 3.1 (pagina 79), la masa de Dirac en el origen &y € ./(R") pertenece

a los espacios H?(R™) con o < —% pero d§y ¢ L*(R"). O

Observacion 3.1. Notemos que si o > 0 entonces los elementos de H? (R™) son funciones
pues H°(R™) < L*(R"), mientras que si o < 0 los elementos del espacio H°(R™) no

necesariamente son funciones sino, en general, son distribuciones temperadas.

Observacién 3.2. Las inclusiones dadas en la Proposicion 3.3 (pdgina 80) son continuas

y no compactas, pues trabajamos sobre todo el espacio R™.
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Por otro lado, con respecto a la estructura de los espacios de Sobolev no homogéneos

fraccionarios se tiene el siguiente resultado:

Proposiciéon 3.4. Para o € R, los espacios H°(R™) son espacios de Hilbert con el
producto escalar:

~

(9. 1) sy = f (14 [€P)7 3(6) h(e) de. (3.12)

n

el cual induce una norma equivalente a la norma || - || 4o

DEMOSTRACION. Consideremos la aplicacion:

T: H(R") —> L2(R")
g —Tg=01+-1"3

Para empezar, notemos que 7' estd bien definida pues g € H?(R"). Ahora, mostremos

que T define una isometria entre H°(R") y L?*(R"). En efecto, sea g € H°(R™), entonces

||Tg||i2=f T©)de = | (1+[6)7 RO de = |lgl2 -
R Rn

Luego, mostremos que 7' es sobreyectiva. Asi, sea h € L*(R"). Definimos
2 7”/2 ~
g=|@+1-1) "]
donde g € H7(R"™) pues
‘2

d¢ = | |hE)? de,

R

lolfe = [ 1t [{[@+1- B 0] e

y ademas se tiene que
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para todo & € R™. Por lo tanto, T" es un isomorfismo isométrico entre H?(R"™) y
L?(R™), lo que nos permite concluir que H?(R"), con o € R, es un espacio de Hilbert con

el producto escalar (g, h) gorny dado como en (3.12). O

Continuando con las propiedades de los espacios de Sobolev no homogéneos, revisemos
la siguiente proposicion:
Proposiciéon 3.5 (Proposicién 1.57, Bahouri et al. (2011)). Para 0 € R, la clase de

Schwartz .7 (R™) es densa en los espacios H? (R™).

DEMOSTRACION. Sea g € H?(R™) entonces la funcién

h: R* — R
/ (3.13)
& — (1+1€f) 900,
es un elemento de L?(R"). Asi, puesto que la clase de Schwartz .(R") es densa en el
espacio L?(R™), entonces existe (hy,), .y una sucesion de elementos de .#(R") tal que
hn — h en L(R™).

Ademas, para todo n € N, las funciones

gn: R" — R
(3.14)
§ — [hn(f) a/glva
( )

L+ ¢l
pertenecen a . (R") pues h,, € . (R") para todo n € N. Ademés, el término 70 |§1|2),,/2
+

decrece aproximadamente como un polinomio y es una funciéon €*(R™).

Luego, gracias a que h,, — h en L*(R"), tenemos:
1/2
27 |~ ~ 2
o= anllae = ([ (+16P)" 50 - au(0)Pac)

(.

2\
(L+16P) " 3(8) = hal©) d&)
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- ([ mo o) ~o

cuando n — +co. O

Este ultimo resultado serd fundamental para poder determinar el espacio dual to-
polégico de los espacios H?(R"™), con ¢ un nimero real positivo, como veremos a conti-

nuacion.

Proposicién 3.6. Sea 0 = 0, el espacio H 7(R™) es el espacio dual topolégico de

He(R™).

La demostracion de esta proposicion puede ser revisada con todo detalle en la Propo-

sicion 1.58 de la pagina 40 de Bahouri et al. (2011).

3. Espacios de Sobolev homogéneos

Recordemos que cuando o = 0 la norma de los espacios de Sobolev H?(R") esta dada

por:

lgllze = llgle + || (=) ]

2’
para todo g € H?(R™). Sin embargo, en el Capitulo 4, donde estudiaremos la ecuacién
del calor fraccionaria, veremos que en ciertas ocasiones es necesario controlar iinicamente

la cantidad H(—A)U/ ’ gH g Esto motiva a enunciar la siguiente definicién.
L

Definicién 3.4 (Espacios de Sobolev homogéneos fraccionario). Sea o € R. Defi-

nimos el espacio de Sobolev homogéneo fraccionario de orden o, que notaremos por

H?(R™), como:

H(R") = {ge S (R") : §e Li(®R") y  lgllge < +oo},
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donde

A)7 (3.15)

lglla = || (=2)"g]] -
En particular, si ¢ = k € N entonces los espacios H* (R™) son llamados espacios de
Sobolev homogéneos de orden entero positivo k, para los cuales, siguiendo lineas similares

a las hechas para la deduccién de la estimacion (3.8) de la pégina 77, se puede verificar

que

Z 0%l - - (3.16)

Observacién 3.3. Para cualquier o € R, el espacio H°(R™) es un espacio normado.

La condicién g € L}, (R™) excluye a todos los polinomios (vistos como distribuciones
temperadas) de los espacios de Sobolev homogéneos. En efecto, consideremos el polinomio

de orden k € N: P(z) = Z z%, donde o € N” es un multi-indice y x € R". Entonces,

lo| <k

(Poy=oy=[ 3 eate) de
R™ |al<k

- Y | o eer©

= )

|a\<k

(@9 (0),

27m |

y usando el Ejemplo 1.5 (pagina 39) se sigue que
<P 90> < |a‘a 507 90>
‘a|<k —271)

D 1 e} !/ n
P = ||Z<:k(2ﬂ-l)mla (50, eHY(R ),

de donde vemos que P ¢ L. (R™).

Por lo tanto,
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De este modo, por la equivalencia dada en (3.16) podemos concluir que, en efecto,

|| - ||7- €s una norma (ver la Proposicién 1.34 de la pagina 26 de Bahouri et al. (2011)).

A continuacion, introduciremos la nociéon de homogeneidad de un espacio funcional,
la cual nos permitira justificar mas adelante, en la Proposicién 3.7 (pdgina 86), por qué
los espacios de Sobolev H ?(R™) con o € R son llamados homogéneos.

Definicién 3.5 (Homogeneidad). Sea E un espacio normado definido como:
E—{ge 7R |lglly < +o}.
Si para todo g € E se verifica

galls = A7 llgllg

con A > 0, 0 € R y g\ representa la dilatacion de g, entonces decimos que E es un

espacio homogéneo de orden o.

Para ilustrar la Definicién 3.5 revisemos el siguiente ejemplo:

EJEMPLO 3.2. Los espacios de Lebesque LP(R™), con 1 < p < 400, son espacios

homogéneos de orden —7/p.

En efecto, sean g € LP(R") con 1 < p < 400 y A > 0. Entonces, haciendo el cambio

de variable y = Ax para x € R™ obtenemos

loalie = ([ to0wras) "= (v [ toran)” = ([ awrar)”

de donde

||g>\HLP = Ain/pHgHLp' (3'17)
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Finalmente, sean g € L*(R") y A > 0. Nuevamente, tomando y = Az, se tiene que

l9allpr = sup ess|g(Az)| = sup ess[g(y)| = [lgll = -
zeR" yeR™

La nocién de homogeneidad dada en la Definicion 3.5 (pagina 85) nos permite clasificar
los espacios de Sobolev en homogéneos y no homogéneos. Por lo tanto, empezaremos
verificando el hecho de que los espacios H ?(R™) con o € R son espacios homogéneos.

Proposicién 3.7. Los espacios H? (R™) son espacios homogéneos de orden o — /2.

DEMOSTRACION. Gracias a la ecuacion (2.3) de la pagina 57, sabemos que el operador
laplaciano fraccionario es un operador homogéneo de grado o, que junto a la relacion dada

en la ecuacion (3.17), para p = 2, nos permiten deducir lo siguiente:

_ )\O’—"/Q
L2

|27 g, -

X ((=4)" g)

((=2)"g)

(=)

9

L2 ‘ A‘ L2 A‘ L2

(3.18)

de donde se concluye el resultado. U

Observacién 3.4. Los espacios H?(R™) con o € R\{0} no verifican la nocién de homo-

geneidad dada en la Definicion 3.5 (pdgina 85).

En efecto, sean g € H?(R") y A > 0. Si ¢ > 0 sabemos que

loalle = llgallzz + || (=2)" 02| -

De este modo, usando las ecuaciones (3.17) y (3.18), tenemos:

lgallzre = A" |lgll g2 + A7

(~)"|

(3.19)

2’

86



de donde se ve que los espacios de H?(R") con o > 0 no verifican la Definicién 3.5
(pagina 85), pues los dos términos que aparecen en el lado derecho de la ecuacion (3.19)

tienen distintos grados de homogeneidad.

Ahora, si s < 0. Tomando n = ¢/x, con £ € R", tenemos que

ol = (JR (1+1€F)° Ig&<§>|2df) N
) (f (1+ ¢ \A”@(ﬁ/wdg) h
) (J X )T g mn) b
([ e n i)

Sin embargo, vemos que no es posible extraer el coeficiente A\? de la expresién (1 + A2 \7]|2)U.
En consecuencia, los espacios H?(R"), con o < 0, tampoco verifican la Definicién 3.5

(pagina 85).
4. Algunas propiedades de los espacios de Sobolev homogéneos

Ahora es momento de revisar las propiedades de los espacios de Sobolev homogéneos

mas utiles para nuestro estudio de las soluciones de la ecuacién del calor fraccionaria.

En lo posible, a lo largo de esta seccion, también trataremos de hacer un estudio
comparativo con los espacios de Sobolev no homogéneos. Partamos revisando cual es la

relacion entre los espacios de Sobolev homogéneos y no homogéneos.

Proposicién 3.8. Sea o € R.

1. Si o = 0, entonces el espacio H?(R™) estd estrictamente contenido en el

espacio H? (R™).
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2. 851 0 < 0, entonces el espacio H”(R”) estd estrictamente contenido en el
espacio H?(R™).

DEMOSTRACION.

1. Sean 0 = 0y g € H°(R™). Se tiene que

lgll o = |[(=2)" g]

<lgll, +||(=2)" 4|

B =Nl

con lo cual, g € H(R™).

Resta mostrar que la contenencia H(R™)  H?(R") es estricta. Para esto

consideremos g € .’/(R") tal que

0 si|¢] =1

g sifel <1,
con o € N un multi-indice tal que — <a + 5) < lal < —5
Veamos que g € H7(R"). Para ello estudiemos la cantidad

| teriateras = | el ae (3.20)

lgl<1

Ahora, si hacemos un cambio de variable a coordenadas radiales en el lado

derecho de la ecuacion (3.20), obtenemos:

20+2|al+n 1

1
f |§|20 |§(£)‘2 d{ _ f p2a+2\a|+n—1dp . Y < too,
n 0

20+ 2|al +n|,
n
ya que |o| > — <a + 5) Sin embargo, veamos que g ¢ H?(R™). En efecto, estu-
diemos la cantidad:

| aera - | jerelae (3.21)

l¢l<1
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Nuevamente, haciendo un cambio de variable a coordenadas radiales en el lado

derecho de la ecuacion (3.21) se tiene

1 alen (1

2\a|d _ 2al+n-14, _ p2| |+ _
€7 d€ P p= | =+,
le|<1 0 2lal +mnj,

n . o et .
pues |af < —5 En consecuencia, el espacio H7(R™) estd estrictamente contenido

en el espacio H?(R™) para todo ¢ > 0.

2. Por otro lado, sean 0 <0y g€ H"(R”). Se sigue que

ol = 1+ 16)" o ae)

1/
< ([ 1 mor )

1

= ||(=A)"
@7 I8 9‘ L2

< szl

= (2n)° e

lo que muestra que g € H?(R").

Notemos que en este caso la contenencia es estricta porque si consideramos

g€ ' (R") tal que

0 si|¢] =1

gl sifel <1,
n
donde ahora o € N es un multi-indice que verifica la relacién —5 < la| <
— (0 + g), vemos que g ¢ H"(R”). En efecto,

| e = [ fermieretas (322)

l¢l<1
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Luego, haciendo un cambio de variable a coordenadas radiales en el lado de-

recho de la ecuacién (3.22), obtenemos:

20+2|al+n 1

= —i—w,
0

1
g (0% « n— p

g2+ 2lel ge _ J pro+2lalin—1y, _
J|5|<1‘ | 0 204+ 2|al+n

debido a que |a| < — (a + %)

Por tltimo, veamos que g € H?(R™). Notar que
| ey mor s < | . Jelde (3.23)
n <1

Nuevamente, haciendo un cambio de variable a coordenadas radiales en el lado

derecho de la ecuacion (3.23), se tiene que

2lal+n |1

1
2\oz|d _ 2|a|+n71d _ 1Y
le €17 dg L p Y

n
> ——.
pues |« 5

< 40,
0

g

Recordemos que los espacios de Sobolev no homogéneos son comparables mediante la

relacion de inclusion dada en la Proposicién 3.3 (pagina 80). Sin embargo, como veremos

a continuacion, no es posible comparar los espacios de Sobolev homogéneos entre si.

Observacion 3.5. No existe relacion de inclusion entre los espacios de Sobolev ho-

mogéneos fraccionarios.

En efecto, sean 01,09 € R. Sin pérdida de generalidad, supongamos que o; < 09 y

consideremos g € ./(R") tal que

0 st|¢] <1

€] sile| > 1,

< . n n
con a € N” un multi-indice tal que — <02 + 5) <|a| < - <01 + 5)
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Veamos que g € H'(R™). Para ello estudiemos la cantidad

J |€|201+2|0¢| dg
1€1>1

Ahora, haciendo un cambio de variable a coordenadas radiales en la integral anterior,

tenemos:

20142|al+n +

J ’6’201+2|a| dg _ f+w p20'1+2‘04|+n—1dp — P < 400
o1 L 201+ 2]a| +n|,

n
pues |a| < — <01 + 5)

Asf también, veamos que g ¢ H2 (R™). En efecto, estudiemos la cantidad:

J |£|20'2+2|a| df
§1>1

De manera similar, haciendo un cambio de variable a coordenadas radiales en la tltima

integral, se sigue que

20542af +00 ) 2ol ) p202+2|a\+n +
72 "d:f e dp = = +00,
j§>1 <l ¢ 1 P P 209 + 2|a| +n|,
pues |a| > — ((72 + g)
Por otro lado, si ahora consideramos h € ./(R") tal que
- g sifel <1
h(&) = (3.24)
0 si|é] > 1,

n n
con a € N” un multi-indice tal que — <02 + 5) < lal < = <01 + 5), y haciendo un
estudio similar al anterior, se tiene que

201+2|al+n 1

= —i—(x)’
0

1

g (64 lea al+n— p
§2ﬂ'%=ff”2“1@=

J£|<1| | 0 201 + 2|al+n
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202+2|al+n 1

< +00.

1
o o - P
62 2+2] |d§ _ f 202+2|al+n 1d _
f&lélH Op P 209 + 2]al +n|,

Esto muestra que h € H%(R"), pero h ¢ Ho' (R™).

En el proximo resultado se mostrard que a pesar de no existir una relacion de inclusién
entre los espacios de Sobolev homogéneos, podemos asegurar que dada una distribucion
temperada que pertenece a dos espacios de Sobolev homogéneos de distinto orden de regu-
laridad H?' (R™), H°*(R"), con 0y, 05 € R, esta distribucién temperada también pertenece

a todos los espacios de Sobolev homogéneos cuyos ordenes estan entre o1 y os.

Proposiciéon 3.9 (Proposicién 1.32., Bahouri et al. (2011), Desigualdad de interpo-
lacién). Sean 1,05 € R y g € H™(R") n H?(R"). Para todo o = 0oy + (1 — 0)os,

con 0 <0 <1, se tiene

0 —0
9l e < 119|500 19115705 -

DEMOSTRACION. Notemos que de la expresién dada en la ecuacién (3.15) (pagina

84) y la identidad de Plancherel (pagina 30), se sigue que

_ ( [ e |A<s>|2d§) -
2 \Ugn g

1/2

lgll - = |[(=2)" g]

_ (J ’27T§|2(901+(1—9)02) ”g\(£)|2(9+(1—9)) dﬁ)

Luego, puesto que %, 1%9 son exponentes conjugados, es decir, verifican 6 + (1 —0) = 1,

entonces por la desigualdad de Holder se tiene que
1/2
2001 |~/ (20 2(1=0)0g [~/ ey (2(1—0
Iollae = ( [ 12mER 1501 re= i)~ de)
Rn

0/2 (1-6)/
<(f \%5\2“1@@)1%5) <f 12w512“21§<5>\2d5)
R™ R”
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0
s

LQ

0 1-0
= llgllzre 191177 -

g

Recordemos que de acuerdo a la Proposicién 3.5 (pagina 82), la clase de Schwartz es
densa en los espacios de Sobolev no homogéneos. Sin embargo, en los espacios de Sobolev

homogéneos ya no contamos con esta propiedad como veremos a continuacion:

Observacién 3.6. Para 0 < —"/2, la clase de Schwartz #(R™) no estd contenida en el

espacio H?(R™).

Para ilustrar esta ultima observacion revisemos el siguiente ejemplo.

Consideremos la funcién ¢ € . (R") tal que

1 sl <1
e(8) =
0 si €] = 2.

Luego, para o < —7/2, se tiene que

el = | lePIp@Pds = [ 1ePmae+ [ e ipor de

l€l<1 1<)€]<2

Por otro lado, cambiando a coordenadas radiales la primera integral del lado derecho
de la ecuacion anterior, tenemos:

204n |1

1
20 20+n—1 P
¢ = dp =
L|<1|§| 3 Lp P= %o

= +0o0,
0

pues o < ~7/a2.

Asi, hemos encontrado un elemento de la clase de Schwartz que no pertenece a H 7(R™)

con o < ~m/2, como se queria.
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El préximo resultado nos da informacién sobre la regularidad de las derivadas frac-
cionarias de los elementos de los espacios de Sobolev homogéneos.
Proposicién 3.10 (Derivacion fraccionaria). Sean 0,05 € R y g € H7'(R™). Se

tiene que

H(_A>02/29HHJ1—02 - ||gHH”1 .

DEMOSTRACION. Por la expresion dada en (3.15) (pagina 84), se tiene que
I8 Sl = -0 (05

1/
= ([ ometter==? iamep e ac)

12
- ([ e meac)

= [|(=2)"g]| ;2 = 19l 7o -

Lo que muestra que (—A)™2g € H7 =72 (R™). O

Observacién 3.7. La Proposicion 3.10 nos indica que dada g € H (R"), sus derivadas
fraccionarias de orden oy pertenecen al espacio H7'~72(R"™), es decir, estas derivadas son
og9—veces mds requlares que g € H7'(R™) si 09 < 0 0 son go—veces menos requlares que

ge H(R™) si oy = 0.

Para terminar esta seccion introduciremos una proposicion que serd muy util en el
Capitulo 4 y cuya demostracion puede ser revisada en el Teorema 1.36 de la pagina 27

de Bahouri et al. (2011).

Proposicién 3.11. Sea |o| < 7/, el espacio H7(R") es el espacio dual topoldgico

de H°(R").
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Capitulo 4
Ecuacion del calor fraccionaria

1. Motivacion probabilistica: Caminata aleatoria con saltos arbitrariamente

largos

A continuacién presentamos un modelo estocastico, a partir del cual, es posible deducir
de manera natural la ecuacion del calor fraccionaria. Este modelo describe el movimiento
aleatorio de una particula en el latice hZ™, con h > 0, donde ademas se le permite a la
particula ir de una posicién a otra (dentro del latice) incluso si la distancia que las separa
es arbitrariamente grande. Este tipo de movimiento es también conocido como caminata

aleatoria con saltos arbitrariamente largos.

Dicho esto, consideremos sobre Z", la o —élgebra: &2 (Z™), de este modo la probabilidad
de salto de una particula viene dada mediante una funcién de distribucién de probabilidad

P definida como sigue: la probabilidad de que ocurra el evento A € Z(Z") esta dada por:

P(A) = C, ) Ki(k), (4.1)

keA

con Cy = leC(k) < 400, y donde para 0 < s < 2, la funcién K,: Z™ — [0, +oo[ tiene

kezZn
la siguiente expresion:

k=" sik£0ezn
Ks(k) = (4.2)

0 sik=0eZ",

ICs es conocido como nticleo homogéneo, para mas detalles se sugiere revisar Valdinoci

(2009).
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Aqui vale la pena notar que como P es una distribuciéon de probabilidad entonces
verifica P(Z") = 1. Adicionalmente, gracias a que K4(0) = 0, podemos asegurar que la
particula no se queda fija en una misma posiciéon sino que eventualmente esta saltara a

otra posicién.

Una vez definida la probabilidad P, es hora de describir el modelo de estudio. Para
ello, pensemos en una caminata aleatoria sobre el latice hZ™, y vayamos precisando cada
uno de los términos que aparecen en el modelo. Asi, h > 0 denota el tamano de la
discretizacion espacial. Por otro lado, notaremos por 7, > 0, el tamano de discretizacion
temporal (que depende de h) con la siguiente escala: 7, = h®, para 0 < s < 2, pues nos
permitird reconstruir al laplaciano fraccionario como operador de integral singular (ver
Valdinoci (2009)). Finalmente, notemos por u(t, z) la probabilidad de que una particula

en el tiempo t € 7,7 esté en la posicién x € hZ".

Suponemos entonces que una particula que estd en la posicion = € hZ" se mueve
bajo la siguiente ley de probabilidad: en cada paso de tiempo 7, la particula toma un
valor k € Z" de acuerdo a la distribucién de probabilidad P dada en (4.1), y entonces
se mueve hacia la posicion hk. Ademads, debido a las férmulas (4.1), (4.2) podemos ver
que los saltos arbitrariamente largos se realizaran con una probabilidad muy pequeiia.
Asi, si la particula en un tiempo t > 0, fijo, estd en una posiciéon x y esta sigue la ley de
probabilidad anterior, entonces en el tiempo ¢ + 7, estard en la posicion x + hk (ver la
Figura 1).

Notemos que para ¢t > 0, fijo, la probabilidad w(t + 7, 2) de que una particula en el
tiempo ¢+ 7, > 0 se encuentre en la posicion x € hZ"™, de acuerdo a la ley de probabilidad
total, es igual a la suma de las probabilidades u(t, z — hk) de que la particula en el tiempo

t > 0 estuvo en la posiciéon x —hk (con k € Z"), multiplicado por la probabilidad de haber
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° ° x + hky ° °

FI1GURA 1. Caminata aleatoria con saltos largos sobre el latice hZ?

(kl, ]{32, ]{?3, ]{?4 € Z2)

salido de dicho hk, es decir,

u(t + 7, x) = Cy Y Ko(k)u(t, z — hk),

kezn

Restando en la ecuacion anterior el término u(t, x) y gracias a que P es una medida

de probabilidad, se sigue que

u(t + 7, x) —u(t,x) = Cy | D Ko(kult,x — hk) — > ICS(k;)u(t,x)]

| keZn keZm

— 0| S Ku() [ult 2 — hk) - u(t,xﬂ]

| keZn

Luego, dividiendo la expresién anterior para 75, y usando la definicién Ky dada en la

ecuacién (4.2), tenemos

u(t + 1, ) — u(t, x) = C, Z ICs(k) [u(t, z — hk) —u(t, x)]

Th keZm™ 7)
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= Cy > R BT [u(t, @ — hk) — u(t, )]

kezm

= Cy > R kT [t @ — hk) — u(t, z)]

keZm™

entonces,

u(t + m, ) — u(t, )
Th

= C.h" Y Ko(hk) [u(t, z — hk) — u(t, z)], (4.3)

kezZ™

donde el término dado en (4.3) corresponde a una aproximacion en sumas de Riemann.
Entonces, haciendo 7, = h®* — 07, es decir, tomando el limite de la caminata aleatoria

discreta se sigue que

u(t,z) —u(t,z —y)

n+s

dy,

n e—0

duult,z) = csf Ko@) lult o —y) —ult,o)ldy = =Culig | 1yl

(4.4)

para todo t > 0 fijo. Lo que muestra que la caminata aleatoria con saltos arbitrariamente
largos en el limite produce una integral singular con un nicleo homogéneo. Recordemos
que precisamente esta integral, gracias a la ecuacion (2.21) de la pagina 70, corresponde
a una caracterizacién del laplaciano fraccionario. Asi, la expresién dada en (4.4) se puede

reescribir como:
Su(t, ) + (=A)7u(t,z) = 0, (4.5)

para todo t > 0 y todo x € R".

Como hemos podido observar, la ecuacién del calor fraccionaria nos permite describir
modelos muchos mas diversos que los de difusion clasica como la caminata aleatoria con
saltos largos que acabamos de analizar, por lo que el estudio teérico de las propiedades
de sus soluciones es necesario, siendo este nuestro propésito a lo largo de las proximas

secciones.
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2. Soluciones mild y algunas estimaciones

Empezaremos recordando rapidamente que el problema de Cauchy para la ecuacién

del calor clasica viene dado por:

owu(t,z) — Au(t,z) = f(t,x), (t,z)e ]0,T] x R™,

u(0,2) = ug(x), zeR™,

donde

» f:[0,7] x R™ — R: representa una fuente externa de calor.

= ug: R™ — R: representa la temperatura en el tiempo inicial ¢t = 0.

La funcién u: [0,T] x R"™ — R, que fisicamente representa la temperatura en un tiempo

t € [0,7] y en un punto z € R™, es la solucién para (4.6).

s 0 <T < +4o00: es el tiempo maximo en el que existe la solucion u durante el cual

actia la fuente de calor externa.

Ademas, en el problema (4.6) el término d;u describe la variacion de u con respecto al
tiempo, mientras que Au es el término que explica la difusién del calor, donde A denota

al operador laplaciano clasico dado en la ecuacién (1.11) de la pagina 22.

La idea de nuestro estudio consiste en reemplazar en la ecuacién (4.6), el término de
difusién clasico —Awu por el término de difusién fraccionario (—A)¥2u, con 0 < s < 2, que
como pudimos ver, en la seccién anterior, aparece de manera natural en ciertos modelos
probabilisticos y, para el cual, hemos estudiado algunas de sus caracterizaciones, ya sea en
variable de Fourier como en variable espacial, y esta tltima como operador de convolucion

o como operador de integral singular, que se presentaron en el Capitulo 2.
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Consideramos entonces, para 0 < s < 2, el problema de Cauchy para la ecuacion del

calor fraccionaria:

owu(t, ) + (—A)Pu(t,z) = f(t,x), (t,z)e]0,T] x R",
(4.7)

u(0,2) = uo(z), xeR",

donde, al igual que en el problema (4.6): 0 < T < 4w, f: [0,T] x R* - Ry

up: R™ — R son datos del problema (4.7), y u: [0,7] x R* — R es su solucion.

Una vez planteado el problema de estudio, nos concentraremos en dar una definicién
de solucion mild para el problema de Cauchy (4.7). Pero antes es necesario introducir
la nocién de solucion fundamental de esta ecuacion, pues como veremos en la siguiente

seccion, la solucion fundamental es primordial para construir las soluciones mild.

Asi, empecemos considerando la siguiente ecuacion:

owu(t,r) + (=A)u(t,z) =0, (t,2)€]0,T] x R",
(4.8)

uw(0,x) =0y, xR,

donde, 9§y denota la masa de Dirac en el origen definida en el segundo numeral del
Ejemplo 1.4 (pagina 35).
Entonces, tomando la transformada de Fourier (en variable de espacio) en el problema

(4.8), obtenemos para todo £ € R" fijo, la siguiente ecuacién diferencial ordinaria (en

tiempo) homogénea a valor inicial:

d -~ S S~ _ n
S 0t8) + 2m)7 el u(t,§) = 0, (t,€) € J0,T] xR, (49)

90,8 =8y =1, EeRm
La solucién de la ecuacién (4.9) viene dada por la siguiente expresion:

a(t,f) _ Ce_(Qﬂ-)S |€‘3t
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Luego, usando la condicién inicial (0, &) = 1, tenemos que ¢ = 1. De este modo, definimos

la solucién de la ecuacion diferencial ordinaria (en tiempo) (4.9).

Observacién 4.1. En el problema (4.8) se considera la masa de Dirac en el origen d
como dato inicial pues nos ayuda a estudiar de manera mas precisa la estructura de la

solucion fundamental.

—(2m)* [¢]"t

En efecto, puesto que en la expresion u(t, §) = c€ , la constante ¢ = §y = 1
en el sentido de las distribuciones temperadas, esto hace que nos despreocupemos de los
posibles valores que pueda tomar ¢ y en esencia nos permite concentrarnos en la funcion

ﬁ(t 5) _ 6_(27T)S |£‘st

A partir de la expresiéon P, daremos una definicién de solucion fundamental, que como
mencionamos nos ayudara posteriormente a construir la solucion mild para el problema

(4.7). Pero antes serd necesario revisar algunas propiedades de P.

Observacién 4.2. Notemos que si 0 < s < 2, entonces para cualquier t > 0, ﬁ;(t, ‘) no

pertenece a ./ (R™), pues no es diferenciable en el origen.

Proposicién 4.1. Para cualesquier 0 < s <2 yt >0, E(t, ) e LY(R").

DEMOSTRACION. En efecto, sean 0 < s <2y ¢ > 0. Se tiene que

J.

Ahora, cambiando a coordenadas radiales la integral del lado derecho tenemos:

n

Ptode = [ e

+00 p* +00
f pn—le—(27r) P tdp _ J pn—le—(27r) P tdp + J* pn—le—(27r) P tdp, (410)
0 0 p
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)1/5 > 0 es tal que

e*(QW)SpSt < pf(nJrl) (411)

)

para todo p = p=. Asi, usando (4.11) en la ecuacién (4.10) tenemos:

+00 p* +00
J pn71€7(27r) p tdp < f pnflef(Zﬂ') P tdp+ J p72dp'
0 0

p*

n—le—(27r)s

Basta notar que para p > 0, la funcién p — p "t es continua, con lo cual

*

/4
f pn71€7(27r)spstdp< +00,
0

y que ademas,

+00 ) 1
J p- dp=};<+oo,

p*

de donde se sigue el resultado.

g

La idea ahora es usar la transformada de Fourier inversa para de este modo obtener
una expresion de P con 0 < s < 2, en variable espacial.
Definicién 4.1 (Solucién Fundamental). Sea 0 < s < 2. Llamaremos solucién fun-

damental de la ecuacion del calor fraccionaria a la funcion:
Py(t,x) = (e‘@”)s‘ | 'St> “(x) = f e2min€ o= (2l g

para todot > 0 y todo x € R".

Observaciéon 4.3. En general, no se dispone de una formula explicita para P, salvo en

el caso s =1 donde P, puede escribirse como:

n+1l 9

ntl
Pte) = (e Iy =2 ) L
™2 (1+|x|2t2) 2
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para todo t > 0 y todo x € R™. Para mas detalles de este resultado, se puede revisar la

pdgina 108 de Grafakos (2008).

Revisemos ahora algunas propiedades de la solucion fundamental. Asi, para x € R"

fijo, empecemos estudiando la regularidad en variable de tiempo de la funcién P;.

Proposicién 4.2. Sea 0 < s < 2. Para todo x € R" fijo, P,(-,x) es una funcion de

clase €* (]0, +o0[).

DEMOSTRACION. Notemos que para todo t > 0, por el teorema de derivacién bajo el

signo de la integral, se tiene que

(7tPs(t7 ;U) = 8t (J 627rix-§ 6(27T)S|£|Std§)

_ J 6615 (62m':c~f e—(2w>5|&\5t> i
o

= [ —tamp g e e
Rn
En consecuencia,
QP (t ) = (=(@m)7 | e ) (o), (412)

lo cual esta bien definido pues para todo t > 0, la funcién dada por la expresion
—(27)* |-|* =@ pertenece a L'(R™). Asi, Py(-, z) es diferenciable y continua en tiem-
po.

Ahora, veamos que 0;P,(t, x) es continua para todo ¢t > 0 fijo. En efecto, sea 7 > 0.

Estudiemos la cantidad

f (2m)° |¢|" e 67(2”)S|£‘Std§ — (27)% €] e2mime 6(2w)8|g~67d£’

]Rn

f (27‘(‘)5 ’5‘8 627’rix~§ (e_(27r)5|£|st _ 6_(271_)5‘&'57—) dg‘
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—Plelt _ —(2m)%lelr

<| corier e

1 =@kl (=)

= | emy gy e 3

Ahora, notemos que para todo t > 0,

€ e @It _ oIl a0 < gt m@m It

donde la funcién definida por £ € R” — 2 |¢|° e~ ™°lE" est4 en L'(R™). Entonces, hacien-
do 7 — t, por el teorema de convergencia dominada de Lebesgue y la continuidad de la

funcién exponencial, se sigue que

J (2m) €[ e CrVIErt | — omCrrler 0| ge

Por lo tanto, Ps(+, x) es una funcién de clase € (]0, +o0|). O

Ahora, para t > 0 fijo, estudiemos la regularidad de P; en variable de espacio.

Proposicién 4.3. Sea o = 0, entonces se tiene que Py(t,-) € H°(R™) para todo t > 0.

DEMOSTRACION. Notemos que Py(t,-) € #'(R™) para todo t > 0y todo 0 < s < 2.

Luego,

1P,(t, )30 = f (1+ €))7 | Pt 5)‘2515 - f (1 + €))7 e-2@m’lel e
Rn R™

) fl | (1+[¢[*)" em2em el g + f (1+ |€])7 2 Il ege,
gl<t

1€]>1
para todo ¢t > 0.

Estudiemos por separado las dos ultimas integrales. Si [£| < 1 y puesto que o > 0,

tenemos la siguiente estimacion: (1 + [¢ |2)J < 27, de este modo

J | (1+ [¢])7 e 2@kl ge < 20J e 2@l e < 4o,
&1

l€l<1
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(2m)

L L4 — s Ld . .
pues la funcién dada por la expresion e *I€1" 6 una funcién continua en variable

de Fourier para todo t > 0.

Por otro lado, cuando [¢| > 1 tenemos que (1 + |§\2)U < (2 |£\2)G, de este modo

J | (14 [*)" em2Em et ae < 27 f €7 e~ 2m el g < 4o,
&|>1

l§1>1

pues la funcién dada por la expresién |£]*7 e=@™IE* pertenece a L'(R™), para todo

oeR.

4

En este momento, vale la pena considerar la siguiente inyeccién de Sobolev, pues
como veremos en la Corolario 4.1, nos permitird mejorar las propiedades de regularidad

de P4(t,-), para todo t > 0.

Observacién 4.4. Cuando o > n/2 se tiene la inclusion H°(R") < L*(R™) n €(R").

La prueba de este resultado puede ser revisado en el Teorema 1.66 (pagina 44) de

Bahouri et al. (2011).

Por lo tanto, gracias a la observacion anterior tenemos el siguiente resultado.

COROLARIO 4.1. Sea 0 < s < 2, entonces para todo t > 0 fijo, la funcién Ps(t,-) es

una funcion de clase €*(R™).

DEMOSTRACION. Sea t > 0 fijo, por la Proposicién 4.3 sabemos que P(t,-) € H?(R")
para todo ¢ = 0, asi, para todo multi-indice a € N" se tiene que 0*P,(t,-) € Ho~1ol(R™),
para todo ¢ > 0. En particular, 0%Ps(t,-) € H°l°l(R"), para ¢ > |a| + 7/2, es decir,

o — |a| > m/2. Entonces, gracias a la Observacién 4.4 podemos concluir que 0*Px(t,-) €
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L*(R™) n €(R") y como el multi-indice o € N™ es arbitrario, obtenemos que en efecto la

funcién P(t,-) es una funcién de clase €*(R") en variable de espacio. O

Una vez revisadas las propiedades de regularidad de Py, tanto en variable espacial

como en variable temporal, procedemos a verificar que P; satisface el problema (4.8).

Proposicion 4.4. Sea 0 < s < 2. La funcion P, verifica la ecuacion:
O Py(t,z) + (=A)P(t,z) = 0,

para todot > 0 y todo x € R".

DEMOSTRACION. De la ecuacion (4.12) de la pagina 103, sabemos que para 0 < s < 2,

0P, (t, ) = — ((%)sy P el lst)V(x). (4.13)

Por otro lado, calculado la transformada de Fourier en variable espacial de (—A)7?Py(t, -)

tenemos:

[(~A)=Py(t, )] () = @n) " Po(t,€) = @m) el e 0T,

para todo t > 0 y £ € R". Finalmente, tomando transformada de Fourier inversa en

variable espacial en la ecuacion anterior, se sigue que
(~A)2P(t ) = (2 [ e CII1) (), (4.14)
Asi, de (4.13) y (4.14) se sigue el resultado. O

Adicionalmente, es necesario verificar que esta solucion satisface la condicion inicial

Py(0,-) = .

Proposiciéon 4.5. Sea 0 < s < 2. Se tiene

lim Py(t,-) =y, en ' (R").



DEMOSTRACION. Sea ¢ € .(R™). Por la Definicién 1.13 de la pagina 42, tenemos

(Py(t, ), ) = <<6—<2w>8|-\5t> - 90> _ <e—<2w>3|~\5t, ¢>,

de donde, gracias al teorema de convergencia dominada de Lebesgue se sigue que

Yo (Pt ) = [l OO ot = [ Blade = (15 = o)
—> Rn i Rn
como se queria. Il

De acuerdo a la Observacién 4.3 (pagina 102) sabemos que, en general, P; no tiene una
formulacién explicita en variable espacial, por lo que nuestro interés ahora sera establecer
una caracterizacion de P, a través de la cual podamos deducir Py(t,-) € L'(R"™), para

0<s<?2.
Observacion 4.5. Sea 0 < s < 2. Para todot > 0 y para todo x € R", se tiene
L (1, tl/a:) .
En efecto, sean t > 0 y x € R™. Entonces escribimos
Py(t, ) = (e_(%)s"lst) T(x).

Luego, reescribiendo el lado derecho de la ecuacién anterior como una dilatacién (en

tiempo) y usando el numeral 4 de la Proposicién 1.13 (pagina 45), tenemos que:

s s 1 s x 1 x
=) () = —(2m)* | M) = — (e @07 S =
(e ) (z) <<e )tl/s> (z) {7/ (e ) (ﬂs) £/ E (1’ tl/s) ’

como se queria.

Consecuentemente, revisemos el siguiente resultado en el que se establece Py(t,-) €

L'(R™), para 0 < s < 2.
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Proposiciéon 4.6. Sea 0 < s < 2. Entonces, existe una constante ¢ > 0 tal que para

todot >0

1P ()| ey < €

DEMOSTRACION. Sea t > 0 fijo. Por la Observacién 4.5 sabemos que

1 1
Jn |Py(t,x)| de = J]Rn WPS (1, tl/gx>

1
Ahora, haciendo el cambio de variable y = tl—/x en la integral del lado derecho de la

dx.

identidad anterior, tenemos:

f |Ps<t,x>|dx=f P, (1, )| dy,

asi, tomando ¢ = f |P; (1,y)| dy, donde ¢ es una cantidad finita e independiente de
R’VL

t > 0. En efecto, por el Teorema 1.1. de Cabré y Roquejoffre (2013) sabemos que para

M > 0 suficientemente grande existe C' > 0, de modo que se verifica la siguiente relacion:

P,(1,z) = C|z|""" para todo |z| > M. En consecuencia,

f ugL@mx:f uyL@mx+f (1, 7)| da
n lz|<M

|z|>M

:J ygu@nm+f C 2|~ da.
jal<M

|x|>M

Luego, puesto que P;(1,-) es una funcién de clase € (R™), se sigue que

f |Ps(1,x)| dx < +00.
jal<M

Por otro lado, estudiemos la integral f C \x\f(ms) dx. Aqui, conviene cambiar esta
|z|>M

integral a coordenadas radiales, de donde

+00 M—5
f Cp=tVdp = C < +o0.
M S
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Una vez estudiadas las principales propiedades de la solucién fundamental P, las
cuales seran de gran utilidad en lo que resta de este capitulo y, sin perder de vista que
nuestro proposito ahora es construir las soluciones mild del problema de Cauchy para
la ecuacion del calor fraccionaria a partir de la solucion fundamental P;, volvamos al
problema (4.7), pero esta vez suponiendo que los datos ug y f son funciones en la clase
de Schwartz y que existe u suficientemente regular y con decrecimiento rapido tal que

verifica esta ecuacion.

Asi, procederemos a realizar estimaciones a priori, teniendo en mente que estos calcu-
los no son rigurosos, sino mas bien son formales, en el sentido de que estamos asumiendo
un escenario general en el que todos los elementos del problema dado en (4.7) son su-
ficientemente regulares y suficientemente integrables. La motivacion de estos calculos es
que nos proporcionaran informacién valiosa sobre la estructura de las soluciones mild del

problema (4.7) y sobre el espacio funcional donde debemos construir dichas soluciones.

Entonces, tomando nuevamente la transformada de Fourier, en variable de espacio, en
el problema (4.7), obtenemos para todo £ € R" la siguiente ecuacién diferencial ordinaria
(en tiempo) a valor inicial:

S0(,) + (@n)* [ 2. ) = Fl1,6), (1.9 € 10.T] <R,

u(0,8) = (&), &£eR™,

donde su solucién se puede escribir como sigue:

t

—~ ~

at,€) = Po(t.&) @l€) + f Bt — 1.6 J(r.€) dr.

0

Finalmente, tomando transformada de Fourier inversa en variable de espacio, podemos
concluir que la solucién u se escribe a priori como:

t

wum=(a@»*mxw+f<a@—ao*fmdxwdn

0

109



para todo t > 0 y x € R™. Esta expresion es conocida como formula de Duhamel.

Definicién 4.2 (Solucién mild). Sea 0 < s < 2. Llamaremos solucion mild del
problema de Cauchy para la ecuacion del calor fraccionaria a toda funcion u tal que

pueda ETpresarse comao:

t

u(t,x) = (Ps(t, ) = uo)(x) + J (Ps(t —7,) = f(T, ))(:13) dr, (4.15)

0

para todo t > 0 y todo x € R™, donde la funcion P, estd dada en la Definicion 4.1 de

la pagina 102.

La idea ahora es determinar el espacio funcional en el cual construiremos de manera
rigurosa las soluciones mild del problema (4.7) de la pagina 100. Este espacio funcional

es conocido como espacio de energia.

2.1. Espacio de Energia

Para hallar el espacio de energia procedemos como sigue: multiplicamos puntualmente
la ecuacion dyu(t, z) + (—A)7*u(t,z) = f(t, ) por la solucién u(z,t) e integramos sobre

R™. Asi,

owu(t, z) u(t,z) dx +J (=A)u(t,z) u(t,z) de = . ft,x)u(t,z) de.  (4.16)

n

Rn
Ahora, estudiemos por separado cada uno de los términos de la identidad anterior.

Notemos primero que gracias a la identidad ¢; (u?(t,z)) = 2u(t, z) dwu(t,x) y al teo-
rema de derivaciéon bajo el signo de la integral tenemos:
1 2
oru(t,x) u(t, ) doe = 3 o (u*(t,z)) do

RTL
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1d [,
ST Rnu (t,x) dz,

entonces,

1d
| auutt.) ute. ) do = 35 e N - (4.17)

Por otro lado, usando la relacién de Parseval dado en la Proposicién 1.10 (pagina 30), se

sigue que para todo t > 0:

| oy utta) uta) do = [ [0 ul )] e €) de

n

_ f (2m)° ¢t €) a(t.€) dg

- [ ot o

Pat,€) de,

§

y volviendo a la variable de espacio tenemos:

Jn(—A)S/Zu(t,:E) u(t,x) doe = J (=) 'u(t, ) (—A)u(t,z) do

= |‘(_A)g/4u(t7 .)HiZ(R") )
de este modo

Jn(—A)Shu(t,:E) u(t,z) de = ||u(t, -)HJ%IS/Z(RH) : (4.18)

Luego, usando las ecuaciones (4.17) y (4.18), podemos reescribir la ecuacién (4.16)

como:
d 2 2
7 u(t, N re@ny + 2 |[ult, ) goegn) =2 . f(t,z) u(t, z) dz. (4.19)

Integrando esta tltima identidad en variable de tiempo sobre el intervalo [0, ], con

t < T se tiene

t d t t
|| 2l By dr 2 | lutr M iongenydr =2 || f(riz) utr,o) dor,
T 0 0 Jrn

0
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de donde, por el teorema fundamental del calculo se sigue que

t
ot ey = 1900 +2 [ e dr =2 [ [ 7:0) utr) dar,

0 JR®

asi,

ot ey +2 [ Nt

yrmqany 47 = [[tol gy +2J f(.2) ul(r, z) dadr.

(4.20)

La identidad dada en la ecuacién (4.20) se conoce como igualdad de energia y nos
proporciona informacién importante sobre los espacios funcionales donde debemos consi-

derar los datos ug y f, v el espacio funcional natural donde debemos construir la solucion

mild del problema (4.7).

En efecto, como el primer término del lado derecho de (4.20) es la cantidad |[uol|%. (R")

es natural suponer que el dato inicial ug verifica uy € L*(R").

Por otro lado, como ||u(t, ')||2L2(1Rn) es una cantidad positiva, de (4.20) tenemos:

2 [ Jutr

y tomando el limite cuando t — T' se tiene

t
) Zomqa r<||uo||iz<w>+2f f f(r,2) ulr,z) dedr.
0 JR®

T T
2 j ||u<7,->||§-m<mdr<||uO||iz<Rn>+2f f J(r,2) u(r,x) dedr.
0 0 R™

De esta ultima desigualdad podemos deducir que la solucién u debe verificar

we L*(0,T, H*(R")),
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pues esto permite dar sentido a la cantidad
' 2
[, e ey

Ademaés, de la Proposicion 3.11 (pagina 94), sabemos que el dual topolégico del espacio

HY2(R") es el espacio H~7?(R") para todo |s| < n/2, y asf, podemos escribir

T T
J . f(r,2) u(r, x) dedr = f ), ulr, ')>H—5/2(R")><H5/2(R") dr
o Jrr 0

T
< j £ M gy (7, )

Hs/g (Rn) dT,

y adicionalmente, usando la desigualdad de Cauchy-Schwarz en variable temporal,

obtenemos la siguiente relacion:

T T , 12 T
[ ] #re) ro) dedr < (10 ) ([ Nt

1/2
2

(4.21)

Asi, vemos que una hipétesis natural es que el dato f € L? (0, T,H" (R”))

Luego, reemplazando la desigualdad (4.21) en la identidad (4.20) se sigue para todo

te[0,7T]

T
e M Eagery +2 | ) e
T Y2, 12
< luolfEaoy + 2 ([ 1By @) ([ 17 M @)

y en consecuencia,

T 1/2 T /2
2 2 2 2
\ru<t,->|rLz<Rn><r\uo\rL2<Rn)+2(L |rf<7,->ug_sp(w7) (j Hu(n-)\mwmm) |

de donde, al tomar el supremo en variable temporal sobre el intervalo [0, 7] se tiene

T V2, o1 12
sup. {13 ery < ol ery +2 [ 1By gy ) ([ gy )

te[0,T7]
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es decir, la solucién de (4.7), ademés debe verificar

we L*(0,T, L*(R™)).

Ya establecidas las condiciones naturales requeridas sobre los datos y la solucién del
problema (4.7), podemos dar la siguiente definicién:
Definicién 4.3. Al espacio L (0,T, L*(R™)) n L*(0,T, HS/Q(]R”)), donde se quiere

construir la soluciéon mild de (4.7) se lo denomina espacio de energia.

Observemos ademds que para construir una solucién mild de (4.7) en el espacio de
energia definido antes y, de acuerdo a la informacion obtenida de las estimaciones a

priori, debemos considerar las siguientes hipétesis sobre los datos del problema (4.7):
upe LAR™) vy feL*(0,T,H*R").

3. Existencia y unicidad de soluciones mild en los espacios de Sobolev

fraccionarios

Gracias a lo hecho en la Seccién 2 de este capitulo, tenemos una idea mas clara de los
espacios funcionales naturales donde debemos considerar cada uno de los datos y donde
debemos construir la solucidn mild de la ecuacién del calor fraccionaria (4.7). Asi, ya
podemos enunciar un resultado de existencia y unicidad de la solucion mild para este
problema.

TEOREMA 4.1 (Existencia y unicidad de la soluciéon mild en el espacio de energia).
SeanneN tal quen >2,0<s<2y0<T < +0w. Sean, también, uy € L*(R™) un

dato inicial, y f € L*(0,T, H_S/Q(R")). Eziste una dnica funcion

we L?(0,T, L*(R")) n L*(0,T, H*(R™)), (4.22)
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que es solucién mild (dada como en la Definicion 4.2 (pdgina 110)) de la ecuacion
del calor fraccionaria (4.7), y que ademds, para todo t € [0,T] verifica la igualdad de

energia:

¢
2 2 2
[Jut, ')||L2(R") + 2J [|u(r, ')||HS/2(]Rn) dr = ||u0||L2(R”)
0

t
9 f (P, 0T ) gy oo oy A7 (4.23)

Para mostrar el Teorema 4.1, antes introduciremos un resultado bastante 1til dentro
del analisis funcional y las ecuaciones diferenciales parciales conocido como: teorema de

punto fijo de Picard, que nos permite concluir la existencia y unicidad de soluciones mild.

TEOREMA 4.2 (Teorema de punto fijo de Picard). Sean (E,|| - ||5) un espacio de
Banach, Uye E y B: E x E — E una forma bilineal y continua, es decir, existe una

constante C'g > 0 tal que para todo u,v € E se tiene
1B(u, )|l < Crllullg 0]l - (4.24)
Si ademds, se verifica la condicion:
ACH Ul < 1. (4.25)
entonces, existe u € E solucion del problema de punto fijo:
u = Uy + B(u,u), (4.26)

y, que ademds, es la tdnica solucidn de (4.26) en la bola Bg(0,2 ||Usl|5 )-

La demostracion de este resultado puede revisarse a detalle en el Apéndice D de la

pagina 146.

115



La idea de la demostracién del Teorema 4.1 es precisamente una aplicacién del Teo-

rema 4.2, pues si recordamos, la solucion mild para el problema (4.7) esta dado por:

t

MK@IWﬂ@fVu®@ﬁ+f(ﬂ@—ﬂ)*ﬂﬂ)ﬂ@dﬂ

0

la cual puede formularse como un problema de punto fijo abstracto.

Primero, consideremos el espacio de Banach
E=L*(0,T, L*(R") n L*(0, T, H*(R™)),

dotado de la norma

T
HW@=S®H-MWM+(LHW

te[0,T]

1/2
2

Ademés, consideremos

t

cmam=(au»*wxm+j<au—n»*ﬂavwwda

0

para todo t > 0 y para todo x € R”, y asumamos que
B(u,v) =0,

para todo u,v e E.

Notemos que hemos definido Uy como la solucion mild de la ecuacién (4.7), pues
esta formulacion mild depende tinicamente de los datos del problema y de la soluciéon
fundamental. Adicionalmente, como el problema (4.7) es una ecuacién lineal con respecto
a u, es suficiente considerar la forma bilineal B(-,-) = 0. Sin embargo, si el problema es
no lineal la forma bilineal B(-, -) no necesariamente debe ser nula. Dicho esto, pasemos a

mostrar la existencia y unicidad de la soluciéon mild.
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DEMOSTRACION DEL TEOREMA 4.1.
FEzistencia de la solucion mild de la ecuacion del calor fraccionaria (4.7).

Con Uy y B(,-) definidas arriba, verifiquemos las hipétesis del Teorema 4.2. Asi,

empecemos mostrando que Uy € E, es decir, ||Upl||p < +0.

En efecto, por definicion de la norma del espacio E tenemos:

t

Py(t, ) o + j Pyt —7,) f(7,") dr
. ( [

Asi, estudiemos por separado cada uno de los dos términos que aparecen sumados en

Wally = sup \
te[0,T7]

t 2

Py(t,-) = ug + Jo Pyt —7,) = f(r,-) dT

HS/Q (Rn

1/2
dt) L (4.27)
)

el lado derecho de la identidad anterior. Partamos analizando la cantidad:

t

Ps<t")*u0+f Ps(t_Ta')*f(T") dr

0

sup
te[0,T]

L2(Rn)

< sup ||P5(t, ) s u0||L2(Rn) + sup
1e[0.7] te[0,7]

Jt Pt —1,) = f(7,-) dr

0

L2(R™) .

Ahora, sea 0 < t < T fijo, hagamos estimaciones para cada uno de los términos que

aparecen en el lado derecho de la desigualdad anterior.

Por un lado, de las desigualdades de Young en variable de espacio, se sigue que

[1P:(E, ) * woll L2y < [1Ps(E, )] L1y [0 | 2y -

Luego, por la Proposicion 4.6 (pagina 108) tenemos que existe ¢ > 0, independiente

del tiempo, tal que

[1Ps(t, ) * ol | p2mny < ¢ luoll p2mny
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en consecuencia,

sup || Ps(t, ) * o|| pagny < ¢|luol] 2@y < +00. (4.28)
te[0,T]

Por otro lado, puesto que (LZ(R”))/ = L?(R") tenemos que

= sup
LQ(R") ||SOHL2(]RTL)<1

f Py(t —71,) = f(1,-) dT

0

L. ( | (Pt — 1)+ 1) (@) dT> o() dal .

0

Entonces, notando por ﬁ’s la reflexién en variable espacial de P;, y para todo ¢ € L*(R")

tal que ||p||;. < 1, se sigue que

fRn U (Pu(t=7,7) * £(7,)) () dT) o) de

0

r

Pt=rie = i) dy) dr) ola) do

J ]Rn

r

[RAGREREG da:) £(ry) dy) 0

(

(. (
[ ([ ([ 2ttt =oppto) ) sy ) a

(. (

P,

JR™

r

~

Pt 7oy~ 0)pla) de) f(r0) dy) dr

JRrn

dr,

JRn (Ns(t — T 90) W) f (1, y)dy

Adicionalmente, por la Proposicion 3.11 (pagina 94), el espacio dual de H? (R™) es el

espacio H~7*(R"), para todo s < n, entonces requerimos que n = 2, y en consecuencia

| (Bte=re0) sy

<|

Pt —7) x|

HY2(Rn) £ M-y

e integrando en tiempo de 0 a t, tenemos

t
7 < | Bt = 7 ]| 19y
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Ahora, usando la desigualdad de Cauchy-Schwarz en variable de tiempo en el lado

derecho de la desigualdad anterior, tenemos

R

(6= 7)o I lmn ey

EHS/2 (Rm)

12 ¢ ) 1
H42(R") ) (L ||f(7'a ')||H—S/2(Rn) dT)
2 1/2 T 1
St —T,) = 80) A(f)‘ d£> dT) (J || (T, .)||§.{_S/2 dr)
0

REG df) df> ) ([ 15607 -
f (f ez ) ae) ([Tt ar)

Luego, tomando ( = t — 7 en el primer término del lado derecho de la desigualdad

.W)

7,)

anterior, se sigue que

([ o ([ i eerecac) ae ) ([ 176y 1/2
(Jn 12(9) <L+°O |€!s€—2<27r)s|sscdc) d§)1/2 (LT||f(r,~)||§-{3/2 d¢)1/2
e[, eoras) ([ e W)W

T 72
2
Nl ([} 167 Moy )

N

y puesto que [[¢]| 2 gny < 1, se sigue que

T 1/2
‘ <[ I Nmar)

0

¢
f Pt —7,) = f(7,-) dr

12(mn)
Asi,

fPS@—T,.) c f(r) dr

0

sup
te[0,T]

T 12
<c (J || f (T, -)HiI_S/Q dT) < +00. (4.29)
L2(Rm) 0
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T Y2
Ahora, estudiemos el término <J HUOHES/Q(R”) dt) . Entonces tenemos que
0

T t 2 1/2
[ [pios [2iensioad
° 0 H2(Rm)
T /2 T " 9 12
<e(f) 1P vl ) *(J | Rt =ryes(e ar dt) |
0 0 0 HS/Q(]R")

Procedamos a realizar estimaciones para cada uno de los términos que aparecen en el

lado derecho de esta ultima desigualdad.

Asi, notemos que

T ) 1/2
(L ||Ps(ta ) * uO||HS/2(Rn) dt)

r Y2
[t v pas) ar)

(
([

(

(

2 /2
P(1,€) (©) df) dt)

r

[€1°
Rn

s S 2 1/2
e~ (2m)7IElt ao(f)‘ df) dt)

r

JRn

T 12
[ Jau(e)? ( f f!Se““‘”f'ﬁstdt) df)
Rn 0

0 12
[ ‘ao(£>|2 (J"F ‘5’8 62(27T)S|£Stdt> dé‘) ,

0

~T 1/2
- G au(e) de ) )
Jo
¥

Rn

de donde se tiene que

([ e+

Por otro lado, estudiemos la cantidad

T 2 72
j at
0 H¥2(R7)
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_ fOT f & (L Pt — )= fr) dT)A(Q
_ j;T Jn 1" JLH e~ 2miag (Lt (Py(t —7,-) = f(1,°)) (x) dr) s 2d§) dt) 12
— J;T Jn €I° JE <J ) e (Pt —1,-) * f(7,)) () dx) . 2 dg) dt) 12
Qdﬁ) dt) -
2 o

df) dt) ,

L] e s o
entonces

(I

N

N

o f (¢ —7.6) Fr.€) dr

2 Y2
dt
HS2 (R™)

9/2J )*[€1°( J?( ) dr

f Pt —7,-) = f(r,”) dr

(1

Pero, para todo £ € R” fijo, tenemos que

2 /2
d§> dt) L (431)

~

fe @mIEFE=) £(7 &)dr :J Lo oo (1)) 10 (7) F(r, €)dr
R

0

= (o ote™ O w1y F(,0)) (1), (4.32)

donde el simbolo x denota el producto en convoluciéon en variable temporal. Entonces,
tomando en la identidad anterior transformada de Fourier en tiempo, que en adelante

notaremos por .%;, se sigue que:

)

S

Lo,senf € CV O w101 F-6)) (1)

=% (]1[07+oo[ 6_(%)5@5(,)) (r) % (]1[0,t[ f(a f)) (7),

para todo r € R, donde r denota la variable de Fourier en tiempo.
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Luego, notemos que la funcién ¢ — ]l[o7+oo[(t)e_(2”)s|§‘st pertenece a L'(R), asi

-
F (1[07%[6—(2#)5\& <~)> (r) = | Lo sof(f) e 277 1E0 gt
R
(100
_ 6727rit-r€ft|£|sdt
I}
[+
_ 6—t(27rir+|§\s)dt
)
_ c
o 2mir + €]
con ¢ > 0. De este modo,
Fi (oot @180 w1y F46)) () = 5 F (Lo J,9) (1), (4.33)
’ ’ 2mir + [¢| ’

Entonces, reemplazando la identidad (4.32) en la ecuacién (4.31) y usando la identidad

de Plancherel (pagina 30) en variable de tiempo, tenemos

T 2 /2
[ "
0 H¥2(R™)

52 (1[07+ e —2m)%EPO) 1 0,4 f( 5)) (t )‘Qdf) dt) -

~ 1/2
v (1[0,+ o[ € —@mEC) 4 1 o4 £ f)) (t)rdf) dt)

1/2

Jt Pt —1,) = f(7,") dT

0

P (JP €177, (]1[01[ (1[o,+oo[ “EITO L F( f)))( )’2d£> dr)l/Q

(
( §
_ (P (J” €17 [0 (0) (]1[07+ o O R @)()‘ng) dt)
(
(

& [ﬁt (]l[O,T[) * Fy (1[O,+oo[ e” @I w g [0,¢] ]?( 5))] ( ))2 df) dr) 1/2-

Ahora, usando la ecuacién (4.33) en la tltima identidad tenemos
t
f Byt —7,)# f(r,7) dr

T 2 12
f dt
o IlJo H*/2(R")

< (JR <J ., €72 JR (M) F (o) (r —7) F (]l[O,t[ A('@) ir 2
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’5‘75/2 < ’£| > J\t (]l[o,T[) (7‘ — T) 5‘} <]1[o,t[ (a§)> (T)dT

2miT + |€|°
2 /2
df) d?”)

_5/2 Fi (Ljo.1p) * F (1[o,t[ A(wf))] (T)‘2d§> dr) "

Loy Lo F(- §>)<>)Qd§)dr)w,

_ ( JR ( L\m 2d§> dr) N

“(L (L.
<< (L(.
<< (L7

donde

S/QJ t 7‘ — T) ﬁt (]l[o,t[ (75)) (T)dT

clél®

)

la cual es una cantidad finita pues para todo £ € R" tenemos

C = sup (sup

geRm \ 7eR

clgl”
2mit + |€I° =

Luego, usando la identidad de Plancherel (pagina 30) en variable de tiempo, tenemos

T 2 /2
J dt
0 1172 ()

f: Pt —71,-)* f(7,) dT

([ ([ om0 Fo0] ac) )
_C U ( €| (t))zdg) dt) -
([ ([ [eo0f ) )"

entonces

T 2 /2 T ) 12
(J | dt) <0<J Hf(t,-)HH_S/Q(Rn)dt) . (4.34)
0 HE2(R™) 0

Volviendo a (4.27) de la pagina 117 y de las estimaciones (4.28), (4.29), (4.30) y (4.34)

Jtps(t—T,.) c f(r-) dr

0

tenemos:

T 12
2
W%m<chmhm@+<LHﬂhmwwwMQ ]
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+C

T 1/2
[|uol [ Lo rny + UO 1 (s -2 ey dt) ]

En consecuencia,

T 1/2
Dol < C [HUOHLQ(R") + (L 1 (s ) -2 gny dt) ] ; (4.35)

donde C' es una constante positiva.

De otra parte, recordemos que hemos definido B(u,v) = 0 para todo u,v € E. Asi,

para toda constante C'z > 0 se verifica la desigualdad (4.24) de la pagina 115.

Ahora, queremos verificar la condicién (4.25) de la pagina 115 y para ello vamos a

tomar

1
T 27
||u0||L2(R”)+<J ||f(t,')||§'{sxz(w)dt) ]
0

Luego, de la desigualdad (4.35) tenemos

T 2
1
4CB HUOHE < 4CB [C (HuOHLQ(R”) + (JO Hf(t, '>H§I_S/2(R”) dt) )] = 5 < 1.

De este modo, por el Teorema 4.2, existe u € L (0, T, L*(R")) n L*(0, T, HS/Q(R"))

Cp =

8C

solucion de la ecuacion de punto fijo

t

u= U+ B(u,u) = (Ps(t,-) *uo) (z) + fo (Ps(t —7,-) = f(7,°)) (2) dr,

que, ademads, es tnica en la bola Bg (0, 2 HUOHE).

Unicidad de la solucion mild de la ecuacion del calor fraccionaria (4.7):

Notemos que de momento solo tenemos unicidad de la solucién sobre Bg (0,2 ||Us|| ) -

Asi, supongamos que existe otra soluciéon mild v € E del problema (4.7) con los mismos
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datos ug y f. Entonces, por la Definicién 4.2 (Solucién mild) de la pagina 110 podemos

escribir:

t

v(t,x) = (Ps(t, ) x uo) (x) + J (Ps(t —7,) = f(T, ))(x) dr,

0

que al igual que la solucién u, estd dada tinicamente en términos de la solucién fun-
damental P;, y de los datos ug y f. Asi, tenemos la unicidad de la soluciéon mild u en

todo el espacio de energfa L% (0, T, L*(R")) n L*(0, T, HS/Q(]R")).

La solucion mild verifica la ecuacion del calor fraccionaria (4.7) (en el sentido de las

distribuciones temperadas):

Mostremos que la solucion mild u, satisface para todo ¢ € . (R x R") la siguiente

relaciéon:
O, ) + {(=A)Pu, ) = (f, ¢). (4.36)

En efecto, sea ¢ € /(R x R™), entonces

t

Gy = [ [ a] (P )@+ |

. (Ps(t —7,) = f(7,")) (x) dT](p(t, x)dtdzx

_ j ) fR [(&tPS(t, )+ o) (z) + & ( f (Bal) P ) 5 £ ) (@) dT)]cp(t,m)dtdx

0
t

[ [ [@reo wy@ o (e [ e an) @) oo,

de donde

ooy = [ [ |@re) @+ (an) [ R sn ar) @

0
+ <Ps(t, \) 0 <J0t Py(—71,+) = f(7,") d7>> (m)} o(t, x)dtdz, (4.37)
paratodo 0 <t <Ty x e R™

Ademés, de la Proposicién 4.4 (pagina 106) sabemos que 0, P;(t, 2) = —(—A)72P,(t, x),

y usando esta identidad en el lado derecho de la ecuacion (4.37) tenemos:
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@y = || [(-a R cw) @)

+(Pu(t,) (Po(=t,) = f(t,)) ) (2)] o(t, 2)dtda,

entonces,

ff 1) = ) ()

N ( f (Pt =7 1(7)) (@) ) @) + f<t,a:>] ot )t

jn JR [_ (—a)" ( ) * uo) f Ps( 7, ) dT) (z) + f(t,x)}p(t,x)dtda:

LJR[ u(t,z) + f(L, x)] (t, z)dtdx

- <—<—A>S/2u + 5,0,

paratodo 0 <t < Ty x e R".

Resta verificar que la solucién mild u satisface la condicién inicial u(0,-) = ug. Para

ello mostremos que se tiene:

lim u(t, ) = ug, en ' (R").

t—0+t

Sea 1) € .(R™), entonces gracias al teorema de convergencia dominada de Lebesgue

y a la Proposicion 4.5 (pagina 106), para todo ¢t > 0, se sigue que

t

i Cutt, > =t [ [0+ o) @)+

t—0+ t—0+ 0

(Pt =72 F(r.) (@) dr | wloo
- L lim [(Ps(t, ) = up) () + Jt (Py(t—7,°) * f(7,)) () dT] () dz

n t—07F 0

= <50 * UQ, ¢> = <U0, ¢>-

126



Notemos que al verificarse u € L*(0,T, L*(R")) n L*(0, T, H2(R™)), entonces para

todon =2y todo 0 <t < T se sigue que
oue L2(0,T, H*R") vy (=A)"ue L*0,T, H*R").

En efecto, como u € L? (0, T, HS/Q(R”)), por la Proposicién 3.10 (pagina 94) se tiene

que (—A)7"ue L2(0,T, H_5/2(]R")). Luego, de la ecuacién (4.36) sabemos que
o = f — (—A) 7, en ' (R"),

y puesto que f € L2 (O, T, H _3/2(R")), entonces podemos concluir que el término dyu ve-

rifica dyu € L2(0,T, H=*(R™)).

lgualdad de energia:

Al inicio de la subseccién 2.1 (pagina 110) de este capitulo, se realizé una serie de
estimaciones a priori, suponiendo suficiente regularidad e integrabilidad sobre los datos

uo y f hasta obtener la ecuacién (4.20) de la pagina 112:

lu, mpwl+2fuu

[ |wmwwj f(r.2) u(r.z) dedr

Ahora, puesto que por hipétesis ug € L*(R") y f € L*(0,T, H ~2(R")), siguiendo las
mismas lineas hechas en la subseccién 2.1 (pagina 110), podemos obtener la misma iden-
tidad dada arriba. Si ademas, usamos la dualidad entre los espacios H7?(R™) y H~72(R")

dada en la Proposicién 3.11 (pagina 94), se sigue que:

Hs/g (R") dT

t
2 2
rwwomAW)+2L|mn»

t
2
= HUOHL?(R") + QL ) ulr, ')>H*S/2(R”)><HS/2(R") dr.
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La hipotesis n > 2 es necesaria pues en la demostracion hemos usado el resultado de
dualidad entre los espacios H7*(R™) y H~¥2(R") dado en la Proposicién 3.11 (pagina 94),

el cual requiere esta condicion.

4. Regularidad maximal de las soluciones mild

El objetivo principal de esta seccion es estudiar la regularidad en variable de espacio

de la solucion mild u en el marco de los espacios de Sobolev fraccionarios.

Recodemos que en el Teorema 4.1 (pdgina 114), a partir de los datos ug € L*(R"™) y
fel? (O, T, H_S/Q(R")), la solucién mild verifica u € L? (0, T, HS/Q(R")), y entonces para
casi todo tiempo t € [0,T] se tiene que u(t,-) € HS/Q(R"), lo que nos da una primera

informacion sobre la regularidad en variable de espacio de la solucién w.

Con el proximo resultado, dada wu la solucion mild del problema de Cauchy para la
ecuacion del calor fraccionaria (4.7), vamos a determinar cudl es su ganancia mazimal de

regularidad (en variable de tiempo) en el marco de los espacios de Sobolev homogéneos.

TEOREMA 4.3 (Regularidad maximal de las soluciones mild). Sean 0 < T <
+0, 0 < s <2yneN ta que n = 2. Sean uy € L*(R™) un dato inicial, f €
L*(0,T, H-"*(R")) y

/
u(t,z) = (Py(t,-) * uo) (z) + fo (Ps(t —7,7) = f(1,")) (2) dr,

la solucién mild de la ecuacion del calor fraccionaria (4.7) obtenida en el Teorema 4.1,

que verifica we L*(0,T, L*(R™)) n L*(0, T, HS/Q(]R”)).

1. Si el dato inicial ug verifica ademds ug € H*'(R™), con s; € R, entonces para

todo s, = 81 tenemos

(52751) s

sup ¢

Py(t, ) = u0||H~92(R”) S ¢ ||u0||H~91(Rn) : (4.38)
t€]0,T']
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2. Si la fuente exterior f verifica ademds [ € LZ(O,T, Hsl(R”)), con s; € R,
entonces para So = s1+ 8, donde s es el orden de homogeneidad del laplaciano

fraccionario, se tiene que
JT
0

Como se indicé, el objetivo de este teorema es estudiar la ganancia maximal de regu-

2

Jt Pt —7,-)* f(7,") dr

0

T
it < C JD 17t ooy . (4.39)
)

HSQ (Rn

laridad que puede tener la solucién mild u a partir de una regularidad inicial (en variable

de espacio) de los datos ug y f en el espacio H*'(R"), con s; € R.
Recordemos que la solucion mild u se escribe como la suma de dos términos:

t

u(t,z) = (Ps(t, K uo)(:c) + f (Ps(t —7,) = f(T, ))(:c) dr.

0

Asi, en el primer punto del teorema anterior estudiamos la regularidad (en variable de
espacio) del término Py(t, ) = ug, pues en la estimacién (4.38) vemos que a partir de la
informacion ug € H*' (R™) obtenemos que Py(t, ) * ug € H*(R™), donde s, es cualquier
ntimero real mayor o igual que s;. Este hecho nos permite concluir que Pj(t,-) = ug es tan

regular como se desea.

Observacién 4.6. Para todo tiempo t > 0, el término Ps(t,-) * ug € €*(R").

En efecto, para ug € H* (R™), con s1 € R, por la estimacién (4.38) dada en el primer
numeral del teorema anterior podemos concluir que para todo 0 < t < T se tiene:

Py(t, )= upe () H>(R"). (4.40)

§22281

Ademds, de la Proposicion 4.6 (pdgina 108) sabemos que Pi(t, ) € L'(R™), para todo

t > 0, y por hipdtesis también se tiene que uy € L*(R™), entonces por las desigualdades
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de Young se sigue que

Py(t,-) * ug € L*(R™). (4.41)

Recordemos que para s > 0 se verifica H*(R") = H*(R") n L2(R™). En consecuencia,

de (4.40) y (4.41) tenemos que

Pt,)xupe ()  H™2(R").

so=méx{s1,0}

Ahora, de la Proposicién 3.3 (pagina 80) tenemos que H*2*(R") < L?(R") para todo

s9 > 0. Por lo tanto,

Py(t, )= uge () H*(R"). (4.42)

s2=0

A partir de (4.42) y procediendo como en la demostracién del Corolario 4.1 (pagina

105) concluimos que Py(t, ) = ug € €*(R"), para todo tiempo ¢ > 0.

Por otro lado, en el segundo punto del teorema anterior se estudia la regularidad (en
t

variable de espacio) del término J Py(t — 7,-) = f(7,-) dr. Precisamente, si observamos
0

la estimacion (4.39) tenemos que a partir de la informacién f € L*(0, T, H *1) el término

t
f P(t—7,-)= f(r,:) dT € H*?, con s3 = s1 + s, lo que significa que existe una restriccion
0

en la ganancia de regularidad. En efecto, recodemos que para el término Py(t,-) = ug se

tiene una ganancia de regularidad donde el pardmetro s, € R es cualquiera que verifica
t

S9 = §1, mientras que para el término J Py(t —7,-) = f(7,-) dr esta ganancia viene dada
0

por Ssp = s1 + S.

La limitacion en la ganancia de regularidad del término aqui arriba reposa esencialmente

en el hecho de que la constante C' > 0 que aparece en la estimacién (4.39) esta dada por
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la expresion

cle

2miv + [€]°

)] , (i

Finalmente, dado que la soluciéon mild estd compuesta por estos dos términos vemos

C = [sup ( sup
&eR™ \ ve[0,T]

la cual es una cantidad finita solamente si s, = s1 + s.

que su ganancia mazimal de regularidad esta limitada por la regularidad maximal del

segundo término.

La idea de la préxima demostracién es utilizar de manera conveniente una doble

transformada de Fourier: en variable de espacio y en variable de tiempo.

DEMOSTRACION DEL TEOREMA 4.3. Sean s;,s, € Ryt > 0 fijo.

1. Supongamos que s, = s1, entonces

r

[Pt ) # ol [Gpeagny = | €7 (Pt ) = uo) (€)[* d&

JR™
"

= | e

JR?

— 2 . 9
P(t,9)| (6P de

_ i ‘5’2(52—81) 672(27T)S|§|St

JR

< sup (Jefen em2enrisie) [ e (o) de

£eR”

&1 o (€)]? dé

Ahora, tomando z = t7°¢ se sigue que

UO|

1/2
2(s2—s — )5 2|° —(s2—s1)/s
Hps(t, ) *UOHHSQ(RTL) < [S;ﬁgpn <‘z’ (s2 1)6 2(2m)° 2| )] t (s2—s1) o1 (RR) »

donde,

1/2
[Sup (!z\%z’sl) e )} < 400,

zeR™

gracias al decrecimiento rapido de la funcién exponencial y a que s > s;.
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2. Por otro lado, de la identidad de Plancherel (pagina 30) en variable de tiempo,

tenemos que

2

dt

LT Hs2(R")
= LT < . €1 Uot Pu(t =7,) = f(7,°) dT>A(€) 2d5) dt

T A~
< f ( £ f Los((7) 1o (7) Bolt = 7€) F(r,€) dr
0 R™ R

f: Pt —7,) = f(7,") dr

2d§> dt
< 1 ([t (o) « (0 0.0)) o )

< i (L7 o)+ (7 (i 9) 2 (1)) o o)

Entonces,

2

Jot Pt —1,")* f(7,") dT

dt

T
JO Hs2(R")
251 |€|32781 o o ~
<L UJ (w) 7 (tom) (v =) (10af(.6)) ()

<C N s (JP JR Fi (L) (v—1) F (ﬂ[o,t] (',5)) (v)dv

R

<o e ([ [[# o) (o) |0 ar) de

<C| g (
Rn

JR

Nuevamente, usando la identidad de Plancherel (pagina 30) en variable de
tiempo, se sigue que

2

dt <C \5!281(“10T tf >€
He2(R") JR

st ~ 2
<o 1o ([ |feof ) ae

rT =R
<C ( | e f<t,5>\2df) dt,
JO Rn

[

Ltps(t—T,.> C f(r-) dr




donde

cle”

C = Bl o)
2miv + [€]°

>r<+w

Por lo tanto, para s, = s; + s tenemos que

[

sup | sup
¢eRm \ vel0,T]

siempre que S = §1 + S.

2

Jt Pt —71,-)* f(7,) dT

0

T
ﬁ<CJHﬂ
) 0

E52 (Rn
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Conclusiones

El objetivo principal de esta tesis fue el estudio del problema de Cauchy para la

ecuacion del calor fraccionaria:

duu(t,z) + (=A)Pu(t,x) = f(t,x), (t,z)e]0,T] x R",
(PF)

U(O,.T) = UO(x)a reR",

donde 0 < s < 2, 0 < T < +o. De manera més precisa, estudiamos la existencia y
unicidad de sus soluciones mild

t

u(t,z) = (Py(t,-) * uo) (z) + f (Ps(t —7,-) = f(7,°)) (2) dr, (4.44)

0

en el marco de los espacios de Sobolev (ver el Teorema 4.1 de la pagina 114) y adicio-
nalmente se traté de forma rigurosa la regularidad maximal de dichas soluciones (ver el
Teorema 4.3 de la pagina 128), de modo que este estudio pueda ser contrastado con el
resultado conocido para el caso clasico: regularidad mazimal del nicleo del calor (ver el

punto correspondiente a la regularidad maximal de las soluciones mild de la pagina 136).

Las conclusiones que se derivan del presente trabajo justamente hacen referencia a las
herramientas y métodos estudiados y aplicados para lograr los objetivos planteados, las

cuales presentamos a continuacion.

Herramientas de base

A lo largo del presente trabajo de titulacién se introdujeron y utilizaron algunas
herramientas clasicas del andlisis armonico como: la transformada de Fourier y los espacios

de Sobolev, ambas de gran relevancia en el estudio de las ecuaciones en derivadas parciales

134



pues por un lado la trasformada de Fourier de acuerdo al numeral 5. de la Proposicién 1.13
(pagina 45) nos permite dar sentido y tratar de manera sencilla la regularidad de una
distribucién temperada: si aplicamos la transformada de Fourier sobre la derivada de
orden |a| de una distribucién temperada, la operacion de derivacién es sustituida por la
multiplicacién por el polinomio (27i)“ en la variable £. Por otro lado, los espacios de
Sobolev miden la regularidad de las distribuciones temperadas y pueden caracterizarse
a través de la transformada de Fourier. Si ademéas recordamos que estamos tratando
el problema (PF) sobre todo el espacio R™, vemos que resulta natural emplear estas

herramientas del analisis armoénico para su estudio.

Notemos también que estas herramientas no son solo ttiles para la ecuacion del calor
(clasica o fraccionaria), sino que también nos permiten abordar diversas ecuaciones en
derivadas parciales como por ejemplo: la ecuacion de Poisson estudiada en la pagina 27,
la ecuacién de onda o las ecuaciones de Navier-Stokes (ver Lemarié-Rieusset (2016)),

siempre que estén definidas sobre todo R".

Buen planteamiento en el sentido de Hadamard

El Teorema 4.1 (pagina 114) corresponde a un resultado de existencia y unicidad de
las soluciones mild para el problema (PF), cuya demostracion aprovecha el hecho de que
la formulacién de estas soluciones, dada en la ecuacién (4.44), puede ser expresada como
un problema de punto fijo en el marco de los espacios de Sobolev, por lo que para construir
dichas soluciones se hizo uso del Teorema 4.2 (Teorema de punto fijo de Picard) de la
pagina 115. Mientras que la unicidad de estéds soluciones sobre todo el espacio de energia
L* (O, T, L2(R”)) n L? (O, T, H (R”)) se obtiene nuevamente gracias a la formulaciéon de
la soluciéon mild u, pues en el caso lineal esta se escribe tinicamente en funcién de la

solucion fundamental P, y los datos ug y f.
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El buen planteamiento de (PF) en el sentido de Hadamard se termina de verificar con
la dependencia continua de la solucion mild u con respecto a los datos ug y f establecida

por la igualdad de energia dada en la ecuacién (4.23) de la pagina 115.

Regularidad maximal de las soluciones mild

La mayor contribuciéon de este trabajo es el estudio de la regularidad maximal de
las soluciones mild para la ecuacién del calor fraccionaria, presentado en el Teorema 4.3
(pagina 128). Para la demostracién de este resultado se usé el hecho de que la solucién
mild u, dada como en la ecuacién (4.44) de la pagina 134, se escribe como la suma de dos
términos: en el primer término interviene el dato inicial uy, mientras que en el segundo
término interviene la fuente externa f. Esta la formulacion explicita de u nos permite

usar la transformada de Fourier para estudiar su regularidad en variable de espacio.

De manera més precisa, se verifico que a partir de la regularidad (medida en variable
de espacio) de los datos ug y f dada en el espacio de Sobolev homogéneo H *1(R™), con
s1 € R, la regularidad maximal que alcanza la solucién mild u de la ecuacion (4.44)
de la péagina 134, es de s; + s, donde s es el orden de homogeneidad del laplaciano
fraccionario. Esta limitacion en la regularidad es causada por la regularidad del término

correspondiente al dato f (ver la ecuaciéon (4.43) de la pagina 131).

Vemos también que esta tltima conclusion es coherente con el caso clasico, pues si
hacemos un breve contraste con el resultado de regularidad maximal del nticleo del calor
(ver Lemarié-Rieusset (2016)), se muestra que a partir de los datos f € L? (O, T, H* (R”))
y up € H*(R™), con s; € R, la solucién mild w € L* (0,7, H**(R™)) nL2(0, T, H*'"*(R™)),

verifica

(PC) ou(t,z) — Au(t,x) = f(t,x), (t,z)e ]0,T] x R™,

u(0,z) = ug(x), xeR™,
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es decir, que a partir de considerar datos en el espacio H*'(R™) su solucién mild no
puede ganar mayor regularidad (en variable de espacio) que 2, valor que corresponde el
orden de homogeneidad del operador laplaciano clasico, similar a lo que mostramos para
el caso fraccionario en el que la ganancia de regularidad en variable de espacio es igual a

s, que corresponde al orden de homogeneidad del laplaciano fraccionario.

Futuros estudios

Este primer trabajo sobre la ecuacion del calor fraccionaria abre la puerta a estudios
posteriores que son de relevancia en la investigacion actual. Por ejemplo, si anadimos un
término de transporte en el problema (PF) de la pagina 134, obtenemos de esta manera
una gran variedad de modelos matematicos de reaccion-difusion que resultan interesantes
para investigaciones futuras, ver por ejemplo: Brandolese y Karch (2008), Colombo y

De Rosa (2018), Chamorro y Menozzi (2016).

Por otro lado, sabemos que los resultados logrados en esta investigacién pueden ser
extendidos a problemas mas generales, reemplazando en (PF) al laplaciano fracciona-
rio por un operador pseudodiferencial (Grubb, 2018), y usando herramientas propias de
la teoria de operadores pseudodiferenciales (ver Friedman (2008), Ladyzhenskaya et al.
(1968) y Lions y Magenes (1968)). Asi también, estos resultados pueden ser extendidos a
espacios funcionales que miden la regularidad de las funciones de manera mas fina como

los espacios de Besov.

Para terminar, el estudio de la ecuaciéon de calor fraccionaria motiva la siguiente
pregunta interesante: jqué sucede en cuanto a la estabilidad de esta ecuacién cuando
s — 277 Intuitivamente, se puede pensar que la familia de soluciones de la ecuacién
del calor fraccionaria (ug)p<s<2 debe converger en algtin sentido a la solucién u de la

ecuacion del calor clasica cuando s — 27. De momento se tiene un primer resultado
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para la ecuacién del calor fraccionaria sobre dominios acotados y regulares, con un dato
inicial ug = 0 (ver Biccari y Herndndez-Santamaria (2018)), por lo que un proyecto de
investigacion en el corto plazo trataria de establecer resultados andlogos para la misma
ecuacion del calor fraccionaria pero definida sobre todo el espacio R™ y con un dato inicial

ug cualquiera.
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Apéndice
Apéndice A

El proposito de este apéndice es establecer la siguiente identidad:

+o0
f Sm()\x)dm = msgn(\), para todo \ € R.
—00

T

Empecemos mostrando que para todo 0 < a < b < 400 tenemos

Jb Sm(m)dx' <2 (4.45)

En efecto, estudiemos esta estimacion por casos.

Primer caso: si b < 1, entonces

b b g !
fsm(az:)dgc‘< ‘Sm(mﬂdxéf dr=1—a<1.

x A

a a

Segundo caso: si a < 1 < b, tenemos que

fb sin(z) dx‘ _ fl sin(x) fl sin(z) dw’

x
J]sm f\sm
gj dx+f dr=2—a—b<2
a b

Tercer caso: si a > 1. Integrando por partes tenemos:

’ B Jb COS(x)dx

xr2

) [ L

a

Jb sin() dx' | cos(a)

T T

a

cos(a)

<
a
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Por otro lado, para a > 0 definimos

+o0
I(a) = f sinlz) e “dx.
0 x

Mostremos que I(a) es continua en cero y diferenciable en a. Gracias a la acotacién

dada en (4.45) tenemos que

+00 s +00 s +oo
lim 7(a) = lim Sin(@) gy f L) i ey — J @) e~ 10).
a— 0

a—0 0 €T 0 €T a—0

Por lo tanto, I es continua. Ademas,

dl(a) .. I(a+h)—I(a)
da hn h
J‘JrOC SZTL(I) 7(a+h)xdx o J+OO SZTL(JI) ey

— T4 20 x 0 z

A h

+0o0 —(a+h)z _ ,—azx

_ lim sin(z) <e e )dx

h—0 0 x h

e “dx

- foo sin(z)

0 X

+o0
= *J sin(x) e”*“dx
0

_ae""sin(x) + e "cos(z) |
B 1+a? 0
B 1
1 +4a?
dl
Luego, integrando la funciéon (@) tenemos:
a
I(a) = L da = —arctan(a) + (4.46)
a) = [ g2 do=—arctan(a) +ec. :
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De otra parte, gracias a la acotacién dada en (4.45) podemos calcular el siguiente

limite
oo +oo
lim I(a) = lim sin(z) e “dr = J sin() lim e *dx = 0.
a—+00 a—+00 0 x 0 € a—+00
Asi, de la identidad anterior se sigue que
. , T
0= aLHPoc I(a) = aljgl@ —arctan(a) + ¢ = 516 (4.47)

de donde, ¢ = g y por lo tanto

I(a) = g — arctan(a),

™

de este modo, I(0) = 5

in (A
Notemos que para A € R, la funcién sin(Az) es par, entonces
x
+ow0 A +00 A
f sin(\r) zf sinAT) oo (4.48)
—w x 0 x

Ahora, haciendo el cambio de variable y = Az en la integral del lado derecho de la

ecuacién (4.48) tenemos

sgn(A) LJFOO Siz(y)dy = g sgn(A).

Finalmente, reemplazando esto tltimo en (4.48) obtenemos:

x = msgn(A).

T sin(Ar)
f d

. x

como se queria.
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Apéndice B

Mostremos que en la Proposicion 1.15 (pagina 51), la cantidad

+oo
Con = J yz+”_1w(y)dy < 400, (4.49)
0

para todo z € R y todo n € N.

Asi, si n = 1 entonces notemos que
w(y) = J eI dp
SO
_ 6—27riy + 627riy
= cos(2my) — isin(2my) + cos(2my) + i sin(27y)

= 2cos(2my),

por lo que la ecuacién (4.49) se puede reescribir como:

+0o0
Cia1= QJ y* cos(2my)dy < +0o0,
0

pues converge condicionalmente para —1 < z < 0.

Si n > 2 entonces, puesto que

w(y)| =

donde |S,,_;| denota la medida de S,_;, entonces la integral dada en (4.49) converge
cerca del origen cuando z > —n, por lo que basta estudiar w(y) para |y| = 1. Entonces,

si usamos en la ecuacién (4.49) la férmula

1
j s 0)dp = j f Frn0) (1= a0 (1 - ) Par, >0,
Sn—1 —1Jgn—2
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dada en el Apéndice D.2. de la pagina 441 de Grafakos (2008), donde f es una funcién

definida sobre S™~!, obtenemos
oo 2 (-2 2\ 12
w(y)zcnj e T (1—7“ ) (1—7“ ) dr,
-1
con ¢, > 0 es una constante. Luego, por la definicién de funciéon de Bessel J,:
oy 2\v—1/2
Jo(y) = CUJ e (1 —r ) dr,

—1

dada en el Apéndice B.1. de la pagina 425 de Grafakos (2008), donde v > —12y y > 0,

tenemos que
w(y) = cpJim-2y,(27Y),

Asi, por el comportamiento asintotico para la funcion de Bessel descrito en el Apéndice
B.7. de la péagina 431 de Grafakos (2008) se sigue que
1/2

[w(y)| = ¢ ’J(nfz)/Q(Qﬂy)\ < cpy

cuando n — 2 > —12 y y = 1. De este modo, vemos que para n > 2 la integral (4.49)

converge cuando z < —n + 1.
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Apéndice C

Verifiquemos que T, € L*(R™), para todo ¢ € . (R").

En efecto,

fRn Top()| di = f lC; J 2¢(z) — o(x + y) —w(rc—y)ldy] .

‘y|n+s

Luego, para M, N > 0 reescribimos lo anterior como:

L s

N JR UWM [2¢(x) — so(ﬂungz i il y)|dy] dx} - (450)

De otra parte, usando la expansion en series de Taylor de segundo orden de ¢ en una

vecindad del origen tenemos:

ole+9) = pla) + Viole) -y + LA (), (451
ol ) = (o) — Viola) -y + LELEW ), (4.52)

y reemplazando (4.51) y (4.52) en la expresion dada en (4.50) obtenemos que

t M2 T <
Cs 2| L2 1oy
| imewie<S=d [ O
" 2 | Jialen | Jpiew lyl
2|2 4oy’ 1
+J f R dy dm+J U ‘¢£f2dy]dx
jal>M | Jyl<n ] EORRUNES Y]

Asi, también para N > 0 suficientemente pequeno y por el teorema de Fubini se sigue

que
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s D? 2
[ I -
R" 2 wem | Jyen 1Yl
2 2
4
—i—f f —’D @(fl‘s‘y‘ dx dy+f [J |S0n(f2|dm] dy p .
lyl<N | J|z|>M |y\ lyl>M LJIR~ |@/|

Por 1ltimo, como 0 < s < 2 tenemos que

CTLS —n—s
[ mettar < Gd [ N[0l | o
Rr 2 el<mr Lyl<n

—n—s 4 ||90||L1 Rn
D by [ TR sy
lyl<N wi=m Yl

entonces,

Cr.s 2 M N —n—s+2
Rn 0 0

N ) M 1
2 —n—s
+||D sOHLI(Rn)J p ot dp+4||90||L1(Rn)J pwdp} < +00.
0 0

(4.54)
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Apéndice D

DEMOSTRACION DE LA TEOREMA 4.2 DEL CAPITULO 4. La idea de la demostra-
cién es construir iterativamente la solucién del problema de punto fijo a partir del dato

inicial Uy, con este proposito definimos

UnJrl = UO - B(Una Un)

Ahora, notemos que para todo n € Ny § = Vacp > 0 se tiene que ||U,||5 < 26.

En efecto, notemos que ||Up||z < § < 26. Luego, por induccién supongamos que para
n =k € N se tiene ||Uy||z < 24, que junto con la continuidad de la forma bilineal B(-, )

implica que
Ukl = [[Uo = B(Uy, Ug)||
< |||z + 1Bk, Up)l g
<10l + Cr |Vl

<8+ COp(20)%

pero como 0 < 4Cpd < 1, se sigue que ||Uy41||p < 26. Esto muestra que para todo n € N,

U, € B(0,296).

Ahora mostremos que la sucesion (U, ), . s una sucesién de Cauchy en E, para ello

analicemos la siguiente cantidad

|Uns1 = Unllp = [|[(Us — B(Un, Up)) — (Up — B(Uyp—1, Up—1))|| 5
= ||B(Up-1,Un-1) = B(Up, Un)|l g
- HB(Unfl’ Unfl) + B(Un*b Un) - B(Unfla Un) - B(Um Un)HE

= HB(Unflv Un - Unfl) - B(Un - Un7176n)|‘E
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< HB(Un—la Un - Un—l)HE + HB(Un - Un—l> Un)HE )
y nuevamente por la continuidad de la forma bilineal B(-,), tenemos que

||Un+1 - Un||E < OB ||Un—1||E||Un - Un—1||E +CB ||6n||E ||Un - Un—1||E
<4CES||U, — Un-ill g

< (ACB0)? |Up-1 — Un—a|| -

Asi, por recursividad se sigue que

| Uns1 — Unllg < (4CB)" [|Ur — Upl| 5 ,

ademas, puesto que 0 < 4Cgd < 1, al hacer n — 400 obtenemos

HUnJrl - UnHE < (4035)71 ||U1 - UOHE‘ - 07

de donde se sigue que en efecto (U, ),y €s una sucesion de Cauchy en E. Adicional-
mente, como E es un espacio de Banach entonces existe u € E tal que ||u|| < 2J y verifica

el problema de punto fijo dado en la ecuacién (4.26) de la pagina 115.

De este modo, haciendo n — 40, en el problema U,.; = Uy + B(U,,U,), se tiene

que u = Uy + B(u,u).

Finalmente, verifiquemos la unicidad de la soluciéon. Sean u,v € FE soluciones del
problema de punto fijo dado en la ecuacién (4.26) de la pagina 115 con datos Uy, Vi € E,

entonces

lu—vl[p = [[(Uo = B(u,u)) = (Vo = B(v,0))l|g
< |00 = Vollg + [1B(uw, u) + B(v,u) = B(v,u) = B(v,v)]|

< U0 = Vollg + [IB(u = v, u)[ g + [[B(v,u = v)][
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< [0 = Vollp + Cp llu = vllg[lull g + Cp |[v][ g llu =]l

< [|Uo = Vol g + 4CB0 [[u — vl

y puesto que 0 < 4C'gd < 1, entonces
1
= vl < 25 100 = Vol

Asi, tomando Uy = Vj se sigue el resultado.
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