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incréıbles y por acompañarme en la vida universitaria (son unos loquillos), jamás
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A. Hipótesis de Taylor 82

Bibliograf́ıa 84
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flujos negativos. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 66

5.2. Izquierda: Detalle de las dos contribuciones diferentes a la ley de
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Resumen

El espacio circunterrestre está formado por un plasma magnetizado donde ocurren

fenómenos de f́ısica de plasmas que han sido bien estudiados desde el punto de

vista magnetohidrodinámico (MHD). En el presente trabajo, las propiedades de

la turbulencia observadas en los dos lados de la Inestabilidad de Kelvin-Helmholtz

(KHI) en la capa ĺımite magnetosférica terrestre son comparadas. En particular, se

estudian espectros, intermitencia y la ley de escala del momento de tercer orden,

como también la distribución del proxy de la tasa de transferencia de enerǵıa

turbulenta. El análisis se realiza utilizando datos de uno de los satélites de la misión

MMS cuando éste cruzó la KHI. Dos regiones, una en la magnetosheath, la otra

en la magnetósfera, se estudian por separado y se comparan sus comportamientos

turbulentos desde las aproximaciones MHD y Hall-MHD.

x



Abstract

The circumterrestrial space is made up of a magnetized plasma where physic phe-

nomena that have been well studied in the magnetohydrodynamics framework

ocurr. In this work, the properties of turbulence observed on the two sides of the

Kelvin-Helmholtz Instability (KHI) in the terrestrial magnetospheric boundary

layer are compared. In particular, spectra, intermittency and the third-order mo-

ment scaling are studied, as well as the distribution of a local energy transfer rate

proxy. The analysis is performed using MMS data from one satellite longitudinal

crossing of the KHI. Two regions, one in the magnetosheath, the other in the

magnetosphere, are studied separately as well as their turbulent behaviors from

the MHD and Hall-MHD approximations.

xi



Caṕıtulo 1

Introducción

Aproximadamente el 99.9 % del universo visible se encuentra en estado de plas-

ma [1]. El plasma que constituye el espacio interplanetario y circuterrestre se

caracteriza por ser relativamente fŕıo, poco colisional, magnetizado y turbulento.

Inmediatamente después de las primeras misiones espaciales, que confirmaron la

presencia de plasma en el espacio, se comprendió que su expansión en el sistema

solar no es adiabática, y que su dinámica deb́ıa necesariamente incluir mecanismos

de calentamiento local. A pesar de los sucesivos 60 años de estudio, hoy todav́ıa no

se conocen estos mecanismos, que representa uno de los problemas abiertos más

interesantes de la f́ısica. En este sentido, estudios teóricos y numéricos se acom-

pañan con análisis experimental de datos in situ, lo que hace del viento solar un

caso único en la astrof́ısica. Por otra parte, el plasma espacial es el único “labora-

torio” natural de plasmas no colisionales para estos estudios, debido al hecho de

que todav́ıa no es posible reproducir las condiciones de plasmas astrof́ısicos en la-

boratorios terrestres. Actualmente, hay varios satélites orbitando nuestro planeta

y recogiendo datos para facilitar el estudio de la f́ısica de plasmas, su comporta-

miento y sus procesos. Algunos de los satélites que se dedican al estudio de los

procesos de plasmas se encuentran en la misión Magnetospheric Multiscale (MMS),

enviado por la NASA, que se ubica en la magnetopausa terrestre, y que consta de

cuatro satélites idénticos que tienen como objetivo principal observar la estructura

tridimensional de la reconexión magnética en su ambiente. [33]
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La magnetopausa terrestre se caracteriza por la naturaleza turbulenta del plas-

ma que la constituye, aśı como por la presencia de inestabilidades y complicados

procesos de interacción entre part́ıculas y radiación [1, 2]. Estos procesos están

conectados por múltiples escalas espaciales y temporales. Hoy se están obteniendo

nuevos datos de misiones espaciales de la NASA (en particular MMS y Parker

Solar Probe) y de la ESA (Solar Orbiter), que permiten un estudio más profundo

de la turbulencia en el espacio y de los procesos asociados. Entonces es oportuno

disfrutar de esta disponibilidad de datos y contribuir a la comprensión básica de

fenómenos de base importantes, como son los procesos de turbulencia y disipación

de enerǵıa en plasmas.

La comprensión de estos procesos es necesaria para numerosos sistemas f́ısicos,

tanto teóricos como aplicados. Por ejemplo, algunos de los impedimentos en reali-

zar la fusión nuclear son debidos a la destrucción del confinamiento por causa de

turbulencia y disipación de enerǵıa en los plasmas de fusión. También existen nu-

merosas aplicaciones en la industria, medicina, etc. Aún mas directa es la relación

de la investigación propuesta con los estudios de clima espacial, o sea de la relación

entre Sol y la Tierra, que se basa justamente en el acoplamiento entre el flujo tur-

bulento del viento solar y la estructura de equilibrio dinámico de la magnetosfera.

Finalmente, desde un punto de vista de conocimiento fundamental, comprender

los mecanismos de funcionamiento de los plasma espaciales permitirá una mejor

interpretación de las observaciones remotas de plasmas astrof́ısicos, donde es im-

posible tomar medidas directas, y sólo se pueden medir los fotones generados por

los procesos.

En los flujos turbulentos, la enerǵıa asociada con estructuras e inestabilidades a

gran escala se transporta hacia escalas cada vez más pequeñas a través de una

cascada, debido a las interacciones no lineales entre las fluctuaciones magnéticas

y de velocidad, a lo largo del llamado rango inercial [39] donde se puede utilizar

la aproximación magnetohidrodinámica (MHD). Estas interacciones producen la

formación de estructuras de escala pequeña (vórtices, discontinuidades, capas de

corriente), resultantes de la transferencia inhomogénea de la enerǵıa proporcionan-

do disipación de enerǵıa turbulenta. Cuando la enerǵıa alcanza escalas del orden

2



de o menores que las escalas t́ıpicas de iones y electrones (por ejemplo, el radio

de Larmor protónico o la longitud inercial), se produce una cascada turbulenta

diferente. De tal manera, se supone hoy que hay una contribución de la turbulen-

cia a la disipación de la enerǵıa [32]. En esas escalas la aproximación MHD ya no

funciona y se debe considerar otra aproximación, como por ejemplo la Hall-MHD

(HMHD), o la descripción completa dada por la teoŕıa cinética.

Mientras los fluidos y plasmas terrestres se caracterizan muchas veces por ser

colisionales y en equilibrio termodinámico, los plasmas heliosféricos son poco coli-

sionales, no termalizados, y las velocidades de sus part́ıculas se distribuyen según

leyes no Maxwellianas. Por esto, no existen procesos de disipación de enerǵıa que

se puedan aproximar con disipación fluida o resistiva. Al d́ıa de hoy, no se conocen

con exactitud los procesos de interacción entre part́ıculas y campos responsables

de la disipación de la enerǵıa, o sea de su transformación irreversible en formas

desordenadas, como aumento de temperatura o part́ıculas aceleradas, y más en

general, resultante en aumento de la entroṕıa del sistema. En estos plasmas, sur-

gen procesos cinéticos de plasmas débilmente colisionales, como la amortiguación

no lineal de ondas, inestabilidades cinéticas, colisiones de part́ıculas y reconexión

magnética, que convierten la enerǵıa almacenada en las fluctuaciones del campo

en enerǵıa y aceleración de part́ıculas, y calentamiento de plasma. [47]

En este trabajo se estudian las propiedades estad́ısticas de la turbulencia con el

objetivo de facilitar el estudio de los procesos disipativos de la f́ısica de plasmas

que ocurren en las regiones de pequeña escala a través de estructuras intermitentes

donde se acumula la enerǵıa. En particular, nos concentraremos en la observación

experimental del flujo de enerǵıa turbulenta. La identificación de tales regiones, el

estudio de las propiedades estad́ısticas de estas estructuras de pequeña escala, y de

las caracteŕısticas de sus fluctuaciones en una región de la magnetopausa terrestre

constituyen el objetivo principal de este trabajo.

El presente trabajo está estructurado en seis caṕıtulos. Un primer caṕıtulo de

introducción en el que se plantea el problema a estudiar y su importancia. En el

segundo caṕıtulo se presenta la base teórica del trabajo donde se introducen los

3



conceptos principales de la magnetohidrodinámica, Hall-MHD y la turbulencia.

En el tercer caṕıtulo se presentan la misión MMS y los datos experimentales, que

son medidas in situ, es decir, series temporales, que se midieron en el sistema

magnetopausa terrestre mediante los instrumentos a bordo de la misión MMS.

En el cuarto caṕıtulo se analizan las propiedades estad́ısticas de la turbulencia

y de estructuras intermitentes, y se comparan los resultados para las diferentes

regiones descritas en el caṕıtulo 3. En el caṕıtulo 5 se realiza la comparación de

observaciones de la tasa de transferencia de enerǵıa MHD y Hall-MHD en las

regiones identificadas, además de la validación de las leyes de Yaglom y Hall-

Yaglom tanto globales como locales. Finalmente, el sexto caṕıtulo presenta las

conclusiones encontradas en este trabajo.
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Caṕıtulo 2

Marco Teórico

En el presente caṕıtulo se muestra una introducción general a la f́ısica de plasmas,

y se propone la base teórica en la que se enmarca el problema de estudio.

2.1. Descripción y caracteŕısticas de un plasma

El plasma es considerado como el “cuarto estado” de la materia y su medio incluye

part́ıculas cargadas [1]. Cuando un sólido se calienta suficientemente como para

que el movimiento térmico de los átomos rompa la estructura cristalina se forma

un ĺıquido. Cuando un ĺıquido se calienta lo suficiente se forma un gas [2]. Cuando

el gas se calienta tal que los átomos chocan unos con otros y la temperatura es

suficientemente alta para que la enerǵıa cinética de los átomos supere la enerǵıa

de enlace de los orbitales, se obtiene un plasma o gas ionizado [3]. Debido a que

algunas propiedades del plasma están relacionadas con sus efectos térmicos, se

define la velocidad térmica ve,i como la velocidad de una part́ıcula t́ıpica, como

son los electrones (e), y los iones positivos (i):

ve,i =

√
kBTe,i
me,i

, (2.1)
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donde kB es la constante de Boltzmann (1.3807×10−23 J/K), Te,i es la temperatura

media de las part́ıculas del gas y me,i la masa del electrón y de los iones positivos

[6].

Un plasma es una colección de iones positivos y electrones a una densidad sufi-

cientemente baja como para despreciar interacciones de rango corto [4]. Algunas

propiedades del plasma resultan de la interacción de Coulomb de rango largo, por

lo tanto son propiedades colectivas que implican interacciones simultáneas de va-

rias part́ıculas [1, 4, 5]. El plasma, en promedio, es un gas cuasineutral cuando

está en equilibrio, es decir, electrostáticamente neutro para el observador externo,

mientras que la distribución aleatoria de part́ıculas cargadas y sus campos eléctri-

cos se cancelas mutuamente. La cuasineutralidad del pasma implica igual densidad

de part́ıculas cargadas opuestamente o:

∑
s

Zsns = 0, (2.2)

donde Zs es el estado de carga de la especie s y ns es la densidad numérica de la

especie s, es decir iones o electrones.

Es importante considerar que el plasma debe mantenerse eléctricamente neutro

como comportamiento colectivo. Si los electrones son desplazados de su posición

de equilibrio se genera un campo eléctrico de tal manera que intenta restaurar la

neutralidad del plasma empujando a los electrones a su posición original. Debido

a la inercia, los electrones oscilarán alrededor de sus posiciones de equilibrio con

una frecuencia caracteŕıstica, la cual se conoce como frecuencia del plasma. Esta

oscilación es tan rápida que los iones pesados no pueden seguir el movimiento de

los electrones por lo que se considera a los iones como fijos; es decir, la frecuencia

del electrón es la más importante porque caracteriza el movimiento colectivo del

plasma cuando este se perturba [8]. La frecuencia del plasma, ωpe, es la frecuencia

t́ıpica de oscilación de un plasma, y se obtiene como solución del oscilador asociado

con el balance entre la fuerza electrostática y la inercia:
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ωpe =

√
4πnee2

me

, (2.3)

donde ne es la densidad de electrones y e la carga del electrón [7]. Debido a su

definición, en los experimentos donde se puede medir la frecuencia del plasma

también se puede utilizar para calcular la densidad de electrones en un plasma [9].

Otra de las caracteŕısticas fundamentales del comportamiento de un plasma es

su habilidad para proteger los potenciales externos que se aplican dentro de una

pequeña región [4]. En un plasma, los electrones son atráıdos a las cercańıas de un

ion y protegen su campo electrostático del resto del plasma. Se define la longitud

de Debye, λD, como la medida de la distancia sobre la cual se siente la influencia

de un potencial externo de otras part́ıculas cargadas dentro del plasma [1].

λD =

√
kBTe

4πnee2
, (2.4)

donde T es la temperatura promedio electrónica y e es la carga del electrón [7, 9].

En escalas de longitud más grandes que la longitud de Debye un plasma responde

colectivamente a una carga dada, perturbación de carga o campo eléctrico impues-

to. La distancia de blindaje de Debye es la máxima longitud de escala sobre la cual

un plasma puede apartarse significativamente de la neutralidad de carga [1–3, 9].

Para que un plasma exhiba comportamiento colectivo la longitud de Debye debe

ser mucho más pequeña que su longitud caracteŕıstica de tal manera que la ma-

yoŕıa de las part́ıculas del plasma no sean influenciadas por un potencial externo.

Consecuentemente, la carga en el plasma interactúa colectivamente solo con las

cargas que están dentro de su esfera de Debye tal que su efecto en las otras cargas

sea despreciable.

Para que el blindaje de Debye sea válido el numero de part́ıculas (ND) dentro de

una esfera de Debye debe ser suficientemente grande, es decir,

ND =
4

3
π

(
kBT

ne1/3e2

)3/2

. (2.5)
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No todos los gases ionizados son plasmas. Las condiciones que un gas ionizado

debe satisfacer para ser llamado plasma son:

1. λD < L, donde L es una longitud caracteŕıstica del plasma en cuestión,

2. ND � 1,

3. ωpe/ωc > 1, donde ωc es la frecuencia de colisión de electrones con part́ıculas

neutras.

Los plasmas responden fuertemente a los campos electromagnéticos, y por lo tan-

to, el efecto de las fuerzas eléctricas y magnéticas es crucial para comprender el

comportamiento del plasma [10]. Si un campo magnético externo B está presente,

lo cual es común en los plasmas, entonces se define la frecuencia ciclotrón de iones

y electrones como la frecuencia a la cual los iones y electrones giran alrededor de

las ĺıneas de campo magnético:

Ωe,i =
eB

cme,i

, (2.6)

donde c es la velocidad de la luz [7]. Aśı también, las part́ıculas se mueven pe-

riódicamente en órbitas helicoidales que consisten en rotaciones perpendiculares a

B sobre el centro de orientación con un radio ciclotrón:

Re,i =
cme,iv⊥
eB

, (2.7)

donde v⊥ es la componente de la velocidad de la part́ıcula perpendicular al campo

magnético B. [16]

Estas magnitudes se utilizan para describir las condiciones de un plasma y para

utilizar aproximaciones. Los valores t́ıpicos de las magnitudes mencionadas vaŕıan

para cada sistema de plasmas que son caracterizados por valores diferentes de

densidad y temperatura. Algunos ejemplos de plasmas en reǵımenes diferentes son
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el medio interestelar, la ionosfera terrestre, la corona solar, los plasmas para la

fusión magnética, el viento solar, la magnetosfera terrestre, entre otros.

2.2. Aproximación cinética

Debido a que en un plasma t́ıpico existe una gran cantidad de part́ıculas que inter-

actúan no es posible describir el movimiento de cada part́ıcula desde las ecuaciones

de Maxwell y la fuerza de Lorentz. Por lo tanto, se suele utilizar una aproximación

estad́ıstica para analizar su dinámica.[10, 11]

La aproximación cinética del plasma tiene sus ráıces en la mecánica estad́ıstica,

y describe el comportamiento del plasma a escala microscópica en términos de la

función de distribución de part́ıculas fs (r,v, t) en el espacio de fases. El estado

dinámico de un conjunto de part́ıculas en un plasma en el tiempo t se puede des-

cribir por la posición r = (x, y, z) y la velocidad v = (vx, vy, vz) de su centro de

masas. Combinando la información de la posición y la velocidad tenemos su ubi-

cación (r,v) en un espacio de fases 6-dimensional [12]. La función de distribución

se expresa como la densidad numérica de part́ıculas en un elemento del espacio de

fases 6-dimensional en el tiempo t, por lo tanto fs es una función dependiente de

7 variables:

fs (r,v, t) =
d6Ns (r,v, t)

d3rd3v
, (2.8)

donde d6Ns (r,v, t) es el número de part́ıculas s dentro del elemento de volumen

d3rd3v [9]. Se asume que la densidad de puntos representativos en el espacio de fases

no vaŕıa rápidamente de un elemento de volumen a otro, por lo que fs puede ser

considerada como una función continua, al igual que sus argumentos[12]. Debido

a que la densidad de part́ıculas puede variar en el tiempo y espacio, la densidad

numérica de part́ıculas ns se define como el momento de velocidad de orden cero

de la función de distribución, la cual es una variable macroscópica definida en el
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espacio de configuraciones como el número de part́ıculas de tipo s por unidad de

volumen [10],

ns (r, t) =

∫
v

fs (r,v, t) d3v. (2.9)

Un plasma es homogéneo cuando la función de distribución no depende de r; es

anisotrópico cuando depende de la orientación del vector de velocidad v, pero

es isotrópico cuando solo depende de la magnitud v = |v|; en este sentido, la

función de distribución caracteriza el plasma. Un plasma en equilibrio térmico se

caracteriza por una función de distribución homogénea, isotrópica y dependien-

te del tiempo. En el sentido estad́ıstico, la función de distribución provee una

descripción completa del sistema, a partir de ella se pueden deducir todas las va-

riables macroscópicas para las part́ıculas s. Sin embargo, uno de los problemas

de la aproximación cinética está en determinar la función de distribución para un

determinado sistema [9, 12].

2.2.1. Ecuación de Vlasov

Uno de los casos de estudio en la aproximación cinética es considerar la contribu-

ción de los campos externos más la contribución de los campos internos promedia-

dos generados por las interacciones de largo rango y despreciar las interacciones

binarias, o sea las colisiones entre part́ıculas [12].

En la ecuación de Vlasov, también llamada ecuación de Boltzmann no colisional,

se desprecia el efecto de colisiones o interacciones de rango corto. Ésto se obtiene

cuando se considera el comportamiento del plasma para intervalos de tiempo mu-

cho más pequeños que el tiempo t́ıpico asociado a las colisiones binarias [9, 10, 13].

Las part́ıculas en un elemento en cierta posición en el espacio de fases v-r se

mueven continuamente en el campo electromagnético a otra posición; el número

total de part́ıculas en el elemento se conserva y fs (r,v, t) obedece una ecuación

de continuidad que toma la forma:
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∂fs
∂t

+ v · ∇fs +
qs
ms

(
E +

v ×B
c

)
· ∇vfs = 0, (2.10)

donde v es la velocidad de la part́ıcula s, E es el campo eléctrico, B es el campo

magnético y c es la velocidad de la luz [9, 10, 13, 14]. Esta ecuación diferencial par-

cial fue formulada por el f́ısico teórico ruso Anatoly Alexandrovich Vlasov para la

descripción del plasma en 1938 y discutida a detalle en su trabajo “The vibrational

properties of an electron gas”[9].

Para obtener un sistema cerrado de ecuaciones, se combina la ecuación de Vlasov

para las funciones de distribución con las ecuaciones de Maxwell:

∇ ·E = 4πρc;

∇ ·B = 0;

∇×E = −1

c

∂B

∂t
;

∇×B =
1

c

∂E

∂t
+

4π

c
J ;

(2.11)

que determinan los campos eléctrico E (r, t) y magnético B (r, t) y proveen ex-

presiones para la densidad de carga ρc y densidad de corriente J , las cuales se

definen como los momentos de la función de distribución:

ρ (r, t) =
∑
s

qs

∫
v

fs (r,v, t) d3v; (2.12)

J (r, t) =
∑
s

qs

∫
v

vfs (r,v, t) d3v; (2.13)

y que deben ser resueltas simultáneamente [9, 10, 13, 16].

2.3. Aproximación Magnetohidrodinámica

En algunos casos no es necesario determinar la evolución de las funciones de distri-

bución y es suficiente determinar cómo se comportan las variables macroscópicas
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del plasma en el tiempo y el espacio [10]. La evolución de estos parámetros se

puede determinar en términos de una aproximación de fluido macroscópico, cuyas

ecuaciones son análogas a las ecuaciones de la hidrodinámica pero generalmente

más complicadas [10, 16], debido a la presencia de interacciones electromagnéticas

[7, 19, 20]. Sin embargo, es posible considerar al plasma como un fluido no neutro

cuando las escalas en consideración son suficientemente grandes para despreciar

los fenómenos relacionados con los efectos “cinéticos”: colisiones entre part́ıculas,

efectos de giro de ciclotrón, dinámicas dentro del radio de Debye, y oscilaciones

de plasma. En este caso, se puede despreciar los detalles de la dinámica de una

sola part́ıcula y observar el movimiento de grupo de éstas [7]; es decir, se intro-

duce una aproximación fluida. El plasma se considera como una superposición de

dos fluidos interactuantes, cada uno compuesto por un mismo tipo de part́ıculas y

gobernado por un sistema (no cerrado) de ecuaciones de tipo fluido-dinámico [7].

Al despreciar la dinámica de las colisiones, el plasma se considera siempre local-

mente termalizado por intercambio de enerǵıa entre las part́ıculas, de tal manera

que las funciones de distribución de las part́ıculas, antes descritas por la ecua-

ción de Vlasov, se aproximan a Maxwellianas [10, 19]. Esta aproximación, llamada

magnetohidrodinámica (MHD) es válida sólo cuando las escalas temporales de las

perturbaciones o variaciones de nuestro interés son más grandes que el tiempo

t́ıpico de termalización; esta condición se conoce como equilibrio termodinámico

local [7, 19].

Para utilizar la descripción magnetohidrodinámica del plasma se deben satisfacer

ciertas suposiciones y aśı poder simplificar las ecuaciones fluidas. Las part́ıculas

en cuestión son principalmente electrones de masa me y protones de masa mp,

o incluso iones pesados. Dado a que me ∼ 2000mp, los términos que contengan

me/mp se pueden despreciar con respecto a la unidad o a mp/me, lo cual corres-

ponde a despreciar la inercia de los electrones [7]. En el plasma, los electrones

y protones pueden interactuar a través de las interacciones de Coulomb de tal

manera que las part́ıculas oscilan a la frecuencia del plasma ωpe. Consideramos

escalas temporales grandes tal que no se puedan “ver” las oscilaciones del plas-

ma. Entonces, el plasma puede ser visto como un fluido de protones descrito por
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ecuaciones fluido-dinámicas, seguida por una corriente de electrones que obedece

la ley de Ohm. La corriente sigue el flujo con un retraso del orden del tiempo de

separación, el cual no se detecta, por lo tanto puede ser despreciado. Para escalas

temporales más grandes que el rećıproco de la frecuencia del plasma (1/ωpe), y

para escalas espaciales más grandes que la longitud de Debye (λD), se asegura la

cuasineutralidad de carga y se puede considerar al plasma eléctricamente neutro.

Por último, como nos concierne el régimen non-relativista, por lo tanto, se pueden

despreciar todas las contribuciones del orden (v/c)2 [7, 19].

Bajo las condiciones mencionadas, se puede escribir las leyes de conservación de

densidad de masa ρ, velocidad del flujo v y enerǵıa interna por unidad de masa U

[20]:

∂ρ

∂t
+ ∇ · (ρv) = 0, (2.14)

ρ

[
∂

∂t
+ (v ·∇)

]
v = f −∇p+ ∇ · ¯̄σ, (2.15)

ρ

[
∂

∂t
+ (v ·∇)

]
U = −p (∇ · v)−∇ · q +

∑
i,j

σij
∂v

∂xj
+Q. (2.16)

En (2.15), f representa la fuerza externa por unidad de volumen que actúa sobre el

fluido; ¯̄σ es el tensor de esfuerzos excluyendo la contribución de la presión cinética

p, que se trata por separado. En la ecuación (2.16), q representa el flujo de calor y

Q es el calor que se produce dentro del sistema. En muchos casos, como el plasma

que se trata en este trabajo, no hay fuerzas externas sobre el sistema y solo está

presente la fuerza de Lorentz; de hecho, la fuerza gravitacional es despreciable en

comparación con la fuerza resultante de interacciones electromagnéticas. Por lo

tanto, la fuerza se puede escribir como:

f =
1

c
J ×B, (2.17)
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donde no se considera la contribución del campo eléctrico debido a la cuasineu-

tralidad. Se aplica el mismo argumento para los términos de calor; aśı, el efecto

Joule es la única fuente de calor.

Para incluir las propiedades electromagnéticas del plasma, las ecuaciones de mo-

mentos deben acoplarse a las ecuaciones de Maxwell. En el caso de cuasineutralidad

y en el régimen no-relativista, las ecuaciones de Maxwell son:

∇ ·E = 0; (2.18)

∇ ·B = 0; (2.19)

∇×E = −1

c

∂B

∂t
; (2.20)

∇×B =
1

c

∂E

∂t
+

4π

c
J , (2.21)

las cuales van acompañadas de la ley de Ohm, que en el marco MHD, se escribe

en su forma generalizada como:

E +
1

c
v ×B = η∇2B, (2.22)

donde η es la resistividad del plasma.

Como se mencionó antes, el sistema de ecuaciones no está cerrado y se necesita una

hipótesis de cierre. Se puede utilizar una ecuación de estado para cerrar el sistema

para reducir el número de incógnitas; en el caso de la magnetosfera terrestre, en

el ĺımite de validad de la descripción MHD, el plasma se comporta como un gas

perfecto y entonces se puede utilizar la ecuación de estado p = kBρT/m para

eliminar la presión cinética de las ecuaciones. Aśı se pude reescribir la ecuación

para la enerǵıa (2.16) en términos de densidad y presión, que son magnitudes

que se pueden medir experimentalmente. Utilizando la fuerza por interacciones

electromagnéticas (2.17), la última ecuación de Maxwell (2.21), la ley de Ohm

(2.22) y considerando que las fuentes de flujo de calor son despreciables, se puede
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reescribir las ecuaciones de conservación como:

∂ρ

∂t
+ ∇ · (ρv) = 0, (2.23)

ρ

[
∂

∂t
+ (v ·∇)

]
v =

1

4π
(∇×B)×B −∇p+ ∇ · ¯̄σ, (2.24)

∂B

∂t
= ∇× (v ·B) +

c2η

4π
∇2B, (2.25)[

∂

∂t
+ (v ·∇)

](
p

ρ

)
= 0, (2.26)

donde la resistividad η se supone constante. La (2.25) es la ecuación de inducción

en la que se considera el acople entre la velocidad y el campo magnético. La fuerza

de Lorentz que aparece en (2.24) describe la reacción del campo magnético por

la velocidad del fluido. La ley de Ohm y las ecuaciones de Maxwell completan

el conjunto de ecuaciones necesarias para describir el plasma en la aproximación

MHD.

Las incógnitas ρ, p, v y B son vistas en un sistema de referencia que se mueve

con el flujo y representan campos obtenidos como promedios sobre volúmenes

de espacio más pequeños que las escalas donde ocurren los fenómenos que nos

interesan, pero más grandes que las escalas colisionales (∼ λD), como lo requiere

la aproximación efectuada. Nótese que para cerrar el sistema se necesita encontrar

una expresión para el tensor de esfuerzo tal que no introduzca nuevas variables.

T́ıpicamente, esto se realiza por medio de una aproximación viscosa, en cuyo caso:

∇ · ¯̄σ ' ν∇2v, donde ν es el coeficiente de viscosidad del fluido de iones.

2.3.1. Variables de Elsässer

Las ecuaciones de MHD se pueden simplificar considerablemente en el caso de flui-

do incompresible, es decir, cuando la densidad de masa ρ = constante, que expresa

la condición ∇ · v = 0 en la ley de conservación de masa. Además, introduciendo

la variable:
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b (r, t) =
B√
4πρ

, (2.27)

que tiene dimensiones de velocidad, las ecuaciones de la magnetohidrodinámica

(2.23)-(2.26) se pueden escribir de manera más compacta; introduciendo la visco-

sidad cinética ν y el coeficiente de difusión magnética µ = c2η/ (4πρ); la forma

que toman es:

∂v

∂t
+ (v ·∇)v = (∇× b)× b−∇

(
p+

B2

8π

)
+ ν∇2v, (2.28)

∂b

∂t
= ∇× (v × b) + µ∇2b, (2.29)

∇ · v = ∇ · b = 0. (2.30)

Las ecuaciones anteriores se pueden escribir de manera aun más compacta si se

introducen las variables de Elsässer:

z± = v ± b. (2.31)

Estas variables son muy útiles cuando se quiere estudiar las correlaciones entre las

fluctuaciones de velocidad y campo magnético. Con las variables de Elsässer, las

ecuaciones de MHD se escriben:

∂z±

∂t
+
(
z∓ ·∇

)
z± = −1

ρ
∇
(
p+

B2

8π

)
+
ν + µ

2
∇2z+ +

ν − µ
2
∇2z−, (2.32)

∇ · z± = 0. (2.33)

Expresar las ecuaciones MHD en términos de las variables de Elsässer es muy

útil porque hace más fácil e intuitivo el análisis de los fenómenos de procesos de

turbulencia. Es importante notar que el término no lineal es proporcional a las dos

variables, entonces la no-linealidad desaparece si uno de los campos de Elsässer se

hace 0, es decir, el resultado z∓ = 0 y z± 6= 0 es un resultado de ecuaciones no

lineales (fluctuaciones alfvénicas).
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2.3.2. Ondas de Alfvén

Es importante describir dos caracteŕısticas que serán útiles aśı como las ecuaciones

MHD, estás son la ley del hielo y la propagación de las ondas de Alfvén.

Teorema de Alfvén (Ley del hielo). En el ĺımite de resistividad nula (η = 0)

se puede considerar despreciable el término difusivo de la ecuación de inducción;

el parámetro que valida el teorema que se enuncia a continuación es el número

de Reynolds magnético, que describe el balance entre el término no lineal y el

disipativo en la ecuación de inducción:

Rm =
cAl

µ
. (2.34)

Si Rm � 1, para un campo magnético en el cual se mueve un fluido perfectamente

conductor (como el plasma de la magnetosfera terrestre), se cumple que el flujo

del campo magnético que atraviesa un circuito cerrado que se mueve con el fluido

es constante en el tiempo [19, 20]. Eso significa que ĺıneas de fuerza del campo

magnético están “congeladas” dentro del plasma, y deben moverse juntos. Por

ejemplo, un movimiento del plasma resulta en el arrastre del campo magnético,

para que se cumpla el teorema de Alfvén.

Ondas de Alfvén. Las ondas que se puede propagar en un plasma son de diversa

naturaleza, pero las más importantes y caracteŕısticas en la aproximación MHD

son las ondas de Alfvén. Estás son ondas transversales incomprensibles que se

derivan de la parte longitudinal de la fuerza de Lorentz y se propagan a lo largo

de la ĺınea de fuerza del campo magnético. Su relación de dispersión se obtiene

linealizando, para perturbaciones de pequeña amplitud, las ecuaciones MHD en el

caso ideal e incomprensible; en tal hipótesis el campo magnético y la velocidad se

pueden descomponer en un valor medio B0 = 〈B(x, t)〉 y una parte fluctuante con

valor medio nulo δB: B = B0 + δB, mientras que la densidad ρ es constante y la

resistividad y la viscosidad son nulas. Sea cA la velocidad de Alfvén a la longitud
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caracteŕıstica l:

cA =
B0√
4πρ

, (2.35)

la relación de dispersión que se obtiene en el espacio de Fourier después de linea-

rizar las ecuaciones es:

ω = ±k · cA,

donde ω es la frecuencia de oscilación de la onda. Es interesante que, comparan-

do las soluciones, para las perturbaciones δB y δv se encuentra una relación de

correlación dada por:
δB

B0

= ∓δv
cA
, (2.36)

la cual nos dice que si las ondas de Alfvén se propagan en la misma dirección del

campo medio, entonces las fluctuaciones Alfvénicas tienen signo opuesto, es decir,

están anticorrelacionadas; en el caso opuesto, cuando las ondas se propagan en

dirección opuesta al campo medio, entonces las fluctuaciones están correlacionadas.

2.3.3. Magnetohidrodinámica Hall

La magnetohidrodinámica Hall (Hall-MHD) es importante para la dinámica de

plasmas en escalas de longitud más pequeñas que la escala inercial del ion pero

más grandes que la escala inercial del electrón [31].

La esencia de la f́ısica Hall-MHD está contenida en la ley de Ohm. Si escribimos

(2.22) de forma general:

E +
1

c
v ×B − 1

nec
J ×B = η∇2B, (2.37)

donde J es la densidad de corriente [31]. El último término de la izquierda en la

ecuación (2.37) se identifica como término Hall y considera los efectos dispersivos

debido a las corrientes Hall que se generan en el plasma cuando los electrones se

desacoplan de los iones. Este término modifica las ecuaciones MHD de tal manera

que el conjunto de ecuaciones Hall-MHD incompresible es:

18



∂v

∂t
+ (v ·∇)v = (∇× b)× b−∇

(
p+

B2

8π

)
+ ν∇2v, (2.38)

∂b

∂t
= ∇× (v × b)− di∇× (j × b) + µ∇2b, (2.39)

∇ · v = ∇ · b = 0, (2.40)

donde di = c/ωpi es la longitud inercial de los iones y j = J/
√

4πρ [31, 32].

2.4. Turbulencia

La evolución espacio-temporal de un fluido incompresible en ausencia de fuerzas

externas está descrita por las ecuaciones de Navier-Stokes (N-S) [21]:

δv

δt
+ (v ·∇)v = −1

ρ
∇p+ ν∇2v,

∇ · v = 0. (2.41)

Estas ecuaciones no tienen solución anaĺıtica debido a que existe un término no

lineal; sólo se pueden resolver si se linealizan, es decir, cuando se desprecia o

cuando se trata adecuadamente el término (v · ∇) v. Cuando el término no lineal

es grande, las soluciones que se obtienen por integración numérica resultan, en

general, turbulentas. Para estimar que tan turbulento es un sistema se debe eva-

luar la importancia del término no lineal en las ecuación. Para esto se utiliza el

número de Reynolds (R) que se define como la relación entre el término no lineal

y el término lineal (disipativo) ν∇2v. A una escala de longitud caracteŕıstica l,

velocidad caracteŕıstica V y viscosidad ν [19, 21]:

R =
V l

ν
. (2.42)

La turbulencia es un proceso independiente que surge cuando R supera un valor

cŕıtico (R > RC). Cuando R es pequeño (cuando el término no lineal empieza
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a no ser despreciable) aparecen grandes estructuras turbulentas (vórtices) que se

forman a una escala t́ıpica l (por ejemplo, el tamaño de un obstáculo en el fluido) y

se sobreponen al movimiento del fluido. Conforme el número de Reynolds crece, se

forman estructuras turbulentas de todas las dimensiones (de todas las escalas) cuyo

movimiento se sobrepone al ya existente; la enerǵıa se transfiere de vórtices más

grandes a estructuras más y más pequeñas debido a las interacciones no lineales.

Cuando R� RC , la turbulencia está completamente desarrollada, el movimiento

será caótico y existirán vórtices de todas las escalas debido a superposiciones de

diferentes estructuras sobre un amplio rango de escalas [21]. Las escalas grandes,

en las que se inyecta enerǵıa al sistema desde una fuerza externa y donde empiezan

a aparecer vórtices, se llaman escalas integrales. Las escalas a las que la disipación

es dominante pertenecen al rango disipativo. En este rango, se concentra el efecto

de la viscosidad ν del fluido, por lo tanto los vórtices se “relentizan” al ceder

enerǵıa al fluido en forma de calor. Entre estos dos rangos, el término dominante

en las ecuaciones es el término no lineal. Aqúı, la transferencia de enerǵıa entre

estructuras de gran escala a estructuras de escala más pequeña prevalece en la

dinámica del sistema. Este rango de transferencia de enerǵıa se le conoce como

rango inercial [7]. El rango inercial es de gran importancia en el estudio de la

turbulencia porque la forma en la que la enerǵıa se transfiere entre las estructuras

ayuda en la comprensión de las propiedades estad́ısticas del fluido turbulento. [19]

2.4.1. Leyes de escala de las ecuaciones MHD

Consideramos las ecuaciones MHD (2.23)-(2.26) despreciando los términos disi-

pativos. Introducimos las transformaciones de escala definiendo la longitud carac-

teŕıstica l, el tiempo caracteŕıstico t, el fator de escala λ, y el exponente carac-

teŕıstico de escala para el tiempo α,

l→ λl′, t→ λαt′, (2.43)
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Suponiendo que los campos que obedecen las ecuaciones MHD también obedecen

leyes de escala con exponentes caracteŕısticos, tal que:

v → λhv′, B → λβB′, p→ λνp′, ρ→ λµρ′; (2.44)

se puede ver las relaciones que los exponentes caracteŕısticos h, β, ν, µ deben

cumplir para que las ecuaciones MHD se mantengan invariantes.

Teniendo en cuenta que ∇ ∼ 1/l e introduciendo las relaciones (2.44) en las

ecuaciones MHD, se obtiene que las leyes de escala deben ser del tipo:

l→ λl′, t→ λ1−ht′, v → λhv′, B → λβB′, p→ λ2βp′, ρ→ λ2(β−h)ρ′.

(2.45)

Para que las ecuaciones MHD se mantengan invariantes para cualquier valor de

h y β, deben cumplirse las siguientes relaciones entre los exponentes de escala:

α = 1 − h, µ = 2 (β − h), y ν = 2β, para el mismo factor de escala en todas las

ecuaciones. Las magnitudes tienen diferentes exponentes de escala, en particular

no existe ninguna relación entre el exponente de escala de la velocidad y el del

campo magnético. Nótese que en el caso incompresible, ρ = const, (cuando la

densidad no posee leyes de escala) el exponente de escala es el mismo para la

velocidad y el campo magnético, β = h.

En las relaciones de escala (2.45) existen algunas combinaciones que se mantienen

invariantes para cambios de escala, es particular δBl/l
β y δvl/l

h se mantienen

invariantes. Por lo tanto estamos interesados en las relaciones de escala de las

fluctuaciones de campos, que permanecen invariantes ante transformaciones de

escala de las ecuaciones MHD [7, 19]. Estas relaciones de escala se deben mantener

válidas también cuando el número de Reynolds es grande y el flujo es turbulento,

por lo cual serán caracteŕısticas de los reǵımenes turbulentos.
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2.4.2. Cascada de Richardson

La turbulencia se caracteriza por la existencia de estructuras (vórtices, remolinos)

que transportan enerǵıa a escalas cada vez más pequeñas. Este proceso de trans-

ferencia se llama cascada turbulenta y es consecuencia de la no-linealidad de las

ecuaciones. Este fenómeno de cascada fue introducido por Lewis Richardson en

1922, posteriormente fue desarrollado por Andrei Kolmogorov (1941) y sucesiva-

mente por Robert Kraichnan (1965) para el caso de la MHD [7].

En el modelo de Richardson, se introduce una jerarqúıa de estructuras sobre un

rango de escalas caracteŕısticas ln = l0r
n donde 0 < r < 1 es un factor multipli-

cativo y l0 es la escala integral (donde se inyecta enerǵıa al sistema a razón de

ε por unidad de masa). En este modelo, a cada estructura presente a la escala

(n = 0, 1, 2, ..., N) le sigue 1/rn+1 estructuras de escala ln+1, donde la enerǵıa se

transfiere a razón constante ε fragmentándose a lo largo de la cascada hasta la

escala de Kolmogorov η, a la que la enerǵıa se disipa debido a los efectos de la

viscosidad. El número total de estructuras a la escala n está dado por el número

de estructuras en la escala integral multiplicado por un factor r−3n, de modo que

el volumen total ocupado por las estructuras se mantiene constante en cada paso

de la cascada. [21]

La figura 2.1 es una representación de la cascada de Richardson, de donde se notan

dos caracteŕısticas particulares. La primera es la invariancia de escala: el hecho de

que el espacio esté lleno de estructuras a cada paso de escala, implica que la enerǵıa

está repartida en igual cantidad entre las estructuras de igual escala y que la tasa

de transferencia de enerǵıa permanece constante a lo largo de toda la cascada.

Esto corresponde a la invariancia de escala de las ecuaciones MHD. La segunda

caracteŕıstica es la localidad de las interacciones entre las estructuras: como se ve

en la figura, la enerǵıa en la región inercial se intercambia sólo entre estructuras

de escalas cercanas. Estas dos suposiciones son básicas en la fenomenoloǵıa de

Kolmogorov, que veremos más adelante. [19, 21]
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Figura 2.1: Cascada de Richardson.

2.4.3. Incrementos de velocidad y de campo magnético

Los estudios de la turbulencia se realizan, desde el punto de vista experimental,

mediante el análisis de variables que representan incrementos en varias escalas de

campos como la velocidad y el campo magnético. Para un campo estocástico, se

definen las variables:

δψ (r, t) = ψ (r + l, t)−ψ (r, t) . (2.46)

Estas variables pueden dar información sobre la presencia de estructuras en el

campo a una escala dada l, como remolinos y vórtices. Los incrementos de cam-

po son variables estocásticas y por lo tanto su descripción necesita un enfoque

estad́ıstico [19, 21].
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2.4.4. Espectros de enerǵıa, funciones de distribución de

probabilidad y funciones de estructura

Los espectros de enerǵıa son una poderosa herramienta para el análisis de la tur-

bulencia. De hecho, permiten la descripción de las caracteŕısticas de la cascada

energética. En particular, se encuentra que el espectro de enerǵıa de un campo

turbulento tiene un comportamiento de ley de potencia:

E (k) ∼ k−α, (2.47)

que define el rango inercial de la cascada energética [7, 21]. Esto es consecuencia

de las propiedades de invariancia de escala de las ecuaciones en el rango inercial.

Un enfoque diferente de la turbulencia se basa en el estudio de las propiedades

estad́ısticas de los incrementos δψl definidos por (2.46) [21]. En el caso homogéneo

e isotrópico, los valores medios de las diferencias |δψl (r, t)|
2 están relacionados al

espectro E (k) [19].

Como vamos a manejar variables estocásticas, un enfoque estad́ıstico puede proveer

información sobre las propiedades f́ısicas del sistema. En particular, es interesante

reproducir las propiedades estad́ısticas de la turbulencia; entonces es posible intro-

ducir una descripción probabiĺıstica de la turbulencia a través de las funciones de

distribución de probabilidad (PDF) de los incrementos de campo (o fluctuaciones)

a varias escalas.

Si se conoce la PDF, P (x), de una variable estocástica x, es posible calcular el

conjunto infinito de los momentos [21]:

〈xn〉 =

∫
xnP (x) dx. (2.48)

A su vez, llevando estas cantidades al espacio de Fourier y regresando al espacio

f́ısico, se obtiene:
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P (x) =
1

2π

∫
dk

∞∑
m=0

(ik)m

m!
〈xm〉e−ikx, (2.49)

por lo tanto, se puede calcular la PDF de una variable estad́ıstica si se conoce

todos los momentos 〈xm〉 y viceversa [21]. Es decir, si experimentalmente utili-

zamos el teorema ergódico para calcular el conjunto de los momentos podemos

vincular la PDF a los momentos 〈xm〉 [7, 19, 23]. En los estudios experimentales

de la turbulencia, se pueden entonces utilizar equivalentemente las PDFs o sus

momentos.

Si la PDF es gaussiana, se puede demostrar que ésta sólo necesita los primeros dos

momentos para estar completamente determinada. El momento de primer orden es

la media 〈x〉, que puede ser anulada trasladando la PDF a una nueva. El momento

de segundo orden es la varianza σ2 = 〈(x− 〈x〉)2〉.

Por otro lado, si la P (x) no es gaussiana, para describirla completamente a través

de los momentos, y entonces para caracterizar el fenómeno f́ısico en cuestión, se

necesitan todos los momentos 〈xm〉 que, en principio, son infinitos.[7, 19, 21, 23]

El análisis espectral no provee una descripción completa de las propiedades es-

tad́ısticas del campo, a menos que éste tenga una PDF gaussiana. De hecho, los

espectros son una representación del momento de segundo orden. Para campos

no gaussianos, las propiedades de la turbulencia se pueden describir utilizando las

funciones de estructura longtudinales que representan los momentos de órdenes

más altos del campo. Las funciones de estructura se definen como [7, 19, 21]:

Sq (l) = 〈δψql 〉 =

〈{
[ψ (r + l)−ψ (r)] · l

l

}q〉
(2.50)

Las (2.50) son cantidades medibles; lo que consiste en una estimación del paráme-

tro ζq obtenido mediante la relación [21]:

Sq (l) ∼ lζq
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Este enfoque es el mismo que en el estudio de las propiedades caracteŕısticas de la

PDF de δψl. [7, 19]

2.5. Fenomenoloǵıa de la turbulencia MHD

El estudio fenomenológico de la turbulencia se basa en el análisis dimensional

y de las leyes de escala de las magnitudes caracteŕısticas. Las soluciones de las

ecuaciones N-S o MHD no son parte activa del análisis, por lo que no se busca

encontrar soluciones al problema del movimiento, pero es suficiente establecer

relaciones importantes para el conocimiento estad́ıstico del fenómeno.

Las variables involucradas en el sistema para el análisis fenomenológico son: una

escala de longitud caracteŕıstica l, fluctuaciones caracteŕısticas de la velocidad

y del campo magnético a la escala l, que denotamos con δvl y δbl, un tiempo

caracteŕıstico tl, un número de Reynolds caracteŕıstico local Rl = lδvl/ν, y la tasa

de transferencia media de enerǵıa εl. Esta última cantidad se define en fluidos

como:

εl =
1

2

∂

∂t
〈v (r) · v (r + l)〉 , (2.51)

que en general es función de la escala l [22]; la operación de media se realiza sobre

todo el espacio ocupado por el fluido. Para el caso MHD, la tasa de transferencia

media de enerǵıa se adapta utilizando la velocidad generalizada z± en lugar de la

velocidad v. Entonces, se define la tasa de transferencia media de la pseudoenerǵıa

como [22]:

εl =
1

2

∂

∂t

〈
z± (r) · z± (r + l)

〉
; (2.52)

se obtiene:

ε =
1

2

(
ε± + ε∓

)
, (2.53)

con lo cual se toma en cuenta las contribuciones magnética y cinética en la trans-

ferencia de enerǵıa [22]. Nótese que en el caso en el que la velocidad y el campo

magnético tengan el mismo exponente caracteŕıstico (caso incompresible) esto se
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traduce, en términos de las variables de Elsässer, en el hecho de que los dos mo-

dos z+ y z− también tienen el mismo exponente caracteŕıstico. Por lo tanto, en

el entorno del análisis fenomenológico de las ecuaciones MHD incompresibles, es

equivalente escribir las leyes de escala en términos de la velocidad o de las variables

de Elsässer [7, 19].

2.5.1. Hipótesis de Kolmogorov

La teoŕıa desarrollada por Kolmogorov en 1941 (K41) es el resultado más im-

portante en la descripción de fluidos turbulentos. Esta teoŕıa provee un enfoque

fenomenológico de la turbulencia a partir de análisis dimensionales. A continua-

ción se enuncian las dos hipótesis sobre las cuales se basa la K41 (del libro de

Frisch, 1995) [21]:

1. Primera hipótesis de similitud

para R� Rcrit todas las propiedades estad́ısticas de las escalas pequeñas son

uńıvoca y universalmente determinadas por la escala l, por la tasa media de

disipación de enerǵıa ε y por la viscosidad ν;

2. Segunda hipótesis de similitud

para R → ∞ todas las propiedades estad́ısticas de las escalas pequeñas son

uńıvoca y universalmente determinadas por la escala l y por la tasa media

de disipación de enerǵıa ε, y son independientes de la viscosidad ν;

Se entiende por “escalas pequeñas” a las escalas lejanas del rango de inyección,

es decir, al ĺımite l → 0; R → ∞ equivale a suponer ausencia de disipación. La

segunda hipótesis se puede explicar con argumentos dimensionales: definimos el

número de Reynolds local como [21]:

Rl =
δvll

ν
; (2.54)
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nótese que Rl crece con l, entonces cuando R� Rcrit, es decir, a grandes escalas, el

término viscoso de las ecuaciones MHD es despreciable en comparación al término

no-lineal, por lo tanto el efecto de la viscosidad es nulo. Como ν es despreciable,

se supone que todas las cantidades relativas a las escala l � η no dependen de la

viscosidad. [19]

Ahora, mediante análisis dimensional, es posible calcular la tasa de transferencia

(o disipación) de enerǵıa en función de l y δvl. Sea tl el tiempo t́ıpico que equivale

al tiempo necesario para que se transfiera la enerǵıa desde la escala l a las escalas

más pequeñas o más grandes; esta consideración permite dar una estimación del

flujo de enerǵıa por unidad de tiempo y de masa:

ε ∼ δvl
2

tl
, (2.55)

que dimensionalmente es [V 2] / [T ] [21]. Este flujo de enerǵıa será igual, en el

rango inercial, a la tasa de disipación media de enerǵıa ε. Aśı mismo, el tiempo

caracteŕıstico de transferencia de enerǵıa se puede considerar como el tiempo de

giro de un remolino, que por análisis dimensional es tl ∼ l/δvl, de modo que se

puede obtener una ley de escala para los incrementos del campo [21]:

δvl ∼ ε
1
3 l

1
3 ; (2.56)

esta expresión se denomina ley de Kolmogorov. Si se aplica la ley de Kolmogorov a

la escala integral l0 obtenemos v0 ∼ ε1/3l0
1/3; utilizando esta relación en la (2.56)

podemos tener una ley de escala para la velocidad [21]:

δvl ∼ v0

(
l

l0

) 1
3

, (2.57)

donde h = 1/3 es el exponente de escala. Nótese que, la ley de escala de la trans-

ferencia de enerǵıa deberá ser ε → λ1−3hε′, y h = 1/3 es la única elección que

garantiza la invariancia de escala de ε a lo largo de la cascada [7, 19, 21, 23].
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A escalas más pequeñas, la viscosidad empieza a tener efecto sobre las estructuras

turbulentas. Por análisis dimensional se obtiene el tiempo t́ıpico asociado a los

efectos disipativos t
(ν)
l ∼ l2/ν. Igualando t

(ν)
l al tiempo t́ıpico tl se encuentra

la escala a la cual los términos disipativos son comparables con los términos de

transferencia no-lineal:

η ∼
(
ν3

ε

) 1
4

, (2.58)

llamada escala de Kolmogorov [21]. El hecho de que t
(ν)
l sea más rápido en l respecto

a tl garantiza que tarde o temprano los dos tiempos vayan a coincidir, es decir,

cuando empieza la disipación de enerǵıa [7, 19].

2.5.2. Espectro de Kolmogorov

Trasladando los resultados del análisis dimensional, se puede encontrar la tenden-

cia del espectro de enerǵıa asociado al movimiento turbulento. Si sustituimos la

longitud t́ıpica l por un número de onda k ∼ 1/l se puede trasladar los resultados

sobre la ley de escala al espacio espectral [23]. En particular, se puede construir

una enerǵıa cinética por unidad de masa E (k) dk, relativo a las estructuras de

número de onda k, a través de la tasa de disipación ε y k; de hecho, teniendo en

cuenta que δvl
2 ∼ kE (k), y si se utiliza la relación (2.56) en el rango inercial, se

obtiene [24]:

E (k) ∼ ε2/3k−5/3. (2.59)

El espectro es una ley de potencia en k y se denomina espectro de Kolmogorov. El

espectro de ley de potencia (2.59) ha sido verificado en datos experimentales (ver

Fig. 2.2) y simulaciones numéricas de flujos turbulentos [7, 21, 23, 24].
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Figura 2.2: Espectros de enerǵıa del componente de flujo (ćırculos blancos)
y componente lateral (ćırculos negros) de las fluctuaciones de velocidad en el

dominio del tiempo en un chorro. [21]

2.5.3. Efecto Alfvén: Espectro de Kraichnan

Cuando se realiza el análisis dimensional en la turbulencia de plasmas, es posible

que las fluctuaciones del campo magnético y de la velocidad (debidas a la propa-

gación de las ondas de Alfvén) modifiquen las interacciones entre las estructuras

turbulentas; se debe tener en cuenta esta modificación en el análisis fenomenológi-

co. Entonces analizamos qué sucede con el flujo de enerǵıa a través de las variables

z±.

Como en la K41, suponemos una cascada energética que se debe a las interacciones

no-lineales entre estructuras turbulentas δz+ y δz−, y suponemos que esto genera

un espectro caracteŕıstico análogo al caso fluido con un rango de inyección, un

rango inercial y un rango disipativo. Además, suponemos que las leyes de escala
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a lo largo de la cascada son leyes de potencia en el rango inercial, es decir, que

el flujo de enerǵıa no depende de la escala [19]. Bajo estas suposiciones, se puede

calcular, a través de análisis dimensional, el flujo de enerǵıa entre escalas:

Π±l ∼
|δz± (l)|2

tl
± , (2.60)

donde tl representa la duración t́ıpica de la transferencia de enerǵıa [7, 21]. Las

fluctuaciones Alfvénicas se propagan en dirección opuesta a lo largo de las ĺıneas del

campo magnético (como se puede ver en la ec. (2.33)) por lo que las estructuras

interactuantes están separadas por un tiempo tA ∼ l/cA, de tal manera que el

tiempo actual de interacción se modifica (disminuye). Si el tiempo caracteŕıstico

no-lineal de las fluctuaciones es t±NL ∼ l/δz∓l , entonces el tiempo de interacción es:

t±l ∼
(
t±NL
)2

t±A
∼ lcA
δv2

, (2.61)

que resulta de considerar el número de interacciones no-lineales que ocurren en un

tiempo de Alfvén, t±NL/t
±
A, y considerando un comportamiento de escala similar

entre los campos de Elsässer y la velocidad δz+ ∼ δz− ∼ δv [21, 26].

Entonces, el flujo de enerǵıa, correspondiente a la tasa de transferencia de enerǵıa

ε±, se puede escribir como [21]:

Π±l ∼ ε± ∼ δv4

lcA
, (2.62)

por lo tanto, la ley de escala para la velocidad (o campo magnético, o campos de

Elsässer) se modifica por el efecto Alfvén:

δvl ∼ v0

(
l

l0

) 1
4

, (2.63)

tal que h = 1/4 [26]. Entonces el espectro también se modifica [7, 26]:
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E (k) ∼ cA
1
2 ε

1
2k−

3
2 . (2.64)

El ı́ndice espectral −3/2 es la ley de potencia del espectro con efecto Alfvénico y

se llama espectro Kraichnan [7, 19–22].

2.5.4. Leyes de escala de la funciones de estructura

Aplicando las leyes de escala de Kolmogorov y Kraichnan a los incrementos de los

campos (2.57) y (2.63), se puede calcular la ley de escala para las funciones de

estructura:

S
(q)
l = 〈δψlq〉 ∼ l

q
m , (2.65)

donde m = 4 cuando el efecto Alfvénico desfasa las estructuras interactuantes [26],

y m = 3 cuando este efecto es despreciable [24]. Es importante notar que en el

modelo que se acaba de describir, o sea el modelo de Kolmogorov llamado K41, el

exponente de escala caracteŕıstico ζq de las funciones de estructura, es una función

lineal del momento de orden q, es decir: ζq = q/m [7, 19, 21, 22].

2.5.5. Intermitencia en la turbulencia

Los resultados experimentales de la K41 muestran que el espectro de enerǵıa está

bien determinado por E (k) ∼ k−5/3 (al menos dentro de errores experimentales

aceptables), pero el comportamiento lineal del exponente de escala de las funciones

de estructura con el orden de los momentos no se observa. La K41 es la base de

estudio de la turbulencia e incluye los fundamentos principales. Sin embargo, es

necesario seguir desarrollando el enfoque de la turbulencia. Mientras el análisis ex-

perimental se utilizaba para análisis espectral, la K41 funcionaba adecuadamente

porque sólo se estudiaba el momento de segundo orden. A medida que se desa-

rrollaban técnicas experimentales más precisas, se pod́ıa investigar momentos más
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altos, por lo que se necesitó de interpretaciones diferentes. El punto más discu-

tido en la teoŕıa de Kolmogorov (K41) es la distribución uniforme de la tasa de

transferencia de enerǵıa a través de las escalas [27].

Se pudo observar que el exponente de escala ζq se desviaba bastante de una rela-

ción lineal [21]. Además, la PDF de los incrementos de la velocidad (o cualquier

campo) δvl eran gaussianas solamente en la escala integral, y se haćıan menos

gaussianas mientras más pequeña era la escala. Lo que se observaba es que con-

forme la escala se haćıa más pequeña, más altas eran las “colas” de la función de

distribución, como se puede ver en la Fig. 2.3. Como consecuencia de esto, los mo-

mentos, representados por las funciones de estructura, teńıan una escala diferente,

y esto se puede observar mediante los exponentes de escala, los cuales difieren de

la predicción de la K41, ζq ∼ q/3. Este comportamiento se debe a que existen

valores de incrementos de velocidad grandes, y con mayor probabilidad que en

una estad́ıstica gaussiana. Consecuentemente, la tendencia de los incrementos δvl

es intermitente [21, 27]. Aśı, ε también posee el mismo tipo de fenomenoloǵıa, es

decir, experimentalmente se observa regiones explosivas de disipación seguidas de

periodos de relativa calma. Por esta razón, las correcciones a la K41 se denominan

correcciones intermitentes. [19, 21]

Figura 2.3: PDFs de los incrementos de los campos cambian de forma con la
escala. [7]
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Figura 2.4: Cascada de Richardson intermitente. Las diferencias locales de la
transferencia de enerǵıa están representadas por la concentración de estructuras

activas o regiones del espacio.

Recordemos la figura de la cascada de Richardson que utilizamos para introducir

el concepto de turbulencia, la misma que puede ser modificada para entender el

concepto de intermitencia. Una de las ideas principales sobre la cual se basa la K41

es que la tasa media de transferencia de enerǵıa ε controla la cascada no-lineal.

En ese punto no se consideraba la distribución espacial de ε, es más, la idea de

universalidad del modelo sugeŕıa que se distribúıa uniformemente. Sin embargo,

en el caso intermitente, debeŕıamos reafirmar que sólo el valor medio global de la

tasa de transferencia de enerǵıa es constante a través de la cascada, mientras que

su valor local puede ser una función fluctuante (estocástica) que presenta zonas de

actividad y zonas de inactividad que se alternan. Como se puede ver en la Figura

2.4. La Figura de la cascada de Richardson modificada muestra la concentración

de estructuras activas en posiciones del espacio definidas; estas concentraciones se

vuelven más y más evidentes conforme decrece la escala [7, 21].
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2.6. Ley de Yaglom

La intermitencia de los campos invalida la K41 para funciones de estructura de

altos órdenes. Sin embargo, existen algunas relaciones para las funciones de estruc-

tura de bajos órdenes que se derivan de las ecuaciones dinámicas. Un resultado

muy importante y bien conocido en la turbulencia hidrodinámica es la ley de Kol-

mogorov 4/5, que relaciona el momento de tercer orden de la velocidad con la

tasa de disipación de la enerǵıa. Se puede obtener de manera análoga una ley de

Yaglom que se extiende a la turbulencia MHD [24, 28].

La ley de Yaglom (revisada por Politano y Pouquet en 1998) asumiendo homoge-

neidad, isotroṕıa e incompresibilidad es:

Y (r, l) =
〈∣∣∆z± (r, l)

∣∣2 ∆z∓‖ (r, l)
〉

= −4

3
εl, (2.66)

donde r es la separación entre dos incrementos de campo, l es la escala caracteŕısti-

ca, ∆z± son los incrementos de los campos de Elsässer y el sub́ındice ‖ indica la

componente longitudinal, es decir, la componente paralela a la velocidad media

[28, 29]. Para una serie temporal en plasmas, usando la hipótesis de Taylor (ver

Apéndice A) r = t 〈v〉 para intercambiar los argumentos de espacio (r) y tiempo

(t) mediante la velocidad media 〈v〉, se puede reescribir la ley de Yaglom (o ley de

Politano-Pouquet) como:

Y (t,∆t) =
〈∣∣∆z± (t,∆t)

∣∣2 ∆z∓‖ (t,∆t)
〉

= −4

3
ε∆t 〈v〉 , (2.67)

donde ∆t es la escala temporal [30]; z± = v ± B/
√

4πρ son las variables de

Elsässer que acoplan la velocidad del plasma v y el campo magnético B expresado

en unidades de velocidad a través de la densidad de masa ρ. (2.67) prescribe una

relación de escala lineal entre el momento de tercer orden de la tasa de transferencia

de enerǵıa y la tasa media de disipación de enerǵıa ε. Desarrollando los términos
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de los campos de Elsässer, (2.67) puede ser escrita en términos de la velocidad y

el campo magnético:

Y =
〈(

∆v2 + ∆b2
)

∆v‖ − 2 (∆v ·∆b) ∆b‖
〉

= −4

3
ε∆t 〈v〉 ; (2.68)

el término
(
∆v2 + ∆b2

)
∆v‖ está asociado a la enerǵıa cinética y magnética trans-

portada por las fluctuaciones de velocidad, y 2 (∆v ·∆b) ∆b‖ está asociado con

la correlación velocidad-campo magnético acoplada a las fluctuaciones magnéticas

longitudinales. [30]

En el marco de estudio Hall-MHD se incluyen los mismos efectos que tiene la

MHD, aśı como la ley de potencia del espectro y los efectos intermitentes. Aśı

también, se tiene para el marco Hall-MHD, considerando la densidad de corriente,

una ley de Yaglom-Hall bajo las mismas consideraciones (homogeneidad, isotroṕıa

e incompresibilidad):

YH =
〈(

∆v2 + ∆b2
)

∆v‖ − 2 (∆v ·∆b) ∆b‖ + di
[
2 (∆b ·∆j) ∆b‖ −∆b2∆j‖

]〉
= −4

3
ε∆t 〈v〉 ,

(2.69)

donde di es la longitud inercial de los iones; los dos últimos términos representan

la contribución Hall a la transferencia de enerǵıa: 2 (∆b ·∆j) ∆b‖ representa las

fluctuaciones campo magnético-densidad de corriente acopladas a las fluctuaciones

magnéticas longitudinales, y ∆b2∆j‖ representa la enerǵıa magnética transportada

por la corriente eléctrica en la dirección del flujo [32]. En general, se esperaŕıa que

estos efectos adicionales sean aditivos, por lo tanto, desde una perspectiva teórica

la ley de tercer orden de Hall (ley Hall-Yaglom) representa una mejor medida de

la tasa de transferencia de enerǵıa cerca de las escalas cinéticas, comparadas con

la MHD. [46]
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2.7. Proxy de la tasa de transferencia de enerǵıa

local

Las propiedades de la cascada turbulenta pueden ser estudiadas utilizando un

proxy de la tasa de transferencia de enerǵıa local (LET), la cual indica la contri-

bución de las fluctuaciones al flujo de enerǵıa en cada posición (o, como en este

caso, en cada tiempo a través de la hipótesis de Taylor). Con base en la Ec. (2.68),

se define un proxy heuŕıstico de la tasa de transferencia de enerǵıa local (LET) a

la escala ∆t introduciendo la cantidad [30]:

ε (t,∆t) = −3

4

(
∆v2 + ∆b2

)
∆v‖ − 2 (∆v ·∆b) ∆b‖

∆t 〈v〉
, (2.70)

donde ε (t,∆t) depende del tiempo y de la escala, y los términos de la derecha se

describieron en la sección anterior. A cada escala, los incrementos de los campos

en la serie temporal pueden ser asociados al valor local de ε (t,∆t).

De la misma manera se puede definir una versión del proxy de la tasa LET para

la ley (2.69) para estudiar las contribuciones Hall en cada escala [46]:

ε (t,∆t) = −3

4

(
∆v2 + ∆b2

)
∆v‖ − 2 (∆v ·∆b) ∆b‖ + di

[
2 (∆b ·∆j) ∆b‖ −∆b2∆j‖

]
∆t 〈v〉

.

(2.71)

El procedimiento para obtener (2.70) y (2.71) desprecia varias contribuciones a la

ley de escala, las cuales, en (2.68) y (2.69) respectivamente, están suprimidas por

un promedio sobre la gran muestra y por lo tanto proveen solo una aproximación

de la verdadera tasa de transferencia de enerǵıa local.
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Caṕıtulo 3

Descripción de los datos

3.1. Introducción

El objetivo de este trabajo es describir la turbulencia en plasmas del espacio circun-

terrestre. Para realizar esta tarea es necesario analizar diferentes datos de varios

sistemas f́ısicos como la magnetosfera terrestre. Esto se puede llevar a cabo me-

diante el laboratorio ‘natural’ de plasmas que tenemos a disposición. Los datos

que se obtienen son turbulentos, por lo que es un fenómeno complejo. En este

caṕıtulo se introducen los sistemas turbulentos, se describe el conjunto de datos y

los métodos experimentales.

3.2. El espacio circunterrestre

El espacio circunterrestre está formado por un plasma tenue y magnetizado, que

constituye la magnetosfera terrestre. El campo magnético es el del dipolo terrestre,

mientras que el plasma, principalmente electrones y protones, con una componente

menor de part́ıculas α y de iones más pesados, es de origen mixto: una parte

es material ionizado de la alta atmósfera terrestre, otra es el plasma de origen

solar. De hecho, la magnetosfera terrestre está sumergida en un flujo de plasma

supersónico y muy tenue (pocas part́ıculas por cm3): el viento solar (o solar wind).
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El viento solar irradia desde la corona solar en todo el espacio interplanetario, for-

mando una bola de plasma en expansión que alcanza la orbita de Plutón. Durante

su expansión, el viento solar impacta contra la bola de plasma magnetosférico,

estirando el campo del dipolo magnético terrestre (por la ley de hielo de Alfvén)

en dirección hacia afuera con respecto al sol. Esto genera la forma caracteŕıstica

de la magnetosfera, que es más comprimida del lado del sol, y estirada por el lado

opuesto. Una representación esquemática se muestra en la Figura 3.1.

Figura 3.1: Ilustración esquemática del espacio circunterrestre.[51]

Debido a la alta velocidad de expansión del viento solar (t́ıpicamente del orden

de 500 km/s) el impacto con el plasma en reposo (con respeto a la Tierra) de la

magnetosfera genera una onda de choque (el bow shock, indicado con una ĺınea

verde en la parte izquierda de la Figura) en el lado “d́ıa”, generando una disconti-

nuidad entre el viento solar y la propia magnetosfera. Hacia abajo del bow shock,

se encuentra una región de plasma solar desacelerado por el impacto, llamada
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magnetosheath (MS), donde el plasma es t́ıpicamente muy caótico y mezclado, por

haber recién cruzado la onda de choque. Esta región, donde el campo magnéti-

co del viento solar decrece, es una zona de transición que tiene su otra frontera

en la magnetopausa (ĺınea morada en la Figura), o sea una zona donde el campo

magnético de la tierra desaparece y empieza, hacia afuera, el campo del viento

solar. Detrás de la magnetopausa, empieza la región de la propia magnetosfera,

donde el plasma posee caracteŕısticas un poco diferentes en términos de densidad,

temperatura y velocidad promedio, y de niveles de fluctuaciones de la temperatu-

ra. La región cerca de la magnetopausa, donde existe un fuerte gradiente de los

varios parámetros del plasma y de campo magnético, se conoce como capa ĺımite

magnetosférica, o magnetospheric boundary layer (BL). Más lejos de la magne-

topausa, la dinámica del plasma está dominada por la rotación de la tierra y de

su dipolo magnético, junto con la interacción con el viento solar, de manera muy

complicada.

La región de interés para este trabajo es justamente alrededor de la magnetopau-

sa, ah́ı donde ocurren numerosos fenómenos de f́ısica de plasmas y de magneto-

hidrodinámica de sumo interés para la comunidad cient́ıfica internacional. Estos

fenómenos, principalmente asociados al fuerte gradiente y a la conexión entre la

magnetosfera y el espacio interplanetario, son responsables de la continua inyec-

ción de plasma del viento solar en el espacio circunterrestre, de la penetración

de part́ıculas energéticas, de las modulaciones de las corrientes magnetosféricas

que producen variaciones importantes del campo geomagnético, y, por lo tanto,

controlan los eventos del clima espacial (o space weather).

3.3. Misión Magnetospheric Multiscale

En septiembre del 2015, la misión Magnetospheric Multiscale (MMS) de la NASA

se ubicó en la magnetopausa terrestre con el objetivo de estudiar cómo los campos

magnéticos de la Tierra y del Sol se conectan y desconectan en la región circunte-

rrestre. MMS consta de cuatro satélites idénticos equipados de instrumentos que
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miden in situ varias cantidades, como campos electromagnéticos y part́ıculas, ne-

cesarias para la descripción de la dinámica del plasma [33]. Los cuatro satélites de

la misión MMS están dispuestos en un arreglo tetraedral a distancias variables,

con el objetivo de proporcionar medidas tridimensionales de los parámetros y para

permitir el estudio de la geometŕıa de los fenómenos. Para obtener una descripción

completa de las varias regiones del espacio circunterrestre, siguen órbitas eĺıpticas

alrededor de la Tierra a través del campo magnético que rodea nuestro planeta

(ver Fig. 3.2). En la Fig. 3.3 se puede ver la disposición de cuatro satélites en una

ilustración explicativa.

Figura 3.2: Órbita de la misión MMS. En azul, ĺıneas de campo del viento
solar; en verde, ĺıneas de campo cerradas; en rojo, ĺıneas de campo abiertas; y

en negro órbitas, que se desea seguir. [34]

Cada satélite lleva instrumentos idénticos de alta precisión y resolución: analiza-

dores de plasma, para medir la función de distribución de velocidades de iones y

electrones, y para calcular sus momentos (por ejemplo densidad, velocidad, y tem-

peratura); detectores de part́ıculas energéticas; magnetómetros e instrumentos de

campo eléctrico; aśı como también dispositivos que protegen los instrumentos. Con
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Figura 3.3: Ilustración de la misión MMS.

respeto a este trabajo, es de nuestro interés estudiar las medidas siguientes: el cam-

po magnético (B) que se obtienen a través del instrumento Fluxgate Magnetometer

(FGM); los momentos de la función de distribución de iones: densidad (ρ), veloci-

dad (v), y temperatura (T ), que se miden con el Fast Particle Investigation (FPI);

aśı mismo, de las distribuciones de iones y electrones se obtiene la densidad de co-

rriente J . Estas cantidades se pueden descargar de la base de datos de la misión

MMS a través de la página web https://lasp.colorado.edu/mms/sdc/public/.

Los datos han sido previamente corregidos y confirmados con respeto a errores de

medidas, y eventos particulares (como impacto con átomos neutros que producen

emisión anómala de electrones) han sido descartados. Estos datos se utilizan en el

presente estudio experimental de la turbulencia e intermitencia MHD y Hall-MDH.
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3.4. Presentación de los datos experimentales

Los datos que vamos a analizar en este trabajo se tomaron de solamente uno de los

cuatro satélites de la misión MMS (en particular, MMS1) cuando éste se encontra-

ba en la magnetopausa terrestre, pasando de la capa ĺımite de la magnetosfera a

la magnetosheath. Durante este periodo, la órbita del satélite experimentó transi-

ciones continuas de una región a otra. Estas fueron identificadas como debida a la

presencia de una inestabilidad de Kelvin-Helmholtz (KHI) (Fig. 3.4). Esta es una

inestabilidad clásica que se produce cuando dos fluidos de densidad diferente se

mueven con un flujo diferencial entre ellos. Al crecer de la diferencia de velocidad,

se generan vórtices en la frontera entre los dos fluidos, que tienen dimensión y

periodicidad dependientes de las condiciones del fluido (dimensión de las capas,

velocidades, densidades) que ha producido una ondulación de la frontera entre las

dos regiones. Tales vórtices producen una mezcla de los dos fluidos en una región

central, que es más eficaz cuanto más desarrollada es la inestabilidad. Normal-

mente, en la región de mezcla se produce una turbulencia bien desarrollada, que

completa el mixing de los dos gases. En el caso en estudio, los dos fluidos son,

por un lado el plasma del viento solar penetrado en la magnetosheath, más den-

so y con velocidad alta alrededor de la magnetosfera, y por otro lado el plasma

magnetosférico, menos denso y más lento, lo que genera un fuerte gradiente de

velocidad entre los dos plasmas. Cabe recordar que el plasma, al encontrarse en

estas escalas en el régimen MHD, apoya la inestabilidad fluida de KH. Al cruzar

el satélite transversalmente la región de ondas de Kelvin-Helmoltz, se han medido

alternativamente las dos regiones, separadas por una discontinuidad. El evento ha

sido analizado a fondo en previos estudios [30, 35–37]. En este periodo de medi-

da, los instrumentos a bordo del satélite MMS1 tomaron muestras cada 0.15s por

un tiempo aproximado de 78.5min. Esto equivale a tener 31398 muestras de las

diferentes las cantidades y sus componentes.

En la Fig. 3.5 se muestra algunos datos obtenidos. Desde arriba: magnitud de la ve-

locidad, densidad de iones positivos, temperatura, magnitud del campo magnético
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y la magnitud de la densidad de corriente de iones positivos. El sistema de referen-

cia sobre el que se midieron las cantidades mencionadas es un sistema cartesiano

en el que el eje x está a lo largo de ĺınea que une la Tierra y el sol; el eje y está

sobre el plano de la órbita del satélite (sobre el plano ecĺıptico), y el eje z es normal

a este plano en dirección norte.

Figura 3.4: Ilustración de las inestabilidades de Kelvin-Helmholtz.

Como se puede notar, los datos son turbulentos e irregulares, aśı como se esperaba.

Analizando con más atención las señales, se nota la presencia de frecuentes cam-

bios repentinos de algunas cantidades. Esto es mas evidente en la Fig. 3.6, en la

cual se puede observar un acercamiento en un periodo de 5 min para diferentes

magnitudes. En esta figura se puede identificar fácilmente la presencia de dos re-

giones muy distintas con diferentes propiedades (o sea, dos plasmas diferentes),

separadas por regiones de transición que se presentan como discontinuidades.

Como se estudió en varios trabajos [35, 36], esta alternancia se debe a que el MMS1

estuvo midiendo una región de interfase entre el plasma de la MS, más externo, y el

del BL, más interno. Las discontinuidades evidencian los tiempos en que el satélite

cruza la frontera neta entre las dos regiones (o sea la magnetopausa), pasando de

una a otra. En este particular caso, se determinó que el periodo caracteŕıstico

de las estructuras de KH es alrededor de 1 minuto, correspondiente a un vector
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Figura 3.5: Desde arriba: velocidad, densidad de part́ıculas, temperatura, cam-
po magnético y densidad de corriente medidas por el MMS1 el 8 de septiembre

del 2015 durante 78.5 min entre 10 : 07 : 04 UT y 11 : 25 : 34 UT.

de onda (o sea el tamaño de los vortices de KH) del orden de 200 km, según la

hipótesis de Taylor [35, 36].

Como en principio las dos regiones poseen caracteŕısticas diferentes (como será

evidente en los histogramas de los campos más adelante), siendo compuestos de

plasmas de diferentes regiones (la magnetosfera y la magnetosheath), el análisis
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de turbulencia no puede hacerse sobre toda la muestra, porque justamente el plas-

ma no es homogéneo, y la propiedades estad́ısticas sufriŕıan de la mezcla de dos

procesos f́ısicos diferentes, aśı como de la presencia de las discontinuidades intro-

ducida en la serie temporal por la frontera. Por lo tanto, es importante identificar

y seleccionar periodos homogéneos para separar las dos regiones mencionadas y

efectuar el análisis por separado.

En la Fig. 3.7 se muestra un ejemplo de la metodoloǵıa de selección de los intervalos

homogéneos. En la figura, está reproducida la temperatura de iones, durante un

periodo reducido correspondiente a 5 minutos de datos. Aqúı se puede notar muy

evidentemente que hay dos regiones bien definidas con valores de temperatura

homogéneos y estables, con transiciones que ocurren cuando una estructura de

la ondulación de la KHI atraviesa el satélite. Además, se nota que los valores

t́ıpicos de temperatura son bastante similares entre regiones análogas, por lo cual

se elige la temperatura como parámetro para la selección. Como se indica en la

figura, solo se seleccionan regiones completamente incluidas en cada una de la dos

regiones homogéneas, cuidadosamente descartando todas las medidas en regiones

de transición. La flechas de diferentes colores evidencian las porciones de la muestra

que pertenecen a las dos regiones. Por medio de esta técnica, del conjunto de datos

completo de la temperatura fueron identificados y seleccionados 59 intervalos de

baja temperatura y 24 intervalos con alta temperatura para aśı también separar los

otros campos. Esta selección de intervalos fue realizado manualmente, observando

todo el conjunto de datos de la temperatura en periodos cortos de tiempo, como en

la Fig. 3.7. Más en detalle, los criterios utilizados para considerar o no un intervalo

fueron:

1. el intervalo debe tener más que 50 muestras para tener una estad́ıstica acep-

table;

2. el campo de temperatura debe ser aproximadamente homogéneo y estacio-

nario;

3. no deben existir discontinuidades ni fluctuaciones extremas;
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4. no se deben mezclar regiones de MS y de BL;

5. la temperatura no puede ser superior a TMS = 250 K para la MS y no puede

ser menor de TBL = 400 K para la BL;

6. los intervalos no deben tener datos perdidos o vaćıos, es decir, que el instru-

mento no haya tenido algún de problema al tomar la medida.

La Fig. 3.8 presenta los histogramas de las magnitudes que se utilizan en ese

trabajo. Es importante notar que en los histogramas grises, que representan la

muestra completa, solamente en el caso de la temperatura se puede diferenciar

completamente dos poblaciones de valores, mientras que para los otros parámetros

la distribución (gris) está siempre demasiado mezclada, y no se puede separar las

dos regiones. Esto indica que la temperatura es un buen parámetro para separar las

regiones. Eso se evidencia aún más al observar los histogramas de las dos regiones

(en azul para la magnetosheath y en rojo para el magnetospheric boundary layer)

después de separarlas según la metodoloǵıa descrita antes, confirmando que las dos

regiones se separan perfectamente y sin las superposiciones que se observan en los

histogramas separados de los otros parámetros. De lo que se puede concluir que la

región de menor temperatura tiene mayor densidad de part́ıculas. Esta región se

identifica como magnetosheath. Por lo contrario, la región con alta temperatura y

baja densidad de iones es la capa ĺımite magnetosférica [30, 35, 36].

Para completar esta presentación, en la Tabla 3.1 se indican los valores medios de

algunas magnitudes de importancia para este trabajo (velocidad, campo magnéti-

co, densidad y temperatura) calculadas sobre el conjunto de sub-intervalos de cada

región por separado (MS o BL).

Tabla 3.1: Valores medios de magnitudes importantes.

Región 〈v〉 [km/s] 〈B〉 [nT ] 〈ρ〉 [cm−3] 〈T 〉 [K]

MS 353± 58 29± 8 18± 3 144± 12
BL 229± 70 23± 10 12± 2 652± 94
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Figura 3.6: Un sub-intervalo de cinco minutos del intervalo de datos MMS1,
que empieza a las 10 : 30 : 04 UT el d́ıa 8 de septiembre del 2015. Desde arriba
hacia abajo: componente x de la velocidad, densidad de part́ıculas, temperatu-
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Caṕıtulo 4

Análisis de turbulencia e

intermitencia

4.1. Introducción

En este caṕıtulo se quiere determinar las propiedades de la turbulencia en las

dos regiones identificadas en el caṕıtulo previo. Los indicadores básicos de una

cascada turbulenta se obtienen a través del análisis de propiedades de escala de

los campos. La función de autocorrelación y, equivalentemente, la densidad espec-

tral de potencia (Power spectral density, PSD) de las fluctuaciones (incrementos)

proveen estimaciones de primer orden de las propiedades de escala del sistema.

También, se puede obtener información sobre la intermitencia a través de leyes

de escala anómalas de las propiedades estad́ısticas de los incrementos de campos.

Esto permite obtener indicadores de una cascada turbulenta. En este caṕıtulo se

presentan los estimadores estándar de las propiedades mencionadas y se comparan

por primera vez para las dos regiones descritas en la sección anterior.
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4.2. Espectros de enerǵıa

En turbulencia, los espectros de enerǵıa siguen leyes de potencia en el número de

onda (k), con predicciones como k−5/3 según la K41 [24] y k−3/2 según Kraichnan

[26] en la escala inercial. Las predicciones de las leyes de potencia se basan en

suposiciones para la escala temporal de la transferencia de enerǵıa no-lineal. Si la

f́ısica asociada a estas interacciones no-lineales cambia, entonces se espera que la

ley de potencia cambie. Utilizando la frecuencia f en lugar del vector de onda k

(a través de la hipótesis de Taylor, o sea f = k〈v〉), se puede calcular el espectro,

e incluso aśı, se encuentra un comportamiento de ley de potencia en la frecuencia,

con el mismo exponente porque la velocidad promedio 〈v〉 es constante [35].

Aśı también, el espectro de potencia se define como la transformada de Fourier de

la función de autocorrelación [40]. Para un campo u dependiente del tiempo t la

función de autocorrelación se define como:

Ac (∆t) =
〈u (t+ ∆t)u (t)〉

σ2
, (4.1)

donde ∆t es una escala temporal variable, σ2 es la varianza de u y 〈...〉 representa

un promedio sobre el ensamble, en este caso en el tiempo [40]. En la Figura 4.1 se

observa las funciones de autocorrelación de las componentes del campo magnético

calculadas en las dos regiones MS y BL mediante series temporales. Como es

previsible, la función de autocorrelación decae desde el valor 1 hasta llegar a 0 y

se observa que en esta región Ac sigue una ley exponencial Ac ∼ e−∆t/τc , donde

τc define el tiempo de correlación de la variable en el sistema. En la Tabla 4.1

se muestran los tiempos de correlación para la velocidad y el campo magnético

obtenidos a través del ajuste de la función de autocorrelación. Como se observa,

los campos están correlacionados por intervalos cortos de tiempo. Estos tiempos

dan una idea del intervalo del rango inercial, sin embargo, no es un indicador total,

puesto que lo que se estudia, como se verá a continuación, son las fluctuaciones de

los campos correlacionados unos con otros.
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Figura 4.1: Funciones de autocorrelación de las componentes del campo
magnético en las regiones MS y BL.

En la Figura 4.2 se muestran los espectros de potencia de las componentes del cam-

po magnético en la magnetosheath obtenidos calculando las transformadas rápidas

de Fourier (Fast Fourier Transfrom, FFT) y el cuadrado de sus coeficientes para

cada sub-intervalo, para luego calcular el promedio entre todos los sub-intervalos.

Sin embargo, dado a que los sub-intervalos son muy cortos, los espectros resultan

irregulares y no se logra determinar la ley potencia en las fluctuaciones de baja

frecuencia debido a la limitación por el tamaño de los intervalos, por lo que es-

ta técnica resulta ineficiente. Por esta razón, se muestran aqúı los resultados del

análisis espectral utilizando una técnica más apropiada para este tipo de señales.

En las Figuras 4.3, 4.4 y 4.5 se muestran los espectros de potencia del campo

magnético, de la velocidad y de los campos de Elsässer en los intervalos BL y

MS, que son de la autoŕıa de Federico Franternale, PhD., quien colaboró en la

realización de este trabajo. Estas PSDs fueron realizadas mediante dos técnicas

diferentes para comparar las dos regiones por separado. Las ĺıneas gruesas mues-

tran el espectro obtenido mediante el método sub-samples (SS), mientras que las
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curvas delgadas muestran los espectros obtenidos mediante el algoritmo compres-

sed sensing (CS) [38]; en gris se muestra un referencia de la ley de potencia −5/3.
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Figura 4.3: Espectros de potencia de las componentes del campo magnético
en la región BL (izquierda) y en la región MS (derecha). [38]

Para interés de este trabajo, en el rango inercial (que en términos de frecuencia es la

primera región delimitada por dos ĺıneas grises verticales) los campos mencionados

presentan leyes de potencia bien definidas. En la Tabla 4.1 se muestran los valores
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Figura 4.4: Espectros de potencia de las componentes de la velocidad en la
región BL (izquierda) y en la región MS (derecha). [38]
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Figura 4.5: Espectros de potencia de los campos de Elsässer en la región BL
(izquierda) y en la región MS (derecha). [38]

de los ı́ndices espectrales obtenidos del ajuste de la ley de potencia en el rango

inercial para las componentes de los campos, dentro de una discrepancia de 3.5 %

con respecto a los ı́ndices espectrales en la escala inercial. Los espectros tienen

tendencias como la predicción de Kolmogorov con ı́ndices espectrales ∼ 5/3 para

todas las componentes y en las dos regiones, lo cual es compatible con los valores

estándar para la turbulencia MHD [35, 36, 38, 39], lo cual confirma la presencia

de un rango inercial turbulento.

En general, se puede observar que los espectros en la región MS presentan una ley
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Tabla 4.1: Valores resultantes del ajuste de los ı́ndices espectrales α y tiempos
de correlación τc

Campos
Índice espectral τc [s]
BL MS BL MS

Bx 1.44 1.75 4.2± 0.3 4.5± 0.6
By 1.50 1.70 3.0± 0.3 3.7± 0.7
Bz 1.20 1.48 29± 4 15± 5
vx 1.51 1.71 3.9± 0.3 4.2± 0.4
vy 1.60 1.60 2.6± 0.1 4.6± 0.5
vz 1.48 1.73 2.1± 0.3 9± 2
z+ 1.47 1.47 - -
z− 1.40 1.69 - -

de potencia más evidente y con mas potencia (espectro más alto), mientras que

en BL la potencia es más baja; la ley de escala es menos definida y el espectro

es un poco más curvo. Esto es más evidente para el espectro de velocidad (Fig.

4.4), mientras que para el campo magnético ambas regiones muestran una ley

de potencia bien desarrollada. Por consiguiente, los espectros de las variables de

Elsässer también presentan una ley de potencia más definida en la magnetosheath.

Esta información, además de representar una observación original, también será

importante para la correcta interpretación de los resultados de este trabajo, aśı

como se detalla en las conclusiones.

4.3. Análisis de intermitencia

Las fluctuaciones turbulentas, usualmente, están caracterizadas por la intermiten-

cia, que en este caso se refiere a la estad́ıstica dependiente de la escala de las

fluctuaciones de los campos. Una manera de examinar la intermitencia es con-

siderando la distribución (y/o su momentos) de incrementos temporales de los

campos (magnético y velocidad) estandarizados, dado por (por ejemplo para el

campo magnético, e igualmente para la velocidad):

∆Bi (∆t)

σBi

=
Bi (t+ ∆t)−Bi (t)√〈
(Bi (t+ ∆t)−Bi (t))

2〉 , (4.2)
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donde i denota la componente de B, ∆t es la escala temporal de estudio, y 〈...〉

representa un promedio que, en este estudio, se realiza sobre el tiempo [35]. Me-

diante las medidas de MMS1, es posible calcular los incrementos temporales de los

campos.

La Figura 4.6 muestra un ejemplo de las funciones de distribución, en este caso

de ∆By (∆t) /σBy (PDFs) para varias escalas temporales. Como se puede ver,

las colas de las PDFs no siguen una distribución Gaussiana, pues se “levantan”

para escalas temporales más pequeñas. En BL, se observa que para una escala

temporal ∆t = 0.6s (ĺınea roja) la cola es más alta que para ∆t = 4.8s (ĺınea

verde), donde la PDF se acerca a la de una Gaussiana; esto es lo que se espera

de la turbulencia en general. En MS, se observa un comportamiento similar. Las

pequeñas diferencias entre la intermitencia en BL y MS podŕıan ser debido a que el

rango inercial presenta leyes de escala diferentes para los espectros, sugiriendo una

diferente evolución y desarrollo de la turbulencia. Esto es visible en los espectros

de potencia de By en la Fig. 4.3, donde se observa que el rango inercial de MS es

más grande que el de BL (en términos de frecuencia f).
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Figura 4.6: Distribuciones de ∆By (∆t) /σBy en BL (izquierda) y MS (dere-
cha).

Una medida alternativa relacionada con la intermitencia se basa en examinar la

pendiente de las funciones de estructura (o sea de los momentos de la función

de distribución de las fluctuaciones) del campo magnético o de la velocidad. La

función de estructura temporal para la velocidad puede ser definida como:
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Sq (∆t) = 〈|vi (t)− vi (t+ ∆t)|q〉 , (4.3)

donde i es el ı́ndice para una componente (x, y, z) de la velocidad, y q es el ex-

ponente que caracteriza el orden del momento [35]. Se puede definir una cantidad

análoga para las componentes del campo magnético. En un sistema turbulento, se

espera que las funciones de estructura sigan leyes de potencia como Sq ∼ ∆tζq .

Desviaciones de ζq de una ley lineal con q indican un rompimiento global de la

auto-similitud en la turbulencia y la naturaleza intermitente de las estructuras de

escala pequeña [44].

En las Figura 4.7 se muestran las funciones de estructura para la velocidad con

valores de q desde 1 hasta 4. Ordenes más altos son excluidos por el tamaño de

la muestra que se analiza (una regla aproximada para estimar el máximo orden

alcanzable es qmax = log(N)− 1, donde N es el numero de puntos disponibles en

el ensamble). Se observa que Sq (∆t) muestra un cambio en la pendiente de ley de

potencia cerca de ∆t ≈ 1s, lo cual aproximadamente coincide con el inverso de

la frecuencia donde las leyes de potencia de los espectros cambian (Fig. 4.4), es

decir, el rango inercial. Los exponentes de escala ζq obtenidos del ajuste de la ley de

potencia en una región aproximada al rango inercial se muestran en la Fig. 4.9 tanto

para la velocidad como para el campo magnético, en ćırculos azules para MS y

cuadrados rojos para BL. En ocasiones, cuando las leyes de escala de momentos de

orden más alto no son evidentes, se utiliza la Auto-Similitud Extendida (Extended

Self-Similarity, ESS) [35] para tener los exponentes de ley de escala (Fig. 4.8).

Esta técnica se basa en disfrutar la relación de ley de potencia para un orden dado

q̂, o sea Sq̂ ∼ ∆tζq̂ para obtener que Sq ∼ ∆tζq ∼ S
ξq
q̂ ∼ (∆tζq̂)ξq , por lo cual

se puede obtener los exponentes ζq = ξqζq̂. Para elegir el orden q̂, normalmente

se suele considerar el momento Sq que mejor se ajusta a una ley de potencia en

∆t, aśı como para obtener un buen exponente ζq̂, y utilizar éste en lugar de la

escala temporal para determinar la ley de escala de las funciones de estructura. Se

observa de la Fig. 4.7 que la función de estructura de tercer orden es la que sigue

una ley de potencia bien definida. Por esto, se realiza la ESS con Sq vs. S3 para
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encontrar los exponentes generalizados de ley de escala ξq. Sigue que los exponentes

de escala de las funciones de estructura se pueden obtener como ζq = ξqζ3. En

la Fig. 4.8 se muestran las funciones de estructura de las tres componentes de

velocidad con técnica ESS. Los ajustes en ley de potencia, bien observados en un

rango de más de dos décadas, son indicados. Después de calcular los exponentes ζq

para todos los campos de interés (campo magnético y velocidad), se puede observar

sus dependencias en el orden q, como se muestra en los seis paneles de la Fig. 4.9.

La desviación de una ley lineal es evidente en unos casos, mientras que para otras

componentes la dependencia parece más lineal, o sea sin intermitencia.

Una parametrización cuantitativa de la intermitencia se puede lograr modelizando

los exponentes de ley de escala anómalos [39, 45]. El modelo utilizado en este

trabajo es el p-model, desarrollado para la descripción de la turbulencia de Navier-

Stokes y adaptado a los plasmas. El modelo se basa en una cascada turbulenta

multiplicativa multifractal, y predice una dependencia del orden de los exponentes

de la ley de escala dado por:

ξq = 1− log2

[
P qH + (1− P )qH

]
, (4.4)

donde P ∈ [0.5, 1] es un parámetro asociado a la intermitencia, tal que un valor de

P grande corresponde a mayor intermitencia [45]. El parámetro H es el exponente

de Hurst de la componente, que describe el nivel de irregularidad del campo. Esto

se obtiene del exponente de escala de la función de estructura del tercer orden

según la relación ζ3 = 3H. Las ĺıneas en la Fig. 4.9 representan los ajustes del p-

model y los parámetros de intermitencia P resultantes, aśı como los exponentes de

Hurst H, se muestran en la tabla 4.2. Debido a los errores de medida grandes, no

es posible concluir sobre las diferencias entre las diferentes regiones. Sin embargo,

se nota en la Fig. 4.9 que unas componentes resultan más intermitentes en la BL

que en la MS (por ejemplo al vx y Bz), mientras en otras ocasiones la BL es más

intermitente (por ejemplo en vz). En general, parece que la intermitencia es más

fuerte en la BL, siendo mayor que en la MS en cuatro casos de seis.
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Figura 4.7: Funciones de estructura de la velocidad en las regiones BL y MS

Finalmente, se puede utilizar otro parámetro de medida cuantitativa de la intermi-

tencia. La kurtosis es un parámetro utilizado para la descripción de la turbulencia,

y se define como el momento de cuarto orden normalizado de un campo, en este

caso, las fluctuaciones o incrementos del campo magnético (o velocidad):

Ki (∆t) =
〈∆B4

i 〉
〈∆B2

i 〉
2 , (4.5)

donde el sub́ındice i indica la componente x, y o z del campo [39]. En un sistema

turbulento, se espera que las distribuciones de ∆Bi (∆t) /σBi
sean Gaussianas en

largas escalas. Para una distribución Gaussiana, se puede calcular que la kurtosis
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Figura 4.8: ESS de la velocidad en las regiones BL y MS

es K = 3. Esto se observa cuando las fluctuaciones no están correlacionadas. Al

revés, cuando la escala decrece y las colas de las distribuciones de las fluctuaciones

se levantan, se obtendrán valores más altos K > 3, lo cual se asocia a estructu-

ras intermitentes [21]. Por las relaciones de invariancia de escala de las ecuaciones

MHD, la kurtosis debeŕıa tener una ley de potencia en la escala K ∼ ∆t−κ, y el ex-

ponente de escala κ está relacionado a la eficiencia del mecanismo de transferencia

de enerǵıa en la cascada o a la forma de las estructuras intermitentes. Un ejemplo

de kurtosis en función de ∆t se muestra en la Fig. 4.10 para la componente y del

campo magnético, para las dos regiones. Aśı, la formación de estructuras de escala

pequeña, t́ıpicas de la intermitencia, se pueden evidenciar por el incremento de la
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Figura 4.9: Exponentes de ESS de la velocidad en las regiones BL y MS

kurtosis de las fluctuaciones como una ley de potencia (aproximadamente) hacia

las escalas pequeñas. Sin embargo, se nota un rango de ley de potencia K ∼ ∆t−κ,

aproximadamente correspondiente al rango inercial observado en el espectro. Ajus-

tes en la ley de potencia se han indicado con ĺıneas continuas, y los parámetros de

escala κ se indican el la Tabla 4.2. De la misma manera se calculan los exponentes

de ley de potencia para todas las componentes del campo magnético y de la velo-

cidad. En la Tabla 4.2 se muestran los valores de los ajustes para el exponente κ

con su respectiva incertidumbre. En la misma tabla se muestran los valores más

altos de kurtosis Kmax medidos al fondo del rango inercial. Estos valores indican la

máxima desviación de una PDF Gaussiana en la cascada turbulenta. en este caso,
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los valores son bastantes similares para todas las componentes, con la exclusión

de la Bz en la MS. Por ello, no se comentará ulteriormente esta observación.
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Figura 4.10: Kurtosis de los incrementos de By como función de ∆t con los
ajustes de ley de potencia en las dos regiones MS y BL; ĺınea negra en K = 3.

Tabla 4.2: Parámetros de la intermitencia.

Región Campo H P κ Kmax

MS

vx 0.35± 0.01 0.71± 0.30 0.05± 0.02 4.6
vy 0.26± 0.04 0.65± 0.29 0.27± 0.08 4.4
vz 0.32± 0.02 0.77± 0.35 0.16± 0.03 4.6
Bx 0.23± 0.02 0.68± 0.33 0.14± 0.06 4.5
By 0.31± 0.02 0.59± 0.43 0.41± 0.06 5.8
Bz 0.30± 0.01 0.51± 0.49 0.43± 0.50 9.9

BL

vx 0.19± 0.05 0.89± 0.43 0.32± 0.05 4.8
vy 0.23± 0.02 0.72± 0.34 0.17± 0.09 4.8
vz 0.13± 0.07 0.62± 0.26 0.09± 0.10 4.3
Bx 0.42± 0.01 0.65± 0.34 0.16± 0.08 5.0
By 0.22± 0.01 0.68± 0.33 0.31± 0.03 5.8
Bz 0.07± 0.07 0.75± 0.38 0.20± 0.03 5.1
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Caṕıtulo 5

Validación de la ley de escala

global y local

5.1. Introducción

En los plasmas débilmente colisionales, como los plasmas del medio interplanetario

y circunterrestre, no es posible determinar de manera simple el tipo de procesos

disipativos, y por consiguiente no es fácil medir de manera cuantitativa la cantidad

de enerǵıa que se transporta en la cascada turbulenta. Un método para derivar la

tasa de transferencia de enerǵıa es usar la ley de Yaglom, un teorema que relaciona

la función de estructura de tercer orden con la tasa de enerǵıa media de la cascada,

y representa una de las relaciones fundamentales en la teoŕıa de turbulencia [21].

En este trabajo, se ha observado evidencia de la cascada MHD y Hall-MHD en la

capa ĺımite magnetosférica (BL) y en la magnetosheath (MS), y se ha obtenido

una medida directa de la transferencia de enerǵıa turbulenta. En este caṕıtulo se

comparan observaciones de la tasa de transferencia de enerǵıa turbulenta MHD

y Hall-MHD en las dos regiones de la KHI, además de la validación de la ley de

escala lineal entre el tercer orden de tasa de transferencia de enerǵıa y la tasa

de disipación de enerǵıa media. Por otro lado, es importante conocer como está

distribuida la disipación y transferencia la enerǵıa en el espacio a cada escala, por
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esa razón, en este caṕıtulo también se presenta el proxy heuŕıstico y mediante su

función de distribución se puede describir el flujo de enerǵıa local en el espacio.

5.2. Validación de la ley de Yaglom

Se ha demostrado que las fluctuaciones observadas en los plasmas turbulentos

MHD siguen la ley Yaglom o Politano-Pouquet dada por:

Y =
〈(

∆v2 + ∆b2
)

∆v‖ − 2 (∆v ·∆b) ∆b‖
〉

= −4

3
ε∆t 〈v〉 , (5.1)

la cual predice una dependencia lineal de la escala para el momento del tercer

orden mixto [29]. Esta ecuación normalmente está en términos de las variables de

Elsässer b = B/
√

4πρ, por lo que es necesario normalizar el campo magnético B

en términos de la densidad de masa de los iones ρ. Además, en la ley de Yaglom,

existen términos longitudinales (∆v‖, ∆b‖) que deben ser calculados; esto se refiere

a la componente paralela a la velocidad media, es decir, la proyección del vector

sobre la dirección de la velocidad. Por esto, en cada sub-intervalo se ha estimado

el vector velocidad media, y se han proyectado las fluctuaciones de velocidad y

de campo magnético (en unidades de Alfvén) a lo largo de esta dirección para

obtener las ∆v‖ y ∆b‖. Para cada sub-intervalo, se ha calculado los términos que

aparecen el la Ecuación (5.1), y juntando todos los sub-intervalos de cada región

se ha construido el ensamble para calcular las medias.

La Fig. 5.1 muestra la validación de la ley de Yaglom para plasmas MHD en la

capa ĺımite magnetosférica (rojo) y en la magnetosheath (azul); en ĺınea punteada

negra una referencia de ley de escala lineal. Por comparación inmediata, se observa

que en la BL la transferencia de enerǵıa debe ser un orden de magnitud más

grande que en la MS. En la figura, los śımbolos llenos indican un flujo positivo

de enerǵıa, mientras los śımbolos vaćıos indican un cambio de signo del flujo.

Esto normalmente se puede asociar con la dirección del flujo de enerǵıa: en el caso

positivo, de las grandes escalas hacia las escalas más pequeñas (cascada directa), en
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el caso negativo de las escalas más pequeñas hacia escalas más grandes (cascada

inversa). Los ajustes lineales de estas leyes en el rango inercial, a pesar de ser

muy aproximados, proveen una estimación de la tasa de transferencia de enerǵıa

media 〈ε〉. En BL se identifica una región de escala lineal aproximada en el rango

0.6 − 9.6s, en donde se realizó el ajuste y el valor de la tasa de transferencia

de enerǵıa media resultante es 〈ε〉 = 60 ± 11[MJkg−1s−1], lo cual concuerda, en

orden de magnitud, con observaciones realizadas previamente en otras regiones

[30]. Esta observación constituye la primera estimación de la tasa de transferencia

de enerǵıa turbulenta en la región de la boundary layer magetosférica. De igual

forma, se observa una región con tendencia de escala lineal en el rango 0.6− 4.8s

en MS y el valor obtenido del ajuste es 〈ε〉 = 1.2 ± 0.3[MJkg−1s−1], mucho más

bajo que en el BL, y en concordancia con resultados recién publicados [46]. Los

valores para las dos regiones se encuentran en la tabla 5.1 con sus respectivas

incertidumbres.

10
1

10
2

10
3

10
4

10
5

10
6

10
-1

10
0

10
1

Y
(∆

t)
[k

m
3
 s

-3
]

∆t [s]

BL

MS

Figura 5.1: Ley de Politano-Pouquet para la magnetosfera (MS, azul) y la
capa ĺımite magnetosférica (rojo, BL). Puntos completamente pintados indican

flujos positivos mientras que puntos vaćıos representan de flujos negativos.

Como hemos visto, se puede detallar la ley de Yaglom como combinación de térmi-

nos asociados a la enerǵıa cinética y magnética, aśı como a términos de helicidad

cruzada. Aśı se pueden identificar dos contribuciones principales: una relacionada

con la enerǵıa cinética y magnética Ye =
(
∆v2 + ∆b2

)
∆v‖, y una con la corre-

lación campo magnético-velocidad Yc = −2 (∆v ·∆b) ∆b‖; cada término provee

transferencia de enerǵıa independientemente del otro término. Estos términos se

presentan por separado, junto con el momento total Y en la Fig. 5.2. Se puede
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observar que los términos Ye y Yc dif́ıcilmente presentan una ley de escala lineal

independiente en los mismos rangos mencionados anteriormente, pues la ley de

Politano-Pouquet sólo predice que la combinación (suma) de todos los términos

es una función lineal de la escala. De la figura, donde se ha indicado como antes,

puntos vaćıos representan la parte negativa del flujo de enerǵıa; se nota que ambas

contribuciones son importantes, siendo las ĺıneas del mismo orden.

10
0

10
1

10
2

10
3

10
4

10
5

10
6

10
-1

10
0

10
1

BL

Y
(∆

t)
[k

m
3
 s

-3
]

∆t [s]

Y Ye Yc

10
0

10
1

10
2

10
3

10
4

10
5

10
6

10
-1

10
0

10
1

MS

Y
(∆

t)
[k

m
3
 s

-3
]

∆t [s]

Y Ye Yc

Figura 5.2: Izquierda: Detalle de las dos contribuciones diferentes a la ley de
Politano-Pouquet para la capa ĺımite magnetosférica. Derecha: lo mismo para

la magnetosheath. En negro referencia de ley de escala lineal.

5.3. Validación de la ley Hall-Yaglom

La extensión de la ley de tercer orden a la dinámica de escala más pequeña es la

ley de Hall-Yaglom o Hall-Politano-Pouquet [32]:

YH =
〈(

∆v2 + ∆b2
)

∆v‖ − 2 (∆v ·∆b) ∆b‖ + di
[
2 (∆b ·∆j) ∆b‖ −∆b2∆j‖

]〉
= −4

3
ε∆t 〈v〉 ;

(5.2)

esta relación permite conocer la tasa de transferencia de enerǵıa a escalas más

pequeñas, cerca de la escala cinética pero aún dentro del rango inercial, donde la

cascada energética continúa debido a los términos Hall. Cabe recalcar que, mien-

tras la aproximación MHD es válida sin dudas en la región de escalas grandes,
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en estas escalas la ecuación de Hall-MHD solamente es una aproximación, por-

que se desprecian efectos de interacción onda-part́ıcula descritos solamente por la

ecuación de Vlasov. Entonces, lo que sigue es una descripción aproximada de la

dinámica, que provee una información incompleta pero útil sobre la transferencia

de enerǵıa a escalas iónicas. La ecuación (5.2) está en términos de j = J/
√

4πρ,

entonces se normaliza la corriente J en términos de la densidad de masa de los

iones ρ. La ley Hall-Yaglom tiene un nuevo término longitudinal: ∆j‖, el cual se

calcula proyectando las fluctuaciones de la densidad de corriente a lo largo de la

dirección de la velocidad media. Se han calculado los términos de la ecuación (5.2)

para cada sub-intervalo de cada región para luego juntarlos y construir el ensamble

para calcular los valores medios.

En la Fig. 5.3 se presenta la ley Hall-Yaglom en las regiones BL (rojo) y MS

(azul), y una referencia de escala lineal en ĺınea punteada negra. En la figura, los

śımbolos llenos y vacios representan, como antes, flujos positivos y negativos, res-

pectivamente. Como se puede observar en la figura, la ley lineal no se ve mejorada

con adición de términos Hall, pues no se observa una ley de escala lineal debido a

que tenemos flujo energético alternado negativo y positivo en el rango inercial. La

razón por la que no se observa la ley de escala lineal Hall-Yaglom podŕıa ser debido

a que las contribuciones Hall (corrientes Hall) son muy fuertes tal que rompen la

ley de escala no sólo en la parte iónica (cerca de di), sino también en el rango

inercial. Estas corrientes podŕıan ser de origen ajeno a la cascada turbulenta, co-

mo por ejemplo debidas a eventos de reconexión magnética u otros procesos de

f́ısica de plasmas. Esto significa que la f́ısica contenida en los términos Hall no es

suficiente para la descripción de la turbulencia, por lo que será necesario agregar

otros términos de tipo Vlasov que, hasta ahora, aún no se conocen. Sin embargo, es

posible estimar la tasa de transferencia de enerǵıa media 〈ε〉 mediante un ajuste en

la ley de escala lineal. En este caso, se considera el valor absoluto de los momentos

del tercer orden, a pesar de que ésta sea una fuerte aproximación con respeto a la

ley teórica. Igualmente, el valor obtenido puede ser una estimación del orden de

magnitud de la transferencia de enerǵıa. En las regiones BL y MS se observa una

tendencia muy aproximadamente lineal con la escala en el rango 0.15− 4.8s. Los
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valores de la tasa de transferencia de enerǵıa media se muestran en la Tabla 5.1.

La diferencia de magnitud de 〈ε〉 entre las dos regiones sigue siendo grande, tal

que para BL es mayor que para MS.
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Figura 5.3: Ley de Politano-Pouquet con las contribuciones Hall adicionales.
Puntos completamente pintados indican flujos positivos mientras que puntos

vaćıos representan de flujos negativos.

De igual manera se detallan las contribuciones a la tasa de transferencia de enerǵıa

y la combinación YH de todas las contribuciones en la Figura 5.4. Donde, además de

los términos Ye y Yc, se muestran las contribuciones Hall: H1 = 2di (∆b ·∆j) ∆b‖

se asocia a la enerǵıa por las fluctuaciones campo magnético-densidad de corrien-

te acopladas a las fluctuaciones magnéticas y H2 = −di∆b2∆j‖ representa la

enerǵıa magnética transportada por la corriente eléctrica en dirección del flujo.

De la figura 5.4 se observa que, en las dos regiones, las contribuciones Hall son

importantes debido a que sus magnitudes son del mismo orden de las contribu-

ciones MHD. Nuevamente, los puntos vaćıos indican la parte negativa del flujo

de enerǵıa, mientras que los puntos completamente pintados representan la parte

positiva del flujo energético. Mientras no es posible identificar leyes de escala para

cada contribución, es evidente que los términos de Hall, con sus cambios de signo

repentinos, afectan fuertemente la relación lineal del flujo total de enerǵıa.
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Hall-Politano-Pouquet para la capa ĺımite magnetosférica. Derecha: lo mismo

para la magnetosheath.

Tabla 5.1: Valores de la tasa de transferencia de enerǵıa media.

— Región
[MJkg−1s−1]

〈ε〉

MHD
BL 60± 11
MS 1.2± 0.3

Hall-MHD
BL 60± 6
MS 3.0± 0.7

5.4. Ley de escala de la transferencia local de

enerǵıa

Como es bien conocido, y como se ha demostrado en los caṕıtulos previos, en los

flujos turbulentos la disipación y la transferencia de enerǵıa, no están distribuidas

de manera homogénea en el espacio. En esta Sección se analizan las propiedades

estad́ısticas de la distribución espacial (o como en nuestro caso la distribución

temporal, gracias a la hipótesis de Taylor) de las varias contribuciones a las leyes

de Yaglom y Hall-Yaglom, a diferentes escalas. Para realizar una descripción del

flujo de enerǵıa local a partir de nuestras series temporales de datos espaciales, a

partir de la ley (5.1) se puede omitir la operación de promedio, obteniendo aśı una

serie temporal de un proxy heuŕıstico de las tasas de transferencia de enerǵıa local

(Local Energy Transfer, LET) a una escala dada ∆t la cual puede ser estimada

mediante la cantidad [30]:
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ε = −3

4

(
∆v2 + ∆b2

)
∆v‖ − 2 (∆v ·∆b) ∆b‖ + di

[
2 (∆b ·∆j) ∆b‖ −∆b2∆j‖

]
∆t 〈v〉

,

(5.3)

donde ε ≡ ε(t,∆t) depende de ambos el tiempo y la escala, y todos los términos de

la derecha ya se describieron en las secciones anteriores. Los dos primeros términos

de la fracción corresponden al LET MHD y cuando se adiciona el último término

(términos Hall) se obtiene el LET Hall-MHD. La LET es útil para identificar

regiones donde la enerǵıa se transfiere a escalas más pequeñas [48] y un análisis

de esto se puede realizar mediante sus las propiedades estad́ısticas que, como se

verá, son dependientes de la escala [49].

En las secciones anteriores se observó que los valores resultantes de la ley de Yaglom

tienen valores negativos que se interpretan como un flujo de enerǵıa de escalas

pequeñas a escalas grandes. Ocurre algo similar para cada escala con la LET,

donde se identifican proxies con valores ε>0 y ε<0; esto nos podŕıa dar información

de la dirección local del flujo de enerǵıa. Por lo tanto, en este trabajo se separaron

los dos proxies para describir sus propiedades estad́ısticas.

Para caracterizar las propiedades estad́ısticas de la LET se calcularon, para cada

región, la función de distribución de probabilidad de las dos variables, ε>0 y ε<0,

a diferentes escalas para poder realizar un ajuste de ley de potencia (como se verá

a continuación) y para observar si las colas de la distribución son diferentes entre

las varias componentes de las dos regiones.

En la Figura 5.5 se muestra ejemplos de PDFs para ε>0 en BL y MS para tres es-

calas diferentes: puntos azules ∆t = 0.15s, cuadrados rojos ∆t = 1.2s y triángulos

verdes ∆t = 4.8s. Se observa, en el marco de referencia MHD, que para grandes

valores del proxy la forma de la función P (ε>0) cambia, y que la mayoŕıa de datos

están en el centro de la distribución (pequeños valores del proxy). En este trabajo,

es de interés las grandes explosiones de los valores ε>0 representadas por las colas

de la derecha. Además, se nota una dependencia de escala en las PDFs, lo cual

indica la presencia de valores intermitentes de la transferencia de enerǵıa. Lo que
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se espera es que conforme disminuya la escala las colas aumenten; esto se observa

entre las escalas 1.2s y 4.8s, las cuales están aproximadamente dentro del rango

inercial propuesto previamente. La escala 0.15s no cumple con lo esperado y no es

parte del rango inercial propuesto, pero si agregamos términos cinéticos (los cuales

no se conocen) al proxy propuesto, tal vez se podŕıa mejorar la observación. Se

muestran también en la Figura 5.5, las PDFs del LET considerando el aporte de

las corrientes Hall (paneles de la derecha); en BL no se identifica una PDF donde

se pueda estudiar la relación entre la escala y el comportamiento de las colas lo

que podŕıa ser debido a que las contribuciones Hall son muy fuertes en esta región.

Por lo contrario, en MS śı se observa el comportamiento esperado, pues, aunque

las diferencias son demasiado pequeñas, se observa que para una escala pequeña,

la cola se levanta, lo que indica valores de intermitentes y altos de enerǵıa; a su

vez, también se ve mejorado el comportamiento de las colas en función de la es-

cala, pues para la escala 1.2s la cola está más levantada que las otras escalas más

grandes.

El comportamiento de escala de las PDFs de ε a diferentes escalas puede ser

descrito a través de modelos estándar [48]; se ha comprobado que en plasmas

MHD para este tipo de datos, las PDFs se comportan aproximadamente como

una función exponencial estirada (stretched exponential function) [48–50]:

P (|ε|) ∼ exp (−b |ε|c) (5.4)

donde b es un valor relacionado con el valor más probable de la distribución y

c ≡ c (∆t) es el parámetro que controla la forma de las colas de la PDF. En

particular, c = 2 indica una distribución Gaussiana y c = 1 indica una exponencial.

Los valores 0 < c < 1 se asocian a una distribución cuyas colas pueden aproximarse

cada vez más a una ley de potencia conforme disminuye c. Este modelo describe

adecuadamente el caso de las escalas pequeñas en la turbulencia, donde existen

estructuras intermitentes que controlan la estad́ıstica y aportan al crecimiento de

las colas [50].
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Figura 5.5: PDF del proxy positivo para diferentes escalas en la capa ĺımite
magnetosférica (paneles superiores) y para la magnetosheath (paneles inferio-

res).

Un ejemplo de este tipo de ajuste a la PDF se muestra en la Figura 5.5 para el

caso ε>0 en BL. En ĺınea azul entrecortada el ajuste de la PDF para la escala

0.15s, en ĺınea continua amarilla el ajuste para 1.2s y en ĺınea verde continua para

4.8s. De manera similar se observa para los proxies en MS, y en las dos regiones

con las contribuciones de los términos Hall.

El parámetro que controla la curvatura de las colas de las PDFs es c, por lo tanto

es posible describir la dependencia de escala de P (|ε|) a través de c (∆t), la cual

sigue una ley de potencia en la escala: c (∆t) ∼ ∆tγ. [39] La Figura 5.6 muestra

el comportamiento de escala del parámetro de forma c para las diferentes con-

tribuciones: εb = −3∆b2∆v‖/4∆t 〈v〉 en triángulos violeta es la contribución de
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enerǵıa magnética, εv = −3∆v2∆v‖/4∆t 〈v〉 en cuadrados rojos es la contribución

de enerǵıa cinética, εc = 3 (∆v ·∆b) ∆b‖/2∆t 〈v〉 en asteriscos verdes es la con-

tribución cross-helicity, ε = εv + εb + εc en puntos azules es el proxy total MHD, y

εH = ε−3di
[
2 (∆b ·∆j) ∆b‖ −∆b2∆j‖

]
/4∆t 〈v〉 en rombos amarillos es el proxy

total en aproximación Hall-MHD. El panel superior muestra el caso para el con-

junto de datos en BL, y en el panel inferior se muestra el caso para el conjunto de

datos MS. En BL, los términos Hall no tienen una distribución ajustable con una

función stretched exponencial, aśı que el parámetro c para εH no se representa.

Por otro lado, en la MS el caso Hall śı está representado. Se nota que en ambas

regiones los parámetros relativos a las distribuciones de los términos individua-

les no siguen una ley de potencia, pero su suma muestra claramente una ley de

potencia c ∼ ∆tγ (indicada en ĺınea azul para ε en los dos paneles y en naranja

continua para εH en el panel inferior), con γ = 0.12± 0.1 en BL (panel superior,

ĺınea continua azul) y γ = 0.26± 0.03 en MS (panel inferior, ĺınea continua azul)

en el marco de referencia MHD; considerando la contribución Hall se observa la

ley de potencia del parámetro c en la escala con γ = 0.08± 0.02 (panel inferior en

ĺınea naranja continua).

Esta observación sugiere que el proxy representa las propiedades de la cascada

turbulenta, en concordancia con la ley de Politano-Pouquet. Por lo tanto, el proxy

LET proporciona una muy buena representación del flujo de enerǵıa. La diferencia

entre las dos regiones es evidente en el hecho que los términos Hall-MHD parecen

poseer leyes de escala, como se espera de las simetŕıa de las ecuaciones Hall-

MHD, sólo en el caso de la MS. En BL, estos términos son dominados por unas

distribuciones que no sigue leyes de escala, y por lo tanto podemos asumir que no

es derivada de una cascada turbulenta. La causa de esta diferencia no es clara.

Finalmente, se nota que las colas negativas de las distribuciones son muy similares

a las colas positivas. Por falta de tiempo, la confirmación de esta observación a

través del estudio detallado de las leyes de escala de las colas negativas se deja

para un trabajo futuro.

74



 0.1

 1

 0.1  1  10

BL

c

∆t [s]

ε

εb
εv
εc

 0.1

 1

 0.1  1  10

MS

c

∆t [s]

ε

ε
Η

εb
εv
εc

Figura 5.6: Parámetro de escala c obtenido del ajuste de las funciones de
distribución LET para las diferente contribuciones y para el total, para la capa
ĺımite magnetosférica (panel superior) y para la magnetosheath (panel inferior).

Las ĺıneas continuas representan ajustes de ley de potencia c ∝ ∆tγ .
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Caṕıtulo 6

Conclusiones

En el presente proyecto de investigación, se han utilizado los resultados de la

misión espacial NASA/MMS para estudiar la turbulencia presente en una región

de Inestabilidad Kelvin-Helmholtz observada en la magnetosfera terrestre.

Dentro de la región de KHI, se han identificado dos sub-regiones, ambas turbu-

lentas, donde el plasma y los campos presentan varias propiedades estad́ısticas

diferentes. Éstas se definen principalmente por la diferencia de la temperatura del

plasma que las compone: la magnetosheath (MS) puede ser identificada por tener

baja temperatura y alta densidad de iones positivos, mientras que la capa ĺımite

magnetosférica (BL) tiene alta temperatura y baja densidad de iones.

Una vez separadas las dos regiones, se pudo evidenciar la presencia de cascadas

turbulentas tanto en el plasma de MS como en BL mediante el estudio de los

espectros de potencia de los campos magnéticos, velocidad y campos de Elsässer.

Primeramente, se nota que la potencia evidenciada por el espectro es más alta en la

MS, donde las fluctuaciones son evidentemente más grandes. Segundo, se observa

que los campos cumplen (aproximadamente) con la ley de potencia según Kolmo-

gorov para la turbulencia; sin embargo, se encontró que los ı́ndices espectrales son

más cercanos a 5/3 en MS, mientras que en BL son menores (en valor absoluto)

que 5/3. Estas diferencias parecen indicar un diferente nivel de desarrollo de la

turbulencia en las dos regiones. Además, observando el rango de frecuencia donde
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se observa la ley de potencia de los espectros, se obtiene una estimación del rango

inercial de la turbulencia MHD que, según los espectros observados, es: para BL

de 3 · 10−2 Hz a 3 · 10−1 Hz (3.3− 33.3) s y para MS de 3 · 10−2 Hz a 6 · 10−1 Hz

(1.6− 33.3) s.

Para examinar más en detalle la turbulencia, es necesario utilizar las funciones de

distribución (PDFs) de las fluctuaciones de los campos a diferentes escalas, que

indican la presencia de remolinos, capas de corrientes, y otras estructuras fluidas

o magnéticas. Como ejemplo, se mostraron las PDFs de las fluctuaciones de la

componente y del campo magnético en las dos regiones BL y MS para diferentes

escalas. Se evidencia que conforme disminuye la escala las colas de las PDFs se

levantan y se desv́ıan de una función Gaussiana, indicando la presencia creciente

de estructuras de escala pequeña generadas por la cascada turbulenta. Éste es el

t́ıpico fenómeno de la intermitencia en la turbulencia. Se nota que los cambios

en las colas son diferentes para BL y MS, lo cual indica diferentes estructuras

intermitentes; estas pequeñas diferencias podŕıan ser porque las regiones presentan

diferente rango inercial como se observa en los espectros, o sea, nuevamente por

causa de un diferente nivel de desarrollo de la turbulencia. Se nota que, en ambos

casos, la diferencia entre las colas para escalas diferentes no es grande, pero śı es

considerable el desv́ıo de la distribución Gaussiana. Esto indica un comportamiento

generalmente poco intermitente, o sea con una moderada variación con la escala,

pero con presencia de muchas estructuras de escala pequeña.

Para analizar la intermitencia, además de las PDFs se pueden utilizar otros indi-

cadores equivalentes, como la pendiente de las funciones de estructura Sq ≈ ∆tζq

de las fluctuaciones de los campos. Aśı se pudo identificar un intervalo del rango

inercial que empieza alrededor de 1.2s, donde se observa un cambio en la pen-

diente de Sq (∆t); esto, aproximadamente, coincide con el ĺımite inferior del rango

inercial propuesto por los espectros. El extremo superior del rango es variable y

depende mucho de la componente que se analiza. Cuando las leyes de escala de

las funciones de estructura no son evidentes (t́ıpicamente por causa de escasa con-

vergencia estad́ıstica de las muestras, y en particular en este caso posiblemente

debido a la presencia de las numerosas estructuras de escala pequeña), se utiliza
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el método ESS, con el cual se obtiene los exponentes de escala alternativos ξq,

que también permiten de calcular los exponentes ζq. Se conoce que en un siste-

ma turbulento intermitente los exponentes ζq se desv́ıan de una ley lineal con el

orden del momento q de Sq. Aśı, por medio de nuestras medidas, se evidenció el

nivel de intermitencia en las diferentes componentes de los campos. Para tener un

indicador más cuantitativo de la intermitencia de una región, se utilizó el clásico

p-model de la turbulencia fluida para realizar una modelización de los exponentes

de ley de escala anómalos. El modelo se basa en dos parámetros. Con el parámetro

H se describe que tan irregular es el campo y con P que tanta intermitencia tiene

el sistema. Se concluye que los campo de la región MS son más irregulares que los

campos de BL (en acuerdo con una mayor potencia espectral). Sin embargo, BL

tiene mayor intermitencia que MS porque, en general, los campos de BL tienen un

valor de P más grande que para MS (Tabla 4.2).

El último indicador de intermitencia utilizado es la relación entre el momento

de cuarto orden y el cuadrado del momento de segundo orden, o sea la kurtosis

K ∼ ∆t−κ. En particular, K > 3 indica la presencia de estructuras intermitentes.

Además, la relación PDFs-K es tal que cuando la escala decrece la cola de la

PDF se levanta y K > 3. El valor de K nos dice entonces que tan fuerte es la

intermitencia. En la Tabla 4.2 se muestran los valores máximos obtenidos para la

kurtosis para todos los campos, de donde se evidencia que para todos los campos

Kmax > 3 cerca del rango inercial, lo que confirma la presencia de intermitencia,

sobre todo en BL. Como se observa en la tabla, la intermitencia es débilmente

más fuerte en BL, lo cual concuerda con resultados anteriores. Por otro lado,

el exponente de escala κ está relacionado con el mecanismo de eficiencia de la

transferencia de enerǵıa en la cascada y con la intermitencia desarrollada. En

ambos casos, este exponente indica la presencia de moderada intermitencia, aśı

como es sugerido por el corto rango de validez de una ley de potencia.

Para estudiar el nivel del transporte de enerǵıa turbulenta a través de las escalas,

se ha realizado la validación de las leyes de Yaglom y Hall-Yaglom, mediante la

dependencia lineal de la escala con el momento de tercer orden. Se evidencia la

tendencia lineal de la ley de Yaglom en las dos regiones, MS y BL, en un corto
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rango inercial. El promedio de la tasa de transferencia de enerǵıa entre escalas

es mayor en un orden de magnitud para BL que para MS, lo cual da una idea

de la cantidad de enerǵıa que se transfiere. En un caso ideal, se esperaba que los

términos debidos a las corrientes Hall mejoren la linealidad de la ley, sin embargo,

en la ley se observa intervalos de enerǵıa negativa, por lo cual no se observa la

linealidad. Aún aśı, se observa que los términos Hall son importantes porque son

del mismo orden de las contribuciones debidas a las enerǵıas cinética, magnética

y el aporte cross-helicity. De igual manera se calcula una estimación del promedio

de enerǵıa que se transfiere a través de las escalas, y de igual manera se tiene

que esta cantidad es mayor en BL en un orden de magnitud. De todas formas,

es evidente que la ley Hall-MHD no es válida en estos datos de plasma espacial.

Esta discrepancia con la previsión teórica puede ser debido a la joven edad de la

turbulencia, o a la presencia de corrientes anómalas, generadas por procesos f́ısicos

del plasma, y probablemente debidas a la proximidad con el “bow shock” y con el

fuerte gradiente de velocidad que genera la KHI.

Finalmente, mediante el estudio de las propiedades estad́ısticas de un proxy heuŕısti-

co de la tasa de transferencia de enerǵıa local, ε, se determinó que para escalas

pequeñas, en el rango inercial, las colas de las PDFs de este flujo de enerǵıa se le-

vantan, lo cual indica la existencia de valores altos e intermitentes de ε que aportan

en la transferencia de enerǵıa. En otras palabras, se confirma que la transferencia

de enerǵıa está localizada en el espacio y no es homogénea. La transferencia local

de enerǵıa normalmente se puede modelizar según la teoŕıa de las desviaciones

extremas, por lo cual se ha realizado un ajuste exponencial stretched a las PDFs,

cuyos parámetros son, nuevamente, indicadores de intermitencia a cierta escala. El

parámetro c ∼ ∆tγ de la ley exponencial, indica como se comportan las colas de

las PDFs. En este estudio, se han modelado por separado las varias contribuciones

a las leyes de Yaglom en los casos MHD y Hall-MHD. Mientras los términos de

contribución MHD pueden ser modelados en ambas regiones, los términos Hall sólo

se modelan en la MS. En la BL, estos términos tienen colas altas e irregulares,

indicando la presencia de fuertes corrientes Hall que, al no ser modelizados, no

parecen ser generados por una cascada turbulenta. Además, en el caso presentado,
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el resultado del ajuste muestra un comportamiento que confirma, para ambas re-

giones, la presencia de propiedades de escala solamente para los términos totales

de tipo MHD (BL) o ambas HMD y Hall-MHD (MS), de acuerdo con la ley de

Yaglom y de Hall-Yaglom.

Interpretamos ahora los resultados previamente descritos para evidenciar las dife-

rencias y similitudes entre las dos regiones.

Cabe recordar que la MS está constituida de plasma que acaba de pasar por una

región de choque, o sea el “bow shock” terrestre, debido al impacto del plasma

del viento solar supersónico contra el de la magnetosfera que es más estacionario.

Se supone entonces que la turbulencia podŕıa estar recién desarrollada. Al revés,

en la región de BL, el plasma es principalmente magnetosférico, que todav́ıa no

ha sido impactado por el bow shock, y por consecuencia su turbulencia podŕıa ser

más “antigua”, con un nivel de fluctuaciones más bajo (menor potencia en el es-

pectro), y más intermitencia (exponentes de escala de las funciones de estructuras

más curvados). Todo esto está bien observado en los resultados presentados. Adi-

cionalmente, las leyes de Yaglom y las leyes de escala de sus componentes locales

muestran también un mayor aporte de enerǵıa en el caso BL, sugiriendo el mayor

desarrollo de la turbulencia en el rango MHD, y al mismo tiempo la mayor presen-

cia de fuertes corrientes Hall no generadas por la cascada turbulenta. Con respeto

a la observación de un espectro más alto (exponente negativo mas pequeño) en el

BL, es posible que este también sea debido a la mayor presencia de estructuras de

corriente, de origen ajeno a la cascada turbulenta, que proporcionan más enerǵıa

en las fluctuaciones de alta frecuencia.

Por todo lo evidenciado, se concluye que las dos regiones presentan una turbulen-

cia sólo moderadamente desarrollada, pero con varias diferencias, incluso el nivel

de contaminaciones debidas a estructuras no necesariamente originadas por la tur-

bulencia, lo que es normalmente observado en los complejos plasmas espaciales.

En particular, como se espera, el plasma del BL se encuentra en una situación de

mayor desarrollo de la turbulencia con respeto al MS, pero con mayor presencia
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adicional de estructuras de corriente de escala pequeña. Éstas causan una contri-

bución anómala de los términos Hall a la transferencia de enerǵıa, un exponente

espectral más pequeño (más potencia en las escalas pequeñas), aśı como más in-

termitencia en los campos. Todo esto sugiere que la turbulencia en las dos regiones

todav́ıa no ha sido mezclada por la KHI, lo que se va a producir en una región más

lejana del punto de activación de la inestabilidad. Desafortunadamente, todav́ıa no

existen medidas de este tipo de evento, por lo cual no se puede estimar el alcance

de la región de pre-mixing, ni donde se podrá considerar como completo el mixing

debido a la KHI.

6.1. Seguimiento

Seŕıa interesante continuar con el estudio estad́ıstico del proxy LET y ana-

lizar eventos intensos caracterizados por regiones de acumulación de enerǵıa

y estudiar sus efectos sobre la función de distribución de velocidad (Velo-

city distribution function, VDF) de los protones para encontrar evidencia de

procesos disipativos.

También seŕıa de importancia comparar los resultados obtenidos con simu-

laciones numéricas h́ıbridas Vlasov-Maxwell en plasmas.
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Apéndice A

Hipótesis de Taylor

La hipótesis de Taylor es un instrumento para el análisis de datos en la turbulencia,

la cual permite medir indiferentemente en el dominio del tiempo y del espacio, y

para poder pasar del uno al otro a través de una transformación lineal. J. L. Taylor

propuso una hipótesis en la cual los comportamientos de tiempo y espacio (a lo

largo de la dirección media del movimiento) de una variable q de fluido están

simplemente relacionados por la velocidad U (a lo largo de la misma dirección).

Sea u la velocidad de un fluido vista desde un sistema de referencia que se mueve

con el flujo medio, sea v la velocidad media en el sistema de referencia laboratorio,

y sea U = 〈v〉t la velocidad media del fluido vista desde el sistema laboratorio.

Entonces la relación entre u y v sera [7]:

v (x, t) = u (x− Ut, t) + U. (A.1)

Se puede definir la intensidad de turbulencia como IT = 〈u2〉1/2 /U , siendo el

numerador la varianza de la velocidad en el sistema de referencia del flujo medio.

Si IT � 1, se ve que para una posición fija x = x0, en la parte de la derecha de

la Ecuación (A.1) el término u (x− Ut, t) vaŕıa con el tiempo predominantemente

debido al argumento x0 − Ut; de hecho, las variaciones temporales de u en t

son despreciables respecto a la velocidad media U . En otras palabras, a medida
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que pasa el tiempo, la variación de v no está determinada por las fluctuaciones

temporales de u, sino por las fluctuaciones espaciales. En medidas experimentales,

esto significa que la velocidad media del flujo es más grande que la evolución

temporal del mismo flujo, tal que el instrumento está tomando medidas, en el

dominio del tiempo, de una ”fotograf́ıa” del flujo capturando su estructura espacial.

Si el tiempo de muestreo es ∆T entonces la fotograf́ıa del flujo tiene una resolución

espacial ∆X; esto se traduce a decir: intervalos de tiempo ∆T y longitudes ∆X

son equivalentes y relacionados por [19]:

∆X = U∆T. (A.2)

Cuando la hipótesis de Taylor se verifica, es posible cambiar del dominio de tiempo

al dominio espacial, y comparar diferentes tipos de datos.

En este trabajo se ha hecho uso de la hipótesis de Taylor. Es importante establecer

si la relación entre los comportamientos en tiempo y en espacio se mantiene y el

grado de validez de tal aproximación; para los datos utilizados en esta proyecto

de titulación, en el rango inercial, se ha realizado la validación de la hipótesis

de Taylor en la magnetosheath [Sorriso-Valvo et al., 2019 ] y en la capa ĺımite

magnetosférica [Stawarz et al., 2016 ] en trabajos previos.
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