ESCUELA POLITECNICA NACIONAL

FACULTAD DE CIENCIAS

ANALISIS DE UN PROBLEMA DE OPTIMIZACION EN ESPACIOS
DE EXPONENTE VARIABLE CON APLICACIONES EN EL
FILTRADO DE RUIDO DE IMAGENES

TRABAJO DE TITULACION PREVIO A LA OBTENCION DEL
TITULO DE MATEMATICA

PROYECTO DE INVESTIGACION

MARIA DE LOS ANGELES SILVA BALAREZO

maria.silva@epn.edu.ec

DIRECTOR: SERGIO ALEJANDRO GONZALEZ ANDRADE, Ph.D.

sergio.gonzalez@epn.edu.ec

QUITO, NOVIEMBRE 2020



Declaracion

Yo, Maria de los Angeles Silva Balarezo, declaro bajo juramento que el trabajo
aqui descrito es de mi autoria; que no ha sido previamente presentado para ningun
grado o calificacion profesional; y, que he consultado las referencias bibliogréaficas que
se incluyen en este documento.

La Escuela Politécnica Nacional puede hacer uso de los derechos correspondientes
a este trabajo, segtiin lo establecido por la Ley de la Propiedad Intelectual, por su

Reglamento y por la normatividad institucional vigente.

Maria de los Angeles Silva Balarezo



Certificacion

Certifico que el presente trabajo fue realizado y desarrollado por Maria de los Ange—

les Silva Balarezo, bajo mi supervision.

SERGIO Firmado digitalmente
por SERGIO

ALEJANDRO  aLejanDrO
GONZALEZ  GONZALEZ ANDRADE

Fecha: 2020.12.02

ANDRADE 15:40:44 -05'00'

Sergio Alejandro Gonzalez Andrade, Ph.D.

Director



AGRADECIMIENTOS

A Dios por poner en mi vida a personas maravillosas.

A mi madre Fanny y mis tios Susana y Luis por su carino y apoyo durante este
tiempo, gracias por unir esfuerzos y haberme brindado la oportunidad de estudiar, les
estaré eternamente agradecida.

A mi familia, por su amor, ejemplo de unién y por siempre estar presentes.

A mi director de tesis Sergio Gonzalez, por su guia profesional, su amabilidad y
por el tiempo dedicado a la supervision de este trabajo, gracias porque a pesar de los
imprevistos y de los cambios a los que tuvimos que adaptarnos siempre conté con su
apoyo.

A mis queridos amigos, Andy, por cada ensenanza direccionada a escribir este do-
cumento. Leo, por esa forma tan particular de darme énimo a lo largo de este camino.
A mi querida amiga Pris, por todas esas horas de estudio que compartimos y por esa
amistad sincera.

A Pablo, Any, Sofy, Pao, Cristian y Pedro, gracias por la amistad, la paciencia y
sobre todo por los maravillosos consejos, ustedes han sido mi soporte.

A todas y cada una de esas incribles personas que conoci a lo largo de la carrera,
llevo gratos recuerdos de todos ustedes. Son muchos los que me tendieron una mano
amiga y estoy muy agradecida por ello, la etapa universitaria no hubiese sido la misma

sin ustedes.

Maru



DEDICATORIA

A la memoria de mis abuelos y bisabuelos.

Ustedes siempre seran mi ejemplo y motivacién, los amo.



Indice general

Resumen VI
Abstract VII
1. Introduccion 1
2. Preliminares 3
2.1. Resultados basicos . . . . . . . ... ... 3
2.2. Teoriadelamedida . . . . . . . . . .. ... )
2.3. Espacios de exponente constante . . . . . . . .. ... ... 7
2.4. Célculo de variaciones . . . . . . . .. . ... ... 9
3. Espacios con exponente variable 12
3.1. Espacios semimodulares: Propiedades béasicas . . . . . . ... ... ... 12
3.2. Modulares conjugados y espacios semimodulares duales . . . . . . . .. 19
3.3. Espacios de Musielak-Orlicz: Propiedades basicas . . . . . . ... ... 20
3.4. Espacios de Lebesgue con exponente variable . . . . . . .. .. ... .. 23
3.5. Inmersiones . . . . . ... 33
3.6. Espacios de Sobolev con exponentes variables . . . . .. .. ... ... 35
3.7. Desigualdades Sobolev, Poincaré e Inmersiones . . . . . . . .. ... .. 38
3.8. Inmersiones compactas . . . . . . . .. ..o 42
3.9. Espacios de Amalgama . . . . . . ... ... 42
4. Planteamiento del problema y su aplicacion al filtrado de ruido en
imagenes 47
4.1. Andlisis de existencia y unicidad de soluciones en L*(Q) . . . . . . . .. A7
4.2. Anélisis de existencia y unicidad de soluciones en X} (')(Q) ....... 51
4.3. Imagenes. . . . . . . . 56
Bibliografia 58



Resumen

En este trabajo se hace un estudio de las principales propiedades de los espacios
de Lebesgue y Sobolev con exponente variable y en base a ese estudio se plantea un
problema de optimizacién asociado al filtrado de ruido en imagenes.

Para el estudio de existencia y unicidad de soluciones en este problema que involucra
un funcional con exponente variable utilizaremos el método directo del calculo de varia-
ciones. Para ello, previamente se da un breve repaso de algunos resultados de Analisis
funcional, Teoria de la medida, Espacios de Lesbesgue y Sobolev y Célculo variacional,
haciendo énfasis en el estudio de los espacios semimodulares y espacios de amalgama,

herramientas esenciales para la construccion y tratamiento de esta aplicacion.
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Abstract

In this work, we study the main properties of the Lebesgue and Sobolev spaces with
a variable exponent. Further, based on this study we propose an optimization problem
associated to image denoising.
In order to study existence and uniqueness of solutions for this problem, which invol-
ves a functional with variable exponent, we use the direct method in the calculus of
variations. In this aim, a brief review of functional analysis, measure theory, Lesbesgue
and Sobolev spaces, and calculus of variations is carried out. In particular, we focus
on the study of semi-modular spaces and amalgam spaces, which are essential tools for

construction and treatment of this application.
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Capitulo 1
Introduccion

El objetivo de este trabajo de titulacion es garantizar la existencia y unicidad de
soluciones para el problema:

1 A
min J(u) ::/QM]Vu]p(md:U—l—g/Q\u—ﬂzdx, (1.1)

donde 2 C R™ es un subconjunto abierto, acotado y suave, A > 0, p : Q — [1,00) es
una funcién medible tal que 1 < p~ < p(z) < p™ <2 con p* 1= ess sup,cop(z), p~ =
ess inf,eqp(x) y f € L*(Q2). En este trabajo analizamos tedricamente este problema y
discutimos brevemente su aplicacién al filtrado de ruido en imagenes.

Dentro de los modelos clasicos para tratar este tipo de aplicaciones se consideran

funcionales del tipo
) A 2
min J(u) == [ |VulPde + = [ |u— f|"dz, (1.2)
u Q 2 Jo

Aqui, 2 C R" es un subconjunto abierto y acotado, 1 <p <2, A >0y f € L*Q).
Existe una gran cantidad de bibliografia respecto al estudio de existencia y unicidad
de soluciones para (1.2), por ejemplo, [16] y [11].

El problema (1.1) es una generalizacién para los modelos (1.2), antes mencionados,
dado que el exponente deja de ser un valor fijo y se convierte en una funcion. Este es,
precisamente, el enfoque que nos dan los espacios de Lebesgue con exponente variable
LP0): dejar el dominio intacto y hacer variar el exponente. Por este motivo, estamos
interesados en estudiar el problema (1.1) en este tipo de espacios, donde las condiciones
que son impuestas sobre p(+) estan ligadas a hacer uso de las propiedades de los espacios
de Lebesgue y Sobolev de exponente variable.

En el estudio de existencia y unicidad de soluciones para problemas que involucran
funcionales con exponentes variables se tienen resultados en [2] y [15]. Sin embargo,

nuestro problema esta formado por la suma de una componente con exponente variable



y otra con exponente fijo, lo que nos obliga a considerar el tratamiento que se debe dar
al mismo para minimizarlo en un espacio adecuado.

Asi, siguiendo las ideas en [1], se introduce la nocién de espacios de amalgama.
Estos espacios permiten trabajar simultaneamente con espacios de exponente variable
y espacios de exponente constante y constituyen una herramienta fundamental para
tratar el comportamiento local y global de una funcién de manera conjunta.

El presente trabajo estd estructurado de la siguiente manera: en el Capitulo 2
se estudian las definiciones y herramientas fundamentales del anélisis funcional tales
como: espacio normado, funcién convexa, espacio de Banach, espacio dual, reflexivo y
también se presentan las nociones mas importantes de Teoria de la medida pues varias
de las propiedades presentadas posteriormente guardan una estrecha relacion con estas.

Se presentan también las definiciones clésicas de espacios de Lebesgue y Sobolev
como en [6] y [13], mismos que se convierten en la particularizacién de los espacios
de exponente variable, motivo principal de nuestro estudio y la base para el desarrollo
del presente trabajo. Finalmente, abordamos ciertas nociones de calculo variacional,
primordiales para analizar la existencia de soluciones de (1.1).

En el Capitulo 3 estudiaremos los espacios semimodulares y modulares como una
introduccién al estudio de los espacios de Lebesgue y Sobolev de exponente variable y
sus propiedades, ademas de algunas caracteristicas y similitudes que comparten con los
espacios de Lebesgue y Sobolev de exponente constante. Junto con sus caracteristicas
més elementales, se introduce también el funcional || - || ) mismo que determina estos
espacios. En la ultima seccién de este capitulo se introduce la definicién formal de
espacio de amalgama y, siguiendo las ideas de [1], se definen los espacios X?)(Q) y
X3 ) (2), donde precisamente podemos garantizar que la componente variable de (1.1),
cuyos elementos pertenecen a este espacio sea semicontinua inferior (L.s.c) en L?(£2).

En el Capitulo 4 estableceremos nuestros resultados principales que permitirdn ga-
rantizar la existencia y unicidad de soluciones para el funcional planteado en L*(Q) y
en X§ (')(Q).

La existencia de soluciones esta fundamentada en el uso de los métodos directos del
calculo de variaciones y en la nocion de semicontinuidad débil, mientras que la unicidad
de soluciones se obtiene gracias a que el funcional planteado es estrictamente convexo.

Finalizamos el capitulo con una descripcion del proceso de eliminacién del ruido en
imdgenes y la relacién que existe con el funcional (1.1) planteado, las conclusiones y el

trabajo que se puede realizar a futuro.



Capitulo 2
Preliminares

En este capitulo se presenta un breve resumen de los principales resultados que seran
utilizados en este trabajo, los mismos que son bastante conocidos y fueron tomados
principalmente de [6], [9] y [10].

Aqui, se expone una serie de tépicos que resultan fundamentales en el caracter ex-

plicativo de este trabajo, y en su mayor parte estos resultados no tendréan demostracion.

2.1. Resultados basicos

Definicién 2.1.1. Sea A C R un subconjunto no vacio. Si X € R cumple
VaecA: M<a
entonces se dice que \ es una cota inferior de A. Si, ademds, A\ cumple
Ve>0,dac A: a<)+e,

entonces \ se llamard infimo de A y se notard por inf A = \.

Proposicion 2.1.1. Sea A C R un subconjunto no vacio y f € R
» inf A < B siy solo si, para todo € > 0, existe a € A tal que, a < [+ €.
» inf A < (3 siy solo si, existe a € A tal que, a < 3.

Definicién 2.1.2. Sea X un espacio vectorial sobre R. Una funcion || || : X — R es
conocida como norma sobre X si se cumplen los siguientes enunciados, para xr,y € X
yXeR:

v |jz|| >0 y||z|| =0 siy solo si x=0.
v ||z +y|| <||z|| + ||y||- (Desigualdad triangular)

3



w || A\z|| < |A|||z]]. (Homogeneidad)
Si || - || es una norma sobre X entonces {X,|| ||} se conoce como espacio normado.

Definicién 2.1.3. Un espacio normado {X,|| - ||} se dice completo si toda sucesion
de Cauchy converge, es decir, existe el limite en X. Un espacio normado completo es

conocido como espacio de Banach.

Definicién 2.1.4. Un conjunto C C R" es convezo si para todo u,v € C
Au+ (1 —XveC paratodo A€ l0,1]

Definicién 2.1.5. Sea X un espacio de Banach y C C X un conjunto convezxo, un

funcional f: C — R se dice convexo si
fOu+ (1 =) <Af(u) + (1 =N f(v)

para todo A € [0,1] y todo u,v € C. El funcional se dice estrictamente convero si en

la desigualdad anterior reemplazamos < por <, siempre que u# v y X € (0,1).

Definicién 2.1.6. El espacio de todos los funcionales lineales y acotados F : X — R,
donde X es un espacio de Banach se notard por X* y se conoce como el espacio dual de

X, mientras que al espacio dual de X* se notard por X** y se conocerd como espacio
bidual.

Definicién 2.1.7. Sea X wun espacio de Banach, X** su bidual y J : X — X™ la
inyeccion canonica de X en X**. El espacio X se dice reflexivo si J es sobreyectiva,

es decir, J(X) = X*™.

Proposicion 2.1.2. Sea X un espacio de Banach reflexivo y M C X un subespacio

lineal cerrado. Entonces M es reflexivo.
Demostracion. Para la demostracion ver [6, p. 70]. O

Teorema 2.1.1. Toda sucesion acotada en un espacio de Banach reflexivo tiene una

subsucesion débilmente convergente.

Demostracion. Para la demostracion ver [6, p. 76]. O



2.2. Teoria de la medida

Definicién 2.2.1. Sea 2 un conjunto. Una coleccion F de subconjuntos de €2 es lla-

mada o-dlgebra si:

a) D e F.

b) A€ F, entonces, A° € F.

c) U A, € F, donde, A, € F, Vn.

n=1
Observacion 2.2.1. Un conjunto €2 dotado de una o-dlgebra (2, F) serd llamado

espacio medible. Los elementos de la o-dlgebra F serdn denominados conjuntos JF -

medibles.
Definicién 2.2.2. Una funcion p: F — [0, 00] se dice que es una medida si:

a) p(0) =0,

b) para toda sucesion de elementos disjuntos (A, )nen de F,

H (U Ai) = ZM(AZ%
i>1 i>1
esta propiedad se conoce como o-aditividad de p.

Observacion 2.2.2. (Q, F, u) es conocido como espacio medido.

Definicién 2.2.3. Sea (2, F, 1) un espacio medido. Una medida p es o-finita si existe

una sucesion numerable (A,)nen de elementos de la o-dlgebra F tales que

Q:UAn

neN
y tales que para todo n € N, se tiene que pu(A,) < +oo.

Definicién 2.2.4. Sea (Q, F, ) un espacio medido. Un conjunto A € F es o-finito
con respecto a la medida p si es la union numerable de conjuntos de F de p-medida
finita.

Definicién 2.2.5. Sea (2, F, ) un espacio medido. Diremos que una medida es no
atomica (ver [12, p. 13]) si para todo A € F de medida positiva y todo B tal que
0 < B < u(A), existe un subconjunto B de A tal que p(B) = B.

Definicién 2.2.6. Los conjuntos A € F tal que u(A) = 0 se conocen como conjuntos

de medida nula o cero.



Definicién 2.2.7. En un espacio medido (S0, F, i) una parte D de § es p-despreciable

si estd contenida en un conjunto A € F de p-medida nula; es decir,
DcAeF y ulA)=0.

Definicién 2.2.8. Decimos que cierta propiedad se cumple en casi todo punto (c.t.p)
si el conjunto de puntos para los cuales la propiedad no es cierta es un conjunto de

medida nula o cero.

Observacion 2.2.3. Algunos documentos también pueden referirse a esta propiedad
con la abreviacion a.e (de la expresion almost everywhere) , a.a (de la expresion almost
all) y algunos otros trabajos generalmente mds viejos usan también la abreviacion p.p.

(de la expresion francesa presque partout). En este trabajo usaremos la notacion (a.e).

Definicién 2.2.9. Diremos que un espacio medido (2, F, p) es completo si todo con-

junto p-despreciable es F-medible.

Definicién 2.2.10 (Funcién Simple). Sea un espacio medido de medida o-finita (S, F, 11).
Decimos que una aplicacion [ definida sobre Q a valores en K es una funcion simple si
toma un numero finito de valores «, . .., a, € K y si los conjuntos imagenes reciprocas
fHag) con 0 < k < n pertenecen a F. Las funciones simples son, entonces, combi-
naciones lineales finitas de funciones indicatrices de conjuntos medibles y se las puede

escribir de la forma

flx) = arxa (),

con oy € K y Ag una coleccion de conjuntos disjuntos de F. Notaremos con S(2, ) el

conjunto de funciones simples definidas sobre €.

Observacion 2.2.4. Se dice que f es una funcion simple no negativa si los coeficientes
A Z 0.

Teorema 2.2.1 (Aproximacién por funciones simples). Sean un espacio medido (2, F, 1)
y A un subconjunto de ) que pertenece a F. Si f : A — [0, +00] es una funcidn medible

y f(x) > 0 entonces existe una sucesion creciente (fn)n>1 de funciones simples tales

que
f(x)= lim f,(z) paratodo =z € A.
n—+o00
Demostracion. Para la demostracion ver [17, p. 313]. O

Finalmente, presentamos los teoremas clasicos de la teoria de integracion y sus

demostraciones se pueden encontrar en [17, p. 318-322].



Teorema 2.2.2 (Teorema de convergencia monétona). Sea (2, F, 1) un espacio me-

dido, completo y o-finito. Sea (f,) una sucesion de funciones p-medibles tal que
a) i<fo< - < fu<fo1 <o aeen

b) sup,, [o, fn < o0 .

Entonces

lim | f.du= / fdu.
Observacién 2.2.5. Notaremos por L'(Q, p) o simplemente L'(Q) al espacio de fun-
ciones integrables de 2 en R.

Teorema 2.2.3 (Teorema de convergencia dominda de Lebesgue). Sea (€2, F, 1) un
espacio medido, completo y o-finito. Sea (f,) una sucesion de funciones p-medibles tal

que
a) fn— [ p-a.e. en €,
b) existe una funcion g € LY(Q, u) tal que | f,| < g p-a.e para todo n € N.

Entonces f € LY(Q, ) y
lim fnd,u:/fd,u.
Q Q

n—oo

Lema 2.2.1 (Lema de Fatou). Sea (Q, F, ) un espacio medido, completo y o-finito.

Sea (f,) una sucesion de funciones p-medibles tal que
a) para todo n, f, >0 a.e en Q,

b) sup, [ f, < co.

Para a.e x € Q fijamos f(x) = liminf, ;. fno(x) < +00. Entonces f € L' (2, ) y

/fdu < liminf/fnd,u.
9] n—oo 0

2.3. Espacios de exponente constante

La versién clasica de los espacios de Lebesgue y Sobolev, es decir, aquella cuyo
exponente es una constante resulta de vital importancia para el desarrollo de este
trabajo pues constituye la base para entender el comportamiento de los espacios de

exponente variable presentados en el siguiente capitulo.



Definicién 2.3.1 (Espacio de Lebesgue). Sea Q2 un subconjunto abierto de R™ yp € R
con 1 < p < oo. Se define el espacio

LPQ)={f:Q—=R: fesmedibley |f[ € L'(Q)}.

Este espacio estd dotado de la norma

1l =171 = | [ 17 "

Observacion 2.3.1. LP(Q2) es un espacio cuyos elementos son clases de equivalencia
de funciones. La relacion de equivalencia estd determinada por f = g en casi todo
punto (c.t.p) de Q. Haciendo un abuso de lenguaje hablaremos de funciones en vez de

clases de funciones y sus representantes.

Definicién 2.3.2 (Espacio de Sobolev). Sea m € N y p un nimero real, tal que
1 < p < oo. El espacio de funciones f € LP(Q), cuya derivada D*f eziste para

la] < m y pertenece a LP(Q)), se denota por W™P(Q) y se conoce como espacio de

Sobolev, donde a = (v, ..., ay) es un multi-indice con «; > 0 un entero tal que
N
olelf
al = o vy DVf=———.
ol =2 o GO - O
Este espacio esta dotado de la norma
1/p

1 fllwme = | > D FI

|| <m
Teorema 2.3.1. L?, con 1 < p < 00, es un espacio de Banach reflexivo.
Demostracion. Para la demostracién ver [6, p. 93-95]. O

Se notard por C}(Q) al conjunto de funciones continuas una vez diferenciables con

soporte compacto.

Definicién 2.3.3 (Espacio W, 7). Sea 1 < p < oo. Denotamos por Wy (Q) a la
clausura de C3(Q2) en W1P(Q).

El espacio VVO1 P equipado con la norma de WP es un espacio de Banach y, para

1 < p < 00, es reflexivo.

Definicién 2.3.4. Un espacio de Banach X se dice que estd inmerso continuamente
en otro espacio de BanachY, X — Y, st X CY y existe una constante ¢ > 0 tal que
l|z|ly < c|lz||x para todo z € X.



Corolario 2.3.2. Sean 2 C R™ un subconjunto abierto y 1 < p < oo. Se tiene

=1_1 si p<n,

Whr(Q) — LP (Q), donde ]% it
WhP(Q) < L4(Q2), paratodo q€ [p,+00), si p=mn,

WhP(Q) — L*>(Q), si p>n.
FEstas inmersiones son continuas.

Demostracion. Para la demostracion ver [6, p. 285]. O

2.4. Calculo de variaciones

El célculo de variaciones es una de las ramas clasicas de la matematica. En el siglo
XIX surgié el problema que podria ser considerado como el més famoso del calculo de
variaciones, el estudio de la integral de Dirichlet. La importancia de este problema se
debe a su relacién con la ecuacion de Laplace y sus métodos para resolver eran, esen-
cialmente, lo que ahora se conoce como los métodos directos del calculo de variaciones.
El problema de las superficies minimas también ha tenido una fuerte influencia en el
célculo de las variaciones y éste por su parte fue formulado por Lagrange en 1762, (ver
[9])-

Todos estos problemas, de forma general, involucran funcionales con la siguiente

estructura

J(u) ::/Qf(x,u(a:),Vu(x))dx,
donde,

Q C R", n > 1, es un conjunto abierto y acotado.

» Un punto en  estd denotado por x = (z1,...,2,).
s u: Q= RY N>1,u=(u', -, u") y por lo tanto
Hui\ 1IN
Vu = < - > € RVxm,
9% ) 1<i<n

fiOXRY xRV 5 R, f = f(z,u,£) es una funcién dada.

Asociado al funcional J se presenta el problema de minimizacién

m = if{J(u) : u e X},



lo que significa que se quiere encontrar w € X tal que
m = J(u) < J(u) paracada ue€ X.

X representa el espacio de funciones admisibles.

Por su parte, la idea fundamental de los métodos directos se basa en la extension del
Teorema de Weierstrass a funciones definidas en espacios de dimension infinita. Esta
técnica consiste en minimizar un funcional J(u), definido en un espacio de funciones

admisibles para u, donde J(u) sea acotado inferiormente. Asi, podemos afirmar que
inf J(u) =j

existe sobre el conjunto de todas las funciones admisibles. Luego por la definicion de 7,
se puede construir una sucesién de funciones (u,)nen, llamada sucesidn minimizante,
tal que

lim J(u,) = j.

n—o0

Si la sucesion (uy,)nen tiene limite @ y si J es continua, se tendria que

J(@) = J(lim wu,) = lim J(u,).

n—oo n—oo
Entonces
J(@) = j,

lo que implica que w es solucién del problema variacional. Ademads, las funciones de la
sucesién minimizante (u,)n,en pueden tomarse como soluciones aproximadas del pro-
blema. Con esto, se tiene que para resolver un problema variacional dado, mediante el

método directo del calculo de variaciones, se deben seguir los siguientes pasos.
1. Definir una sucesién minimizante (u,),en.
2. Demostrar que la sucesién minimizante es acotada.

3. Usar las propiedades del espacio para extraer una subsucesién convergente. (cri-

terios de compacidad)
4. Demostrar que el limite de la sucesion es un elemento del conjunto admisible.

5. Usar propiedades de continuidad del funcional a minimizar para demostrar que

el limite de la sucesién es un minimo.

Usualmente, la continuidad del funcional se puede reemplazar por una condicién
mas débil. Asi, dentro de este contexto, también se puede hacer uso de las siguientes

definiciones y propiedades:
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Definicién 2.4.1. Sean X un espacio de Banach real y xog un punto en X. Se dice que
f: X = RU{+o0} es semicontinua inferior (l.s.c) en xy si para € > 0 existe n > 0
tal que

flzo) — e < f(x) Vo € B(zo,n).

Definicién 2.4.2. Una funcion ¢ : E — (—o0, +00| se dice semicontinua inferior si

para cada 1 € R, el conjunto

p<nl={z € E:p()<n}
es cerrado.

Teorema 2.4.1. Si f : X — R es una funcion convezxa y continua sobre un espacio de
Banach X, entonces es débilmente semicontinua inferior (w.l.s.c), es decir, para cada
sucesion (uy)neny C X, tal que u, — u cuando n — 0o, se verifica que

liminf f(u,) > f(u).

n—o0

Demostracion. Para la demostracion ver [18, p. 47]. O

Definicién 2.4.3. Se dice sucesion minimizante de un funcional J sobre un conjunto
K a una sucesion (uy,)nen tal que

up, € K Vn y lim J(u,) = inf J(u) :=j.

n— 00 ueK

Observaciéon 2.4.1. Gracias a la definicion de infimo siempre es posible tomar una
sucesion minimizante. En efecto, es claro que j < J(u) para todo uw € K. Entonces

para cada n € N\{0} siempre existe u,, € K tal que

1

pues, caso contrario, j -+ % < J(u) para todo u € K, lo que contradice la condicion de
infimo de j.
Entonces tenemos una sucesion (up)pen tal que j < J(u,) < j+ +. Tomando
)

n — 00, se tiene que, j < lim, o J(u,) < j y entonces lim, o J(u,) = j.
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Capitulo 3
Espacios con exponente variable

Alrededor del ano 1931 el matematico polaco Wladyslaw Orlicz escribié el primer
articulo sobre los espacios de Lebesgue con exponente variable. Anos mas tarde el
interés sobre este tipo de espacios fue creciendo y los tltimos diez anos han constituido
un gran avance en su estudio y en el de sus aplicaciones.

En este capitulo se hace un resumen de las principales propiedades que seran uti-
lizadas en este trabajo. En la secciéon de espacios semimodulares se realizaréan las de-
mostraciones de varios resultados por la importancia de los mismos. Estas ideas seran
utilizadas en las demostraciones de las dos secciones siguientes en donde se introdu-
cen los espacios de Lebesgue y Sobolev de exponente variable, parte fundamental en
nuestro estudio.

Para los resultados que se presentan sin demostracion se invita al lector a revisar
[12].

3.1. Espacios semimodulares: Propiedades basicas

Previo a introducir los espacios de Lebesgue con exponente variable resulta valioso
presentar la nocién de modular, una generalizaciéon de la norma. Las principales ideas

para este capitulo fueron obtenidas de [12].

Observacion 3.1.1. A lo largo de este trabajo consideramos el campo K = R, es decir,

trabajamos con espacios reales.

Definicién 3.1.1. Sea X un K-espacio vectorial, se dice que o : X — [0,00] es un

semimodular en X si cumple las siguientes propiedades:
a) 0(0) =0.
b) o(Ax) =p(x) Vxe X, AeK con |[A\=1.
c) o es conveza.

12



d) o es continua por la izquierda, es decir, para cada x € X

lim o(Ax) = o(x).

A—=1-

e) o(Ax) =0, V>0, implica x = 0.
Un semimodular es llamado modular si:
f) o(x) =0 implica x = 0.
Un semimodular se dice continuo si:
g) el mapeo \ — o(\x) es continuo en [0,00) Vo € X.

Definicién 3.1.2. Sea (A, X, 1) un espacio medido, completo y o-finito. Se notard por
LO(A, 1) al espacio de las funciones p-medibles en A. En el caso especial de que i sea la
medida de Lebesgue n-dimensional, €2 un subconjunto de R™ p-medible y 3 la o-dlgebra

de los subconjuntos p-medibles de 0, se escribe L(Q) := L°(Q, u).

Un ejemplo de modular estd dador por [, |f(z)[Pdz en L°(2), como se muestra a

continuacion.

Lema 3.1.1. 511 < p < o0, entonces

- [ r)raa

define un modular continuo en L°(2).

Demostracion. Se tiene que g,(0) = 0, se cumple inmediatamente. Mientras que para

|A| = 1, se sigue que

op(Af) = /Q (Af () [P = IAI’J/Q [f(@)Pde = op(f), Vf € LY(Q).

Por otro lado, sean f,g € L°(Q) y a € (0, 1), usando la desigualdad triangular para |- |

y la convexidad de t — [t|P, se tiene que

golaf + (1— ag)) = /Q (af + (1 — a)g)(x)Pda
< / (@l f(x)] + (1 - a)lg(x)|)Pda
< / (@ f(@)P + (1 — o) g(x)|)dz

—a/|f Wdx + (1 — ) /|g )[Pdx

= agy(f) + (1 — a)op(g)-

13



A continuacién, se verifica que g, es continua por la izquierda. Asi, nétese que
lim o,(\) = lim [ \@)Pde = Y PP [ 17@)P = 0.(6)
A—1 A—1 Q A—1 Q
Para el literal e) se tiene que

— 0,(\f) = / Af()Pdi = |AP / (@) Pz

[ @ =o

De la desigualdad de Chebyshev (ver [3, p. 34]), se tiene que para todo entero n > 1
i({reaiorz 1)) <n [Ir@pa—o

ey 20 =U oo ror= 1}

n>1

para todo A > 0, de donde

Dado que

y de la subaditividad de la medida se tiene que

p({e e Q:|f@)F £ 0} = p (U {“f €@l 2 %D

gofrenvor:2)

=0.

Por lo tanto f =0 p-a.e.

Por lo anterior, se sigue inmediatamente que si g,(f) = 0 entonces f = 0. Final-
mente verifiquemos que g,(\f) es continuo en [0, o), para todo f € L°(f2). Para esto
basta verificar la continuidad por la derecha, ya que previamente se mostré que o, es

continua por la izquierda, asi,

i 0,(/) = tim [ Af@)Pds = lim NP [ [£@)Pds = 0,(6)

A—1t
con lo que se muestra que g,(f) es un modular continuo en L°(€2). O

En el ejemplo anterior podemos notar que el modular que se define es una norma
equivalente a la conocida || - ||1r(q) en los espacios de Lebesgue clésicos.

Si ¢ es un semimodular en X, gracias a que p(0) = 0, convexo y no negativo, se
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sigue que A — p(Azx) es no decreciente en [0,00) para x € X. Mds ain,

o(Az) = o(|]A|z) < |Mo(z) paratodo [N <1,

(3.1)
o(Ax) = o(|A|z) > |M|o(z) para todo |A] > 1.
Definicién 3.1.3. Si g es un semimodular o modular en X, entonces
X, ={z € X : lim o(Az) = 0}, (3.2)
A—0

es llamado espacio semimodular o espacio modular, respectivamente.

Ya que o(Ax) = o(|\|z), es suficiente exigir que limy_,o o(Ax) = 0 para X € (0, c0).

Por lo tanto, se puede definir X, de forma alternativa
X, ={r € X :p(A\r) <oo paraalgin X > 0}, (3.3)

puesto que para A\; < A, y usando (3.1), se tiene que

A A
o(\Mz) =0p (Xlx\x) < Tlg()\x) —=0

cuando A\; — 0.
Teorema 3.1.1. Sea o un semimodular en X . Entonces X, es un K-espacio vectorial.

Demostracion. Ya que p(0) = 0, es inmediato que 0 € X,. Sean =,y € X, y a € K\{0}.
Como z € X, entonces p(Az) < oo, para algin A > 0. Por otro lado, o(ax) = o(]a|z)
y con A = |af, se concluye que p(ax) < oo y por lo tanto ax € X,.

Haciendo uso de la convexidad de p, se tiene,

1 1 1 1
0 < oMz +3)) = o0 (ﬁm i §2Ay) < So(2Aa) + L o(23) 0,

si A — 0. Se sigue que z +y € X, lo que implica que X, es un K-espacio vectorial. [

1
||x||g:fnf{A>O:Q(Xx) Sl}, (3.4)

es una norma y se conoce como la norma de Luzemburg.

Teorema 3.1.2.

Demostracion. i) ||z||,=0< 2 =0.

Supongamos que x = 0 entonces es claro que o(§) = 0 < 1, para todo A > 0y,

por lo tanto, ||z||, = 0. Ahora, tenemos que ||x||, = 0, entonces p(yz) < 1, para
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todo 7 > 0. Por otro lado, sea 8 € (0, 1]

o(Ar) = 0 (ﬁ%”’) < Bo (%) <8,

esto implica que p (Az) = 0 para todo A > 0, entonces = = 0.

i) [Jazllo = [el|2|l,

ax
:/ N e — <
||axl|, 1nf{/\>0.g</\)_1}
o [ Al ( ol > }
=if{—>0:p <1
{ | Alal/lal
A x
:|a|inf{—>0:Q(—) Sl}.
| Mlal

Tomando g = ﬁ, se tiene que

ol = lalut {5010 (5) <1}

= lell2[l,

i) [z 4+ yll, < llzllo + [|yllo-

Fijemos A1 > |[[z[|, y A2 > [[y[l, tal que A = A1 + Ao. Entonces o(55) < 1y
o(55) < 1. Usando la convexidad de o

r+y MT Ay M [ Ao [y
Q(A) Q(AA1+>\)\2 e CACWABCACY

por lo tanto ||z 4+ y||, < A1 + A2, si tomamos el infimo sobre todo A; y A2 se

concluye que ||z +yl[, < [[z[[o + [[yl],-
]

Observacioén 3.1.2. {X,.|| - ||,} es un espacio normado. La norma en el teorema

anterior es conocida también como el funcional de Minkowsksi.

Ejemplo 3.1.1. Sea 1 < p < co. El espacio modular (L°(2)), coincide con el espacio

de Lebesgue clasico LP(Q)) dotado de la norma usual.
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Ast, para A =1, se tiene que

(190)), = {/ € 1) : olf) < oo}
~{re@: [Ifwpas <o)

— [7(Q).

Mientras que para la norma

1
191k, =t {2050 (57) <1
1 p
:inf{)\>0:/ dxgl}
Q

Xf@)
:inf{)\ >0: %/Q|f(x)|pdx < 1}
= |[f][Pinf{A>0: M\ >1}
= [I£115-

A continuacién, se presenta la propiedad de la bola unidad o propiedad de la bola
unidad de norma-modular cuyo objetivo es estudiar la bola unidad cerrada y abierta
en X,.

Lema 3.1.2 (Propiedad de la bola unidad de norma-modular). Sea ¢ un semimodular
en X. Entonces ||z]|, < 1 y o(x) < 1 son equivalentes. Si o es continuo entonces

también se tiene equivalencia entre ||z||, <1 y o(z) <1 y||z|l, =1y o(x) = 1.

Demostracion. Supongamos que o(z) < 1, se quiere mostrar que ||z||, < 1. Usando la
Proposicién 2.1.1 y tomando € > 0, es claro que A =1 € {A > 0: p(z/\) < 1}. Puesto
que o(x) < 1,y A < 1+ ¢ se sigue el resultado. Supongamos ahora que ||z|[, < 1
entonces go(x/\) < 1 para todo A > 1. Dado que g es continuo por la izquierda, se tiene
que o(z/A\) = o(x) y se concluye que o(z) < 1.

Supongamos que ¢ es continua y que ||z||, < 1. De la Proposicién 2.1.1 se tiene
que existe A < 1 tal que o(xr/A) < 1. Aplicando (3.1) se tiene que o(z) = o(A§) <
Ao(z/X\) < A < 1. Suponiendo ahora que p(x) < 1, se tiene que gracias a la continuidad
de p, existe v > 1, con p(yx) < 1. Entonces ||yz||, < 1y, por lo tanto, ||z||, < 1/v < 1.

Sean ahora p continuo y [|z||, = 1. Por absurdo, supongamos que p(x) # 1, de
donde, o(z) < 1y por lo mostrado anteriormente tenemos que ||z||, < 1, lo cual es una
contradiccién. Sea p(z) = 1, debemos mostrar que ||z||, = 1. Por absurdo, supongamos
que ||z||, # 1. Si ||z||, < 1 tenemos que o(z) < 1, lo cual es una contradiccién. Y si
l|z||, > 1 entonces p(x) > 1, que nuevamente contradice lo supuesto y por lo tanto se

tiene la equivalencia entre ||z||, =1y o(z) = 1. O
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Corolario 3.1.3. Sea ¢ un semimodular en X y x € X,.
a) Sil|lz||, <1 entonces o(x) < ||z]l,-
b) Sil<||z||, entonces ||z||, < o(z).
¢) llzll, < ofa) + 1.

Demostracion.

a) Supongamos que ||z||, = 0 < 1 entonces p(z) = p(0) = 0 < ||z||,. Ahora

supongamos que 0 < ||z||, < 1, se tiene

y por la propiedad de la bola unidad se tiene la equivalencia con p < = ) <1,

Il

X

=1
[1z]o

[

dado que ||z||, <1 se sigue que 1/||z||, > 1y de la propiedad (3.1)

T 1
o )5
IE4]P IE4IP

de donde se concluye que p(z) < ||z|],.
b) Supongamos que ||z||, > 1, entonces para 1 < A < ||z||, se tiene que p(z/\) > 1,
aplicando (3.1)
1< ($> < o)
- —o(x
es decir, p(z) > A para cualquier X arbitrario, en particular para ||z||, de donde
se sigue el resultado.
c) Se sigue inmediatamente del literal anterior.

]

Definiciéon 3.1.4. Sea ¢ un semimodular en X y xp,x € X,, se dice que xj es o-

convergente a x si existe X > 0 tal que o(A(xy — z)) — 0.

Teorema 3.1.4. Sea o un semimodular en X. Entonces o es débilmente semicontinuo
inferior en X,, es decir,

o(z) < liminf o)

k—o0

para todo x,x € X, con x — x cuando k — oo.
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Demostracion. Esta demostracion se la realizarda solo para el caso p(x) < oo. Sean

x, x € X,. De la definicién de p-convergencia se tiene que existe v > 0 tal que

lim o(y(x — 1)) = 0.

k—oo

Sea € € (0,1/2). Por la convexidad de o se tiene

01 - o) = o (o4 52w = )+ 52w )

< Lo(w) + 30((1 = 20)(z — 1) + (1 — 20)z)

< zm ¥ 2@ (26 (F55) -+ (1202
< g0+ o (Fgrto =) ) + 15 ol

Tomando el limite cuando & — oo tenemos

1—2¢

lim inf o(zy).
k—o0
Tomando € — 07 y puesto que ¢ es continuo por la izquierda

1 1
< — —limi .
o(z) < so(z) + 5 liminf o(zy)
Ya que g(x) < oo se concluye que o(z) < h’]gn inf o(xy). O
—00

Observacion 3.1.3. De este teorema se deduce que los conjuntos {x € X : o(x) < a}
son cerrados para cada o € [0,00). Dado que estos conjuntos son convezos, se deduce

que también estdn cerrados con respecto a la topologia débil de X,.

3.2. Modulares conjugados y espacios semimodula-

res duales

Sea X un espacio normado. Entonces, X* es notado como el espacio dual de X, es
decir, el conjunto de todos los funcionales lineales y acotados de X en K. Dotado de
la norma

1E

x+ = sup [{z*, z)]
[l x <1

es un espacio de Banach. Usaremos la notacién (z*, z) := 2*(z).

Definicion 3.2.1. Sea ¢ un semimodular en X. Notaremos por X al espacio dual de
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(Xo, I - llo). Mds atin, se define o* : X; — [0, 00] por

0'(a") 1= sup (|(a*, )] - o(a).

A 0" se conoce como el semimodular conjugado de o.

De la ecuacién anterior, se sigue que

(2", )] < o(2) + 0*(27)

para todo x € X, y " € X. Esta desigualdad es una generalizacion de la desigualdad
de Younyg.

Si el lector desea conocer méas propiedades sobre estos espacios puede consultar [12,
p. 29-34].

3.3. [Espacios de Musielak-Orlicz: Propiedades basi-

cas

Después de conocer los espacios modulares y semimodulares, nos enfocaremos en

los espacios concretos donde el modular estd dado por la integral de una funcién real.

Definicién 3.3.1. Una funcidn ¢ : [0,00) — [0, 00] conveza, continua por la izquierda,
con ¢(0) = 0, lim;_,o+ (1) = 0 y limy_,o0 p(t) = 00 se conocerd como P-funcion. Mas

atin se dird positiva si p(t) > 0, para todo t > 0.
Lema 3.3.1. Toda ®-funcion es semicontinua inferior.

Demostracion. La demostracion se sigue del Teorema 3.1.4 y del Lema 2.3.2 en [12, p.
35]. O

Ejemplo 3.3.1. Sea 1 < p < 0o. Se definen

para todo t > 0.

Entonces ¢, y ¢, son ®-funciones continuas y positivas. En efecto, se tiene que
- 5,(0) = Loy =0,

u ].l/mt*)(]"’ %tp = %].l/mti)oﬂ’ P = 0.

m limy oo %tp = %limt_)oo tP = 0.
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» La convezidad de ¢ se cumple ya que la sequnda derivada ¢"(t) > 0.

= [inalmente,

1 1
Ii At) =11 Aptp——tpl A= —tP =@, (t
A 2p(M) = lim AT = 0 Jim X = 0= 6(0)

lo que garantiza la continuidad por la 1zquierda, la continuidad por la derecha se verifica
de forma similar y por lo tanto ¢ es continua y dado que ¢ > 0, se tiene que es positiva.

Para ¢, la demostracion es similar.

Definicién 3.3.2. Sea (A, X, p) un espacio medido, completo y o-finito. Una funcion
real ¢ : A x [0,00) = [0,00] se dice que es una P-funcidn generalizada sobre (A, %, 1)
St

a) o(y,-) es una ®-funcion para cada y € A.

b) y— p(y,t) es medible para cada t > 0.

Si o es una ®-funcion en (A, X, 1) se escribe p € ®(A, p). Si Q) C R™ es un subconjunto
abierto y p la medida de Lebesgue n-dimensional diremos que ¢ € ®(2). En lo que sigue

se asumird que la medida 1 es no nula.

Observacion 3.3.1. Una ®- funcidn es una ®-funcion generalizada si fijamos ¢(y, t) :=

o(t), paray € A yt € [0,00).

Es importante por lo tanto verificar que cada ®-funcién generalizada genera un

semimodular en L°(A, i) y de ahf se presenta el siguiente lema.

Lema 3.3.2. Sip € ®(A, p) y f € L°(A, i), entonces o(|f(y)|) es pu-medible y

0,(f) = / (1)) duy)

es un semimodular en L°(A, p).

Demostracion. Empezamos por verificar que ¢(f(+)) es medible, para ello dividimos
la funcién f en su parte positiva y negativa y consideramos el caso f > 0. Por el
Teorema de aproximacion de funciones simples crecientes, Teorema 2.2.1, existe una
sucesion creciente de funciones simples no negativas que converge punto a punto a f y
notaremos, fr * f. Entonces f; se puede escribir como una combinacién lineal finita

de funciones indicatrices de conjuntos medibles. Asi, usando la convexidad de ¢ se tiene

o] fr(y ZSO " XAk (y)-
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Tomando el limite se tiene que ¢(fx(y))  ¢(f(y)) v como ¢(fr(y)) es medible su
limite ¢(f(:)) es medible.
De la definicién de ®-funcién se sigue que 0,(0) = [, ¢(0)du(y) = 0. Por otro lado,

0, (M) = / SN @) () = / (LD dn(y) = 0, (f)

para |A| = 1. La convexidad de g, se obtiene directamente de la convexidad de ¢ y de
la linealidad de la integral. Puesto que ¢ es continua por la izquierda y mondétona se

tiene

0 < p(Af(y) — »(f(y))

cuando A — 17 y aplicando el Teorema 2.2.2 (Teorema de convergencia monétona) se
sigue 0,(Af) = 0,(f). Ahora, supongamos que g,(Af) = 0 para todo A > 0, es decir,
S f(y)])du(y) = 0 para todo A > 0, lo cual implica que para cualquier k& € N

o(kf(y)) =0 paratodo y € A.

Como N es contable, p(kf(y)) = 0 para todo y € A y para todo k € N.

Sabemos que ¢(0) = 0 y como ¢ es convexa
©(Af(y)) =0 paratodo ye€ A y paratodo A >0.

Como limy_,o, ¢(y,t) := p(t) = oo, para todo y € A se concluye que |f(y)] = 0 a.e
y € A, lo que implica que f = 0. Con esto se muestra que g, es un semimodular en
LO(A, ). O

Como ¢ € ®(A, u) genera un semimodular, se presenta su correspondiente espacio

semimodular.

Definicién 3.3.3. Sea (A, 3, u) un espacio medido, o-finito y completo. Sea ¢ €
O(A, 1) y 0, dado por

0,(f) = / (1)) dny)

para todo f € L°(A, ). Entonces el espacio semimodular

(LY(A,1))o, = {f € L°(A,p1) : 0p(A\f) < oo paraalgin A > 0}

serd conocido como espacio de Orlicz y se notard por L¥(A, n) o simplemente LY. La

norma || - ||,, se notard por || -||, y estd dada por

Il = {r> 05, (4) <1}
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Observacion 3.3.2. En la definicion anterior, tomando

0,(f) = /Aw(y, |f (W) du(y)

para todo f € L°(A, 1), se obtiene el correspondiente espacio semimodular L que serd

conocido como espacio de Musielak-Orlicz.
Teorema 3.3.1. Sea p € P(A, p). Entonces LP(A, p) es un espacio de Banach.
Demostracion. Para la demostracion ver [12, p 38-40]. O

Observacion 3.3.3. De aqui en adelante tomaremos como ®-funcion generalizada a
w con o = P o @ = @ definidas como en el Ejemplo 3.3.1 y solo de ser necesario se

realizard alguna aclaracion.

Definicién 3.3.4. Sea ¢ una ®-funcion. Se notard por ¢*(-) a la funcion conjugada
de ¢(+), tal que

@ (u) = stgloa(tu — (1))

para todo u > 0.

3.4. Espacios de Lebesgue con exponente variable

Una vez que tenemos a nuestra disposicion la estructura de espacios de Lebesgue y
Sobolev clasicos, la caracterizacion para este tipo de espacios de funciones con expo-
nente variable serd similar y el lector observara que algunos resultados expuestos aqui
son generalizaciones de los espacios antes mencionados.

Suena razonable pensar en una conexion entre estos dos tipos de espacios sobre todo
por la importancia que tiene LP(2) con p (constante) y sus aplicaciones en distintos
campos de la matematica, en especial de las ecuaciones diferenciales parciales. Asi, el
objetivo principal de esta seccién es presentar a manera de comparacion, relaciones
de indole tedrico entre los espacios de Lebesgue y Sobolev de exponente constante y
aquellos de exponente variable con el fin de adquirir las herramientas necesarias para
desarrollar el Capitulo 4.

Esta seccion es de especial importancia pues constituye el primer acercamiento
con los aspectos tedricos de los espacios de Lebesgue con exponente variable. Asi,
empezamos por mostrar que la principal diferencia entre los conocidos espacios de
Lebesgue L y los espacios de Lebesgue con exponente variable LP() estd en la forma
de su exponente. Para el primero, p es una constante, mientras que para el segundo,

p(+) es una funcién de Q en [1, 00], donde €2 es un subconjunto abierto de R™.
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Definicién 3.4.1. Sea (A, %, p) un espacio medido, completo y o-finito. Se define como
P(A, p) al conjunto de todas las funciones p-medibles p : A — [1,00]. A las funciones

p € P(A, 1) se conocen como exponentes variables en A.
Sea p € P(A, u). Definimos,
= pi=pyi=essinf e p(y).
n P = ph = esssupye, p(y).

» ' € P(A, ), se conoce como el exponente variable dual de p y estd dado por

Si pt < 0o, entonces p se conoce como exponente variable acotado.

Sea 2 C R™, abierto. Si u es la medida de Lebesgue, se escribira
P(Q) :==P(Q, p).

Observacion 3.4.1. A lo largo de este trabajo, nos enfocaremos en el estudio de los

espacios cuyo exponente sea p € P(A, ) tal que p: A — [1,00).

Para definir los espacios de Lebesgue con exponente variable, necesitamos conocer
la ®- funcién generalizada correspondiente. De ahi, es natural considerar las funciones
@y ¢ como en el Ejemplo 3.3.1.

Asi, para p € P(A, u) de define, paray € Ayt >0

1
p(y)

Gp() (Y5 1) 1= Pp(y) (t) = POy Gpy (Y, 1) = By () = 7Y,

ambas, ®-funciones generalizadas. En particular, ¢,.) serd utilizada para definir los

espacios de exponente variable.

Definicién 3.4.2. Sea p € P(A, 1) y ©p(y := Pp(y- Se define el semimodular,

o) = [ o (IF@)de = [ |l e
Observacion 3.4.2. De la misma manera se puede definir el semimodular para ¢p.).

Definicién 3.4.3. Sea p € P(A, ). Se define el espacio de Lebesgue con exponente

variable como

O = {1 e s [ 116 < o
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con la norma

fz)
)

p(z)
HfHLP(‘)(A“u):fnf{)\>01/A dxgl}.

Lema 3.4.1. Sip € P(Q), entonces op)(f) <1 y || f]],) <1 son equivalentes. Para
f € LPO(Q) se tiene

a) Si||fll,) <1 entonces op(y(f) < ||l

B) Sillfl,, > 1 entonces 1 ll,.) < o0 (F):

Demostracion. Supongamos que o(f)p) < 1, se quiere mostrar que || f||,) < 1. Usando
la definicién del infimo, y tomando € > 0, es claro que A =1 € {A > 0: o(f/\) < 1},
puesto que o(f)p) <1,y A < 14¢, de donde se sigue el resultado. Supongamos ahora
que || f||p) < 1 entonces g,y(f/A) < 1 para todo A > 1 ya que gy es continuo por la

izquierda se tiene que o) (f/A) = o(f)p) ¥ se concluye que o(f)y) < 1.
a) Supongamos que ||f||l,) = 0 < 1 entonces 0,y(f) = 0p()(0) = 0 < || f]|p)-

Ahora, supongamos que 0 < ||f]|, < 1. Se tiene que

=1,
(")

e
A1l

y por lo mostrado anteriormente, se tiene la equivalencia con gp.) <H ]ng> <1
Dado que || f||p) < 1, se sigue 1/||f|[pc) = 1, y de (3.1)

; > i
1 .
2 ¢ <||f||p<~> = TFlhe 201

lo que implicard que Qp(.)<f) < ||f||p(.).

b) Supongamos que ||f||,.) > 1, entonces para 1 < A < [|f]|,) se tiene que
op(y(f/A) > 1, aplicando (3.1)

1 < 0y, (%) < l0p<->(f)

es decir, gp)(f) > A para cualquier A arbitrario, en particular para || f||,.) de

donde se sigue el resultado.

O

Proposicién 3.4.1. Sea f € LPY)(Q) y p una funcién medible de Q en [1,00). Enton-

ces, se tiene que

o (1f1lse)) S/Qlf(ﬂf)lp(x)dx <o (1 1lpe) (3:5)
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donde o= (s) == mi{s? ,s”" } y ot (s) := max{s? ,s"" } para s > 0.

Demostracion. Si 0 < |[|f]],.) < 1 entonces (3.5) es equivalente a mostrar que

1A < [ 1£@Pde < 1118,

Se define o(f) :== [, |f(2)[" @) dy y usaremos sus propiedades de semimodular. Asi, el
lado derecho de la desigualdad se escribe como o(f) < ||f ||§E), de donde se sigue que

o(H)YP~ oNHYP
171y 7

aplicando el Lema 3.4.1 esto equivale a mostar que

o)\
é(lﬂ@l) frst

Del Lema 3.4.1 tenemos que o(f) < 1y por lo tanto

< 1. Usando la homogeneidad de la norma tenemos que <ly

p()

v

(N
(f)P (@)/p™

Q(f)l/p( D >0
0

Finalmente,

[Ty

Para el lado izquierdo de la desigualdad. Se debe mostrar que || f| |§Z) < o(f), es decir,

! <
‘g(f)l/fr o) = 1y por el Lema

p(x)
3.4.1 esto es equivalente a mostrar que fQ <g(|;)(f/)p|+> dx < 1. Usando el Lema 3.4.1

1 f1]y < o(f)¥/?". Por homogeneidad, se tiene que

se sigue que o(f) < o( f)P@/P" y por lo tanto

R
/u )P



Supongamos ahora que || f||,) > 1, entonces (3.5) equivale a mostrar que

) ) )
Hﬂ&JSLJNMWNMSHﬂ@y

El lado derecho de la desigualdad se escribe como o(f) < || f| |p ", de donde se sigue
o()7 ot
f

que 5, i < 1. Usando la homogeneidad de la norma tenemos que <1

p(*)

y aphcando el Lema 3.4.1 esto equivale a mostar que

o)\
A(Iﬂﬂl) et

Gracias al Lema 3.4.1 tenemos que o(f) > 1y, por lo tanto

v

o(f)MP) QUWP,
0

Finalmente,

(40 e [

El lado izquierdo de la desigualdad se debe mostrar ||f||£g) < o(f), es decir, [[f][,, <

o(f)Y/?", por homogeneidad se tiene H < 1y por el Lema 3.4.1 esto es

‘p(~)

p(z)
equivalente a mostrar que fQ <Q(‘f)(f/)i_> dxr < 1. Del Lema 3.4.1 se sigue que o(f) <

f
o(F)Y/r

o( /)P@/P” v por lo tanto

Nﬁ) < [V
%5Lumw@m

= ﬁ@(f)

= 1.
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Teorema 3.4.1. Sea p € P(A, 1) entonces LPY) (A, 1) es un espacio de Banach.
Demostracion. Para la demostracion revisar [12, p 76]. O

A continuacién, se presentan el lema de Fatou, convergencia mondtona y conver-

gencia dominada para espacios de Lebesgue con exponente variable.
Lema 3.4.2. Seap € P(A,p) y fr, f, g € L°(A, p).

a) Si fr — [ p-a.e entonces
/ |f(2)[P®)dx < l{m inf / | f ()P d
A k—o00 A

b) Si|fx]l S 1f| p-a.e entonces

/ |f(2)P@dz = liminf/ | fo(2)[P@) da
A k—oo  J 4

c) Si fx = f p-ace, | fi] <lg| p-a.e y o,(Ag) < oo entonces
fi — f en LPO(Q).

Demostracion.

a) Aplicando la semicontinuidad inferior y el Lema de Fatou, se tiene que

00 () = / oot (1 (@)}

- / ()P de
A

/hm1nf|fk( )|P@) da
<hm1nf/|fk )|P@)

= hlgglnf 0p() (fr)-

b) Sea |fx| 7 |f], ya que ¢(-) es mondtona y continua por la izquierda se tiene

0 < o(fk()) ~ e(lf(-)]) a.e. Aplicando el teorema de convergencia mondtona
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se tiene que

0,0 (f) = / ooy (I ()
:/MMMMMM
Ak—>oo
= lim / (@) PO

= lim g, (fx)-

k—oo

c¢) Supongamos que fr — f a.e, y ademds que |fi| < |g| v 0,(Ag) < oo para cada
A > 0. Entonces [fi — /] = 0 ae, |f < lgl y |fi — fI < |ful + 1] < 2lg]. Ya que
0(2Ag) < oo podemos usar el Teorema de convergencia dominada de Lebesgue

Jim 0,0 = b = [ i (Jim A7) = A0)) duo)
— [ (i A5w) - A)l)™ s
A

k—o00
= 0.
Ya que A > 0 es arbitrario y por la Definicién 3.1.4 se tiene que f, — f en LPO).

]

Teorema 3.4.2. Sip € P(A, u) entonces oy (f) es débilmente semicontinua inferior,
es decir, si f — f en LPO(A, u)

/ |f ()P dz < lim inf / o) P@d
A k—o0 A

Demostracion. Para la demostracion de este teorema se puede ver [12, p 77, 39, 40]. O

El espacio L) (A, ) es circular, sélido, cumple con el lema de Fatou para la norma

y la propiedad de Fatou (ver [12]), es decir,

= [[fll,ey = S]], para todo f € LPO(A, ).

= Si fe LIPU(Ap), g e LA p) y 0 < |g| <|f] p-a.c entonces g € LPV(A, ) y
gy < 1o

» Si fp — f p-a.e entonces Hpr(_) < liminfy_ o kaHp(_).

» Si|fi] 2 |f] prae con fr € LPO(A ) y supy, |[fx[l,., < oo entonces f €
LPO(A, ) y 1 fellyey 7 1],y respectivamente.
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Lema 3.4.3. Sea p € P(A, n). Entonces el conjunto de funciones simples S(A, ) estd
contenido en LPY) (A, 1) y

min{1, ju(B)} < [xells,, < mix{l, u(E)},
para cada conjunto medible E C A.

Demostracion. Para la demostracion ver [12, p. 78]. O

Lema 3.4.4. Sea s € P(A, j1). Entonces

1 BN BN , 1 1
5 min{pu(A)s7, u(A)} < (Ul peey a0 < Zmax{p(A)T, p(A)>}
para cada conjunto medible A, con pu(A) > 0.
Demostracion. Para la demostracion ver [12, p. 78]. O

Lema 3.4.5. Si 1 < ¢ < oo, entonces (p,)* = @y -

Demostracion. Sea 1 < g < 0oy Pqla) = %aq, gracias al Teorema 2.6.8 en [12, p. 54]
tenemos que (¢*)" = (¢')7!, usando este resultado podemos obtener ¢} con facilidad.
Asi, ¢} (a) = a?", su funcién inversa estd dada por (¢})~"(a) = a7 1. Por otro lado,
con % + % = 1 se puede ver que qul = ¢ — 1y por tanto tenemos que

1

(¢3)(a) = () '(a) = a7 =a ™",

Finalmente, integrando sobre a tenemos que ¢} (a) = La? = @, (a). Para el caso

q = 1 y siguiendo la Definicién 3.3.4 se tiene

(¢1)"(a) = sup(ta — ¢1(t)) = sup(ta — t) = sup(t(a — 1)) = 00 X(1,00)(@) = Poo(@)

>0 t>0 >0

para todo a > 0.
Si ¢ = oo, usando el Corolario 2.6.3 (ver [12, p. 52]) y el caso ¢ = 1 tenemos que

(p*)* = ¢ y por lo tanto

¢1(a) = (£1)"(a) = (¢1)"(a) = (o) (a)
para todo a > 0. O

Lema 3.4.6 (Desigualdad de Young). Sean p,q, s € [0, 00| con

=4

1 1 1
s P g
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Entonces para todo a,b > 0

905<ab) <
Ps(ab)

p(a) + @q(b), (3.6)
Ppla) + gsaq(b), (3.7)

AN
ARV RS

donde se usa la convencion fg = 3 =1para s =p=q=00. Mds ain st 1 < s < o0

entonces para todo a > 0

Pp(a) = sup(pg(ab) — @q(b)). (3.8)

b>0

Demostracion. Esta demostracion se hara para ¢ := ¢ = ¢ definidas anteriormente.

Sea s = oo. Entonces necesariamente p = ¢ = 0o y para a,b € [0, 1] se sigue
©Yoo(ab) = 0.
Por otro lado, sia >10b>1
ppla) =00 'y () =00

por lo tanto, la desigualdad de Young se cumple directamente en estos casos.
Sea 1 < s < 0o. Para demostrar (3.6) con ¢ = ¢, basta mostrar (3.8). Supongamos
que s = 1, entonces 1 = % + % yp = q%l = ¢'. Usando el Lema 3.4.5 se tiene que

@p = (¢g)* v por lo tanto

#p(a) = (Pg)"(a) = sup(ab — q(b))

b>0
= sup(@1(ab) — q(b))
b>0
para todo a,b > 0. Si 1 < s < 0o, entonces
1 1 1
=4
s P g
L_5.,5
p q
1 — 1 n 1
p/s q/s
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Y (Pp/s)* = @q/s pOI €l Lema 3.4.5, usando el caso s = 1, se tiene que

. 1

2l(@) = ~Gps(a)

1 ~ S
= —sup(a’d® — @y/s(0°))
S >0

= Sbgg(sés(ab) — @q(b))

para todo a,b > 0.

Si s = 0o entonces s =p=¢q =00y (3.7) se sigue de (3.6) ya que P = Poo-

Supongamos ahora que 1 < s < co. Tomemos s < p, s < ¢ y usando (3.8)

s(ab) = s%(ab)S = s@(ab)

para todo a,b > 0.

Finalmente mostraremos (3.6) para ¢ = ¢ y 1 < s < co. Supongamos que s < py

s<q
@s(ab) = sg(ab)S = sps(ab)
< s(Bpla) + @4(b))
= ~eola) +u(b)
para a,b > 0.

Lema 3.4.7 (Desigualdad de Hélder). Sean p,q,s € P(A,u) tal que

para pi-a.e y € A. Entonces

0s() < 0p() (f) + 24()(9)
fgllsey < 2019l -

para todo f € LPO(A,p) y g € LIV(A, ).
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Cuandos:p:q:oosetz’enequeizgzl.

Demostracion. Sean f € LP) y g € L) entonces f, g son funciones medibles y por lo
tanto su producto fg es medible. Entonces (3.9) se obtiene integrando (3.6) sobre todo
y € A.

Sillfllpe) £ 1y llgllg) <1, entonces por el Lema 3.4.1, se sigue

o)) STy o4y(9) < 1.

Por otro lado, aplicando (3.1) y (3.9)

00 (349) < 320(79) < 5(@0(0) + 2i0(0) < 52 =1

Aplicando el Lema 3.4.1,
<1

s()
y por homogeneidad de la norma || fg||s.) < 2. Supongamos que || f||p) > 0y |[g|[qc) >
> < 1. De forma

1
H§f9

0, por lo tanto = 1, aplicando el Lema 3.4.1, oy, (

‘ f ‘ f
£l () [1£1lp¢y
similar se tiene que ‘

(3.9)

_9
llgllqcy

o = 1y entonces gy, <m> < 1. Por otro lado, usando

Os(- ( SQ . | T 04 T
O\ o N9lley ) = O Nl /7O \lgllay

< 2.

Aplicando el Lema 3.4.1

H f g
||f||p(') ||g||q(')

< 2 multiplicando la desigualdad por || f||p)|19]lq¢)
s()

se concluye || fgllsy < 2|[lp0-]l9lac)- =

3.5. Inmersiones

En la teoria de espacios de Lebesgue con exponente constante se dice que LP(A) es
subespacio de LI(A) con p,q € [1,00] si y solosip > qy |A| < co. Para caracterizar las
inmersiones en espacios de Lebesgue con exponente variable entonces es natural usar

una condicion similar.
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Diremos entonces que LP()(A) < L4)(A) si existe una constante K > 0 tal que

U gy < KA1

donde K se conoce como la constante de inmersion.
Lema 3.5.1. Sea p,q € P(A, ) y definamos al exponente r € P(A, i) como

1 , { 1 1 0}
—— = mix{ —— — ——,
r(y) q(y)  p(y)
para todo y € A.

a) Siq<ppu-aeandl € L'(A u) entonces LPV) (A, u) — LI(A, 1) con norma

menor o igual a 2|[1]] ) 4-

b) Si la medida p es no atémica y LPO (A, ) — LIO(A, i) entonces ¢ < p p-a.e y
L] ey ay < 4K con K > 0.

Demostracion. Se realizara la demostracién del literal a) y para la demostracién del
literal b) se recomienda, ver [12, p. 83].

Supongamos que ¢ < p y que

se concluye que
gy < 2112 L ]pe)

]

Para una revision mas profunda de las siguientes propiedades y sus demostraciones,
se puede consultar [12].
Si u(A) < oo por el Lema 3.4.3 y\o Lema 3.4.4 la condicién 1 € L")(Q) siempre

se cumple y por lo tanto se tiene el siguiente corolario:

Corolario 3.5.1. Sea p,q € P(A, ) y sea la medida 1 no atémica con u(A) < oo
entonces LPC) (A, u) — LI(A, ) si y solo si ¢ < p p-a.e en A. La constante de la
inmersion es menor o igual a 2(1 4+ p(A)) y Qméx{,u(A)(%_%ﬁ’(%_%)_}.
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Sean X, Y espacios de Banach, a la interseccién, X NY :={f: fe X, f €Y} se

dotard de la norma

[y = max{|[ /], [[ ]y }-

Teorema 3.5.2. Sea p,q,7 € P(A, ) conp < q<r p-a.e en A. Entonces
LPO(A, 1) VLT O(A, p) = LIO(A, p) — LPU(A, p) + LO(A, )

Las constantes de inmersion son menores o iguales a 2.
Demostracion. Para la demostracion ver [12, p. 86]. O

Teorema 3.5.3. Sea p € P(A, ) con 1 < p~ < pt < oo. Entonces LPV)(A, ) es

reflexivo.
Demostracion. Para la demostracion ver [12, p. 89]. O

Después de presentar la propiedad de reflexividad para espacios de Lebesgue con
exponente variable podemos notar que al igual que en la teoria de los espacios de
Lebesgue clésicos, la condicién 1 < p~ < pt < oo se asemeja al hecho de que los LP

son reflexivos para 1 < p < o0.

3.6. Espacios de Sobolev con exponentes variables

El estudio de los espacios de Sobolev obedece a la importancia que estos tienen
dentro del estudio de las soluciones de las ecuaciones diferenciales parciales.

Sea ) C R™ un conjunto abierto, empezaremos con la definicién de derivada débil.

Definicién 3.6.1. Supongamos u € L} (Q). Sea o := (au,...,a,) € NI un multi-

loc

indice. Si existe g € L}, (Q) tal que

a1+ +am
/u 4 v dr = (—1)°‘1+”'+a"/wgdx
Q Q

aalxl e aanxn

Vi € C§° (). Entonces g se conoce como derivada débil de u con respecto a .
Observacion 3.6.1. Ny representa a los nimeros naturales incluido el cero.

Observacion 3.6.2. A la derivada débil g se notard como O,u mientras que al gra-

diente débil de u, (2%, -, 2%, se notard como Vu. Escribiremos O;u para 2% con
) oz’ ) Oxp )7 J Ox;
j =1,...,n. De manera general se escribird V* para denotar al tensor con entradas

Ouu, |a| = k.

Observacién 3.6.3. Si una funcion u tiene derivada cldsica entonces tiene también

derivada débil (ver [6]).
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Definicién 3.6.2. La funcion u € LPY)(Q) pertenece al espacio W*PO)(Q) donde k €
No y p € P(Q) si sus derivadas parciales O u con |a| < k existen y pertenecen a

1L70(Q).

La norma para los espacios de Sobolev con exponente variable se define como

p(z)
Q

Para k£ € N el espacio Wk’p(')(Q) es llamado espacio de Sobolev y sus elementos se

Vu

conocen como funciones de Sobolev.

Observacion 3.6.4. Es facil ver que
wort () = LPO(Q).

De la forma usual se define:

Definicién 3.6.3. Una funcidn u pertenece a VVZZ’CP(')(Q) si u € WHPO(U) para cual-
quier abierto U CC Q. La notacion CC significa que U C Q es compacto.

Observacién 3.6.5. Se notard |[ul[yx.sc) ), por [|ullkp()-

Teorema 3.6.1. Sea p € P(Q). El espacio W*P)(Q) es un espacio de Banach reflexivo
sil<p <p' <oo.

Demostracion. Sea (uy,)ney una sucesién de Cauchy en W*?0)(Q), debemos mostrar
que existe u € WHPO(Q) tal que u, — u en WHPO(Q). Como (uy)nen € WHEPO(Q) se
tiene que (u,)neny € LPY)(Q) y sus derivadas parciales débiles existen d,u € LPO) ()
para |a| < k donde k € Ny.

Como LP() () es un espacio de Banach y (u,),en es una sucesion de Cauchy enton-
ces existe u € LPO(Q) tal que u,, — u en LPO(Q) y dyu en LPO(Q) tal que Oy, — Juu
en LP0)(Q).

Sea 1 € C§°(€2). Como (up )neny € WP (Q) se tiene

/ UpOptpdr = (—1) Q/ YOptindi.

Q

La convergencia fuerte en LP()(Q) implica la convergencia débil y entonces

/unaaiﬂdx—)/uﬁawdaj y /wﬁaund$—>/wﬁauda¢
Q Q Q
Q

cuando n — oo.
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Puesto que d,u es la derivada débil de u se concluye que v € W5PO(Q) y u,, — u
en WkPO(Q).

Por otro lado, LP()(Q) es reflexivo para 1 < p~ < p™ < oo (Teorema 3.5.3) y para
u — (u, Vu) el espacio W*?1)(Q) es un subespacio cerrado de LP0)(Q) x (LPO(Q)),
entonces W*P()(Q) es reflexivo para 1 < p~ < pt < o0. O

Lema 3.6.1. Si |Q| < oo entonces WHPO)(Q) < WHEP™ (Q),

Demostracion. Basta mostrar que
IVullp- < ClIVullp
para C' > 0. Como p~ < p y por el Corolario 3.5.1 se sigue que
LPO(Q) — LP(Q)

de donde se obtiene el resultado. O

Un espacio funcional es un latice si el minimo y el maximo puntual de cualquier par
de elementos pertenecen al espacio. La siguiente proposicion nos dice que el espacio de

Sobolev de exponente variable de primer orden cumple con esta propiedad.

Proposicién 3.6.1. Seap € P(Q). Siu,v € WPO(Q) entonces max{u,v} y min{u, v}
estan en WP (Q) con

Vu(z) aex € {u>v}
Vu(z) aex e {v>u}

V méx(u,v)(x) = {

Y
\4 exe{u<
V min(u, o) (z) = 4 W) aeweluso}
Vou(z) a.ex € {v<u}.
En particular |u| € W0 y |V|u|| = |Vu| a.e en Q.
Demostracion. Para la demostracion ver [12, p. 250]. O

Definicién 3.6.4. Sea p € P(?) y k € N. El espacio de Sobolev Wf’p(')(ﬂ) con valores
cero en la frontera se define como la clausura del conjunto de funciones WL con

soporte compacto i.e
{u e W*O(Q) :u=wuxx para un compacto K C Q}

en WP (Q)).
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Notaremos a la clausura de C5°(Q2) en W*P()(Q) como
HYPO().

Por otro lado, tenemos que C§°(€2) C Wf’p(')(Q).

Teorema 3.6.2. Sea p € P(R"). El espacio Wok’p(')(Q) es un espacio de Banach. Si
1<p <pt < oo es reflexivo.

., k.p(- . .
Demostracién. Como Wy ( )(Q) es un subespacio cerrado entonces gracias a la Propo-

sicion 2.1.2 y el Teorema 3.6.1 se sigue el resultado. O

3.7. Desigualdades Sobolev, Poincaré e Inmersio-

nes

Luego de tratar las propiedades bésicas de los espacios de Lebesgue con exponente
variable, la intencién de esta secciéon es mostrar otros resultados necesarios para el
estudio de los exponentes de este tipo y su aplicacion a las ecuaciones diferenciales
parciales. Es por ello que se presenta la nocién de log-Holder continuidad que aporta
un criterio de regularidad al exponente p . A pesar que no utilizaremos estos resultados
en el problema principal de este trabajo, resulta de gran interés abordarlos para futuros

trabajos.

Definicién 3.7.1 (Log-Holder continuidad). Decimos que o : & — R es localmente

log-Holder continua sobre €1 si existe una constante c; > 0 tal que

< 2
~ log(e +1/|z —y|)

() = afy)]

para todo x,y € Q. Por otro lado, se dice que o cumple con una condicion log-Holder

de decaimiento si existe a,, € R y una constante co > 0 tal que

C2

la(z) — | < m

para todo x € ). Se dice que a es globalmente log-Holder continua en ) si es local-
mente log-Holder continua y cumple con la condicion log-Hélder de decaimiento. A las
constantes ¢y y ¢y se las conoce como constante log-Holder local y constante log-Holder

de decaimiento respectivamente. El mdzimo max(cy, cs) se conoce como la constante
log-Holder de a.
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Definicién 3.7.2. Se define el siguiente tipo de exponentes variables
lo 1 .. .
PI(Q) = ¢p e P(Q): = es globalmente log-Hélder continua p .
p
Se notard cjoq(p) 0 Ciog a la constante log-Hélder de %. Si €2 no es acotado se define ps
por zt = limyy) oo ﬁ. Notaremos convenientemente é = 0.

Con el fin de estudiar el funcionamiento de propiedades tales como la desigualdad de
Poincaré y las inmersiones en estos espacios, resulta importante abordar las siguientes

definiciones:

Definicién 3.7.3. Sea 0 < o < n. Para f medible se define I, f : R" — [0, 0]

I,.f(x) ::/]R Mdy

" |$’ _ y|nfo¢

El operador I, se conoce como operador potencial de Riesz y |x|®™" se conoce como

kernel de Riesz.

Si la funcion f es definida sobre €2 entonces la integral se debe tomar sobre todo €2,

es decir, I,f = I,(xqf) usando la extensién por cero.

Definicién 3.7.4 (Bolas y cubos de John). Un dominio acotado Q@ C R™ es llamado
un dominio a-John, a > 0, si existe xg € 2 (centro de John) tal que cada punto en

puede unirse a xo por un camino rectificable vy (camino de John) parametrizado tal que
1
B(~(t),-t) CQ
e

para todo t € [0,1(v)], donde I(y) es la longitud de . La bola B (xo, 5=diam(Q)) se

conoce como bola de John.

Ejemplo 3.7.1. Toda bola y cubo son dominios de Lipschitz ya que una bola es un

dominio 1-John mientras que un cubo es un dominio \/n-John.

Observaciéon 3.7.1. Se define

1
(u)g == @/Qu(x)dx

Lema 3.7.1.

a) Para cada uw € Wy (Q), la desigualdad

|u| < cl|Vu|

39



se cumple a.e en £ con una constante ¢ que depende solo de la dimension n.

b) SiQ CR™ es un dominio acotado a-John, entonces eziste una bola B C Q y una

constante ¢ tal que
lu(x) — (u)p| < cl1|Vul(z), a.een Q,
para cada w € WH(Q). La bola B cumple que |B| < || < d|B| donde las
constantes ¢ y ¢ depende de la dimension de n y «.
Demostracion. Para la demostracion, revisar [12, p. 253-254]. O
Teorema 3.7.1 (Desigualdad de Poincaré). Sea p € P9(Q)

a) Para cada u € Wol’p(')(Q), la desigualdad
ul| oy ) < ediam()]|Vul| oo @),

donde ¢ es una constante que depende solo de la dimension n y de cjoq(p).
b) Si Q es un dominio acotado a-John, entonces
|lu = (WallLro) @) < cdiam(Q)[[Vul| L) ()
para u € WHPO(Q). La constante ¢ depende de la dimension n, a y cy(p),
definida en 3.7.2.

Demostracion.

a) Seau € WHP()(Q) gracias al Lema 3.6.1 se tiene que W) (Q) ¢ WP (Q) y por
lo tanto uw € WP~ (Q) € Wh(Q). Usando el Lema 3.7.1 y la teoria de operadores

maximales (Lema 6.1.4) [12] se tiene que

lullpy < C(n) L ([Vul) < Cdiam(Q)|[Vul|p..

b) Para la demostracién se invita al lector a revisar [12, p. 255-256].

]

De aqui en adelante, asumimos que el exponente p es log-Holder continuo con

1<p <p" < oo

Definicién 3.7.5. Se define al exponente conjugado de Sobolev puntual como



cuando p(x) < n y p*(x) = oo en otro caso.
Teorema 3.7.2. Sea p € P9(Q) tal que 1 < p~ < pT < n.

a) Para cada u € Wol’p(')(Q), la desigualdad

[l ooy < €[Vl oy

se cumple para una constante ¢ que depende de la dimension n, c4(p) y pt.

b) Si Q es un dominio acotado a-John, entonces

[lu = (Wallpo@) < ellVull o g

para uw € WHPO(Q). La constante ¢ depende de n, o, cioq(p) y pt.

Corolario 3.7.3. Sea Q un dominio a-John acotado y p € P9(Q). Sea ¢ € P(Q) y

asumimos que q < p*. Entonces
WLP(')(Q) N Lq(-)(m,

donde la constante de inmersion depende de o, ||, n, cio(p) v ¢

Demostracion. Sea r € (1,n) tal que r* > ¢*, por hipétesis se tiene que ¢ < p* se
tiene por el Corolario 3.5.1 LP" < LI0), por otro lado ¢(x) < ¢* < r* y por lo tanto
L™ — L0 de donde L™ »"} — [90)  aplicando el Corolario 3.5.1 y el Lema 3.4.4

ullgy = [lu — (w)a + (Wallq)
= |[u = (Wallqg) + [[{wallqe)
< 201+ 12D — (Wollwinge 0y + [@alll g
< 201+ 1)t — (Ul lmingpr (1.3 + max{ |27 1} Jully

, 4 1
<2(1+ Q) max{[Q[F 7, 1} ([[u = (wallmimgps () + [ullp)) -

Ya que min{r*, p*} € P(Q2), gracias al Teorema 3.7.2(b) y el Corolario 3.5.1
[lu = (el ).y < llVullnmipe).ry < (X4 1QDVullpe).
Reemplazando esta deisgualdad en la anterior se tiene

[ L1
gy < 2(1 4 [Q]) max{|Q[«F 7, 1} (e(1 + [QD[IVl[pe) + ullpe)
<c (||VU||p(-) + ||U||p(-))

cllul]1p()

IN
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]

Lema 3.7.2. Sea Q un dominio acotado a-John y sea p € PI(Q) tal que 1 < p~ <

pT < n. Entonces
||u— <u>QHLP*(‘)(Q) < C||VUHLP(~)(Q)
para u € WYPO(Q). La constante ¢ depende de la dimension n, p*, ciy(p), @ y

diam(S2).

Demostracion. Ver la demostracién en [12, p. 266-268]. O

3.8. Inmersiones compactas

A continuacién se presentan dos resultados interesantes sobre inmersiones compac-
tas con el fin de mostrar su comportamiento en este tipo de espacios. Para encontrar
un mayor desarrollo este tema y las demostraciones de los resultados se invita al lector
a revisar [12, p. 272-275].

Teorema 3.8.1. Sea 2 C R™ un dominio acotado y sea p € P9(Q). Entonces
WP (Q) s LPO().

Corolario 3.8.2. Sea Q un dominio acotado y sea p € P9(Q) tal que p* < n.
Entonces

WP (Q) e L7O7¢(Q).
para cada € € (0,n').

Observacion 3.8.1. Fxisten mds resultados de inmersion con condiciones mds fuertes

sobre el exponente, se invita al lector a revisar [12].

3.9. Espacios de Amalgama

En el estudio de espacios funcionales es comun tratar el comportamiento local y
global de las funciones por separado, criterios tales como monotonia, diferenciabili-
dad e integrabilidad, por ejemplo. Sin embargo, los espacios de amalgama de Wiener
(o espacios de amalgama) son una clase de espacios de funciones cuya norma trata
las propiedades locales y globales simultdaneamente. Més formalmente se expresa la

siguiente definicién basada en [8].

Definicién 3.9.1. El espacio de amalgama W (B,C) es definido como el espacio de

todas las funciones f con componente local B y componente global C.
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Es asi que, siguiendo la idea de [1], se define un espacio de amalgama con exponente

variable de la siguiente forma:

0
XPO(Q) = {u € L*(Q): a_u e L’V(Q) para i= 1,2,...,n}
T
con la norma
lullxror iy = ([l + IVull?,)?,  para u e XPO(Q).

Se define Xg(')(Q) como el subespacio de X?()(Q) tal que
Xg0(Q) = X0@) N (9)

con [[ul] ) g = lullxo0 ()
Previo al andlisis de la existencia y unicidad de soluciones que se abordard en el

siguiente capitulo es necesario mostrar los siguientes resultados.
Proposicién 3.9.1. X[I;(')(Q) es un subespacio cerrado de XP) ().

Demostracién. Es claro que X2 (Q) Xp (€). Ahora, sea u € X¥(Q). Entonces
existe (U )nen €n Xg(')(Q) tal que u,, — uen X?0)(Q), y por lo tanto, (uy, )neny € X7 ()
Y (Un)nen € Wy (Q), como u, — u en XPO(Q) es claro que v € XP0(Q). Como
(Un)nen €8 una sucesién convergente en Wy” () entonces u estd en Wy (Q) y se

concluye que u € X} (')(Q) y por lo tanto es un espacio cerrado. O
Proposicién 3.9.2. Xg(')(Q) es un espacio de Banach reflexivo.

Demostracion. Por los Teoremas 2.3.1 y 3.5.3 se tiene que L?(Q) y LP*)(Q) son espacios
de Banach reflexivos. Por lo tanto X?()(Q) es un espacio de Banach reflexivo. Asf,
dado que X (')(Q) es un subespacio cerrado de Banach, por la Proposicion 3.9.1 y la

Proposicién 2.1.2; se sigue el resultado. O

Proposicién 3.9.3. Si Q es acotado y suave, entonces
XPO(Q) = XP (Q).

Demostracion. Ya que p~ < p y gracias al Corolario 3.5.1 tenemos que LP() < LP™ ()
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y por lo tanto

lullko = lullz2g0) + 11 Vull5- g
< lullZ2(0y + C2lIVul L0
< max(1, C)(|[ull 2 + V|70 @)
= C||“H§(p(-)(ﬂ)-

[]

Proposicién 3.9.4. Si Q es acotado y suave, con 1 < p~ < p(-) < pt < 2, entonces
XP(Q) — WP (Q).

Demostracion. De las inmersiones cldsicas de Lebesgue se tiene que L*(Q) — LP (Q)

y por lo tanto

[l = Hu||Lp—(Q) + ||Vu||Lp_(Q)
< Cllul| g2y + [IVUl| o= (o
< méx(L, O)(|[ull 20y + IVl - ()

= Cllull xo- (-

Proposicién 3.9.5. Si Q) es acotado y suave, entonces
WP (Q) N L2(Q) — XPO(Q).

Demostracion. Es conveniente recordar que para la interseccion de conjuntos usamos
la norma definida por || - ||yt (g)nz2() = MAX{|] - [[yro+ @ || - |22}

Aplicando el Corolario 3.5.1 con pt < p se tiene que LP (Q) < LP0)(Q) y entonces

2 2 2
ullxor = Mullz2i0) + IVUl[1o0 @)
2 2
< lullzz) + C*IIVUllLp o
’ 2 2
< max(L, C)(|ullZagey + IV Ul )

2
< Cllullyrst @)nr20):
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Proposicién 3.9.6. Si Q) es acotado y suave, entonces

X7 Q) < XPO(Q).

Demostracion. Como LP' () < LP()(Q) tenemos

2 2 2
[l xer = ||u||L2(Q) + ||vu||LP(')(Q)
2 2
< [Jullz) + CPlIVUllLr (g
, 2 2
< mix(1, C)([Jul 22 gy + IVull2, )

2
= CHuHXp+(Q)-

Teorema 3.9.1. Si Q2 es acotado y suave, entonces

WY (Q) N L2(Q) = XPO(Q) — W (Q) N L*(Q). (3.11)

Demostracion. Sea u(2) < oo, del Corolario 3.5.1 y gracias a que p~ < p(-) < p*

se tiene que LP) — [P y LP" < [P0, Empezaremos por mostrar que XPO(Q) —

WP (Q) N L2(R), es decir, verificaremos que |[ully1p- ynrz) < Cllullxeo (@) Para

C > 0, para la interseccion tomaremos la norma del maximo entre la norma de cada

conjunto y por lo tanto se tienen dos casos:

i)

ii)

||UHW1,p*(Q) < C||UHXP(‘)(Q)'
Gracias a la Proposicién 3.9.4 se tiene que X7 (Q) < WP (), entonces existe
C > 0 tal que

lullw= ) < Cllullxo- (@) (3.12)

Por otro lado, de la Proposicién 3.9.3 tenemos que X?()(Q) < XP (Q) y entonces
existe C' > 0 tal que

lullxo- () < Cllull oo ) (3.13)

Reemplazando (3.13) en (3.12) se sigue el resultado.

||u||L2(Q) < CH“H)@(-)(Q)-
Basta mostrar que W™ () < L?(Q2) lo cual es cierto por las cldsicas inmersiones

vistas en el Corolario 2.3.2 y se tiene

lull2) < Cllullyre- (g (3.14)
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para C' > 0, como X (Q) — WP (Q), es decir,
lullwro- ) < ellullxe (o) (3.15)
Reemplazamos (3.15) en (3.14) y se obtiene
lull2) < Cllull g (0, (3.16)

usando que XP0)(Q) < XP(Q) en (3.16) se concluye el resultado.

Finalmente mostremos que W' (Q) N L2(Q) — X?O(Q), por lo que debemos
mostrar que |[ul[ . q) < Cllullwirr(@)nr2(9). Como W™ (Q) N L*(Q) — X7 (Q),

gracias a la Proposicion 3.9.5 se tiene

HUHXP“'(Q) < Cllul|yrp+ (Q)NL2(Q)> (3.17)

para C' > 0. Por otro lado, X?"(Q) — X?()(Q) y con esto

[lullxror @) < Cllullxet (g (3.18)

para C' > 0. Reemplazando (3.18) en (3.17), se concluye que

[ull xror @) < Cllullwrrr @2
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Capitulo 4

Planteamiento del problema y su
aplicacién al filtrado de ruido en

imagenes

El presente capitulo es el objetivo final de este trabajo. Aqui, se prueba que existe
solucién para el problema (4.1) y se muestra que esta es tinica. Este estudio estd basado
en la Proposicion 3.4.1, la cual juega un papel fundamental al establecer las estimas
de energia necesarias.

Resulta también importante entender la relacién que existe entre el problema (4.1) y
la eliminacién de ruido en imégenes. Por este motivo, se presenta una breve exposicién
de las principales formas de tratar este tipo de aplicaciones haciendo uso de funcionales
que involucran exponentes variables para posteriormente mostrar el trabajo futuro que

se puede realizar en base a las ideas de [5].

4.1. Analisis de existencia y unicidad de soluciones
en L*(Q)

En esta seccién, se prueba que existe solucién para el problema (4.1) y se muestra
que esta es tnica en L?(2). Con este fin, se usan varias de las ideas descritas en [1] y de
la seccién de Espacios de Amalgama, presentada anteriormente. El espacio X O ser4
fundamental, pues nos permitira definir una representacion del operador diferencial en
forma variacional adecuada para aplicar el método directo del calculo de variaciones.

Nos enfocamos en el estudio del problema:

min J(u) := / L|Vu|p(x)dl‘ + é/ lu — f|*dz, (4.1)
ueL2(Q) o p(7) 2 Ja
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donde 2 C R" es un subconjunto abierto, acotado y suave, A > 0, p : 2 — [1,00)
es una funcién medible tal que 1 < p~ < p(z) <pt <2y f € L*(N).

Teorema 4.1.1. Sea 1 < p~ < p(x) < pt < 2. Entonces el problema (4.1) tiene

solucion tnica u € L*(Q).

Demostracidn. Se define ¢ : L*(Q) — [0, 0o] como

1 p(z) : p(+)
+00, caso contrario .
Note que el funcional J(-) se puede reescribir de la siguiente manera
A 2
T(w) = () + S1u — fI e (4.3

Para demostrar la existencia y unicidad de soluciones se procederd usando el método
directo del cdlculo de variaciones. Para esto, debemos mostrar que J estd acotado

inferiormente y que es semicontinuo inferior. En efecto, se tiene que
i) J(-) esta acotado inferiormente pues gracias a la Proposicién 3.4.1

1

_ A
Tw) 2 2o (IIVunllpo) + 5l = Fllz20) > 0.

Podemos concluir, entonces, que existe 4 € L*(Q) tal que

o= 1inf J(u).
u€L2($)

ii) J(-) es débilmente semicontinua inferior. Primero, notemos que || - —f ||i2(Q) es
convexa y continua en L%*(Q), y, por lo tanto, débilmente semicontinua inferior
(w.ls.c) (Definicién 2.4.1).

Por otro lado, verificaremos que para todo n € R, el epigrafo de ¢,

[0 <n] ={ue L*Q): (u) < n}, (4.4)

es cerrado en L*(f2), lo que garantiza que ¢ es semicontinua inferior en L*(£2)
(Definicion 2.4.2).

Sea (wy,)nen una sucesion en [¢ < 7] tal que w,, — w en L?(Q). Se debe mostrar

que w € [¢ < n]. Usando la Proposicién 3.4.1, se tiene

1 1 i
e IVwnllp)) < s /Q |V, ()P dz < ¢(w,) <1 (4.5)
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para todo n € R. Ahora, dada la definicién de o7, se consideraran dos casos:
a) o (||[Vwnllp)) = Hansz). Asi, (4.5) se escribe como

1 + 1
Fvaan(.) = EU (||vwn||p(.)) <,

y dado que 1 < p~ < pt < 2, se concluye que
+
||an”p(.) < (77p+>1/p :

Tomemos 3T = (np*)/?". Es claro, que 8T > 0 y no depende de n, por lo

que ||Vw,|[,y es acotado.

b) o= (||Vwn||p)) = ||an||gz). Para este caso, se procede de manera similar

al literal anterior y se obtiene que
vaan(.) < (77P+)1/p77

con = = (np*)/?" > 0, que no depende de n.

Puesto que (w,)nen €5 una sucesién convergente en L%(€)) entonces es acotada
en L?(Q). De a) y b), y tomando 3 := mix{3", 37}, se tiene que (Vw,)nen €8
acotada en LPC) y por lo tanto (wy)nen es acotada en XP()(Q), es decir, existe
k > 0, independiente de n, tal que
[lwal sy = [lwall3 + [[Vwall5) < .
Por el Teorema 3.9.1 se tiene que
w10 @nr2e) S c|[wnl|xre,

v ya que (wy)nen €s acotada en XP()(Q), tenemos que

wnllyro- @ynrz(@) < cllwnllxpo < k=7, con v >0.
De la desigualdad anterior se tiene que

méX{HwnHWl,p—(Q)a ||wn||L2(Q)} = Hwnuwl,p—(g)nm(m <7

de donde se sigue que

||wn||W1,p_(Q) < Ty ||wn||L2(Q) < -
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De la definicién de p~ y el Ejemplo 3.1.1, podemos tratar al espacio VVO1 Q)
como un espacio de Sobolev clésico y dotarlo de la norma inducida por W7 (Q),
es decir, [[wl|y1,-(q) = [[Vwl| o= (o), esto, junto con |[wy ][y~ q) < 7, nos per-
mite concluir que (wy, )nen es acotada en Wy (Q). Dado que (w,,)nen €s acotada
en X?O(Q) y en Wy (Q), se concluye que es acotada en Xg(')(Q).

Gracias a la Proposicién 3.9.2 y al Teorema 2.1.1 (Teorema de Banach-Eberlien-
Smulian) podemos extraer una subsucesién de (wy, )nen, notada de la misma for-
ma, tal que

w, —=w en XP(Q) cuando n — oc.

Ya que X2V(Q) € L2(Q), se define ¢ : X2 (Q) — [0, 00] , la funcién restriccién de
¢ al espacio Xg(')(Q). Se tiene entonces que ¢ es continua y convexa en Xg(')(Q),

y por lo tanto ¢ es débilmente semicontinua inferior en X7 (')(Q). Asi

lim inf (w,) > d(w).

n—oo

Como ¢(w) = ¢(w) para cada w € Xg(')(Q), se tiene que

d(w) = p(w) < Hminf ¢(w,). (4.6)

n—oo

Por hip6tesis, (w,)nen estd en [¢ < 7], es decir, ¢(w,) < 1y puesto que d(w,) =
o(w,) para cada w € Xé)(')(Q), se sigue que o(w,) = d(w,) < 1. Este hecho,

junto con (4.6) nos permite concluir que

w € [p <1l

lo que implica que el conjunto [¢ < 7] es cerrado en L?(2) y asi, ¢ es semicontinua
inferior (1.s.c) en L?*(Q).

Ya que ¢ es l.s.c y convexa entonces es w.l.s.c, ademds, || - —f||%2(9) es w.ls.c

entonces J es débilmente semicontinua inferior.

Finalmente, sea (u,),cy una sucesién minimizante en L?(Q), es decir, tal que

J(up) = inf J(u) cuando n — oo.
u€L2()

Veamos que (uy, )nen €s acotada en L?(Q). En efecto, si no lo estuviera para n suficien-
temente grande
||un||L2(Q) > M

para cualquier M > 0.
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Por otro lado, J(u,) es acotada pues es convergente. Luego,

1 A 2
Tua) 2 o™ (1Vuallo) + 5 lun = 1o
1 A A
> e (IVunllpy) + Sllunllpa) = 5111220,

tomando el limite cuando ||u,||r2(q) — 00, se tiene que

lim  J(u,) = +o0,

H“n||L2(Q)—>°O

lo que contradice que J(u,) estd acotada.
Gracias al Teorema 2.1.1 se puede extraer una subsucesion débilmente convergente
en L?(Q) tal que

u, — U cuando n — oo.

Ya que J es débilmente semicontinua inferior, se tiene

= lim J(u,) = liminf J(u,) > J(u) > u

n—oo n—oo

es decir, J(u) = 4, de donde se concluye que % minimiza a J.
Asi, como ¢ es convexa y u — ||u — f |’2L2(Q) es estrictamente convexa, entonces J

es estrictamente convexa y el minimo es tnico. ]

4.2. Analisis de existencia y unicidad de soluciones
en X'(Q)

De manera andloga al resultado presentado en la seccién anterior, podemos encon-
trar solucién tnica para el problema (4.7) en X2(Q).

En esta seccion nos enfocamos en el estudio del problema:

1 A 2
min  J(u) = / —— |Vu"'" da + —/ lu — f|7dx, (4.7)
uex?) (@) o p() 2 Jo
donde 2 C R™ es un subconjunto abierto, acotado y suave, A > 0, p : Q — [1,00)
es una funcién medible tal que 1 < p~ < p(z) < pt <2y f € L*(Q).

Teorema 4.2.1. Sea 1 < p~ < p(x) < pt < 2. Entonces el problema (4.7) tiene

solucidn, inica @ € X2 ().

Demostracion. Se procedera usando el método directo del calculo de variaciones. Para
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esto, debemos mostrar que J esta acotado inferiormente y que es débilmente semicon-

tinuo inferior (w.l.s.c) en Xg(')(Q).

i) J() estd acotado inferiormente. En efecto, gracias a la Proposicién 3.4.1, se tiene

que
1 A
T(w) 2 o™ (Vunllyo) + Gllu = fll3a0) > 0

Podemos concluir, entonces, que existe @ € Xg(')(Q) tal que

A

u= inf J(u).
uext(Q)

ii) J(-) es débilmente semicontinuo inferior. Para ello, escribimos el funcional en
(4.7) como la suma de dos componentes ¢ : Xg(')(Q) —RyG: Xg(’)(Q) - R,
dados por:

1 olo P
o(u) .=/Qm|w<x>| dr y Glu /|u f%d

a) Verificamos que ¢(u fQ o |Vu( )P dz es continuo en Xg(')(Q).

Sea (Un)nen € Xg( )(Q), tal que u,, — u con u € Xg(')(ﬂ), queremos mostrar
que ¢(un) = ¢(u).

Como (uy)nen es convergente en X () se tiene que

u, - u en L*(Q) vy
Vu, —- Vu en Lp(')(Q).

Por otro lado,

L v ()@

y dado que {Vu,} € LP")(Q) entonces Z)%|Vun(x)|p(x) € L'(Q), aplicando el

Teorema de Convergencia Dominada de Lebesgue se sigue que

1
< — |V ()"
p=

gb(un):/ ()|Vun( \p dx—>/ \Vu )|p(x)dx:gb(u).

b) Verificamos que ¢ es estrictamente convexo en X2 () .

Sean u,v € Xg(')(Q) y a € (0,1) y usando la convexidad de u — uP®) para
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1 <p <p(x)<ph <2 se tiene que
1
(x
—|aVu(z) + (1 = ) Vo(z)|P@ dx
p<x>! () + ( )Vo(z)|
1
—|Vu(z)[PDdz + 1—a/
HITuPde (1= a) [

+ (1 —a)o(v).

dlau+ (1 —a)v) = IV(au+ (1 — a)v)(z)|P®ds

—_
~—

S— 55—
]

IA
Q

1
——|Vou(z)[P®) da
' TORE

= ap(u

3

—~

Por lo tanto, ¢ es convexa y continua en Xg(‘)(Q), y del Teorema 2.4.1 se sigue

que ¢ es débilmente semicontinua inferior .

Por otro lado, nétese que G se puede escribir como G(u) := %Hu - f Hiz(ﬂ)

a) Verificamos que G(u) := 3||u — inQ(Q) es continuo en Xg(')(Q).

Sea (Un)nen € XEV(Q), tal que u, — u con u € XE(Q), queremos mostrar
que G(u,) = G(u).

Como (un)nen €s convergente en Xg(')(Q) se tiene que

u, = u en L*Q) y
Vu, = Vu en LPO(Q),

lo que implica, directamente, que
A 2 A 2
Gltn) = Sl = Fll} 0y = 51l = 1) = Gl

b) Verificamos que G es estrictamente convexo en X§ (')(Q).

Sean u,v € X?(Q) y o € (0,1) y usando la convexidad estricta de u — u?
Glou+ (1 —a)) = %/Q|au + (1 — a)v — fl*dzx
= é/ lou+ (1 —a)v —af — (1 —a)fPdx
/|au— +(1—a)v— f)Pd
<§/mW—N (1 - )l — fP)de

— ol /|u—f|2dx+ (1-a)2 /|v—f| da

=aG(u) + (1 — a)G(v).
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De a) y b) se tiene que G es continua y convexa en Xg(')(Q). Nuevamente, del

Teorema 2.4.1 se sigue que G es débilmente semicontinua inferior en X3 (')(Q).

Ya que ¢ y G son w.l.s.c entonces J es débilmente semicontinua inferior en

X0,

Finalmente, sea (u,)neny una sucesién minimizante en X;) (')(Q), es decir, tal que

J(u,) —u= inf J(u) cuando n — oo.
uex? (@)

Probemos que (u,)nen es acotada en Xg(')(Q). Notese que la Proposicién 3.4.1 y la

desigualdad triangular inversa, implican que

1 _ A
T(ua) 2 o™ (Vuallo) + 5 lun = 1o

1 A A
> Lo~ (19nll) + 3 vl ~ 51z (45)
Por otro lado, nétese que la norma |[uf|ys0 ) = (I[ul]5 + ||Vu||z(,))1/2. Por tanto,
0
si HuHXg(.)(Q) — +o0, se sigue que ||ul[7q) — +o0 0 HVunHip(A)(Q) — +00. Asi, si

||un||Xp(.>(Q) — 400, de (4.8) se sigue que J(u,) — +o0o, lo que implica que
0

lim J(u,) = +o0.

llunll o0

X2 )”
Concluimos que J es coerciva lo que, gracias a [9], implica que (u,)nen debe ser acotada.

Gracias al Teorema 2.1.1 se puede extraer una subsucesion débilmente convergente
en Xg(')(Q) tal que

u, — U cuando n — oo.

Ya que J es débilmente semicontinua inferior, se tiene

o= lim J(u,) = liminf J(u,) > J(u) > u
n—oo n—oo
es decir, J(u) = 4, de donde se concluye que % minimiza a J.
Maés atn, como ¢ es convexa y (G es estrictamente convexa, entonces J es estricta-

mente convexa y el minimo es tnico. n

Una de las propiedades que podemos asumir sobre el exponente p(-) es la log-Holder
continuidad, con la cual, el anélisis realizado sobre la existencia y unicidad de soluciones
en el Teorema 4.2.1 se lo traslada a los espacios WP0)(Q) N L2(Q) y Wo(Q) N LA(Q)
mismos que siguiendo las ideas de [1] y gracias al Corolario 8.2.6 de [12] coinciden con
XrO(Q) y Xg(')(Q), respectivamente.
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Asi, la propiedad de log-Holder continuidad en (4.7), nos permite, generar otro

posible camino de abordar el problema. Es por ello que resulta interesante presentar

un bosquejo de la demostracion de la siguiente proposicion.

Proposicién 4.2.1. Sea Q un conjunto suave y acotado. Sip(-) es log-Hélder continuo
entonces WPO(Q) N L2(Q) y WiP(Q) N LA(Q) coinciden con XPO(Q) y XPO(Q),

respectivamente.

Demostracion. i) XPO(Q) = WO(Q) N L3(Q).

ii)

De la definicién de XP()(Q) es claro que
whrO(Q) N LA(Q) ¢ XPO(Q).

Por otro lado, sea u € X?1)(9), es decir, u € L*(2) tal que Vu € LPO(Q). Usando
el Corolario 8.2.6 de [12], existe una constante C' > 0 tal que

lu = (wall,., < ClIVull,, para ue LL.(Q) con |Vu|e LPV(Q).

Entonces se sigue

XPO(Q) ¢ WhO(Q) N L2(Q).

XEO(Q) = Wyt (Q) N L2(Q).

Del Teorema 11.2.7 en [12] tenemos
Lp~ Lp(+) Lp()
WP () nWHPH(Q) € Wi ().

La inclusion

W()lp(-)(Q) - WoLp_ Q)N Wl,p(-)(Q)
se sigue de la definicion de estos espacios. Por lo tanto tenemos la igualdad
WP (Q) N WHPO(Q) = WirY(Q). (4.9)
Asi, gracias al literal 1) y a (4.9), se tiene

X29(Q) = XPO(Q) N Wy (Q)
= WPO(Q) N L2 (Q) N W, 7 (Q)

( )
= WP (Q) N L(<).
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Observacion 4.2.1. En resumen, de la proposicion anterior podemos resaltar la im-
portancia de la hipdtesis de log-Holder continuidad, ya que gracias a ella, tenemos que
Xé)(')(Q) = Wol’p(')(Q) N L*Q) y , por lo tanto, al considerar esta propiedad para el
exponente p(-) en el Teorema 4.2.1 se obtiene la existencia y unicidad de soluciones en
WoPO(Q) N LA(Q).

4.3. Imagenes

El procesamiento digital de imégenes es un conjunto de técnicas cuyo objetivo
fundamental es obtener, a partir de la imagen original, otra final de mejor calidad o
facilitar la busqueda de informacion.

Uno de estos procesos es conocido como proceso de filtrado de ruido y dentro de sus

objetivos estan:

s Suavizar la tmagen, lo que consiste en reducir la cantidad de variaciones de in-

tensidad entre pixeles vecinos.

= Eliminar ruido, 1o que permite eliminar aquellos pixeles cuyo nivel de intensidad
es muy diferente al de sus vecinos y cuyo origen puede estar tanto en el proceso

de adquisicién de la imagen como en el de transmision.

» Realzar y detectar bordes, buscamos detectar los pixeles donde se produce un

cambio brusco en la funcion intensidad.

Por tanto, se consideran los filtros como operaciones que se aplican a los pixeles
de una imagen digital para optimizarla, enfatizar cierta informacién o conseguir un
efecto especial en ella. El impacto de esta disciplina ha sido enorme y afecta a areas
tales como: medicina, telecomunicaciones, procesos industriales, entretenimiento, entre
otras.

Los modelos de restauraciéon de imagenes en espacios de Lebesgue con exponente
fijo han sido ampliamente estudiados y los aspectos méas importantes son los siguientes:

Cuando p = 1, el problema (1.2) es conocido como Total Variation Problem o TV-
problem, varios trabajos como [7] y [4] muestran que se obtienen excelentes resultados
en la preservacion de bordes al momento de reconstruir las imégenes.

En este contexto, aparece la idea de difusion, una técnica, cuyo objetivo es reducir
el ruido de la imagen sin eliminar partes relevantes del contenido de la misma, tales
como bordes, lineas u otros detalles que son importantes para su interpretacion.

Cuando se considera p = 2 se tiene una difusién isotrépica la cual resuelve el

problema de escalamiento o staircasing que tiende a generar efectos de escalera en
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regiones planas y un efecto de zigzag en los bordes, lo que reduce significativamente la
similitud estructural.

Por otro lado, para los diferentes valores 1 < p < 2 se tiene una difusién anisotropi-
ca que puede ser efectiva en la reconstrucién de regiones lisas por partes y esta se
asemeja al proceso donde una imagen genera una familia parametrizada de imagenes
sucesivamente mas y mas borrosas basadas en un proceso de difusién, pero cada ima-
gen resultante es una combinacion entre la imagen original y un filtro que depende del
contenido local de la imagen original.

Dadas las fortalezas para los diferentes valores del exponente p, es natural seguir
una idea similar para que el problema (4.1) se adapte a la reconstruccién de imégenes.

En este contexto, se propone un modelo para restauracién de imagenes que busca
recuperar una imagen u, de una imagen con ruido f que ya ha sido observada; ambas
imagenes estan relacionas por f = u + ruido.

Asi, el problema de minimizacién propuesto esta dado por:

1

A
min J(u) :== Vup(gg)dx—i——/ u— f*dx 4.10
i i= [ Ve + 5 [ -] (4.10)

donde 2 C R" es un subconjunto abierto, acotado y suave, A > 0, p : 2 — [1,00)
es una funcién medible tal que 1 < p~ < p(z) <pt <2y f € L*(N).

Los funcionales con exponente variable 1 < p(z) < 2, donde p = p(x) dependen de
la ubicacion, x, en la imagen. De esta manera, la direccion y la velocidad de difusion
en cada ubicacion dependen del comportamiento local.

El parametro A es un peso que controla directamente la importancia del término de
fidelidad en el funcional y varios trabajos como: [19], [20], [16] y [11] muestran que la
eleccién adecuada del mismo mejora los experimentos numéricos que se realizan en el
reconocimiento de bordes en la imagen y su valor estd asociado con la mejor solucién
encontrada.

Dentro de este contexto, la eleccion adecuada del exponente, es parte fundamental
en el analisis de ciertos efectos como el staircasing, pues su estudio dependera de la
forma de p(-). En algunos casos, como se menciona en [5], se considera regularizar el
exponente con un término que dependa de la imagen u o de los datos f, ademas de
introducir un kernel gaussiano.

Tratar numéricamente este problema, junto con el analisis sobre el exponente es un

trabajo necesario que hace parte de la investigacién futura.
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Conclusiones y Trabajo futuro

Conclusiones

1. Los espacios de Lebesgue y Sobolev con exponente variable son una generalizacién

de los espacios de Lebesgue y Sobolev con exponente constante.

2. Los espacios de Lebesgue y Sobolev con exponente variable tienen propiedades

similares a los espacios de Lebesgue y Sobolev con exponente constante.

3. Gracias al Teorema 4.1.1, es posible demostrar la existencia y unicidad de solu-
ciones del problema (4.1) en L*(Q).

4. Definir ¢ como en (4.2) nos permite mostrar la semicontinuidad débil de una
componente con exponente variable en un espacio con exponente fijo, en este

caso, L*(Q).

5. Gracias al Teorema 4.2.1, es posible demostrar la existencia y unicidad de solu-
ciones del problema (4.7) en X2V (Q2).

Trabajo futuro

El trabajo futuro se centra en resolver numéricamente el problema (4.10) siguiendo

un trabajo andlogo al realizado en [14] y [5], ademds de considerar:

a) Plantear condiciones sobre los exponentes p(-) para mejorar los resultados que se

obtengan.

b) Definir algiin tipo de diferenciabilidad sobre los espacios de exponente variable.
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