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Abstract

This work revisits the derivation of the trajectories of a particle in a Morris-Thorne

type charged wormhole space-time. In contrast to the conventional approach, where the

trajectory of the particle is calculated via the geodesics equation, we use a restricted form

of the Hamilton-Jacobi variational principle, namely the Jacobi-Maupertuis principle.

Such formulation allows us to calculate the equations of motion reducing the complexity

of the problem. In addition, the calculations show that the Gaussian curvature of the

relativistic Jacobi metric, is negative at the throat, allowing for an alternative characteri-

zation of a wormhole space-time. Interestingly, in the non-relativistic approximation, the

Gaussian curvature is useful to study the Kepler problem, since the algebraic sign of the

Gaussian curvature makes possible a natural classification of orbits as hyperbolic, para-

bolic or elliptic. Even though this process reduces the n-dimensional manifold problem

to finding an (n - 1)-dimensional geodesic, the Jacobi metric has enough information to

derive the whole dynamics of the system.



Resumen

Este trabajo revisa la deducción de las ecuaciones de las trayectorias de una part́ıcula

en un espacio tiempo de agujero de gusano con carga del tipo Morris-Thorne. En contras-

te al acercamiento convencional, donde las trayectorias de la part́ıculas son calculadas

a través de la ecuación de las geodésicas, usamos una forma restringida del principio

variacional de Hamilton-Jacobi conocida como el principio de Jacobi-Maupertuis. Esta

formulación nos permite calcular las ecuaciones de movimiento evitando muchas de las

complicaciones que aparecen en la deducción clásica. Además, los cálculos muestran que

la curvatura Gaussiana de la métrica de Jacobi relativista, es negativa en la garganta,

permitiendo una caracterización alternativa de un espacio-tiempo de agujero de gusano.

De manera interesante, en la aproximación no relativista, la curvatura Gaussiana hace

posible una clasificación natural de las órbitas como hiperbólicas, parabólicas o eĺıpticas.

A pesar que este proceso reduce el problema sobre la variedad n-dimensional a encontrar

una geodésica (n− 1)-dimensional, la métrica de Jacobi contiene suficiente información

para deducir la dinámica completa del sistema.
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el mundo y los viajes de enseñanza por los mejores destinos de Ecuador me dieron invaluables lecciones

de humildad, dedicación y nuestra misión como impulsores del desarrollo de la sociedad.

Deseo agradecer de todo corazón a Ale, mi pilar emocional e intelectual en estos últimos años.
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Índice general

Abstract I

Resumen II

Declaración de Autoŕıa III
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b20 − q = 1,5. La única órbita estable es aquella para la cual C =

1/
√
b20 − q. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 43
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Convenciones

Como en muchos textos concernientes a f́ısica teórica, usaremos métricas con signatura

Lorentziana (−,+,+,+) y se trabajará en unidades tales que

c = G = 4πε0 = 1.

donde

c = velocidad de la luz = 2,9979× 108 m s−1

G = Constante de gravitación universal = 6,6743× 10−11 m3 kg−1 s−2

4πε0 = permitividad del vaćıo = 1,1126× 10−10 C2 s2 kg−1 m−3

En consecuencia la masa, la longitud, el tiempo, la enerǵıa, el momentum y la carga

eléctrica tienen unidades de longitud. Por tal motivo, se escoge una unidad arbitraria

de longitud m (comúnmente 1 m) para representar todas las magnitudes f́ısicas. En el

sistema de unidades naturales, los factores del Cuadro 1 son la unidad, por definición.

Para hacer las conversiones, multiplicamos o dividimos los factores G, c y 4πε0 con los

exponentes apropiados para obtener las unidades SI deseadas.

Cuadro 1: Algunos ejemplos de magnitudes f́ısica en unidades naturales.

Magnitud Unidad SI Unidad Natural Factor Unidad natural −→ Unidad SI

Masa kg m c2G−1 1 m −→ 1.3466 ×1027 kg

Longitud m m 1 1 m −→ 1 m

Tiempo s m c−1 1 m −→ 3.3356 ×10−9 s

Enerǵıa kg m2s−2 m c4G−1 1 m −→ 1.2102 ×1044kg m2s−2

Momentum kg m s−1 m c3G−1 1 m −→ 4.0370 ×1035 kg m s−1

Velocidad m s−1 adimensional c 1 −→ 2.9979 ×108 m s−1

Momentum Angular kg m2s−1 m2 c3G−1 1 m2 −→ 4.037 ×1035 kg m2s−1

Fuerza kg m s−2 adimensional c4G−1 1 −→ 1.2102 ×1044 kg m s−2

Densidad de Enerǵıa kg m−1s−2 m−2 c4G−1 1 m−2 −→ 1.2102 ×1044 kg m−1s−2

Aceleración m s−2 m−1 c2 1 m−1 −→ 8.9875 ×1016 m s−2

Carga escalar C = A · s m. (4πε0)1/2c2G−1/2 1 m −→ 1.1621 ×1017 C

xii



Caṕıtulo 1

Introducción

There was difficulty reconciling the Newtonian theory of gravitation with its

instantaneous propagation of forces with the requirements of special relativity; and

Einstein working on this difficulty was led to a generalization of his relativity—which

was probably the greatest scientific discovery that was ever made.

P.A.M Dirac

La Relatividad General es una teoŕıa del espacio, tiempo y gravitación formulada

por A. Einstein [1] en 1915. Fue vista como una teoŕıa revolucionaria, parcialmente por-

que requiere de un nuevo enfoque que contradice muchas de las nociones más intuitivas

y profundamente arraigadas de la mecánica clásica, como la existencia de un tiempo

absoluto. Por ejemplo, la Relatividad Especial muestra que dos eventos que ocurren si-

multáneamente en un sistema de referencia inercial (sistema de referencia no acelerado),

pueden ser no simultáneos en otro sistema. La Relatividad General extiende este concep-

to para sistemas no inerciales (sistemas acelerados) y reformula las leyes de gravitación

usando una descripción geométrica.

Originalmente la Relatividad General surge de la necesidad de resolver ciertas incom-

patibilidades teóricas y prácticas de la teoŕıa de Newton: la teoŕıa clásica, no explica por

qué la gravedad es una fuerza de acción a distancia que actúa instantáneamente entre

dos cuerpos masivos. En el ámbito experimental, Le Verrier descubrió en 1859 a partir

de datos observacionales[2], que la teoŕıa no predice correctamente la magnitud de la

precesión del perihelio de Mercurio. De hecho, solamente con el uso de la Relatividad

1



Introducción 2

General es posible encontrar la magnitud correcta, al reconocer a la gravedad como un

efecto geométrico de la curvatura del espacio-tiempo.

A ráız del éxito inicial de la Relatividad General, desde 1915, se ha realizado un con-

siderable esfuerzo para relacionar esta teoŕıa con otras áreas de la f́ısica. En astronomı́a,

el descubrimiento de objetos compactos altamente energéticos , i.e. fuentes compactas

de rayos X y quásares, motivó el desarrollo de soluciones particulares que muestran que

el colapso gravitacional y campos gravitacionales fuertes juegan un papel importante

[3]. Otro factor que impulsó el interés en la Relatividad General fue la búsqueda de una

teoŕıa de gravedad a cortas distancias y altas enerǵıas [4], donde los efectos cuánticos

no pueden ser ignorados [5], como en la cercańıa de objetos astrof́ısicos compactos. Una

de las evidencias más fuertes que respaldan la necesidad de buscar dicha teoŕıa es la

predicción de la creación de part́ıculas en el campo gravitacional de un agujero negro

[6].

En la actualidad, la Relatividad General cuenta con una incréıble cantidad de evi-

dencia experimental, que va desde la medición de la desviación de la luz al pasar por

las cercańıas del Sol [7] hasta la detección de radiación gravitacional [8] y la observación

directa de agujeros negros [9]. Estos logros surgieron del estudio teórico de la Relativi-

dad General. Tales descubrimientos siguen un mismo programa: primero consideramos

una distribución plausible de materia y a través de las ecuaciones de campo de Einstein

(ECE), determinamos la métrica del espacio-tiempo que satisface las ECE correspon-

dientes. Igualmente, es posible el estudio en dirección contraria: podemos considerar una

métrica extraña con algunas propiedades de interés y entonces encontramos la fuente de

materia responsable de tal geometŕıa espacio-temporal. Este último enfoque ha permiti-

do el descubrimiento de soluciones novedosas a las ECE: los agujeros de gusano. A pesar

que dichas soluciones violan las condiciones clásicas de enerǵıa, ciertos descubrimientos

en el área de la mecánica cuántica haŕıan posible su existencia. Antes de empezar el

recuento sobre los agujeros de gusano, presentamos un breve repaso de la Teoŕıa de la

Relatividad General.
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1.1. Relatividad General de Einstein

De acuerdo con la teoŕıa de gravitación de Einstein, no hay campo de fuerza gravi-

tacional en el sentido clásico. La noción clásica de un campo de fuerzas es reemplazada

por un espacio-tiempo curvado. Debido a que no es necesario ningún campo de fuerzas,

se considera a la teoŕıa de Einstein como una teoŕıa puramente geométrica: “la materia

le dice al espacio como curvarse y el espacio le dice a la materia como moverse” [10].

1.1.1. Principio de Equivalencia

El punto de partida conceptual de la Relatividad General tiene que ver con el hecho

que la masa aparece en dos contextos f́ısicos distintos: como la masa gravitacional mg

de un cuerpo; y como una medida de la resistencia de un cuerpo a cambiar su estado de

movimiento, es decir, la masa inercial, mi, de un cuerpo. Si la segunda ley de Newton

se combina con la ley de gravitación de Newton, para una part́ıcula con una masa

gravitacional mg y masa inercial mi a una distancia r = rer medida desde el centro de

un cuerpo esférico de masa gravitacional M , podemos escribir

−mgM

r2
er = mia.

La aceleración de la part́ıcula es

a = −GM
r2

mg

mi
er. (1.1)

Notemos que la aceleración depende del cociente entre la masa gravitacional e inercial

de la part́ıcula. Los experimentos han mostrado sin excepción, que cuerpos hechos de

distintos materiales caen con igual aceleración bajo las mismas circunstancias. Dicho de

otra forma, se sabe quemg/mi tiene el mismo valor numérico para todos los cuerpos. Esta

observación se conoce como el principio de equivalencia débil. Además, se ha observado

experimentalmente que el cocientemg/mi parece ser siempre igual a 1. Einstein reconoció

este hecho como una hipótesis fundamental de su teoŕıa, lo cual implica que la ecuación

1.1 no posee ningún factor que dependa de las propiedades de la part́ıcula, sino solamente

de su posición en el campo gravitacional. En otras palabras, la aceleración de la part́ıcula

en un campo gravitacional podŕıa ser una propiedad intŕınseca del espacio-tiempo.
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Estos postulados dan forma al fundamento conceptual de la Relatividad General.

Una consecuencia [11] del principio de equivalencia débil es que la “influencia” de un

campo gravitacional sobre todos los experimentos mecánicos locales puede ser simulada

por un sistema de referencia acelerado en una región sin gravedad. Consecuentemente,

toda “influencia” de un campo gravitacional sobre un experimento mecánico local pue-

de ser “transformada” a un sistema de referencia sujeto a cáıda libre. El principio de

equivalencia fuerte generaliza esta noción para incluir no solo procesos mecánicos, sino

procesos de naturaleza arbitraria.

Es importante mencionar la diferencia entre un sistema de referencia inercial FRE

en Relatividad Especial y un sistema de referencia inercial FRG en Relatividad General.

Los sistemas de referencia en la Relatividad Especial son sistemas de referencia sin

aceleración de extensión arbitraria en un espacio libre de campos gravitacionales, i.e.

espacio-tiempo plano. El sistema de referencia inercial en Relatividad General es un

sistema local sujeto a cáıda libre en un espacio-tiempo curvo. Haciendo uso de esta

distinción, el principio de equivalencia fuerte se enuncia:

Para todo proceso f́ısico Q1 en FRG existe un proceso f́ısico Q2 en un sistema de

referencia inercial FRE en un espacio-tiempo de Minkowski tal que se observa que Q2

en FRE es idéntico a Q1 observado en FRG [12].

Las leyes de la naturaleza son independientes del sistema de coordenadas, y por lo

tanto, se espera que sus expresiones matemáticas también lo sean. Aśı, las ecuaciones

de la Relatividad General deben ser ecuaciones tensoriales1 . Considerando la discusión

anterior, los requerimientos de una teoŕıa de la Relatividad General se suelen resumir

[14] en dos principios básicos:

1. El principio de covarianza, que establece que la métrica gµν y sus derivadas son las

únicas cantidades espacio-temporales que pueden aparecer en las ecuaciones f́ısicas.

De este modo las ecuaciones son independientes del sistemas de coordenadas.

2. El requerimiento que las ecuaciones deben reducirse a las ecuaciones de la relati-

vidad especial en el caso en que gµν se reduce a la métrica de Minkowski.
1Un tensor es un objeto matemático que define transformaciones multilineales. En geometŕıa diferen-

cial, las propiedades geométricas intŕınsecas de una variedad pueden ser descritas por campos tensoriales.
Como la geometŕıa de una variedad no depende de una elección particular de coordenadas, los tensores
son independientes de un sistema de coordenadas[13].
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1.1.2. Tensor Métrico

Matemáticamente, el espacio-tiempo está representado por una variedad diferenciable

M y su tensor métrico es un tensor 2-covariante simétrico en M, que se denota por g.

Además, se requiere que la métrica sea no degenerada con signatura2 (−,+,+,+). Una

variedadM dotada de tal métrica es una variedad Lorentziana. Expĺıcitamente, el tensor

métrico es una forma bilineal simétrica en el espacio tangente3 deM en un punto p que

vaŕıa de forma suave de punto a punto. Dados dos vectores u y v en un punto p ∈M

gp(u,v) = gp(v,u) ∈ R.

A diferencia del espacio eucĺıdeo, donde el producto interno es definido positivo4, la

métrica de una variedad Lorentziana no lo es y le provee a cada espacio tangente de una

estructura de espacio de Minkowski5. En coordenadas locales xµ (donde µ=0,1,2,3) la

métrica puede escribirse como

g = gµνdx
µ ⊗ dxν ,

donde {dxµ} es la base del espacio cotangente6. Los coeficientes gµν son un conjunto de

16 funciones. Generalmente las cantidades dxµ se interpretan como componentes de un

vector de desplazamiento infinitesimal y determinan un elemento de ĺınea infinitesimal,

conocido como intervalo, denotado por

ds2 = gµνdx
µdxν .

El intervalo ds2 contiene información acerca de la estructura causal del espacio-

tiempo. Cuando ds2 < 0, el intervalo es de tipo temporal y la ráız cuadrada del valor

absoluto de ds2 es un tiempo propio incremental. Estos intervalos pueden ser atravesados

2La signatura (v, p, r) de un tensor métrico g es el número de valores propios positivos, negativos y
nulos de la matriz simétrica real asociada gµν . Cuando la métrica no tiene valores propios nulos, se la
suele escribir como un vector fila que contiene los signos de los respectivos valores propios.

3El espacio tangente en p denotado por TpM es el espacio vectorial de todos los vectores tangentes
en p. En términos de una carta particular en p con coordenadas locales x1, · · · , xn, son los vectores cuya
base es (∂/∂x1, · · · , ∂/∂xn)|x(p).

4Se dice que un producto interno es definido positivo si para todo v ∈M, gp(v,v) ≥ 0
5El espacio de Minkowski es la variedad con métrica ηµν = diag(−1, 1, 1, 1)
6El espacio cotangente T∗pM en un punto p se define como el espacio dual al espacio tangente TpM.

Es decir, los elementos del espacio cotangente son funcionales lineales sobre TpM
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solo por objetos masivos. Cuando ds2 = 0, el intervalo es de tipo luz, y puede ser

atravesado solo por fotones. Cuando ds2 > 0, el intervalo es de tipo espacial y la ráız

cuadrada de ds2 se interpreta como una longitud propia incremental. Los intervalos de

tipo espacial no pueden ser atravesados por part́ıculas porque los conos de luz de dos

puntos distintos en el intervalo no están conectados.

1.1.3. Ecuaciones de Campo

De la manera más simple posible, se debeŕıa hallar una ecuación que generalice la

ecuación de Poisson para un potencial gravitacional Newtoniano

∇2Φ = 4πρ, (1.2)

donde ∇2 = δij∂i∂j es el operador laplaciano y ρ es la densidad de masa. En el lado

izquierdo de la ecuación 1.2, debido a la presencia de un operador diferencial de segundo

orden actuando sobre un potencial gravitacional, este término contiene información so-

bre la geometŕıa del espacio; y en el lado derecho tenemos una medida de la distribución

de masa, la fuente del campo gravitacional. Entonces el Laplaciano del potencial gravi-

tacional debe ser reemplazado [15] por una expresión que contenga al tensor métrico, ya

que este define toda la geometŕıa del espacio. Por otra parte, una distribución continua

de enerǵıa que se sabe posee densidad de enerǵıa, densidad de momentum y tensiones

internas está descrita por un tensor simétrico Tµν conocido como tensor de enerǵıa-

impulso. Por lo tanto, en esta nueva ecuación, Tµν debe aparecer como proporcional a

algún otro tensor que debe contener derivadas de segundo orden de la métrica

Gµν = κTµν .

De la geometŕıa diferencial, sabemos que existe una cantidad que está construida a

partir de las segundas derivadas de la métrica: el tensor de Riemann7 Rµνρσ. Su forma

contráıda, el tensor de Ricci8 Rµν , tiene el mismo rango que el tensor de enerǵıa-impulso,

haciéndolo un candidato razonable para Gµν = Rµν . Sin embargo, esto nos lleva a que

7El tensor de Riemann describe la curvatura de una superficie. En términos de la conexión de Levi-
Civita ∇, está expresado como R(u, v)w = ∇u∇vw − ∇v∇uw − ∇[u,v]w, donde [u, v] es el corchete de
Lie.

8Es una medida del grado en el que la geometŕıa de un tensor métrico difiere localmente de un espacio
pseudo-Eucĺıdeo.
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∇µT = 0, es decir9, T es constante en todo el espacio-tiempo (lo cual es incorrecto

porque T = 0 se cumple solo en el vaćıo mientras que T > 0 en un espacio con materia).

Otra alternativa es construir un tensor, a partir del tensor de Ricci, que nos conduzca a

las ecuaciones de conservación de la forma deseada: el tensor de Einstein

Gµν = Rµν −
1

2
Rgµν , (1.3)

donde R = gµνRµν es la curvatura escalar. El tensor Gµν cumple ∇µGµν = 0 y supera

la dificultad encontrada anteriormente. Entonces

Rµν −
1

2
Rgµν = κTµν , (1.4)

es la ecuación de campo deseada.

El conjunto de ecuaciones 1.4 se conoce como las ecuaciones de campo de Einstein

(ECE), un sistema de 10 ecuaciones diferenciales parciales de segundo orden acopladas

y no lineales. El lado derecho es una expresión covariante de la densidad de enerǵıa y

momentum en la forma de un tensor simétrico 2-covariante, mientras el lado izquierdo

es un tensor simétrico 2-covariante constrúıdo a partir de la métrica y sus primeras y

segundas derivadas. La constante de proporcionalidad κ se escoge de tal manera, que en

ĺımite de gravedad débil10 se reproduzca la gravedad Newtoniana [16]. Puede demostrarse

que esta constante es κ = 8π.

Como ecuaciones diferenciales, las ecuaciones de campo de Einstein son muy compli-

cadas: la curvatura escalar y el tensor de Ricci son contracciones del tensor de Riemann,

que involucra derivadas y productos de los śımbolos de Christoffel, que a su vez contiene

componentes de la métrica y sus derivadas. Además el tensor de enerǵıa-impulso Tµν

generalmente también involucra a la métrica. Al ser ecuaciones no lineales, sus soluciones

no pueden ser superpuestas para hallar otra solución. Por ello, no es posible encontrar

la solución general a las ecuaciones de campo de Einstein, por lo que debemos confor-

marnos con soluciones particulares, las cuales se encuentran haciendo suposiciones que

simplifiquen la forma de las ECE.

9La cantidad T se define como la traza del tensor enerǵıa momento T = gµνT
µν .

10El ĺımite de gravedad débil o gravedad linearizada es la aplicación de la teoŕıa de perturbaciones al
tensor métrico gµν = ηµν + hµν , donde ηµν es la métrica de Minkowski y hµν es la perturbación.
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1.1.4. Formalismo Lagrangiano

Las ecuaciones de campo de Einstein pueden obtenerse de un principio de mı́nima

acción11. La acción es una integral sobre el espacio-tiempo de una densidad Lagrangiana:

S =

∫
dnxL.

La densidad Lagrangiana es un escalar. El único escalar independiente que se puede

construir [17] a partir de la métrica y que contiene sus segundas derivadas es la curvatura

escalar R. Hilbert mostró que la forma más simple posible de escoger el Lagrangiano es

LH =
√
−gR. (1.5)

Las ecuaciones de movimiento provienen de variar la acción con respecto a la métrica.

Usando R = gµνRµν tenemos

δSH =

∫
dnx

[√
−ggµνδRµν +

√
−gRµνδgµν +Rδ

√
−g
]

= (δS)1 + (δS)2 + (δS)3. (1.6)

El segundo término (δS)2 ya está en la forma de una expresión multiplicada por δgµν .

Para el primer término, se puede demostrar que

δRµνρσ = ∇ρ(δΓµσν)−∇σ(δΓµρν),

donde Γikl son lo śımbolos de Christoffel definidos por

Γikl =
1

2
gim

(
∂gmk
∂xl

+
∂gml
∂xk

− ∂gkl
∂xm

)
.

Por lo tanto, la contribución del primer término es

(δS)1 =

∫
dnx
√
−ggµν

[
∇ρ(δΓρνµ)−∇ν(δΓρρµ)

]
=

∫
dnx
√
−g∇σ

[
gµσ(δΓρρµ)− gµν(δΓσµν)

]
.

11El principio de mı́nima acción es un principio variacional en el que se busca la trayectoria que
minimice una cantidad conocida como acción. El resultado de tal procedimiento son las ecuaciones de
movimiento.
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El integrando es una derivada total y entonces, por el teorema de Stokes12, solamente

contribuye con un término de frontera. Cuando la variación de la métrica δgµν se anula

en una vecindad de la frontera o cuando no hay frontera, este término no contribuye a

la variación de la acción. Por tanto (δS)1 = 0.

Para el tercer término (δS)3 usamos el siguiente resultado [18] válido para cualquier

matriz M

Tr(lnM) = ln(detM).

La variación de esta identidad implica

Tr(M−1δM) =
1

detM
δ(detM),

entonces tenemos

δ
√
−g = −1

2

√
−ggµνδgµν .

Reemplazando esto en la ecuación 1.6 y recordando que el primer término tiene una

contribución nula

δSH =

∫
dnx
√
−g
[
Rµν −

1

2
Rgµν

]
δgµν .

Esta integral debe anularse para variaciones arbitrarias, por lo tanto obtenemos las

ecuaciones de campo de Einstein en el vaćıo

1√
−g

δS

δgµν
= Rµν −

1

2
Rgµν = 0.

Para obtener las ecuaciones de campo de Einstein completas, hay que considerar una

acción de la forma

S =
1

16π
SH + SM , (1.7)

donde SM es la acción para la materia. De forma análoga al proceso anterior encontramos

1√
−g

δS

δgµν
= − 1

16π

(
Rµν −

1

2
Rgµν

)
+

1√
−g

δSM
δgµν

= 0,

12El teorema de Stokes en variedades dice que la integral de una forma diferencial ω sobre la frontera
de una variedad orientable Ω es igual a la integral de su derivada exterior dω sobre Ω, i.e.,

∫
∂Ω
ω =

∫
Ω
dω
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de donde recuperamos las ECE 1.4 si

Tµν =
2√
−g

δSM
δgµν

. (1.8)

1.2. Algunas soluciones de las ecuaciones de campo

Como se mencionó anteriormente, para resolver las ecuaciones de campo es necesario

introducir un ansatz, una suposición plausible de la geometŕıa del espacio-tiempo. El

potencial Newtoniano alrededor de un objeto puntual es esféricamente simétrico, lo

mismo es cierto para objetos como estrellas y planetas. Motivados por esta observación,

podemos esperar que la métrica que describe el espacio vaćıo alrededor de estos objetos

debe poseer la misma forma. Entonces, es razonable asumir [19] que el elemento de ĺınea

puede escribirse como

ds2 = −f(r)dt2 + g(r)dr2 + h(r)r2(dθ2 + sin2 θdφ2). (1.9)

Donde f y g son funciones solamente de la coordenada radial, convirtiendo a la métrica

dada en la ecuación 1.9 en una métrica esféricamente simétrica. Una vez que se ha

simplificado la métrica y se ha introducido un tensor de enerǵıa-impulso apropiado, hay

que resolver el sistema de ecuaciones diferenciales. A continuación se presenta algunas

de las soluciones más conocidas.

1.2.1. Solución de Schwarzschild

La métrica de Schwarzchild es la única solución externa para un cuerpo estático

esféricamente simétrico rodeado por un espacio vaćıo [20]. La métrica toma la forma

ds2 = −
(

1− 2M

r

)
dt2 +

(
1− 2M

r

)−1

dr2 + r2
(
dθ2 + sin2 θdφ2

)
(1.10)

donde M se puede interpretar como la masa del cuerpo central. Esta métrica sugiere

que la Relatividad General comparte con la gravedad newtoniana la propiedad de que

el campo externo de cualquier cuerpo esférico depende solo de su masa total y no de la

distribución radial de materia. Sin embargo, esta solución no es equivalente a una masa
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puntual en el centro del sistema de coordenadas, porque la expresión 1.10 es válida solo

para r > 2M .

A primera vista, la métrica diverge en los puntos r = 0 y r = 2M (radio de Schwarzs-

child). Los coeficientes de la métrica son cantidades dependientes de coordenadas, por lo

que es posible escoger diferentes coordenadas [21] en las cuales los coeficientes tengan un

comportamiento distinto. En general, se busca estudiar el comportamiento de las singu-

laridades a través de cantidades independientes de las coordenadas constrúıdas a partir

del tensor de Ricci o de la curvatura escalar. Si una de estas cantidades también tiende

al infinito al acercarse a los puntos de interés, entonces este punto es una singularidad

de la curvatura (también se busca que el punto no se encuentre “infinitamente lejos”, es

decir, que pueda alcanzarse al viajar una distancia finita a lo largo de una curva). En el

caso de la métrica de Schwarzschild, una de tales cantidades [11] es

RµνρσRµνρσ =
12M2

r6
, (1.11)

mostrando que solo el punto r = 0 representa una verdadera singularidad. En el otro

punto, r = 2M , ningún invariante de curvatura diverge. Entonces esta no es una singu-

laridad real y se debe solamente a una mala elección de coordenadas. De hecho, en las

coordenadas de Kruskal, la singularidad desaparece. Sin embargo, este punto, conocido

como horizonte de eventos, es de interés porque en su interior todas las curvas tempo-

rales (y por lo tanto todas las curvas de los conos de luz futuros de las part́ıculas en

el interior del horizonte), caen hacia adentro del agujero. En otras palabras, dentro del

horizonte, la velocidad de escape del agujero negro es mayor que la velocidad de la luz.

1.2.2. Solución de Reissner-Nordström (RN)

Si el cuerpo de masa M posee una carga eléctrica Q, la solución de Reissner-

Nordström [19] se escribe como

ds2 = −

(
1− rs

r
+
r2
Q

r2

)
dt2 +

(
1− rs

r
+
r2
Q

r2

)−1

dr2 + r2
(
dθ2 + sin2 θdφ2

)
(1.12)

donde r, θ, φ son las coordenadas esféricas estándar y la longitud de escala caracteŕıstica

es

r2
Q = Q2.
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Los agujeros negros de RN tienen dos horizontes: el horizonte de eventos y el horizonte

interno [22]. Los horizontes se localizan en los puntos donde grr = 0, es decir

r± =
1

2

(
rs ±

√
r2
s − 4r2

Q

)
. (1.13)

El caso en el que 2rQ = rs corresponde a un agujero negro extremal. Agujeros negros

con 2rQ > rs no pueden existir en la naturaleza porque si la carga es mayor que la masa,

no existiŕıa un horizonte de eventos f́ısico y se tendŕıa una singularidad desnuda. Teoŕıas

de supersimetŕıa [23] garantizan la no existencia de esta clase de agujeros negros.

1.2.3. Solución de Kerr

Por otra parte, la solución de Schwarzchild es un caso especial de la solución de

Kerr, que representa el campo externo de un agujero negro en rotación. La métrica que

describe la geometŕıa del espacio-tiempo en la vecindad de una masa M que rota con

momento angular J , está descrita en las coordenadas de Boyer-Lindquist [19] como

ds2 = −
(

1− rsr

Σ

)
dt2 +

Σ

∆
dr2 + Σdθ2

+

(
r2 + a2 +

rsra
2

Σ
sin2 θ

)
sin2 θdφ2 − 2rsra sin2 θ

Σ
dtdφ (1.14)

donde las coordenadas r, θ, φ son las coordenadas esféricas estándar, rs es el radio de

Schwarzchild y

a = J/M,

Σ = r2 + a2 cos2 θ,

∆ = r2 − rsr + a2.

Una caracteŕıstica clave de esta métrica es la existencia del término mixto dtdφ. Esto

quiere decir que hay un acople entre el tiempo y el movimiento en el plano de rotación,

que desaparece cuando el momento angular del agujero negro se aproxima a cero. La

ecuación 1.14 se comporta apropiadamente excepto cuando Σ = 0 o ∆ = 0. Cuando

∆ = 0 aparece un horizonte, mientras que la ecuación

Σ = r2 + a2 cos2 θ = 0 (1.15)
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bajo un cambio de coordenadas conveniente13, describe una singularidad de anillo.

1.2.4. Soluciones Friedmann-Lemaitre-Robertson-Walker (FLRW)

Estas son las soluciones del modelo estándar de la cosmoloǵıa moderna. Permite que

el radio de curvatura del universo sea una función del tiempo [24–26]. La métrica tiene

la forma

ds2 = −c2dt2 + a(t)2ds2
3, (1.16)

donde a(t) se conoce como factor de escala y ds2
3 es la métrica tridimensional de a) un

espacio plano, b) una esfera de curvatura constante positiva o c) un espacio hiperbólico

con curvatura negativa constante. El espacio-tiempo descrito por la ecuación 1.16 des-

cribe un universo isotrópico en una superficie de t constante pero no es estático. Esta

métrica reduce [27] las ecuaciones de campo de Einstein a

ȧ2 + kc2

a2
=

8πGρ+ Λc2

3
(1.17)

ä

a
= −4πG

3

(
ρ+

3p

c2

)
+

Λc2

3
(1.18)

donde k es un parámetro de curvatura, G es la constante de gravitación universal, c es

la velocidad de la luz, Λ es la constante cosmológica, ρ y p son la densidad de masa

y la presión. En estas ecuaciones a, ρ y p son funciones del tiempo. Para un tiempo t

constante [19]:

Si k = −1 la geometŕıa del espacio es curvada negativamente y el volumen es

infinito.

Si k = 0, la geometŕıa del espacio es Eucĺıdea, es decir, plana y de volumen infinito.

Si k = +1, la geometŕıa espacial es la de una 3-esfera. El volumen total del universo

es finito y crece en proporción a a3(t).

Las soluciones aqúı descritas son solo algunas de las más conocidas y estudiadas por

su valor teórico y posible aplicación. Por ejemplo, la solución FLRW modela un universo

isotrópico y homogéneo en expansión; las métricas de Schwarzschild, Reissner-Nordström

13Si M = 0 y hacemos el cambio de coordenadas z = r cos θ y R = sin θ
√
r2 + a2, recuperamos el

espacio de Minkowski en coordenadas ciĺındricas. Entonces para M = 0, la singularidad r = 0, θ = π/2
no es una singularidad f́ısica, sino una singularidad de coordenadas que representa un anillo.
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y Kerr son la base del estudio de objetos astrof́ısicos compactos. Aśımismo, existe una

solución particular de las ecuaciones de campo de Einstein, importante por su hipotético

uso para viajes superluminales: una métrica esféricamente simétrica y estática conocida

como la métrica de Morris-Thorne. Esta métrica describe un agujero de gusano: una

geometŕıa con un radio mı́nimo que conecta dos regiones del espacio asintóticamente

planas. En el siguiente caṕıtulo analizaremos las propiedades más importantes de esta

solución.



Caṕıtulo 2

Agujeros de Gusano

I became interested in this question of whether you can build wormholes for

interstellar travel. I realized that if you had a wormhole, the theory of general

relativity by itself would permit you to go backward in time

Kip Thorne.

La soluciones de agujero de gusano de las ECE han sido estuadiadas desde los inicios

de la Relatividad General. El primer análisis del tema fue hecho por Flamm en 1916,

quien demostró que las secciones espaciales de la solución interior de la métrica de

Schwarzschild poseen la geometŕıa de una superficie de revolución, y que esta superficie

es isométrica a una sección planar de la solución exterior, concluyendo que la superficie

de revolución conecta asintóticamente dos hojas planas. Luego en 1935, Einstein y Rosen

en un intento de desarrollar una teoŕıa unificada de electromagnetismo y gravedad [28],

fueron los primeros en interpretar tales soluciones como dos regiones asintóticamente

planas conectadas por un puente. Sin embargo esta solución estaba incompleta debido

a la presencia de singularidades. Fue Ellis quien completó esta solución al describir una

variedad estática, esféricamente simétrica sin horizontes, referida en la literatura como

puentes de Einstein-Rosen. Años después, Wheeler realizó varias contribuciones al tema

y acuñó el término agujero de gusano para describir esta clase de soluciones de agujeros

de gusano no atravesables. Debido a la existencia de singularidades en el modelo, el

estudio de agujeros de gusano permaneció en el olvido y sin mayor atracción por parte

de los f́ısicos. No fue sino hasta 1987, que Morris y Thorne describieron la primera

métrica de agujero de gusano atravesable (la atravesabilidad está ligada a la existencia

15
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de materia exótica), recobrando interés por estas soluciones, siendo hasta la actualidad

sujeto de una vasta cantidad de investigación.

En la literatura es común encontrar que los agujeros de gusano son pasajes a través

del espacio-tiempo que conectan puntos distantes de nuestro universo (agujeros intra-

universo) o posiblemente conectan nuestro universo con otro (agujeros inter-universo).

Asimismo al ser el espacio y el tiempo tratados por igual como coordenadas, los agujeros

de gusano pueden ser también máquinas del tiempo, aunque tal posibilidad es mucho

más controversial y depende de un exhaustivo análisis sobre causalidad. Formalmente

un agujero de gusano es toda variedad que posee un radio mı́nimo o garganta que

conecta dos “universos” o el “mismo universo”, ya sean abiertos o cerrados[29]. Dada

esta amplia definición, es natural esperar que exista una cierta cantidad de variedades

que califican como agujeros de gusano. La distinción más simple de esta clasificación se

da entre agujeros de gusano Lorentzianos y agujeros de gusano Riemannianos, lo cual

simplemente refleja la naturaleza de la geometŕıa de la variedad. Este trabajo se enfocará

en el tipo Lorentziano atravesable descrito por la métrica de Morris-Thorne.

2.1. Propiedades de un Agujero de Gusano

El estudio de los agujeros de gusano inicia por considerar las propiedades deseadas

para tal espacio-tiempo. En general se consideran [30] cuatro condiciones: (1) de prefe-

rencia y basados en el argumento del Subcaṕıtulo 1.2, la métrica debe ser esféricamente

simétrica y estática (este requerimiento se impone para simplificar los cálculos) y adicio-

nalmente, (2) la solución debe cumplir las ECE en todo punto. (3) Para ser un agujero

de gusano, la solución debe tener una garganta que conecte dos regiones asintóticamente

planas y (4) no debe existir un horizonte, debido a que si está presente, prevendŕıa el

viaje a través del agujero de gusano.

Por otra parte, si existiera una civilización avanzada que busque emprender viajes

interestelares entre puntos distantes del universo, se esperaŕıa que existan algunas res-

tricciones adicionales [30]. En este contexto, las “condiciones de uso” deseables son:

(i) que las fuerzas gravitacionales tidales experimentadas por un viajero deben ser pe-

queñas; (ii) un viajero debe ser capaz de atravesar el agujero de gusano en un tiempo

propio finito y razonablemente pequeño, medido por el viajero y por observadores fuera
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del agujero. Adicionalmente se desea que (iii) la solución debe ser perturbativamente es-

table (como en el caso de un viajero pasando a través del agujero) y que (iv) la materia

y campos que genera el espacio-tiempo del agujero de gusano debe tener un tensor de

enerǵıa-impulso f́ısicamente razonable, que describa formas de materia permitidas por

las leyes de la f́ısica.

2.2. Métrica de Morris-Thorne

Por conveniencia se requiere que la métrica sea estática, esféricamente simétrica y

asintóticamente plana. Morris y Thorne (MT) propusieron la métrica

ds2 = −e2Φ(r)dt2 +
dr2

1− b(r)/r
+ r2(dθ2 + sin2 θ dφ2). (2.1)

Aqúı, Φ(r) y b(r) son dos funciones arbitrarias que dependen únicamente de la coor-

denada radial. La función b(r) determina la forma espacial del agujero de gusano y se

conoce como función de forma y Φ(r) determina el redshift gravitacional, por lo que se

conoce como función de redshift.

2.2.1. Embebimiento

Para visualizar y entender las propiedades de hipersuperficies en espacios con curva-

tura se suele usar diagramas de embebimiento, que son superficies en un espacio plano

que tienen la misma curvatura intŕınseca [31] que la hipersuperficie estudiada, en el

sentido de que tienen la misma métrica inducida. En nuestro análisis, nos interesa la

geometŕıa del espacio tridimensional en algún momento t fijo. Debido a que la geometŕıa

es esféricamente simétrica, sin pérdida de generalidad [32], podemos centrar nuestra

atención en la sección ecuatorial θ = π/2. El elemento de ĺınea de la ecuación 2.1 se

reduce a:

ds2 =
dr2

1− b(r)/r
+ r2dφ2. (2.2)

Nuestro objetivo es construir, en un espacio Eucĺıdeo tridimensional, una superficie

bidimensional con la misma geometŕıa que la sección ecuatorial. Es decir, queremos

visualizar esta sección removida del espacio tiempo y embebida en un espacio Eucĺıdeo.
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Introduciendo coordenadas ciĺındricas (r, φ, z), la métrica embebida tiene la forma

ds2 = dz2 + dr2 + r2dφ2. (2.3)

Esta superficie embebida es axialmente simétrica y por tanto, puede ser descrita por una

función z = z(r) tal que el elemento de ĺınea sea

ds2 =

[
1 +

(
dz

dr

)2
]
dr2 + r2dφ2. (2.4)

Si identificamos las coordenadas (r, φ) del espacio embebido con las coordenadas (r, φ)

del espacio-tiempo, y requiriendo que la función z = z(r), que describe la superficie

embebida, satisfaga

dz

dr
= ±

(
r

b(r)
− 1

)−1/2

, (2.5)

entonces la supericie z = z(r) está representada por la superficie de la Figura 2.1, y la

ecuación 2.5 muestra cómo la función b = b(r) le da forma a la geometŕıa espacial del

agujero de gusano.

Figura 2.1: Diagrama de embebimiento de una sección bidimensional a lo largo del
plano ecuatorial t = const, θ = π/2 de un agujero de gusano con función de forma (de

izquierda a derecha): b(r) = b0/r
2 y b(r) = b0

La geometŕıa tiene un radio mı́nimo rmin = b0, que se conoce como garganta, en el

cual la superficie embebida es vertical. Lejos de la garganta, el espacio debe ser asintóti-

camente plano, i.e. dz/dr −→ 0 conforme r −→ ∞. Además es necesario imponer la
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condición de ensanchamiento, que restringe la forma de la función r(z):

d2r

dz2
> 0 (2.6)

en o cerca de la garganta r0. Se puede demostrar [33] que esta condición implica

d2r

dz2
=
b− rb′

2b2
> 0. (2.7)

2.2.2. Los Tensores de Riemann, Ricci y Einstein

Para evaluar las fuerzas tidales que experimenta un viajero al cruzar el agujero

de gusano, necesitamos calcular los tensores de Riemann y de Einstein. Una forma de

simplificar los cálculos es usar el conjunto de vectores que forman una base ortonormal,

es decir, el sistema de referencia propio de un conjunto de observadores que permanecen

en reposo en el sistema (t, r, θ, φ):

et̂ = e−Φet (2.8)

er̂ = (1− b/r)1/2er (2.9)

eθ̂ = r−1eθ (2.10)

eφ̂ = (r sin θ)−1eφ (2.11)

En esta base los coeficientes de la métrica toman la forma de la métrica de Minkowski

gµ̂ν̂ = eµ̂ · eν̂ = ηµ̂ν̂
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y los componentes no triviales [32] del tensor de Riemann son:

Rt̂
r̂t̂r̂

= −Rt̂r̂r̂r̂ = Rr̂
t̂t̂r̂

= −Rr̂
t̂r̂t̂

=

(
1− b

r

)[
−Φ′′ − (Φ′)2 +

b′r − b
2r(r − b)

]
(2.12)

Rt̂
θ̂t̂θ̂

= −Rt̂
θ̂θ̂t̂

= Rθ̂
t̂t̂θ̂

= −Rθ̂
t̂θ̂t̂

= −
(

1− b

r

)
Φ′

r
(2.13)

Rt̂
φ̂t̂φ̂

= −Rt̂
φ̂φ̂t̂

= Rφ̂
t̂t̂φ̂

= −Rφ̂
t̂φ̂t̂

= −
(

1− b

r

)
Φ′

r
(2.14)

Rr̂
θ̂r̂θ̂

= −Rr̂
θ̂θ̂r̂

= Rθ̂
r̂θ̂r̂

= −Rθ̂
r̂r̂θ̂

=
b′r − b

2r3
(2.15)

Rr̂
φ̂r̂φ̂

= −Rr̂
φ̂φ̂r̂

= Rφ̂
r̂φ̂r̂

= −Rφ̂
r̂r̂φ̂

=
b′r − b

2r3
(2.16)

Rθ̂
φ̂θ̂φ̂

= −Rθ̂
φ̂φ̂θ̂

= Rφ̂
θ̂φ̂θ̂

= −Rφ̂
θ̂θ̂φ̂

=
b

r3
(2.17)

Podemos contraer el tensor de Riemann para calcular el tensor de Ricci Rµ̂ν̂ y la

curvatura escalar R. Aśı, podemos construir el tensor de Einstein, el cual viene dado

por:

Gt̂t̂ =
b′

r2
(2.18)

Gr̂r̂ = − b

r3
+ 2

(
1− b

r

)
Φ′

r
(2.19)

Gθ̂θ̂ =

(
1− b

r

)[
Φ′′ + (Φ′)2 − b′r − b

2r(r − b)
− b′r − b

2r2(r − b)
+

Φ′

r

]
(2.20)

Gφ̂φ̂ = Gθ̂θ̂ (2.21)

2.2.3. El Tensor Enerǵıa-Impulso

Debido a que las ecuaciones de Einstein requieren que el tensor enerǵıa-impulso

sea proporcional al tensor de Einstein, en nuestra base ortonormal, Tµ̂ν̂ debe tener la

misma estructura algebráica que Gµ̂ν̂ . Las únicas componentes no triviales deben ser

Tt̂t̂, Tr̂r̂, Tθ̂θ̂ y Tφ̂φ̂. Ya que la base se escogió de tal manera que sus componentes tengan

una interpretación f́ısica1 en términos de las medidas de observadores estáticos [30],

1La base ortonormal representa el sistema de referencia propio de un observador que se encuentra en
reposo respecto al agujero de gusano.
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definimos2

Tt̂t̂ = ρ(r) (2.22)

Tr̂r̂ = −τ(r) (2.23)

Tθ̂θ̂ = Tφ̂φ̂ = p(r) (2.24)

donde ρ(r) es la densidad total de masa-enerǵıa, τ(r) es la tensión por unidad de área

en la dirección radial y p(r) es la presión en las direcciones tangenciales (ortogonal a

radial). Entonces, el tensor enerǵıa-impulso está dado por:

ρ(r) =
1

8π

b′

r2
(2.25)

τ(r) =
1

8π

[
b

r3
− 2

(
1− b

r

)
Φ′

r

]
(2.26)

p(r) =
1

8π

(
1− b

r

)[
Φ′′ + (Φ′)2 − b′r − b

2r(r − b)
− b′r − b

2r2(r − b)
+

Φ′

r

]
(2.27)

2.2.4. La Función de Exoticidad

Para analizar la materia que sostiene el agujero de gusano, se define la función ζ

dada por

ζ =
τ − ρ
|ρ|

=
b/r − b′ − 2(r − b)Φ′

|b′|
. (2.28)

Combinando la ecuación 2.28 con la ecuación 2.7 podemos re-escribir la función de

exoticidad como

ζ =
2b2

r|b′|

(
d2r

dz2

)
− 2(r − b)

|b′|
Φ′.

Si tomamos en cuenta que en la garganta ρ y b′ son finitas y (r − b)Φ′ −→ 0, tenemos

ζ(r0) =
τ(b0)− ρ(b0)

|ρ(b0)|
> 0. (2.29)

La restricción τ(b0) > ρ(b0) nos dice que la tensión radial en la garganta debe ser

mayor que la densidad de enerǵıa. A la materia que posee estas propiedades se le conoce

en la literatura [34] como materia exótica. Esta restricción es especialmente problemática

2Cuando el tensor enerǵıa impulso es de forma diagonal, entonces es posible demostrar [20] que en el
sistema en reposo elegido, el valor propio ligado a la parte temporal representa la densidad de enerǵıa y
los valores propios de la parte espacial son las presiones principales. A esto se le conoce como un tensor
enerǵıa-impulso de Hawking-Ellis tipo I.
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para medidas hechas por un observador que se mueve a través de la garganta con una

velocidad radial cercana a la velocidad de la luz. Sea la transformación de Lorentz

xµ
′

= Λµ
′
νxν con

(Λµν) =


γ −γv 0 0

−γv γ 0 0

0 0 1 0

0 0 0 1

 (2.30)

La densidad de enerǵıa medida por estos observadores es

T0′0′ = Λµ0′Λ
ν
0′Tµν = γ2[ρ(b0)− v2τ(b0)],

con γ = (1− v2)−1/2. Para velocidades suficientemente grandes (v −→ 1), el observador

medirá una densidad de enerǵıa negativa, T0′0′ < 0.

2.2.5. Condiciones de Enerǵıa

La función de exoticidad de la ecuación 2.28 está estrechamente relacionada con la

Condición Nula de Enerǵıa (CNE) que enuncia [29] que para todo vector nulo kµ, te-

nemos Tµνkµkν ≥ 0. Para un tensor enerǵıa-impulso diagonal, esto implica ρ − τ ≥ 0

y ρ + p ≥ 0. De hecho estas condiciones son la realización de varios teoremas impor-

tantes, como el “Teorema de Positividad de la Masa”[35], que establece que objetos

hechos de materia que satisfacen la condición dominante de enerǵıa (CDE) no pue-

den “anti-gravitar”(repeler otros cuerpos gravitacionalmente). Anteriormente verifica-

mos que ρ(b0)− τ(b0) < 0, lo cual viola la CNE y todas las condiciones de enerǵıa [29]

punto a punto (ver Apéndice A). Aunque se sabe que formas clásicas de materia obe-

decen las condiciones de enerǵıa, es un hecho bien conocido que estas son violadas por

ciertos campos cuánticos [6, 36],

2.3. Agujeros de Gusano Cargados

Uno de los temas de mayor interés en la f́ısica de agujeros de gusano, es la búsqueda

de algún mecanismo que altere la teoŕıa de los agujeros de MT y permita su existencia

sin la necesidad de tener materia exótica que sostenga la garganta del agujero. Hay
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dos formas de modificar la teoŕıa de agujero de gusano: la primera es la generalización

a través de una teoŕıa de gravedad modificada, como la teoŕıa de Brans-Dicke [37]; la

segunda, y la que trataremos aqúı, es añadir materia adicional al tensor enerǵıa-impulso.

Las ecuaciones de campo del espacio tiempo del agujero de gusano usual son

G(0)
µν = 8πT (0)

µν ,

el lado izquierdo G
(0)
µν es la geometŕıa del agujero de gusano y el lado derecho T

(0)
µν es la

materia exótica que viola las condiciones de enerǵıa. Si se añade un término adicional

T
(1)
µν al lado derecho de la ecuación y su correspondiente parte geométrica G

(1)
µν al lado

izquierdo, tenemos

G(0)
µν +G(1)

µν = 8π
[
T (0)
µν + T (1)

µν

]
. (2.31)

que son las ECE que incluyen términos asociados a materia adicional. Para nuestro es-

tudio, T
(1)
µν contiene los términos de enerǵıa-impulso de alguna forma de carga eléctrica3.

2.3.1. Agujero con campo escalar

Consideremos el caso de un agujero de gusano con un campo escalar sin masa mı́ni-

mamente acoplado. Los cálculos mostrados aqúı son debidos a Kim y Lee [38]. El término

adicional del Lagrangiano debido al campo escalar es

L =
1

2

√
−ggµν∇µϕ∇νϕ, (2.32)

con ecuación de movimiento para ϕ dada por

�ϕ = 0. (2.33)

El tensor enerǵıa-impulso se obtiene al variar la acción de la ecuación 2.32, lo cual resulta

en

T (1)
µν = ∇µϕ∇νϕ−

1

2
gµνg

ρσ∇ρϕ∇σϕ. (2.34)

3Como se verá más adelante, se puede considerar un campo mı́nimamente acoplado con una carga
escalar asociada o una generalización del tipo Reissner-Nordström.
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Entonces las componentes del tensor enerǵıa-impulso T
(1)
µν son

T
(1)
tt =

1

2

(
1− b

r

)
ϕ′2, (2.35)

T (1)
rr =

1

2
ϕ′2, (2.36)

T
(1)
θθ = −1

2
r2

(
1− b

r

)
ϕ′2, (2.37)

T
(1)
φφ = −1

2
r2

(
1− b

r

)
ϕ′2 sin2 θ. (2.38)

En esta geometŕıa, la ecuación de movimiento de ϕ se reduce a

ϕ′′

ϕ′
+

1

2

(1− b/r)′

(1− b/r)
+

2

r
= 0 =⇒ r4ϕ′2

(
1− b

r

)
= const. (2.39)

Se representa la constante de integración con α/4π. Si añadimosG
(1)
µν como una geometŕıa

adicional a G
(0)
µν , la ecuacion 2.31 se convierte en

b′

8πr2
+

1

8π

α

r4
= ρ(0) +

1

2
ϕ′2
(

1− b

r

)
, (2.40)

b′

8πr3
− 1

8π

α

r4
= τ (0) − 1

2
ϕ′2
(

1− b

r

)
, (2.41)

b− rb′

16πr3
− 1

8π

α

r4
= p(0) − 1

2
ϕ′2
(

1− b

r

)
. (2.42)

Esto muestra que al introducir beff = b − α/r en lugar de b y T eff
µν = T

(0)
µν + T

(1)
µν en

lugar de T
(0)
µν en las ecuaciones (2.26-2.27), entonces las ecuaciones efectivas van a ser

consistentes y van a tener la forma de las ecuaciones (2.40-2.42) con Φ = 0. Por lo tanto,

el efecto de un campo escalar en el agujero de gusano está representado por el cambio

en la función de forma

b −→ beff = b− α/r. (2.43)

Ya que α desempeña el rol de una carga escalar, la métrica de un agujero de gusano con

carga escalar debe ser

ds2 = −dt2 +
dr2

1− beff/r
+ r2

(
dθ2 + sin2 θdφ2

)
. (2.44)
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2.3.2. Agujero con carga eléctrica

En analoǵıa a las soluciones de agujero negro de Schwarszchild y RN, asumimos la

forma de la métrica4 del agujero de gusano con carga eléctrica como

ds2 = −
(

1 +
Q2

r2

)
dt2 +

(
1− b(r)

r
+
Q2

r2

)−1

dr2 + r2
(
dθ2 + sin2 θdφ2

)
. (2.45)

Cuando Q = 0, se recupera la métrica de MT. Comparando las métricas de las ecuaciones

2.1 y 2.45, dado que e2Φ(r) = 1 +Q2/r2, tenemos

Φ(r) =
1

2
ln

(
1 +

Q2

r2

)
, (2.46)

y debido a que grr = 1− b(r)/r en la métrica de la ecuación 2.1, nuevamente podemos

definir una función de forma efectiva como

beff(r) = b(r)− Q2

r
, (2.47)

de manera que grr de la métrica 2.45 pueda verse como

(
1− b(r)

r
+
Q2

r2

)−1

=

(
1− beff(r)

r

)−1

.

Aśı, análogamente al embebimiento realizado en la Sección 2.2.1, podemos escribir:

d2r

dz2
=
beff − rb′eff

2b2eff

=
r
(
r(b− rb′)− 2Q2

)
2 (rb−Q2)2 > 0, (2.48)

como la condición de ensanchamiento de un agujero de gusano cargado. Además se

asume que beff(r) > 0 en la vecindad de la garganta. Por otra parte, las ecuaciones de

Einstein en la base (2.8)-(2.11) toma la forma

8π
(
ρ(0) + ρ(1)

)
=

b′

r2
+
Q2

r4
(2.49)

8π
(
τ (0) + τ (1)

)
=

b

r3
− Q2

r4
+

2Q2

r2(r2 +Q2)

(
1− b

r
+
Q2

r2

)
(2.50)

8π
(
p(0) + p(1)

)
=

−Q2

2r2(r2 +Q2)

[
2

(
1− b

r
+
Q2

r2

)
−
(
b′ − b

r
+
Q2

r2

)]
+

(
1− b

r
+
Q2

r2

)
Q2(2Q2 + 3r2)

r2(r2 +Q2)2
− 1

2r2

(
b′ − b

r
+

2Q2

r2

)
(2.51)

4Se propone un ansatz porque en comparación al campo escalar, no es posible resolver las ecuaciones
con toda clase de generalidad al añadir carga eléctrica.
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De donde vemos que los términos de materia son

ρ(1) = τ (1) = p(1) =
Q2

8πr4
(2.52)

Sin embargo, aun añadiendo carga eléctrica al agujero de gusano, se sigue requiriendo

materia exótica para sostenerlo. Esto es evidente al calcular la función de exoticidad:

ζ =
τ − ρ
|ρ|

=
2(rb−Q2)2

r|r2b′ +Q2|

(
d2r

dz2

)
− 2r(r2 − rb+Q2)

|r2b′ +Q2|
Φ′. (2.53)

En la vecindad de la garganta (r2 − rb + Q2)Φ′ −→ 0 y usando la condición de ensan-

chamiento volvemos a deducir la expresión 2.29.

Hasta ahora hemos visto que la Relatividad General, en teoŕıa, permite la existencia

de agujeros de gusano de la forma 2.1, 2.44 y 2.45 siempre y cuando exista materia exóti-

ca. En particular, vimos en la Sección 2.2.4, que se requiere de materia cuya densidad

de enerǵıa sea menor a la tensión en la dirección radial5. Sin embargo, se conoce varias

situaciones en las que la aplicación de la mecánica cuántica hace posible esta clase de

fenómenos [33], como la radiación de Hawking y el efecto Cassimir. Recientemente se

ha mostrado que ciertas restricciones sobre el valor esperado del tensor enerǵıa-impulso,

hacen posible sostener un agujero de gusano [39].

2.4. Agujeros de Gusano Cargados Modificados

Se puede restringir la violación de la condición débil de enerǵıa por medio de ciertas

desigualdades cuánticas que limitan la magnitud y la duración de la densidad de enerǵıa

negativa. Una de estas desigualdades es válida para un espacio-tiempo de Minkowski

inercial sin bordes. Si uν es la 4-velocidad de un observador, entonces 〈Tµνuµuν〉 es el

valor esperado de la densidad local de enerǵıa en el sistema de referencia del observador.

Se requiere que se satisfaga [39] la desigualdad

τ0

π

∫ +∞

−∞

〈Tµνuµuν〉 dτ
τ2 − τ2

0

≥ − 3

32π2τ4
0

. (2.54)

5En la literatura, es común encontrar que la existencia de agujeros de gusano depende de la existencia
de “enerǵıa negativa”. En realidad, este término se refiere a que la densidad de enerǵıa respecto a la
tensión radial es menor.
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De manera que el signo negativo del valor esperado de la densidad de enerǵıa se restrinja

a un tiempo pequeño [40]. Aqúı τ es el tiempo propio del observador y τ0 es la duración

del tiempo de muestreo. Aplicando esta condición a un agujero de gusano atravesable

MT [39], se mostró que sin importar la función de forma escogida, no se puede satisfacer

la desigualdad 2.54. Como resultado, el tamaño de la garganta seŕıa solo un poco más

grande que la longitud de Planck. A pesar de ello, se propuso [40] una generalización

particularmente interesante de la métrica 2.45:

ds2 =

(
1−R(r) +

Q2

r2

)
dt2 +

(
1− b(r)

r
+
Q2

r2

)−1

dr2 + r2(dθ2 + sin2 θ dφ2), (2.55)

donde se ha introducido una función continua y positiva6 R(r) que se escoge de tal

forma, que se satisfaga la desigualdad 2.54. Se demuestra que si R(r) es

R(r) = −1− Q2

r2
+ e2Φ(r)e−2Φ(b0)

(
1 +

Q2

b20

)
, (2.56)

donde Φ es la función de redshift de la métrica 2.55, el agujero de gusano resultante

será compatible con la teoŕıa cuántica de campos7. Aśı, para una función de forma

b(r) = ArB, B < 1 y Q > 0, la distancia propia recorrida por un viajero desde la

garganta hasta un punto lejano

`(r) =

∫ r

r0

dr′√
1− b′eff(r′)/r′

, (2.57)

es finita. Por ejemplo si b0 = 5 [m] y Q2 = 0,1 entonces `(6) = 140 [m]. Pero si Q −→ 0,

entonces `(r) −→∞ haciendo al agujero no atravesable.

6Se define positiva para evitar la formación de un horizonte de eventos, i.e. gtt = 0 para algún r ≥ 0
7Compatible en el sentido de que se satisface la relación 2.54.



Caṕıtulo 3

El formalismo de la métrica de

Jacobi y la curvatura Gaussiana

...In almost all textbooks, even the best, this principle (the Jacobi-Maupertuis

principle) is presented so that it is impossible to understand. I do not choose to break

with tradition....

V. Arnold, Mathematical Methods for Classical Mechanics.

La mecánica clásica permite formulaciones diferentes, pero equivalentes, para ana-

lizar un sistema mecánico. Las posiciones de un sistema conservativo de n grados de

libertad son puntos del espacio de configuraciones, una variedad n-dimensional suave.

El movimiento del sistema, en la mecánica Lagrangiana, está determinado por un La-

grangiano L definido en el fibrado tangente TM de una variedad M. Esta variedad

2-dimensional es conocida como el espacio de fases del sistema. En la mecánica Hamil-

toniana, el movimiento del sistema está determinado por un Hamiltoniano H definido

en el fibrado cotangente T∗M deM. En todas estas formulaciones, la idea central para

estudiar la dinámica de un sistema es hallar la trayectoria de mı́nima acción.

La métrica gµν de una variedad determina el producto interno en el espacio tangente

y por lo tanto nos ayuda a definir un elemento de longitud infinitesimal en este espacio

tangente, que puede ser integrado para encontrar la longitud de camino entre dos puntos

de una variedad. El camino más corto entre tales puntos se define como una geodésica,

que de acuerdo al principio de Maupertuis [41], es la trayectoria de mı́nima acción. En

28
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este contexto, podemos hacer énfasis en la elección más apropiada de la métrica en una

variedad. La formulación de la métrica de Jacobi-Maupertuis es un proceso para producir

geodésicas a partir de un Hamiltoniano. Las geodésicas correspondientes a la métrica de

Jacobi, son las mismas bajo reparametrización, que las soluciones del Hamiltoniano H ∈

T∗M original del sistema. Este hecho se conoce como el principio de Euler-Maupertuis-

Jacobi. Reduce el problema de encontrar soluciones para el Hamiltoniano a un problema

geométrico y obtiene una geodésica (n − 1)-dimensional a partir de una variedad n-

dimensional.

Otro aspecto de interés sobre la métrica de Jacobi, es que se puede usar la curvatura

Gaussiana asociada para determinar ciertas caracteŕısticas sobre la dinámica del sistema.

Se demostró que al aplicar la formulación de la métrica de Jacobi al problema de Kepler,

el signo de la curvatura Gaussiana es suficiente para clasificar las órbitas en eĺıpticas,

parabólicas e hiperbólicas [42].

3.1. Hamiltoniano Natural

La dinámica en una variedad M puede ser estudiada usando la métrica de Jacobi.

Para ver esto, se inicia analizando una métrica estática (g0i = 0) en un espacio-tiempo

n-dimensional:

ds2 = gµνdx
µdxν = g00dt

2 + gijdx
idxj . (3.1)

La dinámica del sistema en esta variedad está definida, bajo reparametrización af́ın

τ = x0 = t, por la acción

S =

∫ τ2

τ1

dτL(x, ẋ), (3.2)

donde el Lagrangiano es

L(x, ẋ) =
1

2
mgµν(x)ẋµẋν =

1

2
mgij ẋ

iẋj − U(x) = T − U(x) (3.3)

Si el Lagrangiano tiene la forma “natural” dada en la ecuación 3.3, entonces el

Hamiltoniano también tendrá la forma “natural” cuando los momentos generalizados se

expresen como funciones de las velocidades. El Hamiltoniano natural para un sistema
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dinámico independiente del tiempo, está dado por la transformación de Legendre

H(x,p) =

n∑
i=1

piẋ
i − L(x, ẋ) y pi =

∂L
∂xi

= gij(x)ẋj , (3.4)

de modo que el Hamiltoniano es

H(x,p) = T (x, ẋ) + U(x) =
1

2m
gij(x)pipj + U(x) = E, (3.5)

y sus correspondientes ecuaciones de movimiento son

ẋi =
∂H

∂pi
=
gij

m
pj , (3.6)

ṗi =
∂H

∂xi
=

1

2m

∂gij(x)

∂xi
pipj +

∂U

∂xi
. (3.7)

Esto implica que el Lagrangiano 3.3 puede escribirse como

L = 2T − E, (3.8)

y por tanto, la variación de la acción 3.2 puede expresarse como

δS = δ

(∫ τ2

τ1

dτL
)

= δ

(∫ τ2

τ1

dτ [2T − E]

)
= 2

∫ τ2

τ1

dτδT. (3.9)

Entonces podemos definir una acción efectiva

Seff =

∫ τ2

τ1

dτ2T (3.10)

Siendo el generador de traslaciones temporales [43], la derivada temporal está dada por

el corchete de Poisson ḟ = {f,H}. Naturalmente, cualquier cantidad conservada, estará

en involución [44] con este Hamiltoniano, por śı mismo siendo una cantidad conservada:

Q̇ = {Q,H} = 0 (3.11)

Este Hamiltoniano está conformado por dos partes: cuadrática y potencial. Ahora vere-

mos como reducirlo a un Hamiltoniano homgéneamente cuadrático.
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3.2. La métrica de Jacobi no relativista

En la ecuación 3.10 podemos ver que para cantidades conservadas, existe una fórmu-

la alternativa para la acción. Esta acción es suficiente para describir las geodésicas con

cantidades conservadas. El Lagrangiano efectivo asociado a esta acción puede ser mani-

pulado para expresarse como una integral sobre el elemento de ĺınea:

Seff =

∫ τ2

τ1

dτ 2T =

∫ τ2

τ1

dτ
√

2T
√

2T

=

∫ τ2

τ1

dτ
√

2(E − U)
√
mgij(x)ẋiẋj

=

∫ τ2

τ1

√
2m(E − U)gij(x)ẋiẋj

=

∫ τ2

τ1

dτ

√(
dseff

dτ

)2

Aśı, la métrica efectiva o métrica de Jacobi está dada por

ds2
eff = 2m (E − U) gij(x)dxidxj (3.12)

Esto quiere decir que podemos ver las curvas solución del Hamiltoniano natural como

las geodésicas de una métrica especial. Este proceso reduce el problema n-dimensional,

a hallar una geodésica espacial (n − 1) dimensional con un Hamiltoniano conservado

re-escalado

gij(x)pipj = 2m[E − U(x)] =⇒ H̃ =
gij(x)

2m[E − U(x)]
pipj = 1. (3.13)

Básicamente se ha tomado la parte de la enerǵıa cinética de la enerǵıa total del

sistema, y se la ha rescalado [45] con un factor conforme, en un sistema equivalente a

una esfera de momentum unitaria. Entonces la métrica y su transformada inversa están

dadas por.

g̃ij(x)pipj = 1, (3.14)

g̃ij(x) =
gij(x)

2m[E − U(x)]
=⇒ g̃ij(x) = 2m[E − U(x)]gij(x). (3.15)

donde la enerǵıa cinética del sistema actúa como factor conforme.
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3.3. Cantidades Conservadas y la constante de Clairaut

Los cálculos de este subcaṕıtulo se deben a Chanda et al. [46]. A partir del Hamil-

toniano 3.13, podemos escribir las ecuaciones de la dinámica del sistema con respecto a

un nuevo parámetro s:

dxi

ds
=

∂H̃

∂pi
=

gij(x)

2m[E − U(x)]
pj (3.16)

dpi
ds

= −∂H̃
∂xi

= − 1

2m[E − U(x)]

[
1

2

∂gij(x)

∂xi
pipj +

∂U

∂xi

]
(3.17)

Al comparar las ecuaciones 3.6 y 3.7, vemos que las ecuaciones dinámicas quedan inal-

teradas, excepto por una reparametrización dada por:

ds

dt
= 2m[E − U(x)]. (3.18)

Consecuentemente, para cualquier cantidad conservada K = K(2)ijpipj +K(0) tenemos

dK

ds
= {K, H̃} =

dt

ds

dK

dt
=

1

2m[E − U(x)]
{K,H}. (3.19)

{K, H̃} = 0 =⇒ {K,H} = 0. (3.20)

Por otro lado, podemos describir K̃ = K(2)ijpipj + K(0)H̃, donde de acuerdo con la

ecuación 3.13, vemos que

K̃ = K(2)ijpipj +K(0)H̃ = K(2)ijpipj +K(0) = K =⇒ H̃ = 1 (3.21)

Por lo tanto, las cantidades conservadas son las mismas para la métrica de Jacobi. Por

ejemplo, si la métrica espacial exhibe simetŕıa esférica

gij(x)dxidxj = W 2(x)dr2 + r2(dθ2 + sin2 θ dφ2), (3.22)

existe una conservación de momemtum angular. Entonces usando la ecuacioón 3.18,

tenderemos el momentum angular conservado para θ = π/2 en la forma conocida como

constante de Clairaut

R = 2mr2 (E − U(x))
dϕ

ds
= mr2dϕ

dτ
= const, (3.23)
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mostrando que el momento angular R en la ecuación 3.23, como primera integral de

movimiento es invariante bajo la formulación mostrada en la ecuación 3.21.

3.4. La métrica de Jacobi relativista

Los resultados mostrados en el Subcaṕıtulo 3.2 se pueden extender a una geometŕıa

Lorentziana. Chanda et al. mostraron que al considerar la métrica

ds2 = gµνdx
µdxν = −V 2(x)dt2 + gij(x)dxidxj , (3.24)

y su correspondiente Lagrangiano dado por

L(x, ẋ) = m
√
V 2(x)ṫ2 − gij(x)ẋiẋj , (3.25)

donde ẋi = dxi/dt. Las coordenadas conjugadas de momemtum están dadas por

H =
∂L
∂ṫ

=
mV 2(x)ṫ√

V 2(x)ṫ2 − gij(x)ẋiẋj
= E , (3.26)

pi =
∂L
∂ẋi

= − mgij(x)ẋj√
V 2(x)ṫ2 − gij(x)ẋiẋj

. (3.27)

Entonces tenemos

E2 −m2V 2(x) = m2V 2(x)

(
V 2(x)ṫ2

V 2(x)ṫ2 − gij(x)ẋiẋj
− 1

)
=

m2V 2(x)gij(x)ẋiẋj

V 2(x)ṫ2 − gij ẋiẋj
. (3.28)

De la ecuación 3.27 podemos ver que

E2 −m2V 2(x) = V 2(x)gij(x)pipj =⇒ V 2(x)gij(x)

E2 −m2V 2(x)
pipj = 1. (3.29)

Entonces de la métrica inversa, vemos que la métrica de Jacobi está dada por

J ij(x) =
V 2(x)

E2 −m2V 2(x)
gij(x) =⇒ Jij(x) =

E2 −m2V 2(x)

V 2(x)
gij(x). (3.30)

En consecuencia, para una enerǵıa relativista fija E , todas las geodésicas tipo temporal

son geodeśicas de la métrica de Jacobi.
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Para analizar la evolución de esta métrica bajo la aproximación no relativista, suponga-

mos que escribimos la componente temporal de la métrica como

V 2(x) = 1 +
2U(x)

m
(3.31)

bajos las condiciones

2U(x)� m gij(x)pipj � m2 (3.32)

De la ecuación 3.30, podemos ver que usando las ecuaciones 3.31 y 3.32 obtenemos

E =
√
V 2 (m2 + gij(x)pipj)

= m

√(
1 +

2U(x)

m

)√(
1 +

gij(x)pipj
m2

)
≈

(
1 +

U(x)

m
+ · · ·

)(
m+

1

2

gij(x)pipj
m

+ · · ·
)

= m+
1

2

gij(x)pipj
m

+ U(x) + · · ·

= m+ T + U(x).

Ahora re-escribamos la enerǵıa como

E ≈ m+ E E = T + U(x)� m,

(
E
m

)2

=

(
1 +

E

m

)2

≈ 1 +
2E

m
. (3.33)

Aplicando las aproximaciones 3.33 y 3.32, la métrica de Jacobi 3.30 se convierte en

Jij(x) =
E2 −m2V 2(x)

V 2(x)
gij(x) =

( E
m

)2 − V 2(x)(
V (x)
m

)2 gij(x),

≈

(
1 + 2E

m

)
−
(

1 + 2U(x)
m

)
1
m

(
1 + 2U(x)

m

) gij(x) =
2m(E − U(x))(

1 + 2U(x)
m

) gij(x)

≈ 2m (E − U(x))

(
1− 2U(x)

m

)
gij(x)

≈ 2m (E − U(x)) gij(x)

Entonces la aproximación no relativista está de acuerdo con el resultado de la ecuación

3.12.
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3.5. Curvatura Gaussiana

La curvatura Gaussiana es una medida intŕınseca de curvatura, que depende sola-

mente de distancias y ángulos medidos sobre una variedad, no en la forma en la que está

isométricamente embebida en una variedad de dimensión superior [47]. Este es un resul-

tado muy importante de la geometŕıa diferencial conocido como Theorema Egregium1.

El signo de la curvatura Gaussiana puede ser usado para caracterizar una trayectoria

[48]. Para un punto p ∈M decimos que

Si KG|p > 0, se dice que p es un punto eĺıptico.

Si KG|p < 0, se dice que p es un punto hiperbólico o punto de ensilladura.

Si KG|p = 0, se dice que p es un punto parábolico.

Para un curva paramétrica γ(t) y a, b ∈ R, decimos que γ es

una curva eĺıptica en [a, b] si para todo t ∈ [a, b], γ(t) es un punto eĺıptico.

una curva hiperbólica en [a, b] si para todo t ∈ [a, b], γ(t) es un punto hiperbólico.

una curva parábolica en [a, b] si para todo t ∈ [a, b], γ(t) es un punto parábolico.

El formalismo de la métrica de Jacobi permite clasificar las trayectorias de enerǵıa

constante en una variedad de dimensión inferior. En general, la curvatura Gaussiana de

un espacio conformalmente plano 2 puede ser calculada directamente [50]. Aśı, con la

finalidad de aplicarlo a las geodésicas que sigue una part́ıcula consideraremos el movi-

miento solamente en dos dimensiones (debido a la conservación del momentum angular

en un potencial radial). En general, para una métrica bidimensional

ds2 = f2(r)

(
dr2

g2(r)
+ r2dφ2

)
, (3.34)

1En breves rasgos, el Theorema Egregium establace que una isometŕıa local preserva la curvatura
Gaussiana. En otras palabras, la curvatura Gaussiana de una superficie depende solamente de cantidades
intŕınsecas de la superficie, no de cantidades dependientes del espacio ambiente.

2Sea (M, g) una variedad pseudo-Riemanniana, entonces (M, g) es conformalmente plana si para
todo x ∈M, existe una vecindad U de x y una función suave f definida en U tal que (U, e2fg) se anula
en U . En particular, toda variedad pseudo-Riemanniana bidimensional es conformalmente plana. Ver
[49]
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el procedimiento para calcular la curvatura Gaussiana consiste en tomar los vectores

base no-coordenados

θ̂1 =
f

g
dr, θ̂2 = rf dφ, (3.35)

y usando las ecuaciones de estructura de Cartan [51] (ver Apéndice B) se calcula:

ω2
1 = (rf)′

g

f
dφ =⇒ dω2

1 =

{
(rf)′′

g

f
+ (rf)′

(
g

f

)′} g

rf2
θ̂1 ∧ θ̂2. (3.36)

Finalmente, la curvatura Gaussiana es:

Kg = −
{

(rf)′′
g

f
+ (rf)′

(
g

f

)′} g

rf2
. (3.37)

3.6. Problema de Kepler

El movimiento de dos cuerpos bajo la acción de una fuerza de atracción mutua puede

ser reducido al movimiento de un solo cuerpo que se mueve en un plano bajo la influencia

de una fuerza central.

Tomemos el espacio de configuraciones como el espacio Eucĺıdeo E2 en coordenadas

polares (r, φ) y el origen como el centro de la fuerza central. La función potencial U(r)

que describe la fuerza central es independiente de φ. Entonces, la métrica de Jacobi de

este sistema mecánico simple relativo a la enerǵıa E está descrito por la ecuación 3.12:

ds2 = 2m(E − U(r))gijdx
idxj = 2m(E − U(r))(dr2 + r2dφ2). (3.38)

Haciendo f2(r) = 2m(E − U(r)) y g2(r) = 1, encontramos que la curvatura Gaussiana

es

Kg =
(E − U)(rU ′)′ + r(U ′)2

4mr(E − U)3
. (3.39)

Para el movimiento en un potencial gravitacional Newtoniano, la función de enerǵıa

potencial del problema de fuerza central es U(r) = −k/r. Usando la ecuación anterior,

la curvatura Gaussiana es

Kg = − kE

4m(rE + k)3
, (3.40)
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Figura 3.1 Ejemplo de las trayectorias del problema clásico de Kepler. Cuando E > 0,
E = 0 y E < 0 tenemos órbitas hiperbólica (púrpura), parábolicas (rojo) y eĺıpticas
(azul) respectivamente.

con ecuación de trayectoria [52] descrita por

r =
2

k +
√

4E + k2 cos
(
φ− φ0 − arc cos

(
2/r0−k√
4E+k2

)) , (3.41)

donde r0 y φ0 son las condiciones iniciales de movimiento. Entonces, bajo la clasificación

clásica de órbitas [52] tenemos


E > 0 =⇒ KG < 0 órbita hiperbólica

E = 0 =⇒ KG = 0 órbita parabólica

E < 0 =⇒ KG > 0 órbita eĺıptica

En el problema clásico de Kepler son posibles órbitas con forma de hipérbola, parábo-

la y elipse (ver Figura 3.1). Para E < 0, todas las geodésicas excepto aquellas dirigidas

hacia la singularidad en el origen son órbitas cerradas. El resto de geodésicas con E = 0

y E > 0 son todas órbitas abiertas. Se puede demostrar [42] que en la aproximación

clásica, es suficiente conocer el signo de la curvatura Gaussiana de la métrica de Jacobi

para clasificar el tipo de geodésicas resultante.
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Aśı como en el último ejemplo, el uso de la métrica de Jacobi trae muchas ventajas

en relación al cálculo clásico de las geodésicas o de ciertas cantidades caracteŕısticas del

sistema, como el momento angular, la enerǵıa o la temperatura. Además, existen otras

aplicaciones en las que la métrica de jacobi simplifica enormemente los cálculos. Por

ejemplo, es posible calcular la temperatura de un agujero negro que se desintegra de una

manera simple y poco extensa [53]. (Ver Apéndice C).



Caṕıtulo 4

Dinámica de agujeros de gusano y

la métrica de Jacobi

Un aspecto importante en el estudio de la transversabilidad de los agujeros de gusano

es el movimiento a lo largo de geodésicas. Clásicamente, esto se hace estudiando las

geodésicas nulas y tipo temporal [54] resolviendo la ecuación de las geodésicas

d2xµ

ds2
+ Γµνσ

dxν

ds

dxσ

ds
= 0, (4.1)

donde xµ son las coordenadas de una curva γ(s) ∈ M y Γµνσ son los śımbolos de

Christoffel, que escritos en términos de la métrica se expresan como:

Γµνσ =
1

2
gµρ (∂νgσρ + ∂σgνρ − ∂ρgνσ) . (4.2)

Sin embargo, una forma alternativa de abordar este problema es aplicando el formalis-

mo de la métrica de Jacobi, formulado el caṕıtulo anterior. En este caṕıtulo presentamos

dicha aplicación sobre la métrica de un agujero de gusano con función de redshift Φ = 0,

que incluye la métrica de Morris-Thorne [55] y la versión escalar de la métrica de agujero

de gusano cargado

ds2 = −dt2 +
dr2

1− b(r)/r +Q2/r2
+ r2(dθ2 + sin2 θdφ2). (4.3)

39
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Luego se discute la aplicación sobre la métrica de agujero de gusano con carga con

función de redshift Φ = 1
2 ln(1 +Q2/r2).

4.1. La métrica de Jacobi para agujeros de gusano estáti-

cos

En general, sabemos que la solución de las ecuaciones de Einstein que describe la

geometŕıa del espacio-tiempo de un agujero de gusano es

ds2 = −e2Φ(r)dt2 + e2α(r)dr2 + r2
(
dθ2 + sin2 θdφ2

)
, (4.4)

donde Φ(r) es la función de redshift y α(r) es una función arbitraria suave de r. La

coordenada radial r tiene un valor mı́nimo r0. Para asegurar la transversabilidad1 del

agujero, se requiere que gtt 6= 0, lo que implica que Φ(r) es finito. Usando la ecuación

3.30 encontramos la métrica de Jacobi correspondiente a el elemento de ĺınea 4.4:

Jijdx
idxj =

E2 −m2e2Φ(r)

e2Φ(r)

(
e2α(r)dr2 + r2dθ2 + r2 sin2 θ dφ2

)
. (4.5)

Sin pérdida de generalidad (debido a la simetŕıa esférica) podemos considerar la sección

ecuatorial θ = π/2, entonces tenemos

ds2 =
E2 −m2e2Φ(r)

e2Φ(r)

(
e2α(r)dr2 + r2 dφ2

)
, (4.6)

por lo tanto podemos escribir

E2 −m2e2Φ(r)

e2Φ(r)

{
e2α(r)

(
dr

ds

)2

+ r2

(
dφ

ds

)2
}

= 1. (4.7)

Por otra parte, la constante de Clairaut corresponde f́ısicamente al momento angular:

l =
E2 −m2e2Φ(r)

e2Φ(r)
r2dφ

ds
. (4.8)

Reemplazando este resultado en 4.7, encontramos

(E2 −m2e2Φ(r))2

e4Φ(r)

(
dr

ds

)2

=

(
E2

e2Φ(r)
−m2 − l2

r2

)
e−2α(r). (4.9)

1Aceptando la existencia de materia exó tica.
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De la ecuación 4.8, tenemos que

ds =
E2 −m2e2Φ(r)

e2Φ(r)

r2

l
dφ. (4.10)

Reemplazando el resultado anterior en la ecuación 4.9, encontramos:

(
1

r2

dr

dφ

)2

=
m2

l2

(
E2

m2e2Φ(r)
− 1− l2

m2r2

)
e−2α(r). (4.11)

Para simplificar la forma de esta ecuación hacemos el cambio de variable u = 1/r, con

lo cual obtenemos

(
du

dφ

)2

=
1

h2

(
Ẽ2

e2Φ(1/u)
− 1− h2u2

)
e−2α(1/u), (4.12)

donde Ẽ = E/m y h = l/m. Para continuar es necesario darle una forma definida a las

funciones Φ y α. Haremos esto en dos partes, primero usaremos la métrica de agujero

de gusano cargado2, para después repetir el procedimiento con la métrica de agujero

cargado modificado.

4.2. Métrica con función de redshift Φ = 0

Para recuperar la métrica usual de agujero de gusano con la función de redshift más

simple, establecemos

e2Φ(r) = 1, e2α(r) =
1

1− b(r)/r + q/r2
. (4.13)

En particular, restringimos nuestra atención a la función de forma b(r) = b20r
−1. Teniendo

en cuenta el cambio de variable realizado sobre la coordenada radial:

e2Φ(1/u) = 1, e2α(1/u) =
1

1− u2(b20 − q)
, (4.14)

la primera integral de movimiento 4.15 nos queda

(
du

dφ

)2

=
(
C2 − u2

)
(1− u2[b20 − q]), (4.15)

2Consideraremos también dentro de este caso a la métrica de Morris-Thorne. Como se vió en la
Sección 2.3, al establecer beff = b−Q2/r, generalizamos directamente todos los cálculos para el agujero
de gusano cargado.
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donde C2 = (Ẽ2 − 1)/h2. Dadas las condiciones iniciales u(φ0) = 1/l0, la solución de la

ecuación diferencial es

r =
1

C sn
(
φ− φ0 + F

[
arcsin

(
1
l0C

)
, (b20 − q)C2

]
, (b20 − q)C2

) . (4.16)

La función sn(·, ·) es el seno eĺıptico y F[·, ·] es la integral eĺıptica de primer tipo (ver

Apéndice D).

4.2.1. Órbitas circulares

Si definimos f(u) =
(
C2 − u2

)
(1 − u2[b20 − q]), es posible estudiar la existencia de

órbitas circulares requiriendo que f(u) y f ′(u) sean cero en algún punto u = uc. Por

tanto tenemos

f(u) =
(
C2 − u2

)
(1− u2[b20 − q]) = 0, (4.17)

f ′(u) = −2u
{

1− (b20 − q)(2u2 − C2)
}

= 0. (4.18)

Al resolver el sistema anterior, encontramos que para una órbita circular, se debe

satisfacer

u2
c = C2 =

1

b20 − q
, (4.19)

lo cual implica que el radio de esta órbita es rc =
√
b20 − q. En general, se alcanza una

órbita estable cuando

f ′′(u) = −2
{

1− (b20 − q)(6u2 + C2)
}
> 0. (4.20)

En nuestro caso f ′′(uc) = 12 > 0, entonces la única órbita circular estable se localiza en

la garganta y la solución de la ecuación de movimiento 4.16 se reduce a

r =
1

C

[
1 +

2
l0C+1
l0C−1e

2(φ−φ0) − 1

]
. (4.21)

En las figuras 4.1 y 4.2 se muestra que conforme φ −→ ∞, la órbita circular se

ubica en r =
√
b20 − q. Las trayectorias no estables alcanzan sus máximos puntos de

acercamiento en la garganta, como en las figuras 4.3 y 4.4.
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Figura 4.1 Gráfico polar de la trayectoria de una part́ıcula con distancia radial inicial
l0 = 4 en un agujero de gusano cargado con tamaño de garganta

√
b20 − q = 1,5. La

única órbita estable es aquella para la cual C = 1/
√
b20 − q.

Figura 4.2 Gráfico polar de la trayectoria estable de una part́ıcula proveniente de una
distancia radial l0 −→ ∞ en un agujero de gusano cargado con tamaño de garganta√
b20 − q = 2.
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Figura 4.3 Gráfico polar de una trayectoria abierta con distancia radial inicial l0 = 4
en un agujero de gusano cargado con tamaño de garganta

√
b20 − q = 1,5.

Figura 4.4 Gráfico polar de una trayectoria abierta de una part́ıcula proveniente de
una distancia radial l0 −→∞ en un agujero de gusano cargado con tamaño de garganta√
b20 − q = 1,5.
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4.2.2. Curvatura Gaussiana

Usando la ecuación 3.37 con la metrica 4.6 y las definiciones 4.13, obtenemos

Kg =
r(rb′ − b) + 2q

2r4(E2 −m2)
. (4.22)

El factor r(rb′− b) + 2q determina el signo de la curvatura Gaussiana. De la Sección

2.2.1, sabemos que dicho factor corresponde a la condición de ensanchamiento rb′eff −

beff = [r(rb′ − b) + 2q]/r < 0, entonces Kg es negativa para E2 > m2. La curvatura

Gaussiana también se puede re-escribir usando las ecuaciones 2.49 y 2.50 para reemplazar

los valores de b y b′ en la curvatura Gaussiana, con lo cual obtenemos

Kg =
4π(ρ− τ)

E2 −m2
. (4.23)

Si restringimos nuestro anaálisis a la vecindad de la garganta, vemos que

Kg

∣∣
r=b0

=
4π(ρ(b0)− τ(b0))

E2 −m2
< 0, (4.24)

es decir, la negatividad de la curvatura Gaussiana es equivalente a la existencia de la

condición de ensanchamiento y de materia exótica.

4.2.3. Clasificación de órbitas del problema de Kepler

Consideremos ahora el movimiento de una part́ıcula bajo la acción de una fuerza en

un espacio-tiempo dado por la métrica de agujero de gusano cargado [55]. En el ĺımite

en el que el potencial central U << m, usando la ecuación 3.37 con la métrica 2.44, la

curvatura Gaussiana es

Kg =
2χr

[
(E − U)(U ′ + rU ′′) + r(U ′)2

]
+ ζ(2(E − U)2 − rU ′(E − U))

r4(2(E − U))3
, (4.25)

donde χ = r2−rb+q y ζ = r(rb′−b)+2q. Para un potencial Newtoniano U(r) = −α/r,

la curvatura Gaussiana se reduce a

Kg =

{
E2r2 + (Er + α)2

}
(q − b20)− αEr3

8r3(Er + α)3
. (4.26)
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El signo de la expresión anterior contiene información valiosa sobre el tipo de órbita.

Si definimos

β± = − α
2r

1 +
r2

2(b20 − q)
±

√(
1 +

r2

2(b20 − q)

)2

− 2

 , (4.27)

obtenemos la siguiente clasificación

Cuadro 4.1: Clasificación de trayectorias para 0 < r2/2(b20 − q) ≤
√

2− 1.

0 < r2

2(b20−q)
≤
√

2− 1 Kg < 0 si −α
r < E órbita hiperbólica

Cuadro 4.2: Clasificación de trayectorias para
√

2− 1 < r2/2(b20 − q) < 1/2.

√
2− 1 < r2

2(b20−q)
< 1

2

Kg < 0 si −α
r < E < β− órbita hiperbólica

Kg > 0 si β− < E < β+ órbita eĺıptica

Kg < 0 si E > β+ órbita hiperbólica

Kg = 0 si E = β± órbita parabólica

Cuadro 4.3: Clasificación de trayectorias para r2/2(b20 − q) ≥ 1/2.

r2

2(b20−q)
≥ 1

2

Kg > 0 si −α
r < E < β+ órbita eĺıptica

Kg < 0 si E > β+ órbita hiperbólica

Kg = 0 si E = β+ órbita parabólica

Dadas las condiciones de las tablas 4.1, 4.2 y 4.3, en general solo podemos hablar del

signo de la curvatura Gaussiana para cada punto, a lo sumo por intervalos. Para ver más

claramente esto, a través de la métrica de Jacobi, resolvemos la ecuación de movimiento

del sistema: (
du

dφ

)2

= k2(u2 − 1/k2)(u2 − αu− E), (4.28)

cuya solución es

r =
γP(kφ+ C, {g2, g3}) + δ

αP(kφ+ C, {g2, g3}) + β
, (4.29)

donde P es la función P de Weierstrass y g2, g3, α, β, δ, γ son las constantes definidas en

el apéndice D.1. La constante C es una constante de integración dada por

C =

∫ ∞
−β/α

ds√
4s3 − g2s− g3

. (4.30)
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Figura 4.5 Gráfico polar de una trayectoria estable del problema de Kepler en un
agujero de gusano cargado con tamaño de garganta

√
b20 − q = 10.

Figura 4.6 Arriba: Trayectoria cerrada de la part́ıcula (azul) y garganta del agujero de
gusano (rojo) como funciones de φ. Abajo: La curvatura Gaussiana es negativa cuando
r es grande (puntos hiperbólicos) y es igual a cero en un solo punto (punto parabólico).
Conforme φ se incrementa, la curvatura alcanza un valor positivo constante (trayectoria
eĺıptica) correspondiente a la curvatura de la garganta del agujero de gusano.
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Figura 4.7 Gráfico polar de una trayectoria abierta del problema de Kepler en un
agujero de gusano cargado con tamaño de garganta

√
b20 − q = 10.

Figura 4.8 Arriba: Trayectoria abierta de la part́ıcula (azul) y garganta del agujero de
gusano (rojo) como funciones de φ. Abajo: La curvatura Gaussiana como una función
de φ es ćıclica y negativa (puntos hiperbólicos) para todos los valores de φ excepto para
un conjunto contable de puntos para los cuales Kg = 0 (puntos parabólicos).
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La solución 4.29 existe siempre y cuando la integral de la ecuación 4.30 converja.

Contrario al problema clásico de Kepler en donde la curvatura Gaussiana tiene un solo

signo a lo largo de toda la trayectoria, la figura 4.6 (ver también la figura 4.5) muestra que

para un agujero de gusano cargado escalar, la curvatura Gaussiana puede ser negativa,

cero y positiva para distintos intervalos de una misma trayectoria. Asimismo como en

la figura 4.8 (ver también la figura 4.7), es posible que la curvatura Gaussiana muestre

un comportamiento ćıclico, pudiendo ser la curvatura Gaussiana negativa y nula. No se

pudo encontrar soluciones cuya curvatura Gaussiana sea positiva y ćıclica.

4.3. Métrica de agujero de gusano cargado con Φ 6= 0

Para obtener la ecuación de movimiento en un espacio-tiempo con métrica de agujero

cargado, en la ecuación 4.12 reemplazamos

e2Φ = 1 +
Q2

r2
= 1 + u2r2, e2α =

1

1− b(r)/r +Q2/r2
=

1

1− (b20 −Q2)u2
. (4.31)

Entonces la ecuación de movimiento para esta geometŕıa es

(
du

dφ

)2

=
1

h2

(
E2

1 + u2Q2
− 1− h2u2

)(
1− [r2

0 −Q2]u2
)
,

= −(u4Q2 + u2[Q2/h2 + 1]− C2)(1− [b20 −Q2]u2)

1 + u2Q2
. (4.32)

No se conoce una solución general exacta para esta ecuación. A diferencia de la

integral de movimiento de la sección anterior, donde la ecuación diferencial depende

de un polinomio de cuarto orden y puede resolverse dentro de la teoŕıa general de las

integrales eĺıpticas; la ecuación anterior depende de una función racional con polinomios

de sexto y segundo orden de la que no se conoce un tratamiento general. Todos nuestros

intentos de resolución numérica muestran que para valores arbitrarios de E, h, α, Q y

b0, la solución no converge.

En cuanto a la curvatura Gaussiana, en comparación a la ecuación 4.26, la curvatura

en un espacio-tiempo de agujero de gusano cargado se complica considerablemente. La
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curvatura Gaussiana es:

KG =
2χE2r2Q2

[
r2ξ +m2Q2(r2 + 2Q2) + r4(E2 −m2)

]
+ ζξ(r2 +Q2)

[
(r2 +Q2)ξ + E2r2Q2

]
2r4(r2 +Q2)ξ3

,

(4.33)

donde

ξ = E2r2 −m2(r2 +Q2), (4.34)

χ = r2 − rb+Q2, (4.35)

ζ = r(rb′ − b) + 2Q2. (4.36)

La curvatura Gaussiana dada en la ecuación 4.33 no tiene un signo definido, su

signo dependerá de las combinaciones de valores de la carga y la masa, aśı como el

valor de bo. El problema de Kepler en un agujero de gusano cargado todav́ıa no se

ha resuelto, y esperamos que este formalismo ayude a clarificar algunos aspectos del

movimiento. Hemos transformado un problema que involucra ecuaciones diferenciales

no-lineales a un problema de determinar el signo de una función polinomial de cierto

grado. Aunque ciertamente es un avance, todav́ıa se requiere resolver algunos problemas

antes de proceder a la generalización.



Caṕıtulo 5

Conclusiones

En este estudio se ha analizado la dinámica de los agujeros de gusano en la formu-

lación de Jacobi-Maupertuis. En el caso relativista, la métrica de Jacobi nos permite

deducir las ecuaciones de movimiento y una condición que muestra que la curvatura

Gaussiana asociada depende de dos de los componentes del tensor enerǵıa impulso: la

tensión radial y la densidad de enerǵıa. Particularmente en las cercańıas de la garganta,

esta condición implica la necesidad de la existencia de materia exótica para mantener

el agujero. En el caso no relativista, la curvatura Gaussiana nos permitió encontrar una

clasificación natural para el tipo de órbitas del problema de Kepler de un espacio de agu-

jero de gusano con carga escalar, que aunque estrictamente solo pueda aplicarse punto

a punto, nos da una idea de las caracteŕısticas de la trayectoria . Se encontró varias con-

diciones para las cuales las órbitas son hiperbólicas, parabólicas o eĺıpticas. Como una

nota adicional, hemos visto que los cálculos de las ecuaciones de movimiento a través

de la métrica de Jacobi son considerablemente más simples que el cálculo clásico de la

ecuación de las geodésicas.

Por lo tanto concluimos que:

(i) La simplificación de los cálculos ocurre en la forma funcional de la acción. No es

necesario considerar la forma completa de la ecuación de Hamilton-Jacobi porque se

introdujo a la enerǵıa de la part́ıcula para hacer posible la separación de variables de la

acción en una parte espacial y otra temporal. Una caracteŕıstica importante del forma-

lismo de la métrica de Jacobi es que la enerǵıa de la part́ıcula aparece de forma expĺıcita

51
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en la métrica de Jacobi y por lo tanto, la ecuación de Hamilton-Jacobi en este espa-

cio (n − 1) dimensional aparece como una función de derivadas espaciales solamente,

haciendo que la teoŕıa se manifieste en un espacio no covariante. Desde un punto de

vista geométrico, podŕıamos decir que el método de la métrica de Jacobi proyecta las

geodésicas a una hipersuperficie de enerǵıa constante.

(ii) La expresión de la curvatura Gaussiana para la métrica de Jacobi relativista del

agujero de gusano con carga escalar contiene términos del tensor enerǵıa-impulso direc-

tamente relacionados con la existencia de materia exótica en la garganta del agujero de

gusano. Esto parece indicar que en la garganta de todo agujero de gusano, la curvatura

Gaussiana es inminentemente negativa y de hecho, puede ser una forma alternativa de

caracterizar una métrica genérica como la métrica de un agujero de gusano, lo cual no es

un problema trivial. Para determinar correctamente esta relación, deben llevarse a ca-

bo futuros estudios en una formulación totalmente covariante de la curvatura Gaussiana.

iii) La formulación no relativista de la métrica de Jacobi nos permitió clasificar las

geodésicas a través del signo de la curvatura Gaussiana. De acuerdo a esta clasificación,

hay intervalos en los que la trayectoria puede verse como abierta (órbita parabólica o

hiperbólica) o cerrada. En los casos en que la curvatura es positiva para algún intervalo,

la curvatura tiende a alcanzar un máximo correspondiente a la curvatura de la garganta

del agujero de gusano. Cuando la curvatura Gaussiana es negativa, esta tiende a oscilar

entre un valor mı́nimo y cero. Estos resultados se obtuvieron para el agujero de gusano

MT con un campo escalar mı́nimamente acoplado. En el caso del agujero de gusano tipo

RN, fue imposible determinar alguna relación para los signos de la curvatura y tampoco

una solución numérica de la integral de movimiento.

iv) Una generalización del problema contenido en este trabajo es la consideración a

sistemas no estacionarios. Si la métrica es dependiente del tiempo, el Hamiltoniano no

va a ser una cantidad conservada y el método de la métrica de Jacobi no seŕıa aplicable.

Para abordar este problema, en primera instancia se debeŕıa encontrar una forma de

la métrica de Jacobi que dependa expĺıcitamente del tiempo. Para ello, se realiza un

levantamiento de Einsenhart-Duval, un proceso que introduce una dimensión adicional

y por tanto, una cantidad conservada adicional. Esto permite encontrar una ecuación de
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momentum de la que es posible definir una métrica de Jacobi dependiente del tiempo

[56].

El estudio de la métrica de Jacobi podŕıa ser útil para abordar problemas que invo-

lucren la dinámica de part́ıculas en cualquier espacio-tiempo estático. A futuro podŕıan

plantearse trabajos acerca del efecto de lentes gravitacionales causado por agujeros de

gusano. De hecho, ya podemos encontrar en la literatura estudios que muestran que es

posible calcular la deflexión gravitacional de part́ıculas debido a un agujero de gusano en

el ĺımite de campo débil, y se ha encontrado [57] que a partir de la curvatura Gaussiana

es posible encontrar el ángulo de deflexión, mostrando que este puede ser visto como un

efecto puramente topológico. Un acercamiento similar se puede aplicar para el estudio

de lentes gravitacionales de un agujero negro [58].



Apéndice A

Condiciones de Enerǵıa

Las condiciones de enerǵıa en la Relatividad General permiten deducir teoremas

generales sobre el comportamiento de campos gravitacionales fuertes y geometŕıas cos-

mológicas. Las condiciones de enerǵıa no son restricciones f́ısica, sino consecuencias ma-

temáticas de la teoŕıa.

A.1. Cantidades Observables

Para tener un entendimiento básicos de las condiciones de enerǵıa, primero hay que

comprender algunas cantidades escalares y vectoriales construidas a partir de vectores

tipo temporal, vectores nulos y el tensor enerǵıa-momento.

Recordemos que si (M, g) es una variedad Lorentziana, entonces los vectores tangentes

en cada punto pueden ser clasificados en tres tipos diferentes. Un vector tangente X es

Tipo temporal si g(X,X) < 0.

Nulo o tipo luz si g(X,X) = 0.

Tipo espacial si g(X,X) > 0.

En primer lugar, un campo vectorial unitario tipo temporal X puede ser interpretado

como un campo que define las ĺıneas de mundo de una familia de observadores. Entonces

el campo escalar

ρ = TµνX
µXν (A.1)
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Apéndice: Condiciones de Enerǵıa 55

puede ser interpretado como la densidad total de masa-enerǵıa (materia más campo de

enerǵıa de cualquier campo no gravitacional) medido por los observadores. Similarmente,

el campo vectorial con componentes −TµνXb representa el momentum medido por los

observadores.

Segundo, dado un campo vectorial nulo arbitrario k, el campo escalar

ν = Tµνk
µkν (A.2)

puede considerarse un limitador de la densidad de masa-enerǵıa.

Tercero, en el caso de la Relatividad General, dado un campo vectorial tipo temporal

arbitrario X, que describe el movimiento de una familia de observadores, el campo

escalar de Raychaudhuri [59] es el campo escalar obtenido al tomar la traza del tensor

tidal correspondiente a estos observadores en cada punto:

E[X]mm = RµνX
µXν (A.3)

Esta cantidad juega un papel central en la ecuación de Raychaudhuri. Entonces, de las

ecuaciones de campo de Einstein se obtiene

1

8π
E[X]mm =

(
Tµν −

1

2
T gµν

)
(A.4)

donde T = Tmm es la traza del tensor enerǵıa-momentum.

A.2. Formulación Matemática

Existen al menos siete tipos de condiciones de enerǵıa en la Relatividad General

clásica: la nula, la débil, la fuerte, la dominante y sus versiones promediadas. En adelante

asumiremos que el tensor enerǵıa-momentum es del tipo Hawking-Ellis. En un sistema

ortonormal conveniente, las componentes del tensor enerǵıa-momentum están dadas por

T µ̂ν̂ =


ρ 0 0 0

0 p1 0 0

0 0 p2 0

0 0 0 p3

 . (A.5)
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Estas componentes son la densidad de enerǵıa y las tres presiones principales.

A.2.1. Condición Nula de Enerǵıa (CNE)

Para todo vector nulo k,

CNE⇔ Tµνk
µkν ≥ 0. (A.6)

En términos de las presiones principales

CNE⇔ ∀j, ρ+ pj ≥ 0. (A.7)

A.2.2. Condición Débil de Enerǵıa (CdE)

Para todo campo vectorial tipo temporal X, la densidad de materia observada por

los correspondientes observadores es siempre no negativa:

CdE⇔ TµνX
µXν ≥ 0. (A.8)

Además se puede notar que por continuidad, esta condición implica la condición débil de

enerǵıa. El significado f́ısico de esta condición es que la densidad local de enerǵıa medida

por un observador tipo temporal es positiva. En términos de las presiones principales

CdE⇔ ρ ≥ 0, y ∀j, ρ+ pj ≥ 0 (A.9)

A.2.3. Condición Fuerte de Enerǵıa (CFE)

Para todo vector tipo temporal

CFE⇔
(
Tµν −

1

2
Tgµν

)
XµXν ≥ 0. (A.10)

Aqúı, T es la traza del tensor enerǵıa-momentum, T = Tµνg
µν . Por continuidad, la

condición fuerte de enerǵıa implica la condición nula de enerǵıa. En términos de las

presiones principales

T = −ρ+
∑
j

pj (A.11)
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y

CFE⇔ ∀j, ρ+ pj ≥ 0, y ρ+
∑
j

pj ≥ 0. (A.12)

A.2.4. Condición Dominante de Enerǵıa (CDE)

Para todo vector tipo temporal

CDE⇔ TµνX
µXν ≥ 0, y TµνX

ν no es tipo temporal. (A.13)

En otras palabras, la densidad de enerǵıa medida localmente es siempre positiva y el flujo

de enerǵıa es siempre de tipo temporal o nulo. La condición dominante de enerǵıa implica

la condición débil de enerǵıa y, por lo tanto, tamb́ıen la condición nula de enerǵıa, pero no

necesariamente la condición fuerte de enerǵıa. En términos de las presiones principales

CDE⇔ ρ ≥ 0, y ∀j, pj ∈ [−ρ,+ρ] (A.14)

A.2.5. Condición Nula de Enerǵıa Promediada (CNEP)

Se dice que la condición Nula de Enerǵıa Promediada se cumple en una curva Γ si

CNEP[Γ]⇔
∫

Γ
Tµνk

µkν dλ ≥ 0. (A.15)

Aqúı λ es una parametrización af́ın generalizada de la curva nula. Denotamos el corres-

pondiente vector tangente por kµ. Notemos que permitir una parametrización arbitraria

no seŕıa útil, ya que la ANEC seŕıa equivalente a la NEC. Debido a la arbitrariedad

multiplicativa del parámetro af́ın generalizado, la ANEC está bien definida solo si la

constante multiplicativa es positiva.

Para analizar la ANEC en términos de las presiones principales, podemos definir una

función de normalización ξ, y cosenos directores cosψi por

kµ̂ ≡ ξ(1; cosψi). (A.16)

Entonces

CNEP[Γ]⇔
∫

Γ

ρ+
∑
j

pj cos2 ψj

 ξ2 dλ ≥ 0. (A.17)
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A.2.6. Condición Débil de Enerǵıa Promediada (CdEP)

Se dice que la condición débil de enerǵıa promediada se cumple en una curva tipo

temporal Γ si

CdEP[Γ]⇔
∫

Γ
TµνX

µXνds ≥ 0. (A.18)

Aqúı s denota la parametrización propia de la curva tipo temporal Γ, cuyo vector tan-

gente correspondiente se denota por Xµ. Con la elección de s como tiempo propio, se

tiene

X µ̂ ≡ γ(1;β cosψi). (A.19)

Entonces

CdEP[Γ]⇔
∫

Γ
γ2

ρ+ β2
∑
j

pj cos2 ψj

 ds ≥ 0. (A.20)

A.2.7. Condición Fuerte de Enerǵıa Promediada (CFEP)

Se dice la condición fuerte de enerǵıa promediada se cumple en una curva tipo tem-

poral Γ si

CFEP[Γ]⇔
∫
γ

(
TµνX

µXν +
1

2
T

)
ds ≥ 0. (A.21)

En términos de las presiones principales

CFEP[Γ]⇔
∫

Γ

γ2

ρ+ β2
∑
j

pj cos2 ψj

− 1

2
ρ+

1

2

∑
j

pj

 ds ≥ 0. (A.22)

Si β −→ 1, entonces γ −→ ∞, mientras que γds −→ dλ y ds −→ 0. En este ĺımite, la

CFEP se reduce a la CNEP.

A.3. Algunas Violaciones conocidas

Se conoce muchos sistemas f́ısicos teóricos y experimentales que violan una o más

condiciones de enerǵıa. A continuación enunciamos las más conocidas.
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A.3.1. Campos Escalares Clásicos

La violación más trivial de las condiciones de enerǵıa aparace al considerar el campo

clásico masivo mı́nimamente acoplado descrito por la densidad Lagrangiana

L =
1

2
(∇φ)2 +

1

2
m2φ2. (A.23)

El tensor enerǵıa-momentum es

Tµν = ∇µφ∇νφ− 1

2
gµν([∇φ]2 +m2φ2). (A.24)

Aśı que para cualquier vector unitario tipo temporal

(
Tµν − 1

2
Tgµν

)
XµXν = [V · ∇φ]2 − 1

2
m2φ2. (A.25)

Entonces se viola la CFE si tomamos φ como independiente del tiempo en un sistema

donde Xµ = (1, 0, 0, 0). Un ejemplos f́ısico de un sistema descrito por un Lagrangiano

escalar es el campo de Higgs, que ha sido confirmado experimentalmente [60].

A.3.2. Efecto Casimir

El efecto Cassimir es inducido por la presencia de dos conductores eléctricos que

distorsionan el estado base de enerǵıa del vaćıo electrodinámico cuántico. Los cálculos

originales de Casimir consideraban dos planos conductores paralelos separados por una

distancia pequeña a. El hecho de que las placas sean conductoras implica que se imponen

condiciones de frontera en el campo electromagnético, en especial con los modos trans-

versales posibles contenidos entre las placas. Dicho cálculo nos conduce a una densidad

de enerǵıa entre las placas

ρ = − π2~
720a4

. (A.26)

Como la densidad de enerǵıa es negativa, automáticamente se viola todas las condiciones

no promediadas de enerǵıa. El hecho de que el efecto Casimir sea real, es evidencia

experimental de que en ocasiones, las condiciones de enerǵıa son violadas por efectos

cuánticos.
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A.3.3. Evaporación de Hawking

La existencia de la radiación de Hawking proveniente de la evaporación de un agu-

jero negro aún no ha sido confirmada experimentalmente. Sin embargo, este proceso

es relativamente bien aceptado. Esquemas de cálculo distintos convergen en el mismo

resultado, lo cual nos da considerable confianza para aceptarlo.

El simple hecho de que la evaporación de Hawking ocurra viola el teorema de incremen-

to de área para agujeros negros clásicos. Esto implica que que los procesos cuánticos

detrás de la evaporación de Hawking deben también inducir la violación de una o más

suposiciones usadas para deducir le teorema clásico de incremento de área. La única

suposición que parece vulnerable a los efectos cuánticos es la suposición de la CNE.



Apéndice B

Conexión de Spin

Es una conexión en el fibrado de spinores inducida, canónicamente, desde la conección

af́ın. También puede ser vista como un campo gauge generado por transformaciones de

Lorentz.

B.1. Definición

Sea e a
µ la tétrada o vierbein, que es un conjunto de campos vectoriales de espacio-

tiempo ortogonales que diagonaliza el tensor métrico

gµν = e a
µ e

b
ν ηab (B.1)

donde gµν es la métrica espacio-temporal y ηab es la métrica de Minkowski. Aqúı, los

ı́ndices latinos denotan los ı́ndices del sistema de referencia de Lorentz local; y los ı́ndices

griegos denotan los ı́ndices de las coordenadas generales. La ecuación B.1 expresa gµν

en términos de la base e a
µ , haciéndola localmente plana. Los ı́ndices griegos pueden ser

bajados y subidos usando la métrica gµν mientras los ı́ndices latinos “Lorentzianos” son

bajados y subidos usando nab. Por ejemplo eµa = gµνe a
ν y eνa = ηabe

b
ν .
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B.2. El Formalismo de Cartan

En Relatividad General es posible establecer un sistema de coordenadas localmente

inercial, válido en una región suficientemente pequeña del espacio-tiempo. Estrictamen-

te hablando, esta debe ser una región infinitesimal rodeada en un punto p ∈ M de

coordenadas xµ. Podemos denotar estas coordenadas locales por ya la matriz de trans-

formación que relaciona los dos sistemas de coordenadas, base coordenada y coordenadas

localmente inerciales, por

e µ
a (p) =

∂xµ

∂ya
eaµ =

∂ya

∂xµ
(B.2)

En las bases coordenadas, Tp es generado por {Eµ} = {∂/∂xµ} y T ∗p por {dxµ}. Ahora,

podemos expresar una nueva base de vectores en un sistema de coordenadas inercial-

mente locales (espacio-tiempo localmente Minkowski) por la combinación lineal

ea = e µ
a Eµ (B.3)

para una nueva base de Tp y una nueva base dual de T ∗p :

θb = ebνdx
ν (B.4)

De B.3, podemos ver que la nueva base {ea} es el sistema de referencia de vectores de

la base que se obtiene al rotar la base {Eµ} preservando la orientación. La nueva base

{ea} se conoce como base no-coordenada del espacio tangente Tp.

El tensor métrico se puede definir en términos de bases no coordenadas como

g = gµνdx
µ ⊗ dxν = ηab(e

a
µdx

µ)⊗ (ebνdx
ν)

g = ηabθ
a ⊗ θb (B.5)

Por otra parte, recordemos que el tensor de torsión se define como

T (X,Y ) = ∇XY −∇Y X − [X,Y ] (B.6)
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donde X,Y ∈ Tp. Usando este formalismo de bases no coordenadas, podemos definir la

2-forma de torsión a partir de la ec. B.6 como

T a = dθa + ωab ∧ θb, (B.7)

que se conoce como la primera ecuación de estructura de Cartan. ωab es el coeficiente

de conexión. Si la variedad es libre de torsión entonces tenemos

dθa = −ωab ∧ θb. (B.8)

Ahora, de la definición de curvatura

R(X,Y )Z = ∇X∇Y Z −∇Y∇XZ −∇[X,Y ]Z. (B.9)

donde X,Y ,Z ∈ Tp, podemos definir la 2-forma de curvatura como

Θa
b = dωab + ωaγ ∧ ω

γ
b, (B.10)

que se conoce como la segunda ecuación de estructura de Cartan.

B.3. Ejemplo de aplicación: Curvatura Gaussiana

Consideremos una métrica de la forma

ds2 = f2(r)

(
dr2

g2(r)
+ r2dφ2

)
, (B.11)

que puede ser re-escrita como la suma de productos tensoriales de los elementos de una

base ortogonal:

g =

(
f

g

)2

dr ⊗ dr + (rf)dφ⊗ dφ = θ1 ⊗ θ1 + θ2 ⊗ θ2. (B.12)

De este resultado, deducimos que

θ1 =
f

g
dr, θ2 = (rf)dφ. (B.13)
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Debido a que trabajamos en una variedad sin torsión, usando las ecuación B.8, tenemos

que

dθ2 = −ω2
1 ∧ θ1 − ω2

2 ∧ θ2. (B.14)

Por otra parte, haciendo la derivada exterior de θ2, nos queda

dθ2 = (rf)′dr ∧ dφ, (B.15)

por lo tanto

(rf)′dr ∧ dφ = −ω2
1 ∧ θ1 − ω2

2 ∧ θ2. (B.16)

Comparando los dos lados de la ecuación, podemos ver que

ω2
1 = (rf)′

g

f
dφ. (B.17)

Si calculamos la derivada exterior de esta expresión:

dω2
1 =

{
(rf)′′

g

f
+ (rf)′

(
g

f

)′}
dr ∧ dφ, (B.18)

y usando el resultado B.13 y reemplazándolo en la ecuación anterior, tenemos

dω2
1 =

{
(rf)′′

g

f
+ (rf)′

(
g

f

)′} g

rf2
θ1 ∧ θ2 (B.19)

Ahora, de un resultado general [47] de la geometŕıa diferencial se sabe que la curvatura

Gaussiana KG está dada por

dω2
1 = −KG θ1 ∧ θ2. (B.20)

Entonces conclúımos que la curvatura Gaussiana es

KG = −
{

(rf)′′
g

f
+ (rf)′

(
g

f

)′} g

rf2
(B.21)



Apéndice C

Temperatura de Hawking

Un ejemplo de aplicación notable de la métrica de Jacobi en RG, es el de la deter-

minación de la temperatura de Hawking de un agujero negro, de una forma más rápida

y sencilla que el acercamiento tradicional.

El esquema computacional clásico de Hamilton-Jacobi para encontrar la temperatura de

un agujero negro, se basa [53] en una técnica semiclásica en la que la función de onda

para una part́ıcula se toma como ψ ≈ e(i/~)S , donde S es la acción clásica de Hamilton-

Jacobi. En esta representación, la acción se calcula usando la ecuación de movimiento

cuántica considerando solamente movimiento radial. Para encontrar la forma expĺıcita

de la acción se escoge S(r, t) = S(r) − Et. Esta elección está dictada por la naturaleza

estática del espacio-tiempo. Después de encontrar S para el espacio-tiempo en cuestión,

se obtiene las corrientes de probabilidad entrantes y salientes, la proporción de estas

nos conduce al coeficiente de tunelamiento. Resulta que este coeficiente es puramente

térmico en naturaleza y al compararlo con el factor de Boltzmann, se puede identificar

la temperatura de Hawking. Lo interesante es que en lugar de usar la métrica completa

del espacio-tiempo, veremos como la métrica de Jacobi (en su forma no covariante) es

suficiente para extraer la temperatura de Hawking correcta [61].
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C.1. Temperatura de un agujero negro

Como vimos anteriormente, la métrica de agujero negro estática esféricamente simétri-

ca es

ds2 = −f(r)dt2 + f−1(r)dr2 + r2(dθ2 + sin2 θdφ2).

La ubicación del horizonte está determinada por f(rH) = 0. Usando la ecuación 3.30,

vemos que la métrica de Jacobi correspondiente es

ds2 = Jijdx
idxj =

(
E2 −m2f(r)

)( dr2

f2(r)
+

r2

f(r)
(dθ2 + sin2 θdφ2)

)
. (C.1)

Como la radiación de Hawking es un fenómeno cerca del horizonte y el tunelamiento

ocurre a lo largo de la dirección radial, mantenemos las coordenadas angulares fijas. La

acción resulta en

S = −
∫ √

Jij
dxi

ds

dxj

ds
ds = ±

∫ (
E2 −m2f(r)

)1/2
f−1(r)

(
dr

ds

)
ds. (C.2)

Los signos positivos y negativos representan los caminos de salida y entrada, respectiva-

mente. En la aproximación semiclásica, la función de onda de la part́ıcula está dada por

ψ = e(i/~)S . Por tanto, el momentum radial es pr = ∂rS. Denotamos la part́ıcula saliente

con el signo positivo y la part́ıcula entrante con el signo negativo. Derivando obtenemos

pr = ∂rS = ∓f−1(r)
√
E2 −m2f(r). (C.3)

Como en el tunelamiento la part́ıcula está justo adentro del horizonte, debemos tener

f(r) < 0. Entonces el signo negativo relacionado a pr > 0 corresponde a la part́ıcula

saliente. Con el mismo razonamiento vemos que el otro signo corresponde a la part́ıcula

entrante.

Se sabe que cerca del horizonte la métrica se reduce a (1 + 1)-dimensiones, con el mo-

vimiento radial siendo el único significativo. Entonces consideramos una expansión en

series de Taylor de f(r) alrededor del horizonte r = rH :

f(r) = f(rH) + f ′(rH)(r − rH) +O(r − rH)2 = 2κ(r − rH) +O(r − rH)2, (C.4)
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donde κ = f ′(rH)/2 es la gravedad superficial del agujero negro. Ahora sustituyendo

este resultado en la acción nos queda

S = −
∫ √

Jij
dxi

ds

dxj

ds
(C.5)

S = ±
∫

E

2κ(r − rH)

(
dr

ds

)
ds∓

∫
m2

2E

(
dr

ds

)
ds±

∫
O(r − rH)

(
dr

ds

)
ds (C.6)

S = ± E
2κ

∫
dr

(r − rH)
± m2

2E

∫
dr ∓

∫
O(r − rH)dr. (C.7)

Para una pat́ıcula que experimenta tunelamiento cerca y a través del horizonte, los

ĺımites de integración se toman como desde rH− ε hasta rH + ε, con ε > 0 muy pequeño:

S = ∓ E
2κ

∫ rH+ε

rH−ε

dr

(r − rH)
± m2

2E

∫ rH+ε

rH−ε
dr ∓

∫ rH+ε

rH−ε
O(r − rH)dr. (C.8)

En la primera integral, usando el cambio de variable r − rH = εeiθ, nos lleva a

∫ rH+ε

rH−ε

dr

(r − rH)
= −iπ. (C.9)

La segunda integral es proporcional a ε ∼= 0 y la última integral nos da como resultado

un número real. Sabemos de antemano que la parte real no es importante para nuestros

propósitos. Entonces la forma de la acción es

S = ± iπE
2κ

+ parte real. (C.10)

Ahora, distinguiendo entre las acciones de la part́ıcula entrante Sin y la part́ıcula saliente

Sout,

Sin = − iπE
2κ

+ parte real, Sout =
iπE

2κ
+ parte real. (C.11)

De forma semi-clásica, la función de onda WKB de la part́ıcula está dada por ψ =

Ae(i/~)S donde A es una constante de normalización. Aśı, las funciones de onda corres-

pondientes a la part́ıcula entrante y saliente son

ψin = Ae(i/~)Sin , ψout = Ae(i/~)Sout . (C.12)

Por lo tanto, la probabilidad de que la part́ıcula salga del horizonte es

Pout = |ψout|2 = |A|2e−
πE
~κ . (C.13)
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Por otra parte, la probabilidad de que la part́ıcula pase adentro del horizonte es

Pin = |ψin|2 = |A|2e
πE
κ . (C.14)

Entonces la expresión de la tasa de tunelamiento es

Γ =
Pout

Pin
= e
− E
TH , (C.15)

que es idéntica al factor de Boltzman. La temperatura de Hawking se identifica como

TH =
~κ
2π
. (C.16)

Esto muestra como en un cálculo no covariante, la métrica de Jacobi contiene suficiente

información acerca del agujero negro como para reproducir correctamente la temperatura

de Hawking.



Apéndice D

Algunas funciones especiales

Existen algunas funciones definidas en términos del valor de ciertas integrales. En

general, esta clase de integrales no pueden ser expresadas en términos de funciones

elementales.

D.1. Integrales eĺıpticas

Una integral de la forma ∫
R(z, w)dz, (D.1)

donde R(z, w) es una función racional de sus argumentos y

w2 = b0z
4 + 4b1z

3 + 6b2z
2 + 4b3z + b4 (D.2)

es un polinomio de tercer o cuarto orden en z sin ráıces múltiples, se conoce como integral

eĺıptica. Por otra parte se sabe que la función x = P(u, {g2, g3}), conocida como función

P de Weierstrass satisface la ecuación diferencial

(
dx

du

)2

= 4x3 − g2x− g3 = 4(x− p1)(x− p2)(x− p3). (D.3)

Con la ayuda de una transformación lineal fraccional conveniente es posible reducir el

radical de la integral D.1 a la forma
√

4x3 − g2x− g3. La transformación tiene la forma

z =
αx+ β

γx+ δ
, (αδ − βγ) = 1. (D.4)
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Supongamos que el polinomio de cuarto orden se puede factorizar y expresar como

(
dz

du

)2

= (z − a0)(z − a1)(z − a2)(z − a3), (D.5)

entonces las constantes de la transformación son

δ =

√
(a1 − a0)(a2 − a0)(a3 − a0)

2(a0 −Ψ)
, (D.6)

γ =
1

δ(a0 −Ψ)
, (D.7)

α =
a0

δ(a0 −Ψ)
, (D.8)

β = Ψδ, (D.9)

Ψ =
a1(a2 − a0)(a3 − a0) + a2(a1 − a0)(a3 − a0) + a3(a1 − a0)(a2 − a0)

(a2 − a0)(a3 − a0) + (a1 − a0)(a3 − a0) + (a1 − a0)(a2 − a0)
.(D.10)

La transformación resulta en

(
dx

du

)2

= 4(x− p1)(x− p2)(x− p3) = 4x3 − g2x− g3, (D.11)

donde

p1 =
δ2(a0 −Ψ)(a1 −Ψ)

a0 − a1
, p2 =

δ2(a0 −Ψ)(a2 −Ψ)

a0 − a2
, p3 =

δ2(a0 −Ψ)(a3 −Ψ)

a0 − a3
.

(D.12)

g2 = −4(p1p2 + p1p3 + p2p3), g3 = 4p1p2p3 (D.13)

Existen casos especiales que resultan de ciertas simplificaciones y modificaciones del

polinomio de cuarto orden, a continuación se presenta las más conocidas.

D.2. Integral Eĺıptica de primer tipo

La integral eĺıptica de primer tipo F se define como

F[φ, k] =

∫ φ

0

dθ√
1− k2 sin2 θ

. (D.14)
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Esta se conoce como forma trigonométrica de la integral. Bajo la sustitución t = sin θ y

x = sinφ, obtenemos la forma normal de Legendre:

F[x; k] =

∫ x

0

dt√
(1− t2)(1− k2t2)

. (D.15)

D.3. Integral Eĺıptica de segundo tipo

La integral eĺıptica de segundo tipo E en forma trigonométrica es

E[φ, k] =

∫ φ

0

√
1− k2 sin2 θdθ. (D.16)

Haciendo la misma sutitución que en la sección anterior, obtenemos la forma normal de

Legendre

E[x; k] =

∫ x

0

√
1− k2t2√
1− t2

dt (D.17)

D.4. Funciones eĺıpticas de Jacobi

Son las funciones inversas de las integrales eĺıpticas. Sea

u = F[φ, k], (D.18)

entonces el seno eĺıptico sn(u) está dado por

sn(u, k) = sin(φ), (D.19)

el coseno eĺıptico cn(u) está dado por

cn(u, k) = cos(φ), (D.20)

y la amplitud delta dn(u) es

dn(u, k) =

√
1− k2 sin2 φ (D.21)



Bibliograf́ıa

[1] A. Einstein. Die feldgleichungen der gravitation. Preussische Akademie der Wis-

senschaften, Sitzungsberichte, 2:844–847, 1915. URL https://einsteinpapers.

press.princeton.edu/vol6-doc/273.
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