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RESUMEN

Un sismo es el movimiento de la superficie terrestre producto de la subita liberacion de energia
que se propaga en forma de ondas. Este fendmeno natural guarda una estrecha relacion con los
miembros de una sociedad y su desarrollo en conjunto. Dependiendo de la cantidad de energia
liberada durante un sismo, las secuelas sociales y econdmicas pueden tomar afnos e incluso dé-
cadas para ser superadas. Si bien comprendemos bastante sobre este tema, no existe un modelo
que describa satisfactoriamente el mecanismo subyacente que produce sismos. Hoy en dia, es
imposible conocer exactamente cuando o dénde van a ocurrir. Razon por la cual, el conocimiento
cientifico de este fendmeno natural es un componente esencial para la toma de decisiones con

respecto a la inversién publico/privada, la planificacion del desarrollo y la seguridad nacional.

En este trabajo de titulacion pretendemos indagar en la naturaleza de la sismicidad empleando
los registros sismicos del Instituto Geofisico de la Escuela Politécnica Nacional. Para este fin,
desarrollamos un algoritmo que emplea la teoria del proceso ARMA (de su siglas en inglés Auto
Regressive Moving Average) para recrear e incluso pronosticar la informacién que guardan estos
registros. Los resultados muestran como la complejidad de este fenémeno natural rebasan las

suposiciones que hace el modelo empleado.



ABSTRACT

An earthquake is the movement of the Earth’s surface due to the sudden release of energy that
spreads in form of waves. This natural phenomenon is closely related to the society’s members and
their development. Depending on the amount of energy released during an earthquake, social and
economic consequences can take years and even decades to be overcome. While we understand
quite about this topic, there no exist any model that describes the underlying mechanism that
produces earthquakes. Today, it is impossible to know exactly when or where they will occur. Thus,
scientific knowledge of this natural phenomenon is an essential component for decision-making

regarding public / private investment, development and national security.

In this project, we will investigate the nature of earthquakes using the seismic records of “Instituto
Geofisico de la Escuela Politécnica Nacional”. To do so, we developed an algorithm that uses the
Auto Regressive Moving Average (ARMA) process theory to recreate and even forecast the infor-
mation stored in these records. The results show how the complexity of this natural phenomenon

exceeds the assumptions made by the model.



1 INTRODUCCION

En este capitulo se discuten conceptos relevantes al estudio y prondstico de sismos. Se revisa

algunos conceptos basicos de sismologia en especial el registro y andlisis de ondas sismicas.

También, el entorno sismoldgico del pais y sus implicaciones sociales que motivan este trabajo. Y

finalmente, se establece el objetivo que también es motivado por razones pedagdgicas.

1.1 SISMOLOGIA

La sismologia (del griego, seismds,
que significa 'sismo’, y logia, que signi-
fica’ estudio de’) es la rama de la geo-
fisica que se encarga del estudio de te-
rremotos y la propagacion de ondas sis-
micas a través de la Tierra y otros cuer-
pos planetarios. Asimismo, este campo
también se ocupa de la gestion de los

riesgos y peligros sismicos [2, 3].

Los sismos (también llamados seis-
mos, temblores, movimientos teluricos
y, cuando su duracion es relativamen-
te larga o causa graves danos, terremo-
tos) se caracterizan principalmente por
su intensidad y magnitud. La intensidad

es la descripcion cualitativa de los efec-

Muckeon
EEErm0

Figura 1.1: Proceso de conveccién en el cual el magma ca-
liente sube ala superficie, se extiende y comienza a enfriarse.
Luego se hunde de nuevo al fondo donde se recalienta y se
eleva nuevamente. Dorsal: Lugar donde el Magma emerge y
empuja a las placas; Fosa: Extremo de la placa que se hunde

[1].

tos de los sismos (considera la percepcion de las personas, dafos materiales y econdémicos),

mientras que la magnitud es la descripcion objetiva de los mismos (estima la energia liberada
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durante el sismo) [1, 3]. Estos fendmenos naturales pueden ser causados por fallas geolégicas,

erupciones volcanicas, o incluso por la explosion de bombas atdmicas (aunque estos dos ultimos

casos, son relativamente débiles y ocurren con muy poca frecuencia) [1].

La existencia de sismos se debe principal-
mente a que el planeta es un sistema dinamico
que esta compuesto por cuatro partes principa-
les: el ntcleo interno, el ndcleo externo, el man-
to y la corteza (Fig. 1.1). La parte superior del
manto y la corteza forman una delgada capa
en la superficie de nuestro planeta denomina-
da litosfera [5]. Esta delgada capa se compo-
ne de muchas piezas, conocidas como placas
tectdnicas, que cubren toda la superficie de
la tierra (como un rompecabezas). Debido a la
conveccién del magma en la Tierra (Fig. 1.1),
las placas se encuentran en constante movi-
miento chocando entre si, generando un com-
plejo conjunto de fracturas en el interiory en los
bordes de dichas placas, denominadas fallas

geoldgicas [1, 6].

En la Figura (1.2) se ilustra como el movi-
miento de las placas tectdnicas produce sis-
mos en dichas fallas. En la parte A de esta
figura se observa una falla preexistente en la
corteza. En B, el perpetuo movimiento de las
placas tectdnicas va deformando las rocas de
la corteza a ambos lados de la falla. Debido
a la friccion, estas rocas empiezan a almace-
nar energia elastica. Eventualmente, la tension
acumulada en las rocas es mayor que la fuer-
za de friccion entre los lados de la falla y és-
ta se desliza liberando la energia almacenada

produciendo un sismo (Fig. 1.2.C). Este desli-

A. Posicién inicial

R _
S --__..,‘Lw—
| o --Faua

B. Aumentode la defc-rmaclc-n

C. Deslizamiento (Sismao)

'-_“.‘.- ¥ "-'r' A
7

T ] f;,s.'.t-f- ——

D. Relajamiento

Figura 1.2: Almacenamiento de energia eldstica a
medida que las placas tecténicas se deforman. Cuan-
do la tensién revasa la fuerza de rozamiento, la falla
se desliza liberando energia en forma de ondas sis-
micas [4].
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zamiento permite que se disipe la tension alrededor de la falla (Fig. 1.2.D). Este ciclo se reinicia

debido al movimiento continuo de las placas tecténicas [4].

Las fallas geoldgicas se dividen en activas e inactivas. Las fallas activas pueden deslizarse su-
bitamente generando sismos, o pueden liberar energia gradualmente a través de "sismos lentos",
caracterizados por un movimiento lento mas o menos continuo que ocurre debido a una deforma-
cion tectdnica continua denominada reptacion. Por otro lado, las fallas inactivas son vestigios de
actividad geoldgica en tiempos pasados y constituyen la mayoria de las fallas que se han regis-

trado [4, 7].

Los procesos de deformacion que ocurren en las fallas se dan de forma interconectada, en
escalas que van desde milimetros a miles de kilémetros [8]. Por lo que una manera de interpretar
la dinamica de las fallas geoldgicas es mediante la teoria de los sistemas que se autoorganizan de
forma critica [9-11]. Esta teoria describe el comportamiento de algunos sistemas dinamicos que a
partir de la interaccién natural entre las partes que los componen evolucionan a un estado ‘critico’
y equilibrado, donde perturbaciones aparentemente aleatorias conducen a eventos catastréficos
de todos los tamanos. Esto produce una organizacién totalmente descentralizada e independiente

de la escala espacial y/o temporal [12-15].

1.2 MARCO SISMOLOGICO DEL ECUADOR

La ubicacidn del Ecuador en la costa oriental del Océano Pacifico hace al pais parte del Cintu-
ron de Fuego del Pacifico. Esta zona del planeta ha tomado esta denominacion debido a que es
la regidon mas susceptible de experimentar los efectos de terremotos y erupciones volcanicas [16].
Frente a las costas del pais, la placa oceanica Nazca se hunde (o0 se subduce) bajo la placa conti-
nental Sudamericana en direccion N83°E, a una velocidad relativa aproximada de 55—58mm /a y
con una inclinacion de entre 25° —30°. La convergencia asociada con este proceso de subduccion
es responsable de la elevacidon de las montafias de los andes y de la cadena volcénica activa

presente en el pais [17].

En el Ecuador, debido a la subduccidn de la placa de Nazca, existen fallas geoldgicas en todo
el territorio nacional (Fig. 1.3). Entre los sistemas de fallas mas importantes se encuentran el
Pallatanga-Chingual, que empieza en el golfo de Guayaquil, pasa por la Troncal y llega hasta
Chingual; También, el sistema de fallas de Quito, que inicia en el sector de Tambillo y continua al

norte por las lomas de Puengasi, etc [1].
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La informacidn proveniente del Servicio Nacional de Sismologia y Vulcanologia establece

que anualmente el pais experimenta
un promedio de 2,600 eventos sis-
micos [19]. Desde 1541 han ocu-
rrido 38 terremotos de intensidad
mayor o igual a VIIl en la esca-
la de intensidad MSK (viene de
las iniciales Medvedev-Sponheuer-
Karnik), intensidad desde la cual los
efectos son importantes [1, 20]. Y si
se toma en cuenta la magnitud de los
eventos, existen 16 sismos mayores
a 5 en la escala de Richter (equiva-
lente a la energia liberada por 199 to-
neladas de explosivo TNT) [21]. De
los cuales destacan el terremoto de
1906 ocurrido en Esmeraldas, cuya
magnitud de 8.8 es el mayor regis-
trado en Ecuador y Colombia [22]; y
el terremoto de 2016 de magnitud 7.8
ocurrido en Pedernales [23]. Adiade

hoy, se calcula que directa o indirec-
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Figura 1.3: Mapa tectdnico activo del Ecuador. Los segmentos
de fallas mayores se ilustran en lineas rojas continuas. Los res-
tos de las zonas de subduccion se dibujan en lineas de puntos
negras [18].

tamente alrededor de 80,000 seres humanos perdieron la vida a causa de este fendmeno natural

y, en lo referente a perjuicios materiales, resulta imposible cuantificar una cantidad exacta [19].

1.3 ONDAS SISMICAS Y SU REGISTRO

Una onda elastica es una oscilacion que se propaga sobre un medio material, el cual, cuando

esta sujeto a la accion de fuerzas externas, experimenta una resistencia interna a la deformacion

y recupera el estado original del material cuando estas fuerzas! ya no se aplican [24, 25]. Las

ondas sismicas se modelan como ondas elasticas dado que la manera y la velocidad con la que

éstas viajan a través de la litosfera estan descritas, aproximadamente, por propiedades elésticas

1Cuya magnitud no debe ser tan grande para comprometer la estructura del material.
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[9]. Estas ondas son el producto de la liberacion subita de energia, que se irradia en todas las

direcciones cuando una falla se desliza [7].

Existen dos grupos principales de ondas sis-
micas. Las ondas de cuerpo, que viajan a tra-
vés del interior de la Tierra y, las ondas super-
ficiales, que viajan sobre la parte externa de la

Tierra [4].

Las ondas de cuerpo se dividen a su vez
en dos tipos, que se denominan ondas prima-
rias o P y ondas secundarias o S. Las on-
das P (Fig. 1.4.A) comprimen y dilatan el suelo
en la direccidn de propagacion de la perturba-
cién. A su vez, las ondas S (Fig. 1.4.B) se des-
plazan transversalmente a la direccion de pro-
pagacion [27]. Las ondas primarias viajan ge-
neralmente a una velocidad 1.73 veces mayor
que la de las ondas S y pueden viajar a través
de cualquier tipo de material liquido o sdlido,
mientras que las ondas secundarias se trasla-
dan unicamente a través de elementos liquidos
y son las que producen la mayor cantidad de

los danos [28].

La combinacion de las ondas P y S cuando
llegan a la superficie terrestre generan lo que
se conoce como ondas superficiales. Existen
dos tipos de ondas superficiales, las ondas de
Rayleigh y las ondas de Love. Las ondas de
Reyleigh (Fig. 1.4.C) se propagan generando
que la superficie terrestre se mueva en forma
ovalada, similar a las olas en la superficie del

agua, a una velocidad menor a las ondas de

A.OndaP

compresion

dilatacion

B.Onda S

longitud de onda

Figura 1.4: Un terremoto consta de una combinacion
de varios tipos de ondas sismicas y sus movimientos
caracteristicos [26].

cuerpo (aproximadamente el 90 % de la velocidad de las ondas S en medios eldsticos homogé-

neos) [27]. Mientras que las ondas de Love (Fig. 1.4.D), también conocidas como ondas Q (Quer:
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aleman para lateral), hacen que los materiales de la superficie terrestre se muevan de lado a lado

en un angulo de 90 grados con respecto a la direccion de propagacion de la onda. Este movimiento

es particularmente perjudicial para los cimientos de las estructuras [29].

Las ondas sismicas son detecta-
das y registradas por un dispositivo
denominado sismégrafo. Este ins-
trumento consta de tres componen-
tes (Fig. 1.5): (1) un sismdémetro, que
responde al movimiento del suelo y
produce una sefial proporcional a la
aceleracion o velocidad relativa a la
tierra; (2) un dispositivo de tempori-
zacion; y (3) un dispositivo de graba-
cion que registra la actividad sismi-
ca, dependiente del tiempo (denomi-
nado sismograma), en papeles o en
medios de almacenamiento electro-

nico [31].

A pesar de que su disefio ha ido
evolucionando a la par con la tecno-
logia, los sismdégrafos se basan en el

principio de la inercia. Esta es la pro-

Figura 1.5: Sismdgrafo sensible a movimientos verticales. Pue-
de ser visualizado como una pesa suspendida de un resorte que
a su vez estan suspendidos sobre una base que se mueve con
los movimientos de la superficie de la Tierra. Para anadir un sis-
tema de registro se coloca un tambor que gira en la base y un
marcador sujetado a la masa [30].

piedad que tienen los cuerpos de mantener su estado de reposo o de movimiento a velocidad

constante. Este dispositivo consta de una masa suspendida libremente de un soporte que se fija

al terreno (Fig. 1.5). Cuando la vibracién de un sismo alcanza el instrumento, la inercia de la masa

suspendida la mantiene relativamente estacionaria mientras la tierra, junto al soporte, se mueven.

El movimiento de la Tierra con respecto a la masa estacionaria se registra produciendo un sismo-

grama [4]. En los sismémetros modernos el movimiento relativo entre la masa y la base generan

un voltaje eléctrico que se registra en dispositivos de almacenamiento [30].
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1.4 ANALISIS DE SERIES TEMPORALES

1.4.1 Procesos Estocasticos

Una variable aleatoria, Y, es una cantidad cuyo valor es el resultados de un proceso que
siempre que se ejecuta, aparentemente bajo el mismo conjunto de condiciones iniciales, presenta
resultados diferentes. Asi pues, un proceso estocastico se define como una coleccién de varia-
bles aleatorias Y;, donde f es un indice que determina el orden cronoldgico de dichas variables

[32].

Una variable aleatoria que toma un numero finito, o infinitamente contable, de valores Ry =
(y1, Y2, Y3, .. .)2, se denomina variable aleatoria discreta. En la mayoria de los casos, este tipo
de variables suele representar datos que se cuentan, como el nimero de veces que se suscita un
acontecimiento. Por el contrario, si la variable puede tomar cualquier valor numérico en uno o mas
intervalos reales, Ry C R, se denomina variable aleatoria continua. Generalmente, este tipo de
variables aleatorias representa numeros reales como la duracién de un suceso, o el peso de una

persona [33].

Puesto que una variable aleatoria puede tomar cualquier valor dentro de un conjunto de posibles
resultados, es necesario determinar una funciéon matematica que defina la probabilidad relativa
segun la cual dicha variable aleatoria tome un determinado valor. A esta funcién se la denomina
funcién de densidad de probabilidad f(y;) (o funcién de probabilidad) [33]. Dependiendo del
tipo de variable aleatoria, la funcién de probabilidad puede ser continua o discreta. Por ejemplo,

la funcidn continua de probabilidad normal o gaussiana tiene la forma [34]:

(_ (v - #)2)
1 . 202 ‘

fY=y)= o

1.4.2 Medidas Caracteristicas

El valor esperado, también llamado valor medio, de una variable aleatoria se define, en el caso

discreto, como [32, 35]:

2Ry es el rango de posibles valores de la variable aleatoria Y.
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EYl=p= D vif(v), (12)

yl‘ERY
mientras que para una variable aleatoria continua en un determinado intervalo (a,b), se define

como:

b
E[Y]=p= / yF(y)dy .

Este operador es la principal medida de centralizacion de una distribucion de probabilidad y

tiene las siguientes propiedades [33, 35]:

E[E[X]] = EI[X]
E[aX] = aE[X]
E[X+Y] = E[X]+E[Y]

X>0 — E[X]20

X<Y — E[X]<E[Y]

donde X y Y son dos variables aleatorias y a es una constante.

La medida que determina cuan extendida o dispersa es una distribuciéon de probabilidad con

respecto al valor medio se denomina varianza [33, 34], y se define matematicamente como:

E[r-w?| =0*= 3 (wi—u)Flwn), (13)

yl‘ERy

para el caso discreto, y como:

E[(y-uw?|=0?= /ab (v = 1) F)dy ,

para el caso continuo.

La autocovarianza es una cantidad que mide la variabilidad conjunta de dos variables alea-
torias de un mismo proceso estocastico en diferentes instantes, es decir, la autocovarianza es
una generalizacion de la varianza (yo; = 02). Su representacién matematica para una variable

aleatoria discreta es [34, 36]:
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E[(Ys —u)Yij — =) = yjt = Z (vi — ue) (i — we—j) f(yi) (1.4)

Vi€Ry

mientras que para una variable aleatoria continua:

E[(Y: = un)(Yiej = p-)] = v = // / (ve = pe) (ye-j = pre=)

feyia, v Y Ye1, - Ye-)dydye . Ay

Un proceso estocastico se denomina estacionario si la media (Ec. 1.2) y la autocovarianza (Ec.

1.4) no dependen explicitamente del tiempo [34, 37]:

E[Y] =
VEA] [Yi] = (1.5)

E [(Yt - Pt)(Yt—] - ‘th_])] =y

1.5 SERIES TEMPORALES

Una serie temporal (Ec. 1.6) es una secuencia de datos, observaciones o valores medidos
que estan ordenados cronoldgicamente en intervalos igualmente espaciados en el tiempo [34].
También, se la puede considerar como una sucesion de variables aleatorias indexadas segun un
parametro creciente con el tiempo [33]. En sismologia, estas series se usan para obtener una
comprensién de las fuerzas subyacentes y la estructura que produjo los datos observados. En

consecuencia, un sismograma es un caso especial de una serie temporal.

T
{yt}tzl = (y1,y2,.-., y1=1, Y1) (1.6)

Los ejemplos de series temporales abundan en diversos campos: en economia (una secuencia
mensual de la cantidad de bienes enviados desde una fabrica), en ingenieria (observaciones por
hora, realizadas sobre el rendimiento de un proceso quimico), en ciencias sociales (una serie se-
manal del nimero de accidentes de trafico), en las ciencias naturales (especialmente en geofisica

y meteorologia, con medidas como cantidades diarias de lluvia), etc [37].

Una serie temporal en la que todos los elementos se derivan de la misma distribucién de proba-

bilidad y son mutuamente independientes (i.i.d.), {€;}i~_.,, se denomina ruido blanco si ademas
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satisface las siguientes condiciones [32, 34, 38]:

Elete:] =0 Vt#r1

El andlisis de series temporales pretende encontrar un modelo matematico que proporcione
una buena representacion de las observaciones empiricas [37, 39]. Este andlisis puede hacerse
mediante métodos paramétricos o no paramétricos. Los planteamientos paramétricos suponen
que el proceso estocastico estacionario, relacionado con la serie analizada, tiene una determina-
da estructura que puede describirse mediante una funcién que depende de varios parametros.
Cuando lo que se busca es un modelo paramétrico, la tarea es estimar los parametros del mo-
delo mediante diferentes técnicas estadisticas. Por otro lado, el andlisis no paramétrico de las
series temporales utiliza técnicas que no suponen funcidn alguna, ya sea por el planteamiento
del problema o porque ni siquiera se sabe describir analiticamente una estructura adecuada para
los datos medidos. [36, 38]. En consecuencia, este método busca relaciones implicitas entre las

observaciones de la serie temporal a través de transformaciones, medidas de dispersion, etc.

1.6 MOTIVACION Y OBJETIVO DE ESTE TRABAJO

Tomando en consideracion:

1. que es innegable la vulnerabilidad de la sociedad ecuatoriana ante los potenciales riesgos

que representan los terremotos,

2. que el conocimiento cientifico de este fendmeno natural es un componente esencial para la
toma de decisiones con respecto a la inversidn publico/privada, la planificacion del desarrollo

y la seguridad nacional en un pais, y

3. que hoy en dia no existe un modelo que describa satisfactoriamente la sismicidad de una

region,

la motivacidn para llevar a cabo este trabajo de titulacion es extraer informacion significativa de

series temporales sismicas, registradas por los sismografos del Instituto Geofisico de la Escuela
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Politécnica Nacional (IG-EPN) y asi contribuir en lo posible al desarrollo de modelos sismicos para,

en un futuro, prevenir los desastres asociados a los terremotos.

El objetivo de esta tesis es, sin embargo, mucho mas modesto: Determinar si un sismograma
puede ser descrito adecuadamente por un modelo estocastico paramétrico ARMA (en su formu-
lacion general que supone distribucion de residuos gaussiana), modelo que se presenta en el

capitulo 2.

1.7 OUTLINE

Este trabajo de titulacion esta organizado de la siguiente manera. En el Capitulo 2 presentamos
las técnicas ya conocidas que van a ser utilizadas para reconstruir y pronosticar series tempora-
les. En el Capitulo 3, tras describir el procedimiento para convertir la informacién extraida de los
sismodgrafos a un formato adecuado para su analisis, presentamos la parte central de este trabajo,
que consiste en disefar el algoritmo que define la estructura del Proceso ARMA y ajustar este mo-
delo (usando Estimacion de Méaxima Verosimilitud) a una serie temporal sismica especifica. En el
Capitulo 4, comparamos parte de los datos empiricos con los resultados del algoritmo propuesto
para analizar si el modelo propuesto tiene validez o carece de sentido. Finalmente, en el Capitulo

5, se discuten las conclusiones de este estudio.
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Este capitulo presenta las técnicas basicas que utilizaremos para analizar series temporales
sismicas. Se introduce el modelo estocastico paramétrico denominado Proceso ARMA y la téc-
nica estadistica llamada Estimacién de Maxima Verosimilitud. También describimos el algoritmo
Davidon-Fletcher-Powell que usaremos para encontrar maximos y minimos locales de funciones
multivariables. Finalmente, se presenta las técnicas que se utilizaran para validar o refutar los
resultados del Proceso ARMA: Transformacion de Fourier, el Criterio de Informacion de Akaike,
el Coeficiente de Eficiencia del Modelo Nash-Sutcliffe y el indice de Acuerdo de Willmott. Todas

estas técnicas y métodos van a resultar esenciales para el trabajo que se hara en esta tesis.

2.1 PROCESO ARMA

2.1.1 Proceso Auto-Regresivo

Un proceso Auto-regresivo de orden p, denotado AR(p), es un proceso estocastico, Y;, en el
cual cada término es una combinacion lineal de sus p valores anteriores mas un término, €;, de

ruido blanco (Ec. 1.7) [34]. Matematicamente se representa como:
Yi=c+PrYicr+paYio+- -+ PpYip+er , peELT; (21)

donde ¢ es una constante que puede tomar cualquier valor real y el conjunto de parametros
{b1,P2,..., cpp} determina la influencia de cada uno de los valores anteriores en el nuevo término
del proceso auto-regresivo [37]. Este modelo se usa para describir ciertos procesos que varian en
el tiempo. En la igualdad anterior, el ruido blanco sirve para introducir en el modelo cierto tipo de

perturbaciones estocasticas.

El modelo auto-regresivo asume que los procesos que modela son estacionarios (Ec. 1.5), asi
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la forma en la que el proceso cambia no varia en el tiempo. Dicho de otra manera, este modelo
supone que la media y la autocovarianza de la serie temporal estudiada no cambian con el tiempo.
En consecuencia, es necesario establecer condiciones en la familia de parametros {cpl-}f:l para

que el proceso paramétrico AR(p) sea estacionario [34, 37].
Empecemos con el proceso auto-regresivo de orden 1 (representado como AR(1)), que en
base a la ecuacion (2.1) tiene la forma:

Y, =c+ (PYt—l + €. (2.2)

Este proceso es estacionario si su media y autocovarianza no dependen explicitamente del tiempo.
Para determinar el valor medio del proceso AR(1), consideremos tomar el valor esperado en

ambos lados de la expresion (2.2),

E[Y] Elc+¢Yim + €]

Elc]l+ QE[Yia]+E[et] ,

aplicando las condiciones de un proceso estacionario (1.5) y de ruido blanco (1.7) la expresion

anterior toma la siguiente forma:
EY;]=p=c+¢u+0,

por lo que el valor medio, u, es:
c
=—), 2.
HETT5 (2:3)
el cual esta bien definido y no depende del tiempo ¢ si ¢ # 1.

Mas aun, reemplazando la igualdad (2.3) en (2.2),

Yy

pu(l =)+ @Yi1 + €
O(Yio1— ) + €,

Yi—p

y multiplicando ambos lados de la igualdad anterior por el término (Y;—; — ) y tomando el valor

esperado de ese producto, la autocovarianza del proceso AR(1) es:
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E (Y — ) (Yeej — w)] OF [(Yier — )(Yiej — )] + E [(Yeej — et

¢E [(Yt—l —w)(Yi-j - #)] +E [Yt—j(-?t] — uE[e:] .

En la definicion de un proceso auto-regresivo de orden 1 (Ec. 2.2) Y;_; depende linealmente de

€t-j, €t—j-1, €t-j-2,... através de Y;_j, Yi_j-1, Yi-j—2, ... respectivamente, es decir:

Y.

c+ QbYt—j—l + €1

c+lc+QYijo+€r-j-1) + €

c+Ple+plc+d(..)+erj2)+ej1)+e€rj,
que al reordenar los términos se convierte en la siguiente igualdad:
Yiij = c(l+¢+¢*+..)+tej+ej1p+ej20*+..., (2.4)

y al multiplicarla por €; para tomar el valor esperado se tiene el siguiente resultado:

E [Yi—jet] E[(cl+¢+¢*+...)+ej+e-jm1Q + €1—jad® +...) €]

c(l+¢+¢*+...)E[e] + E [er—jer| + OE [er—jrer] + ¢°E [er—jaer] + ... .

Por definicion de ruido blanco (Ec. 1.7) €; no esta correlacionado con €;—; (paraj =1,2,...),y

la igualdad anterior se reduce a la siguiente expresion:
E[Yije] =0,
con lo cual, la autocovarianza se la puede expresar de la siguiente forma:

E (0% - p)(Yiey — )]
E (G —w)(Yeej — w)]

G [(Yier = ) (Yiej — )] +0 = 0
GF [(Yie1 = ) (Ve — )]

que no depende explicitamente del tiempo. Con lo cual, siempre y cuando ¢ # 1 (dado que asfi
la media y la autocovarianza estan bien definidas y no dependen del tiempo) el proceso auto-

regresivo de orden 1 es estacionario.

Consideremos ahora el proceso auto-regresivo de orden p. Para determinar qué condiciones,
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sobre la familia de parametros {<¢>i}f:1, hacen que el proceso AR(p) (con p € Z") sea estacionario
podemos empezar por calcular su valor esperado. Asi pues, recordando las condiciones (1.5) y

(1.7) se tiene:

E[Y:] E

p

Cc+ €+ Z qbth_i
i=1

E[Y:] = El[c]+E[e]+ P1E Vi1l + G2E [Via] + -+ + pE |Yicp]

C+0+ Q1+ Qop+--+ Ppu

=
Il

y despejando u se obtiene la siguiente expresion:

También, si se reemplaza la ecuacidn anterior en la igualdad (2.1) y se toma el valor esperado del

producto (Y; — u)(Y;-; — u) se tiene la autocovarianza,

=

ELY; — (Y= )] = Y GELYeei = )iy~ )] para j#ij=1,2,...  (26)

i=1

Es evidente que la media (Ec. 2.5) y la autocovarianza (Ec. 2.6) no dependen explicitamente
del tiempo; por lo que el proceso AR(p) es estacionario. Sin embargo, estos resultados dependen
de que la sumatoria del denominador del lado derecho de la ecuacion (2.5) converja, incluso para

el caso cuando p tiende al infinito:

b= — (27)
donde la igualdad (2.7) es el valor medio del proceso auto-regresivo de orden infinito:

Yi=cHe+ ) oYy (2.8)

j=1
Por lo tanto, para determinar bajo qué condiciones los pardmetros auto-regresivos, {¢;}ez+, ha-
cen que el valor medio esté bien definido utilizamos el criterio de Cauchy estocastico. Este criterio

establece que una secuencia de nimeros, en el caso del proceso auto-regresivo (Ec. 2.8):
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Z GjYe-j,
=1

converge siy solo si, para cualquier 6 > 0, existe un nimero N adecuadamente grande tal que

para M > N, una vez que se han sumado N términos, la diferencia entre esa suma y la obtenida

sumando hasta M es una variable aleatoria (¢;Y;-;) cuya media y varianza son arbitrariamente

cercanas a cero [33, 34]

El lado izquierdo de la condicidn (2.9) se puede reescribir como:

M N
E| D b = ) biYery
=1 =1

donde Y; depende linealmente de €;_1, €, . .

M N 2
E|D ¢Yij= > oYig| <. (2.9)
=1 j=1
2
2
= E [<PMYt—M +Om-1Yi-m1 + -+ ¢N+1Yt—N—1]
[ M M M
= E Z IV, +2 Z PVt Z <PkYt—k)
[i=N+1 j=N+Lj#k k=N+1
r M M M
= E| ), oYL [+2E] > @iyl D) ¢kYt—k)
[ i=N+1 j=N+L;j2k k=N+1

+2E

2
wE

+2E

2 \2 2 V2 2 \2
E [(PMYt—M + Oy Yy Tt ¢N+1Yt—N—1]

M M

DL DL bVt

j=N+1;j#k k=N+1

[YtZ—M] Tt (P%\IHE [YtZ—N—l]
Y M

D, D OjbkE [YieyYik]

j=N+1;j#k k=N+1

.,através de Y;_1, Y;_», ... respectivamente (de

manera similar a la ecuacion (2.4) para el proceso AR(1)) y como €;-; no es correlacionado con

€k paraj # k,

con lo cual,

Elei-jer—r] =0,

E[Yi-Yik] =0,
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el lado izquierdo de la expresion (2.9) toma la siguiente forma [37]:

szzvjaz + szzw—loz toe At ¢%\r+1‘72 +0

M N 2
E[D Yy = ), bYery
j=1 j=1

Il
g
%
N
|
M-
-
=,

QN

y por consiguiente, el criterio de Cauchy (Ec. 2.9) se transforma en:

M N
PRI ey (2.10)
j=1 j=1

En la igualdad anterior, si a la familia de pardmetros auto-regresivos, {¢;};cz+, se impone la

condicion:

lpj|<1vjez,

las series convergen ya que son sumables al cuadrado, es decir [40, 41]:

qu]2.<oo.

j=1
Por esta razén, el criterio de Cauchy (Ec. 2.9) se cumple dado que el lado izquierdo de la igual-
dad (2.10) puede ser tan arbitrariamente pequefio como se desee mediante la eleccién de un N

adecuadamente grande. En consecuencia:

1. La secuencia de valores, {¢;Y;—;}icz+, que caracteriza el proceso auto-regresivo (Ec. 2.1)
va a permanecer con media y varianza arbitrariamente cercanas a cero (Ec. 2.9), incluso en

el caso cuando p tiende al infinito (2.8).

2. El valor medio del proceso AR(p) (Ec. 2.5) esta bien definido, dado que la sumatoria del
denominador de esta expresién, como establece la condicién (2.10), converge en una ve-
cindad cercana a cero. Por lo que el proceso auto-regresivo es estacionario para cualquier

p € Z* [42].
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2.1.2 Proceso de Media Movil

Otro tipo de modelo es el proceso de media mévil (abreviado como M A(q) del inglés Moving
Average), donde cada nuevo valor de este proceso es una constante mas ruido aleatorio indepen-
diente y una fraccién del ruido aleatorio de instantes anteriores [37]. Este modelo describe como
valores aleatorios influyen en la evolucidn de un proceso invariable. Su representacion matematica
es:

Yt:[~1+€t+61€t—1+92€t—2+"'+8q€t—q , qEZ+; (2.11)

enlacual {et}le es ruido blanco (Ec. 1.7), u es el valor medio y los parametros (61, 6,,..., 6,7), a
diferencia de lo que pasa en el proceso auto-regresivo, son numeros reales sin ninguna restriccion
[34]. Esto se debe a que, por su definicién (Ec. 2.11), este proceso ya es estacionario. En otras

palabras, la media y la autocovarianza del proceso M A(g) no varian con el tiempo [34, 37].

Ver esto es sencillo si tomamos el valor esperado a ambos lados de la igualdad (2.11) y, recor-

dando la definicién de ruido blanco (Ec. 1.7):

E[Yi]

E [u + € + 91(—,‘,5_1 + 92€t—2 + -+ Qqet—q]

E [y] +E[et] + 61E[€-1] + O2E [€42] + -+ + O4E [Gt_q]

pu+0+610+6,0+---+0,
el valor medio del proceso MA(q) es igual a una constante:

ElY]=yu. (2.12)

Para el caso de la autocovarianza, en la ecuacion (2.11) se aplica el valor esperado a la dife-

rencia entre Y; y u de la siguiente manera:

E[(Yi —w)(Yioj—w)] = E[(er+61€1-1+ 012+ + 64€1-)

(€t_]' + 61€t_]'_1 + 626}_]'_7_ + -+ qut_j_q)] .

Como, por definicion, los términos de ruido blanco en diferentes instantes no se correlacionan, el

valor esperado de su producto es igual a cero:

Elere:]=0,;V t#1,
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con lo cual,

E[(Y: —w)(Yi; — w)] E [ejef_]. + 0410167,y + 020267 5+ + eqeq_jef_q]

O;E [ef_j] +0;:101E [ef_]._l] T 0;4205E [ef_j_z] +

e+ 0,0,_iE [ef_q] ,

la autocovarianza paraj=1,2,...,q, no depende del tiempo:

E|(Y; = (Yo — )] = (6 + 04161 + 014202 + -+ - + 6,0,4—;) 0> . (2.13)

En los valores, Y}, del modelo de media maovil (Ec. 2.11), el ruido blanco tiene influencia tanto en
el instante actual como en los g periodos anteriores. Esto le otorga a este proceso una memoria a
corto plazo. Por el contrario, en el modelo auto-regresivo (Ec. 2.1), el ruido blanco afecta a valores
de Y; infinitamente lejanos en el futuro. Esto se debe a que, debido a la estructura que define este
modelo, €; afecta Y;, que afecta a Y;,1, que afecta a Y; ., y asi sucesivamente [43]. Es asi como
la combinacidon de estos dos modelos proporciona una mejor descripcion de sistemas donde la

interaccion entre todas las partes que los componen.

2.1.3 Proceso Auto-Regresivo de Media Mévil (ARMA)

En su tesis doctoral de 1951 [44], Peter Whittle establecid que la representacion de un proceso
estocastico tiene una mayor flexibilidad al incluir términos de media mdvil y auto-regresivos en el
modelo. Asi que combind el modelo Auto-regresivo de orden p (Ec. 2.1) con el proceso de Media
M@vil de orden g (Ec. 2.11) en un solo modelo denominado proceso ARMA(p, q) (Del inglés

Autoregressive Moving Average). Matematicamente este proceso se representa como:

AR(p) MA(q)

Yi=c+@pr1Yia+PaViot -+ PpYipt+er + 01601+ Oa€r 2+ + 04614 (2.14)

donde los p+q+2 parametros (1, P2, ..., $p, 01,02,...,0,,¢,0%) ajustan el modelo a un de-
terminado caso. Dicho de otra manera, un proceso Auto-Regresivo de Media Mdvil define una
familia de series temporales que se caracteriza por tener errores aleatorios {¢;} descritos por una

determinada densidad de probabilidad conjunta.
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Para que la estructura matematica del proceso ARMA(p, q) produzca series temporales que
varien en el tiempo de una manera establecida, al igual que en el proceso AR(p), este modelo

debe ser estacionario; es decir, la familia de pardmetros {¢;} debe tener como restriccién que:

|¢i|<1 para i=1,2,...,p. (2.15)

Como prueba de esto considere aplicar el valor esperado en ambos lados de la ecuacion (2.14),

E[Yi]

Elc+¢1Yica + ¢oYio+ -+ PpYiep + € + O161-1 + Or€rn + -+ + Op€1—4]
= E[e]+E [p1Yia] + E [@aYia] +--- + E [§pYicp] +

Ele:] + E[61€1-1] + E[02€12] + -+ + E [O4€1—4]
= Elc]+ ¢E[Yic1l + GaE [Yical + -+ + §pE [Yiep | +

E [Gt] + 61E [€t_1] + 6,E [et_z] + -4+ QqE [et—q]
y recordando las condiciones de un proceso estacionario (1.5) y ruido blanco (1.7),

p=c+drutau+---+Ppu+0+610+6E0+---+6,0,

se tiene el siguiente resultado [45]:

c
B R T E e

que establece restricciones solo a los parametros auto-regresivos, mas no en la familia de para-

(2.16)

metros de media mdvil [34, 36].

Nuevamente, reemplazando la ecuacion (2.16) en la igualdad (2.14) y despejando la desviacion
de la media (Y; — u) para multiplicarlo por (Y;—; — i) y tomando el valor esperado, la autocovarianza

paraj=qg+1,9+2,... tienelaforma:

E (Y = (Y = )] = G1E [(Yict = p)(Yiey — )]
+ @2E [(Yiez = ) (Yiej = )] + -+ pE [(Yiep = )(Yeej — )] (2.17)
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Tanto la expresidn (2.16) cono la expresion (2.17) no dependen explicitamente del tiempo, y por
tanto el proceso ARMA(p, q) es estacionario siempre y cuando los parametros auto-regresivos

cumplan la condicién (2.15).

2.2 ESTIMACION DE MAXIMA VEROSIMILITUD

2.2.1 Definicion

Descrito oficialmente entre 1912 y 1922 por R. A. Fisher [46, 47], la Estimacion de Maxima Ve-
rosimilitud (o MLE del inglés Maximum Likelihood Estimation) es un método utilizado ampliamente
para estimar los parametros de un modelo que describe un conjunto de observaciones. EI MLE
determina que el valor dptimo de los parametros es aquel que maximiza la probabilidad de que el

modelo produzca dichas observaciones [48].

En un proceso estocastico como medir la altura de los estudiantes de una clase, la probabili-
dad de que un estudiante mida x centimetros esta descrito por una determinada distribucién de
probabilidad. Supongamos que dicha distribucién es gaussiana (Ec. 1.1) y esta caracterizada por
los parametros u 'y o2. Al variar estos parametros, la funcién de distribucién serd una u otra. El
método de estimacion de maxima verosimilitud calcula, de entre todos los posibles valores que
pueden tomar los pardmetros del modelo, qué cantidades hacen que el modelo describa los datos

empiricos de forma adecuada.

El ejemplo anterior bosqueja la idea que hay detrds de la estimacion de maxima verosimilitud
[32]. Detallado formalmente, supongamos un proceso estocastico, Y; con t € Z*, descrito por una
determinada distribucion de probabilidad que, digamos, depende de N parametros (generalmente
representados en el vector ® = (01, 0,,...,0n)"). Y supongamos que este proceso ha arrojado
los siguientes resultados: y1, v2, ..., y;. Entonces, la probabilidad de que el proceso estocastico

tenga como resultado dichos valores es:

f(yt/yt—lf-”/yl;@) :P(Yl :y1/Y2:y2/'~-/Yt :yf/G)) . (218)

Al contrario de una funcién de probabilidad, que determina la posibilidad de tener una obser-
vaciéon como resultado de un proceso estocastico; la igualdad (2.18) ajusta el valor numérico del

vector de pardmetros © en base los resultados (de los que depende dicha funcidén) de un proceso
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estocastico. Por ende, la ecuacidén (2.18) se la denomina funcion likelihood [34, 49]. Adicional-
mente, como el logaritmo de una funcidn alcanza su valor maximo en el mismo punto que dicha
funcidnl, por lo general se aplica el logaritmo a la funcidn likelihood. Asi, esta funcién se vuelve

matematicamente mas simple y es mas sencillo determinar su punto maximo [50].

L®)=In[f (yt, yr-1, .-, y1,0)]

Al maximizar la funcidn likelihood en base al vector de parametros ®, se establece el valor de las
componentes de dicho vector que hacen mas probable la aparicién de los resultados empiricos,
Y1,Y2,-..,Y:, del proceso estocastico. El punto del espacio N-dimensional de parametros que

maximiza la funcidn likelihood se denomina estimacion de maxima verosimilitud [37]:

Omre = argmaxf (v, Yi-1,--.,y1;0) . (2.19)
O¢cR!

Calcular los parametros de un modelo mediante la estimacién de maxima verosimilitud involucra
dos pasos. Primero debe obtenerse la funcion likelihood (Ec. 2.18). En el caso general del proceso
ARMA (Ec. 2.14), la funcidn likelihood que describe los residuos i.i.d. se supone gaussiana (Ec.
1.1) [34, 37, 49]. Segundo, debe calcularse el valor del conjunto de parametros que maximizan la
funcion likelihood gaussiana. El vector de parametros a optimizar referente a dicha funcién esta
compuestos por los parametros auto regresivos, los parametros de media mdvil, una constante y
la varianza:

O = (¢1,...,(])p,61,...,6q,c,02)’

2.2.2 Funcion Likelihood para un Proceso ARMA(p,q) Gaussiano
Consideremos el proceso ARMA(p, q) (Ec. 2.14):
Yi=c+P1Yia+ @2Yio+ -+ PpYip + €+ 0161 + O 2+ -+ + qut_q ,

donde el término de ruido blanco, €;, representa el residuo que aparece al aproximar una obser-

vacion empirica mediante un determinado modelo:

1Propiedad denominada mondétonamente creciente.
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€ = Yt - (C + leYt—l + (PZYt_Z + -+ qbth_p + 61€t_1 + Qzet_z + ...+ qut_q) . (2.20)
——

Obs. Modelo

Todos los elementos de la familia de errores, {et}thl, son mutuamente excluyentes (Ec. 1.7)
y tienen densidad de probabilidad gaussiana (Ec. 1.1). Por lo que la funcidn likelihood conjunta
para el proceso ARMA gaussiano es igual al producto de las funciones de probabilidad de cada

elemento de dicha familia de ruido blanco [32, 33]:

T
fYT,YT,l,.‘.,Yl (]/T/ ]/T—l; ey ]/1|®) = 1—[ fYt (]/t|]/t—1, ey yt—p/ ®) . (221)
t=1

Asimismo, Box y Jenkins [37] recomiendan empezar el célculo de la funcién likelihood a partir
del instante t = p + 1, con Y1, Y>,...,Y), iguales a sus respectivos valores reales y1, y2,...,Yp-

Con el valor de los errores aleatorios en estos instantes:

€p = €p—1=""" = €p_(g+1) = 0. (2.22)

Asi pues, empleando la igualdad (2.20), la distribucion de probabilidad para €; (cont =p+1,p +

2,...,T)es:
2

1 —€t
Ay Yy, ®) = 2.23
fYt (]/tl]/t 1 Yt-p ) Wexp[ZOZ ( )
Por lo que la ecuacion (2.21) toma la siguiente forma:
1 T-p T —62
t
fr, - yparlyp, - 1,60 =0, €p(ge1) = 0) = [ '—27102] AN eXp | 522 (2.24)

Como es mas facil trabajar una suma de funciones cuadraticas en lugar del producto de funcio-

nes exponenciales, aplicamos el logaritmo en ambos lados de la expresion (2.24), teniendo como
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resultado:

£(®) =In [(yT/-~-/yp+1|yp/~-~lylr€p = 0/-~-/€p—(q+1) = O)] =

T-p T-p 2 1o
5 ln(2n)—Tln (0%) - — Z € (2.25)

En virtud de la complejidad de la expresion (2.25), es necesario un método numérico adecuado
para poder encontrar el conjunto de parametros, © = ((j)l, ces Pp, 01,...,0,,c, 02)', que maxi-

mice esta funcion. El algoritmo utilizado para llevar a cabo esta tarea se describe a continuacion.

2.3 ALGORITMO DAVIDON-FLETCHER-POWELL

El método de Davidon-Fletcher-

Maximo
es un algoritmo de optimizacion que i o _ el

-~ Y
\

Powell (también referido como DFP) ]

busca el maximo o el minimo de e
una funcién f(x) denominada ‘fun- e
cion objetivo’ [51]. Esta técnica, a
partir de un punto inicial arbitrario, 1;
ejecuta operaciones (numéricas o I6-

gicas) en un ciclo que se repite va-

rias veces, con el resultado del ciclo

. L o] 05 i 16
anterior como valor inicial del nue- | c: T

vo ciclo (Fig. 2.1) [52]. Este procedi- Figura 2.1: Funcién a optimizar de una sola variable real en la
cual, el algoritmo empieza en un punto inicial arbitrario y después
miento se denomina algoritmo iterati- de tres iteraciones se localiza lo suficientemente cerca al valor
. . gque maximiza dicha funcién.
vo y pertenece a los métodos Quasi-
Newton. Estos métodos se basan en
una aproximacion en serie de Taylor de segundo grado de la funcién objetivo [53]. El término quasi
se debe a que estas técnicas se derivan del Método de Newton que se desarrollé originalmente

para encontrar las raices de funciones diferenciables [51, 54].

Al igual que todos los algoritmos de optimizacion, el método DFP busca el valor extremo (ma-
ximo o minimo) de la funcidn objetivo en una vecindad cercana al punto inicial. Asi mismo, estos

algoritmos no encuentran un valor exacto, sino que lo aproximan con cualquier precision especi-
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ficada mediante un "criterio de convergencia" que define cuando se esta lo suficientemente cerca
del punto minimo o maximo [51]. Mas alin, estos métodos pueden fallar si el punto inicial se en-
cuentra muy distante del valor extremo de la funcién, las variables estdn mal escaladas o si la
funcidn objetivo no cumple con las condiciones que cada algoritmo especifica para trabajar ade-

cuadamente [55].

En el caso del algoritmo DFP, la funcién debe tener segunda derivada y debe ser cdncava en
una vecindad cercana al punto N-dimensional que optimice la funcién objetivo en el espacio de
parametros. Por cédncava nos referimos a que -1 veces la matriz de segundas derivadas debe ser

simétrica, y el producto escalar con cualquier vector tiene como resultado un nimero positivo [55].

Supongamos que @ es un vector de dimensién N que se va a optimizar. Sea g (®) el vector

gradiente de la funcién objetivo f(®) evaluada en un punto N-dimensional inicial arbitrario @:

2f(©)
FE)

8 () =
0=0,

y H(®y) el negativo de la matriz hessiana de la funcién f(©):

’f(©)

H®)=-387a

®©=0

Desarrollando f(®) en serie de Taylor hasta segundo orden alrededor de ®j [50, 53]:
f(©) = f(8) + g (6) [© -] -1/2[® - ] H (B) [® - O] (2.26)

El método de Newton-Raphson consiste en escoger © de tal manera que la expresion (2.26)

alcance su valor maximo, es decir, su derivada en este punto es igual a cero [52]:
8 (®o) — H(©p)[© —Bp] =0
Suponiendo que la inversa de la matriz hessiana [H (G)o)]_1 existe, se define la siguiente expre-

sién,

© -0 =[H(80)] " g(©0).

que en notacidn iterativa toma la forma:

Ous1 = O = [H(On)] " g (On), (2.27)
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donde el m-ésimo paso de la iteracion actualiza el valor estimado de ® hasta que algun criterio
de convergencia sea cumplido. Nétese que en el lado derecho de la expresion (2.27), el vector
[H (@,n)]_1 g (®,,) define la longitud y la direccién entre los vectores ©,,+1 y ®,, conocida como

la direccion de Newton (Ny,):

Ny = [H(©,)] ' g (©On) . (2.28)

Existe la posibilidad de que la inversa de la matriz hessiana [H (@)]_1 no exista, y por esta razén
las expresiones (2.27) y (2.28) no tengan sentido alguno. Asimismo, es necesario que la matriz
hessiana sea definida positiva en los puntos que recorre el algoritmo hasta optimizar la funcion.
Sin embargo, cuando se esta lejos del extremo de la funcidn, esto no ocurre necesariamente. Para
evitar estos inconvenientes, y acelerar el algoritmo al no calcular explicitamente la matriz hessiana
y posteriormente su inversa, Davidon [56] y Fletcher and Powell [57] considerando que la matriz
hessiana (—H(®)), al ser la primera derivada del vector gradiente (g(®)), define la variacién de
g(®) en funcién de la variacién de ®. Con lo cual, propusieron reemplazar la inversa de la matriz
hessiana, en la direccién de Newton (Ec. 2.28), por una secuencia de matrices que se actualizan

en cada iteracion [55]:

lm A; = [H]™!, (2.29)
i—o00
es decir,
Ny =Ang(©,) , (2.30)

con la igualdad (2.27) tomando la forma:

®m+1 = ®m + Am (®m)g(®m) . (2-31)

Una vez que ©,,+1 y el gradiente g (®,,+1) se calculan, el valor de A,,, detallado en [58], se

determina segun la siguiente expresion:

A [ @ns1) = §(Om)] [ Oms1) — g (Om)] Am

[g On+1) - 8 (®m)],Am [g Om+1) — & (®m)]

_ [®m+1 - ®m] [®m+1 - ®m]/ (2.32)

[g (®m+l) -8 (®m)]/ [®m+1 - ®m]

Ams1 = Ay —
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Puesto que la direccion de Newton (Ec. 2.30) depende del gradiente de la funcidn objetivo (Ec.
2.30), el algoritmo DFP garantiza que dicha funcidn varia mas rapidamente en ésta direccion [53].
Pero también, siguiendo dicha direccién ®,,.1 no necesariamente se acerca al valor que optimiza
la funcién objetivo. Por lo que una manera de asegurar la convergencia del algoritmo es introducir

un escalar positivo s en la direccidon de Newton (Ec. 2.31):

Ops1 = O +5A, (On) §(On) , (2.33)

de tal forma que si la distancia entre los vectores ©,,,+1 y ©,, no satisface un determinado criterio
(cuando s = 1), se retrocede a lo largo de la direccidon de Newton disminuyendo el valor del escalar

s [34].

2.4 METODOS DE VERIFICACION

2.4.1 Transformada de Fourier

La Transformacion de Fourier es una teoria desarrollada entre 1807 y 1822 cuando el mate-
matico francés Jean-Baptiste Joseph Fourier estudiaba la transferencia de calor [59]. Esta teoria
permite construir la aproximacion de una funcién como la suma de ondas representadas matema-
ticamente por senos y cosenos [60, 61]. En esta aproximacion la funcién, que originalmente se
describe en unidades de tiempo (0 espacio), pasa a ser representada en unidades de frecuencia.

Maés adun, esta transformacion siempre se puede invertir [61].

Ademas de aproximar funciones, es posible analizar series temporales mediante este proce-
so. Por lo general, a estas series se las representa como la suma de una secuencia de datos,

{i1}32_., que tiene la forma:

Y; :#+Zei¢t—i-
i=0

Al transformar esta representacion al espacio de frecuencia, se describe el valor de Y; como la

suma ponderada de funciones periddicas,

T

Yi=p+ /On a(w) cos(wt)dw +/0 O(w) sin(wt)dw ,
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donde 6(w) y a(w) representan la ponderacién de las funciones sinusoidales [34]. En este do-
minio se puede determinar la importancia que tiene cada frecuencia en el comportamiento de Y;,
lo cual facilita la deteccidn o eliminacidn de caracteristicas asociadas a dichas frecuencias [55,
62]. En ocasiones, la descripcion en el dominio del tiempo es mas simple para determinadas ca-
racteristicas mientras que la descripcién en el dominio de la frecuencia resulta mas sencilla para

estudiar otras caracteristicas [63, 64].

2.4.2 Criterio de Informacion de Akaike

El Criterio de informacién de Akaike, también conocido como AIC (del inglés Akaike Informa-
tion Criterion) [65], es un criterio estadistico que emplea informacién? para determinar la calidad
relativa de un modelo en comparacion a otros. Ningun modelo puede representar completamente
la realidad. Por lo que al describir un proceso -de naturaleza desconocida- a través de un modelo
siempre se omite cierta cantidad de informacién. El criterio de informacion de Akaike define la
bondad de un modelo determinando la cantidad de informacién que este ignora en relacion con
otros modelos. Cuanta menos informacién omite un modelo "mds cercano” es este a la realidad

desconocida [66].

El principio de parsimonia (también llamado Navaja de Ockham) establece que cuando dos teo-
rias en igualdad de condiciones conllevan a las mismas conclusiones, la explicacién mas sencilla
suele ser la mas probable [67]. Esto se debe a que mientras mas parametros tiene un modelo, este
aumenta su complejidad. Por lo que, en el desarrollo de dicho modelo, es mas facil cometer erro-
res en comparacion con un modelo relativamente simple con pocos parametros. Por tanto, el AIC
determina el numero de parametros idéneo de un modelo buscando un balance entre simplicidad

y eficiencia [66, 68].

En la préctica, se calcula el AIC para cada uno de los modelos candidatos y selecciona el
modelo con el valor mas pequefio de AIC. Matematicamente, se representa de la siguiente forma
[36]:

AIC = =2In (f (OmLE)) + 2K, (2.34)

donde f (®umrEg) es el valor numérico de la funcién Likelihood (Ec. 2.18) evaluada en el punto
que la maximiza (i.e. en el estimador de maxima verosimilitud, Ec. 2.19), y K es el nimero de

parametros que definen la estructura del modelo [68].

2Datos que una vez percibidos y procesados cambian el estado de conocimiento de un individuo o sistema.
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Este criterio determina la bondad relativa de un modelo en comparacion a otros. Por lo tanto, si
todos los modelos describen pobremente el proceso, AIC seleccionara el mejor modelo de entre
los propuestos a pesar de que el modelo seleccionado continuara siendo un modelo que describe

mal los datos [68].

2.4.3 Coeficiente de Eficiencia del Modelo Nash-Sutcliffe

El Coeficiente de Eficiencia del Modelo Nash-Sutcliffe (6 NSE del inglés Nash—Sutcliffe Effi-
ciency) es un indice desarrollado originalmente para determinar cuantitativamente la precisién de
los resultados de modelos hidroldgicos [69]. Este indicador es una generalizacién para modelos
no lineales del Coeficiente de Determinacién (R?) [32], y tiene un gran nimero de aplicaciones

[70].

Este coeficiente utiliza datos empiricos para comprobar cual alejados de la realidad estan los

resultados del modelo analizado. Matematicamente se representa de la siguiente forma [69]:

N
> (vi— )

i=

N
2 (vi = Elyil)

=1

—_

, (2.35)
2

donde y; es el dato observado en el instante i, mientras que {j; es la prediccién realizada por el

modelo en el mismo instante.

La expresion en el numerador del segundo término del lado derecho de la igualdad (2.35) es la

suma de residuos, €;, al cuadrado [34],

€ =Yi— 91‘ . (2.36)

La suma cuadratica de estos residuos mide la variacién en los datos que no han sido explicados
por el modelo. Si el numerador se dividiera entre los grados de libertad y se tomara la raiz cuadrada

de este cociente, el valor resultante seria igual al error estandar de estimacion [71].

El coeficiente NSE puede tomar valores menores o iguales a uno (Ef < 1). Si las predicciones
del modelo coinciden perfectamente con la informacidon observada, este coeficiente tomara el valor
de uno (E;s = 1). Si este coeficiente es igual a cero (Es = 0), los resultados del modelo son tan

precisos como la media de los datos observados. Mientras que una eficiencia menor que cero
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(Ef < 0) ocurre cuando la media de los datos originales es un mejor predictor que el modelo,
es decir, cuando la varianza residual (el numerador de la segunda expresion a la derecha de la

igualdad (2.35)), es mayor que la varianza de datos (descrita por el denominador) [71].

La mayor desventaja de la eficiencia de Nash-Sutcliffe es el hecho de que las diferencias entre
los valores observados y predichos se calculan como cantidades al cuadrado. En consecuencia,
los valores mas grandes en una serie temporal se sobreestiman fuertemente mientras que los

valores mas bajos no tiene un gran impacto en el calculo de este indicador [71, 72].

2.4.4 indice de Acuerdo de Willmott

El /ndice de Acuerdo de Willmott, presentado por primera vez en 1981 [73], pretendia superar la
insensibilidad de E¢ y R? a las diferencias entre las observaciones empiricas y las predicciones de
medias y varianzas. Pero al igual que Ey, este indice también es muy sensible a valores grandes

e insensible a valores bajos [70, 74]:

N 2
;1 (vi = 71)
d=1-— — (2.37)
A 2
-21 (19 = Elyl| + [vi = Elwi])
1=
Asi que en 1985 Willmott presenté una nueva versién de este criterio [75],
N A
2 lyi =i
di=1- — , (2.38)

N
Y (|9 = Elyil| + |y - Ely:])

=1

cuyo valor oscila entre 0y 1, donde 1 implica un ajuste perfecto y 0 representa un ajuste muy pobre.
Este indicador, al utilizar valores absolutos, no potencializa los residuos mas grandes producto
de valores extremos como en el caso de las igualdades (2.35) y (2.37) [74]. También es mucho
menos sensible a la forma de la distribucion de frecuencia de error y, como consecuencia, a errores

concentrados en valores atipicos [70].
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En este capitulo detallamos el procedimiento para pronosticar series temporales sismicas. Em-
pezamos con datos empiricos procedentes de un sismdgrafo. Esta informacidn no esta disefiada
para su andlisis, con lo cual es necesario convertir las series a un formato adecuado para su
estudio mediante un procedimiento que resulta no trivial. A continuacion, las series temporales
sismicas se van a dividir en dos partes iguales. Con la primera mitad de las series, y empleando
la técnica de MLE, determinaremos el valor de los parametros que ajustan el Proceso ARMA a
dichas series. Para esto, usamos un algoritmo que maximice la funcidn log likelihood en base al
vector de parametros en el espacio (p + g + 1)-dimensional. En nuestro problema, el algoritmo
se basa en la informacion del gradiente de la funcidn objetivo para definir la direccidn a seguir
en la busqueda del maximo. Posteriormente, con los parametros optimizados, procedemos a pro-
nosticar las series objeto de este estudio en base a la estructura del modelo ARMA(p, q). Por
medio del AIC escogemos el modelo que mejor se ajuste a los datos segun los parametros p y 4.
Finalmente, para determinar si el proceso ARMA puede describir los sismogramas estudiados,
comparamos la segunda mitad de las series temporales sismicas con su respectiva prediccion.
Esta comparacion la haremos por medio analisis espectral, el indice de eficiencia de Nash-Sutcliffe

y el indice de acuerdo de Willmott.

3.1 TRATAMIENTO DE LOS DATOS

Las series temporales sismicas que utilizamos en este trabajo provienen del sismégrafo Trillium
120p, ubicado en el cantdn Rioverde de la provincia de Esmeraldas (latitud 1.07; longitud -79.39),
propiedad del Instituto Geofisico de la Escuela Politécnica Nacional [76]. En vista de la remota
localizacién y de la gran cantidad de informacién que registra este instrumento, el formato en el
que se almacenan los datos es un formato especial asociado al aparato. Para poder analizar los
sismogramas es necesario pasar los registros a formato de texto [77]. Los archivos originalmente

se registran en formato MiniSEED, una version reducida del formato SEED (del inglés Standard
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for the Exchange of Earthquake Data) [78]. Estos deben ser convertidos previamente a un formato

intermedio denominado SAC [79], para posteriormente pasarlos a archivos de texto.

El proceso de conversidn se realiza mediante un software de cédigo abierto llamado PASSCAL
PASSOFT, desarrollado y distribuido por el consorcio IRIS [80]. Este software sirve como base
para descargar datos sismicos, evaluar su calidad y convertir el formato de los datos. PASSOFT
esta actualmente desarrollado, en el caso especial de Linux (con el que nosotros trabajamos),
exclusivamente para Fedora 10 i386 (y versiones posteriores) [81]. También existe la posibilidad
de trabajar con herramientas de conversion® o con el cédigo fuente (para instalarlo en cualquier
otra distribucién de Linux). Para reproducir los resultados a partir de los mismos datos empiricos,

a continuacion describimos el arduo proceso de instalacién al igual que el uso del software.

En la base de datos del consorcio IRIS [82], los paquetes estan etiquetados de la siguiente
forma: PASSOFT-MAJORVERSION (Afio) -MINORVERSION(Dia del afio).i386.rpm. Para instalar
PASSOFT desde el terminal ejecutamos el siguiente comando: rpm -ivh -nodeps **Archivo.rpm**.
Dado que todas las librerias de PASSOFT dependen de otras librerias, es muy probable que se

deba instalar paquetes adicionales para que el comando mencionado anteriormente funcione.

Para convertir ficheros en formato miniSEED a ficheros en formato SAC se utiliza el paquete
mseed2sac v.2.1. [83]. Al instalar este archivo es recomendable mover la descarga a la carpe-
ta /usr/local para evitar problemas cuando se actualice el software del sistema. A continua-
cion, se ejecuta el siguiente comando: make install makefile. Para correr el programa se
utiliza el comando: mseed2sac [opciones] *archivo¥*. Para este caso no es necesario utilizar

[opciones], pero éstas se especifican en [84].

Finalmente, para pasar del formato SAC a formato texto, es necesario instalar un software capaz
de tratar con ficheros en formato SAC (del inglés Seismic Analysis Code), que lleva el mismo
nombre. Por causa de las restricciones de la empresa, se debe llenar una solicitud que el personal

de IRIS debe revisar [85]. Este proceso puede llevar varias semanas.

Desde el terminal, los pasos para instalar este programa son:

1. Cambie la direccidon a: sac-101.6a-1inux_x86_64.tar.gz

2. Para crear la carpeta sac101.6a: sudo tar -zxvf sac-101.6a-linux_x86_64.tar.gz

-C /usr/local/

3. Coloquese en la carpeta: cd sacll.6a

1En el caso de Ubuntu 'alien’.
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4. Actualice sus librerias (opcional):

> sudo apt-get update
> sudo apt-get upgrade
> sudo apt-get install ncurses-dev

> sudo apt-get install libxll-dev

5. Construya e instale el programa:

> chmod +x configure

> chmod +x config/install-sh

\%

./configure
> make

sudo make install

\%

Para arrancar el programa de conversién en el terminal, escriba sac, lo que iniciara la interfaz

del programa [79]. A continuacidn, para transformar a formato de texto se usa:

SAC> read binary <archivo.sac>

SAC> write alpha <archivo.dat>

El sismégrafo registra cantidades que, en promedio, son del orden de 10%. Conlo cual, al realizar
operaciones con estas cifras, las cantidades obtenidas exceden la cantidad de bits del programa
que las maneja. Por esta razén, para emplear variables de doble precisidn en el andlisis, es reco-
mendable reescalar todo el sismograma multiplicandolo por 10~ para que dichas cantidades se

encuentren en unrango de 0 a 1.

3.2 AJUSTE DE LOS PARAMETROS DEL PROCESO ARMA

Al utilizar el proceso ARM A para pronosticar series temporales sismicas (ya convertidas en fi-
cheros de texto), se debe garantizar que estas series sean estacionarias (Ec. 1.5). Para determinar
hasta qué punto un proceso ARMA puede modelar adecuadamente sismogramas, en este es-
tudio utilizaremos 4 series temporales sismicas (Fig. 3.1) con propiedades estadisticas diferentes

(referente al proceso estacionario).

El proceso ARMA define una estructura matematica cuyos parametros se deben ajustar para

tratar de describir una serie temporal dada. La técnica empleada para ajustar estos parametros es
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Figura 3.1: Series temporales sismicas originales de 10,798,990 datos (125 datos por segundo) cada una.
También, una linea horizontal en el instante 43,195.96 (5,399,495 datos) que divide estas series en dos
partes iguales. La primera se utiliza para ajustar los parametros de proceso ARMA y la segunda para
verificar los resultados del mismo. Las series se las trata adimensionalmente ya que las unidades son
irrelevantes para este anadlisis.

la llamada "estimacion de maxima verosimilitud" (Seccidn 2.2). En este planteamiento empleamos
la primera mitad de cada serie temporal de la figura (3.1) para maximizar la funcién log likelihood

en base a dichos parametros.

El algoritmo que utilizamos para optimizar la funcién log likelihood, producido segun la teoria de
Davidon-Fletcher-Powel (Seccién 2.3), es una adaptacion del cédigo descrito en la Seccién 10.7
del libro Numerical Recipes [55]. Este proceso esta compuesto por las subrutinas MINDFP (Cod.
7.1) y LNSRCH (Cod. 7.2). Este es un algoritmo de minimizacién, por lo que al minimizar la funcidn
—f se maximiza f, donde f serd nuestra funcién likelihood [51]. Por ello, la funcién de doble
precision FUNC (Cod. 7.3) calcula el valor numérico de menos una veces la funcidn log likelihood
(Ec. 2.25), es decir:

_r@=_2F

In (2m0?) + % Z €. (3.1)
o t=p+1

Para calcular la sumatoria del segundo término del lado derecho de la igualdad anterior, em-
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pleamos la subrutina ERRVECT (Cod. 7.4). Esta calcula de forma iterativa el valor de estos errores

en base a la ecuacion (2.20),
€t =Yt —C—P1Yr-1 — P2Yr—2— - — PpYi—p — O1€4-1 — Oa€r2 — ... — Og€ ,

y los guarda en un vector (ya que cada €; depende de g errores anteriores). Por el planteamiento
de Box y Jenkins [37], los primeros p valores de la familia de errores, {ei}lT:l, son iguales a cero

y las variables aleatorias, {Yt}thl, toman el valor de la serie temporal sismica a estudiar.

La funcion (3.1) se puede simplificar a la siguiente expresion:

T

L£©)= ) . (3.2)

t=p+1
Esto se debe a que, como plantea el AIC (Seccidn 2.4.2), el modelo mas simple con las mismas
implicaciones debe ser escogido. Es asi como MLE se reduce a minimos cuadrados si los residuos
se distribuyen de forma gaussiana y 6> se determina a partir de la distribucién de residuos con los

demads parametros optimizados.

El algoritmo DFP utiliza la informacion suministrada por el gradiente para determinar, en cada
iteracion, la direccion (Ec. 2.33) en la que se encuentra el punto que maximiza la funcién log
likelihood. Por consiguiente, la subrutina DFUNC (Cod. 7.5), basandose en los resultados de la

subrutina ERRVECT, calcula el gradiente de la ecuacion (3.2), cuya forma general es:

L 9LO) e
gl (®) - axi - 2 Z €taxi 7

t=p+1

donde x; es el i-ésimo elemento del vector de pardmetros ® = (¢1, e Op, 01, ., Qq,c)' Y,

basandose en la igualdad (2.20), €; tiene la forma:
p q
€ =Y —C— Z PiYe-i = Z Ojer—j - (3.4)
i=1 j=1

En la ecuacién (3.3) se aprecia como los elementos del vector gradiente g;(®), difieren entre si
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debido a la derivada parcial de los residuos (Ec. 3.4) en funcidn de cada parametro del vector ©:

(96} _ < (9€t_]‘

% T LT (39
det 1, der-

— = Y= ) Oj=— i=12,..p (3.6)
I, ; IP;

8et _ . aé’t_]' —_

o = “‘?f—k‘;@a—@k k=1,2,...,q (3.7)

El algoritmo determina todas las p + g + 1 derivadas parciales referentes a las tres ecuaciones
anteriores de forma similar: El calculo empieza en el instante p + 1, esto se debe a que los errores
anteriores a este instante son iguales a cero (Ec. 2.22). Con lo cual, usando el resultado del instante
p + 1 se calcula la derivada del instante p + 2. Asimismo, con estos dos resultados se calcula la
derivada parcial en el instante p + 3. Y de forma general, la derivada parcial en el instante ¢ se

calcula con las g derivadas anteriores a este instante.

Cada derivada parcial depende de las derivadas de instantes anteriores. Debido a lo cual, todos
los resultados se guardan en un vector, para el caso de las derivadas referentes a la constante c,

y en matrices tanto para los p parametros auto-regresivos,

—a€p+1 a€p+1 a€p+1-

b1 dpr T 9gy

8€p+2 a€p+2 a€p+2
DPH=|9¢1 dda '~ ¢y |,

der der der

| 9p1  9p2 T Iy |

como para los g parametros de media mavil,

—8€p+1 a€p+1 a€p+1-
a€p+2 a€p+2 aep+2

DTH=| 961 90, 90, | . (3.8)
8eT 8eT 8€T
R

Si se calcula explicitamente los elementos de la matriz anterior se obtiene el siguiente resultado
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(Seccion 7.1):

0 0 0 0 ... 0
a€p+2

0 0 0 ... 0
26,
Opi3 Iz 0o ... 0
260, 961

a€p+4 8€p+3 86;7—0—2

0 e 0
261 261 261
a€p+5 ae]o+4 a6;7—0—3 8€p+2

- 0
DTH=| 061 061 061  J0; . 3.9
8€p+6 a€p+5 a6;74—4 8€p+3 0 ( )
061 001 001 001
degi1 ﬁ deg1 dega depi2
061 001 001 2000 7 961
der  der—1 der—  ders der—q
| 00, 001 001 200 7 901 |

Por lo que el algoritmo puede utilizar solo la primera columna de la matriz anterior para determinar

las derivadas parciales referentes a todos los g parametros de media movil:

’
a€p+2 a€p+3 a€p+4 aeT

DTH =
001 " 901 " 961 " 96y

3.3 CONSTRUCCION DEL PROCESO ARMA Y PRONOSTICOS DE SIS-

MOGRAMAS

Con el fin de determinar si el proceso ARMA(p, q) describe apropiadamente un sismogra-
ma, los pardmetros que caracterizan este proceso se van a ajustar, para cada serie temporal
(Fig. 3.1), con diferentes valores de los parametros p y q. Cada pardmetro tomara valores en-
teros entre 1 y 7 para un total de 49 simulaciones cubriendo todas las combinaciones entre
este par de parametros. En consecuencia, contando a la constante c, el vector de parametros,
O = (q51, e §p, 01, Qq,c)', tendré desde 3 componentes (cuando p y g son iguales a 1),

hasta 15 componentes (cuando p y g son iguales a 7).

Los valores iniciales de las componentes del vector de pardmetros con los que el algoritmo de
optimizacion empieza la busqueda del punto p + g + 1-dimensional que maximizan la funcién log

likelihood son:
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N¢ Valor N° Valor N° Valor

1 1.268D-2 2 2.78D-3 3 | 1.718D-2

4 | -1.8129D-3 | 5 1.6802D-2 6 | -1.11D-2

7 -1.904D-2 8 1.268D-2 9 | 1.718D-2

10 | -1.8129D-2 | 11 | 1.56802D-2 | 12 | 2.78D-2

13 -2.29D-2 14 | 5.6802D-3 | 15 | 7.18D0-3

Tabla 3.1: Valores iniciales del vector de parametros ® en notacién de doble precisién en Fortran 90.

Para el caso ARMA(1, 1) el vector de parametros utilizara los tres primeros valores de la tabla

(3.1):
®3:( X1 , X2 , X3 )//
—— N—— ——
¢ 0 c
donde x; representa uno de los 15 valores de dicha tabla ordenados segun el subindice i. A

continuacion, para el caso ARMA(1, 2):

’
Oy=(x1, x2, x3 , x4 ),
e e i
¢ 601 e c
y en general, para cualquier combinacion de p y g se utiliza los valores iniciales segun el orden

establecido hasta llegar al caso donde se ocupan todos estos valores:

®p+q+1 = ( X1, X2 ,eevy Xp o, Xp+l s Xp+2 5+-+7 Xp+q s xp+q+1)/
S~ — —_—— ——— —— —_—— ——
b1 b2 op 61 0, 0, c

A causa de la gran cantidad de informaciéon que se va a procesar, optamos por usar el su-
percomputador '‘QUINDE’ propiedad del Laboratorio de Calculo Cientifico 'MODEMAT’ [86]. Para
administrar los recursos de este supercomputador, al correr las simulaciones, es necesario un

script.slurm (Cod.7.6) cuyo funcionamiento se detalla en [87].

Con el punto en el espacio de parametros que maximiza la funcién log likelihood, empleando
la subrutina ERRVECT, generamos un conjunto de errores aleatorios segun la igualdad (2.20). Asi,
con estos errores podemos determinar la varianza que maximiza la funcion log likelihood original
(2.25). A continuacién, con la subrutina NDRN (Cod. 7.7) generamos ruido blanco con distribucion
gaussiana a partir de la media y varianza que maximizan la funcidn (2.25). Finalmente, con la su-

brutina TSERIES (Cod. 7.8) de forma iterativa procedemos a pronosticar la serie temporal sismica
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mediante el modelo ARMA(p, q) (Ec. 2.14),

Yi=c+P1Yica+PaYia+ -+ PpYip + € + 01641 + O2€r 2+ - + Og€1 ,

donde {¢;}cz+ es el ruido blanco generado por la subrutina NDRN y los primeros p valores de esta
nueva serie (Y1, Y2, ...,Y;) son iguales a los ultimos p valores de la primera mitad de las series

temporales a predecir.

De los 49 procesos ARMA(p, q), con diferentes valores de p y g, el modelo que mejor se
ajusta a cada sismograma estudiado se determina mediante el Criterio de informacidon de Akaike
(Seccidn 2.4.2). Es decir, calculamos este indicador (Ec. 2.34) para cada proceso y aquel que
tenga el menor valor numérico se considera el modelo mas cercano a la realidad descrita por los

datos del sismograma.

Para validar las series temporales producto del modelo ARMA(p, q), utilizamos la segunda
parte de los sismogramas originales de la figura (3.1). Estos sismogramas se van a comparar con
sus respectivos prondsticos tanto en el dominio del tiempo como en el dominio de la frecuencia.
Es asi como la implementacion de la transformacion de Fourier (Seccion 2.4.1) de estas series
la realizaremos mediante el algoritmo de la Transformada Rapida de Fourier (o FFT del inglés
Fast Fourier transform). El cddigo de este procedimiento esta descrito en la seccion 12.3 del libro
Numerical Recipes [55]. Asimismo, empleamos el Coeficiente de Eficiencia del Modelo Nash-
Sutcliffe (Seccidn 2.4.3) y el indice de Acuerdo de Willmott (Seccién 2.4.4) para determinar la

bondad de los ajustes realizados por el proceso ARMA.



4 RESULTADOS Y DISCUSION

En este capitulo utilizamos el Criterio de Informacidn de Akaike para seleccionar el mejor mo-
delo ARMA de entre los propuestos. Asimismo, analizamos si los resultados presentados por
este proceso capturan las caracteristicas mas importantes para el estudio de series temporales

sismicas.

4.1 VALIDACION DEL MODELO ARMA

Para cada serie temporal analizada (Fig. 3.1) realizamos 49 predicciones con valores enteros
entre 1y 7 para los parametros p y q. Cada una de estas 49 predicciones representa un modelo
diferente de la familia de procesos ARMA(p, q). El modelo, de entre los 49 propuestos, que mejor
ajusta cada sismograma se puede determinar empleando el Criterio de Informacion de Akaike (Ec.
2.34). Donde el nimero de parametros es p+g+1 y la subrutina FUNC calcula el valor negativo de

la funcidn log likelihood (Ec. 3.2), con lo cual, se debe multiplicar por -1 en el calculo de AIC:

AIC

—21In (f (@MLE)) + 2K

—2(-L(OpmrE)) +2(p +q+1)

Los resultados de aplicar este indicador a las series temporales sismicas se presentan en la
figura (4.1). El indice AIC mas bajo para las figuras (a), (b), (c) y (d) corresponde a los procesos
ARMA(7,4), ARMA(5,6), ARMA(7,4) y ARMA(7,7) respectivamente. Cabe destacar que el
hecho de que el mismo proceso ARMA(7,4) describa tanto a la serie HHZ69 como a la serie
HHE259, es mera coincidencia y no se debe a relacidn alguna entre estas dos series. Por otro
lado, las figuras (4.1b) y (4.1c) presentan indices AIC con valores similares. Esto se debe a que

los datos empiricos de cada serie corresponden a componentes de un mismo sismograma.
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Figura 4.1: Dependencia del AIC a los parametros p y g (toman valores enteros entre 1y 7) para las cuatro
series estudiadas. El punto de color rojo representa el AIC de menor valor y la superficie de color morado
es una extrapolacion gaussiana de los datos que se utiliza para visualizar de mejor manera la localizacién
de los puntos en el espacio representado en cada figura.

Con la primera mitad de las series temporales estudiadas (parte de ajuste), se determiné el
valor de los pardametros que ajustan los procesos ARMA (Fig. 3.1). Ahora, para comprobar la
efectividad de los prondsticos realizados por estos modelos, utilizamos la segunda mitad de estas
series temporales (parte de verificacion). En consecuencia, la figura (4.2) presenta a la segunda
mitad de los sismogramas originales y las series producidas mediante el proceso ARMA. Pa-
ra todos los casos, no observamos un comportamiento exactamente igual entre el prondstico y
el sismograma original. El modelo ARMA supone que tanto la media como la autocovarianza
permanecen constantes. Pero los sismogramas de interés, al presentar eventos sismicos como

terremotos, necesariamente no son estacionarios (Tabla 4.1).

La serie de la figura (3.1a), registrada el 03 de marzo de 2009, es la representacion del eje z
(perpendicular a la superficie terrestre) de un velocimetro. Fijémonos que esta es una serie apro-
ximadamente estacionaria que presenta un aumento de la variacion -ensanchamiento- al final de

la misma y exhibe eventos sismicos aislados (representados como el subito aumento de la am-
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Figura 4.2: Comparacioén de la segunda mitad de las cuatro series temporales estudiadas con el respectivo
proceso ARMA que pretende describir dichas series.

plitud en dicha serie). De igual modo, las series de las figuras (3.1b) y (3.1c) (registradas el 16
de septiembre de 2009) son componentes del mismo sismograma en el eje z y en el eje x res-
pectivamente. En la serie HHZ259 existen varios sismos (de diferentes intensidades en instantes
aleatorios) y un aumento de la variacion al final de la misma, lo cual implica que su varianza no ne-
cesariamente es constante. A la par, en la serie HHE259 la varianza aumenta de manera similar a
la serie anterior y, adicionalmente, presenta una media variable con una desviacion a partir de los
50,000 segundos. Finalmente, la figura (3.1d) es la componente en el eje y (direccién Sur-Norte)
de un velocimetro registrado el mismo dia que los dos casos anteriores. Esta serie presenta una
media que decae con el transcurso del tiempo. También, una varianza que aumenta a partir de

los 60,000 segundos. Claramente, este sismograma no es estacionario.

La serie producto del proceso ARMA(7,4) no presenta un aumento de la variacién, y me-
nos aun, los sismos que aparecen en la serie HHZ69 que pretende pronosticar (considerada
como "la mds estacionaria"). De igual modo, las series producto de los procesos ARMA(5, 6)

y AMRA(7,4) no pueden reproducir la evolucion de las series HHZ259 y HHE259 respectiva-
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Series Ajuste ARMA Verificacion
HHZ69 o -0.132 +3E-4 -0.132+5E-4 -0.1799+4E-4
o | 0.1153+7E-4 0.1156+5E-4 | 0.3894+9E-4
HHZ259 | -9.58E-2+7E-4 | -9.62E-2+4E-4 | -0.1433+4E-4
o | 0.2188+5E-4 0.2184+4E-4 | 0.1894+4E-4
HHE259 |t -0.352+6E-3 -0.355+3E-3 -0.108+2E-3
o | 0.3206+7E-4 0.3201+9E-4 | 0.2432+8E-4
ENN259 |1 0.222+9E-3 0.209+8E-3 -0.222+5E-3
o | 6.04E-2+5E-4 | 6.39E-2+5E-4 | 0.2906+4E-4

Tabla 4.1: Media y desviacion estandar de la serie producto del Procesos ARMA, la parte de ajuste y la
parte de verificacion de los cuatro sismogramas estudiados.

mente. Por Ultimo, la serie producto del modelo ARMA(7,7) presenta la varianza de menor valor
(Tabla 4.1). Pero debido a las limitaciones del proceso ARMA y al hecho de que la serie expe-
rimental ENN259 es la que mas variaciones producto de eventos sismicos tiene, la discrepancia

entre estas dos series es la mayor de todos los casos estudiados.
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Figura 4.3: Ampliacion de aproximadamente 5 segundos de las series de la grafica (4.2). La figura superior
registra ruido mientras que las tres ultimas figuras registran un sismo.

Al ampliar cada grafica en el instante donde se registra un sismo (a excepcion de la serie HHZ69

que funciona como control) observamos el comportamiento de estas series mas a detalle. Para
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cada caso, apreciamos como a pesar de que no coinciden exactamente los procesos ARMA con
los datos empiricos, si existe cierta similitud en la forma que tiene cada serie con su prediccion
(Fig. 4.3). A notar, la prediccién del proceso ARMA(7,4) presenta una frecuencia muy similar a
la de los datos empiricos de la serie HHZ69. El valor de las predicciones de las series HHZ259 y
HHE259 crecen y decrecen conforme las series originales tienen sus picos en la parte superior o
inferior a la media. La serie EEN259, debido al sismo, presenta una forma muy accidentada que

el modelo ARMA(7,7) también presenta a pesar de que esta serie no es estacionaria.

a) HHZ69. b) HHZ2589.
9k

Bk

Intensidad

3k i
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Bk &
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o
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Espectro Experimental. ——
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Figura 4.4: Sismogramas y prondsticos del proceso ARMA en el espacio de frecuencia con unidades de
[x10°Hz].

Posiblemente existen relaciones implicitas entre las series experimentales y las series produc-
to del modelo ARMA que no son evidentes en el dominio temporal. Con lo cual, empleamos la
transformacion de Fourier para descomponer las series temporales en sus diversas componentes
dentro del dominio frecuencial. Asi pues, al comparar el espectro de los sismogramas con sus
respectivos prondsticos (Fig. 4.4), observamos que no existen frecuencias en las que estas series
coincidan exactamente: El espectro de los sismogramas HHZ69 y ENN259, presentan un mayor

ndmero de picos y, en general son mucho mas complejos que los espectros de los prondsticos
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del modelo ARMA(7,4) y ARMA(7,7) respectivamente. Al contrario, a pesar de la complicada
naturaleza de los sismogramas, los espectros de las series HHZ259 y HHE259 presentan for-
mas similares a los espectros de sus respectivos prondsticos. En cada grafica observamos picos

pronunciados en los extremos de las figuras que alcanzan intensidades semejantes.

Para establecer cuantitativamente la bondad del ajuste del proceso ARMA, en comparacion
con los datos empiricos, utilizamos el coeficiente de eficiencia Nash-Sutcliffe (Ec. 2.35) y el indice
de acuerdo de Willmott (Ec. 2.38). El coeficiente NSE (E ) toma valores menores o iguales a uno.
Uno, para un ajuste perfecto; cero cuando los prondsticos son tan precisos como la media de
los datos empiricos y valores negativos cuando el valor medio de los datos es un mejor predictor
que el modelo analizado. De forma similar, el indice de acuerdo de Willmott (d;) toma valores
que oscilan entre 0 y 1. Donde uno implica una coincidencia perfecta entre el modelo y los datos

observados, mientras que cero representa un ajuste muy pobre por parte del modelo.

E; a4
HHZ69 -0.1033 | 0.2653
HHZ259 | -1.3841 | 0.2865
HHE259 | -2.7668 | 0.2769
ENN259 | -2.3897 | 0.3627

Tabla 4.2: indices que establecen la bondad del modelo ARMA en comparacién con los datos empiricos.

En la tabla (4.2) observamos que el indice NSE, para todas las series, presenta valores negati-
vos. Teniendo en cuenta que un modelo es de calidad a partir de valores entre 0.5 < NSE < 0.65
[88], estos resultados sugieren que los modelos no describen aceptablemente la realidad repre-
sentada en los sismogramas. Cabe mencionar que, como se aprecia en la tabla (4.2), el valor de
NSE es descendiente desde la serie HHZ69 hasta la serie ENN529. Este resultado confirma la su-
posicion de que las caracteristicas estacionarias disminuyen acorde se cambia de serie temporal

de manera descendiente en la figura (3.1).

Los resultados que obtuvimos al aplicar el indice de acuerdo de Willmott, al encontrarse mas cer-
canos a Cero gue a uno, sugieren también que las predicciones realizadas por el proceso ARMA
no describen apropiadamente series temporales sismicas. Este indice, al utilizar valores absolu-
tos, no potencializa los residuos mas grandes producto de valores extremos como en el caso del
indicador NSE -que los eleva al cuadrado-. Por esta razén, observamos que, contradictoriamente,
el indice di crece conforme se analizan series menos estacionarias (orden descendiente de la

tabla (4.2)).

Antes de concluir categdricamente cualquier resultado, debemos comprobar si las suposiciones
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Figura 4.5: Comparacion entre la distribucion de residuos con su supuesta distribucion de tedrica. La dis-
tribucidn tedrica se supone gaussiana segun el planteamiento tradicional del Proceso ARMA para ajustar
los parametros que caracterizan este proceso.

de nuestro estudio han sido razonables. ¢, estan los residuos €; distribuidos de forma gaussiana?
En base a esta suposicién determinamos en su momento cual es la funcioén log likelihood que se iba
a optimizar para determinar los parametros de cada proceso ARMA (Seccién 2.2.2). En conse-
cuencia, para comprobar si la distribucidn experimental es gaussiana, determinamos los residuos
segun la igualdad (2.36) y contamos la frecuencia del valor de estos términos para determinar su
distribucion. A continuacidn, determinamos la media y varianza de estos residuos experimentales.
Con estos parametros, calculamos la supuesta funcion likelihood gaussiana que deberian tener
los residuos segun la ecuacion (1.1). Y finalmente, comparamos la distribucién experimental con

la tedrica.

En la figura (4.5) se aprecia claramente que los residuos, entre la prediccion de los procesos
ARMA y la segunda mitad de los sismogramas originales, se distribuyen de forma diferente para
cada serie. Para el caso de la serie HHZ69 observamos que la distribucion experimental aparenta

una forma gaussiana con una varianza menor a la varianza de la distribucion tedrica. Pero como
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la distribucidn tedrica se calculd con la media y la varianza de la distribucidn experimental, no es
posible que la distribucion experimental sea gaussiana. Por otro lado, la distribucién experimen-
tal de las series temporales sismicas HHZ259 y HHE259 es gaussiana. Dichas series coinciden
exactamente con sus respectivas distribuciones tedricas. A continuacion, notamos como la distri-
bucidén de residuos de la serie ENN259 es bimodal y, por tanto, no concuerda con su supuesta

distribucion tedrica.

Recapitulando, la tabla (4.1) muestra como el valor medio y la desviacién estandar del proceso
ARMA vy la primera parte de los datos empiricos (parte de ajuste), en todos los casos, son muy
semejantes. Mas aun, en la figura (4.3) apreciamos como este proceso se desempena de manera
excelente dentro de su rango de accién. Esto demuestra como el método de estimacion de maxima
verosimilitud (Seccién 2.2) determind estos valores con gran precision a pesar de que la distribu-
cion de residuos esta bien caracterizada solo para la mitad de los casos (Fig. 4.4). Por otro lado, en
la figura (4.2) esta claro que la complejidad de los sismogramas rebasa la capacidad del proceso
ARMA para predecir este tipo series temporales. Por lo que la correcta eleccién de la funcién log
likelihood (Ec. 2.25) no garantiza mejores resultados. También, en la figura (4.4) apreciamos como
en el dominio de la frecuencia los prondsticos del proceso ARM A no coinciden exactamente con
los datos empiricos. Cabe notar que en las series donde la distribucidn experimental es gaussiana
existe gran similitud entre los espectros tedricos y experimentales (Fig. 4.4b y 4.4c). A la par, la
eficiencia de Nash-Sutcliffe y el indice de acuerdo de Willmott confirman cuantitativamente que

este modelo no es ideal para pronosticar sismogramas (Tabla 4.2).



5 CONCLUSIONES

En este trabajo de titulacidn se analizd la posibilidad de describir sismogramas empleando el
modelo estocastico paramétrico ARMA (en su formulacion general que supone distribucidn de
residuos gaussiana) y el método para calcular parametros denominado Estimacién de Maxima
Verosimilitud. A partir de ajustar los parametros que caracterizan la estructura matematica que el
proceso ARM A establece, es posible pronosticar futuros valores de un sismograma y asi indagar

en la naturaleza de la sismicidad.

En base a las figuras (4.2) y (4.4) queda claro que, tanto en el dominio del tiempo como en el
dominio de la frecuencia, los prondsticos del proceso ARMA no coinciden exactamente con los
datos empiricos. A pesar de que la funcién log likelihood que ajusta los parametros que caracte-
rizan este modelo sea correcta, el coeficiente NSE y el indice de acuerdo de Willmott confirman

cuantitativamente el pobre desempefo de este proceso.

El proceso ARMA supone que las series temporales sismicas que analiza son estacionarias.
Pero en este estudio fue evidente que los sismogramas de interés (que presentan eventos sismi-
cos) no son estacionarios. Con lo cual, el proceso ARMA se ve rebasado por la complejidad de
los sismogramas, obteniendo como resultado predicciones poco precisas que no reproducen toda
la informacion contenida en dichas series. Esto imposibilita el desarrollo de un posible modelo y

la comprension de este fendmeno natural empleando, tnicamente, procesos ARMA.

Debido a la versatilidad de la teoria que respalda las técnicas empleadas, en futuros trabajos
se puede aplicar un filtro que analice la veracidad de una determinada distribucién de residuos.
Ademas, es posible utilizar estructuras matematicas mas sofisticadas que se basan en el proceso
ARMA como son el modelo no lineal auto-regresivo de media mévil (NARMA) y el modelo
de media movil integrado auto-regresivo (ARIMA). También se podrian intentar otros enfoques
como el método generalizado de momentos, la transformacion de Hilbert-Huang (mas conocida

como empirical mode decomposition), dimensién Fractal, entre otros.
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7 ANEXOS

7.1 APENDICE: CALCULO DE LAS DERIVADAS PARCIALES DE RESI-

DUOS RESPECTO A PARAMETROS DE MEDIA MOVIL

Este apéndice demuestra que las matrices (3.8) y (3.9) son equivalentes.

El algoritmo empieza el célculo de las derivadas parciales de la ecuacidon (3.4) respecto a los

parametros de media movil en el instante p + 1:

€p+1 = Yp+1 — C— P1Yp+1-1 = — PpYp+1—p — O1€pr1-1 — -+ — Op€pr1p -

Pero como los errores anteriores a este instante son iguales a cero (Ec. 2.22) la ecuacidn anterior

toma la siguiente forma:

€p+1 = Yp+1 —C — ¢1yp+1—1 T ¢pyp+1—p ’

es decir,

€p+1¢€p+1(61) i:1,2,...,q.
Lo que implica que la derivada parcial de este error referente a cualquier parametro de media movil

es:

8€p+1 _
20;

Para el instante p + 2 se tiene:
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€p+2 = Yp+2 —C— (Plyp+2—1 - ¢pyp+2—p - 61€p+2—1 - 6q€p+l—q
= Ypr2 = C— O1Ype1 — - — QpY2 — O1€p41
= €p42(01)

con lo cual su derivada parcial es:

d€pi2 —€p+1 i=1

- (7.2)
99 0 i=2,3,...,9

Y en general para cualquier instante posterior a p + 1:

€ptj = Yp+j — C— P1Yprj-1 — — PpYp+j—p — O1€p4j-1 — - — Og€pjyg

€p+j(61,02,...,0r) k=1,2,...,q

la derivada parcial de la ecuacion anterior respecto al parametro 6; (Ec. 3.7) se divide en dos

Ccasos.
i<
0€,4i(01,0,,...,0
p 139? D0 con k=120 (7.3)
<
aePﬂ' - .. -0 a€p+j—1 3 9€p+]‘—2 o 8€p+]-_q
90; R T) 2700, 1790,
= —erin — Qlw _ 32—a€p+i_2+(1_i) e €p-izg+(j-i)
p+(j—i) 891 891 q 861

donde la diferencia entre los indices i y j definen el valor de la derivada parcial.

Como ejemplo de lo mencionado anteriormente consideremos que j = i (es decir j — i = 0):

a€p+j — e a€p+i—1 B a€p+i—2 B 8€p+i—q
290, P71 90, 2790, 17960,

en la ecuacioén anterior, recordando la igualdad (7.3), todos los términos del lado derecho de la
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ecuacion anterior desaparecen. Esto lleva a una generalizacidon de la igualdad (7.1),

8€p+i+1 _
20,

Ahora, si la diferencia entre i y j es igual a uno (j — i = 1) se obtiene el mismo resultado de la

igualdad (7.2),

€y d€p+i-1+1 d€pti-2+1 €pti—g+1
— = e, -6 -6, . _p, T
20; 4 90; 90; TS
a€;g+z'+1 a€p+i a€p+i—1 a€;g+z'—q+1
= _€p+1_61 —62 —_ e — q—
ael 861 891 861
8€p+i+1 e

Y siguiendo esta ldgica se puede determinar todas las derivadas parciales de la matriz (3.8),
que dependen de la diferencia entre i y j. Por tanto, es evidente que la matriz (3.9) se deriva de

la matriz (3.8).
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7.2 CODIGOS FUENTE

Cadigo 7.1: Encontrar el minimo de una funcidn.

1 | SUBROUTINE MINDFP(PO,N,P,Q,Y,GTOL, ITER,FRET)
IMPLICIT NONE

INTEGER, INTENT(IN):: N, P, Q IN: TAMANO DE LA MUESTRA TOMADA DE LA SERIE; P
: ORDEN AUTO-REGRESIVO; Q: ORDEN DE MEDIA MOVIL .
REAL 8 ,INTENT (INOUT) :: PO(P+Q+1) IPUNTO ARBITRARIO INICIAL Y PUNTO MINIMO QUE
RETORNA EL ALGORITMO.
5 INTEGER, INTENT (OUT) :: ITER INUMERO DE ITERACIONES.
REAL»8, INTENT(OUT) :: FRET IVALOR MINIMO DE LA FUNCION.
REAL 8 ,INTENT(IN) :: GTOL, Y(1:N) IGTOL: REQUERIMIENTO DE CONVERGENCIA DEL GRADIENTE

. Y: SERIE TEMPORAL SISMICA ORIGINAL.

INTEGER, PARAMETER :: NMAX=50,ITMAX=200,STPMX=100  INVAX: NUVERO MAXIMO DE PARAMETROS
A OPTIMIZAR. ITMAX: NUMERO MAXIMO DE ITERACIONES. STPMAX: LONGITUD MAXIMA DEL
PASO ESCALADO PERMITIDO.

REAL+8, PARAMETER:: EPS=3.D-8,TOLX=4.DO+EPS |CRITERIOS DE CONVERGENCIA DE LA FUNCION.

10 INTEGER:: |, ITS, J

LOGICAL : : CHECK

REAL+8:: DEN,FAC,FAD, FAE, FP,STPMAX, SUMA, SUMDG, SUMXI, TEMP, TEST, DG (NMAX) ,G(NMAX) ,HDG(
NMAX) , HESSIN (NMAX,NMAX) , PNEW(NMAX) , X | (NMAX)

FP=FUNC(N,P,Q,Y,PO0) IFUNCION EVALUADA EN EL PUNTO INICIAL.
CALL DFUNC(N,P,Q,Y,P0,G) IGRADIENTE EN EL PUNTO INICIAL.

15 | SUMA=0DO
DO =1, P+Q+1 112 ICALCULO MATRIZ UNIDAD.

DO J=1, P+Q+1 111
HESSIN(I,J)=0.D0
END DO !11
20 HESSIN(I,1)=1.D0
XI(1)=—G(1) IDIRECCION INICIAL .
SUMA=SUMA+PO ( | ) »*2
END DO !12
STPMAX=STPMX+DMAX1 (DSQRT (SUMA) ,FLOAT (P+Q+1) )
25 DO ITS=1,ITMAX 27 ILAZO PRINCIPAL SOBRE LAS ITERACIONES.
ITER=ITS
ILA EVALUACION DE FUNCIONES OCURRE EN LNSRCH; EL VALOR DE LA FUNCION SE GUARDA EN
FP PARA VOLVER A LLAMAR A LNSRCH.
ILNSRCH(N, P,Q,Y,XOLD,FOLD,G, PO, X, F,STPMAX, CHECK)
CALL LNSRCH(N,P,Q,Y,P0,FP,G, XI ,PNEW, FRET,STPMAX, CHECK)
30 FP=FRET
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DO I=1,P+Q+1 13
XI(1)=PNEW(1)-PO(I) !'ACTUALIZACION DE LA DIRECCION,
PO(1)=PNEW(1) Y DEL PUNTO EN EL ESPACIO DE PARAMETROS.
ENDDO !13
TEST=0.D0 ITEST DE LA CONVERGENCIA DE DELTA X.
DO |=1,P+Q+1 14
TEMP=DABS (X ( I ) ) /DMAX1(DABS(PO( 1)) ,1.D0)
IF (TEMP .GT. TEST) TEST=TEMP

ENDDO |14

IF (TEST .LT. TOLX) RETURN

DO I=1,P+Q+1 115 IGUARDAR EL GRADIENTE ANTERIOR,
DG(1)=G(I)

ENDDO |15

CALL DFUNC(N,P,Q,Y,P0,G) IY EL NUEVO GRADIENTE.

TEST=0.D0 ITEST DE LA CONVERGENCIA DEL GRADIENTE.

DEN=DMAX1 (FRET, 1.D0)

DO |=1,P+Q+1 |16
TEMP=DABS (G( | ) ) xDMAX1(DABS(PO( 1)) ,1.D0) /DEN
IF (TEMP .GT. TEST) TEST=TEMP

ENDDO |16

IF(TEST .LT. GTOL) RETURN !INICIO CORRECCION BFGS.

DO I=1,P+Q+1 117 IDIFERENCIA ENTRE GRADIENTES,
DG(1)=G(1)-DG(I)

ENDDO !17

DO I=1,P+Q+1 119 IY DIFERENCIA ENTRE MATRICES.
HDG( 1) =0.D0

DO J=1,P+Q+1 118
HDG( 1 )=HDG( 1) +HESSIN(1 ,J)+DG(J)
ENDDO |18
ENDDO |19
FAC=0D0 IPRODUCTO DE LOS DENOMINADORES.
FAE=0DO0
SUMDG=0D0
SUMXI=0D0
DO I=1,P+Q+1 121
FAC=FAC+DG( 1) «XI (1)
FAE=FAE+DG( | ) «HDG( 1)
SUMDG=SUMDG+DG( | ) +2
SUMXI=SUMXI+ X1 ( 1) %2
ENDDO |21

IF (FAC .GT. DSQRT(EPS+SUMDG+SUMXI) )THEN !SI FAC NO ES SUFICIENTEMENTE POSITIVO,

SALTAR ACTUALIZACION.
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FAC=1D0/FAC
FAD=1D0/FAE

DO |=1,P+Qs1 122 IVECTOR QUE CORRIGE EL PLANTEAMIENTO DE DFP.
75 DG( | )=FACxXI (1)—FAD+HDG( | )

END DO |22

DO |=1,P+Q+1 124 | FORMULA DE BFGS:

DO J=I,P+Q+1 123
HESSIN(I,J)=HESSIN(1,J)+FAC*XI(1)*XI(J)-FAD % HDG()+HDG(J)+FAE+DG( 1)«

DG(J)
80 HESSIN(J, 1 )=HESSIN(I ,J)
END DO |23
END DO |24
ENDIF
DO |=1,P+Q+1 126 ICALCULO DE LA NUEVA DIRECCION A SEGUIR.
85 XI(1)=0D0

DO J=1,P+Q+1 125
XI(1)=XI(1)=HESSIN(1,J)+G(J)

END DO !25
END DO |26
90 END DO !27 IREGRESO A EMPEZAR OTRA ITERACION.
PRINT+, 'NUVERO MAXIMO DE ITERACIONES ALCANZADO'

RETURN
END SUBROUTINE MINDFP

Caodigo 7.2: Variacion de la longitud del paso entre iteraciones.

1 | SUBROUTINE LNSRCH(N,P,Q,Y,XOLD,FOLD,G, P0,X, F,STPMAX, CHECK)
IMPLICIT NONE
INTEGER,INTENT(IN) :: N, P, Q ITAMANO DE LA SERIE TEMPORAL, ORDEN AUTO-REGRESIVO Y
ORDEN DE MEDIA MOVIL RESPECTIVAMENTE.
LOGICAL,INTENT (OUT) :: CHECK
5 REAL+8,INTENT(IN) :: XOLD(P+Q+1) ,FOLD,G(P+Q+1),Y(1:N) IXOLD ES EL PUNTO INICIAL;
FOLD (FUNCION) Y G (GRADIENTE) EVALUADOS EN XOLD; Y(N) ES LA SERIE TEMPORAL.
REAL+8,INTENT (INOUT) :: PO(1:P+Q+1) |DIRECCION DE NEWTON.
REAL:8,INTENT(IN) :: STPMAX [!CANTIDAD QUE LIMITA LA LONGITUD DE LOS PASOS.
REAL+8 ,INTENT (OUT) :: X(P+Q+1) ,F IX NUEVO PUNTO A LO LARGO DE LA DIRECCION; F VALOR
DE LA FUNCION QUE RETORNA.
REAL+8,PARAMETER :: ALF=1D—4,TOLX=1D-7 !ALF ASEGURA UNA DISMINUCION SUFICIENTE EN EL
VALOR DE LA FUNCION; TOLX ES LA CONVERGENCIA CRITERIO SOBRE DELTA X.
10 INTEGER :: |
REAL«8::A, ALAM, ALAM2, ALAMIN, B, DISC, F2, RHS1, RHS2, SLOPE, SUMA, TEMP, TEST,
TMPLAM
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CHECK=.FALSE.

SUMA=0D0

DO 1=1,P+Q+1 11
SUMA=SUMA+PO ( 1) +PO( 1)

ENDDO 11

SUMA=DSQRT (SUMA)

IF (SUMA .GT. STPMAX) THEN IREESCALAMIENTO S| EL PASO ES MUY LARGO.

DO I=1,P+Q+1 112
PO(1)=P0O( ) +STPMAX/SUMA
ENDDO |12
ENDIF
SLOPE=0D0
DO |=1,P+Q+1 113
SLOPE=SLOPE+G( ) «P0( 1)
ENDDO |13

IF (SLOPE .GE. 0D0) PRINT=, 'LNSRCH: LA DIRECCION SEGUIDA NO MINIMIZA LA FUNCION’

TEST=0D0 ICALCULO DEL VALOR MINIMO DEL ENTERO POSITIVO S.
DO |=1,P+Q+1 114

TEMP=DABS (PO ( | ) ) /DMAX1(DABS(XOLD( 1)) ,1D0)

IF (TEMP .GT. TEST) TEST=TEMP

ENDDO !14

ALAMIN=TOLX/TEST

ALAM=1D0 IPRIMERO SE INTENTA EL PASO DE NEWTON COMPLETO.
1 CONTINUE IINICIO DE LAZO DE ITERACION.

DO |=1,P+Q+1 15
X(1)=XOLD( | ) +ALAM=«PO( I')
ENDDO !15
F=FUNC(N,P,Q,Y,X)
IF (ALAM .LT. ALAMIN) THEN ICONVERGENCIA EN DELTA X.
DO |=1,P+Q+1 16
X(1)=XOLD( 1)
ENDDO !16
CHECK=.TRUE.
RETURN

ELSE IF(F .LE. FOLD+ALF+ALAM«SLOPE) THEN ICRITERIO DE DECRECIMIENTO DE LA FUNCI

ON, (P0=X-XOLD).
RETURN
ELSE | RETROCESO.
IF (ALAM .EQ. 1D0) THEN !PRIMERA VEZ QUE SE RETROCEDE.
TMPLAM=—SLOPE/ (2 D0 » (F-FOLD-SLOPE) )
ELSE I SIGUIENTES RETROCESOS.
RHS1=F—FOLD-ALAM«SLOPE
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RHS2=F2—FOLD-ALAM2+SLOPE | F2=F (XOLD+ALAM2xP0)
A=(RHS1/ (ALAM* % 2)—RHS2/ (ALAM2+ + 2) ) / (ALAV-ALAM2)
55 B=(—ALAM2+RHS1/ (ALAMx + 2) +ALAM+RHS2/ (ALAM2x % 2) ) / ( ALAM-ALAMZ2)
IF(A .EQ. 0D0) THEN
TMPLAM=—SLOPE/ (2 D0+B)
ELSE
DISC=B+B-3D0«A+SLOPE | DISCRIMINANTE.
60 IF(DISC .LT. 0.D0) THEN
TMPLAM=0.5D0ALAM
ELSE IF (B .LE. 0D0) THEN
TMPLAM=(—B+DSQRT(DISC) ) / (3D0+A)

ELSE
65 TMPLAM=—SLOPE/ (B+DSQRT(DISC) )
ENDIF
ENDIF
IF (TMPLAM .GT. 0.5D0+ALAM) TMPLAM=0.5D0+ALAM IS <= 0.5+S 1.
ENDIF
70 ENDIF
ALAM2-ALAM
F2=F
ALAM=DMAX1 (TMPLAM, 0 . 1 DO+ALAM) IS >= 0.1 S_1
- GOTO 1 IINICIO DEL NUEVO LOOP.

75 |END SUBROUTINE LNSRCH

Cédigo 7.3: Calculo de la funcién Log Likelihood.

1 DOUBLE PRECISION FUNCTION FUNC(T,P,Q,Y,TH)
IMPLICIT NONE
ITH=(PHI_1, ... , PHLP, THETA 1,... ,THETA Q,C)
INTEGER, INTENT(IN):: T, P, Q !TAMANO DE LA SERIE TEMPORAL, ORDEN AUTO-REGRESIVO Y
ORDEN DE MEDIA MOVIL RESPECTIVAMENTE.
5 |REAL+8:: EP(T) !VECTOR DE ERRORES ALEATORIOS.
INTEGER:: |
REAL«8:: SUMAT
REAL+8, INTENT(IN) :: TH(P+Q+1), Y(1:T) |Y(T) SERIE TEMPORAL.

SUMAT=0D0
10 | CALL ERRVECT(T,P,Q,Y,TH,EP)
DO [=P+1,T
SUMAT=SUMAT+EP (| ) «EP( )
END DO
FUNC=SUMAT

15 |END FUNCTION FUNC
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Cadigo 7.4: Construccion del vector error.

SUBROUTINE ERRVECT(T,P,Q,Y,TH,ER)

IMPLICIT NONE

|ER_T=Y (T)—TH(P+Q+1)-AR-MA

ITH=(PHI_1, ... , PHI_P, THETA_1,... ,THETA Q,C).

INTEGER, INTENT(IN):: T, P, Q

REAL+8,INTENT(IN) :: Y(1:T), TH(1:P+Q+1) |CONSTANTE=TH(P+Q+1).
REAL+8, INTENT(OUT):: ER(1:T)

INTEGER:: |, J, K
REAL+8:: AR, MA
ER=0D0
DO I=P+1,T !1 ILASO PRINCIPAL.
AR=0.D0; MA=0.D0
DO J=1 , P IPARTE AUTO-REGRESIVA DEL ERROR.
AR=AR+TH(J) *Y(1-J)
END DO
IF (Q .LE. P) THEN !PARTE DE MEDIA MOVIL .
DO K=1,Q
MA=MA+TH (K+P) +ER( 1 —K)
END DO
ELSE
DO K=1,P
MA=MA+TH (K+P) +ER( | —K)
END DO
DO K=P+1,Q

IF (I-K .LT. 1) EXIT
MA=MA+TH (K+P) +ER (1K)
END DO
END IF
ER(1)=Y(1)-TH(P+Q+1)—AR-MA
END DO '
END SUBROUTINE ERRVECT

Cddigo 7.5: Gradiente de la funcion Log Likelihood.
SUBROUTINE DFUNC(T,P,Q,Y,P0,G)

IMPLICIT NONE
| 11PO=(PHI_1, ... , PHI_P, THETA 1,... ,THETA Q,C)
I 11G(1)=(d FUNC)/(d PO(1)); I=1,...,P+Q+1

INTEGER, INTENT(IN):: T, P, Q !TAMANO DE LA SERIE TEMPORAL, ORDEN AUTO-REGRESIVO Y
ORDEN DE MEDIA MOVIL RESPECTIVAMENTE.
REAL+8 ,INTENT(IN) :: Y(T) IVECTOR DE SERIE TEMPORAL.
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REAL+8, INTENT(IN), DIMENSION(P+Q+1):: PO

DOUBLE PRECISION, INTENT(OUT), DIMENSION(1:P+Q+1):: G

REAL+8:: EP(1:T), DC(P+1:T), DPH(P+1:T,1:P), DTH(P+1:T)

IlEP = VECTOR DE ERRORES

ALEATIORIOS; DC = DERIVADAS PARCIALES REFERENTES A C; DPH = DERIVADAS PARCIALES EN
FUNCION DE PARAMETROS AUTO-REGRESIVOS; DTH = DERIVADAS PARCIALES REFERENTES A PAR

AVETROS DE MEDIA MOVIL .
INTEGER : :
G=0.D0
CALL ERRVECT(T,P,Q,Y,P0,EP)

I'1. G(P+Q+1)=(d FUNC) /(d CONSTANT) .
DC=—1D0
DC(P+2)=—1D0+P0 (P+1)
G(P+Q+1)=EP(P+1)«DC(P+1)+EP(P+2)«DC(P+2)
DO |=P+3,T !2 IELEMENTOS DE G(P+Q+1).
IF (I .LE. P+Q) THEN
DO J=1, |I-P-1
DC(1)=DC(1)-PO(P+J)«DC(1-J)
END DO 12.1
ELSE
DO J=1,Q
DC(1)=DC(1)-PO(P+J)«DC(1-J)
END DO 12.2
END IF
G(P+Q+1)=G(P+Q+1)+EP(1)«DC( 1)
END DO 12
2. G(1)=(d FUNC)/(d PO(1));
DO I=P+1,T I3

1,J,K

12.1

12.2

l=1,...

’

DO J=1,P 13.1
DPH(1,J)==Y(1-J)
END DO !3.1
END DO 13
DO J=1,P 14
DO 1=P+2,T 14.1
IF (I .LE. P+Q) THEN
DO K=1,I-P—1 14.1.1

P.

IPRIMER COMPONENTE DE G(P+Q+1).

DPH(1,J)=DPH( I ,J)—P0(K+P)+DPH( 1K, J)

END DO
ELSE
DO K=1,Q

14.1.1

14.1.2

DPH(1,J)=DPH( I ,J)—P0(P+K) +DPH( 1K, J)

END DO
END IF

14.1.2
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END DO 14.1
END DO 14
DO |=1,P !1
DO J=P+1,T 1.1
G(1)=G(1)+EP(J)«DPH(J, I)

END DO 11.1
ENDDO !
13. G(1)=(d FUNC)/(d PO(I)); I=P+1,...,P+Q
DTH=0D0

DTH(P+2)=—EP (P+1)
DTH(P+3)=—EP (P+2)+P0(P+1)+EP(P+1)
DO |=P+4,T 16
DTH(1)=—EP(I—1)
IF (I .LE. P+Q) THEN
DO K=1,I-P—1 16.1
DTH( 1) =DTH( 1)—P0 (P+K) «DTH(1-K)

END DO 16.1
ELSE
DO K=1,Q 16.2
DTH( 1) =DTH( 1)—P0 (P+K) «DTH(1-K)
END DO 16.2
END IF
END DO 16
DO 1=1,Q !1

DO J=P+I,T 1.1
G(P+1)=G(P+1)+EP(J)*DTH(J—1+1)
END DO 11.1
ENDDO !
14. G(I)
G=2D0+G !G=—2+G, PARA MAXIMIZAR SE MULTIPLICA POR —1
END SUBROUTINE DFUNC

Codigo 7.6: Script que administrar los recursos del HPC-MODEMAT.

#!/bin/bash

#SBATCH —qos=extended

#SBATCH —time =24:00:00 # walltime

#SBATCH —ntasks=1 # number of processor cores (i.e. tasks)
#SBATCH ——nodes=1 # number of nodes

#SBATCH —mem-per—cpu=1024M  # memory per CPU core

#SBATCH —J "seismictimeseries" # job name
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#SBATCH —mail—-user=william . castillo@epn.edu.ec # email address
#SBATCH —mail-type=BEGIN

#SBATCH —mail-type=END

#SBATCH —mail-type=FAIL

module load intel/2017 #Fortran compiler.
cd /home/wcastillo
ifort —o result.out 1gauss.f90 2mindfp.f90 3whiten.f90 4main.f90

./result.out

Cédigo 7.7: Numeros aleatorios independientes con distribucién gaussiana.

SUBROUTINE NDRN(N,M, SD,WN)
IMPLICIT NONE
USE IFPORT
REAL+8, PARAMETER:: PI|=DACOS(—1D0)
INTEGER, INTENT(IN):: N ITAVANO DE LA MUESTRA.
REAL+8, INTENT(IN):: M, SD IMEDIA Y DESVIACION ESTANDAR RESPECTIVAMENTE.
REAL+8, INTENT(OUT) :: WN(1:N)
INTEGER:: |
REAL+8:: TEMP
CALL RANDOM NUMBER(WN) | DISTRIBUCION UNIFORME.
DO | = 1, N-1, 2 | CONVERSION A DISTRIBUCION GAUSSIANA SEGUN EL METODO DE BOX-
MULLER.
TEMP = SD+DSQRT(—2D0+DLOG(WN( 1)) ) +DCOS(2D0P1+WN( 1 +1))+M
WN(1+1) = SD+DSQRT(—2D0+DLOG(WN( 1)) ) «DSIN(2D0%P1+WN( 1 +1))+M
WN(1) = TEMP
END DO
END SUBROUTINE NDRN

Cddigo 7.8: Construccion de un modelo en base a una serie temporal.

SUBROUTINE TSERIES(T,TOUT,P,Q,Y,TH, ITER,X)

IMPLICIT NONE

INTEGER, INTENT(IN):: T, TOUT, P, Q !T DEFINE EL NUMERO DE DATOS PARA DETERMINAR EL
VALOR DE LOS PARAMETROS, MIENTRAS QUE, TOUT ES NUMERO DE DATOS A PRONOSTICAR.

REAL+8, INTENT(IN):: Y(1:T)

REAL+8, INTENT(INOUT) :: TH(1:P+Q+1)

REAL+8, INTENT(OUT):: X(1:TOUT)

INTEGER, INTENT(OUT) :: ITER

REAL+8:: ER(1:T), MA, AR, GTOL, FRET, WN(1:TOUT) IWN ES EL VECTOR DE ERRORES
ALEATORIOS GENERADO CON LA SUBRUTINA NDRN.

REAL«8:: MED, STD
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INTEGER:: |, J, K
GTOL=1D-7 ICRITERIO DE CONVERGENCIA.
ITER=0D0; FRET=0DO INOMERO DE ITERACIONES Y VALOR MINIMO DE LA FUNCION.

CALL MINDFP(TH,T,P,Q,Y,GTOL,ITER,FRET)
CALL ERRVECT(T,P,Q,Y,TH,ER)
MED=0D0; STD=0D0
DO I=1, T I3 IMEDIA DE LOS ERRORES ALEATORIOS.
MED=MED+ER( | )
ENDDO 13
MED=MED/DBLE(T)
DO I=1, T !4 |DESVIACION ESTARDAR, VARIANZA.
STD=STD+ (ER( | )-MED) ++2
END DO 14
STD=DSQRT(STD/DBLE(T))
CALL NDRN(TOUT,MED,STD,WN) !|.|.D. CON DISTRIBUCION NORMAL.
X=0D0
DO 1=0,P-1 1
X(P-1)=Y(T-1)  I|P PRIMEROS DATOS DEL MODELO, SON LOS P ULTIMOS DE LA SERIE
ORIGINAL .
END DO 1
DO I=P+1,T 2 ICONSTRUCCION DEL MODELO.
AR=0.D0; MA=0.D0 | PARTE AUTO REGRESIVA Y MEDIA MOVIL RESPECTIVAMENTE.
DO J=1 ,P 12.1
AR=AR+TH(J) «X(1-J)
END DO 12.1
IF (Q .LE. P) THEN
DO K=1,Q 12.2
MA=MA+TH (K+P) sWN( | -K)
END DO 12.2
ELSE
DO K=1,P 2.3
MA=MA+TH (K+P) sWN( | -K)
END DO 12.3
DO K=P+1,Q 2.4
IF (I-K .LT. 1) EXIT
MA=MA+TH (K+P) sWN( | -K)

END DO 12.4
END IF
X (1)=TH(P+Q+1)+WN( | ) +AR+MA
END DO 12

END SUBROUTINE TSERIES



