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Resumen

Decimos que un espacio métrico completo (H,d) es un espacio de Hadamard

cuando para cada x,y € H existe m € H tal que

d(z,m)? < =d(m, x)* + %d(m,y)2 — id(x,y)z, Vz € H.

N|—

Los espacios de Hadamard son, en particular, espacios métricos geodésicos.
Usamos esta propiedad para estudiar conceptos como el de convexidad y com-
binaciones convexas, asi como la existencia del operador de proyeccién de punto

mas cercano sobre un conjunto no vacio, convexo y cerrado.

Dados un espacio de Hadamard (H,d) y Cy,...,Cy C H subconjuntos no
vacios, cerrados y convexos tales que C := N, C; # @, el Problema de Factibili-
dad Convexa consiste en hallar un punto x, € C (ver [Censor y Zaslavski, 2013],
[Von Neumann, 1949], y [Reich y Salinas, 2017]).

En [Censor y Zaslavski, 2013] se demuestra que, bajo ciertas hip6tesis, una su-
cesion generada por un método de proyeccién de cuerdas dindmico converge a
un punto en C para el caso en el que H es un espacio de Hilbert. Decimos que es
un método de proyeccién pues hace uso de los operadores de proyeccién sobre

cadaC;,coni =1,...,m.

El objetivo de nuestro trabajo es la extensiéon del resultado de Censor y Zas-
lavski en el contexto de los espacios de Hadamard. Ademds, demostramos que
este resultado sigue siendo cierto cuando, en lugar de los operadores de proyec-
cién, utilizamos operadores, no necesariamente continuos, que aproximan a los
operadores de proyecciéon. Advertimos al lector que en este trabajo no aborda-
mos el problema desde el punto de vista del Andlisis Numérico, por lo cual no se

estudian ni el orden de convergencia, ni se ofrecen ejemplos numéricos.



Introduccion

El problema de encontrar un punto en la interseccién no vacia de conjuntos
convexos y cerrados se conoce como el problema de factibilidad convexa (PFC),
planteado por John von Neumann en [Von Neumann, 1949]. Su importancia radi-
ca, més alla del interés matematico, en el campo de la recuperaciéon de imagenes
(ver [Bacak, 2018]).

En [Censor y Zaslavski, 2013], Censor y Zaslavski desarrollan un método de
proyeccién tipo promedio de cuerdas, para resolver el problema de factibilidad

convexa en el contexto de los espacios de Hilbert.

En este trabajo de titulacion, estudiamos y extendemos el método de proyec-
cién desarrollado por Censor y Zaslavski para resolver el problema de factibili-
dad convexa en el contexto de los espacios de Hadamard. Los espacios de Hada-
mard son espacios métricos geodésicos completos sobre los cuales se satisface la
CN-desigualdad (Curvatura Negativa) de Bruhat-Tits, generalizan la Geometria
Hiperbdlica de Bolyai-Lobachevsky para espacios de cualquier dimensién, inclu-
so infinita (ver [Bacak, 2014] y [Bridson y Haefliger, 1999]), y en ellos se garantiza

la existencia de un operador de proyeccion.
Descripcién del Capitulo 1
En este capitulo estudiamos a los espacios de Hadamard.

En la Seccién 1.2 introducimos a los espacios geodésicos, y en la seccién 1.3
estudiamos su relacién con los espacios CAT(0), a partir de lo cual definimos los

espacios de Hadamard como espacios CAT(0) completos.

En la Seccién 1.4 presentamos dos caracterizaciones importantes. El Teorema
1.14 describe un espacio CAT(0) si sabemos de antemano que este es un espacio
geodésico. El Teorema 1.15 caracteriza un espacio de Hadamard si sabemos de

antemano que este es un espacio métrico completo.

En la Seccién 1.5 definimos la convexidad de subconjuntos en espacios de Ha-



damard y extendemos la nocién de proyeccion sobre un conjunto no vacio, ce-
rrado y convexo en espacios de Hilbert a espacios de Hadamard, asi como sus

principales propiedades.

Finalmente, en la Seccién 1.6, estudiaos los espacios de Hadamard homogé-

neos.
Descripcién del Capitulo 2

Este capitulo estd dedicado al estudio del método de proyeccioén tipo prome-
dio de cuerdas. Es en este capitulo en el que presentamos nuestros resultados

originales.

En la Seccién 2.1 presentamos la nocién de combinaciones convexas en espa-
cios de Hadamard y estudiamos sus principales caracteristicas. Estos resultados

son generalizaciones de sus respectivas contrapartes del Capitulo 1.

En la Seccién 2.2, definimos los vectores de cuerda y las cuerdas. Dados (H, d)
un espacio de Hadamard, Cy, ..., C;;, C H subconjuntos no vacios, cerrados, con-
vexos con operadores de proyeccion Py, ..., Py, respectivamente, y un vector de

indices t = (t,...,ty) donde t; € {1,...,m} paracadai = 1,...,m, el operador

Pitj]: H - H
x > Plt](x) = Py, ... Py(x),
se conoce como operador de cuerda. Un par ({2, w), donde () es un conjunto de

vectores de indices y
w:H—(0,1),

es tal que Y ;cq w(t) = 1, se conoce como un amalgamador. Dado un amalgama-

dor (), w), al operador

Pow: H —H

x = Poe(x) = ) w(t)P[t](x),
teQd

le lamamos una cuerda. El término

Y w(t)P[t](x),

teQ)

denota la suma convexa definida en la seccién 2.1. Demostramos que los vectores



de cuerda y las cuerdas comparten propiedades similares a las de los operadores
de proyeccién. A partir de la definicién de cuerda, presentamos las sucesiones de
proyeccion tipo promedio de cuerdas y en el Teorema 2.10 mostramos que, bajo
ciertas condiciones, estas sucesiones convergen a un punto en la interseccién de

los conjuntos Cy, ..., Cy,.

En la Seccién 2.3 extendemos la nocién de vector de cuerda y cuerda a cual-
quier grupo de operadores, y no solamente a operadores de proyecciéon. A par-
tir de esto, definimos las sucesiones de aproximacién tipo promedio de cuer-
das.Inspirados en la relacion entre las convergencias de érbitas exactas e inexactas
(ver [Pustylnik et al., 2009]), presentamos el Lema 2.11, el cual establece la relaciéon
entre la convergencia de las sucesiones tipo promedio de cuerdas, estudiadas en
el Teorema 2.10, con la convergencia de ciertas sucesiones en las cuales no in-
tervienen los operadores de proyeccion. Gracias al Lema 2.11, finalizamos este
capitulo demostrando el Teorema 2.12, el cual nos indica que, bajo ciertas condi-
ciones, las sucesiones de aproximacion tipo promedio de cuerdas convergen a un

punto en la intersecciéon de los conjuntos Cy, . .., Cy,.
Descripcién del Capitulo 3

Aqui se presentan las conclusiones y recomendaciones de este trabajo de titu-

lacién.



Capitulo 1
Preliminares

En este capitulo, estudiamos a los espacios métricos completos geodésicos de
curvatura negativa, también conocidos como espacios de Hadamard. [Bacak, 2014]
y [Bridson y Haefliger, 1999] son nuestras referencias principales para este capi-

tulo

1.1. Resultados previos

En esta seccion revisamos resultados que utilizamos para el resto del proyecto.

A lo largo de este trabajo de titulacion, consideramos

N = {1,2,3...},

No = {0} U IN.

PROPOSICION 1.1 (Desigualdad de Cauchy con ¢€). Seana,b € R y ¢ > 0, arbitra-

rios. Se tiene que
2

b
2ab < ea® + ~

(a+b)* < (1+e)a*+ (1 + %) b,



Demostracion. Sabemos que

por lo tanto

=2ab < sa2+?

que es la primera desigualdad buscada. Sumando a%2 + b? a ambos lados de esta

desigualdad obtenemos
2 2 1\ »
(a+b)" < (1+¢e)a”+ (1+E) b*.
O]

Antes de pasar a la demostracion del siguiente resultado, notemos que para

1
20"

Ademds, este conjunto es acotado pues, por la Propiedad Arquimediana, existe

cada « € (0,1) el conjunto {n € Ny : « < 1/2"} es no vacio, pues a« < 1 =

m € N tal que
Lem,
o
de donde
1 < 1 <
2m = o~
Es més, para cada n > m tenemos que
1 1
Z_m < 2_’” <u,

por lo cual, paracada p € {n € N : « < 1/2"} tenemos que
p <m.
De esta forma, la cantidad

Ny :=méax{n € N:a < 1/2}



estd bien definida. Ademas, por definicién,

1
W <ua< 270( Yo € (0,1) (11)

PROPOSICION 1.2. El conjunto
Z=A{k/2m:k=0,1,..2",me N}

es denso en [0, 1] con la métrica usual.

Demostracién. Debemos probar que para cada x,y € [0,1] tales que x < y existe
z € Z tal que
x<z<y.

Sean x,y € Z tales que x < y, y sea € = y — x, de manera que y = x + €. Debemos

probar que existe z € Z tal que
x<z<x-+e

Esta propiedad ya se cumple cuando x = 0, tomando z = 0 o cuando y = 1,

tomando z = 1. Cuando x,y € (0,1), de (1.1) tenemos que

s <x< %

Ahora, si

TR <x+e¢

obtenemos lo requerido, pero también es posible que

o > x+e¢,

en cuyo caso consideramos el conjunto

onx+1

A:{pEIN: e

+ P §x+e}.

Por definicién de ny y n. tenemos que 1 € A, y ademads A estd acotado por

1
et1
271 (x—FS—W),



de manera que podemos definir

k:méx{pelN: v P <x+e}.

ny+1 ne+1 —
2 2

Probemos que

< 1 k
Y= 5ud 1 T onr

Por el contrario, supongamos que

1 k

X > 2nx+1 + 2n5+1 :

Por definicién de n, tenemos que

1 k
x+e > 2nx+1 + 2ng+1 te
1 k 1
>
2nx+1 2n€+1 2n£+1
1 k+1

ny+1 + ne+17
2 2

lo cual contradice el hecho de que

k:méx{pelN: + P §x+e}.

ny+1 ne+1
2 2

Por lo tanto

1 k
X< nx+1 + me+1°

Por la definicién de k, tenemos que

1 k

2anJr < x+e.

mne+1 —

Al combinar (1.2) y (1.3) se sigue que

2n5+1 + kznx-l—l

x < 2 < x-+e.
Finalmente, como x + ¢ = y < 1 obtenemos
2ng+1 +k2nx+1
<1,
2nx+ng+2
y, por tanto
2n€+1 +k2nx+1
€Z,

Dx+1e+2

(1.2)

(1.3)



que es lo que querfamos demostrar. [

LEMA 1.3 (Alexandrov). Consideremos los puntos a,b,b’,c € R?. Supongamos
que b, b’ estdn en lados opuestos de la recta que contiene al segmento que une a
los puntosa y ¢. Consideremos los triangulos /\(a, b, c) y /A\(a, V', ¢) y supongamos
que la suma de los dngulos respectivos en el vértice c es mayor o igual a 7t. Se tiene
que

1b—cll +[le = &'} < [|b—a + [la = bl.

Por tanto, existe otro tridngulo A(E,E,E/) tal que ||[a —b|| = |la —b|, y ||a — E/H =
- =
la=b'll, y Ib=b'[] = [[b—cl| + [lc = &']].

b
la bl
/ | _CH
~ | el
Ja—v'|
b/

Grafico 1. Los puntos 4, b, b’ y c segtn las hipétesis del Lema de Alexandrov.

b
la —b]]

/ b~ el

1 — el

la — ']

Gréfico 2. Los puntos @,b y b’ del resultado del Lema de Alexandrov.

Demostracion. Empezaremos demostrando que
1o —cll+ lle = V|| < b —all + [la = ']

Supongamos, sin pérdida de generalidad, que b, b’ se encuentran en el eje hori-

zontal del plano cartesiano y que a se encuentra sobre este eje. Luego, ¢ también



debe hallarse encima de este eje y por debajo de a, caso contrario la suma de los

angulos respectivos en el vértice seria menor que 77, como se ilustra en el Gréfico
3.

b/

Graéfico 3.

De esta forma, el triangulo A (b, ¢, b') esta contenido en el triangulo A (b, a,b")

y por lo tanto su perimetro es menor, es decir:
1o —cll +lle =t + 1o = V'l < [|b—all +[la = b'|| + [|b =¥,
lo que implica que
1b—cll + lle = bl < [|b—all +[la—"bl.
Ahora, queremos mostrar que existe otro tridngulo cuyos lados midan |ja —
bl|, la = V|| y [|b—c|| + ||c — V| respectivamente. Para que esto sea posible es
necesario que estas tres cantidades verifiquen la desigualdad triangular. Ya de-

mostramos que
1o =cll + lle = bl < b —al| + [la — ¥

Ahora, por la desigualdad triangular tenemos que

la = bl < [la =[] + [Ib" = c[l + [lc = bl

la ="l < fla— bl +1Ib—cll +[lc = '],

que son las otras dos desigualdades necesarias. Por tanto, existen @, b, b tales que
_ = _ = =

[z =l = lla=bl,yla=b| = lla =ty [o=b = |[b—c[][ +lc = &[], forman-

do el tridngulo A(a, b, E/).

]



PROPOSICION 1.4. Sea (7, C R una sucesién de nimeros reales positivos
Tn)nelN p

tal que
Yn < +o00.
n=1
Se tiene que
[T+ %) < 4eo.
n=1

Demostracion. Sea

f: (=1,40) — R
x = f(x) =In(1+x) —x.

Notemos que esta funcién es diferenciable, con

f'i (=1,+0) — R
x »—>f’(x):1j_x—1.

Para cualquier x > 0, tenemos que f'(x) < 0, gracias a lo cual concluimos que la

funcion es decreciente en el intervalo [0, +00), y como

entonces tenemos que
In(1+x) <x Vx>0.

En particular, para cada n € IN tenemos que 7y, > 0, de donde
0 S ln(l + ')’n) S ’Yi’l/

y por lo tanto

m m m

In (H(l +’y,~)> =Y In(1+79,) <) 9u VmeN.
i=1 n=1 n=1

Por la continuidad de la funcién logaritmo natural, tenemos que

In <IO—O[(1 +'yi)) < il'yn < oo,

i=1



Gracias a que la funcién exponencial es creciente, concluimos que

i=1 n=1

ﬁ(l + i) < exp <i 'yn> < oo.

O

PROPOSICION 1.5 (Identidad del Paralelogramo). Sea H un espacio de Hilbert de

norma || - | y producto interno (-, -). Para cada x,y € H se verifica la identidad
2]l + 2llylI* = llx = ylI* + llx +yl*

Demostracién. Sean x,y € H, arbitrarios. Tenemos que

I =ylI?+ llx +yl* = llx]? = (v y) = (2 + lyl?
Hxl? + (xy) + (v x0) + lyll?
= 2|x|* +2ly|I*.

1.2. Espacios Geodésicos

En esta seccion estudiamos los espacios métricos geodésicos y sus propieda-
des. Definimos también los tridngulos geodésicos y los espacios métricos geodé-

sicos de Busemann.

DEFINICION 1.1 (Espacio métrico geodésico). Decimos que un espacio métrico
(X, d) es geodésico cuando para cada par de puntos x,y € X existe una funcién
v :0,1] — X tal que

y, ademds
d(y(r),v(s)) = |r —sld(x,y) Vr,s €[0,1].

Toda funcion que verifique estas condiciones se conoce como una geodésica que

une x cony.

Notemos que, por definicién, toda geodésica es Lipschitz continua.

DEFINICION 1.2 (Espacio métrico tiinicamente geodésico). Un espacio métrico geo-



désico (X, d) se dice inicamente geodésico si para cada par de puntos x,y € X

existe una tinica geodésica que los une.

En un espacio métrico tnicamente geodésico (X,d), utilizamos la notacién
v =: [x,y] cuando 7 es la geodésica que une a x e y. Ademds, entendemos a [x, y]
como el rango de 7, de forma que si z € [x,y]|, entonces existe t € [0,1] tal que

z = 7y(t). También escribimos y; := y(t).

El concepto de geodésica se asemeja al de una curva que une dos puntos en
un espacio métrico, por tanto, también usamos la siguiente notaciéon: para cada

geodésica y = [x,y| ycada t € [0,1]:
(1= Hx+ty = (1),
gracias a la cual podemos entender a y(t) como la combinacién convexa de x e y.

DEFINICION 1.3 (Punto medio). Dados un espacio métrico (X,d) y x,y € X dos

puntos distintos, decimos que m € X es un punto medio de x e y cuando
d(x,y) =2d(x,m) =2d(m,y).

La siguiente proposicién es una caracterizacion de un espacio métrico geodé-

sico si sabemos de antemano que este es un espacio completo.

PROPOSICION 1.6. Sea (X, d) un espacio métrico completo. Los siguientes enun-

ciados son equivalentes:
i) (X,d) es geodésico;
ii) Para todo x,y € X existem € X tal que
d(x,m? +d(y,m)? = 24 (5, v
iii) Cada par de puntos de X admite un punto medio.

Demostracion. Probemos que i) = ii). Sean x,y € X arbitrarios, v una geodésica

que une estos puntosy m = vy <%> . Por definicién tenemos que

d(x,m) = 5d(xy), dly,m) = 2d(xy)



por tanto
(e, m)? + d(y,m)* = Jd(x,y),
que es lo que queriamos demostrar.

Para demostrar ii) = iii), consideremos x, y un par de puntos en X arbitrarios

y m € X tales que
d(x,m)* +d(y,m)* = %d(x,y)z-

Mostremos que m es un punto medio de x e y. Para esto, probemos que
d(x,m) =d(y,m).
Por ii) y la desigualdad triangular, se sigue que

0 = 2d(x,m)*+2d(y,m
> 2d(x,m)*+2d(y,m
= d(x,m)*—2d(x,m)
= (d(x,m) —d(y,m))* >

?—d(x,y)®
2 —d(x,m)* —d(y,m)* —2d(x,m)d(y, m)

Por lo tanto,

d(x,m) =d(y,m).
Ademas, utilizando ii) nuevamente, tenemos que
d(x,y)2 = 4cd(x,m)2 = 4d(y,m)2,
por lo cual
d(x,y) =2d(x,m) =2d(y,m),

de donde m es un punto medio de x e y.

Para mostrar iii) = i), consideremos el conjunto
Z={k2n:k=0,1,.,2",meN}

el cual es denso en [0,1] (ver Proposicién 1.2). Ahora, sean x,y € X dos pun-
tos distintos. Consideremos zgp = x,z; = y y z1,, el punto medio entre zp y z;.
Inductivamente, definimos para cada natural k < 2" impary m € IN, a zx/om
como el punto medio entre z_1)/om Y Z(x41)/2m- Todos estos puntos (indexados

por el conjunto Z), son nuestros candidatos a pertenecer a la geodésica. Vamos a



verificar por induccién que para cada m € IN se cumple que

k— i
d(Zj/zm,Zk/zm) = | 2m]|d(x,y), (14)

donde j,k=0,..,2"yk > j.

Para m = 1 tenemos, por definicién de punto medio, que

k—i .
d(Zk/zl,Z]'/zl) = d(x,y)| 21]| Vk,] — 0,1,2’

lo cual muestra la base de la induccion.

Ahora, sea m € IN, m > 2, arbitrario. Supongamos que para m — 1 se cumple

que

k— | . B .
d(zj/pn 1,2y 1) = #d(x,y), ik=01,..2"1 k>j (L5

Bajo esta hipo6tesis probemos que (1.4) es cierto para m.

Sean k,j € {0,1,2,3,..,2™} tales que k > j, cualesquiera. Consideremos los

siguientes casos:

Caso k, j pares: En este escenario, existen py, p; € IN tales que k = 2py, j = 2p;,

y asi

k Pk j p;

gm — gm=1’ gm — pm-1

lo cual, junto con (1.5) nos indica que

d(Z]'/zm,Zk/zm) = d(zpj/zm—l,zpk/zm—l)

Pk — Pj
= Zm_ljd(x,y)

como queriamos probar.
Caso k par, j impar: Sean py, p;_,pj, € N talesquek = 2p;, j—1=2p; y
j+1=2p;, . Porla desigualdad triangular, (1.5) aplicado a las parejas

k _ pe j-1 P
om — oym—1’ om — om—1’

j—1 _ pj j+1 _ pj,
om — om—1’ om — om—1’




y por definicién de punto medio obtenemos

d(zkjom, zjjom) < d(zgsom, zjy172m) +d(zj1/2m,2)/2m)
1
= d(ZPk/mel, ij+ /szl) + Ed(zj—l/zmlzj—i—l/zm)

1
= d(zpk/Z’”‘l’ZPH /2m_1) + Ed(zm, /2mMs Zp; Jom)
k—j—1 1

i
= Z—m]d(x, ).
Por otra parte, por la desigualdad triangular inversa, (1.5) aplicada a

k_ Pk j+1_pj+

om — oym—1’ om - om—1’

y definicién de punto medio tenemos que

d(Zk/zm,Z]'/zm) > |d(Zk/2m,Z]'+1/2m)—d(Zj+1/2m,Zj/2m)|

— k_fz;ml"'ld(x,y)

= iy,

de donde

d(Zk/zm,Z]'/zm) = 2—m]d(x,y)

El caso k impar, j par es andlogo al caso anterior.

Caso j, k impares: de forma similar a los argumentos anteriores, por la des-

igualdad triangular tenemos que

i —k
d(Zk/zm,Z]‘/zm) < ]Z—md(x,y). (1.6)
Por lo demostrado en al caso j par, k impar vemos que

+1—k
d(zk/zm/ZjJrl/zm) = ]Z—md(x/]/)- (1.7)

Ahora, por la desigualdad triangular inversa y (1.7) se sigue que

d(Zk/zm,Z]'/zm) > |d(Zk/2m,Z]'+1/2m)—d(Z]‘/Zm,Zj+1/2m)|

= ]z—mkd(x, y).



De (1.6) y la tltima desigualdad obtenemos

d(Zk/zm,Z]'/zm) = ]2—md(x,y),

lo cual concluye la induccién.

Para concluir esta demostracién definimos vy : [0,1] — X de la siguiente for-

ma:

1. Cuando t € Z, entonces 7y (t) = z;.

2. Cuando t ¢ Z, consideramos una sucesion (t,),en C Z convergente a t.

Para n,m € N arbitrarios tenemos que

(24, 2t,) = [tn = tm|d(x, ),

y por tanto, la sucesion (z,),eN es de Cauchy, pues (t,),eN es de Cauchy.
Como X es completo por hipétesis, sabemos que existe el limite de (z:, ) eN

y definimos

y(t) := lim z,.

n—oo

Notemos que para t ¢ Z, y(t) no depende de la sucesion (t,),cN escogida, lo cual
nos indica que 7 estd bien definida. En efecto, sean (t,),eN, (Sn)neN Sucesiones

convergentes a t. Por la bicontinuidad de la funcién
d(-,): X x X — RT,

tenemos que

d (1511 Zt,, 1i_r>n zs”> = lgn d(zt,,2s,)
n—oo n—oo n—oo
= li_I>n |th — snld(x,vy)
n—oo
= [t—tld(x,y)
= 0.

Nos resta mostrar que 7y es una geodésica, para lo cual consideramos f,s € [0,1],

(tx)ken € Z una sucesién que converge a t y (sy)pen C Z una sucesién que

converge a S. Tenemos que

d(y(t),7(s)) = lim d(zs,,24,) = Hm [ty —suld(x,y) = [t —s|d(x,y),

n—o0

de donde 7y es, en efecto, una geodésica que une a x e y. O



DEFINICION 1.4 (Triangulos Geodésicos). Sea (X, d) un espacio métrico geodé-
sico. Un tridngulo geodésico con vértices p,q,r € X consiste en los puntos co-
rrespondientes a las tres geodésicas [p,q],[q,7], [, v]. Denotamos a este conjun-
to como A(p,q,r) (que puede no ser tinico en espacios no tnicamente geodé-
sicos). A cada tridngulo geodésico le asignamos un tridngulo en R? de vértices
7,9,7, al cual denotamos por A(p,q,7), de tal forma que d(p,q) = ||p — 7|,
d(p,vr) = |[p =7, d(r,q) = ||p — 4|, y lo lamamos tridangulo de comparacion.
Llamamos a p,q, 7 los puntos de comparacion correspondientes a p, g, v respecti-

vamente.

Six = (1 —t)p+tq para algun t € [0,1], denotamos X su punto de compara-
cién, definido por X := (1 — t)p + 3. Lo mismo para puntos pertenecientes a las

otras dos geodésicas del tridngulo.

DEFINICION 1.5 (Curvatura negativa de Busemann). Sea (X, d) un espacio geo-
désico. Decimos que X tiene curvatura negativa en el sentido de Busemann, o
simplemente, que es un espacio de Busemann, cuando para cada x,y,z € X tales

que my es punto medio de x,z y my es punto medio de y, z se cumple que
2d(my,my) < d(x,y).

PROPOSICION 1.7. Un espacio geodésico (X,d) es un espacio de Busemann si y

solo si para cada par de geodésicas 7y y B, el mapa

T: [0,1] —R
t = T(t) =d(y(t),B(t))

es convexo sobre [0, 1], es decir
d(y(t),B(t)) < (1= 1)d(v(0),(0)) + td(v(1),p(1)) Vi€ [0,1].

Demostracién. =) Supongamos que (X, d) es un espacio de Busemann. Sean v, 8
dos geodésicas cualesquiera. Denotemos por x al punto medio entre y; y o. Por

la desigualdad triangular tenemos que

d(v1/2,B1/2) < d(v1/2,%) +d(x, B1/2),

y por la propiedad de Busemann tenemos que

d(v1/2,€) < zd (o, Bo)

N =



Ak, 172) < 57(71,B).

De esta forma, ) .
d(v1/2,B1/2) < Ed(')’Oz,BO) + Ed(’h,ﬁl)- (1.8)

Demostremos, por induccién sobre m € IN, que

d(vt, Br) < (1 —t)d(0, Bo) + td(71,B1), (1.9)

k
Vte Z = {z—mm E]N,k:O,l,...,Zm}

En caso de que m =1, (1.9) se verifica por (1.8). Sea m € IN, m > 2, arbitrario.

Supongamos que para cada k = 0,1, ...,2" ! se verifica

A(Vk/2ms Brjom) < (1 - %) d (o, Bo) + %d(%,&)- (1.10)

Probemos que (1.9) se cumple para m. Sea k € {0,1,...,2™}, arbitrario. Si k es par,
el resultado se tiene gracias a (1.10). En el caso de que k sea impar, considere-
mos K ,, €l punto medio entre i1/, V Bk—1/2m- Por la desigualdad triangular

tenemos que
d(Yi/2ms Bryam) < A(Yiy2ms Kim) + AKiems Brjam)-

Puesto que X es espacio de Busemann sabemos que

1
A(Yies2ms Kem) < Ed(f)’kfl/2m/,3k71/2m)

1
d(Br/2ms Kkm) < Ed(')’k+1/2m/ﬁk+1/2m)-

Como k + 1,k — 1 son pares, gracias a (1.10) y por las dos desigualdades ante-

riores, se sigue que

1 k—1 1k—1
d(’)’k/zmz,Bk/zm) > (1 - W) d(’)’OI,BO) + Egd(’)’lzﬁl)

1 k+1 1k+1
3 (1 — W) d(vo, Bo) + Eﬁd(’h,ﬁl)

IN

_ (1 — %) d (Yo, Bo) + %d(')’l/ﬁl),



lo cual concluye la induccion.

Con esto, mostramos que
d(y(t),B(t)) < (1= 1)d(7(0), B(0)) +td(v(1), p(1)) Vte Z.
Puesto que Z es denso en [0, 1] (ver Proposicion 1.2), la funcion
d(-,-) : X x X =X,
es bicontinua y las geodésicas <y y B son continuas, obtenemos que

d(y(t), B(t)) < (1= 1)d(7(0),p(0)) + td(v(1),p(1)) Vvt € [0,1].

<) Sean x,y,z € X cualesquiera. Consideremos m; punto medio de [x,z], y

my, punto medio de [y, z]. Por convexidad de T tenemos que
1 1
d(my,my) < Ed(x,y) + Ed(z,z),

de donde obtenemos
2d(my,my) < d(x,y).

COROLARIO 1.8. Todo espacio de Busemann es tinicamente geodésico.

Demostracion. Sean (X,d) un espacio de Busemann y x,y € X arbitrarios. Sean vy
y B dos geodésicas que unen a x e y. Por la Proposiciéon 1.7 tenemos que para cada
te0,1]

d(y(t),B(t)) < (1—1t)d(yo,Bo) +td(71,p1)
= (1-1t)d(x,x)+td(y,y)
= 0.

En conclusién y = B. O]



1.3. Espacios de Hadamard

DEFINICION 1.6 (Espacios CAT(0)). Sea (X, d) un espacio geodésico, decimos que
este es un espacio CAT(0) cuando para cada tridngulo geodésico /\(p,q,r), y x €

[p, 7],y € [p,q] se tiene que
d(x,y) < [[x =7l

en donde X,y son los puntos de comparacion respecto a x e y (ver Definicion 1.4).

Cuando un espacio CAT(0) es completo, decimos que es un espacio de Hadamard.

PROPOSICION 1.9. Todo espacio CAT(0) es de Busemann.

Demostracién. Sean X un espacio CAT(0), p,q,r € X arbitrarios y t = 1/2. Consi-
deremos el tridngulo geodésico A(p, q,r). Escribimos v = [p,r] y B = [p,q]. Por

definicién de espacio CAT(0) obtenemos
d(ve,Br) < |17t — Bl

= [[A-tp+tr—(1—t)p—tq]
= g7

= %d(w),

en otras palabras
2d(v1/2,B172) < d(q,7),
lo cual muestra que el espacio es de Busemann, gracias a que 7y, es el punto

medio entre p y 7, y B1,2 el punto medio entre p y g. O

El siguiente resultado es una propiedad muy importante de los espacios CAT(0).
Mas adelante, demostramos que un espacio geodésico es CAT(0) si y solo si veri-

fica esta desigualdad.

LEMA 1.10. Sean (X, d) un espacio CAT(0), p € X y x : [0,1] — X una geodésica.

Se tiene que:
d(p, xt)2 < (1-t)d(p, x0)2 + td(p, xl)2 — (1 — t)d(xo, x1)2 vt € [0,1].

Demostracién. Entendemos 7, %o, %1, % € IR?, con t € [0,1], los respectivos pun-

tos de comparacion de p, xg, x1, X; respecto al tridngulo geodésico A(p, xg, x1), de



forma que

d(p,xo) = [P —%ol, d(xo,x1) = X0 —%1|, d(x1,p)=[x1—7|.

Entendemos (-, -) como el producto interno de R?. Como p € [xo, p], por defini-

cién de espacio CAT(0) tenemos que

d(p, x1)?

< lp-=l

= [P - (1—5)%o — 71|

= (p—tx1— (1 —t)x0,p — tx1 — (1 — £)X0)

= (-t —(1=t)%,tp+ (1 —t)p—1tx1 — (1 —1)Xo)

= Hp—tx1— (1= t)%,p—7x1) + (1 —t){p— tx1 — (1 — )Xo, P — Xo)

= tp-m+(1-t)x — (1—1)x0,p— 1)
+(1 — t)<?—f0 —tx1 + tfo,ﬁ—f@

= Hp—x,p—%1) +t(1—t)(X1 =%, p — X1) + (1 — £)(p — %o, P — X0)
+t(1—t)(—x; + Xo,p — Xo)

= tlp— %[>+ (1 = )l — Foll — (1 — £)(F1 —To, ¥1 — Fo)

= tp—Tl*+ (1= 1)lp —Tol* — (1 - 1)[|%0 — 7|

= td(p,x1)*+ (1 - t)d(p,x0)* — t(1 — )d(xo, 1),

paracadat € [0,1]. O

LEMA 1.11. Sean (X, d) un espacio CAT(0) y x : [0,1] — X una geodésica. La

funcién
fii XxX —X
(x0,x1) — fi(xo,x1) = (1 —t)xg +txy = x¢

es continua, para cadat € [0,1].

Demostracion. Sea y : [0,1] — X otra geodésica. Por el Lema 1.10 aplicado dos

veces, para cada t € [0, 1] obtenemos
d(xt, yt)z S (1 — t)d(yt, .’Xfo)z —+ td(yt, X1)2 — t(l — t)d(xo, X1)2
< (1 —1)%d(x0,y0)* + t2d(x1,y1)* + t(1 — t)[d(x0, y1)?
+d(x1,0)* — d(xo, x1)* — d(yo,y1)°]-



Como la funcion
d:XxX—>R"

es bicontinua, tenemos que

lim d(xt,yt)z

(Yoy1)— (x0,%1)

< lim (1 —#)%d(xo,y0)* + 2d(x1,y1)* + t(1 — £)[d(x0, y1)*
(Yoy1)— (x0,%1)
+d(x1,0)* — d(x0,x1)* — d(yo, y1)?]

= 0,

independientemente de ¢, es decir

im  fi(yo,y1) = fe(xo,x1) Vt€[0,1].
(voy1)—(xo,x1)

O

PROPOSICION 1.12. Sea (X, d) un espacio CAT(0) y xo,x1,Y0,y1 € X. Para cada
t €10,1], y cada B € [0, 1] se tiene que:

d(x0,y1)* +d(x1,y1-¢)
< d(x0,y0)* +d(x1,v1)* + (212 — H)d(yo, y1)? + td(xo, x1)?
—tBld(xo, x1) — d(yo,y1)]> — t(1 — B)[d(x0, yo) — d(x1, 1))

Demostracion. Sean t, B € [0,1], arbitrarios.

Caso 1: Supongamos que t = 1y B = 0. Sea <y la geodésica que conecta xy, y1

y s € [0,1] por elegir. Por el Lema 1.10 tenemos que:

d(yo, vs)* < (1 —s)d(yo, x0)* + sd(yo,y1)* — s(1 — s)d(x0, 1)

d(x1,7s)? < (1 —s)d(x1, x0)2 4 sd(x1,y1)? — s(1 — s)d(x0, y1)%

Luego, por la desigualdad de Cauchy con e (Proposicion 1.1) y las dos desigual-

dades anteriores, para cada € > 0 se tiene que

d(x1,Y0)*
< [d(x1,vs) + d( s, y0))?



< o+ (1) dln o)

< (T4+e)(1—s)d(x,x0)* 4 (14 €)sd(xq,y1)* + (1 + %) (1—s)d(yo, x0)*
+ (1 + %) sd(yo,y1)* — <2 +e+ %) s(1 —s)d(xo,y1)%

En particular, para ¢ = s/1-s, tenemos que:

d(xo,y1)* +d(x1,v0)* < d(x0,x1)* +d(yo,y1)?

1-—s S
+Td(X0, ]/0)2 + 1—_Sd(x1,y1)2.
Asi, para
s d(xo, Yo)
d(xo, yo0) +d(x1,y1)
obtenemos

d(xo,y1)* +d(x1,y0)* <d(x0,x1)* +d(yo, y1)* + d(x0, y0)* + d(x1, 1)
— [d(x0,v0) — d(x1,11))%, (1.11)

que es la desigualdad buscada para este caso.

Caso 2: Supongamos que t = 1y B = 1. De manera andloga al Caso 1, toman-
do 7y como la geodésica que conecta y1, xo (en este caso, y1 es el punto inicial de

la geodésica y xg el punto final), y tomando

d(xo,x1)
d(xo0,x1) +d(yo, 1)’

S =

se sigue que

d(x0,y1)* +d(x1,y0)* <d(x0,%1)* +d(yo, y1)* + d(x0,y0)* + d(x1,11)*
— [d(x0,x1) — d(yo,11)]%, (1.12)

que es la desigualdad buscada para este Caso.

Caso 3: Supongamos que t = 1y B € [0, 1]. Si multiplicamos (1.11) por (1 — B)

y (1.12) por B y sumamos los resultados obtenemos

d(xo,y1)* +d(x1,y0)*> < d(xo,x1)* +d(yo,y1)* + d(x0,y0)* + d(x1,y1)*
—Bld(xo, x1) — d(yo,y1)]?
_(1 - ‘B)[d(XOIyO) - d(xll yl)]z'



que es la desigualdad deseada.

Caso 4: Para el caso general, gracias al Lema 1.10 y el Caso 3, se sigue que

d(xor}/t)z +d(x1,y1—t)2

S (1 - t)d(x()/ yO)z + td(xO/ yl)z + (1 - t)d(xllyl)z + td(xllyO)z
—2t(1 — t)d(yo, 1)
< d(xo,y0)* +d(x1,11)* + (27 — 1)d(yo, y1)* + td(xo, x1)*

—tBld(xo, x1) — d(yo,y1)]* — (1 — B)[d(x0,y0) — d(x1,¥1)]%,

que es lo que queriamos demostrar.

]

COROLARIO 1.13. En un espacio CAT(0) (X,d), para cada xo,x1,Y0,y1 € X se

tiene que
d(x0,y1)* +d(x1,y0)* < d(x0,y0)* + d(x1,y1)* + d(x0, x1)* + d(yo, y1)*.
Demostracion. Tomando t = 1 en la Proposicion 1.12 se sigue que

d(xo,y1)* +d(x1,50)° < d(xo,x1)* +d(yo,y1)* +d(x0,y0)* + d(x1,y1)?
—Bld(xo, x1) — d(yo,y1))?
— (1= B)[d(x0,y0) — d(x1,51)]?
< d(x0,0)* +d(x1,y1)* +d(x0,%1)* +d(yo,v1)°,

lo cual concluye la demostracion. O

1.4. Caracterizaciéon de los espacios CAT(0) y los es-

pacios de Hadamard

DEFINICION 1.7 (Propiedad de los 4 puntos). Se dice que un espacio métrico
(X, d) tiene la propiedad de los cuatro puntos si para cada x1,x2,y1,Y2 € X exis-
ten x1, x5, € R? tales que

d(x;,yj) = % — v}l parai,j=1,2,



y ademads

d(x1,%2) < [|%1 = x2ll,d(y1,v2) < lly1 = all

DEFINICION 1.8 (Puntos medios aproximados). En un espacio métrico (X, d) de-
cimos que x,y € X tienen puntos medios aproximados cuando para cada ¢ > 0

existea € X tal que
. 1
méx{d(x,a),d(y,a)} < Ed(x,y) +e.
El siguiente teorema es una caracterizaciéon de un espacio CAT(0) cuando sa-
bemos de antemano que este es un espacio métrico geodésico.

TEOREMA 1.14. Sea (X, d) un espacio métrico geodésico. Los siguientes enuncia-

dos son equivalentes:

i) (X,d) es CAT(0);

ii) Para cada x,y,z € X se cumple la desigualdad

A, m)? < 2d(x,y) + 2d(x,2)" — 3d(y,2)

donde m es punto medio de [y, z|;
iii) Para cada geodésica x : [0,1] — X y p € X se tiene que
d(p/ xt)z < (1 _ t)d(pl xO)z + td(p/ xl)z - t(l - t)d(x()/ xl)z‘ (113)

Demostracion. La implicacion i) = ii) se sigue gracias al Lema 1.10.

Ahora, probemos que ii) = iii). Sean x : [0,1] — X una geodésicay p € X,

arbitrarios. Consideremos el conjunto
Z={k2:meN,k=1,2,.,2"}.

Vamos a probar por induccién sobre m € IN que (1.13) se cumple para todo ele-

mento de Z. En el caso en que m = 1, (1.13) se cumple para t = 0/2!,t = 2/2'y

1
2_1/
x1. Con esto cubrimos nuestra base de la induccién. Ahora, sea n € IN arbitrario

por ii) también se cumple para t = 57, puesto que x; es el punto medio entre xg y
2

y supongamos que para cada k € {0,1,...,2"}, si t = k/2", entonces

d(p,x1)* < (1—t)d(p,x0)* + td(p,x1)* — t(1 — t)d(xg, x1)>. (1.14)



Debemos probar que para cada k € {0,1,...,2""1}, (1.13) se satisface para t =
k/an+1. Sea k € {0,1,...,2"*1} arbitrario. Si k es par, entonces existe dx € IN tal que
k = 2dy, luego

ko dg

Tl T oon’
y por (1.14) tenemos lo requerido. Ahora supongamos que k es impar. Tomemos

s = 1/2n+1. Por ii) tenemos que

1 1
d(p,x)* < =d(p, xi—s)* + Sd(p, Xpys)® — Zd(xt—s/xt—&-s)z-

N[ —

Como k + 1y k — 1 son pares, podemos aplicar (1.14) at 4+ sy t — s y obtener
A(p,xras)? < (1=t = 5)d(p,x0)* + (£ 8)d(p, x1)2 = (1~ t = 5)(t + 8)d(x0,31)%,

Ap, 2152 < (1= t+5)d(p,x0)2 + (£ — $)d(p, x1)2 = (1 — £ +5)(t = s)d(x0, x1)2
Combinando estas tres tltimas desigualdades, y por definicién de geodésica se
sigue que
d(p,x)? < (1= t)d(p,x0)* + td(p, 1)
i ta—io !
5”4 2(1 t—s)(t+s)+ >
= (1—1t)d(p,x0)* + td(p,x0)* — t(1 — t)d(xq, x1)>.

(1—t+s)(t—s) d(xo,x1)2

De esta forma, obtenemos que

d(p,x1)* < (1—t)d(p,x0)* + td(p, x0)* — t(1 — t)d(xp,x1)* Vi€ Z.

Puesto que Z es denso en el conjunto [0, 1] (ver Proposicion 1.2), y gracias a la

bicontinuidad de la funcién
d: X xX— R,
y la continuidad de la geodésica x. concluimos que

d(p,x1)? < (1—t)d(p,x0) + td(p,x0)* — t(1 — t)d(xp,x1)* VYt € [0,1].

Probamos que iii) = i) a través de la definicion de espacio CAT(0). Sean
p,q,v € X cualesquiera. Consideremos el triangulo geodésico A(p,q,7) y x €

[p, 4],y € [p,r]. Escribimos B = [p,q], v = [p,r]- Sean s, t € [0,1] tales que x = B



e y = 7+ Consideremos los siguientes tridngulos de comparacion: A(p, %, 7),

N(D,7,7) y AP, x',y'"). Podemos considerar que p = 7 = p,7 = 7y que
y' =7 =¥ (ver Gréfico 4).

P=r=7p

Esto se da graciasaquey = (1 —t)p+ 7,y = (1 —t)p+ {7y
d(p,y) = td(p,r), d(ry)=(1-1d(pr)
7=yl = lltp — &7l] = tl[p — 7l = td(p, 1),
Ip =yl = lltp — trl| = tl[p — 7]l = td(p, ),
7=yl =1A=-t)r=A=0pl =A=lp -7 = (1 -1)d(p,r)

7=yl =11A=1F = A =6)pll = A=1)lp—7ll = (1 - 1)d(p, 7).

Queremos demostrar que

d(x,y) < [x =7l

Por (1.13) se tiene que

d(x,y)?
= d(x,(1—t)p+tr)?
< (1—=bd(x, p)® +td(x,r)>— (1 —t)d(p,r)?
Q=D =pI> + tIx 7> = t(1 = 1) |Ip — 7|
1 =H[x* =201 - 1)xp) + (1 - 1P|
%) = 26(%,7) + |72



—t(1 = D[p|* +2¢(1 = 1) (p,7) — t(1 — )7|]?
= [t+ A =D]lFI* -2 - Fp) —20(x7) + [1 —t = t(1 = 1)][p]”
+2(1 = )P, 7) + [t — (1 = )] |72
= |7 —200 = 1)(x,p) — 26, 7) + (1 = *I[pl* + 21 — )P, 7) + £2][7]|?
= |7 -2& 1 -0p+ ) +1I(1-1H)p - (17|
= |[F-(1-tp-f|?
= |x-7I”

es decir
d(x,y) < X -7l (1.15)

Por (1.13) tenemos también la desigualdad

d(r,x)* < (1=s)d(p,r)* +sd(q,r)* = t(1 — H)d(p,q)*,

pues x = (1 —s)p + sq. De una forma analoga a cémo conseguimos (1.15) (reem-

plazando x por r, y por x, g por r respectivamente) obtenemos
d(r,x) < ||IF %] (1.16)

/

Sean a(p’), a(P), «(P) los dngulos en el vértice p = 7 = p de los tridngulos

),
NPy, AXB,Y) y AP, X, 7), respectivamente (ver Gréfico 5).

q




Los tridgngulos A(p',y,x") y A(X,7,7) tienen un lado en comtin, puesto que
p' =P ey =y;de (1.15) tenemos que
I =yl = d(x,y) < Ix -7l
y gracias a que
I = p'll = d(x, p) = Ix = pll,

concluimos que

a(p’) < a(p). (1.17)

De la misma forma, los tridangulos A(p,%,7) y A(P,X,7) comparten un lado en

comtn, puesto que p = p, ¥ = 7; por (1.16) se sigue que
[F=%|| =d(r,x) < |IF x|,
y como
X =7l =slp—all =sd(p.q) = d(p.x) =[x pl,

obtenemos

a(p) < a(p).

Por la ecuacién anterior y (1.17) tenemos que

a(p') < a(p).
Puesto que los triangulos A(p/, x',y') y A(p, X, Y) comparten un lado en comun,
dadoquep' =pyy =yyque
Ix" = p'll = d(x,p) = sd(p,q) = |x =P,

concluimos que
" =yl < lIx =l
que es lo mismo que
d(x,y) < | =l
como queriamos demostrar. O

DEFINICION 1.9. Sea (H, d) un espacio de Hadamard. Si para cada geodésica x :
[0,1] — H y cada punto p € H se verifica que

d(p,x)*> = (1 —t)d(p, x0)* + td(p, x1)* — (1 — t)d(xg, x1)%,



entonces decimos que H es un espacio de Hadamard plano.

El siguiente teorema es una caracterizacion para los espacios de Hadamard si

sabemos de antemano que el espacio métrico es completo.

TEOREMA 1.15. Sea (X, d) un espacio métrico completo. Los siguientes enuncia-

dos son equivalentes:

i) (X,d) es CAT(0);

ii) Cada par de puntos en X tienen puntos medios aproximados y X posee la

propiedad de los 4 puntos;
iii) Para cada par de puntos x,y € X existe m € X tal que

d(m,z)2 < d(x,z)2 + %d(y,z)2 — %d(x,y)2 Vz € X;

NI -

iv) Para cada par de puntos x,y € X y e > 0 existe m € X tal que
2 1 2, 1 21 2
d(m,z)” < Ed(x,z) + Ed(y,z) - Zd(x,y) +e VzeX.

Demostracion. Verifiquemos i) = ii). Todo espacio métrico con puntos medios
posee puntos medios aproximados, pues para cada par de puntos x,y € X, con

punto medio m, y cada € > 0 tenemos que
1
max {d(x,m),d(y,m)} =d(x,m) = %d(x,y) < Ed(x,y) +e.

De esta forma, solo falta mostrar que X verifica la propiedad de los 4 puntos.
Sean x1,y1,x2,y2 € X, arbitrarios. Consideremos el cuadrildtero Q C R? forma-
do por los tridngulos de comparacion A (X1, X2, ;) y A (X1, X2,7,) teniendo como
lado en comun el segmento [X1, X2]. Supongamos también que ¥,,¥, estdn en la-
dos opuestos de la linea que contiene a [x1, X>]. Tenemos dos casos, cuando Q es

convexo (como en el Grafico 5) y el segundo que no lo sea (como en el Gréfico 6).

Para el primer caso, sea z el punto en el que se intersecan las diagonales [X7, X5
y W1, 7,]- Sea z € [x1,x2] tal que d(x1,z) = ||¥1 — Z||. Por definicién de espacio
CAT(0) sabemos que:

d(y1,y2) <d(y1,2) +d(z,y2) < |7, =2 + 2= Ball = 71 = %2l
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Grafico 5. Cuando Q es convexo.

Gréfico 6. Cuando Q no es convexo.

la cual es la tnica desigualdad que falta para que se cumpla la propiedad de los

4 puntos.

En el caso en el que Q no sea convexo, gracias al Lema de Alexandrov, sabemos

que existen x}, i}, 5 tales que
Iy =l = % = w41,

lx1 = yall = 171 = Bl

/ N e = - =
Iy = v2ll = ll7y =%l + %2 = Bl
Notemos que, a través de rotaciones y traslaciones, podemos mover el tridngulo
/ / / ! _ % /I 35 : /
generado por x7,1, Y5 de tal forma que x; = X1 y y; = ¥, gracias a que ||x] —
vill = |[x¥1 — ¥;||- De esta manera, los cuatro puntos buscados son X1, X2, J;, Y5,

puesto que

d(x1,y2) = %1 = 1]l = 171 — all



Por cémo se construyo el tridngulo, también tenemos que

d(x2,y2) = %2 — 3

d(y1,y2) = [ = 72l < 191 —%all + 172 = 7all = (72 — v2ll-

De esta forma tenemos las dos relaciones de igualdad y la desigualdad que resta-

ban para que se cumpla la propiedad de los cuatro puntos.
Mostremos la implicacion i) = iii). Supongamos que X tiene puntos medios
aproximados y la propiedad de 4 puntos. Primero mostremos la existencia de

puntos medios. Sean x,y € X y (m;);eN puntos medios aproximados tales que
‘ 1 1 .
max{d(x, m;),d(y,m;)} < Ed(x,y) += Vi € IN.

Sean x’, mj, y', m; € IR? que verifiquen la propiedad de los 4 puntos para x, m;, y, m;,
respectivamente. Vamos a probar que (m});cn converge a m’, punto medio entre
x’,y'. De la desigualdad triangular tenemos que:
/ / / / / /
1" =yl < fla” = mif| + [ =y

= =l =l = [l =yl < =[x =y (1.18)

Gracias a la propiedad de los cuatro puntos, y a que (m;);c son puntos medios

aproximados de x e y, se tiene para cada i € IN que

1 1 1
d(x,mi) = ||x' = mi|| < 5d(x,y) + - < SlI¥ =yl + -
i 2 i
y
/ / 1 ]‘ 1 / /
d(y,mi) = |ly' —mi|| < 5d(xy) + = < Sllx =y + =
Utilizando (1.18) y las dos tiltimas desigualdades obtenemos que
1 / / 1 / / 1 / / 1
= == < ||¥ —ml]] < Z|lx — - .
S =yl = 5 < =) < Sl =y + (119)
y
(1.20)

1 / / 1 / / 1 / /
_ _ < —mll < Zllx! — -
Sl =yl == < lly —mill < Sl =yl + =,



para cada i € IN. Por lo tanto,

, 1
lim [l —mil| = 3[1x" = y'll
1— 00

g 1
lim || —mil| = S [x" =yl
1—00

Si consideramos el tridngulo con lados de longitud || x" — /||, ||m} — x'||, ||y’ — m}|],
entonces la distancia ||m’ — m|| viene a representar la mediana trazada desde el
vértice que corresponderia al punto equivalente a m/ hasta el punto medio del

lado de longitud ||x" — v/'||, como vemos representado en el Gréfico 7.

Al
Graéfico 7.

Por la Identidad del Paralelogramo tenemos que

1 .
I ]| = 5 y/2ly" = w2+ 20—~ |~ |2 Vi€ N,

de donde

) 1
lim [|m" — mj| = 5\/2||y’ —m'|[> 4+ 2|lx" = m|[]> =[x = y'[]> = 0.

i—o00
Por lo tanto, (m});c es de Cauchy, y como

d(mi,m;) < ||m; —mj|| Vi, j €N,

entonces (m;);cN también lo es. Como X es un espacio métrico completo, existe
m € X tal que

lim m; = m.
i—00

Finalmente, por definicién de puntos medios aproximados y la desigualdad trian-

gular, tenemos que

—d(x,m;) —d(m;,y) < —d(x,y) VieN,



d(x, m;) < %d(x,y) +IOViEN,
g 1
d(y,m;) < Ed(x,y) + i Vi € N,
de donde
1 1 1 1 .
Ed(x,y) - <d(x,m;) < Ed(x,y) += Vie N
y

d(x,y) + % Vi e N.

Tomando el limite cuando i tiende a o en las desigualdades anteriores, y puesto

que para cada u € X, la funcién

du,-): X — R"

v —d(u,v),
es continua, obtenemos
1
54(x,y) = d(x,m) = d(y,m),

con lo cual concluimos que m es punto medio de x e y.

Ahora que sabemos de la existencia de puntos medios, sean x,y € X arbitra-

rios, m su punto medio, y z € X. Queremos probar que
2 1 2, 1 21 2
d(m,z)" < Ed(x,z) + Ed(y,z) — Zd(x,y) . (1.21)

Sean 2/, x’, m’,yy’ los puntos segtin la propiedad de cuatro puntos para z, x, m, y. Se

sigue que

d(z,m)?

IN

|2/ — |
1

b e ads
1

= I =P+ —y ) +2( 2 )
1

= IR =42 x) — 42+ R+ P+ 20 y')
1

= ZCIZIP - 42,2 + 20

— X1+ 20y} — )12

#2012 - 42, y') + 20y 1)



_1/_/21/_/2_1 I 2
o e A e
< 1cl(x z)? + 1cl(z y)? — 1d(x )
— 2 4 2 4 4 4 4

lo que muestra (1.21).

Demostremos que iii) = i). Por hipétesis, para cada x,y € X existe m tal que

d(m, 2 < 2d(x,x)+ 2d(y,2)* — 3d(x,y),
1
d(m,y)* < 5d(x,y)* + 5d(y,y)* — 7d(x,y)%,

Y 1 1

d(m,m)2 < id(m,x)2 + zd(m,y)2 — —d(x,y)z,
de donde .

d(m,x)2 + d(m,y)2 < Ed(x,y)z,

y

%d(x,y)2 < d(m,x)*+d(m,y)>.

Por lo tanto .

d(m, x)? + d(m,y)* = 5d(x, )2
Por la Proposicion 1.6, X es un espacio métrico geodésico. Por hipétesis y el Teo-
rema 1.14, X es un espacio CAT(0).

Mostremos iii) = iv). Por hipoétesis, para cada par de puntos x,y € X existe

m € X tal que
2 _ 1 2 1 2 1 2
d(m,z)” < Ed(x,z) + id(y,z) — Zd(x,y) Vz € X.

Por lo tanto, para cada par de puntos x,y € X y ¢ > 0 existe m, € X tal que para
cadaz € X

dm,z)? < Sd(xzP+ 3d(y,2)7 — 3d(x,y)

< = — - — —+
d(X,Z) + d(y,Z) d(x,y) g,

tomando m, = m, que es lo que queriamos demostrar.

Finalmente, mostremos que iv) = iii). Sean x,y € X, ¢ > 0y m, € X tales



que:
dme 2)? < (5,27 + 3y, 2)? — Jdx, P +e

para cualquier z € X. En particular, cuando z = x, y z = y obtenemos que

1
(e, x)? < 5d(y,x) = 7d(x,y)* +,

N —

1
d(me,y)* < 5d(x,y)* = 1d(x,y)* +e.

N —

Sumando estas desigualdades tenemos que

1 2, 1 2 _ 1 2

Ed(mg, x)°+ Ed(mg,y) < Zd(x,y) +e. (1.22)
Sea § > 0, arbitrario. Por hip6tesis sabemos que existe m; tal que para todo z € X

d(ms,2)? < (5,2 + (3,2 — 15,y + 6,

N~

En particular, para z = m, y por (1.22) tenemos que

1 1
d(me, ms)* < =d(x,me)? + Ed(y, me)? — Zd(x,y)2 +0<e+d. (1.23)

N| =

Para cada n € IN consideremos ¢, = % Puesto que e y é son arbitrarios, en

particular, de (1.23) se sigue que

d@%m%)§%+l Vi,j €N,

~

(considerando & = ¢,y 6 = ¢;). De esta tltima desigualdad, se sigue que (e, ) neN
es una sucesion de Cauchy, y como X es completo, existe m € X, limite de esta

sucesion. Por definicion de m,,, tenemos que para cadan € IN

d(me,,z)* < =d(x,z)* + %d(y,z)2 - id(x,y)2 +e, VzeEX.

1
2
Tomando el limite cuando n — co obtenemos la desigualdad
2 1 2 1 21 2
d(m,z)" < Ed(x,z) + Ed(y,z) — Zd(x,y) Vz € X,

como queriamos demostrar. O



1.5. Proyeccién de punto mas cercano

DEFINICION 1.10. Sea (H, d) un espacio de Hadamard. Decimos que C C H es

convexo cuando para todo x,y € C, [x,y] C C.

Una funcién f : H — (—o0,+00| es convexa (estrictamente convexa) cuando

para cada geodésica y : [0,1] — H, f oy es convexa (estrictamente convexa), es

decir
flr) <@ =8)f(y0) +tf(n) Vte[01],
flr) <A =Hf(v) +tf(n) vt (01),
respectivamente.

PROPOSICION 1.16. Un subconjunto convexo y cerrado de un espacio de Hada-

mard es también un espacio de Hadamard.

Demostracion. Sea (H,d) un espacio de Hadamard y C C H un conjunto cerrado
y convexo. Sabemos que C es completo puesto que H es completo y C es cerrado.
Sabemos que C es un espacio métrico geodésico con la métrica heredada de H,
puesto que para cada x,y existe una geodésica 7y : [0,1] — H tal que y(0) = x
y ¥(1) = y, y como C es convexo, entonces [x,y] C C. Finalmente, para una
geodésica arbitraria f: [0,1] — C, t € (0,1) y un punto p € C, tenemos que

d(p, Br) < td(p, o)* + (1 — 1)d(p, 1)* — t(1 — )d(Bo, p1)°,

pues esta propiedad la hereda de H. Por el Teorema 1.15 concluimos que (C, d) es

un espacio de Hadamard. O

DEFINICION 1.11 (Proyecciones). Sean (X, d) un espacio métrico, S C X no vacio

y x € X. Definimos la distancia de x a un conjunto S por

ds(x) :=d(x,S) = ingd(x,z),

ze

y la proyeccion de punto mds cercano a S por:
Ps(x) ={s € S:d(x,S)=d(x,s)}.

Notar que a diferencia del caso de los espacios de Hilbert y subconjuntos conve-

xos y cerrados, el operador de proyeccion tiene como rango el conjunto potencia



de S, P(S), pues varios elementos (o ninguno) pueden verificar la condicién de
proyeccién. En particular, cuando Ps(x) es unitario para cada x € X, decimos
que S es un conjunto de Chebyshev. En el caso de los conjuntos de Chebyshev, el
operador proyecciéon de X en S puede ser considerado como una funcién de X en
S.

El siguiente resultado es una extension a los espacios de Hadamard de una

propiedad conocida en los espacios de Hilbert.

TEOREMA 1.17. Sean (H, d) un espacio de Hadamard y C C H no vacio, cerrado

y convexo. Se tiene que

i) C es de Chebyshev, y por tanto podemos definir el operador proyeccion

sobre C como
Po: H —C
x — Pc(x);
ii) Six € H\Cyz e C\ {Pc(x)}, entonces

d(x, Pc(x))* + d(Pc(x),z)* < d(x,z)%

iii) Pc : H — C es no expansivo, es decir, para cada x,y € H
d(Pc(x), Pc(y)) < d(x,y)-

Demostracion. i) Sea x € H un elemento arbitrario. Queremos mostrar que la

funcién

dix,-): C - R

c —d(x,c)
tiene un minimo tnico, para ello trabajemos con la funcién

d(x,-)*>: C =R

¢ —d(x,c)
Por el Lema 1.10, para cada geodésica y tenemos que

d(x,71)* < (1—1)d(x,70)* + td(x,71)* — t(1 = £)d(y0,71)?



< (1 —=18)d(x,v0)? + td(x,71)?,

2

de donde d(x,-)? es estrictamente convexa. Como d(x,-)? es una funcién

no negativa, alcanza un infimo. Sea (¢, ),en C C sucesion minimizante de

d(x,-)?, es decir

lim d(x,c,)? = infd(x,c)? = d(x,C)>2. (1.24)

n—o0 ceC
Como C es convexo, Cyy = %cn + %cm € C para cada m,n € IN. Del Lema

1.10 tenemos que

d(x, cmn)2 < —d(x, cm)2 + %d(x, cn)2 — %d(cm,cn)z,

N =

y como
d(x,C) < d(x,cmn),

se sigue que

1d(Cm/ Cn)z <

1 d(x,cm)? + %d(x, cn)? — d(x, cn)?

N = N =

< 2d(xen)? + 5d(x 0 —d(x,CP (1.25)

Por (1.24), para cada € > 0 existe N € IN tal que si m,n > N, entonces
1 1
Ed(x, ) + Ed(x, cn)? —d(x,C)? < e

En consecuencia, por (1.25) tenemos que la sucesion (c,),en es de Cauchy.

Como H es completo y C es cerrado tenemos que existe u € C tal que

lim ¢, = u.
n—oo

Por la continuidad de la funcién d(x, -)2, obtenemos que
. 2 _ 1y 2 _ 2
C12(fjd(x,c) = nlgr.}od(x, cn)” =d(x,u)?,

de donde u es un minimo de d(x, -)2. Probemos ahora que u es tinico. Supon-
gamos que existe otro minimo v € C, con v # u y consideremos 7y = [u, v].
Como la funcién d(x, -)? es estrictamente convexa, obtenemos

1 1
d(x,73)* < Ecz(x,u)z + Eaz(x,v)z = Cigéd(x,c)z,



iif)

pero como C es convexo, entonces y1 € C, de manera que
2

d(x,71)% > Cig(f:d(x,c)z,

lo cual es contradictorio. Por lo tanto u es minimo tnico de d(x,-)? y a su

vez es minimo tnico de d(x, -) como queriamos mostrar.

Sean x € H\C,z € C\ {Pc(x)}, 7 la geodésica que une Pc(x) con z y
t € [0,1]. Por el Lema 1.10 tenemos que

d(x,v¢)* < (1 —t)d(x, Pe(x))? + td(x,z)* — t(1 — t)d(Pc(x),z)%  (1.26)

Gracias a que C es convexo y que z, Pc(x) € C tenemos que v = [z, Pc(x)] C
C y por tanto
d(x, Po(x))? < d(x, )%

reemplazando esto en (1.26) y simplificando t tenemos que
d(x,Pc(x))? + (1 —t)d(Pc(x),2)* < d(x,z)2
De esta forma, si t — 0 tenemos que

d(x, Pc(x))? +d(Pe(x),2)* < d(x,2)2

Sean x,y € H, arbitrarios. Por el Corolario 1.13 sabemos que

d(x, Pc(y))? +d(y, Pc(x))* < d(x,y)* +d(Pc(x), Pe(y))* + d(x, Pc(x))?
+d(y, Pc(y))*. (1.27)

Ahora, la expresion de la derecha puede ser acotada gracias a ii) de la si-

guiente forma:

d(x,y)* +d(Pc(x), Pe(y))? +d(x, Pc(x))* +d(y, Pc(y))?
= d(x,y)* +2d(Pc(x), Pc(y))? +d(x, Pc(x))* + d(y, Pc(y))?
—d(Pc(x), Pe(y))?
< d(x,y)* +d(x, Pc(y))* +d(y, Pc(x))* — d(Pc(x), Pc(y))*.

Esto, junto con (1.27), desemboca en

d(Pe(x), Pe(y)) < d(x,y) Vx,y € H.



]

DEFINICION 1.12. Sea (H,d) un espacio de Hadamard. Un mapa F : H — H se
dice firmemente no expansivo cuando para cada x,y € H, la funcién
Dyy : [0,1] — [0, +o9]
A = Dyy(A) i =d((1 - A)x +AF(x), (1 - A)y+AF(y))

es decreciente.

Ejemplo. Por la Proposicion 1.7 y el Teorema 1.17, iii), se tiene que las proyec-

ciones métricas son firmemente no expansivas.

LEMA 1.18. Sea (H,d) un espacio de Hadamard. Si w,x,y € H son tres puntos
distintos tales que d(x,y) = d(x,w) 4+ d(w, y), entonces w € [x,y]. Ademds, w =
(1 —t)x + ty, donde

Demostracion. Por el Lema 1.10, si

_ d(x,w) 1 d(w,y)
d(x,y) d(x,y)’

entonces

d((1—t)x+ ty,w)2 < (1—btd(x,w)*+ ifd(y,w)2 —t(1— t)al(x,y)2

d(w, y) 2 d(x,w) 2

= dx,w)” + dly,w)” —d(x,w)d(w,
) + Gy, w)? — d(x wd(w,)

d(x,w) +d(y, w) )

= d(x,w)d(w, ( -1
(w)d(wy) (S

= 0.

Por lo tanto, w = (1 — f)x + ty, que es lo que querfamos demostrar. O

PROPOSICION 1.19. Sean (H,d) un espacio de Hadamard y C C H un conjunto

de Chebyshev. Si Pc es no expansivo, C es convexo.

Demostracion. Sean x,y € C,z € [x,y]. Como Pc es no expansivo y x = Pc(x),

y = Pc(y), notemos que

d(x,2) +d(z,y) = d(x,y) < d(x,Pc(2)) +d(Pc(z),y) <d(x,z) +d(zy),



y por el Lema 1.18, esto implica que Pc(z) € [x,y]. Luego

d(x,Pc(z)) = d(Pc(x),Pc(z))

IA
_

X,z)

(
(
d(x,y) —d(zy)
(
(

IN

d(x,y) —d(y, Pc(z))
= d(x,Pc(z)).

De esta forma d(x,z) = d(x, Pc(z)). De manera andloga, también se obtiene que

d(z,y) = d(y, Pc(z)).

Por el Lema 1.18 tenemos que

_ (4 _dlxz) d(z,y)
= = (-G * e
(4 d(x, Pc(z)) d(Pc(z),y)
= ()
= Pc(Z),
y por lo tanto z € C. H

1.6. Espacios de Hadamard Homogéneos

DEFINICION 1.13 (Espacio métrico Homogéneo). Sea (X, d) un espacio métrico.
Decimos que X es homogéneo cuando para cada x,y € X, existe una isometria
biyectiva M : X — X tal que M(x) = y.

PROPOSICION 1.20. Sea (H, d) un espacio de Hadamard. Seanx,y € H,y = [x, Y]

y supongamos que existe una isometria M : X — X. Se tiene que
Moy = [M(x), M(y)]-
Demostracion. Seat € (0,1) arbitrario. Por el Lema 1.10 tenemos que

d((1—t)M(x) + tM(y), M((1 — t)x + ty)?
< (1-8HdM(x),M((1—-t)x+ ty))2 +td(M(y), M((1 —t)x + ty)2



— H(1 = 1)d(M(x), M(y))?
(1—8)d(x, (1 —t)x +ty)? +td(y, (1 — H)x + ty)? — (1 — t)d(x, y)?
(1= 5)d(x,y)* + 11— 1)%d(x,y)* — t(1 = t)d(x, y)?

= (1-0td(x,y)* —t(1 —t)d(x,y)?
0

4

lo que muestra que
(1—H)M(x) +tM(y) = M((1—-t)x+ty) VYte[0,1],
es decir, M o vy = [M(x), M(y)]. O

COROLARIO 1.21. Sean (H, d) un espacio de Hadamard, C C H un subconjunto
cerrado, convexo y no vacio y M : X — X una isometria biyectiva, entonces M (C)

es cerrado, convexo y no vacio.

Demostracién. Como M es una isometria biyectiva, entonces M~! también es una
isometrfa biyectiva. En particular, M~! es continua y como C es cerrado, enton-
ces M(C) también es cerrado. Para mostrar que M (C) es convexo, consideremos

u,v € M(C). Sabemos que existen x,y € C tales que

y como C es convexo, tenemos que [x,y] C C. Por la Proposicion 1.20 tenemos

que M|x,y| = [M(x), M(y)], y por tanto
[M(x), M(y)] € M(C),
de donde M(C) es convexo. O

DEFINICION 1.14. Sea (H, d) un espacio de Hadamard. Decimos que (H,d) es un

espacio de Hadamard homogéneo si es un espacio métricamente homogéneo.

PROPOSICION 1.22. Sea H un espacio de Hilbert con norma || - || y métrica indu-

cida d. Se tiene que (H, d) es un espacio de Hadamard homogéneo.

Demostracion. Primero mostramos que (H,d) es un espacio métrico geodésico.

Sean x,y € H tomados arbitrariamente. Definimos

v: [0,1] —H



bt == (1—-t)x+ty,
donde + es la operaciéon suma sobre H. Notemos que
Yo = X, Y1 = ]/;

y parat,s € (0,1) tenemos que

d(ve,rs) = [(T=Hx+ty — (1 —s)x syl
= |[(t=s)y = (¢t =s)x]|
= |t=s[llx =yl
= |t =sld(x,y).

De esta forma, y es una geodésica que une a x e y. Como x, y € H fueron tomados

arbitrariamente, concluimos que (H, d) es un espacio métrico geodésico.

Ahora sean x,y € H tomados arbitrariamente. Escribimos

m—lx—l—1
T2t oY

Sea z € H, arbitrario. Gracias a la Identidad del Paralelogramo tenemos que

2

1 1
2 — |2 Zy—
d(m,z)” = Hzx—kzy z
1
= gty -2z
1
= 2 (lx—z+y =z +llx =yl = Ix—y]?)
_ 1 2 2 2
= (2l —zIP+ 2y — =1~ Ix—yI?)
_ 1 2, 1 21 2
= Slr—zP+5ly 2 - gllx—yl2
Por el Teorema 1.15 concluimos que (H, d) es un espacio de Hadamard.

Finalmente, para x,y € H arbitrarios definimos

M: H - H
z > M(z)=z—x+y.

M es una isometria puesto que para 1, v € H tenemos que

d(M(u), M(v)) = lu =x+y —v+x—yl| = [u—o| =d(u0)



Ademads
M(x)=x—x+y=y.

M es invertible con

M': H —-H
z wM1z)=z—y+nx

Por lo tanto, M es una isometria biyectiva tal que M(x) = y. Como x,y € H son

arbitrarios, podemos concluir que (H, d) es métricamente homogéneo. O

Notemos que no todo espacio de Hadamard es métricamente homogéneo. R?
dotado de la métrica inducida por el producto euclidiano usual es un espacio
de Hadamard (en efecto, mostramos que todo espacio de Hilbert es un espacio de
Hadamard). Consideremos B = B((0,0),3) la bola cerrada de centro (0,0) y radio
3, es decir de didmetro 6. Al ser un conjunto cerrado y convexo de IR? es también
un espacio de Hadamard. Sea x = (0,2), y = (0,—3) y z = (0,3). Mostramos
que no puede existir M : B — B isometria tal que M(x) = y, puesto que esta

isometria debe verificar lo siguiente:
d(M(x), M(y)) = d(x,y) =5
d(M(x), M(z)) = d(x,z) = 1
d(M(y), M(z)) = d(y,z) = 6.

En el Gréfico 7. podemos apreciar de negro la frontera de B, el circulo rojo son
todos los puntos que se encuentran a una distancia de 5 unidades de y = M(x),
que son los posibles puntos que puede tomar M(y) y de verde estan todos los
puntos que estdn a una distancia 1 de y = M(x), que son los posibles puntos
que puede tomar M(z). Como d(M(y), M(z)) = 6 es el valor del didmetro del
circulo, que por definicién es la longitud de la linea recta mds larga que puede
estar contenida en B, necesariamente M(y), M(z) deberian estar localizados en
la interseccién del circulo rojo con el circulo negro y el circulo verde y el negro,
respectivamente. Ademds, la recta que une a M(y), M(z) debe ser un didmetro.
La primera condicién nos deja solo con dos opciones para escoger entre M(y) y

M(z) pero ninguna verifica la segunda condicién.

Analiticamente (hallando los puntos de interseccién de los circulos respectivos



M(y)? (M(y)?

(M(z)? (M(2)?

~—_ T

Gréfico 7. Los puntos x, y, z y los posibles valores de M(y) y M(z).

a través de sus ecuaciones) tenemos que

6 '6
y
M(z) = (i@,—f)

y las dos posibles distancias serian:

d(M(z), M(y)) ~ 548

d(M(z), M(y)) ~ 4,38

Ambos valores muy por debajo de 6.



Capitulo 2

Método de Proyeccién Tipo

Promedio de Cuerdas

El objetivo de este capitulo es estudiar la convergencia de las sucesiones gene-
radas por el método de proyeccion tipo promedio de cuerdas en espacios de Ha-
damard. Este método ha sido estudiado en un inicio por Yair Censor y Alexander
Zaslavski en el contexto de espacios de Hilbert (ver [Censor y Zaslavski, 2013]).
Ademads, analizamos la modificaciéon del método que reemplaza los operado-
res de proyecciéon por aproximaciones de los mismos, siguiendo las ideas de
[Reich y Salinas, 2017] y [Reich y Salinas, 2016].

2.1. Combinaciones Convexas

Empezamos por definir la nocién de combinacién convexa entre més de dos
elementos en un espacio de Hadamard. Ademads, en esta seccion extendemos cier-
tas propiedades de las geodésicas, que fueron estudiadas en el Capitulo 1, a las

combinaciones convexas.

DEFINICION 2.1 (Combinacioén convexa). Sea (H,d) un espacio de Hadamard.
Dados dos puntos x,y € H, 7y la geodésica que los une y t € [0,1], decimos que el

punto
v(t) = (1 —t)x+ty,

es la combinacién convexa entre x e y. Ahora, sean x1, ..., x, € H, donden > 3 es



un natural, y aq, ..., € (0,1) tales que

entonces definimos la combinacién convexa entre x1, ..., x, como el punto

n
Y wix; = a1X1 4 oo+ Ay
i=1

tal que
n n—1
Y wixi = (1—an) Y Bixi + anxy,
i=1 i=1
donde
_ &
ﬁl N 1 - “n

paracadai=1,...,n—1.

En lo que sigue, presentamos algunas propiedades referentes a las combina-

ciones convexas.

Notemos que, en general, la combinacién convexa depende del orden en que
se tomen los respectivos elementos. En los siguientes dos resultados, mostramos

que este no es el caso para espacios de Hadamard planos (ver Definicién 1.9).

LEMA 2.1. Sean (H,d) un espacio de Hadamard, x1,x2,x3 € H yr,s,t € (0,1)

tales quer + s+t = 1. Se verifica que
i) tx1+ (1 —f)xp = (1 —t)xp + txq.

Si ademds H es un espacio de Hadamard plano, tenemos también que
ii) rxq1 + sxp + txz = sxp + tx3 + rxq.

Demostracion. i). Por el Lema 1.10 tenemos que

d(txy + (1 —B)x, (1 — £)xo + tx1)?

td(x1, (1 — £)xo + tx1)% + (1 — )d(x, (1 — £)xp + tx1)? — t(1 — £)d(x1, x2)?
= (1 —1)%d(x1,x2)% + (1 — ) £2d(x1, x2)* — (1 — £)d(x1, x2)?

= (1 —t)d(x1,x2)% — t(1 — t)d(x1, x2)?

-0,

IN



por lo tanto, tx1 + (1 — #)xo = (1 — t)xp + tx1.

ii). Como H es un espacio de Hadamard plano sabemos que para cada geodé-

sica 7y y cada p € H tenemos que

d(p,vi) = (1= 1)d(p, v0)* + td(p, 11)* — (1 = )d(y0,m1)>, VE€ (0,1). (21)
Consideremos

a := rx;+sxy+txs,
b = sxp+txs+rxy.
Por definicién de combinacién convexa tenemos que

r s
a=(1-1t) (1_tx1+1_tx2>+tx3,

S t
b:(l—r)(1_rx2-|—1_rx3>+rx1.

Queremos demostrar que a = b, que es lo mismo que demostrar que d(a, b)? = 0.

Aplicando (2.1) consecutivamente, y gracias a que para cada geodésica y
d(yo, (1 = t)yo + t71) = td(v0,71), VvVt €[0,1],

d(7, (L =ty +ty1) = (1 —t)d(v,m), Vte0,1],

tenemos que

d(a,b)?
r s 2
= d((l—t) (1_tx1—|— l_tx2> —|—i’X3,b)

2
r S
= (1—t)d <1_tx1+1_tx2,b) +td(X3,b)2

2
r s
—(1—t)td (Xg, Tty + 13 txz)

= rd(x1,b)? + 5d(x2, b)? + td(x3,b)* — %d(xl,xz)z

2
r S
_(1 — t)td (X3, EX‘l + 1= tXZ)

2
S t
= rd (xl,(l—r) (1_rx2—|—1_rx3) —i—rx1>




S

2
t
+sd <x2, (1—7) (1 —n + T rx3> + rxl)

S

2
t
+td <x3,(1 —7) <1 —x + T rxg) —|—rx1)

rs
1-—t

Sx+
1—r2

r(1—r)%d (xl,

t-srd(x1,x0)% — (1 —r)sd (xl,

+t(1—r)d (Xg, T

S
X+

cl(xl,xz)2 —(1—1t)td (X3,

1—7r

1—

x1+

r S X 2
1—¢ 12

2
x3> +s(1—r)d <x2, %

S t N 2
1—7r 1—1’3

Xy +
2
x3> + trd(xq, x3)?

r

2
s rs ’
r(1—r)td (xl, T -+ T rxg,) T td(xl,xz)
r s 2
_(1 — t)td (X3, EXl + mm)
s 2 52
— _ )2 2 2
= r(1—r)d (xl, Tt rx3> + 1 rd(xz,xg) + srd(x1,x2)

2

2
S t
—r(1—r)sd (xl, . rXQ + 11— rX3) + 1=

S

—r(1—r)td <x1, 1

rs )
T td(xlfxz)

st(t+s
foHere)

—(1—t)td (x3,

1—
trd(xq,x3)% + t51

rx+
1t}

r
_(1 — t)td (X3, E.’Xj +

rs
1_ td(xl, xz)z)

r(l—r)(1—r—s—t)d (xl,

1—

rd(xz, x3)2 + trd(xq, X3)2

2
r
rx;;) — (1 — t)td <X3, 1= txl + 1

1—

T (g, x3)? — 15

S
1—

t (rd(xl,xg,)z +5d(x0,x3)% — (1 —t)d <x3,

s
1

¢ 2
X + X3)
—7r 1—r

d(xp, x3)% 4 trd(xq, x3)? + sr (1 — L) d(x1,x7)?

sz
t2

1-—t

t
td(xl,xz)z

2
—X
ta

rx+
1t}

S X 2
1t 2

2
X
tz)



=t <rd(x1, X3)2 + sd(x, x3)2 —rd(x3, x1)2 — sd(xs, x2)2

rs rs
d(xq, %)% — d(x1,x0)?
i) 1—t(12)>
= 0,
es decir, 2 = b como querfamos demostrar. O

PROPOSICION 2.2. Sean (H,d) un espacio de Hadamard plano y x1,...,.x, € H,

donde n > 2 es un natural. Sean oy, ...,a, € (0,1) tales que

yj:{1,2,..,n} - {1,2,..,n}, una permutacion. Se tiene que
n n
D iX; = )0 X(y).
i=1 i=1

Demostracién. Usamos el principio de induccién fuerte sobre n. La base de la in-

duccioén viene dada por el Lema 2.1, literal 7).

Para el paso inductivo, consideramos k > 3 un natural cualquiera. Supone-
mos que para cada n < k — 1 se verifica que para cualquier n-upla de escalares
ay, ..., n € (0,1) tales que Y/ ; &; = 1, cada n-upla de elementos x1,...,x, € Hy

cada permutaciéon j: {1,2,...,n} — {1,2,..., n} se tiene que

Nuestro objetivo es mostrar que para cada k-upla de elementos xy,...,xx € H,
para cada k-upla de escalares «y, ..., ax € (0,1) tales que Zi'(:1 «; = 1y cada per-
mutacion | : {1,2,...,k} — {1,2, ..., k} se cumple que

k k
Y i =} &)X
i=1 i=1
Entonces sean aq, ..., ax € (0,1) tales que Zf-‘:l «; = 1, x1,...,x, € H arbitrarios

yJ:{1,2,..,k} = {1,2,..,k} una permutacion cualquiera. Por la definicién de

combinacién convexa, tenemos que

k =1 o

0
Z% @)%y ) = (1= a(e)) (Z T xf(i)) 00Xy (k)- 22)
=



Si J(k) = k, tenemos que
J: {1,2,....k—1}y —={1,2,...,k—1}
i = J(i) = J (i)

es una permutacion, de donde podemos utilizar la hipétesis de induccién sobre

k—]. 0( i k—1 [)CAZ
R o . [C B
=1+~ XJ(k) i=1 *  X(k)

En caso de que J(k) # k, existe m < k tal que J(m) = k, consideremos la permu-
tacion
L: {1,2,....,k—1} —{1,2,...,k—1}
i, sii #m,k—1,
i — L(i) = S m sii=k—1,

k—1 sii=m.

X7 (i)
Xr(i
El—ayy
S S LI
o L= a0
S 0 0t J(m) 16
= L= a0 L —ay
1+=m
k=1
(i) &
= X7(; + X
Hl—ayp VT Tyt



L—apgy —a [ R ay

= — ——x | +
L —ayq i L=y — 0 L —ayq

i#£m

X

Reemplazando en (2.2) y aplicando el Lema 2.1, literal ii), tenemos que

k
2 5% ()
i=1
k=1 g
B J(i)
= (I—aju) (; 1= ag x](l')) (k)X (k)
1—ayp — oy [ 2 Xy
J(k) — K J(0) K
= (1-uw —_— ——xyi | + X
(I =ajp) | —— P 5 Ty — a0 | T T ™
T80 X (k)
k—1
= ; 0j(5) X i) F QX+ 0 1) X (k)
iZ;Zm
k—1
= 21 Qy(5) X (3) ) X (k) T+ XXk
ilszm
. O (O (R
= ( _“k) 1_21 1— oy + 1—ap + apXxk
i#£m
. = 400
= ( — “k) l;l 1_—061{ + ﬂékxk.
i#m

Aplicando la hipétesis de induccién sobre

tenemos que




que es lo que queriamos mostrar.

La siguiente es una generalizacion de la Proposicion 1.7.

PROPOSICION 2.3. Sean (H,d) un espacio de Hadamard, x1,...,Xn,Y1,...,Yn €

H elementos arbitrarios, donden € N yn > 2, yseanay,...,a, € (0,1) tales que

Tenemos que

d (i zxixi,iociyi> < i‘xid(xi/yi)'
i=1 i=1 i=1

Demostracion. Probamos este resultado mediante induccion sobre n. Cuando n =

2,1a Proposicion 1.7 constituye la base de la inducciéon. Sea k € IN, k > 3, cualquie-

ra. Supongamos que para uy, ..., Ug_1,01,...,0%—-1 € Hy B1,...,Br-1 € (0,1)

tales que
k-1
Y Bi=1,
i=1

cualesquiera, se tiene que

k—1 k-1 k-1
d <Z Biui, le ﬁi%’) < Zi Bid(uj, v;).
i—1 i= i=

Debemos demostrar que para cualesquiera xq, ..., X, y1,..., Yk € Hyay, ...

(0,1) tales que

se tiene que

i=1

k k k
d (Z X, Z ﬂéiyi) < Z aid (xi, i)
i=1 i=1

En efecto, por la Proposicién 1.7 y por (2.3) tenemos que

k k
d (2 X, Y “i%’)
i1 i1



1—0ék

k—1 —
o
= d ((1 — (Xk) E X; + D(kxk, 1 — o) Z yl + OCkyk>

k-1

k— a Q;
< ﬂ—a@d<‘ xUZ}———%>+“MQbW)

X
< (1 — (Xk) 2 1_—“kd(xi/yi) + “kd(xkz yk)

que es lo que queriamos demostrar. O

PROPOSICION 2.4. Sean (H,d) un espacio de Hadamard, x1,...,x,,x € H ele-

mentos arbitrarios, donden € N yn > 2,y seanay,...,a, € (0,1) tales que

Tenemos que

2
n n

d (x, thixi) <Y wd(x, %)%
i—1

i=1
Demostracién. Probamos este resultado mediante induccion sobre n. La base de la
induccién, cuando n = 2, se da por el Lema 1.10 pues
d(x, x1 4 aox0)? < wyd(x, x1)? + aod(x, x2)? — wyapd (x1, X7)
wrd(x, x1)% 4 aod(x, x2)2.

IN

Nuestra hipotesis de induccién es que para k > 3 y cualesquiera B1,..., k-1 €

(0,1) tales que
k-1
Y Bi=1,
i=1

y cualesquiera uy, ..., u;_1 € H se tiene que

k-1 2 ka1
d (x, ; ﬁiui) < ; ,Bid(xr ui)z



Sean x1,...,xx € Hy«ay,...,& arbitrarios, debemos probar que

xxl

/\
52
®
~__—
N
[\
I R
—_

En efecto, por nuestra hipotesis de induccién y el Lema 1.10 tenemos que

2 —
d <x, izxm) = d (x, (1—ap) Y . i‘z
i=1 '

X; + apXx
Dékl kk)

2
L )
7 _“kxl> + oged (x, xx)

allx d(x, x;)% + ard (x, x3)?

como querfamos probar. [

PROPOSICION 2.5. Sean (H, d) un espacio de Hadamard, x1,...,x, € H elemen-
tos arbitrarios, donden € N yn > 2,y seanay,...,a, € (0,1) tales que

Sea G : H — H un isomorfismo isométrico. Tenemos que

G (i ocixl) = i(xiG(xi).
i=1 i=1

Demostracion. Usamos induccion sobre n. La base de la induccién, cuando n = 2,

corresponde a la Proposicion 1.20.

Supongamos que para k € IN, k > 3 y cualesquiera uy,...,uy_1 € Hy
B1,---,Br—1 € (0,1) tales que

se tiene que



Sean x1,...,xx € Hy ay,...,ar € (0,1) arbitrarios. Demostremos que
k k
G Z Kix; | = Z (xiG(xi).
i=1 i=1

En efecto, aplicando la base y la hipétesis de induccién, y la definiciéon de

combinacién convexa, tenemos que

k 1 g
Gl) avi| = G[(1—m) Z T xl + o Xy
i=1

k-1
= (1—a)G ( > + ;. G(xy)
1

i=1 1= Ok

k— o

= (=) ), 77— —Gxi) + axG(xe)
=1~ Xk

k
= 2 “iG(xz)
i=1
que es lo que queriamos demostrar. O

2.2. Convergencia del Método de Proyeccién Tipo Pro-

medio de Cuerdas

Dados un espacio de Hadamard (H,d), xo € H, m € Ny Cy,..,C, C H

subconjuntos cerrados, convexos y no vacios de H tales que

m
C:=GC#0,

i=1
consideremos la sucesién (x,),cnN,, donde
Xnt1 = Pcm ce PC1 (xn) Vn € INp.
En [Reich y Salinas, 2017], se demuestra que existe x, € C tal que
Xy = ].im x”.
n—o0

En este contexto, notemos que los operadores Pc.:H—C,i=1,...,mson los

operadores de proyeccién sobre los conjuntos C;, i = 1,...,m, respectivamente,



los cuales estdn bien definidos gracias al Teorema 1.17.

Inicialmente, este resultado fue estudiado y demostrado por von Neumann
([Von Neumann, 1949]) cuando H es un espacio de Hilbert y m = 2, y actualmen-

te recibe el nombre de Problema de Factibilidad Convexa.

Notemos que cada término x, depende del producto en composiciéon de los
operadores de proyeccion. En esta seccién nos ayudamos de un producto en pro-

medio de cuerdas como se plantea en [Censor y Zaslavski, 2013].

DEFINICION 2.2. Dados p,m € N, decimos que un vector t = (1, ..., tp) tal que
t; € {1,2,..,m}, para cadai = 1, ..., p, es un m—vector de indices y llamamos a

p(t) := p su longitud.

DEFINICION 2.3. Sean (H,d) un espacio de Hadamard, m € N, Cy,...,C,, C H

subconjuntos cerrados, convexos y no vacios con operadores de proyeccion
PZ'IH—>CZ', i=1,...,m,

respectivamente, y t un m—vector de indices de longitud p(t). Al operador

P[t]:=P

tp(t)Ptp(t)—l"'Ptl :H— H

le llamamos vector de cuerda.

DEFINICION 2.4. Dado m € IN, consideramos un conjunto finito de m—vectores
de indices al cual denotamos por (). Decimos que () es adecuado cuando para
cadai € {1,2,..,m} existent € Qyj € {1,..,p(t)} tales quei = t;.

DEFINICION 2.5. Dados m € IN, () un conjunto de m—vectores de indices ade-
cuadoy w : Q) — (0,1) tal que

Y w(t) =1

teQd

Decimos que w es una funcién de peso adecuada y que el par (Q),w) es un
m—amalgamador. Denotamos por M(m) el conjunto de todos los m— amalga-

madores.

DEFINICION 2.6. Dados (H, d) un espacio de Hadamard, m € N, Cy,...,Cyy C H

subconjuntos cerrados, convexos y no vacios con operadores de proyeccion

Pi:H—>Ci, i:1,...,m,



respectivamente, y (Q), w) € M (m), a la combinacién convexa

Pow(x) ==Y w(t)P[t](x), x€H,
teQ)

le llamamos una cuerda.

Notemos que si (H, d) no es un espacio de Hadamard plano, el valor de Pq , ()
depende del orden de (2 al momento de realizar la combinacién convexa. En ade-
lante, asumimos que para cada (Q),w) € M(m), el orden en el que se hace la

combinacién convexa

Pow(x) =) w(t)P[t](x)

teQ)
es el mismo para todo x € H. Los resultados de este capitulo son independientes

del orden en el que estén los amalgamadores.

DEFINICION 2.7. Dados m,q € N y A € (0,1), escribimos
M (m,q,A) = {(Q,w) € M(m) : p(t) <q,w(t) > A paracada t € Q}.

DEFINICION 2.8. Sean (H,d) un espacio de Hadamard, ¥V € H, m,qg € IN,A €
(0,1), Cq,...,Cy C H subconjuntos cerrados, convexos y no vacios con operado-
res de proyeccion

P-H—=C;, i=1,...,m,

respectivamente, tales que
m
C=(\C #®.
i=1

Decimos que una sucesion (x"),en,, donde para todo n € Ny existe (O, wy) €
M. (m,q,A) tal que
xn+1 = an/(‘Jn (xn)’

es una sucesion de proyeccion tipo promedio de cuerdas generada por M. (m,q, A)

con punto inicial x°.

Nuestro objetivo es demostrar que las sucesiones de proyeccion tipo promedio

de cuerdas convergen a la interseccién de los conjuntos Cy, ..., Cp,.

Cuando (H, d) es un espacio de Hadamard, C C H no vacio, convexo y cerra-



do, recordemos que, por el Teorema 1.17,six € H\ C,z € C\ {Pc(x)}, entonces
d(x, Pc(x))? +d(Pc(x),2)* < d(x,2)%. (24)

Ademas, P¢ es no expansivo, es decir, para cada x,y € H tenemos
d(Pc(x), Pe(y)) < d(x,y). (2.5)

LEMA 2.6. Sean (H,d) un espacio de Hadamard, m € N, Cy,...,Cy C H subcon-

juntos cerrados, convexos y no vacios con operadores de proyeccion
PiiH—>Ci, i=1,...,m,

respectivamente, y t un m—vector de indices de longitud p(t) > 1. El vector de

cuerda P[t] es no expansivo.

Demostracion. Sean x,y € H elementos arbitrarios. Aplicando sucesivamente (2.5)

sobre los operadores Py, i = 1,..., p(t) tenemos que

d(P[t] (x)/ P[t] (]/)) d(Ptp(t) (Ptp(t)q s Ptl (x))' pr(t) (Ptp(t)q s Ptl (y)))

S d(Ptp(t)fl (Ptp(t)72 . Ptl (X)), Ptp(t)fl (Ptp(t)—z . Ptl (y)))

IN

d(x,y),

lo cual concluye la demostracion. O

LEMA 2.7. Sean (H,d) un espacio de Hadamard, m € N, (Q,w) € M(m) y
Ci,...,Cwu C H subconjuntos cerrados, convexos y no vacios con operadores de
proyeccion

P:H—=C, i=1,...,m,

respectivamente, tales que
m
C= ﬂ C; # @.
i=1
El operador Pq , es no expansivo y ademds

Poo(x) =x VxeC.



Demostracion. Sean x,y € H arbitrarios. Puesto que

Y w(t) =1,

te)

por la Proposicion 2.3 y el Lema 2.6 tenemos que

teQ) teQ)

< Y w(t)d(P[f](x), P[f](y))

teQd

< ) w()d(xy)

teQ)

= d(x,y) ) w(t)

teQ)
= d(x,y).

LWhM@Hm@D==d<ZWUWM@LZmeWw>

Ahora sea x € C arbitrario. Por definicién de C tenemos que x € C; para cada

i=1,...,m. Porlo tanto
Pi(x)=x, Vi=1,...,m.

De esta forma, para cada m—vector de indices t tenemos que

y por lo tanto

]

LEMA 2.8. Sean (H, d) un espacio de Hadamard, m € N, Cy,...,Cy C H subcon-

juntos cerrados, convexos y no vacios con operadores de proyeccion
P-H—C;, i=1,...,m,
respectivamente, tales que
m
C=(\C #@.
i=1

Seant = (t,t,...,t,) un m—vector de indices, x € H y z € C, arbitrarios. Se

tiene que

d(z,x)* > d(z, P[t](x))* +d(x, Py (x))



p—1
+ Y d(PsaPy .. Py(x), Py Py (x))2 (2.6)
i=1

Demostracion. Por la desigualdad (2.4), aplicada sucesivamente, tenemos que

d(z,x)? > d(z, Py (x))% +d(x, Py (x))?
> d(z, PPt (x))* + d(Py, (x), P, Pry (%)) + d(x, Py, (x))?
> d(z, Py Py Py (x))? + d(Pyy Py (x), Py Py Py, (%))
+d(Py, (x), P, Py, (x))? +d(x, Py, (x))?
> d(Z, P[t] (X))z + pil d(Pti+1Pti ce Ptl (X),Ptl. ce Ptl (x))z

i=1
+d(x, Ptl (X))Z.

O

DEFINICION 2.9. Sean (H,d) un espacio de Hadamard, m € N, Cy,...,C,, C H

subconjuntos cerrados, convexos y no vacios con operadores de proyeccion
PiZH—)Ci, i:1,...,m,

respectivamente, tales que

c:ﬁq#&

i=1
Para cada m—vector de indices t = (t1,...,t,(;)), definimos el mapa

$[t]: H—> R

tal que
p—1
o[t (x) :==d(x, Py (x))*+ Y d(Py41 Py, ... Py (x), Py ... Py (x))* Vx € H. (27)
i=1

De esta forma, segtin el Lema 2.8, se sigue que
d(z,x)? > d(z,P[t](x))? + ¢[t](x) Vx € H,Vz e C.

LEMA 2.9. Sean (H, d) un espacio de Hadamard, m € N, Cy, ...,Cy C H subcon-



juntos cerrados, convexos y no vacios con operadores de proyeccion
PiIH—>Ci, i=1,...,m,

respectivamente, tales que
m

C= ﬂ C; # Q.
i=1
Seanx € Hyz € C,g € N, A € (0,1) y (Q,w) € M.(m,q,A), arbitrarios.
Tenemos que

d(x,2)* > d(z, Po,0) (x))* + A Z(:zsb[f] ().

Demostracion. Por la definicion de P(q ,)(x), la Proposicién 2.4, el Lema 2.8 y la

definicién de M. (m,q, A), tenemos que

2
d(z, P (x))* = d <Zf > W(f)P[f](x)>

teQ)

< Y w(t)d(z PlE)(x))?

teQ

= Y w(t) (d(z PI(x))2 + [t (x) — 9[H](x))

teQd

< Y i) (dz2)? - ¢lH)(x))

teQ

= d(z,x)* = ) w(b)g[t](x)

teQ)

d(z,x)> =AY ¢lH](x).

teQ)

IN

Reordenando los términos, concluimos que

d(x,2)* > d(z, Po,0) (x))* + A Z(:)‘P[t] ().

]

A continuacién presentamos el primer resultado principal de este trabajo de
titulacion. Este teorema estd inspirado en uno de los resultados de Censor y Zas-
lavski en [Censor y Zaslavski, 2013], el cual se desarrolla bajo hip6tesis similares,
pero en el contexto de los espacios de Hilbert. Aqui adaptamos dicho resultado a

los espacios de Hadamard.



TEOREMA 2.10. Sean (H,d) un espacio de Hadamard, x* € H, m,g € N, A €
(0,1/m), Cy,...,Cyy C H subconjuntos cerrados, convexos y no vacios con ope-

radores de proyeccion
Pi:H—>Ci, i=1,...,m,

respectivamente, tales que

C:ﬁq¢@

i=1

Supongamos que existe x* € H que verifica que para cadae > 0 ycada M > 0
existe 0 = 6(e, M) > 0 tal que para cada x € B(x*, M) que satisface d(x,C;) < 6,

paracadai=1,2,...,m, se tiene que
d(x,C) <e. (2.8)

Se tiene que la sucesion (xk)kelNo C H de proyeccion tipo promedio de cuerdas

generada por M, (m,q,A) y de punto inicial x° converge y

Xy := lim Xk e C.
k— o0

Demostracion. Por definicién de sucesiéon de proyeccién tipo promedio de cuer-

das, para cada k € INg existe (O, wi) € M. (m,q,A) tal que
xk+l — PQk,wk(xk)-

Sea M > 0 tal que d(x?,x*) < M. Sea ¢ > 0 tomado arbitrariamente. Notemos

que

(i) Existe My > 0 tal que
B(x*, Mp) N C # @.

Basta tomar un elemento c € Cy My = d(x*,¢c) + 1.

(ii) Existe & > 0 tal que si x € B(x*,2My+ M) y d(x,C;) < J, para cada i =
1,2,...,m, entonces

d(x,C) <

| o

Esto se tiene por (2.8).
(iii) Para «y € (0,6%/3%), fijo, se tiene que

a2 <.



(iv) Por la Propiedad Arquimediana, existe un natural ky que satisface

ko > (v8)"H(M+ Mo)™.

Dividimos la demostracion en 4 partes.
Parte 1. Demostrar que existe un natural / < kg tal que
Y o) <. 2.9)
te(y

Supongamos por contradiccion que (2.9) no es cierto, asi paracadak = 1,2,...,ko

se verifica que

Yo ol (x* 1) > . 2.10)

tGQk

Sea 6 € B(x*, My) N C, arbitrario pero fijo. Sabemos que paracadak =1,2,...,kg
se tiene que (O, wy) € M, (m,q,A),y xF = Pio, ) (x*=1); por el Lema 2.9 y por

(2.10) tenemos que

d(0,x* 12 >d(0,x)+A Y o[t (x )
teQy

> d(6,x5)% + Ay. (2.11)

Como x? € B(x*, M), por la desigualdad triangular tenemos que
d(x%,0)* < (d(6,x*) +d(x*,x°))* < (M + Mo)* < (M + Mo)* +d(6, x)%.
Esto, junto con (2.11) implica que

(M+ Mp)? > d(6,x°)% —d(8,x"0)>

es decir kg < (Ay)~ (M + My)?, lo cual contradice (iv), de donde se sigue la
validez de (2.9).

Parte 2. Demostrar que x'=1 € B(x*,2My + M), con I como en la Parte 1.



Sea 6 € B(x*, My) N C, arbitrario pero fijo. Por la Proposicién 2.7 tenemos que

d(o, xl_l) - d(P(Qlflfwlfl) (6), P(Qlfl,wzq) (xl_z))
< d(6,x'7?)

<d(6,x%)
<d(8,x*) +d(x*,x0)
< M + M,.

Por lo tanto, por la desigualdad triangular tenemos que

d(x*, x'71) <d(x*,0) +d(0,x 1) <2My + M. (2.12)

Parte 3. Demostrar que d(xl’l, C;) < dparacadai=1,...,m, conl como en
la Parte 1.

Seas € {1,2,...,m} arbitrario. Como (); es adecuado, entonces existe t =
(1, tpp)) € O tal que s = t; paraalgting € {1,2,..., p(t)}. Por (2.9) sabemos
que

o) <,

que junto a la definicién de ¢[t] (ver (2.7)), nos permite obtener
A1 Py (x171) < @[A(x)12 <412 (213)

De la misma manera, por la definicion de ¢[t] también tenemos que para cada
i€{l1,...,p(t) — 1} se verifica

d(Pt Pti cen Ptl(xl_l),Pt. .

1

P (x71)) < [t (212 < 412 (2.14)

i+1

Como (O, w;) € M, sabemos que p(t) < g. Ademas, por (2.13) y (2.14) y por la

desigualdad triangular tenemos que para cadai = 2,..., p(t)

i—2
d(Py...Py(x 1),y <Y d(p Py (), Py PR (X))
j=0

+d(Py (271, 2
Si,)/l/z

<p(t)y'/?



Sq,yl/z

)

7

y por (2.13) tenemos que

d(Py (x' 1), 67 <2 <2 <6

Luego, paracadai =1,...,p(t) tenemos que P, ... P, (x'~1) € C; y por lo tanto
d(x'1,Cp) <6,

en particular para i = t; = s tenemos que
d(x'1,C) < 0.

Como s fue tomado arbitrariamente en {1,...,m} concluimos que

dx'71,C) <6 Vie{l1,...,m}.

Parte 4. Concluir que la sucesion (x* )keN, es de Cauchy, en consecuencia con-

vergente, y su limite pertenece a C.

Para | como en la Parte 1, demostramos en la Parte 2 y en la parte 3 que x'~! €
B(x*,2My + M) y que d(x'~1,C;) < d paracadai = 1,...,m. De acuerdo con ii),

esto implica que

( 4 ) — 4

& &
inf d(x'~1,0) <= < 2,
Infd(x™,0) < ;<3

por lo tanto, existe z € C tal que

-1 .y < &
d(x'7,z) < 3

Por el Lema 2.7 tenemos que paracadak > [ —1

d(xklz) = d(P(Qk,wk) (xk_l)’ P(Qk,wk) (Z))
< d(x*1,2)



(2.15)

Por (2.15), para cada ki, k; > | — 1 tenemos que
2
d(xM, xk2) < d(xM,2) +d(z,x°) < ; < e

De esta manera, como ¢ es arbitrario, la sucesion es de Cauchy y al ser H comple-

to, es convergente. Es més, por la continuidad de la funcién

d(z,-): H — R

x +—d(z,x),

y por (2.15), se verifica que

, s <
d(z, Slg&x ) <

@[ m

Como C es cerrado y ¢ fue tomado arbitrariamente, tenemos que

lim x° € C,
S— 0

lo cual concluye la demostracién de este teorema.

2.3. Método de Proyeccién tipo Promedio de Cuerdas

con Operadores de Aproximacién

En esta secciéon estudiamos la convergencia de las sucesiones de proyeccion
tipo promedio de cuerdas reemplazando los operadores de proyeccién por otros

operadores, posiblemente discontinuos.

DEFINICION 2.10. Sean (H,d) un espacio de Hadamard, m € N, Cy,...,Cy, C
H subconjuntos cerrados, convexos y no vacios y A = {A;}!" | una familia de
operadores tales que

A H—C



para cadai = 1,...,m. Dado un m—vector de indices t de longitud p(t) = p,

definimos
A[t] = AtpAfpfl e Atl-

DEFINICION 2.11. Sean (H,d) un espacio de Hadamard, m € N, Cy,...,Cy, C
H subconjuntos cerrados, convexos y no vacios y A = {A;}!"| una familia de

operadores tales que
A H— C

paracadai=1,...,m. Dado (Q,w) € M(m), definimos la combinacién convexa

Anw(x) =) w(t)A[t](x), xe€H.
teQ)
DEFINICION 2.12. Sean (H, d) un espacio de Hadamard, X" c HymgeN,Ac

(0,1),Cy,...,Cy CH subconjuntos cerrados, convexos y no vacios tales que
m
C= ﬂ C; # @.
i=1

Decimos que una sucesion (x"),cn,, donde para todo n € N existe (0, wy) €

M., (m,§,A) y una familia de operadores A" = { A"} | con
A" H = Ci=1,...,m,

tales que
xn+1 = A(n) (xn)/

Qp,wy

es una sucesion de aproximacion tipo promedio de cuerdas generada por la fami-

lia (A"™M),en, ¥ M. (m,§,A), y con punto inicial x°.

Nuestro objetivo en esta seccion es estudiar las condiciones bajo las cuales las
sucesiones de aproximacion tipo promedio de cuerdas convergen. Estas condi-
ciones son principalmente impuestas sobre los operadores AY, coni = 1,...,m,

n € INp.

En [Reich y Salinas, 2017] y en [Reich y Salinas, 2016] se logra un objetivo si-
milar en sus respectivos contextos. En estos articulos, dado un espacio de Ha-
damard H, se define a las 6rbitas inexactas de un operador T : H — H como
sucesiones de la forma (T"(x)),en, donde x € H. También definen a las 6rbi-

tas inexactas de T como aquellas sucesiones (v, ),eN para las cuales existe una



sucesion de nameros reales positivos (y,)neN tal que

Z’Yn<00,

nelN

y ademas

d(yﬂ-i-l/ T(y”)) < Tn Vn € N/

y se demuestra que, bajo ciertas condiciones, la convergencia de las 6rbitas exac-

tas implica la convergencia de las 6rbitas inexactas del operador T.

El siguiente resultado, que esta inspirado en el estudio de la relacién entre
las 6rbitas inexactas y las 6rbitas exactas de operadores en espacios métricos (ver

[Pustylnik et al., 2009]), se adapta mejor a las intenciones de nuestro trabajo.

LEMA 2.11. Sean (H,d) un espacio de Hadamard, m,q € IN, A € (0,1/m) y
C1,...,Cn C H subconjuntos cerrados, convexos y no vacios con operadores de
proyeccion

P:H—C;, i=1,...,m,

respectivamente, tales que
m
C=(\GC#®.
i=1
Supongamos que existe x* € H que verifica que para cadae > 0 y cada M > 0
existe 6 = 6(e, M) > 0 tal que para cada x € B(x*, M) que satisface d(x,C;) <6,

paracadai=1,2,...,m, se tiene que
d(x,C) <e.

Sean (y")neN, una sucesion en H y (r;)neN, una sucesion de niimeros reales

positivos tales que para cadan € Ny existe (), wy) € My (m,q,A) que verifica

A(y" Poy,(¥") < (2.16)
YV Yootn < +oo. La sucesion (y"),en, converge y ademads

lim y" € C.

n—oo

Demostracién. Por el Teorema 2.10 sabemos que, para cada n € N, las sucesiones
de proyeccion tipo promedio de cuerdas generadas por M. (m,q,A), y con punto

inicial y§ := y", convergen a un punto en C. De esta forma, las sucesiones cuyos



términos verifican

Vi1 = Pa, w8 n €Nk e N, (2.17)

convergen y
lim y} =:z, € C VneNN.

k—o0

Consideremos n € IN arbitrario. Vamos a demostrar por induccién que para

cada k € IN se verifica que

n+k—1

Ay, y ) < Y ri—ren (2.18)
j=n—1

La base de la induccién, cuando k = 1 viene dada por (2.16) y (2.17), puesto

que
n+1-—1

d(yT’ynJrl) d(PQn,wn (yn),ynﬂ) < Iy = 2 1"]‘ — ¥p—1.
j=n—1

Sea k € IN, arbitrario pero fijo. Nuestra hipétesis de induccioén consiste en

suponer que
n+k—1

dlyp,y"™ ) < Y -1 (2.19)
j=n—1

Con esto, debemos probar que este enunciado también es cierto para k + 1. Por la
desigualdad triangular, el Lema 2.7, la hip6tesis de induccion (2.19), y la hip6tesis
(2.16) obtenemos

d n+k+1)

(VK1Y
(P Qs wn+kyk’ Y
d(PQrH—k Wntk (yk ) n+k1wn+k (yn+k)) + d(PQn+k/Wn+k (]/n+k), ]/n+k+1)

Ay, ") +d(Pa, o, ("), y T
n+k—1

Z Tj—Tp-1+ Tnyk
j=n—1

n+k+1-1
= Z 1’]' —¥rn—-1.

I
N

n—i—k—i—l)

IN

IN

IN

j=n—1

Puesto que k es arbitrario, concluimos la induccién, lo cual demuestra la validez



de (2.18), de donde podemos concluir que

—+o00
Ay, y"™ ) < Yo r. (2.20)
j=n
Ahora, para ko,i € IN arbitrarios, tenemos por (2.17), la aplicacién sucesiva del
Lema 2.7 y por (2.20) que
+k +k
d(yzo—&—i/ y:l 0) - d(PQn+k0+i—1rwn+k0+i—1 (yZ0+i—1)’ PQn+k0+i—1zwn+k0+i—1 (y?fl 0))
+k
< d(ylrcloJri—lr}/?—l %)
< dlyp,ys ™)
= d(y},y")
+oo
S Z 1’]'.
j=n
Como i fue tomado arbitrariamente, por la continuidad de la funcién
d:HxH— R,
y gracias a que
zlgilo y’rclo-H' = Zns
y
; k
zlglélo y;H_ = Zntkor
la Gltima desigualdad implica que
+00
d(zn, Zn1ky) < 2 r. (2.21)
j=n

Como la serie ) > rj es convergente, para un ¢ > 0 arbitrario, existeun N € N

tal que para cada n’ > N tenemos

i r <e. (2.22)

j=n

Puesto que n y ko son arbitrarios, (2.21) y (2.22) implican que la sucesion (zx)ken



es de Cauchy. Al ser H un espacio completo, existe y € H tal que

lim zx = v.
k—oo

Es mas, como C es cerrado y como z € C para cada k € IN, concluimos quey € C.

Para finalizar, probemos que

lim y" = y.

n—00

Sea ¢ > 0, arbitrario. Sean n,k € IN, cualesquiera. Tenemos, por la desigualdad

triangular, que

(v, zn) + d(zu, y}) + d(yp, y" ). (2.23)

De (2.20) recordemos que

—+00
ALy <Y r,

j=n

lo cual, junto con el hecho de que

limz; =y,
1—00

nos indica que existe un ng € IN tal que

d(y,zn,) + Ay, y™ ) < (2.24)

€
2/
independientemente de k. Por otro lado, como

].im y7 — Zn,
J—oo

existe un kg € IN tal que para cada k > ko tenemos

d(zng, y3°) < (2.25)

£
5
De esta forma, por (2.23), (2.24) y (2.25) tenemos que para todo i > ng + ko, es
decir i = ng + ko + j para algin j € IN, se tiene que

d(y,y') = d(y,y" oty < e,



Como ¢ es arbitrario, concluimos que

, i
fimyf —yeC
O
Sean H un espacio de Hilbert con norma || - ||, S1,S»,...,Sm m subespacios

lineales y cerrados de H, A’,; :H = H,conk = 1,2,...,myn € N opera-
dores posiblemente discontinuos y P, ... Py, las proyecciones ortogonales de H
sobre Sy, ..., Sy respectivamente. En [Reich y Pustylnik, 2015] se demuestra que

si existe una sucesion (y,),enN tal que
Y Tn <o,
nelN

y que siparacadak =1,2,...,m,ycadan € N se tiene que
1A% (x) = Pe(2) | < yullxl| ¥x € H,
entonces la sucesion (x,),cN definida por

X0 € H,
x, = A"A™Y Al(x,.q), VneN,

convergeaunpuntox € S;MN... N Sy.

Reich y Salinas demuestran un resultado similar en [Reich y Salinas, 2017],
donde reemplazan el espacio de Hilbert por un espacio de Hadamard y los es-
pacios lineales Sy, ..., Sy por conjuntos cerrados y convexos Cy, ..., Cy, tales que
CiN...NCy # @y utilizan hipodtesis similares a las del teorema de Reich y
Pustylnik. Es més, bajo hipétesis adicionales sobre los conjuntos Cy, ..., Cy, de-

muestran que también la sucesion (v, ),en definida por

Yo € H,
Yo = @A Y1)+ amAY (Ya1), Yn €N

convergeaun puntoy € S1N...NS,. Eneste caso, «q, ..., &, son nimeros reales

positivos tales que a1 + ... +a;; = 1.

Concluimos este capitulo extendiendo el resultado del Teorema 2.10 de ma-
nera andloga al trabajo hecho por Reich y Pustylnik en espacios de Hilbert y al

trabajo hecho por Reich y Salinas en espacios de Hadamard. En nuestro caso, el



reto es adaptar el Método de Proyeccién tipo Promedio de Cuerdas cuando en
vez de usar los operadores de proyeccion, usamos operadores aproximados que

son posiblemente discontinuos.

TEOREMA 2.12. Sean (H, d) un espacio de Hadamard métricamente homogéneo,
x® € H,m,g€IN,A € (0,1/m),Cy,...,Cy C H subconjuntos cerrados, convexos

y no vacios con operadores de proyeccion
PiZH—>Ci, i=1,...,m,

respectivamente, tales que

czﬁq¢@

i=1
Supongamos que existe £ € H de modo que para cadae > 0 y cada M > 0 existe
0 = 6(e, M) > 0 tal que para cada x € B(%X, M) que satisface d(x,C;) < ¢, para

cadai =1,2,...,m, se tiene que
d(x,C) <e.
Sea (A JneN, una sucesion de familias de operadores de la forma
A = {A", . A"} Wi e N,

tales que
A?H—) C; Vn ENo,Vizl,...,m.

Supongamos que existe una sucesién de niimeros positivos (v, )neN, tal que

Y n < oo,
n=0

y x* € H tales que para cada x € H y cadan € INg se verifica que
d(Al(x),Pi(x)) < ypd(x*,x), Vi=1,...,m. (2.26)

La sucesién de aproximacioén tipo promedio de cuerdas (xk)ke]NO generada por

M. (m,§,A) y (A®)ren,, ¥ con punto inicial x° converge y ademds

Xy := lim Xk e C.
k— o0

Demostracién. El objetivo es probar que la sucesién (x¥) keN, satisface las condi-



ciones del Lema 2.11. Para cada n € INy, denotamos por (), wy) € M (m,q,A)

el amalgamador tal que
A — A(”) (xk>.

Qp,wy

Sea z € C, arbitrario pero fijo. Sea G : H — H una isometria biyectiva tal que

y los operadores

b: H - H
u — Pi(u) = GG (u).

Paracadan € Ngycadai =1,...,m definimos también los operadores

A': H - H
u — AMu) = GA'"G 1 (u).
Escribimos
A = {Ar A"} ¥neN.

Como G es una isometria, por el Corolario 1.21, los conjuntos C; son cerrados
y convexos, y por lo tanto son conjuntos de Chebyshev. Tenemos también que
x* € C. Ademds, paracadau € Hy x € H tales que x = G~(u), se tiene que

d(u, P;(u)) = d(G Y (u), ;G Y (u)) = d(x,Pi(x)) = inf d(x,v) = inf d(u,v),

veC; ve(;
de donde P; = PC,-/ paracadai=1,...,m.
Dado cualquier m—vector de indices arbitrario t, definimos el operador

P[t]: H — H
u — Plt](u) =P, ... Py (u).



Para cada amalgamador (QQ, w) € M (m), también definimos el operador

Paw: H — H

u = Poe(u) =Y w[t]P[t](u
teQ

Recordemos que para cada n € IN, cada m—vector de indices t y cualquier

amalgamador (Q),w) € M (m), los operadores A |t], flg)w vienen definidos por

A" : H - H
u — ./Zl(n) [t] = Atp(t) ce Atl(u),

Ay H —H
u —>.A0w =) w[t]A (u),

teQ
respectivamente.

Definimos la sucesién (#"),cn, mediante

u™ = A1 (u™), Vn e Ny

Qp,wy

en donde u? := G(x0).

Parte 1. Mostramos que para cada n € IN( tenemos que
u = G(x"). (2.27)

Para ello, empezamos mostrando que para cada u € H y cada n € IN se tiene que

AR () = GAY) L GV (w), (2.28)
y
pQ”'w”(u) = GPQnrwnG_l(u)' (229)

En efecto, sean u € H, n € INg arbitrarios. Tenemos que

AW () = A7 AR ()
_ -1 -1 -1
=GA} GTIGA} | (GT'...GA} G (u)

— -1
=G (A?pmA?p(t)—l T ﬁ) G (u)



= GAMHG Y (u) Vte Q. (2.30)

Por (2.30) y la Proposicién 2.5 obtenemos

GAY  G7'u) = G ( Y wn()A™ [t]c—l(u)>

teQ)y

= Y wi()GAMW[HG(u)

teQ)y,

= ) wa() A (w)
teQ)y,

=AY (w).

Oy, wy

De manera anéloga, reemplazando A? por P, paracadai = 1,...,m, podemos
demostrar que
P[t](u) = GP[{]G Y (u) Vte Q,,

y por la Proposicién 2.5 obtenemos
GPQn/wn G_l (1/[) = pﬂn/wn (l/l) :

Esto confirma la validez de (2.28) y (2.29).

Ahora, mostramos (2.27) por induccion sobre 1. La base de la induccién, cuan-

do n = 0, se verifica por la definicion de la sucesion (u"),enN, -

Sea k € IN, arbitrario pero fijo. Nuestra hipétesis de induccién es suponer que
uk=l = G(xF ).

Probemos que

Tenemos, por (2.28) y la hipétesis de induccion, que

k i k—
ut = Af, o, ()

= GAY GG

= GAY (1)
= G(xk),

con lo cual concluimos la induccién y comprobamos la validez de (2.27).



Parte 2. Vamos a mostrar que

i ) 7-1
d(x*, AR u) < (1 7)) Td (1) + 9 3 (14 7a)¥d(2%, 2), (2.31)
k=0

paracadau € Hy cadan € INy.

Sea u € H arbitrario. Notemos que por (2.26) y la desigualdad triangular te-

nemos que

nd(
< Yud(x*,2) + ynd(z, G (1))
< Ynd(x*,2) + yud(x*, u),

paracadai=1,...,mycadan € INy. Esta desigualdad, junto con la desigualdad

triangular y el Teorema 1.17 implican que

d(x", Pi(u)) +d(P;(u), A} (u))

d(Pi(x*), Pi(u)) +d(P;(u), A (u))
(14 yn)d(x*, u) + ypd(x*,z)  Vi=1,...,mVn € Ny, (2.32)

| /\

d(x*, A, (1))

IN

para cada u € H. Sea t un m—vector de indices tal que p(t) < 7. Por (2.32)

aplicada sucesivamente tenemos que para cada u € H,

d (x*,ft<"> [t](u))

=d(x*, Ay, ... Ay (1))

< (U +qn)d(x, Ay o A (1) + 7ad (6, 2)

< (U4 7)™ Ay o Ay () + va(d(x5,2) + d(x%,2) (14 7))

p(H)—1

< (14 y)PDd(x* u) + 9 Y, (14 yn)fd(x",2)
k=0
_ 7-1
< (T4 7)%d(x*, u) + 70 Y (1+ 72)d(x*,2) ¥n € No. (2.33)
k=0



Como t fue tomado arbitrariamente, por (2.33) y la Proposicién 2.3 se sigue que

d(x*,/(&),wnu) = ( Zw tA, [t](u )

teQ)
< Y w(®d(x, Aylt)(u))
teQ)
_ -1
< Yol ((1 )T () + 7 Y (14 vn>kd<x*,z>)
teQ) k=0
_ -1
= (14 9p)d(x*,u) + v 2(1 + y)kd(x*,z)  Vn e Ny,
k=0
demostrando asi la validez de (2.31).
Parte 3. Vamos a mostrar que existe M; > 0 tal que
d(x*,u") < Myld(x*,u®) +d(x*,2)], Vn € N. (2.34)

Empezamos mostrando que para cada n € IN, se verifica

n B g—1
d(x*, u™) <T T+ 7)%d(x*, %) + d(x*, z) [W Y (14 )k
=0 k=0

(2.35)

ﬁ_
+sz H (1+7)1 Z 1+ )k

I=0 j=I+1

mediante induccion. En caso de que n = 1, aplicando (2.31) tenemos que

d(x*,ul™) = d(x¥, Agfwl( M)
_ 7-1
< ()T, ud) + o Y1+ )k (", 2)
k=0
0 g
= (), AS) | (10) + 11 L (14 1)k, 2)
k=0
_ _ 7-1
< (14T | (1 70)T(x,u0) + 10 Y (1+70)¥d(x", 2)
k=0
g—1

+71 ), (L+m)M (", 2)

1 g—1

< TTA+9)%d(x*,u) +d(x,2) |1 Y (1+70)k
j=0 k=0



[any

1
+Z’Yz ITa+q)" Z(1+’Yz)

I=0 j=I+1 =0

& |

lo cual verifica la base de la induccién.

Seai € IN, i > 3 arbitrario, pero fijo. Supongamos que

—1 7-1
H (1+ 7)%d(x*,u°) + d(x*,2) [%’1 Y (1 + i)k
j=0 k=0
i—1 _q-1
+Z% [T @+ ZH% (2.36)
I=0 j=I+1 k=0
Probemos que (2.35) se verifica para i. Tenemos, por (2.31) y (2.36), que
d(x*, uz—l—l)
= d(x, A, (uh)
7-1
< (U+y)td(xt,ul) + 95 ) (14 70)d(x", 2)
k=0
(-1 B q—1
< (47T < (L)% (x", u®) +d(x*,2) [7ia ), (1 +7i1)
]:O k=0
i-2  i-1 -1 L q-1 L
Y m [T A+ A+ | +7 (1 + )% d(x", 2)
=0  j=I+1 k=0 k=0
i B 7-1
= [T+ u’) +d(x",2) |1 ) (1+7:)
i=0 k=0
_q-1 ie2 i1 -1
i (L+7)T Y T+ 7))+ (A+7)7 ) [T A +9))7 21+'n
k=0 I=0 j=I+1 k=0
i B g-1
=TT+ )%, u®) +d(x*,2) |7 ) (14 77)"
j=0 k=0
-1 L i—2 i _q-1
i+ 7)TY_ A +7i) + Y m [T A+ 7)° Z (1+7)*
k=0 =0  j=I+1 k=0
i B 7-1
=TT +9)%a(x*, u®) +d(x*,2) |7 Y (1+7:)"
i=0 k=0
i—1 i 71
+Y 7 JT @+7)° ZH%
I=0 j=I+1 k=0

que es lo que queriamos probar. Asi concluimos que (2.35) es cierta.



Como la serie generada por (7,)ncN, €s convergente, existen 77, 3 > 0 tales

que
Y vi<u, (2.37)
i=0
y
Tn < B, (2.38)

para cada n € INo.

Por la Proposicién 1.4, existe una constante « > 0 tal que
n
[Ta+7) <« (2.39)
i=0
para cada n € INy. Por (2.35), (2.37), (2.38), (2.39), tenemos que
d(x*,u")
<aTd(x", ) +d(x",2) | B7(1 + B)T + Y m1aTg(1+ BT) |
I=0
<afd(x*,w®) +d(x*,z)[Bg(1 + B)T + natg(1+ 57)] (2.40)

para cadan € IN, n > 2. Por (2.40), tomando

* 1 -~ B B B
M, := max {L d(x*,% ;udzx*,z)/aqf Ba(1+ B)T +nalqg(1+ B )} :

tenemos que

d(x*,u™) < My[d(x*,u®) +d(x*,z)] Vn € Nj.

Parte 4. Vamos a demostrar que
d(u”“"l, pQruwn u”)

_ 7-1
< Gynd(x*,z) + ’y,ﬁ((l + y)d(x*, u™) + vn 2(1 + fyn)kd(x*,z)) ,  (241)
k=0

para cada n € INy.

Sea n € Ny, arbitrario. Por (2.26) tenemos que

A(A" (), Bi(w) = d(GA" G (u), GRG ™ (u))
= (A" G (u), RG (u))

1



+ Ynd(x*, u). (2.42)

paracadai=1,...,mycadau € H.

Seat € (), arbitrario. Aplicando la desigualdad triangular, (2.42) y el Teorema

1.17 sucesivamente vemos que

A(AM ] ("), P ") =d(AL) . AL ("), Py Pry ()
<d(Al" LAY W), P A LAY ()
(P A A W), PP ()
<pud(x*,2) +7ud(x*, AT AR (M)
+d(At(:(t)_1 A" ("), By Py (u)
<pud(x*,2) +7ud (x*, AT AR (M)
+ Ynd(x*,2) + ')fnd(x*,flf:(t) , Agln)(u”))
+A(AL A W), Py Py (")
<
<p(B)ud(x”,2)
p(t)-1
7 < L e AT AN ) +d<x*,u“>) .

Por la Proposicién 2.3, (2.43) y (2.33), tenemos que

d(u”+1, an,wnun)
=d(AG) ("), Pa 0, ("))
< Y wn(Ha(AM ("), Pl (u")

teQ)y,



p(t)—1

< Y wn(t) | p(t)ynd(x*, 2 —|—’)/n( d(x*, A AE?(u”))—I—d(x*,u"))]

teQ)y, j=1
[ p(t)—1 ()
< Y wn(t) | Gynd(x*, 2 -|—'yn< Y d(x At? (u”))+d(x*,un)>]
teQ), L j=1

<Gynd(x*,2) + Y wn(t
teQ)y,

p(t)—1
T ( Y, ()t u)
£

7—1
o (1 ) (x”,2) ) + d(x*,u”>)

k=0

q g1
<Gyud(x*,2) + 7 ( » (1 + 7)) + Yt 'yn)kd(x*,z)>>

j=1 k=0

_ -1
<qynd(x,2) + %ﬁ((l + )1, u") + oy Y (1+ vn)kd(x*,2)>,
k=0

para cada n € INp.

Parte 5. Demostramos que la sucesién (x¥) keN, verifica las condiciones del
Lema 2.11.

Al combinar (2.41), (2.38) y (2.35), obtenemos

d(un—kl’pﬂmwnun)
_ 7-1
<qynd(x",2) + 1nf ((1 +p)7d(x",u") + Y (1+ ﬁ)kd(x*,Z))
k=0

—n (7(x",2) + (1 + BIMA(x", 1) + d(x*,2)] +B(1 + B)1(x",2))
(2.44)

para cada n € INp.

Definimos

My = (qd(x*,z) + (14 )My [d(x*, u®) +d(x*,2)] + (1 + ﬁ)ﬁd(x*fz)> /

y para cada n € INg
Ty = Mpyy.

Notemos que

Y ri=My) i <o
i=0

i=0



Por otro lado, gracias a (2.44), (2.27) y (2.29) se sigue que

d(x”+1, PQn/wnxn) d(G(anrl)’ GPinwnG_l (u”))
= d(u"", Pa,w, ("))

< rn vn 6 NO.

Puesto que todas las hipotesis del Lema 2.11 se cumplen, concluimos que la suce-
sion (x")peN, converge y también

lim x" € C,
n—oo

lo cual concluye la demostracion. O

DEFINICION 2.13. Sean H un espacio de Hilbert, m € IN y Cy,...,C,, C H sub-

conjuntos cerrados y convexos tales que

m
C:=(G#.
i=1
Decimos que la m-upla de conjuntos (Cy,...,Cy) es regular si para cadae > 0

existe un 6 > 0 tal que si
d(x,C;) <46, Vi=1,...,m,

entonces
d(x,C) <e.

A continuacién presentamos un ejemplo del uso del Teorema 2.12 en espacios
de Hilbert. Las hip6tesis de este resultado son similares a las que toman Cen-
sor y Zaslavski en [Censor y Zaslavski, 2013]. La diferencia es que en el siguiente
corolario utilizamos operadores de aproximacién en vez de los operadores de

proyeccion.

COROLARIO 2.13. Sea H un espacio de Hilbert con norma || - ||. Sean xy € H,
m,g € N,A € (0,1/m) yCy,...,Cy subconjuntos cerrados y convexos de H tales
que
m
C:=(G#.
i=1
Denotamos por P; : H — C; a sus respectivas proyecciones ortogonales, con

i = 1,...,m. Supongamos que (Cy,...,Cy) es una m-upla regular y que para



cadan € Ng ycadai=1,...,m existe un operador A} : H — H tal que
A7 (x) = P[] < yallx[l Vx € H,
donde (yn)neN, €s una sucesion de niimeros reales positivos tales que

Z Yk < +o0.
kelNy

Denotamos

A" = {A" .. A"}, VneN.

La sucesién de aproximacion tipo promedio de cuerdas, (xi)ren, generada por

M. (m,gq,A), (A(”))HGN, y con punto inicial x(, converge y

lim x; € C.
k—o0

Demostracion. Demostremos que se verifican las condiciones del Teorema 2.12.
Por la Proposiciéon 1.22, (H,d) es un espacio de Hadamard homogéneo, donde d

es la métrica inducida por || - ||.

Primero debemos mostrar que existe ¥ € H de modo que paracadae >0y
cada M > 0 existe § = d(¢, M) > 0 tal que para cada x € B(%, M) que satisface

d(x,C;) <é,paracadai=1,2,...,m,se tiene que

d(x,C) <e.

Consideremos £ = 0. Como (Cj, ..., Cy,) es una m—upla regular, tenemos que

para cada ¢ > 0 existe un 6 > 0 tal que si
d(x,C;) <6, Vi=1,...,m,

entonces
d(x,C) <e.

En particular, para cada e > 0y cada M > 0 existe 6 > 0 tal que para cada
x € B(0, M) que satisface d(x,C;) < 6, paracadai =1,2,...,m, se tiene que

d(x,C) <,

como querfamos demostrar.



Ahora, notemos que por hipotesis,
| A7 (x) = Pi(x)|| < yallx]| Vx € H,
paracadai=1,...,myn € IN. Esto es lo mismo que

d(Al(x),P;(x)) < y,d(0,x) Vx € H,

1

paracadai = 1,...,myn € N, de donde la sucesién de familias de operado-
res (A), e verifica la segunda condicién del Teorema 2.12, y por lo tanto la
sucesion (xg)ren converge y

lim x; € C.
k—o0



Capitulo 3

Conclusiones / Recomendaciones

3.1.

a)

b)

Conclusiones

Se extendi6 el resultado obtenido en [Censor y Zaslavski, 2013], en el con-

texto de los espacios de Hadamard.

El resultado principal de este trabajo, el Teorema 2.10, enunci6 lo siguiente:
Dados (H,d) un espacio de Hadamard, x € H, m,7 € N, A € (0,1/m),
C1,...,Cu C H subconjuntos cerrados, convexos y no vacios con operado-

res de proyeccién Py, ..., Py respectivamente y tales que
m
C=(GC #2;
i=1

si suponemos que existe x* € H que verifica que para cada ¢ > 0y cada
M > 0 existe 6 = d(¢, M) > 0 tal que para cada x € B(x*, M) que satisface
d(x,C;) <é,paracadai=1,2,...,m, se tiene que

d(x,C) <eg,

entonces la sucesion (x%)xcn, C H de proyeccién tipo promedio de cuerdas

generada por M, (m,q,A), y de punto inicial x, converge y ademas

Xy 1= lim Xk e C.
k—o0

Se demostr6 en el Lema 2.11, bajo las condiciones del Teorema 2.10, que si

H es un espacio de Hadamard homogéneo, (y"),cnN, es una sucesion en H



d)

3.2.

b)

Y (fn)nenN, una sucesién de ntimeros reales positivos tales que para cada

n € Ny existe (Qy, wy) € My (m,q,A) que verifica

d(yn+1’ PQn/wn (yn)) S Ty,
Y Yneon < +00, entonces la sucesion (y"),en, converge y ademads

: n

Ly ec
Se demostr6 en el Teorema 2.12, bajo las condiciones del Teorema 2.10, que
si H es un espacio de Hadamard homogéneo, (A™),cn, es una sucesion
de familias de operadores de la forma A = {A”,..., A"} y existe una

sucesion de ndmeros positivos (77,)xen, tal que

o0
Yn < +o0,
n=0

y x* € H tales que para cada x € H y cada n € INj se verifica que
d(Al(x), Pi(x)) < yud(x*,x), Vi=1,...,m,

entonces sucesién de aproximacién tipo promedio de cuerdas (x*) keN, 8€-

nerada por M, (m,7,A) y (A®));cn,, ¥ con punto inicial 2° € H converge

y ademas
x. = lim xf € C.
k—oc0
Recomendaciones
Se deberia fortalecer las carreras de Matematica y Matematica Aplicada con

profesionales que aumenten el interés de los estudiantes a diferentes ramas
de estudio tales como Andlisis Matemaético, Topologia, Algebra, Geometria,
entre otras, que estuvieron incorporadas en la carrera de Ingenieria Mate-
matica, mencién Modelizacién y Célculo Cientifico como materias obligato-

rias u optativas, pero que atin no poseen profesores con grado de Doctor.

Se deberia resaltar la importancia de los distintos &mbitos de estudio de las
matematicas a los estudiantes de las carreras de Matemética y Matematica
Aplicada. Grupos de materias como Topologia, Investigaciéon Operativa y

Estructura de Datos y Algoritmos, Algebra, Analisis Matematico, Ecuacio-



nes Diferenciales Parciales y Procesos Estocésticos, Simulaciéon y Analisis
Numérico, entre otros, estan profundamente relacionados y dan la oportu-

nidad de realizar estudios interesantes entre ellos.
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