ESCUELA POLITECNICA NACIONAL

FACULTAD DE CIENCIAS

UNA PRIMITIVA ASOCIADA A LA DERIVADA DE
CANTOR-BENDIXSON EN ESPACIOS POLACOS

TRABAJO DE TITULACION PREVIO A LA OBTENCION DEL TITULO DE
MATEMATICO
PROYECTO DE INVESTIGACION
CRISTHIAN SEBASTIAN HEREDIA FREIRE

csebastianherediaf@gmail.com

Director: MSC. ANDRES ESTEBAN MERINO TOAPANTA

aemerinot@puce.edu.ec

Codirector: DR. MIGUEL ANGEL YANGARI SOSA
miguel.yangari@epn.edu.ec

QUITO, MAYO 2021


csebastianherediaf@gmail.com
aemerinot@puce.edu.ec
miguel.yangari@epn.edu.ec

DECLARACION

Yo CRISTHIAN SEBASTIAN HEREDIA FREIRE, declaro bajo juramento que el
trabajo aqui escrito es de mi autoria; que no ha sido previamente presentado para
ningtin grado o calificacién profesional; y que he consultado las referencias biblio-

graficas que se incluyen en este documento.

A través de la presente declaracion cedo mis derechos de propiedad intelectual,
correspondientes a este trabajo, a la Escuela Politécnica Nacional, segtn lo estable-
cido por la Ley de Propiedad Intelectual, por su reglamento y por la normatividad

institucional vigente.

Cristhian Sebastidn Heredia Freire



CERTIFICACION

Certificamos que el presente trabajo fue desarrollado por CRISTHIAN SEBAS-
TIAN HEREDIA FREIRE, bajo nuestra supervision.

MSc. Andrés Esteban Merino Toapanta

Director del Proyecto

Dr. Miguel Angel Yangari Sosa

Codirector del Proyecto



AGRADECIMIENTOS

A mis padres Pablo y Myriam, pues por ellos he conseguido todo lo que tengo,
me han animado a seguir sofiando y nunca dejar de hacerlo. A mis hermanos Pau-
lina y Pablo, gracias a ellos mi aprendizaje es constante, son mi pilar para seguir
adelante y mi apoyo para ser mejor persona, son los arquitectos de mi vida. A Patri-
cio, que méas que mi mejor amigo es mi hermano, sus ensefianzas y consejos han sido
claves para mi formacién. Mientras cuente con los cinco en mi vida, no necesitaré

nada més para ser feliz.

A todos los profesores que he tenido a lo largo de mi vida, en especial a Andrés
Merino, que més que tutor ha sido amigo y maestro a tiempo completo. Para alguien
apasionado ha sido un gusto contar con su ayuda constante, sus ensefianzas y, en
especial, su pasién por las matematicas. Al Dr. Miguel Yangari, por acompafiarme
a lo largo de este proceso y contar siempre con su entera disposicién tanto como

maestro y codirector.

A mis amigos de la Facultad, en especial a Daniel y Leonardo, pues sin sus con-
sejos, sin su ayuda no hubiese llegado lejos. Por ensefiarme que el hacer y disfrutar
de las matematicas va mas alld de las aulas. Por motivarme a que siempre hay algo

por hacer, por mejorar.

Finalmente, quiero agradecer a toda mi familia por siempre estar pendientes de
mi y brindarme su apoyo incondicional. Al River de Gallardo por ensefiarme a no
rendirme, no importa las veces que caiga, lo importante es pelear hasta el final y
saber levantarse siempre; la actitud y la pasién no son negociables. A la vida misma,

por permitirme conocer gente maravillosa, aprender de ellos y aprender dia a dia.



DEDICATORIA

Al matemdtico Carlitos Sdnchez,

pues todo caos merece una dulce introduccion.



indice general

Resumen

Abstract

1. Introduccidon

2. Teoria de Conjuntos

2.1.
2.2.

2.3.
24.

2.5.

Teoria Axiomatica von Neumann-Bernays-Godel . . . . . . ... ...
Funcionesy Relaciones . . . . . .. ... .................
221. Funciones . . . . . . .. ...
222, Relaciones . . . . . . . . ...
Ntmeros Naturales . . . . . .. ... ... ... .. .. ...
Nameros Ordinales . . . . . . . .. .. ... ... ... ... ...
24.1. AritméticaOrdinal . . . . .. ... ... .. ...
Cardinalidad . . . . ... .. ... L

3. Topologia

3.1.
3.2
3.3.
3.4.
3.5.

Conceptos Topoldgicos . . . . . ... .. ... ... ... . ... ...
Continuidad . . . . ... .. ... ... ... ... o
Conjuntos Compactos . . . .. ... .. ... ... .. ... .....
Topologia Producto . . . . .. ... ... ... ... ... ...,
Espacios Métricos . . . . . . ... ... ..o
35.1. Sucesiones . . . . ... ...

3.5.2. Espacios Métricos Separables y Espacios Métricos Completos

Vi

viii

ix

O U1 o1 W W

10
15
27
29

35
35
43
45
48
51
53
56



4. Algebra de Derivados 65

4.1. Uniones e Intersecciones de Derivados . . . . . ... ... ... ... .. 69
42. ProductodeDerivados . . . ... ... ... ... o L. 87
4.3. Derivados de Conjuntos Compactos Numerables . . . . . .. ... .. 91
5. Espacios Polacos 99
5.1. Espacios Polacos Perfectos . . . . . ... ................. 109

6. Una Primitiva asociada a la Derivada de Cantor-Bendixson en Espacios Po-

lacos 117
Conclusiones 128
Bibliografia 129

vii



Resumen

En el presente trabajo se estudian los Espacios Polacos, sus propiedades maés
importantes, y la derivada de Cantor-Bendixson asociada a los mismos. Para una
adecuada comprension de la derivada de Cantor-Bendixson, junto con sus propie-
dades mas relevantes, es necesario el estudio de los nimeros ordinales, por esta
razén, se presentan varios resultados al respecto. Ademads, se demuestra que exis-
te una primitiva asociada a la derivada de Cantor-Bendixson en espacios polacos,
partiendo, primero, de primitivas para conjuntos unitarios, con esto, hallamos una
primitiva para subconjuntos compactos numerables de un espacio polaco y, luego,
aprovechando la separabilidad de los espacios polacos, se retira la condicién de nu-

merabilidad.

Palabras clave: Teoria Descriptiva de Conjuntos, Espacios Polacos, derivada de

Cantor-Bendixson, espacios separables y completos.
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Abstract

In this paper we study polish spaces, their most important properties, and the
Cantor-Bendixson derivative associated to them. For a proper understanding of
the Cantor-Bendixson derivative, together with its most relevant properties, it is
necessary to study ordinal numbers, for this reason, several results are presented
in this work. In addition, we prove that there is a primitive associated with the
Cantor-Bendixson derivative in polish spaces, starting, first, from primitives for sin-
gletones, with this, we find a primitive for countable compact subsets of a polish
space and, then, taking advantage of the separability of polish spaces, the condition

of countability is removed.

Keywords: Descriptive Set Theory, polish spaces, Cantor-Bendixson derivative,

separable and complete spaces.
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Capitulo 1
Introduccion

En [1], se demuestra la existencia de una primitiva asociada a la derivada de
Cantor-Bendixson en la recta de los reales. Con esto, nos referimos a que, toman-
do Kr = {K C R : K es compacto y numerable}, se tiene que, para todo F € KR
y todo ordinal numerable &, existe 7 € KR tal que F(*) = F. Una pregunta na-
tural que surge es si podemos generalizar este resultado. Para ello, al abordar un
tema que entra en la Teoria Descriptiva de Conjuntos, donde se relacionan temas
de Topologia, Teoria de Conjuntos y Teoria de la Medida, vamos a precisar de un
capitulo relacionado a la Teorfa de Conjuntos donde se expondra la Teoria Axioma-
tica von Neumann-Bernays-Godel junto al Axioma de Eleccién, con esto, aceptamos
las equivalencias del Axioma de Eleccion tales como el Lema de Zorn y Teorema del
Buen Orden. Al utilizar nimeros ordinales, se establece una seccién donde se define
formalmente los niimeros ordinales, partiendo de los nameros naturales, junto con
sus propiedades mds importantes. Siguiendo con esta linea dada por la Teoria de
Conjuntos se presenta una breve revisiéon de ntimeros cardinales. Por otro lado, en

el presente trabajo no se acepta ni se rechaza la Hipétesis del Continuo.

En el Capitulo 3, se aborda una revisién acerca de Topologia, haciendo énfasis
en espacios métricos, sus principales propiedades tales como la completitud y se-
parabilidad de los mismos. En un capitulo posterior, se presenta la definiciéon de
la Derivada de Cantor-Bendixson, su comportamiento respecto a las operaciones
basicas de conjuntos y, en especial, el comportamiento de la Derivada de Cantor-
Bendixson con respecto a subconjuntos compactos numerables de espacios métricos
y topolégicos. En la Proposicién 4.25, se demuestra que, bajo hipétesis adecuadas,
el derivado de una unién de compactos numerables es la unién de derivados de

los mismos; esta proposicion serd de gran ayuda para la existencia de la primitiva



buscada.

Siguiendo la linea de la Teoria Descriptiva de Conjuntos dada por [11], una ge-
neralizaciéon de espacios métricos, que cumplan propiedades “similares” a las que
cumple la recta real, son los espacios polacos que son espacios topoldgicos comple-
tamente metrizables y separables. Por esta razén, utilizando las ideas presentadas
en [1, 2, 3], en el Lema 6.1 se construye una sucesiéon de bolas disjuntas dos a dos
para todo conjunto discreto, con esto, en la Proposicion 6.2, bajo hipétesis adecua-
das, se demuestra la existencia de una primitiva asociada a la derivada de Cantor-
Bendixson para todo subconjunto unitario de un espacio polaco. Partiendo de esto,
bajo ciertas hipétesis, en el Teorema 6.3, se demuestra la existencia de una primi-
tiva asociada a la derivada de Cantor-Bendixson para todo subconjunto compacto
numerable de un espacio polaco. Esto lo conseguiremos usando la primitivas para
conjuntos unitarios y hallando una primitiva para cada punto aislado, para después,
unir dichas primitivas y conseguir la primitiva del subconjunto compacto numera-
ble deseado. Por ultimo, en el Teorema 6.5, se retira la hipétesis de numerabilidad
en el subconjunto compacto del espacio polaco y se demuestra la existencia de una
primitiva para dicho conjunto, para esto tltimo, aprovecharemos las propiedades

esenciales, tales como separabilidad y completitud, de los espacios polacos.



Capitulo 2

Teoria de Conjuntos

En este capitulo, vamos a realizar un breve repaso sobre la teoria axiomdtica von
Neumann-Bernays-Godel (NBG), incluyendo el Axioma de Eleccién, que es la teoria
que usaremos a lo largo del trabajo. Asumiremos sentadas las bases de la teoria de
conjuntos, con esto, hacemos referencia a la nocién de términos no definidos, clases,
contenencia de clases, dlgebra de clases, es decir, se asume conocido el concepto de
unidn, interseccién y producto de clases. Entendemos por conjunto a una clase que
es elemento de otra clase. Se enfatizard en la definicién y propiedades importantes
de los ntimeros naturales puesto que, a partir de ello, vamos a definir y profundizar

el concepto de ntimeros ordinales.

2.1. Teoria Axiomatica von Neumann-Bernays-Godel

En la teoria NBG tenemos los siguientes axiomas:

AXIOMA 1. (Axioma de Extensién). Sean A y B dos clases, se tiene que A = Bsiy
solosiACByBC A.

AXIOMA 2. (Axioma del conjunto vacio). Existe un conjunto A tal que para todo x,

el valor de verdad de la proposicién x € A es falso.

Este conjunto es tinico y lo denotaremos por &.

AXIOMA 3. (Axioma de construccion de clases). Sea ¢(x) una proposicion de x. Exis-
te una clase A que contiene a todos los conjuntos x que cumplen ¢(x). Se la repre-

senta como

{x:9(x)}



Gracias a este axioma, dada una clase A, existe la clase
A={x:x ¢ A},
llamada complemento de A.

AXIOMA 4. (Axioma de Pares). Si a y b son conjuntos, existe un conjunto, notado

por {a,b}, y llamado par desordenado de a y b, donde sus tinicos elementos son a y

b.

AXIOMA 5. (Axioma de Union). Sea A un conjunto. La clase

J A={x:existe Ac Atalquex c A},
AcA

es un conjunto, llamado la unién generalizada de A.

Notemos que la anterior definicién se puede generalizar a clases. Por otro lado,

si A es una clase, también se define

(1 A={x:x€ Aparatodo A € A},
AeA

y es llamada interseccion generalizada de A. Ademas, sean A y B dos clases, se define
la diferencia de A y B por
ANB=AnNB"

AXIOMA 6. (Axioma del Conjunto de Partes). Sea A un conjunto. Cualquier subclase

de A es un conjunto. Ademds, la clase
P(A)={B:BC A},
es un conjunto, al cual llamamos el conjunto de partes de A.

AXIOMA 7. (Axioma de Regularidad). Toda clase no vacia tiene al menos un ele-
mento con el cual no tiene elementos en comtn, es decir, dado A una clase no vacia,
existeb € A talquebNA = &.

Este axioma implica que un conjunto no puede contenerse a si mismo, en efecto,

tenemos la siguiente proposicion:

PROPOSICION 2.1. Ninguna clase es elemento de si misma.

Demostracién. Vamos a dividir la demostracién en dos casos, para cuando tratemos



clases propias y conjuntos. Sea A una clase propia, supongamos, por absurdo, que

A € A, por lo tanto, A es un conjunto, lo cual es imposible.

Por otro lado, sea A un conjunto, del Axioma 4, tenemos que { A} es un conjunto.
Ahora, como {A} es un conjunto no vacio, del Axioma 7, tenemos que existe un ele-
mento de { A} cuya interseccién con { A} es vacia, pero como A es el inico elemento

de {A}, se sigue que AN{A} = &, por ende, concluimos que A ¢ A. O

El Axioma de Infinitud, el Axioma de Reemplazo y el Axioma de Eleccién se-
rédn revisados mds adelante, pues para comprender su enunciado, necesitamos el

concepto de funcién y conjunto sucesor.

2.2. Funciones y Relaciones

2.2.1. Funciones

DEFINICION 2.1. (Funcién). Sean A, B dos clases y f C A x B. Se dice que f es una

funcién de A en B si cumple las siguientes propiedades:

(i) para todox € A, existey € B tal que (x,y) € f;
(i) si(x,y1) € f y (x,y2) € f, entonces y; = y».

Si f es una funcién de A en B, la notaremos por f: A — B. Igualmente, si f
es una funciéon de A en By (x,y) € f usaremos la notacién f(x) = y; a f(x) la
denominaremos ley de asignacién. Por otro lado, decimos que dos funciones f y g
de A en B son iguales si para todo x € A, se tiene que sus leyes de asignacién son

iguales, es decir, f(x) = g(x).

DEFINICION 2.2. Una funcién f: A — B se dice inyectiva si para todo x,y € A,
f(x) = f(y) implica x = y.
DEFINICION 2.3. Una funcién f: A — B se dice sobreyectiva si para todoy € B,

existe x € A tal quey = f(x).

Si una funcién es inyectiva y sobreyectiva a la vez, se dice que la funcién es

biyectiva.

DEFINICION 2.4. Sean f: A — B una funcién y C C A. Definimos la restriccién de



f sobre C, notada por f|c, como la funcién

f|C: C — B
x — f(x).

Con todo lo expresado antes, es suficiente para introducir un nuevo axioma.

AXIOMA 8. (Axioma de Reemplazo). Sean A un conjuntoy f: A — B una funcioén

sobreyectiva, entonces B es un conjunto.

Nuevamente, damos por conocido las operaciones con funciones tales como com-
posicién. Vamos a definir funcion inversa, imagen directa e inversa de una funcién y
enunciar algunos resultados relacionados a ellos, las demostraciones de las mismas

se pueden encontrar en [15, Cap. 2].

DEFINICION 2.5. (Funcioén Invertible). Una funcién f: A — B se dice invertible si
existe f1: B — A tal quey = f(x) si y solo si x = f~!(y), para todo x € A y todo

y € B. A f~! se le conoce como Ia funcién inversa de f.

La siguiente proposicion brinda una condicién necesaria y suficiente para que

una funcién sea invertible.

PROPOSICION 2.2. Una funcién f: A — B es invertible si y solo si es biyectiva.

Ahora, introduciremos dos conceptos que usaremos con frecuencia en el siguien-

te capitulo, imagen directa e imagen inversa de una funcion.
DEFINICION 2.6. Sean f: A — B una funcién, D C B, se define la clase
fH(D)={x€ A: f(x) € D}
la cual es llamada imagen inversa de D bajo f.
DEFINICION 2.7. Sean f: A — B una funcioén, C C A, se define la clase
f(C)={y € B:existex € C talquey = f(x)}.
Esta clase es llamada imagen directa de C bajo f.

De estas definiciones, tenemos el siguiente resultado.

PROPOSICION 2.3. Sean f: A — B una funcién, {C;}ic; v {D;}ic; familias de sub-

clases de A y B, respectivamente. Entonces



@ f(UC) =S,

icl icl

i) f((C) S f(C);

icl icl

i) f~H(UDy) = f (D)

icl il
(@) f~H(\Di) = (1 f7H(Dy).
iel iel
Ahora, se va a dar un breve repaso del producto generalizado de conjuntos, para

con ello enunciar y hacer énfasis en el Axioma de Eleccién, que serd de vital impor-

tancia para los capitulos posteriores.

Sea I una clase (conjunto), cuyos elementos sirven como indices para designar los
elementos de una clase (conjunto) {A; : i € I}. Laclase {A; : i € I} es denominada
familia de clases (conjuntos). Una notacién usual de {A; : i € I} es {A;};c; con esto,

{A;}icr es la familia de todas las clases (conjuntos) A;, donde i € I.

DEFINICION 2.8. Sea {A;};c; una familia de conjuntos, donde I es un conjunto, la

clase

[T4i= {f I— | JA;: fesfunciény f(i) € A; paratodoi € I},

iel iel
es llamada producto generalizado de {A;};c;.

OBSERVACION. Notemos que en la tltima definicion, HAi es un conjunto, pues
icl
dado que I es un conjunto tenemos que la funcién:
Q: I — {tﬁiii € I}
i— (i) = A,

es una funcién sobreyectiva y por el Axioma 8, tenemos que {A;:i € I} = {A;}ic1
es un conjunto.

Ahora, del Axioma 5, tenemos que A = U A; también es un conjunto. Por otro

icl

lado, si f: I — A es una funcién, tenemos que f C [ x Ay, como I X A es un
conjunto, del Axioma 6, f es un conjunto y, por ende, nuevamente del Axioma 5,
H A; es un conjunto.
i€l

DEFINICION 2.9. Sean A y B dos conjuntos, notamos por B4 a la clase de todas las



funciones de A en B, es decir,
BA = {f: A — B: f es funcién}.

AXIOMA 9. (Axioma de Eleccién) Sea {A;}ic; una familia de conjuntos. Si I es no
vacio y para cadai € I, A; es no vacio, entonces [ | A; es no vacio.
il

Equivalentemente, tenemos que, para {4, };c; una familia de conjuntos como en

el Axioma 9, existe una funcion f: I — | J A; tal que f(i) € A; para todoi € I.
i€l

OBSERVACION. A la funcién antes definida la llamaremos funcion de eleccién, es
decir, tenemos que el Axioma de Eleccién es equivalente a que toda familia de conjun-

tos no vacios tiene una funcion de eleccion.

Por tdltimo, vamos a demostrar un par de resultados acerca de uniones e inter-

secciones de familias de conjuntos que seran de ayuda en capitulos posteriores.

PROPOSICION 2.4. Sean I, | dos conjuntos de indices, {A{:}(i,j)elx] una familia de

conjuntos y A, B dos conjuntos. Se tiene que

(i) BN < U A) = |J (BNA);

AcA AeA

wU(na) < (Ual)

icl \jeJ je] \iel
w0 (N4) - ()
icl \jeJ je] \iel
Demostracion.

(i) Notemos que

xeBﬁ(U A)@(xeB)/\(HAEA)(xeA)
AcA

< (FJAce A)(xeB)(x e A)

sxe |J(BNA).
AcA

(ii) Seax € | ﬂ A{ ; con esto, existe M € I tal que x € Al paratodoj € J.
iel \jeJ



Vamos a demostrar que para todo j € |, existe k € I tal que x € A;(. Seaje€ ],

tomando k = M, tenemos que x € Al ,por ende, x € ﬂ (U Ai) .
je] \iel

(iii) Notemos que

icl \jeJ

xe) (ﬂA’) VzeI)(VJe])(xeA’)
s (Vjie)(Viel)(xe A{f)

@xe(](ﬂA{f),

je] \i€l

por lo tanto, ﬂ ﬂ Af.' = ﬂ (ﬂ A{) . ]
icl \jeJ je] \iel
OBSERVACION. Notemos que, en la segunda condicién no, necesariamente, se al-

canza la igualdad. En efecto, tomemos la familia {A{:}(i,j)ezxs dada por:

Ag = {0}, A} = {3},
Ab={1,2}, Al ={0,3},
AF={3} y Ai={12}

Con esto, tenemos:

ic2 \je3

U (ﬂA’) (AJN AN AG) U (A) N AN AT)
=0Ug =0.

Por otro lado,

ﬂ(UA]> (AU AD) N (AJU A} N (AFU A?)
je3 \ie2

= {0,3}n{0,1,2,3} N {1,2,3} = {3}.

Demostrando que, no necesariamente, se cumple la igualdad.

2.2.2. Relaciones

DEFINICION 2.10. Sea A una clase, decimos que R es una relacién en A si R C
A X A.



A partir de esta definicién, dada una clase A, tenemos que si R es una relaciéon
en A y no existe confusién alguna, escribiremos xRy en lugar de (x,y) € Ry di-
remos que x se relaciona con y médulo R. A partir de esto, tenemos la siguientes

definiciones.

DEFINICION 2.11. Sea R una relacién en A, entonces

(i) R es reflexiva si para todo x € A, xRx;

(ii)) R es simétrica si xRy, implica que yRx;
(iii) R es anti-simétrica si xRy y yRx, implica que x = y;
(iv) R es transitiva si xRy y yRz, implica que xRz.

Con estas definiciones, decimos que una relacién R es una relacion de equivalencia
si R es simétrica, reflexiva y transitiva. Decimos que R es una relacién de orden si R

es anti-simétrica, transitiva y reflexiva.

Ahora, si R es una relacién de orden, en lugar de xRy escribiremos x < y. Ade-

mas, diremos que < es un orden y escribiremos que x < y cuandox <yyx # v.

A partir de aqui, vamos a centrarnos en las relaciones de orden, pues estas son

las que nos ayudardn a definir el concepto de ntimeros ordinales.

DEFINICION 2.12. (Elemento minimo). Sean A una clase, B C A y < un orden sobre
A. Decimos que b € B es el elemento minimo de B si b < a para todoa € B. Lo

notaremos por b = min(B).

DEFINICION 2.13. (Supremo). Sean A una clase, B C A y < un orden sobre A. Deci-
mos que a € A es una cota superior de B si x < a para todo x € B. a es el supremo

de B, sia es la menor de las cotas superiores de B. Lo notaremos por a = sup(B).

DEFINICION 2.14. (Conjunto Bien Ordenado). Sea A un conjunto y < un orden sobre
A. Decimos que A es bien ordenado bajo el orden < si todo subconjunto no vacio

de A tiene elemento minimo.

2.3. Numeros Naturales

En esta seccion, no se enfatizard en las propiedades de los ntimeros naturales, si
no, presentaremos su definiciéon formal, ademds, enunciaremos y demostraremos el

Teorema de Induccién Finita y Recursién Finita. Por otro lado, como es habitual en

10



la Teoria de Conjuntos, al conjunto de los nimeros naturales lo notaremos por w,

igualmente, todo namero natural n serd entendido como {0,1,...,n —1}.

Ahora, si A es un conjunto, al sucesor del conjunto A, lo denotaremos por AT,
donde AT = AU{A}.

DEFINICION 2.15. (Conjunto Sucesor). Sea B un conjunto, decimos que B es un con-

junto sucesor si
(i) @ € B;
(ii) six € B, entonces x* € B.
AXIOMA 10. (Axioma de Infinitud). Existe un conjunto sucesor.

DEFINICION 2.16. (Nimero Naturales). El conjunto de ntimeros naturales es la in-

terseccion de todos los conjuntos sucesores, es decir,

w:ﬂS.

Ses

A cada elemento de w se lo llama numero natural.

Con esto en mente, sea n € w, n™, el sucesor de n, serd notado por n + 1; con
esto, tenemos lo siguiente
ntT=n+1=nU{n}.

Asi, estamos listos para demostrar el Teorema de Induccién Matematica.

TEOREMA 2.5. (Induccién Finita). Sea X un subconjunto de w. Supongamos que X

tiene las siguientes propiedades:
(i) 0 € X;
(ii) sin € X, entoncesn™ € X.

Entonces, X = w.

Demostracién. Supongamos que X cumple las condiciones mencionadas; con esto,
X es un conjunto sucesor. De la definiciéon de w, tenemos que w C X pero también,

tenemos que X C w, por lo tanto, concluimos que X = w. ]

Con este teorema, se pueden derivar los postulados de Peano y, por ende, se pue-
den demostrar varias propiedades acerca de los nimeros naturales y sus sucesores;

se puede ver dichas proposiciones en [15, Cap. 6].
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DEFINICION 2.17. Una clase (conjunto) A se dice transitiva (transitivo) si para cada
x € A, se tiene que x C A.

OBSERVACION. Notemos que en la definicién anterior A toma el nombre de transi-
tivo pues hace que la relacion € sea transitiva, en efecto, sean A una clase transitiva,
supongamos que x € A,y € x, vamos a demostrar quey € A.Comox € Ay Aes

transitivo, tenemos que x C A, por ende, y € A.

PROPOSICION 2.6. Todo ntimero natural es transitivo.
Demostracién. Procederemos por Induccién Finita.

e Se tiene que 0 es transitivo, pues de no serlo, existirfa y € 0 tal que ¥ no sea un

subconjunto de 0, lo cual es una contradiccién pues 0 = &.

e Ahora, supongamos que 7 es transitivo, vamos a demostrar que nt = n + 1
también lo es. Sea x € n + 1, por lo tanto, x € nox = n.Si x € n, dado que n
es transitivo, tenemos que x C n pero comon C n + 1, tenemos que x C n + 1.
Por otro lado, si x = n, nuevamente x C n + 1 pues n C n + 1, por lo tanto,

concluimos que todo ntimero natural es transitivo. O

PROPOSICION 2.7. w es transitivo.

Demostracién. Definamos
L={new:nCw}.

Procediendo por Induccién Finita, demostremos que n € L, para todo n € w.
e Notemos que 0 € Lpues 0 = & C w.

e Ahora, supongamos que n € L; con esto, tenemos que n € w y n C w. Como

n+1=n"=nU{n}, delahipétesis de induccién, tenemos que n + 1 C w.
Con esto, acabamos de demostrar que w es transitivo como desedbamos. O

Finalmente, vamos a enunciar otro teorema importante de los niimeros natura-
les, el Teorema de Recursion Finita, gracias al cual se definen las operaciones de
los ntimeros naturales y, junto con el Teorema de Induccién Finita, se obtienen sus

respectivas propiedades. Estas se pueden encontrar en [15, Cap. 6].

TEOREMA 2.8. (Recursién Finita). Sean A un conjunto, ¢ un elemento fijo del con-
junto Ay f: A = A una funcién. Entonces, existe una tnica funcién y: w — A tal

que
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@) v(0) =cy
(i) y(n*) = f(y(n)) paratodon € w.

Demostracion. En primer lugar, estableceremos la existencia de la funcién <. Note-

mos que si existiera G C w x A tal que cumple las siguientes propiedades:

a) paratodon € w, existe x € A tal que (n,x) € G;
b) si(n,x1) € Gy (n,x2) € G, entonces x1 = xp;
c) (0,¢c) € G;
d) si(n,x) € G, entonces (n", f(x)) € G;
se tendria que G es la funcién buscada, pues, las dos primeras propiedades nos

aseguran que G es una funcién, mientras que las otras dos restantes nos aseguran

las condiciones deseadas para G. Asi, para obtener 7y, definamos:
A ={G Cw x A: G satisface las condiciones ¢),d)}.

Notemos que A es no vacio puesto que w x A € A. Tomemos

y=(16G

GeA

y notemos que <y es la funcién buscada. Por como tomamos -y, cumple las condicio-

nes c) y d); con esto, basta demostrar que se cumple a) y b).

1. Usando Induccién Finita, vamos a demostrar que dom(y) = w, donde dom(7y) =

{z e w: existey € Atal que (z,y) € 7}, lo cual implica a).

e De ¢), tenemos que (0,c) € vy, por ende, 0 € dom(7y).

e Ahora, supongamos que n € dom(7y) y vamos a demostrar que n™ € dom(7y).
Como n € dom(7y), existe x € A tal que (n,x) € vy, por d), se sigue que
(nt, f(x)) € 7, por lo tanto, n™ € dom(7y).

Con esto, concluimos que dom(y) = w.

2. Definamos
N={ne€w:(nx) €y, parauntnicox € A}.

Usando Induccién Finita, vamos a demostrar que N = w.

13



e Por reduccién al absurdo, supongamos que 0 € N, es decir, supongamos
que existe d € A, donde ¢ # d tal que (0,c) € vy (0,d) € 7. Definamos
I' = v~ {(0,d)}, no es dificil ver que T satisface ¢) y demostremos que I
satisface d), para ello supongamos que (1,x) € I, por lo tanto, (1n,x) € 7,
asi, (n™, f(x)) € -y, perocomon™ # 0, se sigue que (n™, f(x)) # (0,d) y, por
ende, (n, f(x)) € I. Con esto, tenemos que I' satisface d), por consiguiente
I' € Ay, como, v es la interseccién de todos los elementos de A, tenemos

que v C T, lo cual es imposible y, por lo tanto, 0 € N.

e Ahora, supongamos que n € N, vamos a demostrar que n* € N. Nueva-
mente, por reduccién al absurdo, supongamos que n* ¢ N, por lo tanto,
tenemos que (n,x) € v, (n*,f(x)) € vy (n",u) € v donde u # f(x).
Definamos I' = v~ {(n*,u)}, T satisface c) puesto que (n*,u) # (0,c). Pa-
ra demostrar que T satisface d), supongamos que (m,v) € T, por lo tanto,
(m,v) € vy, conello, (m", f(v)) € . Con esto, consideremos dos casos
(@) Sim™* # n™, entonces (m™, f(v)) # (n",u), por lo tanto, (m™, f(v)) €

I.

(b) Sim* =n', entonces m = ny, con ello, (m,v) # (n,v) peron € N, esto
quiere decir que (1n,x) € 1; ademds, x es Unico, es decir, x = vy, por
ende, (m*, f(v)) = (n", f(x)) €T.

De esto, sea el caso (a) o el caso (b), (m™, f(v)) € T, asi, I satisface d), por

lo tanto, I' € A. Nuevamente, analogo a la base de induccién, tenemos que

v C T, lo cual no es posible y, por ende, n* € N.

Con esto, hemos demostrado que N = w.

Finalmente, demostraremos que <y es tinico. Sean <y y I', dos funciones de w en A

que satisfacen las condiciones deseadas, definamos
M={new:vyn)=Tn)}

y usando Induccién Finita, demostremos que M = w, y, por ende, v = I'. Note-

mos que

e 0 € M, pues y(0) =c=T(0).

e Ahora, supongamos que n € M, entonces

por ende, nt € M.
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Con esto, tenemos que 7y es la tinica funcién que cumple las condiciones deseadas.
O

2.4. Numeros Ordinales

Entre 1870 y 1872, G. Cantor estudiaba la unicidad de las series de Fourier cuan-
do se plante6 un proceso, comenzando dicho proceso por el 0, siguiendo por su
sucesor, siendo éste, desde luego, el 1, luego seguimos con su sucesor, el 2, el 3 y
asi sucesivamente. Al notar que existian casos en el que este proceso no acababa
después de la sucesién generada por los naturales 0,1, 2, ..., es decir, el proceso no
acaba en un numero finito de veces, sino més bien infinito, Cantor decidié notar al
ntmero de veces en las que realiz6 dicho proceso por oo, ;pero, si el proceso no aca-
baba con oo pasos? Cantor encontré casos en donde el proceso acababa en el paso
o0 41,00 + 2, 0 inclusive en el paso co 4 co. En 1882, finalmente, se dio cuenta que
estos simbolos 00,00 +1,...,00 4+ 00,00 4 00 + 1,. .. representaban a ntimeros infini-
tos, nimeros que permiten contar mds alld de los naturales. Les asign6 un nombre,

llaméandolos ntimeros ordinales y cambi6 el simbolo co por la letra griega w.

En la presente seccién, formalizaremos el concepto de los niimeros ordinales
como una generalizacién de los nliimeros naturales vistos en la seccién anterior.
Andlogamente, los teoremas importantes de los nlimeros naturales serdn generaliza-
dos para los ntiimeros ordinales, generando los Teoremas de Induccioén y Recursion

Transfinita.

Partiremos de propiedades especificas (mds que todo muy particulares) de los
nimeros naturales como el principio de buen orden, lo que nos permitird compren-
der la razén por la que los ntimeros ordinales son en verdad una generalizacién de

los nimeros naturales.
DEFINICION 2.18. Sobre w, definimos la relacién < dada por

{(n,m) Ewxw:nemon=m}.
PROPOSICION 2.9. Sean m, n € w, tenemos quen < m si y solosin C m.

Demostracion. Supongamos quen < m.Sin € m,comom € w, de la Proposicion 2.6,

m es transitivo, por lo tanto, n C m. Ahora, si n = m, se tiene que n C m.

Por otro lado, supongamos que n C m. Por reduccién al absurdo supongamos

que n > m, es decir, m € ny n # m. Por lo hecho para la primera implicacién,
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tenemos que m C n y de la hipétesis, se sigue que n = m, lo cual es imposible, por

ende, concluimos que n < m. O

PROPOSICION 2.10. < es una relacion de orden. Ademads, tenemos que:

(i) paran €c w,n <n+1;
(ii) para todom € w,0 < m;

(iii) paran,m € w,n < m implican+1 < m.

Demostracién. De la Proposicién 2.6 para todo n,m € w tales que n < m, al ser
transitivos, tenemos que n C m, como C es una relacién de orden, de la proposicién
anterior, se tiene que la relacion < es anti-simétrica, reflexiva y transitiva. Ahora,

para las otras condiciones tenemos:

(i) Sean € w, tenemos quen € nU{n} =nt =n+1, porlotanto,n <n+1,
(ii) Procederemos por Induccién Finita.

e Tenemos que 0 < 0, pues < es una relaciéon de orden.

e Ahora, sea n € w, supongamos que 0 < 7, vamos a demostrar que 0 <
n + 1. Del literal anterior, tenemos que n < n + 1 y nuevamente como <

es una relaciéon de orden, tenemos que 0 < n + 1.
(iii) Sea n € w, definamos
Ly={mecw:n<mimplican+1<m}
y demostremos que L, = w. Procederemos por Induccién Finita.

e Tenemos que 0 € L,, pues de no ser asi, se tendria que n < 0y, por lo

tanto, n € 0 = &, lo cual no es posible.
e Ahora, supongamos que m € L,. Supongamos que n < m + 1, vamos a
demostrar que n +1 < m + 1. Como n < m + 1, tenemos que

nem+1=muU{m};

conesto,n € mon = m.Sin € m, tenemos que n < m y de la hipétesis
de induccién, se sigue que n +1 < m; ademds, m < m + 1, por ende,
n+1 < m+ 1. Por otro lado, si n = m, entonces n™ = m™, es decir,

n < m+1implica que n +1 < m + 1, como desedbamos.

16



Con esto, concluimos que L, = w, con lo cual se tiene que para n,m € w,

n < mimplican +1 < m. O

TEOREMA 2.11. (Principio del Buen Orden). El conjunto w estd bien ordenado bajo

el orden <.

Demostracion. Por reduccion al absurdo, supongamos que existe A C w no vacio

que no posee elemento minimo. Sea
L={necw:n<mparatodom € A}.

Vamos a demostrar que n € L para todo n € w. Procediendo por Induccién Finita,

tenemos:

e 0 € L, pues de la Proposicién 2.10, tenemos que 0 < m para todo m € w.

e Ahora, supongamos que n € L,sin € A, tendriamos que n es elemento mi-
nimo lo cual, contradice la hipétesis, por lo tanto, n ¢ Ay n < m para todo
m € A. Nuevamente, por la proposicion anterior, n + 1 < m para todom € A,
coneston+1 € L.

De esta forma, tenemos que n € L para todo n € wy, asi, concluimos que A = &, lo

cual es una contradiccién. Por tanto, w esta bien ordenado bajo el orden <. O

OBSERVACION. Notemos que para todo n € w, n esta bien ordenado bajo el orden

<y, dado por la restriccién del orden < sobre n.

Ahora, vamos a definir formalmente a los nlimeros ordinales y entender la razén

de tomarlos como una generalizacién de los nameros naturales.

DEFINICION 2.19. Un conjunto « es un nimero ordinal si

® ( es transitivo;

e « estd bien ordenado por la relacion {(B,v) € a xa : B € v}, la cual es

denotada por <.

Usaremos el término ordinal para referirnos a un ntimero ordinal; mds aun, a la
clase de todos los ordinales los notaremos por OR; mas adelante demostraremos
que, OR no es un conjunto. Dicho esto, todo niimero natural es un ordinal y, por lo
hecho antes, w también es un ordinal. Es por esta razén que los ntimeros ordinales

son una generalizacién de los ntimeros naturales.
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DEFINICION 2.20. Sobre OR, definimos la relaciéon < dada por
{(a,B) € OR x OR : « € B}.

OBSERVACION. Notemos que para todo « € OR, la relacién <, es la restriccion de
la relacién < al conjunto «. Es por ello que, de ahora en adelante, a cualquiera de las

dos relaciones mencionadas la representaremos por <.

Antes de demostrar que OR es una clase propia, vamos a presentar varias pro-

posiciones acerca de los nimeros ordinales.

PROPOSICION 2.12. Todo elemento de un niimero ordinal es un ntimero ordinal.

Demostracién. Sean « un ordinaly p € «, de esto tltimo, notemos que p es un conjun-
to. En primer lugar, demostremos que p es transitivo. Sea B € p, vamos a demostrar
que B C p. Sea v € B, demostremos que v € p. Como « es transitivo, tenemos que
p € ay conesto, B € &, mds aun, B C ay, por ende, v € a. Asi, se tiene que vy < B
y B < p, por lo tanto, v < p, es decir v € p como desedbamos y, por ende, € p
implica g C p.

Por otro lado, como p C & y « esta bien ordenado pues « es un ordinal, se tiene

que p estd bien ordenado. Por lo tanto, concluimos que p es un ordinal. O

De la definicién de los ntimeros naturales tenemos que el sucesor de un niimero
natural es, también, un niimero natural. Andlogamente, tenemos que el sucesor de
un numero ordinal es también un ordinal, los niimeros ordinales con la relacion <
cumplen la transitividad, estas y una propiedad adicional se muestran en la siguien-

te proposicion.
PROPOSICION 2.13. Sean «, 3, y niimeros ordinales se tiene:
(i) ™ = a + 1 es un niimero ordinal;
(ii) sia < By B <y, entoncesa < 7y;
(i) « = {p € OR : p < a}.

Demostracién. El resultado se obtiene directo de la definicién y la proposicién ante-

rior. O]

PROPOSICION 2.14. OR estd bien ordenado bajo <.
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Demostracién. Vamos a demostrar que todo conjunto no vacio de niimeros ordina-
les tiene elemento minimo. Sea A € OR no vacio. Tomemos &« € A, tenemos los

siguientes casos:

1. SiaNA = &, se tiene que « es elemento minimo de A, pues de no ser asi,
existirfa B € A tal que < «a, por lo tanto, € a y, por ende, a N A # &, lo

cual es contradictorio.

2. SiaNA # &, como « estd bien ordenado y a N A C a, tenemos que existe
elemento minimo de a N A; con esto,  es elemento minimo de A, pues de no
ser asi, existiria y € A tal que vy < By, como 8 € &, se tendria que B € a N A,

lo cual contradice el hecho que B sea elemento minimo de o N A.

En ambos casos, tenemos que A tiene elemento minimo. Por lo tanto, OR esté bien
ordenado bajo <. O

OBSERVACION. De la demostracién de la proposicién anterior, tenemos que si « es

elemento minimo de A, entoncesa N A = <.

PROPOSICION 2.15. OR es una clase transitiva.

Demostracion. Sea « € OR, vamos a demostrar que x C OR. Sea € a, como « es

un ordinal, de la Proposicién 2.12, se sigue que p € OR. O

Con esta ultima proposicién y teniendo en cuenta el Axioma de Regularidad

tenemos que OR no es un conjunto.

PROPOSICION 2.16. OR es una clase propia.

Demostracién. Por reduccién al absurdo supongamos que OR es un conjunto. De
la Proposicién 2.14 y de la Proposicion 2.15, tenemos que OR es transitivo y esta
bien ordenado, por lo tanto, OR es un ntimero ordinal, es decir, OR € OR, lo que

contradice la Proposicién 2.1. O

Cuando hablamos de naturales, al unir ntimeros naturales, se puede demostrar
que dicha unién sigue siendo un ntimero natural, a partir de esto, surge una pregun-
ta natural: ;La unién de ordinales es un niimero ordinal? La respuesta es si, siempre
y cuando la unién de ordinales se realice sobre un conjunto de indices, como mos-

tramos a continuacion.
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PROPOSICION 2.17. Sean I un conjunto y {«;};c; una familia de ordinales. Se tiene
que | J a; es un nimero ordinal.
iel
Demostracién. Notemos que, como I es un conjunto, por el Axioma de Union, U K
iel
es un conjunto; ademads, por la Proposicién 2.12, U «; es un conjunto formado por
i€l
ordinales y, por la Proposicién 2.14, estd bien ordenado. Basta demostrar que | J ;
iel
es transitivo. Sea B € U a;, existe i € I tal que B € «; y, como «; es ordinal, se sigue
iel
que B C a; C U «;. Con todo esto, concluimos que U a; es un numero ordinal. [
i€l i€l
Cuando se habla de ordinales, G. Cantor los categoriz6 en varios tipos, una de
esas categorizaciones fue dada por los ordinales sucesores y ordinales limite. Los ordi-
nales sucesores son aquellos ordinales que pueden ser “alcanzados” en una cierta
cantidad de pasos, mientras que los ordinales limites no. A continuacién, definire-

mos formalmente dichos ordinales.

DEFINICION 2.21. (Ordinal Sucesor y Ordinal Limite). Sea« € OR. Si existe € OR
tal que « = B + 1, decimos que « es un ordinal sucesor. Caso contrario, diremos que

« es un ordinal limite.

Veamos algunos ejemplos de ordinales sucesores y ordinales limites.

e ( es un ordinal limite, pues no existe § € OR tal que f + 1 = 0.

e Sean € w {0}, n es un ordinal sucesor. Esto se puede demostrar facilmente

usando Induccién Finita.

e w es un ordinal limite. En efecto, por reduccién al absurdo, supongamos que w
es un ordinal sucesor, por lo tanto, existe B € OR tal que w = B + 1; con esto,

B € w,porlotanto B+ 1 € w, es decir, B + 1 < w, lo cual es contradictorio.

e w+1,w+2, engeneral, w4+ n donde n € w, son ordinales sucesores.

Por otro lado, también se categoriz6 a los ordinales como ordinales finitos y or-
dinales transfinitos. Cuando hablamos de ordinales finitos nos referimos a los ordi-
nales dados por los niimeros naturales, mientras que al referirnos a los ordinales
transfinitos, hacemos referencia a los ordinales que no son finitos; el primer ordinal
transfinito es w, pues en efecto, si suponemos que existe j, otro ordinal transfinito

tal que B < w, tendriamos que B € w, lo cual es imposible, pues seria finito.
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Analogamente a lo realizado con los nimeros naturales, tenemos los Teoremas
de Induccion Transfinita y Recursion Transfinita, los cuales son una extensioén de los
Teoremas de Induccién Finita y Recursién Finita, respectivamente. La idea es, en
esencia, la misma; al igual que lo hacemos en el caso de los niimeros naturales, te-
nemos la base de la induccién o recursion, y el paso inductivo o recursivo segtiin
corresponda, esto debido a que tenemos ordinales finitos. Ahora, en ambos casos
se afiade un paso transfinito, es decir, se afiade un paso extra donde se prueba la
proposicion o se define la condicién para los ordinales limite, tanto en la Induccién
Finita como en la Recursién Finita, respectivamente. Para demostrar estos resulta-

dos consideremos el siguiente lema.

LEMA 2.18. Sea A C OR. Si para todo x € OR tal que x C A implica x € A, entonces
A = OR.

Demostracion. Supongamos que para todo x € OR, x C A implica x € A. Por
reduccién al absurdo supongamos que OR no estd contenido en A, por lo tanto,
OR \ A es no vacio; ademds, OR . A C ORy, de la Proposicién 2.14, tenemos que
OR \ A posee elemento minimo, llamémoslo «. Por otro lado, de la Proposiciéon 2.15,
tenemos que & C OR. Ahora, como « es un elemento minimo de OR \ A, tenemos
que

(ORNA)Na =g,

pues de no ser asi, existirfa € (OR \ A) N, pero con esto, tendiamos que B < «

siendo minimo de OR \ A, lo cual es imposible; de esta forma, tenemos que
(ORNa)NA=a~A=0,

por lo tanto, « C A. De la hipétesis, tenemos que o € A, lo cual contradice el hecho

que &« € OR \ A. Con esto, demostramos lo deseado. N

Ahora, estamos listos para completar uno de nuestros objetivos principales de
este capitulo, vamos a enunciar y demostrar el Teorema de Induccién Transfinita,
puesto que en este teorema se basan la mayoria de demostraciones tanto de este

capitulo como los posteriores.

TEOREMA 2.19. (Induccién Transfinita). Sea A C OR. S5i A cumple las siguientes
propiedades:

(i) 0 € A;
(ii)) « € Aimplicaa +1 € A;
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(iii) para A # 0 un ordinal Iimite, p € A, para todo B < A, implicaA € A,
entonces A = OR.

Demostracién. Utilizaremos el lema anterior. Sea « € OR tal que &« C A, tenemos

tres posibilidades:

1. sia = 0, de la primera condicién, tenemos que & € A;

2. si « es un ordinal sucesor, existe B € OR tal que &« = B+ 1, como B < a, se
sigue que B € a; ademds, como a C A, tenemos que f € Ay de la segunda

condicién, concluimos que « = B+ 1 € A;

3. si & es un ordinal limite distinto de cero, sea vy < &, tenemos que v € a 'y
nuevamente, como x C A, tenemos que 7y € A; con esto, al ser -y arbitrario, de

la tercera condicién, concluimos que & € A.

Con esto, hemos demostrado que para todo ordinal a tal que &« C A implica que

« € A, de donde, tenemos que OR C A, como desedbamos. O

OBSERVACION. En el Teorema de Induccién Transfinita, al primer paso se le llamara

base de induccion, el segundo paso inductivo y el tercero, paso transfinito.

Al igual que el Teorema de Induccién Transfinita, el objetivo del capitulo es de-
mostrar el Teorema de Recursion Transfinita, pues con éste se va a definir la derivada

de Cantor-Bendixson que es la base del presente trabajo.

TEOREMA 2.20. (Recursion Transfinita). Sean A una clase, F = U A" la clase de

x€OR
todas las funciones que van de un niimero ordinal en A y F: F — A otra funcion.

Se tiene que existe una tnica funciéon G: OR — A tal que, para todo « € OR, se
cumple que
G(w) = F(Gla).

Demostracion. Definamos

G={H:p— A:B € ORy,paratodona < p, secumpla H(x) = F(H|s)}.

En primer lugar, demostremos que la restriccion de cualquier elemento de G a
un ordinal es también un elemento de §. Sean H: vy —+ A unelementode Gy < v,

se tiene que 6 C < y, para todo & < 6, se cumple &« C §, de donde
(Hls)la = Hla,
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asi, tenemos que
H|s(a) = H(a) = F(Hlo) = F((Hls)]a)

y, como « fue arbitrario, se tiene que H |s € G. Por otro lado, demostremos que
si Hy, Hy € G son tales que dom(H;) = dom(H;), entonces H; = Hj. En efecto,
tomemos 8 = dom(Hy), por reduccién al absurdo, supongamos que existe « € f tal
que Hy(a) # Hy(a), es més, podemos tomar & como el minimo elemento de § tal
que cumpla dicha condicién. Por esta razon, se tiene que Hi(y) = Hy(7y) para todo

v < w, es decir, Hy |, = Ha|4, por lo tanto,
Hy(a) = F(Hi|o) = F(Ha|a) = Ha(a),

lo cual es contradictorio.

Notemos que G es no vacio pues @: 0 — A es un elemento de G; con esto,

tomemos

G=|JH

Heg

Veamos que G es una funciéon de dom(G) en A, notemos que, para todo H € G,
HCBxACORXA,

por lo tanto

G=|J HCORxA.
Heg

Con esto, G C dom(G) x A; ademas, sean («,x) € Gy (a,y) € G, vamos a demos-
trar que x = y. Como (a,x) € Gy (a,y) € G, existen Hy € Gy H, € G tales que
(0, x) € Hyy (v,y) € Hp; con esto, existen B1, B2 € OR tales que f1 = dom(Hj) y
B2 = dom(Ha). Sin pérdida de generalidad, supongamos que 1 < B, por lo tanto,
B1 C B, asi, tenemos que Hy|g, € G, ademas, dom(Ha|g,) = B1 Y, por lo tanto, ya
que sus dominios son iguales y al ser elementos de G, tenemos que Hy|g, = Hy, por

ende, (a,x) € Hy pero como H; es funcién, tenemos que x = y, de esta forma
G:dom(G) — A

es una funcion.

Ahora, vamos a demostrar que, para todo &« € dom(G), G(a) = F(G|a). Sea
a € dom(G), tenemos que existe H € G tal que « € dom(H). Ademads, dado que
H C G, tenemos que H|y, € G|o ¥ H|a41 € Glat1- Demostremos que G|, € H|y y
Gla+1 € Hlpy1-Sea (B, x) € G|q, tenemos que f < a; con esto, f € dom(H|,), por lo
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tanto, existe z € A tal que (B,z) € H|,. Ademas, dado que H|, C G|,, tenemos que
(B,z) € Glay, como G|, es funcién, z = x y, por ende, G|, C H|,. Andlogamente,
tenemos que G|y+1 € H|y 1. Asi, se tiene que H|y = Gla y H|y+1 = Gla41; con esto

y, como a« < & + 1, se obtiene

H(a) = H|at1(a) = Glata(a) = G(a).
Ademas, como H € G, se tiene

G(a) = H(a) = F(H|a) = F(Gla)-

Por otro lado, demostremos que dom(G) = OR. Por absurdo, supongamos que
OR no es subconjunto de dom(G), por lo tanto, OR \ dom(G) es no vacio; ademas,
OR \. dom(G) C OR. De la Proposicion 2.14, tenemos que OR . dom(G) posee
elemento minimo B. Notemos que, para todo a < B, & € dom(G), pues de no ser asi,
existirfa un ordinal « < B tal que « ¢ dom(G), lo cual es contradictorio, pues B es
elemento minimo de OR \ dom(G). Ademds, demostremos que para todo ordinal
v > B se tiene que v ¢ dom(G). En efecto, por absurdo, supongamos que existe
v > B tal que

v € dom(G) = U dom(H),
Heg

de donde, existiria H € G tal que v € dom(H) y, por lo tanto, B € dom(H) C
dom(G), lo cual es imposible y, por ende, dom(G) = B. Conlo cual, G: § — A es

un elemento de F. Ahora, definamos

G=GU{(BF(G)}

Notemos que

dom(G) = dom(G) U {B}
= BpU{p}
=B,

ademads, dado que B ¢ dom(G), F(G) € Ay G es una funciéon de a« € A, entonces

G: B — A es una funcién. Por otro lado, sea &« < BT, se tienen dos casos:

a) Sia < B, como G|, = G|a, tenemos que

G(a) = G(a) = F(Gla) = F(é|zx)}
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b) Sia = B, notemos que, G = G | p; con esto

G(a) = F(G) = F(Glp) = F(Gla).

De aqui, G e g, asi G C G, lo cual es contradictorio. Asi, se concluye que OR C
dom(G).

Finalmente, vamos a demostrar que G es tnica, para ello supongamos que existe
G: OR — A tal que G(a) = F(G|,) para todo « € OR. Tomemos

B={B<cOR:G(p)=G(p)}

si B # OR, andlogamente a lo hecho para demostrar que OR = dom(G), tenemos
que existe x elemento minimo de OR \ B, por ende, se tiene que para todo 8 < «,
B € B,asi G(B) = G(B), para todo B € «. Por lo tanto, G|, = G|a, de donde,
F(G|a) = F(Gla) y, con ello, se tendria que G(a) = G(«), teniendo que, « € B, lo

cual es contradictorio, es decir, G(8) = G(B) para todo f € OR, por ende, la funcion
G es tinica. ]

Usando el teorema anterior, vamos a enunciar otra version del Teorema de Recur-
sion Transfinita. Esta version se asemeja mds al Teorema de Recursién Finita enun-
ciado en la seccién anterior; ademads, serd la versiéon con la que trabajaremos en el
presente trabajo y nos referiremos al mismo como Teorema de Recursién Transfinita,

sin pérdida de generalidad.

TEOREMA 2.21. (Recursién Transtinita, Segunda Versién). Sean A una clase, c € E

tijo, F: A — A una funcién, F = U A" la clase de todas las funciones que van

2€O0OR
de un niimero ordinal a A y F,: F — A otra funcién. Entonces existe una tinica

funcién G: OR — A tal que:
(i) G(0) =c.
(i) G(a+1) = F(G(a)).

(iii) G(A) = F(G|,), para todo ordinal limite A # 0.
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Demostracion. Definamos

F: F— A
c sidom(g) =0,
g — F(g) = { Fi(g(w)) sidom(g) esun sucesorydom(g) = a™,

F(g) si dom(g) es un ordinal limite distinto de cero.

Por el teorema anterior, existe G: OR — A tal que para todo « € OR, G(a) =
F(G|y)- Asi, se tiene que:

(i) G(0) = F(Glo) =c.
(i) Para a € OR,
G(a+1) = F(Gla+) = Fi(Glas1)
= Fi(G(a)).
(iii) Para A # 0 ordinal limite
G(A) = F(G[y) = R(Gp).
Y con esto tendriamos que, en efecto, la funcién G cumple lo requerido.

Ahora, demostremos que la funcién antes definida es tnica, para ello, supongamos

que existe G: OR — A que cumple las propiedades anteriores. Definamos
G ={acOR:G(a) =G(a)}
y, usando Induccién Transfinita, demostremos que « € G para todo « € OR.

e Notemos que 0 € G pues, por la condicién (i), tenemos que
G(0) = ¢ = G(0).

e Ahora, supongamos que & € G, es decir, G(a) = G(«), vamos a demostrar que

«+1 € G. De la segunda condicién, tenemos que

Gla+1) = A(G(a)) = A(G(w) = G(a+1)
y,porende,a +1 € G.

e Ahora, sea A # 0 un ordinal limite, supongamos que € G para todo § < A,

vamos a demostrar que A € G. De la segunda y tercera condicién, tenemos
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que
G(A) = B(G|y) = B(G|y) = G(A).

Con esto, hemos demostrado lo deseado. O

2.4.1. Aritmética Ordinal

Usando el Teorema de Recursién Transfinita, definiremos las operaciones de adi-
cién, multiplicacién y exponenciacién de niimeros ordinales. Estas definiciones no
son mds que generalizaciones a las correspondientes definiciones para ntimeros na-
turales. Antes de introducir dichas definiciones, vamos a demostrar que toda familia

de ntimeros ordinales tiene supremo.

PROPOSICION 2.22. Sea A un conjunto de nimeros ordinales, entonces

sup(A) = (J a.
acA

Demostracién. Sea p € A, como B C U « y, por la Proposicién 2.17, U X es un
aceA acA
ordinal, entonces f < | J &, con ello, basta demostrar que | J « es la menor cota.
acA acA
Sea v € OR tal que &« < vy para todo « € A, vamos a demostrar que U x < 7.
xe A
Consideremos A € | J «, asiexiste p € Atal que A € By, como B < 7, tenemos que
acA
A € 7. Con esto, hemos demostrado que U a C v, es decir, U a < 7y, por ende,
aceA acA
sup(A) = [ J a. O
aeA

OBSERVACION. Andlogamente a lo hecho antes para el supremo, se puede demos-

trar que inf(A) = () a.
acA

Ahora, definamos las operaciones antes mencionadas para nimeros ordinales.

DEFINICION 2.22. (Adicién de Numeros Ordinales). Para todo ordinal B, definimos
@) p+0=p;
(ii) B+ («+1) = (B+«a) + 1, para todo ordinal «;

(iii) p+a =sup{f+v: v <a} = | J (B+ ) para todo ordinal limite x # 0.

y<a
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DEFINICION 2.23. (Multiplicacién de Niimeros Ordinales). Para todo ordinal B, de-
tinimos:

(i) p-0=0;

(ii) B-(a+1) = B-a+ B, para todo ordinal a;

(iii) B-a =sup{f-v:v<a}= U (B - v) para todo ordinal limite « # 0.

y<a

DEFINICION 2.24. (Exponenciacién de Niumeros Ordinales). Para todo ordinal B,

definimos

@ B =1
(i) p**! = B* - B, para todo ordinal a;

(iii) B* = sup{B7 : v < a} = 7 para todo « # 0 ordinal limite.
p p

y<a

Con estas definiciones, se tiene que las operaciones cumplen propiedades seme-
jantes a las de los nimeros naturales las cuales pueden encontrarse, al igual que sus

demostraciones, en [10, Cap. 6].

OBSERVACION. Sin embargo a lo sucedido con los nimeros naturales, la suma y
multiplicacién de nimeros ordinales son operaciones no conmutativas, para ello

presentamos los siguientes contraejemplos.
e Notemos que 1+ w # w + 1, pues

1+w=sup{l+a:a<w}
=sup{l+n:necw}

= w.
Por otro lado, w +1 = w U {w} y, por ende, la suma es no conmutativa.
e Ahora, veamos que 2 - w # w - 2. En efecto,

2-w=sup{2-a:a<w}
=sup{2-n:n € w}

:a],

mientras que w - 2 = w + w, teniendo lo deseado.
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2.5. Cardinalidad

Desde el punto de vista de la Teoria de Conjuntos, la pregunta mds bdsica acerca
de conjuntos esta relacionada con el niimero de elementos de los mismos. En esta

seccidén, analizaremos esta interrogante de una manera no tan detallada.

DEFINICION 2.25. Sean A y B dos conjuntos, decimos que:

e A y B tienen igual cardinalidad si existe una funcion biyectiva de A sobre B,

cual denotamos por |A| = |B|.

e La cardinalidad de A es menor o igual que la cardinalidad de B si existe una

funcién inyectiva de A en B y lo denotamos por |A| < |B|.

OBSERVACION. Andlogamente, tenemos que |A| < |B] si existe una funcién sobre-

yectiva de B en A.

Con estos conceptos, tenemos la siguiente definicién acerca de la finitud de con-

juntos.

DEFINICION 2.26. Un conjunto A, se dice:

e finito si existe n € w tal que |A| = |n| y decimos que A tiene n elementos,

notandolo |A| = n;
e infinito si no es finito;

e numerable si |A| = |w]|.

Dados dos conjuntos A y B se puede definir la relacion dada por |A| < |B|. Te-
niendo en cuenta las definiciones anteriores, vamos a demostrar que dicha relacién

es reflexiva, antisimétrica y transitiva, es decir, es una relaciéon de orden.
PROPOSICION 2.23. Sean A, B, C conjuntos se tiene:
() |A| = |A];
(ii) |A| = |B|, implica que |B| = |A|;
(iij) |A| = |B| y |B| = |C|, implican | 4] = |C|;
(iv) A C B, implica |A| < |B|;
(v) |A| <|B|y|B| < |C|, entonces |A| < |C].
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Demostracion.

(i) Tenemos que
Id: A — A
x — Id(x) = x,

la funcién identidad es una funcién biyectiva, por lo tanto, |A| = |A].

(ii) Supongamos que |A| = |B|, por lo tanto, existe f: A — B biyectiva, asi, existe

f~1: B — A también inyectiva y, por lo tanto, concluimos que |B| = | A].

(iii) Supongamos que |A| = |B|y |B| = |C|, asi, existen f: A -+ By g: B — C
funciones biyectivas. Tomando go f: A — C, al ser composicioén de funciones

biyectivas, tenemos que g o f también lo es y, por ende, |A| = |C|.

(iv) Supongamos que A C B, vamos a demostrar que existe f: A — B una funcién
inyectiva. Tomando f tal que f(x) = x para todo x € A, se tiene lo deseado,
por lo tanto, |A| < |B|.

(v) Supongamos que |A| < |B|y |B| < |C|; con esto, existen f: A — Byg: B— C
dos funciones inyectivas. Tomando go f: A — C, al ser composicién de dos
funciones inyectivas, tenemos que g o f también es inyectiva y, por lo tanto,
Al <cl. .

OBSERVACION. Notemos que, acabamos de demostrar que la relaciéon dada en la

proposicion anterior es una relacién de orden.

Vamos a demostrar el Teorema de Cantor-Bernstein, un teorema vital para la

cardinalidad de conjuntos, para ello primero demostraremos el siguiente lema:

LEMA 2.24. Sean A, B, C conjuntos. SiA C B C C y |A| = |C|, entonces |B| = |C].

Demostracion. Supongamos que A C B C Cy |A| = |C|; con esto, existe f: C — A
una biyeccion. Usando el Teorema de Recursién Finita, vamos a definir dos sucesio-

nes de conjuntos:
Co=C, By=B8,

y, paran € w ~\ {0}, tomemos
Cn+1 - f(cn)/ Bn+1 = f(Bn).

Con esto, de la forma que fueron definidas las sucesiones tenemos que A C By C Cp.

Usando Induccién Finita, demostremos que C,,.1 € C,, para todon € w.
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e Notemos que C; C Cp, pues

Cy = f(Co) = f(C) C C = Co.

e Ahora, supongamos que C,11 € C,, vamos a demostrar que C,, 1 C Cj,41. De
la hipétesis, tenemos que f(C,41) € f(Cy), por lo tanto, C,4p € Cyiq como

desedbamos.

Ahora, por lo hecho antes, para todo 7 € w tomemos

Dn :Cn\Bn,

D= |J Dy, E=C\D.

new

Como C,41 € C, para todo n € w, tenemos que f(Dy,) = D, 1 para todo n € w;

tenemos que

f(D) = J Dn.

new
Con esto, estamos listos para definir g: C — B una biyeccion, para ello tomemos a

su ley de asignacién como

f(x) sixeD,
g(x) = .
X six € E.
Se tiene que g es una funcién inyectiva pues g|p y g|r lo son y sus imagenes son
disjuntas. Con esto, tenemos que g es una funcién biyectiva de Cen f(D) UE = B,
B| = |C|. O

teniendo asi

TEOREMA 2.25. (Cantor-Bernstein). Sean A y B dos conjuntos. Si |A| < |B| y |B| <
|A|, entonces |A| = |B|.

Demostracion. Supongamos que |A| < |B|y |B| < |A], por lo tanto, existen f: A —
By g: B — A dos funciones inyectivas. Vamos a demostrar que existe una fun-
cién biyectiva de A sobre B. En primer lugar, tomemos go f: A — A, una fun-
cién inyectiva pues es composiciéon de funciones inyectivas. Por otro lado, tene-
mos que g(f(A)) € g(B) € A; més atn, como f y g son inyectivas, tenemos que
|g(f(A))| = |A|y |g(B)| = |BJ; con esto y en virtud del Lema 2.24, tenemos que
4] = |B. s
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A partir del Teorema de Cantor-Bernstein, se derivan otras proposiciones que

usaremos en los capitulos posteriores.

PROPOSICION 2.26. |w X w| = |w].

Demostracién. Para demostrar lo deseado, se debe demostrar que existe una funcién

biyectiva de w x w en w. Para esto, se considera la siguiente funcién:

frwxw —w

2
(m,n) —> F((m,n)) = (m+n) 2+3m+n.
Los detalles de que f es biyectiva pueden ser encontrados en [9]. O

OBSERVACION. La funcién considerada en la demostracién anterior, es denomina-
da Zig-zag de Cantor, la razén de este nombre se entenderd en el siguiente esquema.

Algunos valores de la funcién estdn dados por:

4

~

oS O© O O

—_ — — —
I
@ U1 N O

(0
fQ
f(2,
/(3

7

Con esto, podemos ver que la funcién va “enumerando” los pares de w X w con w.

(0,00 — (0,1) 0,2) 0,3)

(2,0) (2,1) (2,2)
(3,0) s

PROPOSICION 2.27. Sea { A, } ncw una familia numerable de conjuntos numerables.

Entonces,

A= A

necw

es numerable.
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Demostracion. Para todo n € w, definamos
Ay ={f:w— Ay : f esbiyectiva}.

Como A, es numerable, A, # & para todo n € w; con esto, en virtud del Axioma

de Eleccion, existe una sucesion ( f,) de funciones tales que f, € A, para todo

necw
n € w. Tomemos
p:rwxw— A

(k,m) — @(k,m) = fi(m).
Por como se defini6 ¢, es una funcién biyectiva; con esto, |A| < |w x w| pero de la

proposicion anterior, tenemos que |A| < |w|. Finalmente, como A, C A para todo

n € w, tenemos que |w| = |A;| < |A| y junto con el Teorema de Cantor-Bernstein,

concluimos que |A| = |w|, como desedbamos. O

PROPOSICION 2.28. Sean A un conjunto numerable, B, C dos conjuntosy f: C — B
una funcién. Si A C C, entonces |f(A)| < |w|.

Demostracion. Definamos

¢p: A — f(A)
x — @(x) = f(x),

por como estd definida ¢, la funcién es sobreyectiva, por lo tanto, |f(A)| < |A|;

ademads, como A es numerable, se sigue que |f(A)| < |w|. O

Usando cardinalidad de conjuntos tenemos maés resultados importantes acerca

de los nimeros ordinales como se muestran a continuacion.

TEOREMA 2.29. Sea « # 0 un ordinal limite numerable, entonces existe una sucesién

(&n)pee tal que ay < ay4q paratodon € wya = sup{a, :n € w}.

Demostracién. Como a # 0, tenemos que & = {f € OR : B < a} y, por hipétesis,
es numerable, por tanto, tomamos & = {B, : n € w}. Mediante Recursion Finita

definamos la sucesion (ay,) tomando «g tal que By < ap < a. Este ordinal «g

new’
existe pues « es un ordinal limite. Ahora, supongamos que «;, < a ya esta definido,

tomamos «a,, 41 tal que ay, < a1 < @y Buy1 < ap41 < . Con esto, tenemos que
a=sup{Bn:ne€w} <sup{a,:necw}<a.

Por lo tanto concluimos, sup{a, : n € w}. O

33



Analogamente, asi como categorizamos a los ordinales en finitos, transfinitos,
sucesores y limites, al estudiar cardinalidad surge una idea esencial, el categorizar a
los ordinales de acuerdo a su cardinalidad, con esto en mente, a todos los ordinales

numerables los vamos a denotar por w1, es decir,
w1 = {o € OR : & es numerable}.

TEOREMA 2.30. w; es un conjunto no numerable.

Demostracién. Por reduccién al absurdo, supongamos que w; es numerable, con esto

podemos tomar wy = {a, : n € w}, por lo tanto, tomando

v=|Jan|+1={J (an+1) =sup{a,+1:a, € wi},
new new
tenemos que « es un ordinal numerable tal que &, < a para todo «; € wi, lo cual no

es posible, por lo tanto w; es no numerable. O

OBSERVACION. Se puede demostrar que w es el conjunto infinito “mds pequefio”.
Por esta razon, lo notaremos |w| = Ry. El teorema anterior, nos dice que wj es no
numerable, por lo tanto, al ser infinito se tiene que Ry < |w1|. Es mas, se puede de-
mostrar que w; es el conjunto infinito “inmediato més grande” a w, esto lo notamos
por |wq| = Rj. Por otro lado, ampliaremos la definicién de conjunto numerable y

diremos que un conjunto A es numerable si |A| < Ry.
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Capitulo 3
Topologia

En el presente capitulo se abordaran algunos conceptos y propiedades béasicas
de espacios topolégicos, resultados fundamentales sobre compacidad, una breve re-
vision sobre los aspectos bésicos de la topologia producto, pues, més adelante, se
darédn varios ejemplos y proposiciones importantes usando la topologia producto.
Finalmente, se hard una revisién breve, pero detallada de espacios métricos. Las

referencias principales para este capitulo son [14, 17, 13].

3.1. Conceptos Topoldgicos

DEFINICION 3.1. (Topologia). Una topologia sobre un conjunto E es una coleccion

T de subconjuntos de E que satistace:

(i) @ y E pertenecen a T,
(ii) la union arbitraria de elementos de T pertenece a T;
(iii) la interseccion finita de elementos de T pertenece a T.

DEFINICION 3.2. Sean E un conjunto y T una topologia sobre E.

e A los elementos de una topologia se les conoce como abiertos de E, es decir, si
A € 1, A es un abierto de E.

e Un conjunto G se dice cerrado si su complemento en E es abierto, es decir, si

E ~. G es abierto.

e A la pareja (E, T) se le denomina espacio topolégico; abreviaremos E para un

espacio topolégico si no hay confusién acerca de la topologia .
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e Sean 11 y T» dos topologias sobre E, diremos que T; es menos fina que 1 si y

solosiTi C o

e Sea F C E no vacio. Decimos que (F,T|p) es un subespacio topolégico de E,
donde
Tlr={ANF:A¢€c1}

Si no existe confusién sobre la topologia T, diremos tinicamente que F es un
subespacio topoldgico de E. Andlogamente, decimos que G es un cerrado de F
si existe H cerrado de E, talque G = HNF.

Ahora, sea A un subconjunto de un espacio topoldgico (E, 7). Una pregunta na-
tural es: si A no es cerrado, ;qué le hace falta a A para que lo sea?, ;podemos cerrarlo
de alguna manera? La respuesta es si, si podemos cerrarlo ya que a A le hace falta
algunos puntos de E para que sea cerrado. Con esto en mente, tenemos la siguiente

definicidn.

DEFINICION 3.3. Sean (E, T) un espacio topolégico y A C E. La clausura de A en E,

notada A, es el cerrado mds pequefio que contiene a A.

Con esto, se tiene que un subconjunto A de un espacio topolégico E es cerrado
siysolosi A = A.
Por el contrario, si queremos que un conjunto A sea abierto, tenemos que quitar

ciertos puntos del mismo. A partir de ello, tenemos la siguiente definicion:

DEFINICION 3.4. Sean (E, T) un espacio topolégico y A C E. El interior de A en E,

denotado int (A), es el abierto mds grande contenido en A.

Anédlogamente, tenemos que un subconjunto A de un espacio topoldgico es abier-
tosiysolosi A =int(A).
Por otro lado, dada una topologia, para facilitar su uso, se busca ciertos abier-

tos que puedan describir a todos los elementos de la misma, al conjunto de dichos

abiertos se le conoce como base de la topologia.

DEFINICION 3.5. Sean (E, T) un espacio topolégico y x € E. Decimos que B es una
base para la topologia de T si todo abierto se puede expresar como una unioén de

elementos de B. A los elementos de B, les denominamos abiertos bésicos.

Vamos a presentar varios resultados sobre las definiciones antes presentadas, las

demostraciones de estas se obtienen directamente de la definicién y se pueden hallar

36



en [14, 19].

PROPOSICION 3.1. Sean (E, T) un espacio topolégico, A y B dos subconjuntos de E.

Entonces:

(i) int (A) C A;
(i) A C A;
(iii) si A C B, entonces A C B;

(iv) si A C B, entonces int (A) C int (B);

Demostracion. Ver [14, 19, Cap. 2]. O

De manera intuitiva, los conjuntos abiertos en una topologia intentan generar la

idea de proximidad entre puntos, por esta razén se llamara vecindad.

DEFINICION 3.6. Sean (E, T) un espacio topolégico y x € E. Una vecindad abierta

de x es un conjunto U el cual contiene un abierto V tal quex € V.

OBSERVACION. Sin pérdida de generalidad, podemos decir que una vecindad abier-
ta de x es un conjunto U € 7 tal que x € U. Por esta razén, de aqui en adelante,
cuando nos refiramos a vecindad de un punto, nos referiremos a un abierto que

contiene el punto.

Muchas de las proposiciones posteriores se las puede “simplificar” usando abier-
tos basicos en lugar de abiertos de una manera general. Con esto en mente, intro-
duciremos varios conceptos que, para su definicién, se puede usar el concepto de

vecindades y abiertos basicos.

DEFINICION 3.7. (Espacio segundo contable). Un espacio topolégico (E, T) es se-

gundo contable si posee una base de topologia numerable.
Algunos ejemplos de espacios segundos contables son:

¢ R con su topologia usual es un espacio topolégico segundo contable. Més atin,
todo espacio métrico separable es un espacio topoldgico segundo contable (es-

to lo demostraremos més adelante).
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e Dado E un conjunto numerable, E dotado de la topologia discreta es un espa-

cio segundo contable.

¢ R con la topologia
T={A CR: ACesfinito } U{D},
denominada topologia cofinita, no es un espacio segundo contable.

A continuacién se presenta una definicién que serd fundamental a lo largo del

trabajo.

DEFINICION 3.8. Sean (E, T) un espacio topolégico y A C E. Un punto limite de A

es un punto x € E tal que para cada vecindad V de x, se tiene que
(VN {x})NA #@.

DEFINICION 3.9. Sean (E, T) un espacio topolégicoy A C E. A un punto x € A se

le denomina punto interior de A si existe un abierto U tal que
xe U CA.

DEFINICION 3.10. Sean (E, T) un espacio topolégicoy A C E. A un punto x € A se

le denomina punto aislado de A si existe una vecindad U tal que
UNA={x}.

OBSERVACION. De manera directa se tiene que la definicién de punto aislado es la
negacion de la definicién de punto limite, es decir, en un espacio topolégico todo

punto de un conjunto A o es un punto limite de A o es un punto aislado de A.

DEFINICION 3.11. Sean (E, T) un espacio topolégico y A C E. Se dice que A es un
conjunto discreto si todo punto de A es un punto aislado de A; es decir, para todo

x € A, existe una vecindad U tal que
UNA={x}.
PROPOSICION 3.2. Sean (E, T) un espacio topolégico y A C E. Se tiene que:

(i) x € A si y solo si para toda vecindad V de x, se tiene que V N A # &;
(ii) x € int (A) si y solo si existe una vecindad de x tal que V C A;

(iii) A es abierto si y solo si todo punto de A es un punto interior de A.
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Demostracion.

(i)

(ii)

(iii)

Para la primera implicacién usaremos el contrarreciproco, es decir, suponga-
mos que existe una vecindad V de x tal que VN A = &; con esto, A C V°. Por
otro lado, como V es abierto, tenemos que V* es cerrado y, por lo tanto, como
A es el cerrado mas pequefio que contiene a A se tiene que A C V¢. Como

x € V¢, concluimos que x ¢ A.

Para la otra implicacién, nuevamente por el contrarreciproco, supongamos
a . —C —C .
que x ¢ A, es decir, x € A". De esta forma, tenemos que A" es una vecin-

dad abierta de x tal que
ANACANA=g,
por lo tanto, tenemos que ANA=0o.

Notemos que la primera implicacion es inmediata. En efecto, supongamos que
x € int (A), como int (A) es abierto, es una vecindad de x y, por la Proposicion
3.1, se tiene que int (A) C A.

Por otro lado, supongamos que existe una vecindad V de x tal que V C A.
Como V es abierto y el int (A) es el abierto mds grande contenido en A, con-

cluimos que V C int (A) y, por lo tanto, x € int (A).

Supongamos que A es abierto y x € A; con esto, tenemos que int (A) = A. Del

literal (ii), tenemos que x es un punto interior de A.

Por otro lado, supongamos que todo punto de A es un punto interior. Como
int (A) C A, demostremos que A C int (A). En efecto, sea x € A, por la hipé-
tesis, tenemos que x es un punto interior de A, es decir, existe una vecindad V

de x tal que V C Ay, por el literal anterior, concluimos que x € int (A). O

Georg Cantor, en sus primeros trabajos, introdujo el término de derivado de un

conjunto, el cual es el conjunto de todos los puntos limite del conjunto:

DEFINICION 3.12. (Derivado de un conjunto). Sean (E, T) un espacio topolégico y

A C E. Al conjunto de todos los puntos limite de A, denotado por A’, se lo llama el

derivado de A. Se tiene que A’ C A, més atn

A=AUA

Partiendo de la definicién del derivado de un conjunto tenemos la siguiente ca-

racterizacién para conjuntos cerrados.
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PROPOSICION 3.3. Sean (E, T) un espacio topol6gico, A C E. A es cerrado si y solo
siA’ C A.

Demostracion. Supongamos que A es un conjunto cerrado; con esto, tenemos que
A = A. De esta forma, tenemos que A = A = AU A’ y, por lo tanto, tenemos que
A CA.

Por otro lado, supongamos que A’ C A.Notemos que A C A Y, ademads, tenemos
que
A=A UACAUA=A.

De esta forma, concluimos que A = Ay, por ende, A es cerrado. O

Tal y como dijimos antes, una vecindad representa la idea de proximidad de pun-
tos; ahora, vamos a describir a un espacio topolégico de mejor manera dependiendo
de si podemos definir vecindades, con ciertas condiciones, que contengan a cada par
de puntos o subconjuntos del espacio, dando asi una idea de “separacién” de dichos
puntos o subconjuntos. Teniendo esta idea en mente, vamos a definir espacios topo-
l6gicos que retinen ciertas caracteristicas que dependen de si sus subconjuntos o

puntos estdn “mads separados” o “menos separados”.

DEFINICION 3.13. Un espacio topolégico (E, T) se dice que es un espacio de Haus-
dorff si para todo par de puntos distintos x,y € E, existen vecindades Vy, V, de x y
y, respectivamente, tales que Vy NV, = &. A los espacios de Hausdorff también se

les conoce como espacios Ty.

De la definicién anterior, podemos establecer los siguientes ejemplos de espacios
de Hausdorff.

e R con la topologia usual es un espacio de Hausdorff. De igual manera, R“ es
un espacio de Hausdorff. Y de forma mds general, todo espacio métrico es un

espacio de Hausdorff.

e Todo conjunto no vacio E con la topologia discreta es un espacio de Hausdorff.

DEFINICION 3.14. Sea (E, T) un espacio topoldgico. Se dice que (E, T) es regular si
para todo F subconjunto cerrado de E y todo x € E tal que x ¢ F, existen vecindades
VyUtalesquexc V,FCUyUNV =@.

Algunos ejemplos de espacios regulares son los siguientes:

e IR con la topologia usual.
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e Dado E un conjunto. E dotado de la topologia indiscreta, T = {E, @}, es un

espacio regular. A este espacio se lo conoce como espacio topolégico trivial.

¢ R, con la topologia dada por:

T={9,Q, R\Q,R}
es un espacio regular.

OBSERVACION. Un espacio regular no necesariamente es un espacio de Hausdorff,
pues tomando en cuenta el espacio topolégico trivial, éste es un espacio regular pero

no es un espacio de Hausdorff.

Teniendo en cuenta la observacién anterior, surge una pregunta natural: ;qué se
necesita para que un espacio regular sea de Hausdorff?, jes posible esto? La res-

puesta es si, si es posible. Para ello, definamos los espacios de Fréchet.

DEFINICION 3.15. Un espacio topolégico (E, T) se dice que es un espacio de Fréchet
si para todo par de puntos distintos x,y € E, existen vecindades Vy, Vy dexyy,
respectivamente, tales que ninguna de ellas esta contenida en la otra. A los espacios

de Fréchet también se les llama espacios T;.

Para conseguir nuestro objetivo, que un espacio regular sea de Hausdorff, vamos
a demostrar primero que todo conjunto unitario en un espacio de Fréchet es un

conjunto cerrado.

PROPOSICION 3.4. Sean (E, T) un espacio de Fréchet y x € E. Se tiene que {x} es un

conjunto cerrado.

Demostracion. Para demostrar que {x} es cerrado, vamos a demostrar que {x}¢ es
abierto. Para todo y € {x}, como E es un espacio T; y x # y, existe V;, una vecindad

de y tal que x ¢ Uy. Tomando U = | J Uy, tenemos que U es abierto y U = {x}¢,

ye{x}e
por ende, {x} es cerrado. O

Ademas, de la proposicién anterior, tenemos la siguiente relacién entre espacios
T2 y Tl.

PROPOSICION 3.5. Todo espacio topolégico de Hausdorff (T;) es también un espa-
cio topologico de Fréchet (T1).

Demostracién. Ver [18, Cap. 4]. O
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Ahora, teniendo en cuenta la definicién de espacio de Fréchet, vamos a realizar
una modificacién a los espacios regulares, para con ello, lograr que los espacios

regulares sean espacios de Hausdorff.

DEFINICION 3.16. Un espacio topolégico (E, T) se dice espacio Ts si (E,T) es un

espacio de Fréchet y es regular.

Algunos ejemplos de espacios T3 son los espacios métricos, en particular, R con
su topologia usual. Partiendo de la definicién, vamos a demostrar que, en efecto,

hemos conseguido que los espacios T3 sean espacios de Hausdorff.

PROPOSICION 3.6. Todo espacio T3 es un espacio de Hausdorff (7).

Demostracion. Sean (E,T) un espacio T3y x,y € E dos puntos distintos, demostre-
mos que existen vecindades Vy, V;, de x y y, respectivamente, tales que V, NV, = .
Como x y y son distintos, y € {x} y, como E es un espacio de Fréchet, tenemos que
{x} es un conjunto cerrado. Ahora, como E también es regular, existen vecindades
U, V tales que {x} C Uy V es una vecindad de y; con esto, tomando V, = Uy
Vy =V, se tiene lo deseado. O

OBSERVACION. En mucha de la literatura a los espacios T3 se los conoce como es-
pacios regulares. Al igual que dicha literatura, nosotros vamos a referirnos a los

espacios T3 como espacios regulares.

PROPOSICION 3.7. Sean (E, T) un espacio de Hausdorff, A C E y x € A’. Para toda

vecindad V de x, se tiene que V N A es un conjunto infinito.

Demostracion. Por reduccion al absurdo, supongamos que existe V vecindad de x
tal que V N A es un conjunto finito. Notemos que, para todo y € V N A, existe una
vecindad V; de x tal que y ¢ V), pues, E es un espacio de Hausdorff. Con esto,

tomemos

w=1| (] W|nVv
yeVNA

y notemos que W es una vecindad de x, pues, es la interseccién finita de vecindades

de x. Por otro lado, se tiene que
WN{x}) NACWNA=g,

lo que contradice que x es punto limite de A. O
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PROPOSICION 3.8. Sea (E, T) un espacio de Hausdorff. Si A C E, se tiene que A’ es

un conjunto cerrado.

Demostracién. Sean x € A’y V una vecindad de x, demostremos que
VNAN{x} #@.

Por hipétesis, tenemos que V N A’ # &; con esto, sea z € V N A/, tenemos que V
es una vecindad de z y, ademads, z es un punto limite de A y, por la proposicién
anterior, V N A es infinito, por lo tanto, podemos tomar y € V N A tal que y # x. De
esta forma, y € VN A~ {x},asi, A’ = Ay, por ende, A’ es cerrado. O

3.2. Continuidad

Uno de los principales objetivos de la topologia es el estudio de las funciones
continuas. Dados dos espacios topolégicos, vamos a definir cuando una funcién es

continua y las consecuencias mds importantes de la continuidad de funciones.

DEFINICION 3.17. (Funcién Continua). Sean E, F dos espacios topolégicos. Una fun-
cién f: E — F se dice que es continua si para todo abierto V de F, el conjunto f (V)

es un conjunto abierto de E.

PROPOSICION 3.9. Sean E, F dos espacios topolégicos y f: E — F una funcién. Las

siguientes afirmaciones son equivalentes:

(i) f es continua;

(i) paratodo A CE, f(A) C f(A);
(iii) para todo B C F cerrado, f‘l(B) es un conjunto cerrado de E;

(iv) paratodox € E y toda vecindad V de f(x), existe una vecindad U de x tal que
fuycv.

Demostracion.

e (i) = (ii). Supongamos que f es continua. Sea A C E, vamos a demostrar que

f(A) C f(A).Seay € f(A), tenemos que existe x € A tal que y = f(x),

demostremos que y € f(A). En efecto, sea U una vecindad de y, como x € A4,

tenemos que, para toda vecindad V de x, V N A # &. Por otro lado, como f es
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continua, tenemos que f~!(U) es un abierto de E y, por ende, es una vecindad
de x; con esto, tenemos que existe z € f’1 (U)N A, porlo tanto, f(z) e UN A,
es decir, UN f(A) # @y, se tiene lo deseado.

(ii) = (iii). Sea B un subconjunto cerrado de F, por lo tanto, B = B, vamos a
demostrar que f~1(B) es cerrado en E. Tenemos que f(f~1(B)) C B, de este

modo, si x € f~1(B), se tiene que

f(x) e f(f1(B)) € f(f1(B)) SB=B,

por lo tanto, f~1(B) C f~1(B), es decir, f"1(B) = f~1(B) y, por ende, f ~1(B)

es un conjunto cerrado de E.

(iii) = (i). Sean x € E y V una vecindad de f(x), vamos a demostrar que
existe una vecindad U de x tal que f(U) C V. Como V es una vecindad de
f(x), V es un abierto de F tal que f(x) € V; con esto, tenemos que V¢ es un
conjunto cerrado de F. De la hipétesis, tenemos que f~!(V¢) es cerrado en E,
por ende, (V) es abierto en E, por lo tanto, U = f~!(V) es una vecindad
dexy f(U) C V, como desedbamos.

(i) = (iv). Supongamos que f es continua. Sean x € E y V una vecindad
de f(x), vamos a demostrar que existe U vecindad de x tal que f(U) C V.
Tomando U = f~!(V), de la continuidad de £, se tiene que U es una vecindad
dexy f(U) CV.

(iv) = (i). Sean V un abierto de Fy x € f~!(V), vamos a demostrar que x es
un punto interior de f~1(V). Puesto que f(x) € V, de la hipétesis, tenemos
que existe una vecindad U de x tal que f(U) C V, porende, U C f~}(V)y
con esto, x es un punto interior. Como x es arbitrario, tenemos que todo punto
de f~1(V) es punto interior y por la Proposicién 3.2, se concluye que f~1(V)

es un conjunto abierto de E, por lo tanto, f es continua. O

Cuando se estudia algebra, es de importancia los isomorfismos (funciones linea-

les con inversa lineal), andlogamente, cuando estudiamos topologia nos interesan

funciones continuas que sean invertibles y que preserven la continuidad. Dichas

funciones son conocidas como homeomorfismos.

DEFINICION 3.18. Sean E, F dos espacios topolégicos y f: E — F una funcién biyec-

tiva y continua. Si f~': F — E es continua, se dice que f es un homeomorfismo de E

en F. Mds atin, si existe un homeomorfismo de E en F, se dice que E es homeomorfo
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PROPOSICION 3.10. Sean E, F, G espacios topolégicosy f: E — F, g: F — G fun-

ciones continuas, se tiene que go f: E — G es continua.

Demostracién. Sea A un abierto de G, vamos a demostrar que (go f)!(A) es abierto
de E. Como g es continua, g’l (A) es un abierto de F; ademads, como f es continua, te-
nemos que f 1(g7!(A)) es un abierto; con esto, como f 1 (g7 1(A)) = (go f) "L (A),
tenemos lo deseado. H

3.3. Conjuntos Compactos

En esta seccién revisaremos uno de los conceptos bases usados para establecer
el objetivo del presente trabajo, asi como sus propiedades y algunos resultados mas

relevantes.

DEFINICION 3.19. Sea (E, T) un espacio topolégico. Una familia de abiertos { A;}ic;

se dice recubrimiento abierto de A C E,si A C U A;. Un sub-recubrimiento finito
icl
de un recubrimiento abierto es una familia { A;} ey tal que A C U Aj,donde ] C I
j€]
es finito.
DEFINICION 3.20. (Conjunto Compacto). Sean (E, T) un espacio topolégico y K C E.
Se dice que K es conjunto compacto si todo recubrimiento abierto de K posee un

sub-recubrimiento finito.

PROPOSICION 3.11. Sean (E, T) un espacio topoldgico. Todo subconjunto cerrado

de un conjunto compacto es compacto.

Demostracion. Sean E un espacio topolégico, K C E un conjunto compacto, F un
subconjunto cerrado de E tal que F C Ky {A;}ie; un recubrimiento abierto de F,
vamos a demostrar que F posee un sub-recubrimiento finito de {A;};c;. Notemos
que {A;}ie; U {F°} es un recubrimiento abierto de K y, como K es compacto, existe
un sub-recubrimiento finito {A;};c; U{F°} de K, por lo tanto, para F tenemos que

{A;}jej es un sub-recubrimiento de F y, por ende, F es compacto.

Ahora, tomemos F un subconjunto cerrado de K; con esto, existe F, subconjunto
cerrado, de E tal que F = FN K. Sea {A;};c; un recubrimiento abierto de F for-
mado por abiertos de E, nuevamente, tenemos que {A;};c; U {E°} es un recubri-

miento abierto de K formado por abiertos de E. Como K es un conjunto compacto,
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existe un sub-recubrimiento finito {A;};c; U {F°} de K; con esto, {A;}jc; es un sub-

recubrimiento finito de F y, por ende, F es un conjunto compacto. O

PROPOSICION 3.12. Todo subconjunto compacto de un espacio topolégico de Haus-

dorff es un conjunto cerrado.

Demostracion. Sean (E, T) un espacio topolégico de Hausdorff y K C E un conjunto
compacto, vamos a demostrar que K° es un abierto de E; con esto concluiriamos que
K es un cerrado de E. Sea x € K¢, vamos a demostrar que x es un punto interior, es
decir, vamos a hallar una vecindad U de x tal que U C K, lo que es equivalente a
demostrar que existe una vecindad U de x tal que U N K = &. Como E es un espacio
de Hausdorff, para cada y € K existen vecindades U, y V;, de x y y respectivamente
tales que su interseccion es vacia. Por otro lado, la familia {V}},ck es un recubri-
miento abierto de K, como K es compacto, existen Vi Vir oo, Vy,, que recubren a K.

Asi, tomando el conjunto abierto

n
V= U V}/i'
i=1

tenemos que K C Vy VNU = &, donde

n

U= Uy,
i=1

Al ser U la interseccion finita de vecindades de x, U es una vecindad de x. Ademas,
UNK = &, pues si no lo fuera, existieran y € Vyj yy € Uy]. paraalginl < j < n,
lo cual es contradictorio, pues Vyj N llyj = ¢. Por lo tanto, concluimos que U es una

vecindad disjunta de Ky, por ende, K es un cerrado de E. O

PROPOSICION 3.13. Sea (E, T) un espacio topolégico. Si M es un subconjunto infi-

nito de un conjunto compacto K, entonces M tiene un punto limite en K.

Demostracién. Por reduccién al absurdo, supongamos que M no posee puntos limite
de K, es decir, todo x € M es un punto aislado de K. Con esto, para todo x € M existe
una vecindad Vy tal que Vy N M = {x}. Notemos que { Vi },ck es un recubrimiento
abierto de K, pero para este recubrimiento no existe un sub-recubrimiento finito,
pues, de existir dicho sub-recubrimiento para K, como M C Ky V, "M = {x}, M
no podria ser un conjunto infinito, por lo tanto, contradecimos el hecho de que K es

compacto. Con esto, concluimos que M tiene un punto limite en K. O
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Vamos a relacionar los conceptos de continuidad y compacidad sobre espacios
topoldgicos. Una caracteristica importante de éstos, es que la condicién de compaci-
dad como muchas otras se preservan bajo funciones continuas, esto nos indica que

la compacidad es una propiedad topolégica, como se enuncia a continuacion.

PROPOSICION 3.14. Sean E, F dos espacios topolégicos y f: E — F una funcioén

continua. Si K es un subconjunto compacto de E, entonces f(K) es compacto.

Demostracién. Supongamos que K es un subconjunto compacto de E, sea {A;}ic;
un recubrimiento abierto de f(K) formado por abiertos de F. Como f es continua,
tenemos que {f!(A;)}icr es un recubrimiento abierto de K. Por otro lado, de la
compacidad de K, existe ] C I finito tal que {f '(A;)};c; es un sub-recubrimiento
finito de K, por lo tanto, { A;};c; es un sub-recubrimiento finito de f(K) y, con esto,

concluimos que f(K) también es compacto. O

PROPOSICION 3.15. Sean E, F dos espacios topolégicos y f: E — F una funcién
biyectiva y continua. Si E es compacto y F es un espacio de Hausdorff, entonces f

es un homeomorfismo.

Demostracién. Para que f sea un homeomorfismo, como f es biyectiva y continua,
basta demostrar que f~! es continua. Por la Proposicién 3.9, vamos a demostrar que
si G C E es cerrado de E, entonces (f 1) 71(G) es un conjunto cerrado de F. Sea G C
E cerrado, como E es compacto, por la Proposiciéon 3.11, G también lo es. Ahora,
dado que f es continua y G compacto, en virtud de la proposicién anterior, tenemos
que f(G) también es compacto. Finalmente, como F es un espacio de Hausdorff,
de la Proposicién 3.12, f(G) es cerrado en F y, por lo tanto, (f~!)~1(G) es cerrado,

teniendo que f es un homeomorfismo. O

Ahora, una pregunta natural es si la compacidad es estable bajo operaciones de
conjuntos tales como la unién, interseccién y producto. Para la unién e interseccién
la compacidad se preserva bajo hipétesis adecuadas, como veremos a continuacion.
Para el producto, el Teorema de Tychonoff asegura que se preserva la compacidad,
esta interrogante no va a ser abordada en el presente trabajo pero puede ser hallada

en cualquiera de las referencias principales del capitulo.

PROPOSICION 3.16. En un espacio topolégico, la unién finita de conjuntos compac-

tos también es un conjunto compacto.
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Demostracién. Sean (E, T) un espacio topolégico y {K;}_; una familia finita de sub-
n
conjuntos compactos de E, vamos a demostrar que U K; es un conjunto compac-
i=1

n n

to. Sea {A;}ic; un recubrimiento abierto de U K;, como K; C U K; para todo i €
i=1 i=1

{1,...,n}, se tiene que existe J; C I finito tal que {A;},c;, es un sub-recubrimiento

de K;, es decir,
K; C |JA;
Jj€li
n

Tomando | = [ ] Jj, es un conjunto finito, pues es la unién finita de conjuntos finitos,

i=1
n

tenemos que { 4, } jcj es un sub-recubrimiento finito de U K;. En efecto, tenemos que
i=1

UkcU(Ua)=Ua.

i=1 i=1 \jeJ; ic]

Por lo tanto, concluimos que la unién finita de compactos es un conjunto compacto.
O

PROPOSICION 3.17. Sea E un espacio topolégico. Si E es de Hausdorff, entonces la

interseccion arbitraria de conjuntos compactos es un conjunto compacto.

Demostracion. Sean E un espacio topolégico de Hausdorff y {K;};c; una familia ar-
bitraria de subconjuntos compactos de E. Como E es un espacio de Hausdorff, por
la Proposicién 3.12, tenemos que {K;};c; es una familia arbitraria de subconjuntos

cerrados de E, por lo tanto, ﬂ K; es un conjunto cerrado. Por otro lado, tenemos
iel
que ﬂ K; C K;, por lo tanto, ﬂ K; es un conjunto cerrado contenido en un conjun-
iel iel
to compacto y en virtud de la Proposicién 3.11, tenemos que ﬂ K; es un conjunto
i€l
compacto. [

3.4. Topologia Producto
Antes de revisar las propiedades de espacios métricos, vamos a revisar una to-

pologia de interés, cuya comprension nos servird de ayuda para los capitulos poste-

riores.
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DEFINICION 3.21. Sean E un conjunto no vacio e I un conjunto de indices. Una
funcién x: I — E es llamada I-tupla. Por facilidad, a la imagen de i respecto de x se
le denota por x; para todo i € I, es decir, para todoi € I, se toma x(i) = x;; mientras
que a la funcién x se la nota por x = (x;);c;. Ademds, al conjunto de I-tuplas de

elementos de E lo notaremos E!.

Sea {(E;, Tj) }ic; una familia de espacios topolégicos, por lo dicho en el capitulo

anterior, tenemos que

[1E = {x: I — | JE;: xes funcién, x(i) € E;, paratodoi € I}
iel i€l

= {(x)ie; : x; € E;, paratodoi € I}.

Con esto en mente, para todo j € I, definamos la proyeccién j-ésima de H E;, notada
icl
por 77; como:

7'(j: HEi — Ei
icl
(.’Xfi)iej — ﬂj((xi)iel) = Xj.

Ademads, notemos que, si E; = E para todo i € I, se tiene que
[TE={f:1— E: fesfuncion} = EL
iel
DEFINICION 3.22. (Topologia Producto). Sea {(E;, T;) }ic; una familia de espacios

topolégicos. La topologia menos fina sobre H E;, que hace continua a 7; para todo
i€l
i € I, es llamada topologia producto y la notaremos por T si no existe confusion

alguna.
OBSERVACION. 77; es continua para T en [ ;¢ E; si y solo si 7'(]71(11]') € T, para todo

ll]- - E]- abierto.

De esta forma, tenemos que la base para la topologia producto esta dada por

B=1<) nj_l(llj) : Uj € Tj, paratodo j € ], con | C [ finito
i€l

Podemos notar que, para | C [ finito,
U, siie
N ﬂfl(uj) =] Vi donde V; = 1 /
j€J icl E; sii g I
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PROPOSICION 3.18. Sean {(E;, T;) };c; una familia de espacios topolégicos y A; C E;
para todoi € I. Entonces

[T4 =ITA:

icl icl

Demostracion. Sea x = (x;)ie; € | [ Ai, vamos a demostrar que x € | [ A;. Tomemos
icl icl
U un abierto basico de la topologia producto, por ende, existe | C I finito tal que

V. sii€e
U =]]Ui, donde U; = l J
il E siid],

con V; un abierto de E;, ademads x; € U; para todo i € I. Dado que x; € A;, existe

yi € UiNA;paratodoi € I;conesto, y = (v;)ie; € UN] [ Aiy, como U es arbitrario,
iel

concluimos que x € [ [ A;.
i€l

Por otro lado, sea x = (x;)iec; € H A;, vamos a demostrar que para todo i € I,
iel
x; € Aj. Sean j € I'y V; una vecindad de x;, tomando

V. sii=j]
u= H U;, donde U; = l J
icl E; sii 75 j,
tenemos que U es una vecindad de x, asi, existe y = (y;)ic; € HAZ' N U, de esta
iel
forma, y; € AjNV;y, por lo tanto, X € X]-, como desedbamos. O

Vamos a introducir la definicién de sucesién y convergencia de una sucesioén en
espacios topoldgicos; con esto, vamos a caracterizar la convergencia en la topologia

producto que, a lo largo del trabajo, nos sera ttil.

DEFINICION 3.23. (Sucesion). Sea E un conjunto no vacio. Una funcién x € E“ es

llamada sucesién.

OBSERVACION. Notemos que la definicién de sucesién es una particularizacion de

la definicién de I-tupla cuando [ = w.

Ahora, vamos a definir el limite de una sucesién en un espacio topolégico. Mds

adelante lo haremos para espacios métricos.

DEFINICION 3.24. (Limite de una sucesién). Sean (E, T) un espacio topolégico, (X ),,c,,
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€ E¥ yx € E. Decimos que (x,),,.,, converge a x si

new

(VU vecindad de x)(3IN € w)(n > N = x, € U),

x es llamado Iimite de (xy), c,,-

PROPOSICION 3.19. Sean {(E;, T;) }ic] una familia de espacios topol6gicos, E = H E;
i€l

Y (Xn) e € E¥. Se tiene que (x),,c,, converge a x si y solo si (7;(xy)),,c,, cONverge

new new

a m;(x) paratodoi € I.

Demostracién. Supongamos que (x;),,c,, converge a x. Sea j € I, vamos a demostrar
que (nj(xn))new converge a 7j(x). Sea U C E; una vecindad de 7tj(x), tomando
U sii=j
V =]]U;, donde U; = /
icl E; sii#j
es una vecindad abierta de x. Por lo tanto, existe N; € w tal que n > Nj, implica
que x, € V; de aqui, tomando N = N; y suponiendo que n > N, tenemos que

7j(xn) € U, por lo tanto, concluimos que (7j(x,)) _ converge a 77;(x).

new

Por otro lado, supongamos que (71;(x,)),c,, converge a 7;(x) para todo i € I.

new
Sea U una vecindad de x, sin pérdida de generalidad, podemos suponer que U es

un elemento béasico, por ende, existe | C I finito tal que

U:Hlli, donde U; = Vi site]

il E; siiég],
con V; € 7; para todoi € J. Notemos que, de la hipétesis, se tiene que, para cada
i € I, existe N; € w tal que 7;(x,) € U; para todo n > N;. Como U; = E; para todo
i ¢ ], tenemos que para todoi € J¢, mtj(x,) € U; paratodo n € N; con esto, tomando
N = méax{N; : i € J} y suponiendo que n > N, tenemos que 71;(x,) € U;y, por lo

tanto, x, € U, lo que prueba que (x,) .., converge a x. O

new

3.5. Espacios Métricos

En esta seccién estudiaremos algunas propiedades de los espacios métricos que

nos servirdn a futuro cuando se aborde las nociones de espacios polacos.

DEFINICION 3.25. Sean E un conjunto no vacio y una funciéond: E x E — RR. Deci-
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mos que d es una métrica sobre E si para todo x,y,z € E se cumple:

e no negatividad: d(x,y) > 0;

e unicidad: d(x,y) = 0siysolosix =y;

o simetria: d(x,y) = d(y, x);

e desigualdad triangular: d(x,z) < d(x,y) +d(y,z).

Ala pareja (E,d), donde E es un conjunto no vacio y d es una métrica sobre E, se

le denomina espacio métrico.

DEFINICION 3.26. Sean (E,d) un espacio métrico y F C E no vacio. Decimos que
(F,d|r) es un subespacio métrico de E, donde d|f es la restriccion de la métrica d
sobre F x F. 5i no existe confusién sobre la métrica d, diremos tinicamente que F es

un subespacio métrico de E.

OBSERVACION. Notemos que, para cualquier conjunto no vacio E, siempre es posi-
ble definir una métrica, denominada métrica discreta, dada por:

gt EXE — R
0 six=y,

(v y) — d(xy) = ,
1 six#uy.

Cuando estudiamos compacidad vimos la idea de preservar la compacidad por
medio de una funcién continua, teniendo esto en mente, nos planteamos la idea de
conservar la distancia de dos puntos a través de una funcion, esta idea la plasmamos

en la siguiente definicion.

DEFINICION 3.27. Sean (E, dy), (F,dy) dos espacios métricos y ¢: E — F una fun-

cion. Decimos que ¢ es una isometria si para todo x,y € E

di(x,y) = da((x), p(y))-

En este caso, si existe una isometria biyectiva de E en F, se dice que E y F son iso-

métricos.

Partiendo de la definicién de isometria, tenemos el siguiente resultado.

PROPOSICION 3.20. Sean (E, dy), (F,dy) dos espacios métricos y ¢: E — F una iso-

metria. Se tiene que:
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(i) ¢ esinyectiva;
(i) ¢~1: ¢(E) — E es también una isometria.
Demostracion.

(i) Sean x,y € E tales que ¢(x) = ¢(y), como ¢ es una isometria, tenemos que
di(x,y) = da(@(x), ¢(y)). Por esta razon, dq(x,y) = 0; con esto, tenemos que

x =Yy, por lo tanto, ¢ es inyectiva.

(ii) Seany,z € ¢(E), vamos a demostrar que d»(y,z) = d1(¢~(y), ¢~ 1(z)). Como
y,z € @(E), existen x1,x, € E tales que y = ¢(x1) y z = ¢(x2); con esto,
tenemos que x; = ¢ ' (y) y x = ¢~ !(z). Ademéas, como ¢ es una isometria,

tenemos que

di(97 (), ¢~ (2)) = di(x1,%2) = da(9(x1), 9(x2)) = d2(y,2),

por ende, ¢! es también una isometria. O

Vamos a relacionar los conceptos topolégicos previamente definidos con concep-
tos en espacios métricos. Para ello, vamos a definir una topologia inducida por una

métrica.

DEFINICION 3.28. Sean (E,d) un espacio métrico, x € E yr > 0, definimos los

conjuntos:
e Bola abierta de centro x y radior como B(x,r) = {y € E:d(x,y) <r};
e Bola cerrada de centro x y radio r como B[x,r] = {y € E : d(x,y) <r}.
Sea (E, d) un espacio métrico. Se define la topologia inducida por d al conjunto
3 ={ACE:(Vxe€ A)(Ir>0)(B(x,7r) CA)}.

Asi, se tiene que el conjunto de todas las bolas abiertas de un espacio métrico es
una base para la topologia inducida por la métrica. Con esto en mente, no es dificil

demostrar que todo espacio métrico es un espacio topolégico de Hausdorff.

3.5.1. Sucesiones

Basdndonos en la definicién de sucesion dada en la seccién anterior, vamos a

definir el concepto de subsucesiones.
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DEFINICION 3.29. (Subsucesiones). Sean E un conjunto no vacio, (x,) € EYy

new

¢: w — w una funcioén estrictamente creciente. A la composicion de (x,) con ¢,

ncw

notada por (xq,(n)) , se le denomina subsucesion de (xy),,c,,-

ncw

OBSERVACION. Dados E un conjunto no vacio, (x),.., € E“y

necw

n:w— w
k — n(k) = ny

una sucesioén estrictamente creciente, a la composicién de la funciéon x = (xy),,c.,

con 7, notada por (X, )kew, le decimos subsucesion de (x;) Esta definicion es

necw-

usada en la literatura y es totalmente equivalente a la definicién antes dada. Usare-

mos cualquiera de las dos definiciones de acuerdo a lo que amerite la situacion.

Ahora, relacionaremos el concepto de espacios métricos con sucesiones por me-

dio del concepto de limite de una sucesion.

DEFINICION 3.30. (Limite de una sucesion). Sean (E, d) un espacio métrico, (xy),,c,,

€ E¥ y x € E. Decimos que (xy,) converge a x si

new

(Ve > 0)(IN € w)(n > N = d(xy,x) < e).

A x se lo llama limite de (x;) ... Ademds, si (xy) converge a x, diremos que

new new

(Xn),c. €5 convergente.

OBSERVACION. Notemos que, en la definicién anterior, el decir que (x;) con-

new
verge a x es totalmente equivalente a:

(Ve > 0)(IN € w)(n > N = x, € B(x,¢)).

Veremos algunas propiedades importantes de la convergencia de sucesiones.
Ademads, ayuddndonos de la convergencia de sucesiones, vamos a caracterizar cier-

tos puntos y subconjuntos de los espacios métricos.

PROPOSICION 3.21. Sean (E,d) un espacio métrico y (xy) € EY convergente.

new

Entonces (x;) converge exactamente a un punto en E.

new
Demostracion. La demostracion se puede hallar en [16, Cap. 6]. O

PROPOSICION 3.22. Sean (E,d) un espacio métrico, A C E y x € E. Se tiene que

x es un punto limite de A si y solo si existe (xy,) € (AN {x})¥ tal que (xp)

ncw ncw

converge a x.
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Demostracién. Ver [17, Cap. 2]. O

Cuando hablamos de convergencia en espacios métricos podemos asociarla con
convergencia en el conjunto de los nameros reales, con esto nos referimos a que la
sucesion de métricas sea una sucesion convergente. Con esto en mente, la proposi-

cién anterior puede ser descrita como se muestra a continuacion.

COROLARIO 3.23. Sean (E,d) un espacio métrico, A C E y x € E. Se tiene que x es

un punto limite de A si y solo si existe (xy) € (A~ {x})¥ tal que la sucesién

ncw

(d(xn,X)),e., €S estrictamente decreciente y converge a 0.

€ (A~ {x})¥ tal que (d(xp,x))

es estrictamente decreciente y converge a 0. Como (d(xy, x))

Demostracion. Supongamos que existe (x)

ncw new

new converge a 0, se

tiene que (x;) converge a x y, por la proposicién anterior, se tiene que x es un

new
punto limite de A.
Por otro lado, si x € A’, nuevamente por la proposicion anterior, existe una

sucesion (Yn), .., € (A~ {x})¥ convergente a x. Tomemos ny = 0y para k € w,

new

Mgy1 = min {m € w 1 d(ym, x) < min {d(yk'x)' kil}}’

este estd bien definido, pues dado que la sucesién (y,) converge a x, se tiene

new
que el conjunto del cual se estd tomando el minimo es no vacio. Con esto, se define
(X kew = (Yn )kew- Asi, se tiene que (xXx)kew € (AN {x})“ es tal que la sucesion

(d(xn, X)) e € estrictamente decreciente y convergente a 0. O

Una proposicién referente a la continuidad en espacios métricos se da usando

convergencia de sucesiones como veremos a continuacion.

PROPOSICION 3.24. Sean (E, dq), (F,dy) dos espacios métricos y A C E. Una fun-

cion f: A — Y es continua en a € A si y solo si toda sucesion (x,),c,, € AY que
converge a a, implica que (f(x)),c,, converge a f(a).
Demostracién. Ver [16, Cap. 3]. O

Andlogamente, se puede caracterizar la clausura de un conjunto; con esto, tam-
bién se puede caracterizar los conjuntos cerrados y de una manera similar los con-

juntos compactos en un espacio métrico.
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PROPOSICION 3.25. Sean (E, d) un espacio métrico, M C E un conjunto no vacio y

x € E. Se tiene que x € M si y solo si existe (x4),c,, € MY tal que (x,),,, converge
ax.
Demostracién. Ver [16, Cap. 6]. O

COROLARIO 3.26. Sean (E, d) un espacio métrico y M C E un conjunto no vacio. M
es cerrado si y solo si para toda (x,) € MY tal que (xy,)

x € M.

convergeax entonces

new new

Demostracién. La demostracion puede ser encontrada en [16, Cap. 6]. O

3.5.2. Espacios Métricos Separables y Espacios Métricos Comple-

tos

Antes de estudiar espacios polacos es importante el tener ideas y nociones ba-
sicas relacionadas con espacios métricos completos y espacios métricos separables,
pues, la definicién de espacios polacos dependen estrechamente de estos conceptos.
En esta seccidon repasaremos varias proposiciones que serdn de importancia para

llegar al resultado principal.

DEFINICION 3.31. Sea (E, T) un espacio topolégico. Un subconjunto A de E es denso
enEsiA=E.

DEFINICION 3.32. (Espacio Topolégico Separable). Un espacio topoldgico (E, T) se

dice que es separable si existe A subconjunto de E denso y numerable.

Dado que un espacio métrico es un espacio topoldgico con la topologia inducida
por la métrica, se tiene que la definicién de espacio topolégico separable se ajusta

sin ningtn problema a espacios métricos separables.

PROPOSICION 3.27. Si (E, d) es un espacio métrico separable y M C E, entonces M

también es un subespacio separable.

Demostracion. Supongamos que (E, d) es un espacio métrico separable y M C E, por

lo tanto, existe S = (x) € E“ tal que S = E. Vamos a construir un subconjunto

necw
numerable de M cuyos puntos estén suficientemente cerca de S. Para (n,m) € w x
(w ~ {0}), definamos By,;n = B(xy, = ). Ademds, notemos que por la densidad de S,

siy € M, para todo m € w ~ {0}, se tiene que existe n € w tal que x, € B(y, 1), es
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decir, B, ,, N M # @. Con esto, tomemos
J={(n,m) € wx (w~{0}):BymNM# S}.

Ahora, usando el Axioma de eleccién en la familia {By,m N M}, 1)c; podemos to-

mar Yy, € Byu N M para cada (n,m) € ]y asi definir
B={yum € BumNM: (n,m) € J}.

B es numerable, pues | lo es, vamos a demostrar que B es denso en M. Para ello,
seany € My e > 0, tomemos m € w ~\ {0} tal que % < 5;ademds, como S es denso
en E, paray € M C E, tenemos que B(y, 1) NS # @. Con esto, existe x, € B(y, 1),

es decir, y € By, ,, N M; ademds, como Yy ;m € By m = B(xy, %), tenemos que

1 1
< — - .
d(y’yn/m) —_ d(y,Xn) +d(xn/yn’m) < m + m < 8

De esta forma, y,,» € B(y,€) N B, como y € My € son arbitrarios, tenemos lo desea-

do, por ende, M es separable. O

PROPOSICION 3.28. Sea (E,d) un espacio métrico. Se tiene que E es separable si y

solo si es segundo contable.

Demostracion. Supongamos que E es separable, por lo tanto, existe S = {x, € E :

n € w} tal que S = E. Definamos

B:{B <x,%> :xeS,new\{O}},

el cual es numerable, pues, S X (w \ {0}) es numerable y al ser la imagen de un

conjunto numerable es numerable.

Sea T, la topologia inducida por la métrica d, basta demostrar que B es una base
para Ty, es decir, vamos a demostrar que para todo U € 7; y todo x € U, existe
B € B tal que x € B C U. Como toda bola abierta es un conjunto abierto, tenemos
que B C 7. Por otro lado, sean U € 73 y y € U, asi, y es un punto interior, por lo
tanto, existe R > 0 tal que B(y,R) C U. Ademads, existe n € w tal que % < n,es
decir, % < Ry, por lo tanto, B(y, %) C B(y,R), de ahi que B(y, %) C U. Ademaés, de
la densidad de S, tenemos que existe x € SN B(y, %), por lo tanto, y € B(x, %) Por
otro lado, para todo z € B(x, 1) tenemos:

d(z,y) < d(z,x) +d(xy) < >

4
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es decir B(x, 1) C B(y, 2), por ende, B(x, 1) C U. Asi, tomando B = B(x, 1) hemos
hallado B € Btalquey € B C Uy, conesto, B es una base numerable de la topologia

inducida por la métrica d, por lo tanto, concluimos que E es segundo contable.

Ahora, supongamos que (E,d) es segundo contable, es decir, supongamos que
existe una base numerable B para la topologia generada por la métrica d. Con esto,
en virtud del Axioma de Eleccién, para B ~\ {@} existe una funcién de eleccion ¢.
Definamos

H={¢(B):BeB~{2}},

nuevamente, al ser H la imagen de un conjunto numerable, es numerable. Finalmen-
te, basta demostrar que H es densoen E. Sean x € Eyr > 0; conesto x € B(x,7)y
tenemos que existe B € Btalque x € By B C B(x,r). Ahora, como ¢ es una funcién
de eleccion para B \ {@}, tenemos que ¢(B) € B C B(x,r) y, con esto, HN B(x, 1)

es no vacio. Asi, concluimos que x € H y, por ende, E = H. O

Por tltimo, vamos a demostrar una proposicién acerca de la numerabilidad del
conjunto de indices de una familia de abiertos disjuntos dos a dos de un espacio mé-
trico separable. Esta proposicion serd usada méas adelante para completar el objetivo

del presente trabajo.

PROPOSICION 3.29. Sea (E, d) un espacio métrico separable. Si {U,}c| es una fami-

lia de abiertos no vacios y disjuntos dos a dos, entonces I es numerable.

Demostracién. Como E es separable, de la Proposicién 3.28, tenemos que existe una
base B = {V;}c.. Notemos que, como los abiertos en {U;};c; son no vacios y dis-
juntos dos a dos, en virtud del Axioma de Eleccién, para todo i € I podemos tomar

x; € U;; ademds, x; # x; para todo i, j € w distintos.
Por otro lado, como B es una base, para cada i € I existe j; € w tal que

xiEVji c u;.

Notemos que i # k implica que j; # ji, pues de no ser asi, existiria un par de abiertos

de {U; };c| cuya interseccion seria no vacia. Con esto, la funcién

f:l—]
i— f(i) =ji
es una funcioén inyectiva, por ende, |I| < |J| y, como | es numerable, tenemos que I

también lo es. O
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Ahora, vamos a introducir la nocién de espacios métricos completos y relacio-
naremos el mismo con las ideas previas de compacidad y convergencia; ademads, se

enunciard un resultado acerca del completado de un espacio métrico.

DEFINICION 3.33. (Sucesion de Cauchy). Una sucesion (x,) en un espacio mé-

new

trico (E,d) se dice que es de Cauchy si:
(Ve > 0)(IN € w)(m,n > N = d(xn, xp) < €).

DEFINICION 3.34. (Espacio métrico completo). Un espacio métrico (E,d) es comple-

to si toda sucesion de Cauchy en E es una sucesion convergente.

Cuando trabajamos en espacios métricos completos, toda sucesién de Cauchy
es una sucesion convergente. El reciproco siempre se tiene, es decir, toda sucesién

convergente es de Cauchy como recordamos a continuacién.

PROPOSICION 3.30. Toda sucesion convergente en un espacio métrico es una suce-

sion de Cauchy.

Demostracion. La demostracion puede ser encontrada en [17, Cap. 1]. O

PROPOSICION 3.31. Sea E un espacio métrico. Si una sucesion de puntos de E es de

Cauchy y tiene una subsucesién convergente, entonces es convergente.

Demostracién. Ver [17, Cap. 1]. O

PROPOSICION 3.32. Sean (E, d) un espacio métrico y M C E completo. Entonces, M

es cerrado.

Demostracion. La demostracion puede ser encontrada en [17, Cap. 2]. O

PROPOSICION 3.33. Sean (E,d) un espacio métrico completo y M C E cerrado.

Entonces M es completo.
Demostracién. La demostracion puede ser encontrada en [17, Cap. 2]. O

En espacios métricos el concepto de completitud suele ser de mucha ayuda para
caracterizar las propiedades topoldgicas del mismo. Vamos a relacionar la comple-
titud de un espacio métrico con la definiciéon de compacidad y la convergencia de
sucesiones, para ello, definiremos lo que son los conjuntos totalmente acotados en

espacios métricos.
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DEFINICION 3.35. (Conjunto Totalmente Acotado). Sean (E,d) un espacio métrico
y M C E. Se tiene que M es totalmente acotado si para todo ¢ > 0, existen finitos

puntos x1,...,x, en M tales que
n
M C | J B(xj ).
i=1

PROPOSICION 3.34. Sean (E,d) un espacio métrico completo totalmente acotado y
{A;}icr un recubrimiento abierto de E. Si E no posee un sub-recubrimiento finito
de {A;}ic1, entonces, para todo ¢ > 0, existe una bola cerrada Blx,¢| que no es

recubierta por ninguin sub-recubrimiento finito de { A, }c.

Demostracion. Sea € > 0, como E es totalmente acotado, existen puntos xi,...,x, €

n
E tales que E = U B|x;, €]. Si todas estas bolas cerradas fueran recubiertas por un
i=1
sub-recubrimiento finito de {A;};c, entonces E tendria un sub-recubrimiento finito

de {A;}ic1, 1o cual es imposible, por lo tanto, existe una bola cerrada B[x, €] que no

es recubierta por ningun sub-recubrimiento finito de {A; }ic;. O

PROPOSICION 3.35. Para todo espacio métrico E, las siguientes afirmaciones son

equivalentes:

(i) E es compacto;
(ii) A’ # & para todo subconjunto infinito A de E;

(iii) toda sucesion (x,) € E“ posee una subsucesion convergente;

new

(iv) E es totalmente acotado y completo.
Demostracion.

e (i) = (ii). El resultado es inmediato de la Proposicién 3.13.

e (ii) = (iii). Sea (xy) € E¥, si {x, : n € w} es un conjunto finito, se tiene de

new

inmediato que (x,) tiene una subsucesién constante y, por ende, conver-

ncw
gente. Ahora, si {x, : n € w} es un conjunto infinito, entonces, por hipétesis,
€{xy:ne

w ‘ . .
w}® tal que (yn),c, converge a x; con esto, nos es posible construir una sub-

posee un punto limite x. Por la Proposicién 3.22, existe (¥ ),,c,,

sucesion convergente.
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e (iii)) = (iv). Por la Proposicién 3.31 y de la hipétesis, sabemos que E es com-
pleto, veamos que E es totalmente acotado. Por reduccién al absurdo, supon-

gamos que existen ¢ > 0 y para todo S C E finito, se tiene que
E # | B(s,¢).
s€S

Con esto en mente, tomando x( € E, para {x} existe x; € E \ B(xo, ¢). Recur-

sivamente, tomamos
n
Xn+1 € E N (U B(Xi,8)> .
i=0

€ E“ tal que d(xn, xm) > esim # n. Con esto, (x”)nEw €
€ E“,

no posee una subsucesion convergente, lo cual contradice nuestra hipétesis,

Asi, existe (xn),c.,

E“ no es de Cauchy y, por lo tanto, no es convergente. Mas atin, (x,),,c,,

por lo tanto, concluimos que E es totalmente acotado.

e (iv) = (i). Por reduccién al absurdo supongamos que E no es un conjunto
compacto, asi, existe { A;}ic; un recubrimiento abierto de E tal que no posee

sub-recubrimiento finito. Dado que E es totalmente acotado, para1 > 0 existen

1 1
Xirennr X elementos de E tales que

n
E=[JB(x,1).
i=1

Con esto en mente, tenemos que
1}
U B(x,1) = |J A
i=1 icl
y como {A; }je; no posee sub-recubrimiento finito, existe x; € {x3,...,x;, } tal
que B(x1,1) no puede ser recubierta por finitos elementos de {A; }c;.

Ahora, nuevamente dado que E es totalmente acotado y, como B(x1,1) C E,

tenemos que para % > (0 existen x%, ceey X%2 tales que
ny 1
2
B(X1,1) C il_ll B (xi,i) .

De esta forma, tenemos que existe xy € {x%, e, x%z} talquex; € B (xz, %) , por

lo tanto, x, € B(x1,1). Asi, B (xz, %) C B(xq,1), en efecto, seay € B (xz,%>,
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como x| € B (xz, %), tenemos

1 1
d(x1,y) <d(x1,x2) +d(x2,y) < st5= 1.

2
Por esta razén, como B(x1,1) no puede ser recubierta por finitos elementos
de {A;}ic1, tenemos que B(xy, 3) tampoco puede ser recubierta por finitos ele-

mentos de {A; }ic;.

Recursivamente, para n > 0 podemos hallar x, € B(x,_1, 271%2) y B(xp, 2,11—,1)
un conjunto que no puede ser recubierto por finitos elementos {A;};c;. Ade-

mds, notemos que para todo m > 0 tal que x,,11 € B(xp, 27,,%1), implica que

(X1, Xm) <

y para todo n > m, tenemos que

n—1 n-1 1 © 1 1
d(xn/xm) < Z d(xiJrl/xi) < ’ ni—2 = Z 2i—2 - om—3°
1=m 1=m 1=m

Con esto, tenemos que (x;,) € E“ es de Cauchy, por lo tanto, existe x € E

new

tal que (x,),.,, converge a x. En particular, existe i € I tal que x € A;; ademas,

new
para n suficientemente grande, tenemos que x € B(xy, 2,%1) C A;, pero esto
contradice el hecho que las bolas no pueden ser recubiertas por una cantidad

finita de elementos de { A; } ;<. Por lo tanto, concluimos que E es compacto. [

DEFINICION 3.36. (Espacios métricos isomorfos). Sean (E,d), (F,dy) dos espacios
métricos y ¢: E — F una isometria. Si ¢ es una funcion biyectiva, decimos que
¢ es un isomorfismo; ademads, decimos que (E,dy) y (F,dy) son espacios métricos

isomorfos.

Recordemos que si en un espacio métrico (E,d), un conjunto M no es cerrado,
lo podemos cerrar tomando M. Para cerrar M, afiadimos puntos que no estén en
M pero que estén en M, es decir, le afladimos el conjunto M’ \. M (estos puntos se

toman de E, el universo donde estamos trabajando).

Anélogamente, si un espacio (E, d) es incompleto, quiere decir que existen suce-
siones de Cauchy que no son convergentes. Si deseamos completarlo, deberfamos
afiadirle los elementos que serian los limites de las sucesiones de Cauchy que no
convergen, pero si el espacio E es el universo no se podrian tomar de ahi dichos
limites. Para conseguir nuestro objetivo, vamos a construir un “espacio paralelo”

(E,d) (al que llamaremos completado de E) y que contenga un subespacio (W, d)
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denso e isomorfo a (E, d). Con esto en mente, tenemos el siguiente teorema de com-

pletacion.

TEOREMA 3.36. (Completacion). Para un espacio métrico (E,d) existe un espacio
métrico completo (E, d), el cual posee un subespacio W isométrico a E y denso en E.

Este espacio métrico E es tinico salvo isometrias.
Demostracién. La demostracion puede ser encontrada en [12, Cap. 1] H

Usando el hecho que w estd bien ordenado, vamos a demostrar uno de los teore-
mas importantes tanto para la topologia como para el andlisis funcional. El Teorema
de Categorias de Baire a groso modo establece que en ciertos espacios la intersecciéon

de cualquier coleccién numerable de conjuntos “grandes” sigue siendo “grande”.

TEOREMA 3.37. (Teorema de Categorias de Baire). Sea (E,d) un espacio métrico,
completo, separable y no vacio. Entonces, para toda familia { My } nc., de conjuntos

abiertos y densos en E, se tiene que ﬂ M,, es denso en E.
new

Demostracion. Sea { My }nc una familia de conjuntos densos en E. Sea U un abierto
no vacio de E. Dado que E es separable, existe M = {z, : n € w} un conjunto

numerable y denso en E. Con esto, definamos

ng =min{m € w:z, € UN My},

xOZZno,
1
Nozmin{me\{O}:B |:XO’E:| QUHMO},

1

ro:ﬁo‘

Notemos que, dado que U N My es un abierto y M es denso en E, tenemos que
{mew:z, € UNMp},

es no vacio y, como w estd bien ordenado, tiene elemento minimo, por lo tanto, g

estd bien definido. Ademads, dado que xy = z,, € U N M), se tiene que

1
{me:B {XO,E} - umMo}

es no vacio y por la misma razén anterior, se tiene que Ny también estd bien definido.

63



Ahora, para k € w, definamos

g1 =min{m € w : zm € B(xg, 1) N Myi1},
Xk4+1 = Zngeyqs

1
Ni41 = min {m cw~{0}:B {ka,a} C B(x, 1) ﬂMkH} ,

, 1 1
Tk =ming ——, —— 5.
o {k + 1" N }
Notemos que, para k € w, dado que B(x, r¢) N My 1 es un abierto y M es denso en

E, se tiene que
{me w:zy € B(xg, 1) " Mgy},

es no vacio y, como w estd bien ordenado, tiene elemento minimo, por lo tanto, 1

estd bien definido. Ademads, dado que Xy = 2y, € B(xg, 7x) N M1, se tiene que

1
{m SHOVAN {O} B |:xk_|_1, E:| - B(xk,rk) ﬂMk—i—l}

es no vacio y por la misma razén anterior, se tiene que N1 también esta bien defi-

nido.

De esta forma, se tiene que r, < ﬁ, para todo k € w, por lo que (7)rew €S
una sucesion convergente a 0. Ademads, dado que B[xy 1, 7x11] € B(xg, i) para todo
k € w, se tiene que si k>k,

Blxg, ] € B(xx, 1x)

de donde

d(xg, xx) < 1,
asi, se obtiene que (X )kec €s una sucesiéon de Cauchy y, como E es completo, existe
x € E tal que (xg)rew converge a x.

Ahora, sea k € w. Notemos que, (Xj)sew €S una sucesion de B|xy, r¢], el cual es

un cerrado y, dado que (xg.)scw converge a x, se tiene que x € B[xy, r¢]; ademds,
B[xk, T’k] cC unm,.

Por lo tanto,
X e ﬂ B[xk,rk] cun ﬂ M.

kew kew

Asi, ﬂ M es denso en E. O

kEw
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Capitulo 4

Algebra de Derivados

En el presente capitulo vamos a retomar el concepto de derivado de un conjunto
en un espacio topolégico. Se definird la derivada de Cantor-Bendixson y propieda-
des asociadas a la misma, junto con esto, se presentard varias proposiciones acerca
de derivados relacionadas a la union, interseccién y producto que seran de utilidad

en los capitulos posteriores. La referencias principales para este capitulo son [13, 14].

En 1870, cuando Georg Cantor estudiaba la descomposiciéon tinica de funcio-
nes en series de Fourier, un problema formulado por Heine, plante6 el concepto de
derivado de un conjunto. La idea era ayudarse de este concepto para encontrar cier-
ta condicién en los puntos de discontinuidad de las funciones y asi resolver dicho
problema (ver [4, 5, 6, 7, 8]). Posteriormente, junto con el concepto de ntimeros or-
dinales, se formaliz6 esta idea de conjuntos derivados dando lugar a la derivada
de Cantor-Bendixson; esta derivada juega un papel importante en varias dreas de la
Matemadtica, por ejemplo, es la base para la demostracién del Teorema de Cantor-
Bendixson (ver [11, cap. 3]). A continuacién, usando Recursién-Transfinita, tal y co-

mo lo formulé G. Cantor en [6], presentamos esta definicion.

DEFINICION 4.1. (Derivada de Cantor-Bendixson). Sea A un subconjunto de un es-
pacio topolégico. Para un ordinal «, definimos el a-ésimo derivado de A, notado por

A(“), como:
o A0) = A;
o Al — (AW)Y para todo ordinal a;

o Al®) = ﬂ A(W),para todo ordinal Iimite a # 0.
r<a

Comenzaremos con una proposicion acerca de los derivados de conjuntos y su
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estabilidad respecto a la contenencia de conjuntos.

PROPOSICION 4.1. Sean (E, T) un espacio topolégico, A y B subconjuntos de E tales
que A C B. Se tiene que A’ C B'.

Demostracién. Sea x € A’, vamos a demostrar que, para toda vecindad V de x, se
tiene que
(V~{x})NB # @.

Sea V una vecindad de x, como x € A/, tenemos que
(V~{xp)nA#g2,
ademads, como A C B, se tiene que
@#(V~{x})NnAC (V~{x})NB,
de esta forma, concluimos que (V ~ {x}) N B # @. O

Ahora, vamos a generalizar el resultado anterior para ordinales, teniendo la si-

guiente proposicion.

PROPOSICION 4.2. Sean (E, T) un espacio topolégico, A y B subconjuntos de E tales
que A C B. Se tiene que AW C B, para todo ordinal .

Demostracion. Procederemos por Induccién Transfinita.

o Se tiene que A®) = A C B = B, por la hipétesis.

e Ahora, supongamos que para un ordinal a, se tiene que A C B®), por la
Proposicion 4.1, tenemos que A1) = (A@) C (B@) = pla+1),

e Finalmente, sea A # 0, un ordinal limite y supongamos que A®) C B(f) para

todo B < A. Con esto, se sigue que

AW — ﬂ AB) C ﬂ BB — pA).
B<A B<A

Por lo tanto, tenemos que A C B(®), para todo ordinal a. O

Vamos a demostrar que el derivado de un conjunto cerrado es un subconjunto

del mismo, esto serd de ayuda para demostrar proposiciones posteriores.
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PROPOSICION 4.3. Sean (E, T) un espacio topolégico, A un subconjunto cerrado de
E. Para todo a € OR, se tiene que Al C A,

Demostracion. Procederemos por Induccién Transfinita.

e Por la definicién de la derivada de Cantor-Bendixson, tenemos que A®) = A

y se cumple lo deseado.

e Ahora, supongamos que para un ordinal #, A“) C A. Por la Proposici6n 4.1
tenemos que A1) = (A®) C A’ pero, como A es cerrado, de la Proposi-

cion 3.3, tenemos que A’ C Ay, por lo tanto, Alatl) C A

e Finalmente, sea A # 0 un ordinal limite, supongamos que A#) C A para todo

B < A. De aqui, se tiene que

AW — ﬂ AB) C A,
B<A

Con esto, para todo & € OR se tiene que A(*) C A. O

En la Proposicién 3.8, demostramos que en un espacio topolégico de Hausdorff
el derivado de un conjunto arbitrario es un conjunto cerrado. Teniendo en cuenta

dicha proposicién, tenemos el siguiente corolario.

COROLARIO 4.4. Sea (E, T) un espacio de Hausdorff. Si A C E, se tiene que A" es

un conjunto cerrado para todon € w ~ {0}.

Demostracién. Andlogamente a lo antes hecho, usando Induccién Finita, se tiene el

resultado. ]

Ahora, si partimos de un conjunto cerrado, no es necesario que el espacio tenga

una condicién extra de separacién como demostramos a continuacion.

PROPOSICION 4.5. Sea (E, T) un espacio topolégico. Si A C E es cerrado, se tiene

que A’ es un conjunto cerrado.

Demostracién. Vamos a demostrar que (A’)¢ es un conjunto abierto. Sea x € (A')S,

con esto, x no es punto interior, por ende, existe V vecindad de x tal que

(V~{x})NA=0.
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Por otro lado, como A es cerrado, de la Proposicion 3.3, tenemos que A’ C A 'y, como

x ¢ A, se sigue que
VNA' =(V~{x})nA'C(V~{x})NA=g

y, por ende, VN A’ = @. Con esto concluimos que V C (A’)¢, teniendo que (A’)¢ es

abierto y, por tanto, A’ es cerrado. O

Usando la proposicién anterior, vamos a generalizar el resultado para la deriva-

da de Cantor-Bendixson.

PROPOSICION 4.6. Sea E un espacio topolégico. Si A C E es cerrado, se tiene que

AW es un conjunto cerrado, para todo ordinal a.
Demostracién. Nuevamente, procederemos por Induccién Transfinita.

e Tenemos que A(®) = Ay por hipétesis, se cumple lo deseado.

e Ahora, para un ordinal &, supongamos que A es cerrado, de la Proposi-

cion 4.5, se tiene que A1) = (A®)/ es cerrado.

e Finalmente, sea A # 0 un ordinal limite, supongamos que A(#) es un conjunto

cerrado para todo B < A. Como AWM = ﬂ AP), al ser la interseccion de
B<A
conjuntos cerrados, tenemos que A1) es cerrado.

Con esto, tenemos que A®) es un conjunto cerrado, para todo ordinal «. O

Ahora, vamos a demostrar que, la familia de derivados de un conjunto cerrado

es una familia decreciente, segtin el orden dado por la contenencia de conjuntos.

PROPOSICION 4.7. Sean (E, T) un espacio topolégico y A C E cerrado. Se tiene
que (A®)),cor es una familia decreciente de subconjuntos cerrados de E, es decir,
A® C AP) para todo a y B ordinales tales que a > B.

Demostracién. De la Proposicién 4.6, tenemos que (A("‘) )acOR €s una familia de sub-

conjuntos cerrados de E.

Por otro lado, sea un ordinal B, procediendo por Induccién Transfinita, demos-

traremos que A®) C A(F) para todo & > B.

e Tenemos que A(F) C AP,
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e Ahora, supongamos que A C A(P), con a > B, por la Proposicién 4.1, tene-
mos que (A®))" C (AP)). Ademés, como A(F) es un conjunto cerrado, tene-
mos que, (AP))" C AB), de donde, A+ = AW C (AB)) C A,

e Finalmente, sea A # 0 un ordinal limite tal que A > B y supongamos que
AW) C A(B) para todo § < A, por lo tanto,

AN — ﬂ A c AB),
o<A

De aqui, AW C A®) para todo & y B ordinales tales que a > B. O

OBSERVACION. Veamos que las hipétesis de las proposiciones precedentes son ne-
cesarias. Notemos que, en la Proposicién 4.5, es necesario que A sea cerrado, pues
tomando E = {a,b} con T = {E, @}, su topologia indiscreta y si A = {a}, se tie-
ne que A’ = {b} y, por ende, A’ no es un conjunto cerrado. En el mismo contexto,
también tenemos que A’ A, por ende, la hipétesis de que A sea cerrado, es una

hipétesis necesaria para la Proposicion 4.7.

Finalmente, tomando R con la topologia usual y A = ]0, 1], tenemos que
A'=10,1] € A,

a pesar de que R es un espacio de Hausdorff con la topologia usual. Teniendo asi
que, aunque se afiadan hipétesis de separabilidad, la condiciéon que A sea un con-

junto cerrado es necesaria para la Proposicion 4.7.

4.1. Uniones e Intersecciones de Derivados

Usando la definicién de la derivada de Cantor-Bendixson vamos a demostrar
proposiciones relacionadas a la unién e interseccién de conjuntos. Empezando por
el derivado de la unién e interseccién de dos conjuntos, generalizando a familias

numerables, hasta llegar a la unién e interseccién de familias arbitrarias.

PROPOSICION 4.8. Sean (E, T) un espacio topoldgico, A y B subconjuntos de E. Se

tiene que:
(i) (AUB) = A'UB/;

(i) (ANB) C A'NB.
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Demostracion.

(i) Sean x € (AU B)’ y V una vecindad de x, se tiene que
(V~{x})N(AUB) # @.
Por lo tanto, se tiene que
(V~{x})nA#2 o (V~{x})NB#g,

es decir, x € A’ 0o x € B/, que equivalen a tener que x € A’ U B". De donde,
(AUB) = A’UPB.

Por otro lado, como A € AUBy B C AU B, utilizando la Proposicién 4.1, se
tiene que A’ C (AUB)'y B C (AU B)/, por lo tanto, tenemos que A’ UB’ C
(AUB)".

(i) Notemos que ANB € Ay ANB C B, nuevamente, de la Proposicién 4.1,
se tiene que (ANB) C A’y (ANB)" C B/, por lo tanto, concluimos que
(ANB) C A'NB. O

OBSERVACION. Notemos que en lo que respecta a la interseccién, no se alcanza la
igualdad de forma general. En efecto, tomando el espacio topolégico R con su topo-
logia usual, tenemos que si A = ]0,1[y B = |1,2[, entonces A’ = [0,1] y B’ = [1,2],
porende, (ANB) = @y A'N B’ = {1}, concluyendo, asi, que no se cumple la otra

inclusion.

Usando Induccién Finita, tenemos el siguiente corolario que extiende el resulta-

do anterior a uniones e intersecciones finitas.

COROLARIO 4.9. Sean (E, T) un espacio topolégico y { Ax}}_, una familia finita de

subconjuntos de E. Para todo n € w, se tiene que:
n ! n
(i) <U Ak) = |J A
k=0 k=0

n / n
(ii) (ﬂ Ak> C ﬂ A;{.
k=0 k=0
Demostracion.

(i) Usaremos Induccion Finita.
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e Sin = 0, el resultado se tiene de inmediato.

e Ahora, supongamos que se cumple para n € w, vamos a demostrar que
n+1 ! n+1
U] =U Ak
k=0 k=0

De la hipétesis de induccién y usando la proposicién anterior, tenemos
n+1 ! n !
U 4] = U Ac ) UA
k=0 k=0

" /
- (U Ak) UA,
k=0
n+1
— (U A,;> UAL, = | AL
k=0

que

k=0

Por lo tanto, concluimos que
n ! n
(U Ak) = U A
k=0 k=0

(ii)) Nuevamente, usaremos Induccion Finita.

e Para n = 0, nuevamente, el resultado se tiene de inmediato.

e Ahora, supongamos que se cumple para n € w, vamos a demostrar que
n+1 ! n+1
/
N Ax| S ) Ax
k=0 k=0

De la hipétesis de induccién y usando la proposiciéon anterior, tenemos

n+1 ! n !
k=0 k=0
n /
C (ﬂ Ak> NAjL
k=0
n+1
c (m Az) A= 1) AL
k=0

k=0

que
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Por lo tanto, concluimos que
n ! n
(ﬂ Ak> C () A O
k=0 k=0

Usando las proposiciones anteriores, vamos a generalizar el Corolario 4.9 para

todo derivado finito.

PROPOSICION 4.10. Sean (E, T) un espacio topolégico, A y B subconjuntos de E.

Para todom € w, se tiene que:
(i) (AUB)(™ = Aty Bim);
@ii) (AN B)m c Alm) A Bim),
Demostracion.
(i) Procederemos por Induccién Finita.
e Param = 0, el resultado es inmediato, puesto que
(AUB)® = AuB = A yBO),
e Ahora, supongamos que se cumple para m € w, demostremos que
(AU B)0mHD) = 40n+D)  glnt1),
Usando la hipétesis de induccién y la Proposicion 4.8, tenemos que

(AU B)(m+1) ((AUB) "y

= (A" U BM) = (A™) U (BM)
A(m+l) U B(m+1)

Con esto, demostramos que (A U B)(") = A(™) U B("™), para todo m € w.

(i) e Param = 0, el resultado es inmediato, puesto que
(ANB)Y = AnB=A0NnBO.

e Ahora, supongamos que se cumple para m € w, demostremos que

(A N B)(m—H) C A(m+1) N B(I’VH—l).

72



Usando la hipétesis de induccion, la Proposicion 4.1 y la Proposicion 4.8,

tenemos que

(AN B)mtD) ((AﬂB)( )y
( m) ~ gim )) C (A(m))/ﬂ(B(m))/

N

Con esto, demostramos que (AN B)(’”) C Alm) A glm), paratodom € w. [

Nuevamente, usando Induccién Finita, vamos a generalizar el resultado anterior

para familias finitas.

COROLARIO 4.11. Sean (E, T) un espacio topolégico y { Ay }}_, una familia finita de

subconjuntos de E. Para todon € w y todom € w, se tiene que:
n (m)
i (U Ak> - U4
k=0

n (m) n
(ii) (ﬂ Ak> c A,
k=0
Demostracion.

(i) Sea n € w, usaremos Induccién Finita sobre m.

e Sim = 0, se tiene lo deseado, puesto que

n (0) n n
(Ua) =0a-0ar
k=0

e Ahora, supongamos que se cumple para m € w, vamos a demostrar que

" (m+1) "
<UAk> _ UA](:”+1)-
k=0

k=0

De la hipétesis de induccién y usando el Corolario 4.9, tenemos que

(kLiJO Ak) ) ( (kLZJO Ak) (m)) /
-(02)
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" amY " A

m
- U (Ak ) - U Ay :

k=0 k=0
Por lo tanto, concluimos que, para todo m € w,
n (m) n
(U Ak) = ya®.
k=0 k=0
(ii) Sea n € w, usaremos Induccién Finita sobre m.

e Sim = 0, el resultado se tiene de inmediato, puesto que

" (0) " n 0
(mAk) “ A A= (40
k=0
e Ahora, supongamos que se cumple para m € w, vamos a demostrar que

n (m+1)
(mAk> C ﬂA;((mH)-
k=0

k=0

De la hipétesis de induccién y usando el Corolario 4.9, tenemos que

n (m-+1) n (m)
(%) =((8)
k=0 k=0

Por lo tanto, concluimos que, para todo m € w
n (m) n
(ﬂ Ak> c A 0
k=0 k=0

A continuacion, analizaremos los resultados anteriores en el caso de un niimero

ordinal arbitrario.

PROPOSICION 4.12. Sean (E, T) un espacio topolégico, A y B subconjuntos de E.
Para todo « € OR, se tiene que:

(i) AW UB®W C (AUB)W;
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(i) (ANB)® C A N B,
Demostracion.

(i) Procederemos por Induccién Transfinita.

e Procediendo de manera andloga a la base de induccién y al paso inducti-

vo de la demostracion del literal (i) de la Proposicion 4.10, se tiene que
AQyUBO c (AuB)®

y que para todoa« € OR
AW yUBW C (AuB)®

implica
A(oH—l) U B(DH—l) C (A U B)(()H_l).

e Por dltimo, sea A # 0 un ordinal limite, supongamos que
AWM UBY c (AuB)
para todo y < A, vamos a demostrar que
AN UBWM c (AuB)W.

De la hipétesis y la Proposicion 2.4, tenemos que

AWM UBW = m A | U ﬂ B
Y<A y<A

c N (A(’Y)UB(’Y))

y<A

C N(AUB) = (AuB)W.
r<A

Con esto, demostramos que A®) UB® C (AU B)®), para todo ordinal a.

(i) e Procediendo de manera andloga a la base de induccién y al paso inducti-

vo de la demostracion del literal (ii) de la Proposicién 4.10, se tiene que

(ANB)® C A© B
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y que para todoa € OR
(ANB)® C AN B

implica
(A N B)(Dé+1) g A(D(+1) N B(DéJrl).

e Por ultimo, sea A # 0 un ordinal limite, supongamos que
(AN B)(’r) c A A B
para todo y < A, vamos a demostrar que
(ANB)N € AW A B,
De la hipétesis, tenemos que

(AnB)W = N (AnB)W
Y<A

(1) A B
QQA<A7 ﬂB7>

= (m A(v)) N (ﬂ B(v))

Con esto, demostramos que (AN B )(“) C AW N B, para todo ordinal . [J

Para construir un contraejemplo en el cual no se alcance la igualdad para el caso

de unién de derivados en la proposicion anterior, usaremos el siguiente resultado.

PROPOSICION 4.13. Para todo « € w; y para todo a,b € R tales que a < b, existe
K C R compacto y numerable tal que K C ]a,b] y K@ = {b}.

Demostracién. La demostracion puede ser encontrada en [1]. H

OBSERVACION. Notemos que, en el caso de la unién en la proposicién anterior la
igualdad no necesariamente se cumple. En efecto, de la Proposicion 4.13, existe K C
]—1,0] compacto y numerable tal que K(“) = {0}. Asi, tomando A = K~ {0} y
B = {0}; tenemos que B(“) = @. Por otro lado

A = (K~ {0})@ € K = {0},
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pero 0 ¢ A, por ende, AW = & De esta forma, AW UBW = g y (AU B)(“’) =

K@), mostrando que no se da la igualdad.

En la proposicién anterior, para que se cumpla la igualdad en el caso de la unién
se necesitan condiciones adicionales sobre los conjuntos A y B, como mostramos a

continuacion.

PROPOSICION 4.14. Sean (E, T) un espacio topol6gico, A y B subconjuntos cerrados
de E. Para todo « € OR, se tiene que

AW UBW = (AUB)W,
Demostracion. De la Proposicién 4.12, se sigue que, para todo a € OR,
A®UB® C (AUB)W.

Ahora, para la otra contenencia, procediendo de manera andloga a la base de induc-
cién y al paso inductivo de la demostracion del literal (i) de la Proposicién 4.10, se
tiene que

(AUB)® c A0 yBO

y que, para todo a € OR,
(AUB)® C AW yBW

implica
(A U B)(zx+1) C A(rerl) U B(oc+1).

Finalmente, sea A # 0 un ordinal limite, supongamos que
(AU B)(v) c A yuBY
para todo v < A, vamos a demostrar que
(AUBYWM c AW yBW,

Sea z € (AU B)W, por reduccién al absurdo, supongamos que z ¢ AWM y z ¢
BW), por ende, existen 71,72 € OR tales que 71 < A, 12 < A,z & Al yz &
B(12), Sin pérdida de generalidad, supongamos que v, < 71, por lo tanto, de la
Proposicién 4.7, B(1) C B(712); con esto, z ¢ A1) N BM) 1o que contradice el hecho

de quez € (AUB) (M), Con esto, hemos demostrado que, para todo a« € OR, se tiene
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que
AW UBW = (AUB)W., O

Ahora, teniendo en mente lo hecho en la Proposicién 4.12, vamos a analizar el

caso cuando tenemos una familia finita de subconjuntos de un espacio topolégico.

COROLARIO 4.15. Sean (E, T) un espacio topolégico y { Ay }}_, una familia finita de

subconjuntos de E. Para todon € w y todo & € OR, se tiene que:
n n (a)
i U A < (U Ak> ;
k=0 k=0

n (a) n
(ii) (ﬂ Ak> c AW
k=0

k=0
Demostracion.
(i) Sea n € w, usaremos Induccién Transfinita.

e Procediendo de manera andloga a la base de induccién y al paso inducti-

vo de la demostracion del literal (i) del Corolario 4.11, se tiene que

n n (0)
U4 c (U a)
k=0

k=0

y que para todo « € OR

"W n (@)
Ua e (0a)
k=0
implica
" " (a+1)
U A}({zx-{—l) C (U Ak> .
k=0 k=0
e Por dltimo, sea A # 0 un ordinal limite, supongamos que

n

n ()
U4 e (Ua)
k=0

k=0

para todo y < A, vamos a demostrar que

AT ! .
U AT C U Ag :
k=0

78



De la hipétesis y la Proposicion 2.4, tenemos que

n n ()
Con esto, demostramos que | J A,({“) C ( U Ak> , para todo ordinal .
k=0 k=0

(ii) Sea n € w, usaremos Induccién Transfinita.

e Procediendo de manera andloga a la base de induccién y al paso inducti-

vo del literal (ii) del Corolario 4.11, se tiene que

n © 5
(Aa) cnar
k=0

k=0

y que para todo « € OR

n (@)
(Aa) cpar
k=0
implica
n (a+1) n
(ﬂ Ak) C ﬂ A]({DC‘Fl).
k=0
e Por ultimo, sea A # 0 un ordinal limite, supongamos que
n (M
(Aa) char
k=0

para todo y < A, vamos a demostrar que

n (A) n
(ﬂ Ak> c AWM.
k=0

k=0
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De la hipétesis y la Proposicion 2.4, tenemos que

(fa) -0 (Aa)”

k=0 \y<A
N A
_ Y
= () Ay
k=0

(a) n
- ﬂ A]E“), para todo ordinal . [

n
Con esto, demostramos que ( ﬂ Ak>
k=0 k=0

Ahora, bajo hipétesis andlogas a las establecidas en la Proposicion 4.14, vamos
a demostrar que el resultado anterior alcanza la igualdad, en el caso de la unién,
para una familia finita de conjuntos cerrados. Este corolario serd importante para

demostrar el resultado principal del presente trabajo.

COROLARIO 4.16. Sean (E, T) un espacio topolégico y { Ay }_, una familia finita de

subconjuntos cerrados de E. Para todon € w y « € OR, se tiene que

n (@) n
(U Ak) =Ua?.
k=0

k=0

Demostracion. Sea n € w, procederemos por Inducciéon Transfinita.

e Procediendo de manera analoga a la base de induccién y al paso inductivo de

la demostracién del literal (i) del Corolario 4.11, se tiene que

n (0) neo
(UAk> (a0
k=0

k=0

y que, para todo « € OR,
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implica

k=0

n (a+1) n
(U Ak> _ UA](:X_H)-
k=0

e Por dltimo, sea A # 0 un ordinal limite, del corolario anterior, tenemos que
o) n ()
U A" c ( U Ak> :
k=0 k=0
Con esto, basta demostrar la otra contenencia, para ello, supongamos que
n ) n
(Ua) cOar
k=0 k=0

para todo v < A, vamos a demostrar que
n O
(U Ak> c |JaW.
k=0

n (A)
Sea z € (U Ak> , por reduccién al absurdo, supongamos que para todo
k=0

kewtalque0 <k <mn,z ¢ AI({/\),porende,para todok € wtalque 0 <k <mn,

existen 7, € OR tal que 74 < Ayz & AZ" . Ahora, tomemos v = 012{52( Yir
SKSn

como 7y > 7y, para todo k € w tal que 0 < k < n, de la Proposicién 4.7,

n
Al(j) C A,(jk), por tanto, z ¢ Al(j), es decir, z ¢ ﬂ A,(j), lo que contradice el

k=0
n (A)
hecho que z € (U Ak> .
k=0
n (a) n
Con esto, demostramos que ( U Ak> = U A;{“), para todo ordinal a. O
k=0 k=0

Ahora, siguiendo la linea descrita al inicio de esta seccion, vamos a demostrar
algunas proposiciones relacionadas al comportamiento del derivado de un conjunto

usando uniones e intersecciones arbitrarias.

PROPOSICION 4.17. Sean (E, T) un espacio topoldgico y A una familia arbitraria de

subconjuntos de E. Se tiene que:

i (J A C (U A>/;

AcA AcA

81



(ii) (ﬂ A)lg N A

AcA AcA

Demostracion.

(i)

(if)

Seax € | J A’ con esto, existe A € A tal que x € A’, demostremos que para

AeA
toda V vecindad de x, se tiene que

(V~{x})n (U A) £ 0.

AcA

Sea V una vecindad de x, como x € A’, tenemos que
(VN {x})nA#g,

de ahi que
g#E(V~{x})NAC(V~{x})n (U A)

AeA

Dado que V fue arbitrario, tenemos que x € ( U A) y, por ende,
AcA

ure(ya)

Sea x € ( ﬂ A) , vamos a demostrar que, para todo A € Ay toda V vecin-
AeA

dad de x, se tiene que
(VN {x})NA # 2.

Sean A € Ay V una vecindad de x, de la hipétesis, se sigue que
£V~ {x})n ( N A) (V~{x})N
AcA

Dado que A € Ay V fueron arbitrarios, se concluye que x € (] A’y, por
AeA

(ﬂA)lgﬂA’. O

AcA AeA

ende,

OBSERVACION. Notemos que para la union, la otra contenencia no necesariamente
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se cumple, pues, si tomamos
A={{x}:xeR},
se tiene que

Ua=U{x=2

AeA x€R

() = (en) -

De igual forma, en general, en el caso numerable tampoco se da la otra inclusion.

Por otro lado,

1
En efecto, tomando A, = {n——l—l} para todo n € w, tenemos que

U= i) ==

new new

(nLerAn>, = {%ﬂ n € w}/ = {0},

teniendo que no se da la igualdad.

Por otro lado,

Vamos a extender el resultado anterior para todo derivado finito, es decir, vamos

a demostrar que para todo m € w se tiene el siguiente resultado.

COROLARIO 4.18. Sean (E, T) un espacio topolégico y A una familia arbitraria de

subconjuntos de E. Para todom € w, se tiene que:

(m)
@ U A" c (U A) ;

AcA AcA

(m)
(i) <ﬂ A) c N Am

AcA AcA
Demostracion.
(i) Usaremos Induccion Finita.
e Sim = 0, se tiene lo deseado, puesto que

(Ua) =y a=ya

AcA AcA AcA
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e Ahora, supongamos que se cumple para m € w, vamos a demostrar que

(m+1)

AcA AcA

De la hipétesis de induccién, junto con la Proposicién 4.17, tenemos que

U Alm+1) U (A(m))/

AcA AcA

/
(u)
AeA

((un)") - (ua) ™

Por lo tanto, concluimos que, para todo m € w
(m)
U A C ( U A) :
AeA AeA
(ii)) Nuevamente, usaremos Induccion Finita.
e Param = 0, el resultado es inmediato pues

(ﬂ A)w) N A=) AO.

AcA AcA AeA

e Ahora, supongamos que se cumple para m € w, vamos a demostrar que

(m+1)

AcA AecA

De la hipétesis de induccién, junto con la Proposicién 4.17, tenemos que

(0" ((n)")
(n+)

c N (Am)Y = N Alm+1)
AeA AeA

I
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Por lo tanto, concluimos que, para todo m € w

<ﬂ A) " c N A, O

AcA AcA

Con todo lo antes hecho, surge una pregunta natural: ;Podemos generalizar los
resultados anteriores para la derivada de Cantor-Bendixson? La respuesta es si, va-
mos a extender los resultados a la derivada de Cantor-Bendixson, para ello, usare-

mos Induccidn Transfinita.

PROPOSICION 4.19. Sean (E, T) un espacio topoldgico y A una familia arbitraria de

subconjuntos de E. Para todo « € OR, se tiene que:

(a)
M U A<“>g<u A) ;

AcA AcA

(a)
(i) (ﬂ A) C N AW,

AcA AcA
Demostracion.
(i) Usaremos Induccién Transfinita.

e Procediendo de manera andloga a la base de induccién y al paso inducti-

vo de la demostracién del literal (i) del Corolario 4.18, se tiene que

a0 <U A><o>

AcA AeA

y que para todo « € OR

U AW ¢ <U A>(a>

AcA AeA

implica
(a+1)
U A(DéJrl) C (U A) )
AcA AcA

e Por dltimo, sea A # 0 un ordinal limite, supongamos que

| A (U A><v>,

AcA AcA
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para todo y < A, demostremos que

U AW ¢ (U A)W.

AcA AcA

De la hipétesis de induccién y la Proposicion 2.4, tenemos que

U AW = | (ﬂ Am)

AcA AeA \ <A
C ﬂ (U A(’Y))
y<A \AeA

<0 (us) - (us)

(i) Nuevamente, usaremos Induccién Transfinita.

e Procediendo de manera andloga a la base de induccién y al paso inducti-

vo del literal (ii) del Corolario 4.18, se tiene que

(0" e

AcA AcA

y que para todo « € OR

(0"

AcA AecA

implica

(a+1)
(m A) C m A(Dc-l—l).

AcA AcA

e Finalmente, sea A # 0 un ordinal limite, supongamos que

(7)
(ﬂ A) C m A
AeA AeA

para todo ¢y < A, vamos a demostrar que

(ﬂﬁmcmm”

AeA AeA
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De la hipétesis de induccién y la Proposicion 2.4, tenemos que

(n4) -n(na)”

<0 ()

Y<A \AeA

=N (ﬂ A(”r)) — ﬂ AW

AeA \ y<A AcA
Por lo tanto, concluimos que, para todo « € OR,

(ﬂﬁwcmmw 0

AcA AeA

4.2. Producto de Derivados

Analogamente a lo hecho para uniones e intersecciones, vamos a demostrar al-
gunas propiedades para derivados usando el producto de conjuntos y la topologia

producto revisada en el capitulo anterior.

PROPOSICION 4.20. Sean (E, 71) y (F, 72) dos espacio topolégicos, A y B subconjun-

tos de E y F respectivamente. Se tiene que:
(AxB) =(A"xB)U(A xB).

Demostracién. Sea (x,y) € (A x B)'. Gracias a la relacion entre derivado y clausura

de un conjunto y la Proposicién 3.18, tenemos que

(AxB)Y CAxB=AXB,
por lo tanto, (x,y) € A x B. Con esto, tenemos los siguientes casos:
e Six € A/, se tiene de inmediato que (x,y) € (A’ x B)U (A x B);

e Six ¢ A’,existe unavecindad U de x talque UN A = {x}.Sea V una vecindad
de y, tenemos que U x V es vecindad de (x, y), asi, existe

(x1,y1) € (U V)~ {(x,y)}) N (A X B),

por lo tanto, (x1,1) # (¥, ), pero x; = x pues x; € UN A, por ende, y # y3;
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con esto, concluimos que y; € (V ~ {y}) N B, es decir, y € B' y, por ende,
(x,y) € (A’ x B)U(A x B).

Recfprocamente, sean (x,y) € (A’ x B) U (A x B') y V = U x W una vecindad de
(x,y); con esto, U y W son vecindades de x y y, respectivamente.

e Si(x,y) € A’ x B, existen x1,y; tales que
x1e(U~N{x}))NA y y;€WNB;
con esto, (x1,y1) # (x,y) y, ademas:
(x1,y1) € (VN A{(x,y)}) N (A xB),
es decir, (x,y) € (A x B)".

e Si (x,y) € A x B/, andlogamente al caso anterior, tenemos que (x,y) € (A x
B)'.

Con esto, concluimos que (A x B)' = (A’ x B) U (A x B'). O

Para generalizar este resultado, establecemos la siguiente notacién. Sean K un

conjunto de indices y {Ay}rex una familia de conjuntos. Para I,] C K tales que
IN] =@ylU] # @&, definimos

(
[[A sij=2,
iel
HAiXHAj: HAi sil =9,
icl i€l i€]
H A; caso contrario.
LicIUJ

k
Con esto, y recordando que H A; = Ay, tenemos que,
i—k

n+1 n

14 -
i=0

Ai X Al/l+1/
i=0

paracadan € w.

Tomando en cuenta familias finitas de subconjuntos de espacios topolégicos, se
tiene el siguiente corolario.
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COROLARIO 4.21. Sean {(Ej, 7¢) }}_, una familia de espacios topolégicos y Ay C Ej

para todo k < n. Para todon € w, se tiene que

(14) - O (1)

m=0 \k<m k>m

Demostracién. Usaremos Induccién Finita.
e Sin=0,
0 ! 0
/ !/ /
[TA] = (A0 =A;=]]A
teniendo lo deseado.
e Ahora, supongamos que se cumple para n € w, vamos a demostrar que

n+1 S e ntl
(HAk):U( A X A, X HAk>.
k=0

De la hipétesis de induccién, de la proposiciéon anterior y la Proposicién 3.18,

tenemos que

n+1 ! n !
(H Ak> = | [ ] A« x An+1>
k=0 k=0
[/ n ! n
= (H Ak) X An—l—l U H A X A:l—l-l
k=0 k=0
[ n m—1 n no_
= U (HAkXA;ﬂX H Ak)XAn—l—l U HAkXAn—I—l
Lm=0 \ k=0 k=m+1 k=0
n m—1_ n+1 n.o_
:U< kXA:nX HAk>U HAkXAn—I—l
m=0 \ k=0 k=m+1 k=0
ntl fm-1 n+1
= ( kX A;n X H Ak)
m=0 \ k=0 k=m+1

Por lo tanto, concluimos que, para todo n € w

! n
(ﬁAk> :U<HA_kxA;1><HA_k). O
k=0 m=0 \k<m k>m

OBSERVACION. Por la Proposicién 4.20, sabemos que (A x B) = (A’ x B) U (A x

B'), usando nuevamente la Proposicién 4.20 para (A x B)’, tenemos que

(AxB)® = (A" xB) U(AxB
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Teniendo esto en mente, el tener una expresiéon para (A U B)®, donde a sea un
ordinal arbitrario, sin ninguna hip6tesis adicional, no es sencillo, pues siempre van

a existir conjuntos con derivados y clausuras iteradas.

A diferencia de lo hecho con familias finitas, para familias numerables, de la
observacion anterior, es posible notar que solo se tiene una contenencia. La siguiente
proposicion serd de ayudar para demostrar que algunos conjuntos de interés son

conjuntos perfectos.

PROPOSICION 4.22. Sean ((Ey, Tn)) ., una familia de espacios topolégicos y (An)

new new

una familia de conjuntos tales que A, C E, para todon € w. Se tiene que

U (T 1) (HAH)'.

new \k<n k>n ncw

Demostracion. Seax € | J (H A x Ay x ] A_k> , por ende, existe M € w tal que

L new \k<n k>n
X € H A x Al x 1—[ Ay. Sea V un abierto basico de x, por ende, existe | C w tal
k<M k>M
que
Vi siie
V= 1—[ U;, donde U; = Z J
iel El Si l g ]/
con V; un abierto de E;, vamos a demostrar que
(V~{hHn]] A #2.

new

Comox € [ Acx Ay x [] Aw xm € Al y para Uy, existe yar € (Vmr~ {xm}) N
k<M k>M
Ap; ademds, dado que x;, € A, para todo n # M, tenemos que U, N A, # &, por

esta razon, en virtud del Axioma de Eleccién, podemos tomar z, € U, N A, para
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todon € |\ {M}. Ahora, tomando

zp sin €]~ {M}
Yn=93ym sin=M
x, singJU{M};

con esto, como xp; # Yy y tomando y = (yn) tenemos que x # y. Ademas,

new’

y € V,pues, z, € Vyparatodon € J~N{M}, x, € Uy y x, € V, para todo
n € (JU{M})c. Con esto, tenemos que

ye (V{xhHn]] A

new

como desedbamos. O]

OBSERVACION. Notemos que, si tomamos A, = 2 = {0,1} para todo n € w,
(2@)" = 2% (esto lo demostraremos mds adelante en la siguiente seccién); con es-

to, tenemos que

(H An> — ({0,1}) = (2" = 2%.

new

Por otro lado, dado que 2/ = &, tenemos que

U (HA_kxA;xHA_k> = 0.
new \k<n k>n

Por lo tanto, no se tiene la igualdad para familias numerables.

4.3. Derivados de Conjuntos Compactos Numerables

Sea (E, T) un espacio topoldgico, definamos el conjunto
Kr = {K C E : K es compacto y numerable}.

OBSERVACION. Notemos que, para todo espacio topoldgico (E, ), K # @, pues
siempre tenemos que & € K.

Vamos a demostrar que, bajo ciertas hipétesis de separacioén en el espacio topo-
16gico, el derivado de todo conjunto compacto numerable es también un conjunto

compacto numerable.

PROPOSICION 4.23. Sea (E, T) un espacio topoldgico de Hausdorff. Si K € K, en-
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tonces K' € K.

Demostracién. Sea K € Kg. Como E es de Hausdorff, por la Proposicién 3.8, K’ es
cerrado. Ademads, dado que K es cerrado, tenemos que K’ C K. Como K es compacto
y K’ es un subconjunto cerrado de K, por la Proposicién 3.11, K’ es un conjunto

compacto.

Finalmente, tenemos que |K'| < |K|, por lo tanto, K’ es numerable y, por ende,
K e K. ]

En la Proposicién 4.7, se demostré que, en un espacio topolégico de Hausdorff,
la familia de derivados de un conjunto cerrado es una familia decreciente de sub-
conjuntos cerrados. Con esto en mente, tenemos que, nuevamente, en un espacio
topoldgico de Hausdorff, la familia de derivados de un conjunto compacto numera-

ble es una familia decreciente de subconjuntos compactos numerables.

OBSERVACION. Sean (E, T) un espacio topoldgico de Hausdorff y K € K, se tiene
que (K(“)) xcOR €s una familia decreciente de elementos de Kr. En efecto, dado que
K es compacto, tenemos que K es cerrado y de la Proposicién 4.7, obtenemos que
(K®)),cor es una familia decreciente de subconjuntos cerrados de E, es decir, K(*) C
K(®) para todo « y B ordinales tales que a > B. Con esto, basta demostrar que, para
todo « € OR, se tiene que K@) ¢ KE. Sea « € OR, como & > 0, tenemos que
K@® c KO = K; con esto, como K®) es un subconjunto cerrado de un conjunto
compacto, por la Proposicién 3.11, tenemos que K®) es compacto. Ademds, como
K® C Ky K es numerable, se sigue que |[K(*)| < |K|y, por ende, K(*) € K, para
todo « € OR.

Ahora, el objetivo, de aqui en adelante, es calcular el derivado de un tipo especial
de conjuntos generados como una unién numerable. Para ello, restringiéndonos a
espacios métricos, vamos a demostrar que, partiendo de una sucesién convergente,
una familia de subconjuntos compactos numerables, que cumplan ciertas condicio-
nes extras, para todo ordinal numerable, el derivado de la unién de los subconjuntos
de la familia junto con el limite de la sucesién es igual a la unién de los derivados de
los subconjuntos compactos numerables de la familia unido al limite de la sucesion.
Este resultado serd generalizado posteriormente, puesto que dicha generalizaciéon

ayudard a cumplir el objetivo del presente trabajo.

La siguiente proposicion es una generalizaciéon de lo realizado en la demostra-

cién de una de las proposiciones planteadas por los autores en [1].
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PROPOSICION 4.24. Sean (E,d) un espacio métrico, & € wy y (xy) € E¥ tales

new

que:

(i) (xu),e, converge a x;

de K tales que K,(f‘) = {x,} y K, C
B(xy,tn) para todon € w, donde (B(xy,14))

(ii) existe una familia de conjuntos (Ky), c,,

new €S una familia de bolas abier-

tas disjuntas dos a dos.

SiK = K, U {x}, entonces, para todo B € w tal que B < «, se tiene que
P q q

new
(B)
KB = (U K, U {x}) = U K,(f) U {x}.
new new
Demostracién. Sea B € wi, tal que B < «, de la Proposiciéon 4.17, se sigue que

(8)
U kP c (U Kn) = K®),

new new

Ahora, por las Proposiciones 4.7 y 4.2, tenemos que

{xn}new = U Kﬁza) C U K;(f) C K(ﬁ)/

ncw new

por tanto, x € K(F+1) C K(F), Con esto, hemos demostrado que, para todo f <

U KPP Ufx} ck®.

new

De lo hecho anteriormente, basta demostrar la otra contenencia, para ello, proce-

diendo por Induccién Transfinita tenemos:

e Para = 0, el resultado es inmediato, pues

KO = [ JK,u{x} = [J K u{x}.

new new

e Ahora, supongamos que 8 < a y se cumple

KB < |J kP uix) (4.1)

new

Sea z € KP*1), como la familia de derivados de conjuntos compactos nume-

rable es decreciente, tenemos que K(B+1) C K(B), Utilizando la hipétesis de
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induccion, se tiene que

KB Cc kB C | KP U (.

new

Por lo tanto, se tiene que z = x 0z € Kz(\ﬁ) C B(xp, M) para algin M € w.
Siz = x, tendrfamos lo deseado. Ahora, supongamos que z # x, por lo tanto
existe M € w tal que

z € Kgﬁ) C B(xp, tm)-

(B+1)

Se tiene que z € Kj; )

, pues de no ser asi, z seria un punto aislado de K",

con esto, existiria e > 0 tal que
B(z,e1) NK¥ = {z}. (4.2)

Tomando € = min{ey, rp — d(z, xp),d(x,z) }, se tendria que B(z,¢) C B(xp1, 7'm)

y, por ende, dado que las bolas son disjuntas y K, C B(xy,*m) para todo

N UK,(f) =0. (4.3)
m#M

Ahora, de (4.2) y (4.3), se tendria que

me w

{z} = B(z,¢) ﬁ(K Uy K'# U{x})

n#M

N ( U &P u {x})

= B(z,¢) NK(P)

lo cual es imposible, pues z € K(F*1). Por lo tanto, z € Kl(\fﬂ). Con esto se

concluye que
K(B+1) C U Kr(z'8+1) U {x}.

new

Finalmente, sea v # 0 un ordinal limite tal que v < a y supongamos que

©) ¢ U K,(f) U {x}

ncw

para todo § < 7. Sea z € K(7), utilizando la hip6tesis de induccién, se tiene
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que

K0 = (KO € N (U K U{x}).

o<y o<y \new

Por lo tanto, z = x o para todo ordinal § < 7, existe m € w tal que z €
Kr(,f ). De aqui, si z = x, nuevamente, se tiene lo deseado. Ahora, si z # x,
notemos que para 0, se tiene que existe M € w tal que z € K](SI) = Ky C
B(xp1, 7pm). Demostremos que, para todo § < 7,z € Kg?. Por reduccion al
absurdo, supongamos que existe un nimero ordinal Jy, con Jy < 7, tal que
z ¢ KE&O). Asi, como z € [ ( U KWy {x}), z#xyz ¢ K](\i(’), para Jo,
S<y \n€w
existe my € w conmy # M tal que z € K,(qu) C Ky € B(Xmy, my) ¥y, con esto,

B(Xmy, *my) N B(xp1, M) # @, lo cual es una contradiccion. Por lo tanto,
ze N K =k
o<y

De aqui se concluye que

K < [k u{x

new

y, se tiene que (4.1) se cumple para todo ordinal B < «, teniendo asila igualdad
deseada. O

Una pregunta natural que surge a partir de la proposicién anterior es: si se cam-

bia el conjunto unitario, formado por el limite de la sucesién, por un conjunto com-

pacto numerable arbitrario y se retira la existencia de la sucesién convergente, ;jel

resultado se mantiene? Para mantener el resultado de la Proposicion 4.24 es necesa-

rio afiadir hip6tesis adicionales como se muestra a continuacién. Esta proposiciéon

serd clave méds adelante, puesto se usard para hallar la primitiva deseada.

PROPOSICION 4.25. Sean (E, d) un espacio métrico, & € wy y K € K tales que:

i) KNK = {x, : n € w} es infinito y x, Xy para todo n,m € w tales que
y p q

(ii) existe (Ky)

n#m;
1cw una familia de conjuntos de K tales que K = {xn} y Ky C

B(xp,ry) para todon € w, donde (B(xy, 1)) es una familia de bolas abier-

new
tas disjuntas dos a dos.

95



SiK = K, UK, entonces para todo € w; tal que B < a, se tiene que
new

(8)
R = (U KnUK> — J kP Uk
ncw

Demostracién. Para alcanzar la igualdad deseada, vamos a demostrar las dos con-
tenencias. Para la primera contenencia, vamos a demostrar primero que K C K(ﬁ),

para todo B € wq tal que B < a, para ello, usaremos Induccién Transfinita.

e 5i B =0, tenemos que
KC KO =K.

e Ahora, supongamos que
K C K(®)

para 8 € w; con B < a. Por la hipétesis de induccién, K C K(#) ; con esto, por

la Proposicion 4.1, se sigue que K’ C K+, Més atn,

KK = [J{x}=U KW ¢ U KD c R(B+1),

new new necw
Asi,
K=K U(K~K) CKEFHD,

e Finalmente, sea vy # 0 un ordinal limite tal que v < a'y
K C K©)
para todo § < <. Usando la hipétesis de induccién, tenemos

K< KO — &)
o<y

Con esto, demostramos que K C K(P) para todo B € w; tal que B < a. Por otro lado,
para todo B € wy, tal que B < a, de la Proposicién 4.17, se sigue que

(8) (8)
U kP c (U Kn> C (U KnUK) — R,

new ncw ncw

Con esto, y de lo hecho antes, hemos demostrado que, para todo g < «,
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Asi, basta demostrar la otra contenencia, para ello, procediendo por Induccién Trans-

finita tenemos:

e S5i =0, como

— |J KoUKk = |J K

new new

el resultado se sigue de inmediato.

e Ahora, supongamos que

kB c |JxPuk (4.4)

para f € wj con B < a. Sea x € KPl. Usando la hipoétesis de induccion,

notemos que
x € KB+1) ) C U K

new

Si x € K, el resultado se tiene de inmediato. Ahora, si x ¢ K, se tiene que

X € Kl(fl) C B(xp, M) para algin M € w. De aqui, x € K](Vﬁlﬂ)

(B)

asi, x seria un punto aislado de K, con esto, existiria ¢; > 0 tal que

, pues, de no ser

B(x,e1) N K](\ﬁ) = {x}. (4.5)
Ademas, como K es compacto y x ¢ K, se sigue que
d(x,K) := infd(x,z) > 0.
zeK

De esto, tomando ¢ = min{ey, rpr — d(x, xp1), d(x, K) }, se tendria que B(x, ¢) C

nl U kP | =2 (4.6)
m#M

Ahora, de (4.5) y (4.6), se tendria que

B(xp,7m) Y, por ende,

n#M

N < | kP u1<>
new

— B(x,e) NKP)

{x}-B(xeﬂ(K UUK )

(B+1)

lo cual es imposible, pues x € K(#*+1). Por lo tanto, x € K M - Con esto se
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concluye que
KB+ U K,(fﬂ) UK.

new

e Finalmente, sea v # 0 un ordinal limite tal que v < «, supongamos que

RO c [J kP uk (4.7)

new

para todo < <. Vamos a demostrar que

R0 c | KUk

new

Seaz c K ('Y), utilizando la hip6tesis de induccién, se tiene que

R0 = RO = (U K5f>u1<>.
6<y 5<y \n€w
Por lo tanto, z € K o para todo ordinal § < v, existe m € w tal que z €
K,Sf ). De aqui, si z € K, nuevamente, se tiene lo deseado. Ahora, si z € K,
notemos que, para 0, se tiene que existe M € w tal que z € K](\g) = Ky C
B(xpm, rp). Demostremos que, para todo 6 < v, z € K](\i). Por reduccién al
absurdo, supongamos que existe un niimero ordinal Jy, con Jy < 7, tal que
z & K](\i(’). Asi, como z € ﬂ < U K,(f) U K), z&Kyz & K](\ff), para Jy, existe
(5<fy new

(%o

0

my € wcon my # M tal que z € Km) C Ky € B(Xmy, my) Y, con esto,

B(Xmy, *my) N B(xp, M) # @, lo cual es una contradiccion. Por lo tanto,

ze N K =k
5<y

De aqui, se concluye que

Asi, concluimos que (4.4) se cumple para todo B € w; tal que B < a y, por lo hecho

antes, tenemos la igualdad deseada. O
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Capitulo 5

Espacios Polacos

En el presente capitulo se revisan algunos conceptos y propiedades bésicas acer-
ca de los espacios polacos y su topologia asociada. Estos resultados serdn necesarios
para llegar al resultado principal. Para iniciar, se revisaran algunas definiciones y re-
sultados previos antes de introducir el concepto de espacios polacos. Las referencias

principales de este capitulo son [11, 13].

DEFINICION 5.1. (Espacio Metrizable). Un espacio topolégico (E, T) es metrizable si
existe una métrica d sobre E tal que la topologia inducida por la métrica d coincide

conT.

A la métrica d de la definicién anterior, se le denomina métrica compatible. Ade-
més, notemos que (E, T) es metrizable si y solo si existe (E, d) espacio métrico tal
que E es homeomorfo a E. En efecto, si tomamos ¢: E — E su homeomorfismo y

definimos la métrica

dp:EXE — R
(x,y) — d(x,y) = d(g(x), p(v)),

tenemos lo deseado.

OBSERVACION. Sea (E,d) un espacio metrizable con d, su métrica compatible. Te-

nemos que
d
d=—
1+d
también es una métrica compatible. Con esto, dado E un espacio metrizable, siempre
podemos considerar que d < 1, es decir, que para todo (x,y) € E X E, d(x,y) <1,

donde d es su métrica compatible.
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Por otro lado, al tomar d otra métrica compatible del espacio E nos aseguramos
que las propiedades topolédgicas no cambian, pero las propiedades tanto como es-
pacios métricos se pueden alterar, es decir, las propiedades métricas de los espacios

(E,d) y (E,d) pueden variar.

El siguiente teorema nos permitird relacionar espacios métricos con espacios

compactos, completos y espacios segundo contables.

TEOREMA 5.1. (Teorema de metrizacion de Urysohn). Sea E un espacio topolégico

segundo contable. Se tiene que E es metrizable si y solo si E es regular.
Demostracién. La demostracion se la puede encontrar en [14, Cap. 4]. O

Mucho de los ejemplos y propiedades de interés en espacios polacos se da usan-
do la topologia producto, por esta razoén se va a demostrar que el producto numera-

ble de espacios metrizables es, también, metrizable.

PROPOSICION 5.2. Sea ((Ey, dy)) una sucesion de espacios métricos. El espacio

new

E= H E, con la topologia producto es metrizable.

new

Demostracién. Sin pérdida de generalidad, vamos a asumir que d, < 1 para todo

n € wy tomemos

d:ExE — R
dn(Xn, Yn) ,
(x,y) — d(x,y) =) X )

new 2”
donde x = (x1),,c0, » ¥ = (V1) e € E- En primer lugar demostremos que d estd bien

definida. En efecto, tenemos que

dn(xn; n) 1
Y s Do

new new

y, por ende, la serie es finita, concluyendo que la funcién d estd bien definida. Ahora

demostremos que d es una métrica. Sean x,y,z € E, tenemos que

e Como dy(x,y) > 0 para todo 1 € w, tenemos que ) _ W > 0, por lo
ncw
tanto, d(x,y) > 0.
dn(xn/ yn)

e Supongamos que d(x,y) = 0, tenemos que EZ o = 0. Vamos a de-
ncw

mostrar que x = y. Notemos que, como d,(x,y) > 0 para todon € w y de la
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hipétesis, tenemos que d(x,, y,) = 0 para todo n € w, por lo tanto, para todo

n € w, se sigue que x, = Yy, y, por ende, x = y.

Ahora, supongamos que x = y, por lo tanto, x,, = y, para todon € w; ademads,
dado que d,, es una métrica para todo n € w, se tiene que d,,(x,,y,) = 0 para

todon € wy, porende, d(x,y) = 0.
o Como dy(xXn,Yn) = dn(Yn, xn) para todo n € w, tenemos que d(x,y) = d(y, x).

e Notemos que, para todo n € w, tenemos que dy, (X, zn) < d(Xn, Yn) + d(Yn, Xn)

y, por lo tanto,

dxz) =Y % <y dnlEnyn) ;dnwn,zn)

new new

_ z: d”(xﬁ{yn)_+ z: dn(ynzzn)

2 2n

new ncw

=d(x,y)+d(y,z).

Asi, d es una métrica sobre E.

Ahora, vamos a demostrar que d es compatible con la topologia producto sobre
E. Sea O un abierto basico de la topologia producto, por lo tanto, existe ] C w finito
tal que

V., sin €],
O = H O,, donde O,, = 8 J

new E, sing],
con V;, un abierto de E,, para todo n € J. Vamos a demostrar que O es abierto en 1,
para ello, sea x € O, buscaremos r > 0 tal que B(x,r) C O. Esto mostrard que todos
los abiertos bésicos en la topologia producto son abiertos en la topologia inducida

por la métrica compatible.

Ahora, para todo n € ], tenemos que x, € V,, el cual es un abierto de E;, en-
tonces x, es un punto interior de V;,, es decir, existe r, > 0 tal que B(xy,t,) C V.
Por otro lado, dado que ] es finito, podemos tomar r > 0 tal que r < 5% para todo
n € J. Ahora, demostremos que B(x,r) C O, en efecto, sea y € B(x,r), por lo tanto,

d(x,y) < r.Paran € J, conocemos que

dn(xn/yn)
2n -
lo cual implica que d, (X, yn) < 14y, por lo tanto, y, € B(xu,7,) C V. Entonces,
paratodon € J,y, € V,, yparan ¢ |, dado que O, = E,, se tiene que y, € E,, es

decir, tenemos que y € O.
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Por otro lado, sean x € E y r > 0, vamos a hallar un abierto basico O tal que
x € O C B(x,r), esto demuestra que toda bola abierta, que es un abierto bésico de
T4, es un abierto en la topologia producto, teniendo asi, la igualdad de topologias.

Para ello, tomemos N € w tal que 2%, <5y

B (2 yiy) sil<n<N,
O = [ O, donde O, = (o )

new E, sin > N.

Vamos a demostrar que O C B(x,r). En efecto, seay € O, para todon < N, tenemos

que d(xu, yn) < (N+1) asi

N N
xn,yn Z (x r r
Z n,yn (N‘I‘l)'——_.
= = 2(N+1) 2
Por otro lado,

= dn(Xn, Yn) <1 1 r

y ) oy Lo L<l

n=N+1 2" n=N+1 2n 2N 72

Juntando lo antes hecho, tenemos que d(x,y) < ry, por ende, E es metrizable. [

Nuevamente, pensando en espacios polacos y usando la topologia producto, va-
mos a demostrar que el producto numerable de espacios completos es también un

espacio completo.

PROPOSICION 5.3. Sea ((Ey, dn)) una sucesion de espacios métricos. Si E, es

new

completo para todon € w, entonces el espacio E = H E,, con la topologia inducida
necw
por la métrica compatible para la topologia producto, es completo.

Demostracién. Supongamos que E;, es completo para todo n € w, sin pérdida de

generalidad, podemos suponer que d, < 1 para todo n € w. Sea (y,) € E¥ una

ncw
sucesion de Cauchy; con esto, tenemos que (Vn),c, = (¥} )kew), cwY

(Ve > 0)(IN € w)(m,n >N = d(ym,yn) < €).

Seane > 0y k > 0, para 3

o tenemos que

di(xp, ') _ y di(xf, xf") _
2 B i€w 2! 2¢
lo que implica que d(xf, x") < ¢, por lo tanto, (x}), ., es de Cauchy en E; y, como

Ej es completo, existe xj E Ey tal que (xk) converge a xi. Ademds, como k fue

new
arbitrario, para todo k € w existe xi, limite de (xz)n - Por lo tanto, tomando y =
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(X )kew, vamos a demostrar que (yy)
€

new converge a y. En efecto, sea ¢ > 0, existe

1
m € wtal que ) — < ~.Paratodok < m, existe Ny € w tal que d(x]/, x) < 55 si

2n 2
n>m
n > Ni. Tomando N = rknéx N, tenemos
<m
dye (¢, xx)
d(y”/y) = Z T
kew
_y (x5, %) Y dye (¢, Xx)
2k 2k
k<m k>m
€ 1
<m--—+ Z 5
2m o 2K
PLI
2 2
de donde, (v4),c,, converge a y, por ende, concluimos que E es completo. O

Con esto, y de la definicién de espacios métricos completos, podemos definir lo
que es un espacio polaco y demostrar varias proposiciones acerca de los mismos.
Los espacios polacos son definidos con caracteristicas estrictamente topoldgicas y
en la actualidad son espacios de interés en la Teoria Descriptiva de conjuntos, jun-
to con Teorfa de la Medida. Los primeros estudios acerca de los espacios polacos
fueron realizados por Sierpiniski, Kuratowski, Tarski, entre otros top6logos y 16gicos

polacos, es por esta la razén de su nombre.

DEFINICION 5.2. (Espacio polaco). Un espacio topolégico E es completamente me-
trizable si admite una métrica compatible d tal que (E,d) es completo. Un espacio

topolégico separable y completamente metrizable se denomina polaco.

Usando la definicién de espacios polacos y las proposiciones anteriores del pre-

sente capitulo, tenemos el resultado siguiente.

PROPOSICION 5.4.
(i) El completado de un espacio métrico separable es un espacio polaco.
(ii)) Un subespacio cerrado de un espacio polaco es un espacio polaco.

(iii) El producto de una sucesion de espacios polacos es un espacio polaco.

Demostracion.

(i) Sea (E,d) un espacio métrico separabley (E,d) su completado. Con esto, existe

@: E — E una isometria tal que ¢(E) = E. Notemos que, como E es separa-
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(ii)

(iii)

ble, existe M C E numerable tal que M = E; tomando p(M) C E, tenemos
que es numerable ya que ¢ es una isometria biyectiva sobre su imagen. Ade-

més, ¢(M) = E. En efecto, como ¢(M) C E, basta demostrar que E C ¢(M),

para ello, vamos a demostrar que ¢(E) C ¢(M). Seay € ¢(E), de la Proposi-
cion 3.25, vamos a demostrar que existe (1,),c, € (¢(M))“ tal que (Yn),c,
converja a y. Por otro lado, existe x € E tal que y = ¢(x), comox € E = M,

nuevamente, de la Proposicion 3.25, existe (x,) € M tal que (x,) con-

new necw

verge a x. Tomando y, = ¢(x,) para todo n € w, se tiene que para todo ¢ > 0

y existe N € w, dado por la convergencia de (x;) tal que n > N implica

new’

d(yn y) = d(@(xn), (x)) = d(xn, x) <,

asi, (Yn),e,, converge a y. Dado que y fue arbitrario, ¢(E) C (¢(M)), por lo

tanto

E=¢(E) C ¢(M) CE,

y, concluimos que E es un polaco.

Sean (E,d) un polaco y A un subconjunto cerrado de E. De la Proposicién 3.33,
tenemos que A con la métrica inducida es un espacio métrico completo. Por
otro lado, como E es separable, de la Proposicién 3.27, A también es separable

y, por ende, A es un polaco.

Sean (E,, dy) una sucesién de espacios polacos, definamos E = H E,,
ncw

veamos que E es polaco. De la Proposicion 5.2, tenemos que E es metrizable;

new

ademas, de la Proposicion 5.3, concluimos que el espacio (E,d) es completo.
Con esto, bastaria ver que E es separable. Como E; es separable para todo
n € w, existe A, C E, tal que A, = E,. Ademds, tomemos un elemento

zy € Ay paracada n € w. Con esto, para m € w, definimos:

Dw= J] Aux]]{zs}

0<n<m n>m
y tomemos A = U D,,. Notemos que, para todo m € w, Dy, es numerable,
new
pues H {z4} es numerable y H Ay, al ser producto finito de conjuntos
n>m 0<n<m

numerables, también es numerable, por ende, A es numerable. Demostremos

que A es denso en E, sean x = (xy,) € E y O una vecindad bdésica de x en

new
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la topologia producto, por lo tanto, existe | C w finito tal que

Vi, sin €],
0= H Oy, donde O,, = ! J

necw En Sin g ]/

con V, un abierto de E,, para todon € J. Como x, € E, = A, paratodon € w,

tenemos que, para todon € J,
ViNA, #9,

por ende, para todo n € J, existe y, € V,; N A,. Asi, tomando

Yo sine],
w;/l:

zZ, sinég],

tenemos que Dys+1 N O # &, donde M = maéx J. En efecto, tenemos que w =
(Wn)pew € DM41NO, puessin > M+1, w, =z, € E;N{zy}ysin < M,

tenemos dos casos:

o Sind ] w, =z, €E;N{zs},

eSinc |, w, =y, € V,NAy,,
teniendo lo deseado. Asi, obtenemos que
@ #Dpyy1NOCANO,
es decir, E = Ay, por ende, E es un polaco. O

Con esto ultimo podemos dar algunos ejemplos de espacios polacos.

e R, equipado con la topologia usual, es un polaco, pues, R es completo con la

métrica usual y Q es denso en IR.
e R¥ es un polaco, pues es el producto de una sucesioén de espacios polacos.

e ]0,1[ es un polaco, con la métrica asociada al homeomorfismo entre ]0,1[ y R.
En efecto, tomemos
$:10,1] — R

x — ¢(x) = tan (nx— g) :
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Ahora, definamos

d:10,1[ x 10,1 — R
(xy)  —dxy) =l¢(x) —¢y)l,

con esto, tenemos que |0, 1] es metrizable.

Veamos que (]0,1[,d) es completo. Sea (x;,) € (]0,1[)“ de Cauchy, tenemos

new

que para todo ¢ existe N € w tal que m,n > N implica

d(xXm, xn) = |P(xm) — ¢(xn)| <&

Notemos que, (¢(x,)) es una sucesiéon de Cauchy en R, por ende, existe

new
v € R tal que ¢(x,) converge a y. Dado que ¢~ ! es continua, tenemos que x,

converge a ¢~ (y), por ende, ]0, 1] es completo con la métrica d.

Finalmente, como R es separable, por la Proposicién 3.27, tenemos que |0, 1]

también es separable.

e Todo conjunto A, con la topologia discreta, es completamente metrizable; ade-
mas si A es numerable, éste es un polaco. De esta forma, tenemos que w equi-

pado con la topologia discreta es un polaco.

e Del ejemplo anterior y la proposiciéon anterior, tenemos que el espacio w®,
donde w® es la exponenciacién conjuntista, denominado espacio de Baire, es

un polaco.

e Tomemos Z = [0, 1], con la topologia de subespacio heredada de R es un po-
laco, pues es un subconjunto cerrado de un polaco. Usando la proposicién
anterior, tenemos que el espacio Z, denominado cubo de Hilbert, es un pola-

CO.

OBSERVACION. Notemos que, ]0,1[ es metrizable con la métrica usual, pero no es
completo con dicha métrica. Sin embargo, como se vio en la Proposicion 5.4, si existe
una métrica, compatible con la topologia, que lo vuelva un espacio métrico completo
y, por ende, es completamente metrizable. Con esto, podemos notar que, para un
mismo espacio topolégico pueden existir varias métricas tales que inducen la misma

topologia, pero no necesariamente todas ellas hacen que el espacio sea completo.

Teniendo en cuenta el tltimo ejemplo, vamos a relacionar a todo espacio metri-

zable y separable con el cubo de Hilbert por medio de un homeomorfismo.
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PROPOSICION 5.5. Todo espacio separable y metrizable es homeomorfo a un subes-

pacio del cubo de Hilbert.

Demostracion. Sea (E,d) un espacio métrico separable, sin pérdida de generalidad
podemos asumir que d(x,y) < 1 para todo x,y € E y tomemos {x, : n € w}, denso

en E. Definamos:
f:E—[0,1]¢

x — (d(xn, %)) e -

Notemos que f es inyectiva y continua. En efecto, sean x,y € E tales que f(x) =
f(y), de esto, tenemos que d(x,, x) = d(x,,y) para todo n € w. Por reduccién al ab-
surdo, supongamos que x # y, asi d(x,y) > 0y, como E es separable, para %d (x,y),

existe M € w tal que d(x, xp) < 3d(x,y); con esto
d(x,y) <d(x,xy) +d(xn,y) =2d(x,xp) < d(x,y),

lo cual es imposible, por ende, x = y. Por otro lado, sea (z,) una sucesion en

new
E tal que z, — z, vamos a demostrar que f(z,) — f(z). De la Proposicién 5.2,
[0,1]“ es metrizable. Ademas, de la demostraciéon de la Proposicioén 5.2, conocemos

su métrica compatible d, por tanto

A(f(zm), f(2) = ¥ |f(zm)2n_ f@)| _ 3 ]d(xn,zm)zn— A, 2)| _ 3 d(z;@,

new

new new

con esto, si m — +oo, se tiene que f(z,) — f(z) y, por ende, f es continua.

Ahora, demostremos que f~!: f(E) — E es continua. Para ello, usaremos la

Proposicién 3.24. En efecto, sean z € Ey (f(zx)),.,, una sucesion en f(E) tal que

new
f(zn) — f(z), es decir, d(xm,zn) — d(xy,z) para todo m € w. Como {x, : n € w}

es denso en E, para € > 0, tenemos que
B(z,e) N{x, :n € w} # &,

por ende, existe M € w tal que d(z,x)1) < e. Por otro lado, dado que d(x,, z,) —
d(xm,z) para todo m € w, para M € w, existe N € w tal que n > N implica
|d(xp1,20) —d(xp,2)| < e.Sin > N, tenemos que

d(zn,z) < d(zn,xym) +d(xm,z) < e+d(z,xpm) +d(xp,z) < 3e.
Asi, z, — z y, por lo tanto, f ~1 es continua. Con esto, tenemos lo deseado. O

Ahora, usando la proposicion anterior, se va a caracterizar a ciertos espacios po-

107



lacos.

PROPOSICION 5.6. Sea E un espacio topoldgico compacto y de Hausdorff. Entonces

las siguientes afirmaciones son equivalentes:

(i)
(ii)
(ii)
(iv)

E es un polaco;
E es homeomorfo a un subespacio del cubo de Hilbert;
E es metrizable;

E es segundo contable.

Demostracion.

(i) = (ii). Supongamos que E es un polaco, por lo tanto, E es metrizable y
separable; de donde, por la Proposicién 5.5, tenemos lo deseado.

(iif) = (iii). Supongamos que E es homeomorfo a un subespacio del cubo
de Hilbert. Por la proposicién 5.2, tenemos que [0, 1] es metrizable y dado
que E es homeomorfo a un subespacio de un espacio metrizable, E también es

metrizable.

(iii) = (iv). Supongamos que E metrizable. Sea d la métrica compatible y para

n € w, tomemos ,
ATl - B X, ——— ’
{ ( n + 1)}x€E
el cual es un recubrimiento de E. Como E es compacto, existe A, un sub-
recubrimiento finito de A".
Ahora, tomando B = U Ay, el cual es numerable, pues, es la unién nume-

new
rable de conjuntos finitos, demostraremos que B es una base de la topologfa.

Sea U un abierto de E y x € U, vamos a demostrar que existe B € B, tal que
x € B C U. Como x es un punto interior, existe r > 0 tal que B(x,r) C U. Por
otro lado, existe N € w tal que % < N +1, como Ay recubre E, existe y € E tal
que x € B(y, '7)- Sea z € B(y, 5'), tenemos que

1 1 2

< < =
d(x,Z) = d(x,y)—l—d(y,z) = N+1 + N+1 N +1 <7

es decir, z € B(x,r), por lo tanto, x € B = B(y,NLH) C B(x,r) C Uy, por

ende, BB es una base. Asi, E es segundo contable.
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e (iv) = (i). Supongamos que E es segundo contable, andlogamente a lo hecho
en el literal anterior, E es metrizable y separable. Por esta razén, para que E
sea polaco, basta ver que E es completo con la métrica compatible d dada por
la metrizabilidad. Como (E, d) es un espacio métrico compacto, por la Propo-

sicién 3.35, E es un espacio completo y, por ende, un polaco. O

5.1. Espacios Polacos Perfectos

En esta seccién vamos a dar algunas caracteristicas importantes sobre los espa-
cios polacos perfectos; ademds, se va a presentar la demostraciéon del Teorema de
Cantor-Bendixson que es uno de los teoremas principales de la Teoria Descriptiva

de Conjuntos.

DEFINICION 5.3. Dados (E, T) un espacio topolégico y A C E. Se dice que A es

perfecto si todo punto de A es un punto limite de A, es decir, A es perfectosi A = A’.
Podemos dar algunos ejemplos de espacios polacos perfectos.

e R, con R equipado con la topologia usual, es un polaco perfecto, pues, R es

perfecto.

e 7% es un espacio polaco perfecto. En efecto, por la Proposicién 4.22, tenemos

que
!/
U (fol’fo) C (HI) ,
new \k<n k>n new
pero
U (HTXZ’XHT) = <HZ><I’><HI> =[[z=1¢
new \k<n k>n new \k<n k>n new
y

(HI>/= @y,

necw
por ende, Z¢ C (Z¢)'.

Por otro lado, de la Proposiciéon 3.18, se sigue que

z¢ycTe=[[z=][Z=T]Z=1v

new new

Por lo tanto, concluimos que Z% es perfecto.
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e w® y 2 son espacios polacos perfectos! En efecto, para w*, de la Proposi-

cion 3.18, tenemos que
(W) Cw?=JJw=]]o=]]w=w"
ncw ncw ncw

cw’yV

De esta forma, basta demostrar que w® C (w®)’. Sean x = (xn),.c,,
J €

una vecindad bésica de x, por ende, existe w finito tal que

U, sine€e],
V= H Vi, donde V,, = ! J

new w sing],

con U, un abierto de w para todo n € J. Vamos a demostrar que
(VN A{x})Nw" # 2.

Tomemos v = (Vu),c,, € w*, donde

Xn sin €],
Yn =
xp+1 siné¢];
con esto, tenemos que ¥ = (Yn),c, € (VN {x}) Nw®, pues por como lo

definimos, v # x, y, € U, paratodon € Jyy, = x,+1 € w para todo
n € w\ J. Dado que V fue un abierto arbitrario de x, tenemos que x € (w*)’

y, por ende, w* es perfecto.

Finalmente, para ver que 2% es perfecto, se procede de manera analoga.

A partir de la definicion, tenemos la siguiente proposicion de conjuntos perfectos

para espacios polacos.

PROPOSICION 5.7. Sean (E, d) un espacio polaco y A C E. Si A es perfecto, entonces

para todo x € A, existe (x),c,, € (AN {x})% tal que (xy),c,, converge a x.

new

Demostracién. Supongamos que A es perfecto, es decir, A = A’. Sea x € A; con

esto, x es un punto limite y, por la Proposicion 3.22, tenemos que existe (x;) €

ncw
(A~ {x})% tal que x, converge a x. O

PROPOSICION 5.8. Sean (E, d) un espacio polaco, A un subconjunto perfecto de E y
& € wy. Se tiene que A®) = A,

1 Aqui consideramos la exponenciacién viendo a 2 y a w como conjuntos, tal como se presenta en
la Definicién 2.9, y no como ordinales.
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Demostracién. Procederemos por Induccién Transfinita.

e Para a = 0, el resultado es inmediato.

e Supongamos que para a un ordinal numerable, se tiene que A*) = A. De la

hipétesis y dado que A es perfecto, se sigue que

AL — (AW = A" = A.

e Finalmente, dado A # 0 un ordinal limite, supongamos que para todo § < A

se cumple que A®) = A. Con esto, tenemos que

AM =N AD =N A=A
S<A O<A

Con esto, concluimos que A(®) = A para todo & € w;. O

Usando la proposicién anterior, tenemos el siguiente resultado para espacios po-

lacos perfectos.

COROLARIO 5.9. Sean (E,d) un espacio polaco perfecto y & € wj. Se tiene que
E® =E.

Un resultado interesante acerca de los espacios polacos perfectos estd dado con

relacion a su cardinalidad.

PROPOSICION 5.10. Sea (E, d) un espacio polaco perfecto. Entonces (E,d) es no nu-

merable.

Demostracion. Por reduccion al absurdo, supongamos que E es numerable; asi, tome-
mos E = {xg,x1,xy,...}. Ahora, dado que E es un espacio métrico, E es un espacio
de Hausdorff y, con esto, de la Proposicién 3.5, E es un espacio Tj, por lo tanto, de la
Proposiciéon 3.4, todo conjunto unitario es un conjunto cerrado y, por ende, se sigue
que E,;, = E~ {x,} es abierto para todo n € w.Mads atn, cada E, es denso en E, pues,
cada punto es un punto limite. Por el Teorema de Categorias de Baire (Teorema 3.37),

ﬂ E, es denso en E, pero ﬂ E, es vacio, lo cual es una contradiccion. O
new new

OBSERVACION. Una consecuencia directa de la proposicién anterior, se da usando
el contrarreciproco, es decir, si un espacio polaco es numerable, entonces el espacio

no es perfecto.
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PROPOSICION 5.11. Sean (E, d) un espacio polaco y K € K. Se tiene que K no es

perfecto.

Demostracién. Por reduccién al absurdo, supongamos que K es perfecto. Como K es
compacto, de la Proposicién 3.12, K es cerrado. Con esto, de la Proposiciéon 5.4, K
es un polaco, por ende, de la proposicién anterior, K es no numerable lo que es una

contradiccién. OJ

Usando la Proposicién 5.10, vamos a demostrar que existen infinitos puntos ais-
lados de un subconjunto compacto numerable en un espacio polaco. Esto nos serd

de ayuda para demostrar el objetivo principal del presente trabajo.

PROPOSICION 5.12. Sean (E, d) un espacio polaco y K € K infinito. Se tiene que K

tiene infinitos puntos aislados.

Demostracién. Notemos que, por la Proposicién 4.5, K’ es cerrado. Supongamos por
reduccién al absurdo que K K’ es finito, por tanto, K’ seria perfecto, en efecto, dado
que es cerrado, tenemos que K" C K'. Por otro lado, sean x € K’y V una vecindad de
x, tenemos que V N K es infinito, como K \ K’ es finito, entonces (VN K) \ (K~ K')

es infinito, pero
(VNK) N (KNK)=(VNK)N(KUK') =VNnK,

de donde, V N K’ es infinito, por tanto x € K”. Ahora, como K’ es perfecto y cerrado,
es un polaco perfecto y, de la Proposicién 5.10, K’ es no numerable. Al tener que
K’ C K se seguiria que K es no numerable, lo que es imposible, por lo tanto, K tiene

infinitos puntos aislados. O

Antes de demostrar el Teorema de Cantor-Bendixson, vamos a introducir la si-

guiente definicién de punto de condensacion.

DEFINICION 5.4. Sea (E, T) un espacio topolégico y A C E. Un punto x € E se dice
punto de condensacién de A si para toda vecindad V de x, se tiene que V N A es un
conjunto no numerable. Al conjunto de todos los puntos de condensacién de A, lo

notaremos por A*, es decir,
A* = {x € E : x es un punto de condensacién de A}.

OBSERVACION. Con esta definicion, se tiene que dado un espacio métrico (E,d), x

es un punto de condensacién de A C E si y solo si para todo r > 0, se tiene que
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B(x,r) N A es no numerable. Ademads, se tiene de manera directa que, en un espacio

topoldgico, todo punto de condensacién es también un punto limite.

Partiendo de la definicién de punto de condensacién, vamos a demostrar que

el conjunto de puntos de condensacién de un subconjunto es un conjunto perfecto.

Maés atin, también demostraremos que si todo punto de un subconjunto es un punto

de condensacién, el subconjunto es un subconjunto perfecto.

PROPOSICION 5.13. Sea (E, T) un espacio topolégico y A C E. Se tiene que:

(i) A* es cerrado;

(ii) si A = A*, se tiene que A es perfecto;

(iii) si E es segundo contable, A \. A* es numerable y A* = (A*)*;

(iv) si E es segundo contable, A* es perfecto.

Demostracion.

(i)

(ii)

(iii)

Vamos a demostrar que (A*) es abierto. Sea x € (A*)¢, hallemos V una ve-
cindad de x tal que V C (A*)°. Como x € (A*)¢, existe V una vecindad de
x tal que V' N A es numerable. Tenemos que V C (A*)¢, en efecto, seay € V,
tenemos que V es una vecindad de y; ademds, V N A es numerable, por ende,

y € (A*)¢y,conesto, V C (A*). Asi, se tiene que, A* es cerrado.

Supongamos que A = A*, del literal anterior, tenemos que A es cerrado y
junto con la Proposicion 3.3, A’ C A. Por otro lado, de la observacion anterior,
tenemos que todo punto de condensacién es un punto limite y, por ende, A =

A* C A/, teniendo asi que, A es perfecto.

Supongamos que E es segundo contable, es decir, existe B una base de la to-

pologia de E numerable. Definamos:

C={VeB:VNAesnumerable} y W= ] V.
vec

Tenemos que, paratodo V € C, VN A* = &, por lo tanto, W N A* = &, de ahi
que A* C W¢. Por otro lado, sea x € (A*)¢, se sigue que existe una vecindad
Vy de x tal que Vy N A es numerable. Como B es una base de vecindades, existe
Be Btalquex € B C Vy,asi B € Cyporlotanto B C W, es decir, x € W,
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asi tenemos que (A*)¢ C Wy, por ende, W¢ C A*. Con esto, concluimos que

W¢ = A*, asi, usando la Proposicién 2.4,

ANA"=ANW=AnN (U v) = J(VNnaA).
vec vecC

De donde, concluimos que A \. A* es numerable, pues es la unién numerable

de conjuntos numerables.

Por altimo, del literal (i), tenemos que A* es cerrado, con esto y de la observa-

cion anterior, tenemos que

Ahora, basta demostrar que A* C (A*)*. Primero, notemos que,
A=(ANA")U(ANAY),

donde (A \ A*) es numerable; con esto, para todo x € E y toda vecindad V

de x, tenemos que
VNA=[VN(ANAH] UV (A~ AY)]
y, dado que (A \. A*) esnumerable, [V N (A \ A*)] también es numerable, por

ende, V N A es no numerable si y solo si V N (AN A*) es no numerable.

Ahora, sean z € A*, y V una vecindad de z; se tiene que V N A es no numera-
ble, por ende, VN (AN A*) es no numerable. Como VN (ANA*) CVNA*y
VN (AN A*) es no numerable, se obtiene, VN A* es no numerable por tanto

z € (A*)*. Con esto, concluimos que A* C (A*)* y, concluimos, A* = (A*)*.

(iv) Supongamos que E es segundo contable, del literal (iii) y como todo punto de

condensacién es un punto limite, tenemos que

Por otro lado, como A* es cerrado, se tiene que (A*)" C A* y, por ende, A* es

perfecto. O

OBSERVACION. En el literal (ii), el reciproco es falso en general, pues tomando E =
{a,b} con T = {E, &, {a}}, la topologia de Sierpinski, y si A = {b}, se tiene que
A’ = {b}, por tanto, A es perfecto, pero A* = &y, por ende, A # A*.

Antes de demostrar el Teorema de Cantor-Bendixson, usando la proposicién an-
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terior, vamos a establecer una relacién importante entre los espacios polacos y el

conjunto de sus puntos de condensacion.

PROPOSICION 5.14. Si (E, d) un espacio polaco perfecto, entonces E = E*.

Demostraciéon. Como E* C E, basta demostrar que E C E*. Seany € Eyr > 0,

demostraremos que B [y, ] N E es no numerable. Notemos que
Bly,r]NE = Bly,r| # @.

Por otro lado, B[y, 7] N E es un conjunto cerrado y subconjunto de un espacio polaco
y, por esta razon, es un polaco. Ahora, supongamos que B[y, ] N E fuera numerable,
usando en contrarreciproco de la Proposicién 5.10, Bly, r] N E no seria un polaco per-
fecto, por lo tanto, existiera z € Bly,r] N E un punto aislado; ademas, se concluiria
que z es un punto aislado de E, lo cual es imposible pues E es perfecto, por lo tanto,

dado que r fue arbitrario, se concluye que y € E* y, por ende, E = E*. O

TEOREMA 5.15. (Cantor-Bendixson). Sea (E, d) un espacio polaco. Entonces E puede
ser escrito de manera tnica como E = P U C, P subconjunto perfecto de E y C un

conjunto numerable tales que PN C = &.

Demostracién. Tomemos P = E* y C = P°. Tenemos que P es perfecto, en efecto,

como E es segundo contable, de la Proposicion 5.13, tenemos que E* = P es perfecto.

Ahora, vamos a demostrar que C es numerable y que su descomposicion, en
efecto, es tinica. De la Proposicién 3.28, E es segundo contable, es decir, existe B =
{B, : n € w} base numerable de E y tomemos [ = {n € w : B, es numerable}. Si
I = @, tenemos que B, es no numerable para todo n € w, es decir, todo punto de E
es un punto de condensacién de E. Teniendo asi que, E = PUC,donde C = P = &
Por otro lado, si I # & para demostrar que C es numerable, demostremos que C =

U B,. Sea y € C, es decir, y no es un punto de condensacién, por lo tanto, existe

nel

V vecindad de y tal que V es numerable, por lo tanto, y € U B;,. Reciprocamente,
nel

seay € | J By, por lo tanto, existe N € I tal que y € By. Como By es una vecindad

nel
numerable de y, se tiene que y ¢ E* = Py, por ende, y € C, teniendo la igualdad

deseada.

Finalmente, para la unicidad, supongamos que E = P; U Cy, con P; y C; otra
descomposicion. Tenemos que P; es un polaco perfecto, pues es un subconjunto

cerrado de un polaco y, de la proposicién anterior, P; = P;'. Con esto, como P; C
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E, tenemos que todo punto de condensacién de P; es un punto de condensacién
de E, es decir, P; C E* = P. Por otro lado, sea x € P, por reduccién al absurdo,
supongamos que x € P;. Como E = PUC; y PN C; = &, tenemos que x € C;
y como C; es abierto numerable, tenemos que C; una vecindad numerable de x,
contradiciendo que x € E* = P, porende, Py = P.Como P, NC; =y P UC; =E,
entonces C; = Py = P¢ = C. O
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Capitulo 6

Una Primitiva asociada a la Derivada
de Cantor-Bendixson en Espacios

Polacos

En este capitulo se presentard el resultado principal del presente trabajo. Anélo-
gamente a lo realizado en [1], vamos a hallar una primitiva asociada a la derivada
de Cantor-Bendixson, pero en espacios polacos. Con esto nos referimos a que, dado
K un subconjunto de un espacio polaco y a € wj, bajo hipétesis adecuadas, vamos a
hallar un subconjunto K tal que K(*) = K. Para llegar al resultado deseado, primero
demostraremos la existencia de una primitiva para todo conjunto unitario. Partien-
do de esto, para cada punto aislado del conjunto K hallaremos una primitiva, que
esté contenida en una bola disjunta a los otros puntos aislados, para después unir las
primitivas de los puntos aislados y formar la primitiva deseada. Para este proceso

partiremos de un lema que nos permitird construir bolas disjuntas dos a dos.

LEMA 6.1. Sean (E, d) un espacio polaco y A C E un conjunto discreto, numerable e
infinito. Si A = {x, : n € w}, conx, # x;, paratodon, m € w tales quen # m, existe

1
una sucesion () de radios tal que r, < ] para todon € w y{B(xn, 1) }ncw

new

es una familia de bolas abiertas disjuntas dos a dos.

Demostracién. Notemos que, para todo n € w, existe R, > 0 tal que
B(xy,Ry) N A = {x},

ya que A es discreto.
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Ahora, si n = 0, tomemos Dy > 0 tal que

Ro 1 1
D() < min{?(), gd(XO,Xl),E}

y definamos g := 2Dy. Para n € w \ {0}, definamos

Dy R
D, = Orgr}{i?n {d(xn,xk) - Tk' 7”} .

Notemos que D,, > 0 para todo n € w \ {0}. En efecto, procediendo por Induc-

cién Finita tenemos:

e D; >0, pues, d(x1,x9) — 1o > 0.

e Ahora, supongamos que D,, > 0, vamos a demostrar que D,,.1 > 0.51 D, 1 =
Rn+1 Dy

2 2
todo k < n + 1. En efecto, sea k < n + 1, por lo tanto k < n; por reduccién

, el resultado es inmediato. Demostremos que d(x;,4+1, xj) > 0 para
Dy )

al absurdo, supongamos que d(x,11, Xx) — > < 0, de esta forma, tendriamos

que

D R
d(xp41,x) < Tk <Dy < 71{ < Ry,

es decir, x,11 € B(xg, Rg) N Ay, por ende, se tendria que x,,,1 = xi, lo cual

contradice que x, ;1 # xx. Con esto, tenemos que D, ;1 > 0.

Ahora, tomemos

r ind Lg (%n, Xpnt1) Dn 1
=ming o ’ A s A (7

n 3 nsAn+1 2 ' n+1
para todo n > 0. Notemos que, para n > 0, al tomar la cantidad %d (Xn, X;41) NOS
aseguramos que el radio va a ser menor que la distancia del punto x, con el siguiente
punto; mientras que, % permite que el radio sea suficientemente pequefio para que
la interseccion de la bola generada por el radio r,, con las bolas generadas por radios
anteriores sea vacia y, por ultimo, cumplimos que r,, < TIL—H

Asi, tenemos que {B(xy,71)},c,, s una familia de bolas abiertas disjuntas dos
a dos. En efecto, sean m,n € w, sin pérdida de generalidad podemos asumir que

m > n, vamos a demostrar que
B(xp, rm) N B(xy, 1) = 2.

Por reduccién al absurdo, supongamos que existe y € B(xy, ) N B(xy, 4); con esto
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y, como n < m — 1, tenemos que

d(xm, xn) < d(xm,y) +dY, xn) < tm~+1n
< Dy, +ry

< d(xm; xn) —TIy+ry = d(xm/ xn);

lo cual es una contradiccién y, por lo tanto, concluimos que {B(xy, ) es una

}new
familia de bolas abiertas disjuntas dos a dos tales que r, < o1 para todo n €
w. [

OBSERVACION. Notemos que, si x € E'y (x,),,c,, € (E~ {x})¥ talque x, — xyla

sucesion (d(xy, x)),.., €s estrictamente decreciente, entonces existe (1), ., tal que

new new

1
rm < ] y {B(%n,"n) }new €s una familia de bolas abiertas disjuntas dos a dos.
En efecto, para todo m € w, se tiene que x,, es un punto aislado de {x, : n € w},

pues, si no lo fuera existirfan m € w y una subsucesion (xy, )ker de (x4),,, tales

necw

que x,, — Xy cuando k — +o0, pero, como (xn) converge a x por unicidad del

ncw
limite tenemos que x,;, = x, lo cual es una contradicciéon. Ademéds, x,, # x, para
todo n,m € w tal que n # m, pues si no fuera asi, existirian n,m € w tales que

n# my x, = Xp, lo que contradice que (d(x,, x)) es estrictamente decreciente.

ncw

Asi, A = {x, : n € w} es un conjunto discreto que cumple las hipétesis del lema.

Ahora, partiendo del lema anterior, vamos a demostrar que para todo conjunto
unitario y todo radio, bajo hipétesis adecuadas, existe una primitiva contenida en la
bola centrada en el punto y con radio dado. Esto nos permitird obtener una primitiva

para cada punto aislado como veremos mas adelante.

PROPOSICION 6.2. Sean (E, d) un espacio polaco, « € w1, x € E(@) yr > 0. Se tiene
que existe K € K tal que K C B(x,r) y K(®) = {x}.

Demostracion. Procederemos por Induccién Transfinita.

e Para a = 0, se toma el conjunto K = {x}, obteniendo K(¥) = K = {x} y se

cumplen las propiedades deseadas.

e Ahora, supongamos que, para & € wy, se cumple que: para todo ¥ € E®W y
para todo 7 > 0, existe K € K tal que K C B(%,7) y K& = {X}. Vamos a
demostrar que para todo x € E(**1) y para todo r > 0, existe K € K tal que
K C B(x,r) y K& = {x}. Sean x € E@tV) yr > 0, como x € E®*1), del

Corolario 3.23, existe una sucesion (x;),c, € (E (@) {x})“ que converge a
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x y la sucesion (d(x,, x)) es estrictamente decreciente. De la observacién

new

anterior, {x, : n € w} esun conjunto discreto, més adn, existe una sucesién de

radios (7)., tal que { B(Xy, 1) }new €s una familia de bolas abiertas disjuntas

new

dos a dos tal que r,; < nLJrl para todo n € w. Ademds, existe N € w tal que

n > N implica B(x,,r,) C B(x,r). En efecto, como (x) converge a X,

para 5, existe N € w tales que n > N implica que d(x,,x) < 5y %—‘rl < 3.

new

Supongamos que n > N y z € B(xy,r,), vamos a demostrar que z € B(x,r).

Como z € B(xy,1n), se tiene d(z, x,) < 1, y, con esto

d(z,x) < d(z, %) +d(xn, X) < 1+ -

2
1+£
2

<

+
_|_

NI\S
NI\*“

Asi, hemos demostrado que existe N € w tal que n > N implica B(xy, 1) C
B(x,r)
Ahora, para todo m € w, aplicando la hipétesis de induccién, para xm € E@

y rm > 0, tenemos que existe K, en Kr tal que Ky, C B(Xp, ')y K% = = {xm}.

De aqui, tomemos

K= [J KnU{x}.

m>N-+1

Notemos que K satisface las siguientes propiedades:

— K C B(x,r). En efecto, para todo m > N + 1, tenemos que
Ky € B(xm,rm) C B(x, 7).

Ademas, {x} C B(x,r), porende, K C B(x,r).
— K es numerable, pues es la unién numerable de conjuntos numerables.

— K es compacto. En efecto, sea {A;};c; un recubrimiento abierto de K, es
decir,
K C JA.
i€l
Como x € K, existe | € I tal que x € Aj, asi x es un punto interior de A;,
por lo tanto, existe R > 0 tal que B(x,R) C A;. Para § > 0, existe N € w

tal que sin > Nj implica que

xEBxE 1<§
" ) Y aric
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De esta forma, para todo n > Nj, se tiene que K;;, C A;. En efecto, sean
m > Ny yy € Ky, por lo tanto, x,, € B(x,%) y como Ky, € B(Xm, 7m),

tenemos que
R

< — .
d(y,xm)<rm_m_'_1 < >

Con esto, se sigue que

Asi, se tiene que K;,, C A;, para todo n > Nj y, por lo tanto,

U Kau{x} C A,
n>Ny

Con esto, tenemos dos casos:

1.SIN+1> Ny,

K= |J KaU{x}<C [J KaU{x} C A,
n>N+1 n>Ny

Por tanto, un sub-recubrimiento para K es { A;}, asi, K es compacto.
N
2.S5iN; > N+1, U1 K, es la unién finita de conjuntos compactos,
por lo tanto es E;chz)zmpacto. Con esto, existe | C [ finito tal que
N
Ul K, C U Aj, de esta forma, tenemos que
n=N+2 i€l

Ny
K= |J KnU{x}= |J KaU |J KnU{x} S |JAjUA
m>N+1 m=N+2 m>Ny j€J]
y, por ende, {A;}jc; U {A;} es un sub-recubrimiento finito y, asf, K es

compacto.

De estos dos casos se concluye que K es un conjunto compacto.

— K@+1) = {x}. En efecto, gracias a la Proposicién 4.24 y dado que K,gf‘ ) =

{xm} para todo m € w, se tiene que

(w)
K<a>:< U Knu{x}> - U &Mu{x

n>N+1 n>N+1
= |J {xu{x}={xn:n>N+1}U{x}.
n>N+1
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De aqui, y dado que x,, — x,
KO+ = (KWY = ({xy:n > N+1}U {x}) = {x}.

e Finalmente, sea A # 0 un ordinal limite, supongamos que para todo p < A
y para cualesquiera ¥ € E®) y 7 > 0, existe K € Kf tal que K C B(%,7)
y K(P) = {%}. Vamos a demostrar que existe K € K tal que K C B(x,r) y
KM = {x}.

Del Teorema 2.29, tenemos que existe una sucesion de ordinales estrictamente
creciente (0y),,c,, tal que sup{p, : n € w} = A. Ademas, se tiene que p, < A
para todo n € w.

Ahora, como x € EW), para cada m € w, existe (x]

e (Eln) < {x})

convergente a x. Andlogamente a lo antes hecho, existe una familia disjunta

Jnew

dos a dos de bolas abiertas { B(x}}, 7,) }new v existe N € w tal que B(x)}, 1) C
B(x,r). Sea m € w, apliquemos lo supuesto a x € E®n) y r,, > 0, asi, existe
una familia {Ky, }mew tal que Ky, € Kg, Kyy € B(x2,7m) y Kfnpm) = {a]'}, para

todo m € w. Se tiene que el conjunto

K= J KnU{x}

m>N+1

cumple las propiedades establecidas. En efecto, la demostracién sigue igual al

caso anterior. Y se tiene que

— K C B(x,r).
— K e Kg.

— K@) = {1 En efecto, como para cada m € w, se tiene que K =

{xm} y, dado que p;; + 1 < A, se tiene que
KW ¢ glentl) — o

Por lo tanto, de la Proposicion 4.24, se tiene que

)
KW:( U Kmu{x}> - U &P Uufx}={x}

m>N+1 m>N-+1

Asf, se tiene el resultado para todo ordinal numerable. O

Con esta proposicion, estamos listos para enunciar y demostrar uno de los resul-

tados principales del presente trabajo.
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TEOREMA 6.3. Sean (E,d) un espacio polaco perfecto, K € Kg y a« € w;. Se tiene
que existe K € K tal que
K® =K.

Demostracion. Si « = 0, tomemos K= K, y se tiene lo deseado. Ahora, de la Propo-

sicién 5.11, tenemos que K no es perfecto, es decir, K # K. Partamos de dos casos:

1. Si K es infinito, por la Proposicion 5.12, K \. K’ es infinito; con esto, tomemos
K~NK = {x, :n € w}, con x, # x,, para todo n,m € w tal que n # m. Por
otro lado, sea x € K\ K/, existe V una vecindad de x tal que VN K = {x}, por
lo tanto

{x} CVNK~K CVNK={x}.

Con esto, x es un punto aislado de K \ K’ y dado que x fue arbitrario, K \ K’

es un conjunto discreto. Ahora, del Lema 6.1, existe (B(x;;, 7)), c,, una familia

1
de bolas abiertas disjuntas dos a dos tal que r,, < 1 para todon € w.

Como E es perfecto, del Corolario 5.9, tenemos que x,, € E (a) paratodon € w.
Ademas, para todo n € w, como r, > 0, de la proposicién anterior, existe K,
en Kr tal que Ky, C B(xy,,74) K,(f‘) = {x,}. Asi, como {B(xy, ) }ncw €s una
familia de conjuntos disjuntos dos a dos, tenemos que {K;}, ., también lo es.

Con esto, definamos K C E dado por

K= |J KsUK.
new

Notemos que K es numerable al ser la unién numerable de conjuntos numera-
bles. Ahora, veamos que K es compacto, en efecto, usando la Proposicion 3.35,
tomemos (zx)kew € K¢ y hallemos una subsucesion convergente. Tomemos

S = {z, : n € w}, tenemos tres casos:
a) Si SN K es infinito, existe una subsucesién (Z(P(k)) kew €n K, como K es
compacto existe una subsucesién convergente en K y, por ende, en K.

b) Siexiste m € w tal que S N K;; es infinito, andlogamente al caso anterior,

obtenemos una subsucesién convergente en K, y, por ende, en K.

c) Si para todo n € w, SN K, es un conjunto finito y S N K también lo es,

entonces, se tiene que

I:{kECUZSﬂKk#Q}
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es infinito. De aqui, si definimos, para N,M € w,
SmMm={zn:n>M} y IINM)={kcw:SynNKy#ayk> N},

tenemos que I(N, M) es infinito para todo N, M € w. En efecto, por re-
duccién al absurdo, supongamos que existen N, M € w tal que I(N, M) es
finito. Asi, ] = {k € w : 5§, N K} # D} es un conjunto finito, pues S, es fi-
nito y la familia {K; } 1e. es disjunta dos a dos, porende, I = JUI(N, M),
contradiciendo que I es infinito. Con esto en mente, definamos de manera

recursiva las funciones
C:w—w 'y YPrw—w
de la siguiente manera:
c(0) =minl vy #(0) = min{k € w : zx € Ky(0) }
y, para m € w, tomemos
o(m +1) = min I(c(m), p(m)).

Con esto, dado que c(m + 1) € I(c(m), p(m)), se tiene que

Spom) VKome1) #2 y  o(m) <o(m+1).
Como Sy ) N Ky(uq1) 7 D, se tiene que

fkew:k>p(m)yzy € Kyyp)} # 2
asi, tomemos
p(m+1) =min{k € w:k>y(m)yzx € Ky(y) }-

Con esto, p(m +1) > ¢(m) y zy(us1) € Ky(ms1) para todom € w. De

esta forma, existe una subsucesién (Z¢(k) )kew tal que, para todo k € w,

Zy(k) € Kok) € B(Xo (k) To(k))-
Por lo tanto, tenemos que

1
Ay Fow) < Tot) < Gy T (6.1)

Por otro lado, dado que (xy(x))kew € K“ y K es compacto, tenemos que
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existe (X, (¢(k)))kew Una subsucesién de (X, ) )rew convergente en K. Con
esto y de (6.1), tenemos que (Zqo(l/)(k)) )kew €s convergente en K, asi, hemos

hallado una subsucesion de (2 )ie., convergente en K y, por ende, en K.

Por lo tanto, K es un conjunto compacto y, por consiguiente, K € Kg.

Finalmente, demostremos que K(*) = K, para ello, de la Proposicién 4.25 y

dado que K = {xn} para todo n € w, tenemos

(@)
12<“>:<U KHUK> — JKPUK= |J{x}UK=K
new new new

. Si K es finito, K\ K" = {x, : n € w} es finito y podemos escribir K \ K’ =
{xn : n € M}, para algin M € w. Como E es perfecto, del Corolario 5.9,
tenemos que x, € E@ para todo n € M. Para r > 0, de la Proposicién 6.2,
para todo n € M, existe K, en K tal que K, C B(xy,,7)y K = {xn}. Con

esto, definamos K C E dado por

K= |J K.UK.
neM

Notemos que, Kes compacto, pues es la unién finita de conjuntos compactos.
Finalmente, demostremos que K(®) = K, para ello, vamos a demostrar que

K C KP), para todo B € w tal que B < &, usaremos Induccién Transfinita.

e Sif = 0, tenemos que
KC KO =K.

e Ahora, supongamos que
K C K#)

para 8 € wj con B < a. Por la hipétesis de induccién, K C K(ﬁ); con esto,

por la Proposicién 4.1, se sigue que K’ C KB+, Més atn,

K\K/ _ U {xn} _ U nga) C U K;S,B‘l‘l) C K\(ﬁ-‘rl)
neM neM neM

Asi,
K C R(B+D),

e Finalmente, sea v # 0 un ordinal limite tal que vy < a'y

K C K©)
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para todo J < <. Usando la hipétesis de induccién, tenemos

KC (RO =R,
o<y

Con esto, demostramos que K C K®), para todo B € w; tal que B < w, en
particular, K C K@),

(a)
Por otro lado, del Corolario 4.16, tenemos que U K,(f‘) = ( U Kn> ,porlo

neM neM
tanto,

(a)
12(“>:<U KHUK> — U KW uk®c | {x}UK=K
neM neM neM

Con esto, y lo hecho antes, tenemos que K® =K,

De estos dos casos, concluimos que existe K € K tal que

K® = K. u

Ahora, vamos a presentar una modificacién en el resultado anterior. Usando un
lema adicional y valiéndonos de la separabilidad de los espacios polacos, vamos a
desprendernos de la condicién de numerabilidad sobre K. Para ello, partiremos de
un lema que muestra la relacién entre un conjunto en el cual todos sus puntos son

aislados y su cardinalidad.

LEMA 6.4. Sea (E,d) un espacio polaco. Si A es un subconjunto de E tal que todos

sus puntos son puntos aislados, entonces A es numerable.

Demostracion. Sea A un subconjunto de E tal que todos sus puntos son puntos aisla-
dos. Por la Proposicion 3.27, tenemos que A también es separable. Como todos los

puntos de A son puntos aislados, para cada x € A existe r, > 0 tal que
B(x,ry) NA = {x}.

Con esto, {B(x,rx) N A}rca es una familia de abiertos no vacios y disjuntos dos a
dos. Asi, como A es separable, de la Proposicién 3.29, se concluye que A es numera-
ble. O

TEOREMA 6.5. Sean (E, d) un espacio polaco perfecto, K un subconjunto compacto
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de E y a € wy. Se tiene que existe K un subconjunto compacto de E tal que
KW =K.

Demostracién. Si K es perfecto, por la Proposicion 5.8, K (#) = K, entonces, tomando
K= K, se tiene el resultado. Ahora, si K no es perfecto, para &« = 0, tomemos K= K,
y se tiene lo deseado. Por el Lema 6.4, tenemos que K \ K’ es numerable. A partir

de aqui, tenemos dos casos:

1. Si KNK' = {x, : n € w} es infinito, podemos tomar x, # x, para todo
n,m € w tal que n # my andlogamente a lo hecho en el caso 1 del Teorema 6.3,

existe {B(xy, 1) } new una familia de bolas abiertas disjuntas dos a dos tal que

r, < —— para todon € w.
n=5 P

Como E es perfecto, del Corolario 5.9 tenemos que x, € E(*) paratodon € wy
parar, > 0, de la Proposicion 6.2, existe {K; },,c, en K tal que K;; C B(xy, 1)
()
y K

tenemos que {Kj }

= {x,} para todo n € w. Como {B(xy,"n) }new es disjunta dos a dos,

new fambién lo es. Con esto, definamos K C E dado por

K= |J kK, UK.
new
Ahora, andlogamente a lo hecho en la demostracion del caso 1 del teorema
anterior, K es un conjunto compacto. Nuevamente, procediendo de manera

anéloga a lo hecho en el caso 1 del Teorema 6.3, K(®) = K.

2. SiK~\K' = {x, : n € w} es finito, podemos escribir K\ K’ = {x,, : n € M},
para algin M € w. Como E es perfecto, del Corolario 5.9, tenemos que x, €

E® para todo n € M. Para r > 0, de la Proposicién 6.2, para todo n € M,
(@)

existe K, en K tal que K,, C B(xy,,7) y K;; ' = {x,}. Nuevamente, definamos
K C E dado por
K= |J K. UK.
nemM

Notemos que, K es compacto, pues es la unién finita de conjuntos compac-
tos. Finalmente, procediendo de manera andloga a lo hecho en el caso 2 del

Teorema 6.3, se consigue que K® =K.

Con esto, tenemos que existe K un subconjunto compacto de E tal que

KW =K. O
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Conclusiones

Finalmente, estableceremos algunas conclusiones obtenidas a lo largo del pre-
sente trabajo. De igual forma, se plantearan algunas preguntas naturales que surgen

tras demostrar y cumplir con el objetivo principal.

1. En la Proposicién 4.14, damos condiciones suficientes para que el derivado de
la unién de conjuntos sea la unién de derivados. Mientras que, en el Corola-
rio 4.16, bajo las mismas hipotesis, generalizamos el resultado para una familia

finita de conjuntos.

2. EnlaProposicién 6.2, hallamos una primitiva para cada conjunto unitario. Esto
es indispensable para las demostraciones de los teoremas posteriores, pues nos

permite concentrarnos en los puntos aislados del conjunto K.

3. El Lema 6.1 es clave para la demostraciones de los teoremas 6.3 y 6.5, pues al
hallar una sucesién de bolas disjuntas dos a dos podemos asegurarnos que el

a-ésimo derivado de cierto conjunto es el conjunto deseado.

4. La condicion de separabilidad de los espacios polacos juega un rol importante

para retirar la condicién de numerabilidad del Teorema 6.3.
Ahora, ciertas preguntas naturales que surgen del presente trabajo son:

e El presente trabajo es una generalizacion de lo realizado por los autores en [1].
Con esto, una pregunta valida es: ;Serd posible generalizar la primitiva de
espacios polacos para ciertos espacios mds generales? Siguiendo la linea de
la Teoria Descriptiva de Conjuntos dada por [11], se podria preguntar si es
posible plantear una primitiva asociada a la derivada de Cantor-Bendixson en

espacios fuertemente Choquet.

e De manera analoga a lo hecho en el Teorema 6.5, jserd posible desprendernos
de ciertas hipétesis planteadas tales como la compacidad de K y el hecho de

que E sea un polaco perfecto?
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