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Resumen

En este trabajo presentamos algunos resultados que conciernen al flujo del grupo de
renormalizacion de segundo orden del Modelo Sigma no-lineal de la Teoria de Cuerdas,
el flujo RG-2. Calculamos la evolucion, bajo el flujo RG-2, del tensor de curvatura de
Riemann y el escalar de Kretschmann para una variedad Riemanniana en cualquier
dimension. Las soluciones del flujo RG-2 estan gobernadas por ecuaciones de tipo
reaccion-difusion, por lo tanto introducimos un teorema de principio del maximo y lo
usamos para probar que, bajo determinadas condiciones, es posible acotar la curvatura
de las soluciones del flujo al menos durante un periodo de tiempo pequeno. Nuestros
resultados teéricos reproducen, en geometrias de curvatura seccional constante, los
resultados esperados. Finalmente presentamos un breve analisis del comportamiento

de la curvatura escalar y la entropia de Hamilton bajo el fluyjo RG-2.



Abstract

On this work we present some results about the second order renormalization group
flow of the non-linear Sigma Model of String Theory, the RG-2 flow. We calculate the
evolution, under the RG-2 flow, of the the Riemann curvature tensor and the Kretsch-
mann scalar. The solutions are governed by reaction-diffusion type equations, then we
introduce a maximun principle theorem and use it to prove that, under certain condi-
tions, it is possible to constrain the curvature of the flow solutions, at least for a short
period of time. Our theoretical results, when applied to constant sectional curvature
geometries, reproduce the expected results . Finally we present a brief analysis of the

behavior of scalar curvature and Hamilton entropy under RG-2 flow.



Capitulo 1

Introduccion

El anélisis geométrico es la rama de las matematicas que involucra a las ecuaciones
diferenciales parciales y la geometria diferencial. Aunque es una rama mas o menos
reciente ha permitido demostrar algunos resultados muy importantes. Entre ellos, el
mas famoso de todos es la demostracion del teorema de Poincaré |25, 25, 27]. En
tal demostracion, Perelman usé el flujo de Ricci y su formulacion de gradiente para
demostrar un resultado aiin mas potente: el teorema de geometrizacion de Thurston
en tres dimensiones. Desde entonces ha habido un florecimiento de este campo y se ha
extendido, incluso dentro de otras ciencias, como la Fisica de altas energias|1, 19, 2| o
la Relatividad General [15, 12, 3].

Un flujo geométrico es una Ecuacion Diferencial Parcial (EDP) que hace evolucionar
las componentes de una métrica, generalmente Riemanniana, mediante la evoluciéon de
un parametro afin. Generalmente, la curvatura de la variedad cambia con la evolucion.
El flujo de Ricci es una ecuacién parabolical por lo que se comporta como una ecua-
cion difusiva de la curvatura. Con la evolucién, las zonas con curvaturas pronunciadas
van dando lugar a zonas con curvaturas menores, asi continda el proceso de "suaviza-
cién"de la curvatura. Dependiendo de la dimension, el flujo tenderd a una superficie
de curvatura constante |6, 24, 18] o desarrollara singularidades [6, 13]. Una manera de
saber si los flujos desarrollaran singularidades es a través del estudio de los escalares de
curvatura. Asi, una singularidad es un punto de la métrica donde la curvatura tiende
al infinito. Esto implica la necesidad de buscar cotas para la curvatura, de este modo
se puede determinar la existencia de soluciones, al menos en un tiempo finito. Esta no

es una tarea sencilla, y existe mucha literatura al respecto [6].

El flujo de Ricci es una EDP que evoluciona la métrica y por lo tanto todas las

'En sentido estricto, el flujo de Ricci es débilmente parabélico, lo que significa que el flujo de Ricci
incluido el término de DeTurck es parabdlico.



cantidades construidas a partir de esta métrica. En particular, el escalar de curvatura
R y el escalar de Kretschmann también evolucionan. Es por esto que podemos usar esos
escalares para determinar la existencia de singularidades. Al ser invariantes bajo cam-
bios de coordenadas, estos escalares nos permiten determinar si existe una verdadera

singularidad.?

El flujo de Ricci también aparece como la aproximacion a 1-loop de las ecuaciones
del grupo de renormalizacion del modelo sigma no-lineal [9]. Estas ecuaciones apare-
cen cuando se cuantiza una teorfa clasica®. En este proceso de cuantizacion aparecen
cantidades infinitas, la técnica que permite controlar estas cantidades infinitas se de-
nomina renormalizacién. Para aplicar esta técnica se desarrolla perturbativamente las
cantidades cuantizadas y se procede a renormalizar (sustituir las cantidades infinitas
por finitas.). Asi, cada potencia del parametro de la perturabcién se denominara loop?.
En teoria de cuerdas, el modelo sigma no-lineal es el modelo més simple que describe
la dinamica de una cuerda bosénica®. Cuando se intenta cuantizar este modelo se in-
troduce un parametro afin A dependiente de la energia. Las ecuaciones del grupo de
renormalizacion del modelo sigma no-lineal, a 1-loop (primer orden), corresponden al
flujo de Ricci. Asi, es natural pensar acerca de la existencia de flujos de renormalizacion
a ordenes superiores. Por ejemplo, si consideramos el segundo término en el desarrollo
perturbativo, las ecuaciones del grupo de renormalizaciéon vienen dadas, después de un

cambio de escala, por:

agl « e
a—)\] == —2RZ] - ERia'B’ij ’B’Y. (11)

Donde g;; es una métrica Riemanniana que se denomina la variedad "target", R;; es el
tensor de Ricciy R;qpy es el escalar de curvatura asociados. Cuando a = 0, la ecuacion
anterior se reduce al flujo de Ricci. Al flujo definido en (1.1) se lo denomina flujo
RG-2. El flujo de Ricci es la aproximacion para curvaturas pequenas de las ecuaciones
del grupo de renormalizacién del modelo sigma no-lineal. Si queremos trabajar con
curvaturas grandes debemos considerar un flujo que involucre el tensor de Riemann.
Es por eso que en esta tesis nos enfocaremos en encontrar cotas para la curvatura bajo

el flujo RG-2. Este flujo es débilmente parabolico [18] y se ha estudiando en diferentes

2Llamaremos verdadera singularidad al punto donde la curvatura se hace infinita independiente
del sistema de coordenadas.

3El proceso de cuantizaciéon de una teoria es un técnica que permite encontrar la version cuantica,/
discreta de una teoria clasica/ continua. En general, lo que suele hacer es promover los campos clasicos
a campos cuanticos y se establece relaciones de conmutaciéon. Todavia no existe una formalizacion
matemaética rigurosa del proceso de cuantizacion.

4E]l nombre loop viene de los diagramas de Feynnman, donde las interacciones entre particulas o
consigo mismas se describen mediante diagramas. Desde el punto de vista matematico, el ntimero de
loops nos dan la potencia del desarrollo perturbativo.

5Ver capitulo 4 para la definicion matematica del modelo sigma no-lineal.



dimensiones|24]. Nosotros nos enfocaremos en 2 y 3 dimensiones para luego intentar

una generalizaciéon a n—dimensiones.

El flujo RG-2 es menos conocido que el flujo de Ricci y por lo tanto ha sido menos
estudiado. El término RmmRﬁﬁ 7 hace que el nuevo flujo sea muy dificil de controlar.
Hasta ahora, salvo para el caso 2 dimensional, no se ha podido encontrar cotas para
la curvatura®. El presente trabajo de tesis pretende aportar en esa direccion. Lo que
se busca es encontrar una ecuacion para la evoluciéon del escalar de Kretschmann para
cualquier dimension. Luego, trataremos de extender los resultados que ya se conocen
para el flujo de Ricci al flujo RG-2. En este proceso, siempre que se pueda, comparare-

mos los resultados obtenidos para el flujo de Ricci y el flujo RG-2 en 2 y 3 dimensiones.

En primer lugar calcularemos la evolucion, bajo el flujo RG-2, del tensor de Riemann
en cualquier dimension. Con esto calcularemos la evolucion del escalar de Kretschmann
RijklRijkl . Este escalar se suele usar para determinar la existencia de una verdadera
singularidad. Esto implica que si la ecuaciéon que permite calcular el flujo de tal escalar
desarrolla una singularidad entonces la variedad desarrollara una singularidad. Es por
esto que es importante encontrar maneras de controlar dicha evolucién. Una vez que
tenemos una ecuacion para la evolucion, bajo el flujo RG-2, del escalar de Kretschmann
podemos pasar al estudio de las cotas para la curvatura. Es ahi donde la teoria de EDP’s

en espacios con curvatura nos sera muy util.

El principio del maximo nos permite estudiar algunas propiedades de las solucio-
nes sin la necesidad de conocerlas explicitamente. Usaremos este principio, con alguna
modificaciéon, para encontrar cotas sobre el escalar de Kretschmann. Para esto necesita-
mos hacer algunas suposiciones sobre las funciones que aparecen en la curvatura inicial.
Considerando que este es un trabajo inicial, y debido a la complejidad del problema,
usaremos algunas hipotesis que en futuros trabajos pueden restringirse atin maéas. Es
claro que en un tiempo infinito el flujo RG-2, al igual que el flujo de Ricci, desarrollara
singularidades y la tinica manera de continuar el proceso es mediante el procedimiento
conocido como “cirugia”’. Este procedimiento fue usado por Perelman para llegar a de-
mostrar el teorema de geometrizacion de Thurston. Si quisiéramos hacer algo similar
necesitarfamos conocer la formulacion de gradiente del flujo RG-2, formulacion que
hasta ahora no se conoce, aunque hay algin resultado en esa direccion|5]. Finalmente,
y con el objetivo de verificar nuestros resultados, analizaremos numéricamente lo que
sucede con las superficies de curvatura seccional constante. Estas superficies son rela-
tivamente faciles de analizar y nos proveen una situacion en la que nuestros resultados

pueden ser escrutados directamente. Este trabajo es el principio de un proyecto de

5En dos dimensiones el escalar de Kretschmann se reduce a R2.



investigacion més grande, y que tiene algunas ramificaciones que van desde el analisis
geométrico hasta la teorfa de cuerdas en fisica de altas energias. En el capitulo 2 ha-
remos una revision de los resultados de la geometria Riemanniana que hemos usado
en nuestro estudio. En el capitulo 3 nos enfocaremos en los flujos geométricos. Hare-
mos especial énfasis en los flujos intrinsecos, en particular enunciaremos los resultados
conocidos para el flujo de Ricci. En el capitulo 4 presentaremos los resultados que se
conocen para el fluyjo RG-2. Ademas, presentaremos los resultados a los que hemos
llegado durante la elaboracion de este trabajo de titulacion. En el capitulo 5 haremos

una discusion acerca de los resultados y posibles aplicaciones.



Capitulo 2
(GGeometria Riemanniana

Un flujo geométrico es una ecuacion diferencial que hace evolucionar la métrica de
una variedad Riemanniana. Asi, todas las cantidades construidas a partir de la métrica
también evolucionan con el flujo. En este contexto, para introducir y analizar el flujo
RG-2 con rigurosidad, debemos abordar aquellos topicos de la Geometria Riemanniana

que lo haran posible. Este capitulo se organiza de la siguiente manera:

e En la secciéon 2.1 introducimos las variedades diferenciables, que son el objeto
bésico del estudio de la geometria diferencial. Hecho eso, definiremos y mostra-
remos el manejo operacional de los campos de tensores, que son las herramientas

fundamentales con las que se estudia la geometria de una variedad diferenciable.

e Entre las secciones 2.2 y 2.3 introduciremos la teoria de los fibrados vectoriales

con conexiones lineales, dando especial énfasis al calculo de derivadas covariantes.

e En el marco de la teoria de los fibrados vectoriales con conexiéon lineal, en la
seccion 2.4 nos adentramos en el estudio de la Geometria Riemanniana, funda-

mentalmente en aquellos tépicos que usaremos a lo largo de nuestro trabajo.

De este modo contaremos con todos los elementos de la Geometria Riemanniana que

usaremos en el anélisis del flujo RG-2.

2.1. Variedades diferenciables y campos de tensores

Una variedad diferenciable, dicho de manera intuitiva, es un espacio topologico
dotado de propiedades similares a las que posee una superficie suave en el espacio

Euclideo R3. En ese sentido, la Geometria diferencial, cuyo principal objeto de estudio



son las variedades diferenciables, es una generalizacion de la geometria de curvas y
superficies en R3. Teniendo esto presente, en esta seccién introduciremos los principales
* )

conceptos y herramientas del estudio de las variedades diferenciables.

DEFINICION 2.1 Una variedad topoldgica de dimensiéon n € N es un espacio topolo-

gico M que verifica las siguientes condiciones:

1. M es localmente euclideo, es decir, alrededor de cada punto p € M existe una

vecindad U C M que es homeomorfa a algtin abierto O C R".
2. M es un espacio de Hausdorff.

3. M posee una base numerable para su topologia.

De acuerdo con esta definicion, una variedad topoldgica localmente luce como R™
aunque eventualmente su aspecto global podria ser muy diferente. En este contexto lo
que se pretende es realizar operaciones y calculos en M, similares a los que podemos
hacer en R", aprovechando cada una de estas propiedades. Sin embargo, para lograrlo

es necesario proveerle a M una estructura adicional:

DEFINICION 2.2 Sea M una variedad topolégica de dimensién n € N. Una carta local
o sistema de coordenadas locales en M es una dupla (U, ¢), donde U es un abierto de

M y ¢ es un homeomorfismo de U en algiin abierto O C R™.

DEFINICION 2.3 Sea M una variedad topolégica de dimensién n € N. Dos sistemas
de coordenadas locales (U, ®) y (V,¢) se dicen compatibles si una de las siguientes

condiciones se verifica:

1.UNV =0

2. El mapa de cambio de coordenadas po ¢t : p(UNV) CR" — p(UNV) C R"

es un difeomorfismo, es decir, tanto ¢ o ¢~! como su inversa son de clase C™.

DEFINICION 2.4 Sea M una variedad topoldgica de dimensién n € N y sea A una

familia de cartas locales que recubre a M.

1. Diremos que A es un Atlas para M si cualquier par de cartas locales de A son

compatibles.

2. Un atlas A es una estructura diferenciable en M si se verifica la siguiente condi-
cion: cualquier carta local que sea compatible con las cartas locales que consti-

tuyen A, pertenece a A.



DEFINICION 2.5 Una variedad diferenciable de dimensién n € N es una variedad

topologica de dimensiéon n € N provista de una estructura diferenciable.

La estructura diferenciable nos permite trabajar sobre una variedad como si estuvié-
ramos trabajando en R"™. Asi, podemos hacer calculos en una variedad con curvatura,
que es uno de los principales objetivos cuando se introduce la estructura diferenciable

sobre una variedad.
EJEMPLO 2.6

1. Si M es una variedad diferenciable de dimension n, entonces todo abierto U C M
es también una variedad diferenciable de dimensién n con el atlas Ay = {(V, ¢) €

AV CU}.

2. R™ con su topologia usual y el mapa identidad id : R — R" es una variedad

diferenciable.

3. Todo espacio vectorial real E de dimension finita es una variedad diferenciable.
En efecto, si {e;}"_, es una base de E, entonces ¢ : R — E, x — z'e; es un
isomorfismo de espacios vectoriales, luego, con el Atlas formado solamente por la

carta (E, ¢~ "), E es una variedad diferenciable.

4. El grupo de las transformaciones lineales invertibles, GL(n,R), es una variedad
diferenciable por ser un subconjunto abierto del espacio vectorial de las matrices
reales de dimensiéon n x n, Mat(n,R). En efecto, la funcioén f : Mat(n,R) — R,
A f(A) :=det(A) es continua y GL(n,R) = f~}(R — {0}).

En adelante, a menos que se haga alguna suposicion adicional, asumiremos que M

es una variedad diferenciable de dimensién n.

2.1.1. Espacio tangente

Si S es una superficie en R?, para obtener un vector tangente ¥ a S sobre un
punto x € S, podemos tomar una curva suave 7y : (—¢,¢) — R? cuya imagen este

contenida en S y satisfaga v(0) = x, para con ella definir ¥ como v = ~. Por
0

"
otra parte, si f : S — R es una funcion diferenciable, la derivada direccional de
f en el punto z y en la direccion @ es Dyzf|, = v - Vf|,. Desde ese punto de vista,
el vector tangente ¢ puede ser visto como un operador lineal v : C*°(S) — R que
actia como v(f) = v - Vf|, y satisface la regla de Leibniz. Puesto que la geometria

diferencial es una generalizacion de la geometria de curvas y superficies, estas nociones



se extienden para variedades diferenciables. Para ver esto, necesitamos introducir la

nocion de diferenciabilidad para mapas definidos entre variedades diferenciables.

DEFINICION 2.7 Sean M y N variedades diferenciables de dimensiones m y n res-

pectivamente.

1. Un mapa F : M — N se dice diferenciable si para todo punto p € M existe un
par de cartas locales, (U, ¢) alrededor de p y (V, ) al rededor de F(p), tales que
F(U) CV ylafunciéon go Fo ¢~ : p(U) C R™ — p(V) C R™ es de clase C*°.
A la composicién g o F o ¢~ le llamamos representacion en coordenadas locales

de F' y le denotaremos F.

2. Un mapa diferenciable F' : M — N es un difeomorfismo si es una biyecciéon y

su inversa F~': N — M es diferenciable.

OBSERVACION 2.8 Gracias a la compatibilidad de las cartas locales, la diferenciabi-

lidad de un mapa F' no depende de las cartas locales elegidas.

Puesto que R es una variedad diferenciable, en adelante denotaremos C*°(M) al
espacio vectorial real formado por todas las funciones diferenciables definidas sobre

una variedad diferenciable M que toman valores en R.

DEFINICION 2.9 Una aplicacion lineal v : C*°(M) — R es una derivacioén en el

punto p € M si verifica la regla de Leibniz:

v (fg)=fpv-g+gpv-f Vf,ge C(M)

El conjunto de todas las derivaciones en el punto p € M, junto con las operaciones

suma y producto por escalar dadas por:

<U1+’02)'f:’01'f+1)2'f, VfGCOO
() - f=alv-f), Vfe€C® VaeR

es un espacio vectorial real el cual es llamado Espacio Tangente al punto p en M y se

denota T, M. Llamaremos Vectores Tangentes a los elementos de T, M.

En primera instancia trabajar con vectores tangentes parece ser una labor abstracta,
sin embargo haciendo uso de las propiedades de M podemos trabajar con ellos en
términos de coordenadas locales. Para ver eso, introducimos el concepto de diferencial

para un mapa diferenciable:
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DEFINICION 2.10 Sean M y N dos variedades diferenciables, y sea F': M — N un
mapa diferenciable. El diferencial de F' en el punto p € M es el mapa D,F : T,M —
Tp@) N dado por

D,F(v)-g:=v-(goF), Vge C®(N)

OBSERVACION 2.11 D,F' es una aplicacion lineal.

También haremos uso de los siguientes resultados:

PROPOSICION 2.12 [21, p. 66] Sean M y N dos variedades diferenciables. Si el mapa
F: M — N es un difeomorfismo, entonces DpF : T,M — Tr N es un isomorfismo

de espacios vectoriales.

PROPOSICION 2.13 [21, p. 67] Si U es un abierto de M y i : U — M |, p > p es
el mapa inclusion, entonces para todo punto p € U el mapa Dyi : T,U — T,M es un

isomorfismo de espacios vectoriales.

PROPOSICION 2.14 [21, p. 64] Para todo punto a € R", el mapa D : R" — T,R"

definido como

0

8ZEi r=a

D(v) ="

es un isomorfismo de espacios vectoriales.

Con esto, si (U, ¢) es una carta local alrededor de un punto p € M, entonces ¢ es
un difeomorfismo de U C M en un abierto O C R". Por lo tanto las proposiciones 2.12
y 2.13 aseguran que D,¢ : T, M — Ty, R" es un isomorfismo de espacios vectoriales,
mientras que la proposicion 2.14 garantiza que dim(7,M) = n. Entonces, si {e;}; es
o) e ¥ Do 07 (5
para Ty,)R"™ y T,M respectivamente. En consecuencia, utilizando la notacion

¢(p))

podemos expresar cada vector tangente v € T,M en términos del sistema de coorde-

la base canénica de R", los conjuntos {32 #(p)) }izq son bases

_ 0
ai|p = D¢(P)¢ ' (6:):1

nadas locales (U, ¢) como una combinacion lineal
v =00y,

y con ello

0
0x" p(p)

v f =00, f =0 f, VfeC®(M)
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A los escalares v' € R les llamamos componentes del vector tangente v € T,M en las
coordenadas (U, ).

OBSERVACION 2.15 Puesto que cada espacio tangente es un espacio vectorial de
dimension finita, a cada uno de ellos le podemos dotar de un producto escalar. Esta es

la piedra angular de la Geometria Riemanniana que abordaremos en la seccién 2.4.

OBSERVACION 2.16 Para todo vectorv € T,M y f € C*(M), el valor de v- f depende
del sistema de coordenadas elegido, pues los componentes de v en distintas cartas locales
no necesariamente coinciden. Debido a esto debe existir una transformacién lineal que
nos permita relacionar las bases de T,M en aquellos sistemas de coordenadas cuya
interseccion es no vacia. En efecto, si (U, ¢) y (V, ¢) son dos cartas locales alrededor de
un punto p € M, al denotar J?y f a las representaciones de una funcién f € C*°(M)

en cada una de estas cartas, vemos que

0

AR 1y _ Olpog™t) 01 =
5 o = Bl ° (poop™') = —(cb(p))a—yj o

»(p) ox?

gracias a que f es una funcion arbitraria, esto indica que las bases de vectores tangentes,
respecto a cada una de estas cartas locales, se relacionan de acuerdo con la siguiente
ley de transformacion:

0 Ipopt) 0

ol ~  ameW)g5

Por lo tanto la transformacion lineal que nos permite pasar de una base a otra es

justamente la matriz Jacobiana de la funcién ¢ o ¢~ evaluada en el punto ¢(p) € R™.

Al igual que en el caso de las superficies en R3, podemos obtener vectores tangentes
a través de la derivada de curvas suaves en M. Para ver esto tomamos un punto
p € M cualquiera, una carta local (U, ¢) alrededor de p, y una curva diferenciable
7 (—e¢) C R — M tal que v(0) = p € M. Entonces, si f es un elemento de

C*(M), la composicion f o~ : (—e €) — R es un mapa diferenciable y se tiene

)

d

d
Gl 7T

0

0
v

t=0 "' 01"

2.1
#(p) (2.1)
esta identidad nos sugiere que %h:(ﬁi@ﬂp es un vector tangente, pues f es arbitrario.
De esta manera obtenemos un vector tangente al punto p € M a partir de la curva ~.
Por otra parte, dado v € T,M, podemos elegir més de una curva diferenciable v que

satisfaga v* = %|t:g’7\" en (U, ¢), de modo que no podemos asociar una tnica curva a
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un vector tangente. Para evitar tal problema introducimos la siguiente definicion:

DEFINICION 2.17 Si~,: (—€,6) CR — M y 79,: (—€,¢) C R — M son curvas
diferenciables en M que pasan a través del punto p € M con v1(0) = 72(0) = p,

entonces diremos que 7y, y 7y, son equivalentes (v, ~ ;) si

d d
- 71Of:d— Yo f, VfeC®(M)
tlt=0

dtlt=0
La definicion 2.17 constituye una relacion de equivalencia sobre el conjunto de las
curvas diferenciables que pasan a través del punto p € M, y con ella podemos asociar a
cada vector tangente una unica clase de equivalencia [y] de curvas que satisfacen (2.1).

En virtud de estos razonamientos, podemos definir 7,,M como
T,M = {~,: (—e,e) — M : v(0) = p,7y es diferenciable}/ ~

Definir los vectores tangentes como clases de equivalencia de curvas diferenciables o

como derivaciones es equivalente. Ver |31, p. 91].

2.1.2. Campos vectoriales

Para estudiar la geometria de una variedad diferenciable M, o las propiedades de
algiin mapa diferenciable definido sobre ella, mas alla de manipular vectores tangentes
de manera individual, necesitamos trabajar simultaneamente con varios vectores per-
tenecientes a distintos espacios tangentes. En adicion, la relacion entre cada uno de
dichos vectores debe ser, en algtn sentido, diferenciable. Para lograr esto introducimos

el Fibrado Tangente, que se define como la uniéon disjunta

TM = U {p} x T,M

peM

T'M posee una topologia y una estructura diferenciable que le convierten en una 2n-
variedad diferenciable y hacen que la proyeccion 7 : TM — M, (p,v,) — p sea
diferenciable (ver [21, p. 81]). Gracias a estas propiedades, en el fibrado tangente pode-
mos manipular conjuntos de vectores tangentes de manera diferenciable. En concreto

tenemos la siguiente definicion:

DEFINICION 2.18 Un mapa diferenciable X : M — T'M que satisface mo X = Idy,
es llamado Campo Vectorial Diferenciable. Denotaremos X(M) al conjunto de todos

los campos vectoriales diferenciables.
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OBSERVACION 2.19

1. SiU C M es un conjunto abierto, este hereda la estructura de variedad diferencia-
ble, de modo que un campo vectorial sobre este abierto es un mapa diferenciable
X : U — TU tal que 7|y o X = Id|y. Denotaremos X(U) al conjunto de todos

los campos vectoriales diferenciables sobre U.

2. Si X € X(M), entonces X € X(U).

La estructura de espacio vectorial que posee cada espacio tangente nos permite
proveer dicha estructura al conjunto X(M). En efecto, si para cada punto p € M
escribimos X, := X (p), entonces las operaciones suma y producto por escalar definidas

CcOomo

(X +Y), =X, +Y,, VX,YeZX(M)
(aX), =aX,, VX e€X(M)VaeR

hacen de X(M) un espacio vectorial. Adicionalmente, gracias a que cada espacio tan-
gente tiene dimension finita, en cada punto p de una carta local (U, ¢), todo campo

vectorial X € X(M) puede expresarse como una combinacion lineal de la forma
Xp = X' (p)il, (2.2)

esto muestra que, sobre (U, ¢), un campo vectorial X € X(M) estd completamente
determinado por n funciones X* : U — R, las cuales estan definidas por la ecuacion
(2.2) y son conocidas como los componentes de X en el sistema de coordenadas locales

(U, ¢). De hecho, tenemos la siguiente caracterizacion:

PROPOSICION 2.20 [21, p. 83] Un mapa diferenciable X : M — TM es un cam-
po vectorial diferenciable si, y solo si, satisface m o X = Idy; y sus componentes en

coordenadas locales son funciones diferenciables para toda carta local de M.

La importancia de este resultado es que nos permite determinar una especie de base
para campos vectoriales diferenciables y ver a X(M) como un subespacio vectorial de
los endomorfismos de C*°(M). En efecto, si tomamos una carta local (U, ¢), entonces

la proposicion 2.20 y la observacion 2.19 aseguran que los mapas

0; :U—TU
p'—>8i|p:
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son campos vectoriales diferenciables en U. En ese sentido la ecuacion (2.2) nos indica

que, sobre dicha carta local, todo campo vectorial X € X(M) puede ser escrito como
X = X', (2.3)

debido a esto diremos que el conjunto {9;}?_; forma una base local de campos vectoriales
diferenciables sobre el sistema de coordenadas locales (U, ¢). Asi mismo, en virtud de
la proposicion 2.20, para todo f € C*(M)y X € X(M) , la funcion X - f : M — R
definida por

X f(p) =X, f=X(lpf, VpeM

es diferenciable. De este modo todo X € X(M) puede ser visto como el mapa lineal

X :C*(M) —s C™(M)
f—X-f

que, gracias a las propiedades de las derivaciones, satisface la siguiente regla de Leibniz:

X(fg)=9(X - f)+ f(X-g)

para todo f,g € C°(M).

OBSERVACION 2.21 Los componentes X* de un campo vectorial X € X(M) dependen
del sistema de coordenadas locales sobre el que se definen, de modo que si (V, @) y (U, ¢)
son dos cartas locales con interseccién no vacia, debe existir una ley de transformacion
que permita relacionar sus bases locales de campos vectoriales en V N U. Ahora, dicha
ley de transformacién punto a punto tiene que coincidir con la forma en como se
transforman las bases de vectores tangentes, por lo tanto las bases de locales de campos

vectoriales debe transformarse de acuerdo con

0 _O(gog Y 0

Oz ox’ 8_y7

2.1.3. 1-formas diferenciables

Todo espacio vectorial lleva consigo un espacio vectorial dual formado por todos
sus funcionales lineales. En principio eso se cumple para X(M), sin embargo a la ho-
ra de analizar una variedad diferenciable necesitamos funcionales lineales que tengan
propiedades similares a las que poseen los elementos de X(M), es decir, que sean di-

ferenciables en algiin sentido y que se puedan expresar en términos de un sistema de

15



coordenadas locales. Para lograr esto, trabajaremos ahora con los espacios duales de

los espacios tangentes de M.

Para todo punto p € M, el espacio dual de T, M es llamado Espacio Cotangente en

el punto p y se denota Ty M. Con esto, a la unién disjunta

T°M = | J{p} x ;M
peM
le llamaremos Fibrado Cotangente. Al igual que en el caso del fibrado tangente, T M
posee una topologia y estructura diferenciable que le convierten en una 2n-variedad
diferenciable y hacen que la proyeccion = : T"M — M, (p,60,) — p sea un mapa
diferenciable (ver [31, p. 143]). Por lo tanto podemos construir campos de vectores

duales:

DEFINICION 2.22 Un mapa diferenciable 0 : M — T*M que satisface wo 6 = Idy,

es llamado 1-forma diferenciable. Al conjunto de todas las 1—formas diferenciables en
M le denotaremos Q' (M).

OBSERVACION 2.23 Una I-forma diferenciable en un abierto U C M es un mapa
diferenciable 0 : U — T*U que satisface w|y o § = Id|y. Denotaremos Q' (U) al

conjunto de todas las 1-formas diferenciables sobre U'.

Si (U, ¢) es una carta local en M, en cada punto p € U denotaremos {dz‘|,}?; a
la base dual de {0;|,}7_,. Con ello, Si § es una 1-forma diferenciable, 6, := (p) puede

escribirse como una combinacién lineal de dicha base
0p = ei(p)dxqp (2.4)

de ese modo obtenemos n funciones #; : U — R, que son llamadas los componentes
de 0 en las coordenadas (U, ¢) y cumplen el rol de caracterizar a 6 € Q(M) en (U, ¢).
En efecto, de manera anéloga al caso de los campos vectoriales diferenciables, tenemos

la siguiente resultado:

PROPOSICION 2.24 [21, p. 130] Un mapa 6 : M — T*M es un elemento de Q' (M)
siy solo si mo 6 = Idy; y en cada carta local sus componentes en coordenadas locales

son diferenciables.

Como consecuencia directa de la ecuacion (2.4) y de esta proposicion, para toda
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carta local (U, ¢) los mapas

de' U — T*M

p — dz'|,

son elementos de Q'(U) y forman una base local de 1-formas diferenciables en (U, ).
Por lo tanto, sobre cualquier carta local, una 1-forma diferenciable puede expresarse
como

0 = 0;da’ (2.5)

Desde este punto de vista, para todo X € X(M) y 6 € Q' (M), el producto en dualidad
0,X): M — R, p+— (0,, X,) es una funcion diferenciable

<9,X> = (91X7<dxl, (9]>
=0,X"

pues los componentes en coordenadas locales de X y 6 son diferenciables. Esto nos

permite interpretar a los elementos de Q!(M) como mapas lineales

0 :X(M) — C™(M)
X = 0(X) = (0, X)

OBSERVACION 2.25 Supongamos que (U, ¢) y (V, ¢) son dos cartas locales alrededor
de un punto p € M. Denotemos {dz*[,}}, y {dy’|,}7_, a las bases de Ty M respecto a
cada una de estas cartas locales. Ahora, gracias a que todo vector tangente v € T,M
puede ser representado por una curva suave v : I C R — M, podemos calcular los
componentes de un vector, en las bases determinadas por las cartas locales (U, ¢) y
(V, ), mediante el producto en dualidad y la primera derivada de la representacién en

coordenadas de dicha curva.

i i _dp 5 d
v = <d:€ ’pav> - dt t:OfY - dt t=0¢07
_ 4 (cboso_l)osoov:i( (pop™) oy
dt li=0 ' dt li=0 '
_O(gopl) d 5 Apopt)

(e(P){dy’ |, v)

By (SO(P))E =0 By

puesto que v es arbitrario, esta identidad muestra que las bases {dz'[,}7—; v {dy’|,}}—,
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satisfacen la siguiente ley de transformacion:

—1\7

oy (e(p)dy’ |,

luego, como las bases locales de 1-formas diferenciables deben transformarse respetando
lo que sucede punto a punto con las bases de los espacios cotangentes, estas deben
transformarse de acuerdo con

i Apop™ ) .
R

2.1.4. Tensores y p-formas

La importancia de los campos vectoriales y las 1-formas diferenciables es que nos
permiten construir campos de tensores, que son los mapas con los que efectivamente
analizaremos la geometria de una variedad diferenciable. Sin embargo, para adentrarnos
en tal construccion, necesitamos presentar algunos conceptos y resultados de algebra
lineal. Durante esta secciéon asumiremos que V' es un espacio vectorial real de dimensiéon

m < oo, y nos basaremos en [31].

DEFINICION 2.26 Un (k,l)- tensor es un mapa multilineal

[\ J/

F:V*><V*><---><V’i><V><V><-~-><V—>R

k l

El conjunto de todos los (k,[)- tensores en V', denotado 7,%(V), es un espacio vec-
torial real con las operaciones suma y producto por escalar usuales de las aplicaciones

multilineales. Ademas existe una operacion producto entre tensores de distinto tipo:

DEFINICION 2.27 Para cualesquier k,l,r, s € N, llamaremos producto tensorial a la
aplicacién bilineal

@ THV) < T (V) — T (V)

definida como

T ® F(fl; ceey fk7 fk+17 ceey karTu U1, ..-U1, U141, ...7UZ+S> =
T(fl; ceey fk> V1, -'-UZ)F(fk+l> ceny fk-‘r?“7 V41 -+ Ul—i—s)

para todo par de tensores T € TF(V), F € T (V), vectores duales fi, ..., fru € V* y

S

vectores vy, ...,V s € V.
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A través del producto tensorial, podemos construir bases para 7,*(V) a partir de
una base de V. En efecto, si {e;}™, es una base para V y {£'}" es su base dual

asociada, es facil ver que los tensores de la forma
e, ®ep @ Qe VENREP @@ EN

con 1 < iy, ...ix, j1, .51 < m, son linealmente independientes y generan T*(V). De ese

modo, en funcién de dicha base podemos expresar T' € T*(V') como

T=T""% Qe, @ Qe QENRERR--- @ &N

Ji,--J1

Adicionalmente, si denotamos S,, al grupo de permutaciones de m elementos, la nocion
de simetria y antisimetria de las formas bilineales se extiende para (0, p)-tensores y

(g, 0)-tensores:

DEFINICION 2.28 Un (0,k)—tensor F': V x V x --- x V — R se dice simétrico si

P
F(vi,...,vp) = F(Vo1), -, Vo(p)), VO € S, V1,...,0, €V (2.6)
de manera similar, diremos que un (q,0)-tensor G : V" x V* x ... xV* — R es
q
simétrico si
G(fl, . fq) = F(fa(l)7 cees fa(q)), Vo € S, Vfi, ..., fq eV (27)

El conjunto de todos los (0, p)—tensores simétricos constituye un subespacio vecto-
rial de 7”(V'), mientras que los (g, 0)—tensores simétricos forman un subespacio vecto-
rial de 7,/(V*). A cada uno de estos subespacios le denotaremos Sym?(V*) y Sym4(V)

respectivamente.

DEFINICION 2.29 Una p-forma es un (0, p)-tensor A : V xV x ... xV — R que

-~

p

satisface

A1, .y vp) = 88N(0)AN(Vo (1), -+ Vo(p))

para todo o € Sy, y vy, ...,v, € V.

El conjunto de todas las p-formas es un subespacio vectorial de 7;0(1/) que denota-
remos A\"(V*).
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OBSERVACION 2.30

1. SiT es un (0, k)—tensores simétrico, entonces respecto a cualquier base de V sus

componentes verifican
Ty jorein = Lo(i)oia)yoin)s VO € Sk

lo mismo sucederd con los componentes de cualquier (g, 0)—tensor simétrico.

2. Si 0 es una p-forma, entonces respecto a cualquier base de V' sus componentes
verifican

01 iornie = S80(0)05(j1) 0(j2)....0(p)s VO € Sp

En general, el producto tensorial entre una p-forma y una ¢-forma no produce una
(p + q)-forma, sin embargo existe una aplicacion bilineal que permite multiplicar este

tipo de tensores de la manera deseada:

DEFINICION 2.31 Para todo p,q € N, el Producto Exterior es la aplicacién bilineal
A NPV x AU(VF) — APT(V*) dada por

1

(AN ) (V1 .oy Vpy Vpt1y o Vpig) = ——

p!q! Z SgH(O')A(UU(l), ey Ua(p))9<vg(p+1), ey Ua(p+q))

0€Sp+q
para todo vy, ...,y € V y (A, 0) € AP(V*) x AU(V¥)

El producto A nos permite obtener una base A”(V*) a partir de una base de V. En

concreto si {7}, es la base dual de alguna base para V', entonces los tensores
ELNEZN---NEY con 1< <<, <m

forman una base para A"(V*), y por ende toda p—forma A € A”(V*) puede ser escrita

como una combinacién lineal
A= X i, ETNEP N NE

Ahora introduciremos estos conceptos del algebra lineal al estudio de las variedades

diferenciables.
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2.1.5. Campos de tensores y formas diferenciables

Puesto que para todo punto p € M, el espacio tangente T,M y su espacio dual
T, M son espacios vectoriales reales de dimension finita, tenemos a nuestra disposicion
los espacios de tensores 7,%(T,M), Symk(T;M )y /\k(T;‘M ) para cualesquier [, k € N.

Bajo este contexto, cada una de las siguientes uniones disjuntas

THM) = (o} x THTM)

peEM

Sym*(M) = | J{p} x Sym"(T; M)

k
M) = (J{p} x \ (13 M)
peEM
poseen una topologia y estructura diferenciable que les convierte en variedades dife-

renciables y hacen que las proyecciones

r TF(M) — M
(p,T) = p

s :SymF(M) — M
(p,S) = p

7 (M) — M

(p,A) = p

sean mapas diferenciables (ver [31, p. 147]). Por lo tanto, de la misma manera en
como definimos campos vectoriales y 1-formas diferenciables, podemos definir ahora
campos de tensores y campos de p-formas. De manera més precisa tenemos la siguiente

definicion:
DEFINICION 2.32

1. Un campo de (k,l)—tensores diferenciable es un mapa T : M — T,*(M) que es
diferenciable y satisface my o T = Idy;. Denotaremos T'(T*(M)) al conjunto de

todos los campos de (k,l)—tensores diferenciables.

2. Un campo de (0, k) —tensores simétricos diferenciable es mapa S : M — Sym*(M)
que es diferenciable y cumple ws o S = Idy;. Denotaremos T'(Sym*(M)) al con-

junto de todos los campos de (0, k)—tensores simétricos
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3. Una p-forma diferenciable es un mapa diferenciable \ : M —s A*(M) que ve-
rifica mn o A = Idy. Denotaremos (M) al conjunto de todas las p-formas

diferenciables.

Campos de tensores

Aligual que en el caso de los campos vectoriales, para realizar operaciones con cam-
pos de tensores debemos hacer uso de las cartas locales de M. Para ver esto tomemos
una carta local (U, ¢) en M. En cada punto p € U, los conjuntos {9;|,}"; v {dz'|,}I,

son bases para T),M y 1)y M respectivamente, de modo que
{0lp@0islp @ - @0y [y @da” [y @, @ @da”|p : 1 <y in, sy 1, o, o G0 < 1)

constituye una base para T;*(T,M). En consecuencia, sobre cada p € U, un campo de

tensores T' € I'(T*(M)) puede expresarse como una combinacién lineal

T, = Ty (P)0islp ® Dlafp ® -+ @ Oy, |p ® da' |, ® da™*|, @ - @ da, (2.8)

J15J25++J1

de este modo vemos que T' € I'(T*(M)) esta completamente determinado en (U, ¢)

por n**! funciones T:*'> % : U — R , que son llamadas componentes del campo de

J1,J25--J1
tensores T' en las coordenadas (U, ¢). Mas aun tenemos la siguiente caracterizacion:

PROPOSICION 2.33 (21, p. 269 T € T(T*(M)) si, y solo si, 77 o T = Idy; y sobre

toda carta local sus componentes en coordenadas locales son funciones diferenciables.

De forma analoga al caso de campos vectoriales y 1-formas diferenciables, la po-
tencia de este resultado radica en que nos permite obtener una base local de campos
de tensores y, a su vez, interpretar a cada T' € I'(7,%(M)), como un mapa multilineal
T : QYM)* x X(M)! — C>(M). En efecto, la proposicién 2.33 asegura que para

cualesquier conjunto de indices
1 S ila 7;17 ERED) ikajl?j?? "'7jl S n
los mapas

ah ®ai2 ® "'®aik®d$j1 ®dajj2 X ...®dsz U — ’Ek(U)
p'_> ai1|p®8i2|p®...®aik|p®dle|p®d$j2|p®'.‘®dle|p

son campos de (k, [)-tensores diferenciables en (U, ¢) y forman una base local de campos
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de tensores, pues de acuerdo con la ecuacion (2.8) todo T' € I'(7,%(M)) puede expresarse
en (U, ¢) como

T=T"2"%0, @0 ® - ®0;, ®dr’ @de” ® -+ @ da’' (2.9)

J1,J250+5

debido a esto, cada T € I'(7;*(M)) puede ser visto como el mapa multilineal
T: QY M)* x X(M)' — C°(M)
pues para todo X (1), X(2),...Xq) € X(M) y 61,60 .. 0% € Q1(M), la funcion
TOW,....0W Xy, .. Xp): M — R

dada por

81487 5e-s0 1 2 k j
TOW, 0%, Xy, .. Xq) = Ti-kol 0P o X7 X% X7

2
T T Ig2sen01 i Vi i (1) (2)
es diferenciable.

OBSERVACION 2.34 Los componentes de un campo de tensores T € T(T*(M)),
respecto a distintas cartas locales con intersecciéon no vacia, se transforman de acuerdo

con
-1 -1
Til,ig ..... i Tyl,l/g,...,uk 8(90 o ¢ )#1 . 6(¢ o 90 )HZ
J1sJ25e001 T HL A2, 8y”l 8ka

(ver [31, p. 124]).

OBSERVACION 2.35 El producto tensorial en los espacios T,*(T,M) induce un pro-

ducto tensorial para campos de tensores. En concreto, para todo par de campos de

tensores T € T(T*(M)) y G € I(TJ4(M)), los componentes en coordenadas locales de
k

TG e F(77+;q(M)) son

(T ® G)i17i27"'77f'k7ik+17ik+27"'7ik+q . 7:1,i2,...,ikGik+lzik+27"'7ik+q
J15J25+5J0D1415J1425+- 5] 1+p J15J25--501 J1415J1425--+3J1+p

Formas diferenciables

Puesto que una k-forma diferenciable es esencialmente un tensor y, ademas, el
producto exterior se calcula en base al producto tensorial, sobre una carta local (U, ¢),
el conjunto

{de" Ndz™ - Nda'™ 11 <idyp <iy < ... <ip <n}
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es una base local de k-formas diferenciables. Por lo tanto, si A es una k—forma diferen-

ciable, sobre (U, ¢) existen (Z) funciones diferenciables \;, ;, : U — R que satisfacen
A= )\il,...ikdxil Adx? .- A dxt

Expresar una forma diferenciable en funciéon de una base local, ademas de facilitarnos
su manejo operacional, nos permite introducir una nociéon de derivada para QF(M) sin

implementar estructuras adicionales en M:

TEOREMA 2.36 Seca M una variedad diferenciable. Para todo k € N existe un tinico
mapa

d: QF(M) — QF(M)
que es llamado derivada exterior y satisface las siguientes propiedades:

1. d es R-lineal.

2. para toda funcién f € C*(M) y campo vectorial X € X(M), df se define como
df(X) =X - f

3. d®=dod=0

4. si 0 es una k—forma diferenciable y A es una [—forma diferenciable, entonces

d(@AN) = (dO) AN+ (—=1)"0 A dX

La demostracion de este teorema consiste en definir d : Q¥(M) — Q¥ 1(M) en

términos de coordenadas locales como
dw = dw;, . i, Adxt ANdx? A ANdz™ con 1<i;<iys<---<ir<n

donde
dx?

dwi, i), = Ojwiy iy,

y con esto demostrar cada una de las propiedades expuestas en el teorema. Los detalles

pueden ser revisados en [21, p. 305].

Hasta el momento hemos visto como manipular formas diferenciables y campos
vectoriales a través de la estructura diferenciable de M, sin embargo eso no es suficiente
para hacer geometria pues, al igual que en el estudio de las curvas y superficies en
R3, necesitamos implementar un mecanismo que nos permita introducir la nocién de

derivacion direccional y el concepto de curvatura. Para lograr esto debemos analizar
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a las variedades diferenciables TM, T*M |, T*(M) y QF(M) como fibrados vectoriales
sobre M, pues de este modo podremos proveerles una conexion lineal que generalizara

el concepto de derivacién direccional.

2.2. Fibrados vectoriales

De manera intuitiva podemos decir que un fibrado vectorial es una familia de espa-
cios vectoriales, que llamaremos Fibras, indexados por los elementos de M. La utilidad
de los fibrados vectoriales reside en que sus fibras forman una variedad diferenciable,
lo que hace posible construir espacios vectoriales de mapas diferenciables que tomen
valores en las fibras. La idea fundamental de todo esto es que las fibras son espacios
vectoriales que albergan algtn tipo de objeto matematico con un significado geomé-
trico concreto para M, de tal modo que los mapas diferenciables entre M y el fibrado

vectorial permitan definir y estudiar rigurosamente la geometria de M.

2.2.1. Conceptos basicos

DEFINICION 2.37 Sean E, F, M variedades diferenciables y m : E — M un mapa
diferenciable y sobreyectivo. Diremos que (E, 7, M, F') es un Haz de Fibras si verifica
lo siguiente: para todo punto p € M existe una vecindad U C M, alrededor de p, y un
difeomorfismo ¢y : 7Y (U) — U x F tal que

prio ¢y = |1y

donde pry es la proyeccién en el primer componente, es decir pri : U X F' — U,

(u, f) — u. Ademas:

I~

. E es llamado Espacio Total
2. M es llamado Variedad Base
3. I es llamado Fibra General

4. 7 es llamada proyeccién

Ot

. (U, ¢y) es llamado Trivializacién Local

De ahora en adelante usaremos la notacion F — E — M para indicar que
(E,7, M, F) es un haz de fibras.
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DEFINICION 2.38 Sea F — E —s M un haz de fibras.

1. Para todo p € M, llamaremos fibra de m sobre p al conjunto E, = 7 (p)
2. Una seccion global de w es un mapa diferenciable s : M — FE tal que mos = Idy,

3. Una secciéon local de m es un mapa diferenciable s : U — FE que satisface

mos = Idy, donde U es un abierto de M.
OBSERVACION 2.39 Toda secciéon global es una seccion local.

DEFINICION 2.40 Un atlas para el haz de fibras F — E -5 M es una familia de

trivializaciones locales {(Uy, ®a)}aca, tal que {Uy}aca es un recubrimiento abierto de
la variedad M.

DEFINICION 2.41 Un haz de fibras V. — E — M es llamado K-fibrado vectorial

de rango m si se verifican las siguientes condiciones:

1. La fibra general V' y cada fibra E, son espacios vectoriales de dimensién m sobre
K=RoC.

2. Existe un atlas {(Uy, o) taea tal que para todo o € Ay x € U,
oz = Qalp, : Bx — {2} x V=2V
es un isomorfismo de espacios vectoriales.

EJEMPLO 2.42

1. El fibrado tangente R* — TM - M es un fibrado vectorial cuyas fibras son

los espacios T,M y el conjunto de sus secciones globales es X(M).

2. El fibrado cotangente R® — T*M — M es un fibrado vectorial cuyas fibras

son los espacios Ty M y el conjunto de sus secciones globales es QY (M).

3. Para todo k,l € N, el fibrado tensorial
R — TH(M) "> M

es un fibrado vectorial cuyas fibras son T,*(T,M) y el conjunto de sus secciones

globales es T'(T*(T,M)).
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DEFINICION 2.43 SeaV — E — M un fibrado vectorial con atlas {(U,, ¢a) }aca -
Si (Uas ¢a) ¥ (Us, ¢) son dos trivializaciones locales con interseccién no vacia, el mapa

de transicién

qf)a[g UL N Uﬁ — GL(m,K)

es la aplicacién definida por
Pa © ¢[§l(x7 v) = (z, @ag(.%‘)v)

Los mapas de transiciéon nos permiten ver como los vectores en la fibra general se

transforman con los cambios de trivializacion local.

EJEMPLO 2.44 En los fibrados tangente y cotangente, los mapas de transicion esta

determinados por la matriz jacobiana de los mapas de cambio de coordenadas.

DEFINICION 2.45 SeanV — E =% M y W — F =5 M dos fibrados vectoriales

sobre M, tales que V' y W son espacios vectoriales sobre un mismo cuerpo K =R o C.

1. Un aplicacion H : E — F se dice Mapa de fibras si mp o H = 7.

2. Un mapa de fibras H : E — F' es un homomorfismo de fibrados vectoriales si

para toda fibra E, el mapa H|g, : E, — F, es una aplicacion lineal.

2.2.2. Bases locales

Al momento de trabajar en un fibrado vectorial, sus secciones globales y locales
son los mapas diferenciables que usaremos para hacer geometria, ya sea en la variedad
base o en el fibrado vectorial como tal. Por ello ahora mostraremos como manipular

secciones locales o globales empleando las trivializaciones locales.

Si V — E -+ M es un fibrado vectorial de rango m, denotaremos I'(E) al
conjunto de todas las secciones globales de E sobre M, y denotaremos I'(U, E) al
conjunto de todas las secciones locales de E sobre un abierto U C M. Ahora, puesto
que cada fibra E, posee estructura de espacio vectorial, I'(E) y I'(U, E') adquieren tal
estructura a través de las operaciones suma y productor por escalar de cada una de las
fibras. En efecto, para todo par de secciones r y s, ya sean locales o globales, y todo

escalar A € K, la suma y producto por escalar se define por

(s+7)(z):=s(x)+r(z)
(As)(z) := As(x)
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Gracias a este hecho podemos proveer una nociéon de independencia lineal a I'(U, E):

DEFINICION 2.46 Sobre un abierto U C M, un conjunto de secciones locales {e, }}_,
se dice linealmente independiente si para todo x € U, los vectores {e,(z)}t_, son
linealmente independientes en la fibra E,. Si k = m diremos que {e#}ﬁzl es una base

de secciones locales sobre U C M.

Con esto, si (U, ¢) es una trivializacion local de V. — E —"+ M, podemos construir
una base de secciones locales sobre U a partir de una base {v,}_; de la fibra general

V. Para ello basta tomar {e,}f_, como
eu(x) = qb_l(xﬂ)#)

En efecto, puesto que para todo z € U el mapa ¢, es un isomorfismo entre £, y V,
{eu(x)}i_, es una base de E, ya que ¢(e,(z)) = (,v,) para todo p = 1, ...,m. De este
modo podemos asociar a cada trivializaciéon local una base de secciones locales. Por lo
tanto, en cada punto z € U, todo elemento de I'(E) o de I'(U, E) puede expresarse

como una combinacién lineal
s(x) = s*(z)eu(x) (2.10)

asi obtenemos m funciones diferenciables s# : U — K que llamaremos componentes
de la seccion s sobre la trivializacion local (U, ¢). Las operaciones que se realizan sobre

secciones locales o globales se efectiian justamente a través estas funciones.

EJEMPLO 2.47 En el fibrado vectorial R® — TM — M, se tiene que I'(TM) =
X(M) y, sobre una carta local (U, ¢) de M, el conjunto {0;}_, es una base local de

secciones.

2.2.3. Formas diferenciables en espacios y fibrados vectoriales

Como veremos mas adelante, para introducir la nocién de derivada direccional para
las secciones de un fibrado vectorial, se requiere implementar una estructura adicio-
nal llamada Conexion Lineal. Persiguiendo dicho objetivo, necesitaremos trabajar con
formas diferenciables que tomen valores en espacios vectoriales de dimension finita. Adi-
cionalmente, para introducir la curvatura asociada a una conexioén lineal sera necesario

trabajar con formas diferenciables que tomen valores en un fibrado vectorial.
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Formas diferenciables a valores vectoriales

Sea W un K-espacio vectorial de dimension r < oo. Dicho en forma rigurosa, una

k-forma diferenciable a valores en W es una seccién del fibrado vectorial
"M)y@W — M

sin embargo para no adentrarnos en los detalles de la construcciéon del producto tenso-
rial de espacios vectoriales, sobre una carta local (U, ¢) de M una forma diferenciable

a valores en W, digamos 6, puede verse como una combinaciéon lineal
T
9 = E ijj
=1

donde {w;}7_; es una base de Wy 6; € QF(M). Desde este punto de vista, § puede

interpretarse como la aplicacion lineal 6 : X(M)* — W dada por
0(Y1, Y, .. Ye) =Y 0;(V1,Ya, .. Yi)w;, V(Yi,... Vi) € X(M)
j=1

Aprovechando la estructura de espacio vectorial que posee W, el conjunto de todas las
k-formas diferenciables a valores en W, denotado Q¥(M, W), es un espacio vectorial

con las operaciones suma y producto por escalar definidas como

r

04+ w= Z(Gj + wj)w,

J=1

al =« Z Ow;
j=1

para todo §,w € QF(M,V) y a € K. Adicionalmente, la derivada exterior usual se

extiende de manera natural para formas diferenciables a valores en W mediante

d9 = Z dﬁjwj
j=1

En el caso particular en el que W sea una algebra de Lie, es decir que posea una

aplicacion bilineal |-, -] : W x W — W, llamada Corchetes de Lie, que satisface:
1. [v,w] = —[w,v] para todo v,w € W
2. [u, [v,w]] + [v, [w,u]] + [w.[u,v]] = 0 para todo u,v,w € W
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entonces sus corchetes de Lie se extienden para formas diferenciables a valores en W
como el mapa

[ ] QF (M, W) x QP(M, W) — QPR (M, W)
dado por

1

[Q,W](Xl, ...,Xp+k) = W

Z sgn(o)[0(Xoq), s Xow)), W( Xor1), - Xorr))]

O'GSk+p

Formas diferenciables a valores en I'(E)

De manera andloga, si {e,}/_; es una base local de secciones sobre una triviali-
zacion local (U, ¢), una k-forma diferenciable a valores I'(E), digamos w, puede verse

localmente como una combinaciéon lineal
m
w = E Wy
p=1

donde w,, € QF(M). Como es de esperarse, bajo este punto de vista w acttia sobre
X(M)* como la aplicacion lineal w : X(M)* — T'(E) definida por

WX Xi) = wu(X, o Xi)ew, V(X1 .., Xp) € X(M)F

p=1

Asf mismo, gracias a que I'(E) es un espacio vectorial, si denotamos Q*(E) al conjunto
de todas las k-formas diferenciables a valores en I'(E), este adquiere dicha estructura

con las operaciones
o+ = Z(SO/L + wu)eu
pn=1
ap =« Z Duey
pn=1

para todo ¢, € Q*(E) y a € K

Adicionalmente, el producto exterior se extiende facilmente hacia un producto exte-
rior entre formas diferenciables ordinarias con formas diferenciables a valores en I'(F)
como el mapa A : QP(M) x QY(E) — QP (E) definido por

m

ONw= 2(9 ANwy)e,, V0 € QP(M),w e Q(E)

p=1
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2.3. Conexiones y derivacién covariante

Supongamos que V — E -5 M es un fibrado vectorial y tomemos una seccion
s € T'(F). Si deseamos analizar como varia la seccion s en la direccion de un campo
vectorial X € X(M), en primera instancia sobre cada punto p € M intentariamos
calcular un limite de la forma

Im s(p+tX) — s(p)
t—0 t

sin embargo el numerador de la anterior expresion carece de sentido ya que el valor
de la seccion s en distintos puntos pertenece a distintas fibras y M no necesariamente
posee estructura de espacio vectorial. Debido a esto hay que introducir la nocién de

derivacién direccional de una manera més general.

DEFINICION 2.48 Una Derivada Covariante o Conexién Lineal sobreV —s E — M

€S un mapa

V: X(M) x D(E) — [(E)

que satisface las siguientes condiciones:

1. Vx+yS:VXS+vY5
2. Vsz:fVXS
3. Vx(S+T)ZVXS+VxT

4. Vx(fs)=(X-f)s+ fVxs

para todo X, Y € X(M), s,r € I'(E) y f € C®(M). Aqui hemos usado la notacion
Vxs:=V(X,s).

Una vez introducido el concepto de derivacion covariante, la cuestion que nos con-
cierne ahora es saber si todo fibrado vectorial admite al menos una conexién lineal.
Para abordar tal problema inicialmente debemos identificar como luce una conexiéon
lineal sobre una trivializacion local, y a través de ello analizar como se constituye una

conexion lineal sobre todo el fibrado vectorial.

En efecto, si U C M es un abierto sobre el cual se define una trivializacion local
de V. — E 5 M, entonces V. — 7~ H(U) " 7 es un fibrado vectorial y tenemos
a nuestra disposicion una base local de campos vectoriales {0;}; y una base local de

. . S _ |y,
secciones {e, }7" ;. Con esto, si V es una conexion lineal sobre V. — 7= '(U) — U,
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por definicion Ve, es una seccién local para todo i € {1,2,..,n} y p € {1,..,m},
de manera que en cada punto x € U esta seccidon puede ser expresada como una

combinacion lineal de la forma
Vo,eu(z) = F;’H(x)e,,(x)

de este modo obtenemos nm? funciones IV, U — K las cuales son llamadas Stmbolos
de Christoffel de la conexion V. El rol fundamental que desempenan estas funciones
es caracterizar la derivada covariante, pues si tomamos un campo vectorial X € X(M)

y una seccion s € I'(E) cualesquiera, sobre U podemos expresarles como

— oM
s = s'e,

X =X'0,
y luego calcular V xs usando las propiedades de V

Vxs = Vyig,(s'e,) = X'V, (s"e,)
= X [(0;s")e, + s"Vg,e,] = X¢ [(@s“)eu + S“Fi”#ey}
= [(ds”, X) + X's"T} | e,

Esta ecuacion demuestra que para calcular V x s sobre U tnicamente requerimos cono-
cer las funciones I'},, y entonces, gracias a que X € X(M) y s € I'(E) son arbitrarios,
se verifica que una conexion lineal en V. — 77 1(U) % U esta completamente de-
terminada por sus simbolos de Christoffel. Por otro lado, puesto que los indices p, v
toman valores en {1,..,m}, los simbolos de Christoffel T’ i bueden ser interpretados
como la aplicacion de una 1-forma diferenciable, que toma valores en el algebra de Lie

gl(m,K) = Mat(m,K), a los campos vectoriales 0;, es decir

A =T} ds' € Q'(U, gl(m, K))
Iy.(r) € gl(m,K), VeeU,i=1,.,n

con esto, dado que para todo z € U tenemos la identificacion E, = V = K™, eligiendo
la representacion p : gl(m,K) — End(V') como la multiplicaciéon usual de una matriz

por un vector, para todo X € X(M) y s € I'(E) podemos expresar V xs como

Vxs=(ds, X)+ p(A(X))s (2.11)
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De este modo, la ecuaciéon (2.11) indica que si V es una conexion lineal en el fibrado
V — 7 1(U) ﬂ) U, entonces estd completamente determinada por una 1-forma
diferenciable A € QY(U, gl(m,K)). Esto muestra que la existencia de una conexion
lineal sobre una trivializacion local radica tnicamente en la eleccién de dicha forma
diferenciable. Bajo este contexto, si {(U,, ¢a)}aca €s un atlas para V. — E "5 M,
a cada trivializacion local (U,, ¢,) le podemos proveer una conexion lineal V¢, con lo
cual, tomando una particion de la unidad {f,}aeca subordinada a {U,}aeca, podemos

definir una conexion lineal en V. —s E — M como
Vxs = f,V%s, VX € X(M),VseT'(F)

asi llegamos al siguiente resultado:
TEOREMA 2.49 Todo fibrado vectorial admite una conexiéon lineal.
OBSERVACION 2.50

1. Una conexién lineal V en V. — E - M esta completamente determinada
por una forma diferenciable A € Q'(M, gl(m,K)). La forma diferenciable A es

llamada Conexion 1-forma.

2. La conexién lineal de un fibrado vectorial no es tnica.

Adicionalmente, si V es una conexion lineal en V. — E —» M, esta puede ser

vista como el mapa

V:I'(E) — QYE)

s— Vs
donde

Vs: X(M) — I'(E)
X — VXs

esta interpretacion nos permite extender V a un operador diferencial sobre QP (E) para

cualquier entero positivo p € Z:
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DEFINICION 2.51 SeaV— E - M un fibrado vectorial provisto de una conexién

lineal V. La derivada covariante exterior asociada a V es el mapa
dy : QP (E) — QPTY(E)

dado por

dyw = Z(dwu@u + (—1)’w, A Ve,), Yw e QF(E)

p=1

donde {e,}7", es una base local de secciones en una trivializacion local.

A su vez, con la derivada covariante exterior se introduce la Curvatura asociada a

la conexitén V:

DEFINICION 2.52 Sea V. — E —+ M es un fibrado vectorial provisto de una
conexion lineal V. La curvatura asociada a la conexion V es el mapa F : I'(F) —
O?(E) dado por

F=dygody

Aunque la curvatura de una conexioén lineal parece ser un mapa abstracto, es simple-
mente una 2-forma diferenciable a valores en gl(m, K). En efecto, si {e, }]; es una base

local de secciones sobre una trivializacion local (U, ¢), entonces sobre ella se verifica
Vs = dys = (ds” 4 s"T'},dz")e,, Vs € T'(E)
de modo que aplicando dy a esta expresion, obtenemos

Fs(0,,0) =(T%, 0,5 — % dhs")e, + 5" (9,1, — T e,
- ( E/uarsu - F?uglsu)elf + Su(F?u 271/ - ;/u 7‘{1/)60'

—p(0, A1 — O A, + [A,, A))s, Vs € T(E)

donde [, -] es el conmutador usual de matrices. De aqui se deduce que, sobre U, la

curvatura F' es simplemente
F = F.dz" A dx!

donde
Frl = 8TAl — @Ar + [Ar, Al] - g[(m, K))
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lo que a su vez muestra que sobre M la curvatura puede ser expresada como
1
F=dA+ 5 [A, A]

por lo tanto, la curvatura F' es un elemento de Q?(M, gl(m,K)), el cual actia sobre
['(E) a través de la representacion p. Adicionalmente, y de manera mas especifica,

tenemos el siguiente resultado:

PROPOSICION 2.53 Sea V — E — M es un fibrado vectorial provisto de una

conexion lineal V. Entonces
F(X, Y)S = VXVyS - VYVXS - V[X7y}8 (212)
para todo s € T'(E) y X, Y € X(M)

La demostracion de la proposicion 2.53 es simple pero extensa. Unicamente se debe
elegir un punto p € M cualquiera y una trivializacion local alrededor de dicho punto
para luego calcular ambos lados de la identidad (2.12) usando, respectivamente, la
definicion de derivada covariante exterior y derivada covariante usual, y asi ver que

coinciden.

2.4. Variedades Riemannianas

Ahora que ya hemos expuesto algunos de los aspectos mas relevantes de la teoria
de los fibrados vectoriales con conexiones lineales, ya contamos con todos los elementos
necesarios para adentrarnos en los detalles de la Geometria Riemanniana que utiliza-
remos en nuestro trabajo. La idea central de la Geometria Riemanniana es tomar una

seccién del fibrado vectorial

n(n+1)

R 2 — Sym*(M) — M

la cual induzca un producto escalar definido positivo en cada espacio tangente de M.
Esta seccion es llamada Tensor métrico o simplemente Métrica. Naturalmente cada
producto escalar le dota a su respectivo espacio tangente de una geometria. A partir
de ello, la métrica permite definir una funcién de distancia sobre M, y adicionalmente
construir una conexiéon lineal que da lugar a varios campos de tensores y funciones

escalares que determinan la geometria de M.
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La Geometria Riemanniana en si misma es una disciplina muy grande dentro de
la matematica moderna, sin embargo, dado que nuestro objetivo es analizar aquellos
campos de tensores y funciones escalares que describen la curvatura de M, tinicamente

exploraremos los conceptos y resultados relacionados a dichas cantidades geométricas.

2.4.1. Tensor métrico

Definiremos ahora el tensor métrico de una variedad diferenciable M de manera

rigurosa y expondremos algunas de sus propiedades mas utiles.

DEFINICION 2.54 Sea W un espacio vectorial real. Un producto escalar en W es un

(0,2)-tensor g en W tal que
1. g(v,w) = g(w,v) para todo v,w € V.
2. g(v,-) # 0 para todo v € W — {0}

diremos que g es definido positivo si

g(v,v) >0, Yoe W
g(v,v) >0, Yoe W —{0}

DEFINICION 2.55 Una métrica, o tensor métrico, en una variedad diferenciable M
es un campo de (0,2)-tensores simétricos g € I'(Sym?(M)) tal que, para todo x € M,
g(x) es un producto escalar en T, M. Si para todo punto x € M el producto escalar
g(x) es definido positivo, entonces diremos que (M, g) es una variedad Riemanniana y

que g es una métrica Riemanniana.

Una de las propiedades mas fascinantes de las variedades diferenciables es que todas
pueden ser dotadas de una métrica Riemanniana [31], por ello en adelante asumiremos

que (M, g) es una variedad Riemanniana y sera el contexto en el que trabajaremos.

Subir-bajar indices

En coordenadas locales la métrica g puede expresarse como
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Gracias a que ¢ induce un producto escalar en cada espacio tangente, para todo punto

de x € M, (gij(x))j;=, es una matriz invertible cuya inversa denotaremos (g“(z))7_,.
Con esto definimos la métrica inversa de g como el campo de (2, 0)-tensores simétrico
g~ ! dado por

9 =970, ® 9

De la misma manera en que un producto escalar en un espacio vectorial real de dimen-
sion finita permite transformar vectores en funcionales lineales y viceversa, podemos
usar la métrica g para transformar campos vectoriales en 1-formas diferenciables y vi-
ceversa. En efecto, todo campo vectorial X € X(M) puede ser transformado en una
1-forma diferenciable X” € Q'(M) mediante

X°(Y) =g(X,Y), VY € X(M) (2.13)

mientras que toda 1-forma diferenciable w € Q!(M) puede ser transformada en un

campo vectorial w* € X(M) mediante
0,0 = g7 w, ), VO € QM) (2.14)

las ecuaciones (2.13) y (2.14) aseguran que en coordenadas locales X’ y w* pueden

expresarse respectivamente como
Xb = ginZdiL‘]

wh = g w;0;

entonces, definiendo X; := ¢;; X' y w? = ¢gw; para todo j = 1, ..n, tenemos
X" = X;da’

Wt = wjaj

es por esto que, de manera intuitiva, para transformar un campo vectorial en una
1-forma diferenciable lo que hacemos es "bajar"sus indices con la ayuda del tensor
métrico, mientras que para transformar una 1-forma diferenciable en un campo vectorial

lo que hacemos es "subir"sus indices.

Ahora, puesto que todo campo de tensores localmente se puede expresar como una
combinacion lineal de productos tensoriales de campos vectoriales y 1-formas diferen-

ciables, este procedimiento se extiende a cualquier tipo de campo de tensores. Por
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ejemplo, B € T'(T;'(M)) se transforma en un campo de (4, 0)-tensores mediante
Biji = gzprjk

Asi mismo podemos reducir el orden de un campo de tensores "contrayendo"indices,
por ejemplo, un campo de (4, 0)-tensores H se transforma en campo de (0, 2)-tensores

mediante

Hij = Grpgug;sH'"™

Producto escalar de tensores

En general usando el tensor métrico podemos manipular los indices de un campo
de tensores para transformarlo de cualquier manera que necesitemos, incluso es posi-
ble definir un producto escalar para tensores. En efecto, dado un punto p € M, los

componentes del producto tensorial de un par de tensores B, H € T}!(T,,M) son

(B ® H)]17 J1,81-.,8 — lev 7]lH517 S

yik T lrk Ulyeesle ™7 Ty TE

entonces, si usamos g(p) para contraer todos los indices de este producto tensorial,

obtenemos un escalar

<B,H> = gi1r1mgikrkgj131 g]mB]l7 ,szSl, S

T1y-Tk

Este procedimiento define un producto escalar (-,-) : TUT,M) x T(T,M) — R, cuya
norma asociada || : T} (T,M) — R esta dada por

|BI* = (B, B) = g"" .9 gjrr--Giss BIL 2 Bl VB € T(T,M)

STE?

Esta idea se extiende también para campos de tensores. En efecto, si tomamos un par
(T,K) € T(TY(M))?, en cada punto x € M podemos calcular (T'(x), K(x)) € R. Esto

da origen a la funcién escalar
(I'K): M — R, z— (T(z), K(x))

ahora, como los componentes en coordenadas locales de un campo de tensores son
funciones diferenciables, para todo T, K € I'(T;}(M)) la funcién (T, K) es diferenciable.

De este modo obtenemos el mapa

() : D(TR(M)) x D(T(M)) — C=(M), (T,K) = (T, K)
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que en adelante llamaremos Producto Escalar de Campos de Tensores.

OBSERVACION 2.56 El producto escalar de campos de tensores no es un producto
escalar en el sentido usual, pues toma valores en C*°(M) y no en un cuerpo K, por
lo tanto no podemos afirmar que I'(T(M)) es un espacio Euclideo. Sin embargo este
mapa recibe ese nombre ya que, punto a punto, efectivamente esta ligado al producto

escalar de un espacio vectorial de tensores.

Procediendo de manera similar, el Cuadrado de la Norma de un campo de tensores

se define como el mapa
7 D(T(M)) — C=(M)
T |T|> = (T, T)
Longitud y distancia

Siy: I C R — M es una curva suave sobre entre dos puntos y(t1) y v(t2),

entonces la longitud de la curva v entre dichos puntos se define como

to to df)/id,.yj 1/2
L(y) = '|dt = )| at
= [ = [ (oo )

1 1

esta forma de calcular la longitud es independiente de la parametrizacion elegida para

7 y nos permite introducir la nocién de distancia:

DEFINICION 2.57 Si (M,g) es una variedad Riemanniana, la distancia entre dos
puntos p,q € M se denota d,(p, q) y se define como el infimo de las longitudes de todas

las curvas que unen a los puntos p y q
dg(p; q) := inf L(v)

Elmapa d, : M x M — R descrito en la definiciéon 2.57 es una funcién de distancia,
y aun mas, la topologia que esta induce en M coincide con su topologia original (ver

[17]). Por lo tanto toda variedad Riemanniana (M, g) es un espacio métrico.

2.4.2. Conexion de Levi-Civita

La conexiéon de Levi-Civita es una conexion lineal en el fibrado tangente que se

distingue por estar completamente determinada por la métrica g. La importancia de
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esta conexion reside en que su curvatura asociada caracteriza la naturaleza geométrica
de (M, g), y es por ello que constituye uno de los elementos de clave la Geometria
Riemanniana. En esta seccion presentaremos algunos de los aspectos mas relevantes de

esta conexion.
DEFINICION 2.58

1. En el fibrado tangente, una conexién lineal V : X(M) x X(M) — X(M) se dice

compatible con la métrica g si satisface

dY, Z)(X) = (VxY, Z) + (Y, Vx 2)

2. Una conexién lineal V : X(M) x X(M) — X(M) se dice libre de torsién si
VY — VyX = [X,Y]
para todo XY € X(M)

El teorema fundamental de la geometria Riemanniana (ver [22]) garantiza la exis-
tencia de una tnica conexion lineal libre de torsion que es compatible con la métrica
g. Tal conexién es la famosa Conexion de Levi-Civita y, en coordenadas locales, sus

simbolos de Christoffel se definen como
k 1w
Iy = 59 (Digji + 0jgu — Drgij)

Por lo tanto, sobre una carta local, la derivada covariante de un campo vectorial dife-
renciable Y € X(M) en la direccion X € X(M) es

VxY = (X0,Y* + X'Y'TE)0, (2.15)

La conexion de Levi-Civita fundamentalmente esta definida en el fibrado tangente, sin
embargo esta puede extenderse a una conexion en cualquier fibrado tensorial. De hecho,

esto es una consecuencia del siguiente resultado:
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PROPOSICION 2.59 [22, p. 53] Si V una conexién lineal en R® — TM — (M, g),
entonces para cada fibrado tensorial T;*(M) existe una tinica conexién lineal, que tam-

bién es denotada V, que verifica las siguientes condiciones:

1. Sobre T°(M) = C°°(M) la conexién V satisface

Vyf=X-f VfeC=M),VX e X(M)

2. Para todo par de campos de tensores F,G y todo X € X(M) se cumple que

Vx(FRG)=(VxF)®G+ F® (VxQG)

3. Para todo w € QY (M) y todo Y, X € X(M) se tiene

Vx<w7Y> = (wa,Y) + (w, VXY>

4. Para todo F € T*(M), campos vectoriales Y; € X(M) y 1-formas w" € Q'(M)

se verifica

VxF(w', ... WY, V) =X - Fw', ... " Y,..Y)
l

k
=) Fw' . Vxw', wf YY) =) P! 0 Y VY
j=1

=1

A través del numeral (3) de la proposicion 2.59, con la conexiéon de Levi-Civita,
es facil ver que la derivada covariante de una 1-forma w € Q'(M) en la direccion

X € X(M) en coordenadas locales es
Vxw = (X 0w — X'w;T, )da* (2.16)

por tanto, para calcular en coordenadas locales la derivada covariante de un campo de
tensores basta con usar las identidades (2.15) y (2.16) en la formula (x). Otro hecho
facil de deducir a partir de la proposicion 2.59 es que la compatibilidad con de la

conexion con la métrica g es equivalente a exigir que Vg = 0.

Notacion

En las siguientes secciones y capitulos necesitamos realizar varias operaciones que

involucran campos de tensores y sus derivadas covariantes. La manera usual de ejecu-
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tar tales operaciones es a través de sus componentes en coordenadas locales, y por ello
introduciremos una notaciéon que nos permitira identificar los componentes en coorde-

nadas locales de las derivadas covariantes de un campo de tensores.

Si B es un campo de (k,[)-tensores, entonces su derivada covariante puede ser vista

como un campo de (k, ! + 1)-tensores mediante
VB(W', ...,u* Y1, .., Y, X) = Vx B, ..., w", Y,..., V)

para identificar los componentes en coordenadas locales de VB usaremos la siguiente
notacion:

VB =V, B(da™, ..., dx™,0j,, ..., 0;)

I+1 2515000

mientras que para subir el j;,1-ésimo indice (asociado a la derivada covariante) de los

componentes en coordenadas locales de VB usaremos
. i)
V' .= q Vj

OBSERVACION 2.60 Si consideramos el producto tensorial de dos campos de tensores

A ® B, de acuerdo con la proposicion 2.59, tenemos
VA®B)=B®VA+A® VDB (2.17)
entonces los componentes en coordenadas locales de V(A ® B) son

Aik+17~~~7ik+q + Ai-k+17""ik+qv B?l’“"i,k

Tkta+19 041, b1 p Jittseodidp ¥ thtar1 1,000

V(A ® B)il,...,ik,ik+17...,ik+q _ Bi-l""’ikv

T osJUsJ14+ 150 Jl4psTh+q+1 J1yeendit

Operador Laplaciano

Como veremos en el tercer y cuarto capitulo, los flujos geométricos que analizaremos
en este trabajo dan origen a ciertas ecuaciones de tipo reaccidon-difusion. Es por esto que
necesitamos definir con precision lo que es el operador Laplaciano sobre una variedad

Riemanniana.

Si tomamos dos veces la derivada covariante de un campo de tensores B € T'(T (M),

obtendremos un campo de (k,[ + 2)-tensores a través de

VVB(W,...,w" Y1,.. . Y1, X, Z) = VxVzB(W', ...,w" Y1, .., V)
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y sus componentes en coordenadas locales seran denotados

ViV,

Ji+2

U150k
Bj

jl+1 1,.A.,jl

Bajo este contexto introducimos el operador Laplaciano de la siguiente manera:

DEFINICION 2.61 Para cualquier par de enteros k,l € N el operador Laplaciano es

el mapa

A T(THM)) —s D(TL(M))
B— AB

definido para todo B € T'(T}(M)) como
AB = (AB)"%0, ® 0iy ® -+ ® 0, @ da?' @ da”* @ -+ ® da"

donde
(AB)i<1"”’i-k — gjz+1jz+zv, \V4 Bilf'"i.’C

J1s-eJ1 Ji+1 Y Jit2 J1seesJl

Es decir, el Laplaciano de un campo de tensores B € T'(T}(M)) es la contraccion
de los tltimos dos indices covariantes de los componentes en coordenadas locales de

VVB. En términos més simples

A= gijViVj

2.4.3. Tensores y escalares de curvatura

La forma de curvatura de la conexion de Levi-Civita define un campo de (3,1)-
tensores en M. Este campo de tensores es denotado Rm y, en concordancia con la

proposiciéon 2.53, esta dado por
Rm(X,Y)Z =VxVyZ —VyVxZ — VixyZ, ¥X,Y,Z € X(M)
mientras que sus componentes en coordenadas locales se expresan como
RLy, = (da', Rm(0;,0;) %)

El motivo por el cual Rm es llamado tensor de curvatura es porque este determina si la

variedad Riemanniana (M, g) es, o no, localmente isométrica al espacio (R™,7), donde
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n es la métrica euclidea usual definida por 7;; = d;;. En efecto, puesto que el tensor
de curvatura es invariante bajo isometrias locales (ver [22]), en caso de que (M, g) sea

localmente isométrico a (R™, ), su tensor de curvatura necesariamente sera nulo, pues
VxVyZ - VyVxZ = V[Xy]Z, VX, Y, Z € %(Rn>

Es por esto que toda variedad Riemanniana cuyo tensor de curvatura sea no nulo, no
7
puede ser localmente asimétrica a R™, o dicho en términos més simples, no puede ser

plana. De este modo la geometria de M queda determinadas por el campo de tensores

—

Rm .

Si bien Rm determina la geometria de (M, g), bajo ciertas circunstancias es més
sencillo y practico trabajar con funciones escalares y campos de tensores que posean
algtin tipo de simetria y resuman, de alguna manera, la informaciéon de la curvatura.

Esto motiva la construccion de tensores y escalares de curvatura.

Como primer paso, introducimos el tensor de curvatura de Riemann, Rm, que se

define como

Rm(X,Y, Z, W) = (Rm(X,Y)Z, W)

si denotamos R;ji; a los componentes en coordenadas locales del tensor de Riemann,
entonces vemos que

Rm = Rijkldxi ® dr’! @ da* & da

donde
Rijri = gip Ry

La importancia del tensor de curvatura de Riemann radica en que satisface las siguientes

propiedades:

PROPOSICION 2.62 [22, p. 123]

1. Simetrias del tensor de Riemann
Rijui = Riiij = —Rjim = —Rijik
2. Primera identidad de Bianchi

Rijii + Rja + Ryiji = 0
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3. Segunda identidad de Bianchi

VpRijkl + Viijkl + VjRpik‘l =0

Una forma de resumir la informacion del tensor de Riemann es contraer dos de sus
indices para obtener un campo de (0, 2)—tensores simétrico. Dicho campo de tensores
es llamado Curvatura de Ricci y se denota Ric. De manera mas concreta, Ric es el

campo de tensores simétrico que sobre una carta local se expresa como
Ric = Rijdﬂfl ® dx’

donde
R;; = gkakijm

Asi mismo, si contraemos los indices de la curvatura de Ricci obtenemos una funcion

escalar R : M — R llamada FEscalar de Curvatura de Ricci
R = ginij

La curvatura de Ricci y el escalar de curvatura satisfacen la siguiente identidad:

PROPOSICION 2.63 [22, p. 125] (Identidad contraida de Bianchi)
y 1
VIR = ViR

En general, manipulando el tensor de Riemann con la métrica, podemos construir
un gran numero de funciones escalares que representen a la curvatura de (M, g). La
importancia de estas funciones radica en que, a diferencia de un campo de tensores, su
valor no depende del sistema de coordenadas elegido, de modo que la informacién que
estas proporcionan es valida sobre toda la variedad M. Bajo ese contexto, uno de los
escalares de curvatura mas relevante es el Escalar de Kretschmann, el cual se define
como

|Rm|2 _ RzgklR“kl

El escalar de Kretschmann nos permite determinar si en (M, g) existen singularidades
en la curvatura, es decir, regiones donde la norma de la curvatura tiende al infinito.

Por ejemplo, dado m > 0, para M = R x (2m, 00) x S? con la métrica de Schwarzschild

2 om\
g:—<1—7m) dt ® dt + (1—77”) dr @ dr + 12 (d0 © df + sin® 0dy)
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el escalar de Kretschmann satisface

2

, ) , 48m
lim|Rm|” = lim = 400
r—0 r—0 76

lo que muestra que M tiene curvatura infinita sobre aquellos puntos donde r = 0.

Es por esto que, en el escenario de los flujos geométricos que estudiaremos en este
trabajo, analizar la evolucion del escalar de Kretschmann nos permite saber si, a lo

largo del flujo, la métrica resultante desarrolla singularidades de curvatura.
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Capitulo 3
Flujos geométricos: el flujo de Ricci

Un flujo geométrico es esencialmente una ecuacion diferencial evolutiva definida
sobre un fibrado vectorial. Dicho eso, cuestiones naturales de la teoria de las Ecuaciones
Diferenciales Parciales, como la existencia y unicidad de soluciones a corto plazo o el
comportamiento asintotico de las soluciones, deben ser abordadas en el contexto de la

Geometria Diferencial.

Los flujos geométricos pueden ser de distinta naturaleza, sin embargo un gran nu-

mero de ellos pueden ser clasificados en dos grandes grupos:

1. flujos intrinsecos: aquellos que hacen evolucionar la métrica de una variedad Rie-

manniana.

2. flujos extrinsecos: aquellos definidos sobre una sub-variedad (incrustada o inmer-

sa) que hacen evolucionar su métrica y la inmersion o incrustacion.

Dentro los flujos extrinsecos, podemos citar, por ejemplo, al Flujo de Curvatura Media
Inverso, el cual se usé en la demostracion de la desigualdad Riemanniana de Penrose
[16]; mientras que del lado de los flujos intrinsecos podemos citar al Flujo de Calabi,
que es usado en el estudio de la variedades de Kéhler y la Teoria de Cuerdas [32].
Otros flujos geométricos que no pueden incluirse dentro de estos dos grupos, pero que
tienen una gran relevancia tanto en matematica como en fisica teorica, son el Flujo
de Yang-Mills, el cual hace evolucionar la conexion lineal de un fibrado vectorial, o
el Flujo de Ricci-Yang-Mills, que hace evolucionar simultaneamente la métrica de la

variedad base de un fibrado vectorial y su conexion lineal.

Por su importancia en la demostracion de la famosa Conjetura de Geometrizacion
de Thurston, uno de los flujos geométricos intrinsecos que ha sido estudiado de forma

exhaustiva, es el flujo de Ricci. Como veremos en el siguiente capitulo, este flujo geo-
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métrico, mas alla de ser un objeto puramente matematico, posee un significado fisico
dentro de la Teoria de Cuerdas y, en ese escenario, su extension natural es Flujo del
Grupo de Renormalizacion de Sequndo Orden (RG-2). Dada esté relacion entre el flujo
de Ricci y el flujo RG-2, en este capitulo exploraremos algunas de las técnicas usadas
en el estudio del flujo de Ricci, para luego de extenderlas al estudio del flujo RG-2 en

el cuarto capitulo. Hemos organizado este capitulo de la siguiente manera:

e En la seccion 3.1 introduciremos los conceptos basicos de la teoria de las ecua-
ciones diferenciables en fibrados vectoriales. Esto nos permitira definir con rigu-
rosidad los flujos de Ricci y RG-2.

e La seccidon 3.2 esta destinada al estudio del flujo de Ricci: presentaremos los
principales resultados sobre la existencia y unicidad de soluciones, la evolucion
de la curvatura bajo este flujo y su control mediante el principio del maximo.

Extenderemos estas técnicas para el estudio del flujo RG-2.

3.1. Ecuaciones diferenciales en fibrados vectoriales

Ahora, basados en [30], introduciremos algunos conceptos bésicos de la teoria de
las Ecuaciones Diferenciales que nos permitiran analizar los flujos geométricos que se
han propuesto en este trabajo. A menos que se indique algo diferente, en adelante
asumiremos que M es una variedad diferenciable cerrada (compacta y sin borde) de
dimension n € Ny que R™ =2V — E 5 M es un fibrado vectorial real provisto de

una métrica (-, -) en cada fibra y una conexion lineal V.

En el fibrado vectorial V. — E —+ M, un operador diferencial lineal de segundo
orden es un mapa lineal L : T'(E) — T'(F) el cual, sobre una trivializacion local (U, ¢)

y una base de secciones locales {e,}"_;, puede expresarse como
L(s) = (aZ,V:V;s" + b.5Vs” + caps’) €, Vs € T(E)

donde agﬂ, bgﬁ y Cap son funciones que van de U C M en R. Al igual que en el caso
de operadores diferenciales en R”, los coeficientes agﬁ nos permiten dar una nociéon
de elipticidad para el operador L. En efecto, si £ es una 1-forma diferenciable en M,
llamaremos Simbolo del operador diferencial L en la direccion £ al homomorfismo de
fibrados vectoriales

oe(L): E— E
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dado por
oe(L)[s] = (aZy&&;s” + bl 565" + caps’) ea, Vs € I(E)

y llamaremos Simbolo principal de L en la direccion & al homomorfismo de fibrados

vectoriales o¢(L) : E — E dado por
oe(L)[s] = (agﬁfigjsﬁ) €a, Vs €(F)
con esto, diremos que el operador diferencial L es eliptico si existe A > 0 tal que
(Ge(L)[s]5) > AEP*ls|®, Vs € T(E), VEe Q' (M)~ {0}

Esta nocién de elipticidad nos permite introducir la siguiente distincion:

DEFINICION 3.1 Sea L : I'(E) — TI'(E) un operador diferencial lineal de segundo

orden. Una ecuaciéon diferencial evolutiva

Ors = L(s)
s(+,0) = s € I'(E)

se dice Parabdlica si L es un operador eliptico.

Los flujos geométricos con los que trabajaremos nos llevan a enfrentar ecuaciones
diferenciales de la forma
Ors = P(s)

en las que el operador diferencial de segundo orden P : I'(E) — I'(F) es quasilineal o
totalmente no lineal. En caso de que el operador sea quasilineal, sobre una trivializacion

local y una base local de secciones, este puede expresarse como
P(s,Vs) = [agﬁ(x, $,Vs)ViV;s® + bl 5(x,5,Vs)Vis’ + cap(r,5,Vs)s’| eq, Vs € T(E)
y si es totalmente no lineal

P(s,Vs,VVs) = [agﬁ(x, s,Vs,VVs)V,V;s’
+bl5(2,5, V5, VVs)V;s” + cap(,5, Vs, VVs)s®| e,, Vs € (E)

En estos casos la nocion de parabolicidad se extiende de la siguiente manera:
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DEFINICION 3.2 Sea P : T'(E) — I'(E) un operador diferencial de segundo orden

no lineal. Una ecuacion diferencial evolutiva

Os = P(s) (3.1)
s(x,0) = so(x) (3.2)

se dice Débilmente Parabélica en w € I'(E), si la ecuacion diferencial lineal
0w = DP(w)[v]

es parabolica, donde p
DpP =—| P
(Wl =+| P+

En la teoria de las ecuaciones diferenciales parabolicas (no lineales), la existencia y
regularidad de soluciones a corto plazo ha sido ampliamente estudiada, y se sabe que
si el problema de valor inicial (3.1)-(3.2) es débilmente parabdlico en sq y las funciones
agg, béﬁ, cqp son suficientemente regulares, entonces existe 7' > 0 y una tnica familia

de secciones s(t) : t € [0,T) que resuelve dicho problema (ver 23], [20]).

Los conceptos de la teoria de las EDP “s en fibrados vectoriales que hemos introdu-

cido constituyen el escenario en el que estudiaremos los flujos de Ricci y RG-2.

3.2. Flujo de Ricci

En el fibrado vectorial R*™*+1/2 — Sym?(M) -+ M | el flujo de Ricci deforma la
métrica de una variedad Riemanniana cerrada (M, §) mediante el siguiente problema

de valor inicial:

8159 = —2Ric
9(x,0) = g(x)

el cual puede expresarse en coordenadas locales como

Orgij = —2R;;

Gij(2,0) = gsj()

En 1981 Richard Hamilton introdujo el flujo de Ricci como un mecanismo que permite

evolucionar la métrica ¢ hacia una métrica g con mejores propiedades, por ejemplo una
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en la que la curvatura seccional sea constante (ver [13]). Mas alla de eso, el logro de
Hamilton y sus coetaneos fue relacionar el comportamiento de las soluciones del flujo
con la topologia de M, lo cual después de més dos décadas de investigacion, culminé
en la demostracion de la Conjetura de Geometrizacion de Thurston y la Conjetura de

Poincaré en los articulos de Grigori Perelman [27],[25] y [26].

3.2.1. Existencia de soluciones a corto plazo

Si denotamos V a la conexiéon de Levi-Civita asociada a la métrica g, entonces en

coordenadas locales el flujo de Ricci puede expresarse como

Orgij = —2R;;
= gkl(@k@lgij + @zngkl — @zvlgjk — @k@jgil) + F(@g, 9)

donde

F(Vg,9) = = " 9;pd" Rirg — Ri;
1 . . . . . . . .
+ §gklgp "(VigipVa9it — VgipVidei — VigipViga + -+ — V;gpkViga)
Esto indica que el flujo de Ricci es basicamente una ecuacion diferencial de segundo

orden quasilineal. Ahora, para analizar la existencia de soluciones, naturalmente el

primer paso seria calcular el simbolo principal del flujo de Ricci linealizado
O:h = DRic(g)[h]

Como tunicamente nos interesan los términos del operador DRice(g) asociados a las
segundas derivadas covariantes la métrica h, podemos prescindir de aquellos términos
que solamente involucren a h y sus primeras derivadas covariantes usando las siglas
T.0.I para abreviar la frase “términos de orden inferior” y referirnos a ellos. Dicho

eso, tenemos el siguiente resultado:

PROPOSICION 3.3 [28] Si g, h € T(Sym?*(M)) son dos métricas Riemannianas en M,

v V es la conexion de Levi-Civita asociada a la métrica g, entonces
1
DRZC(g)[h]ZJ = égpq<quihjp + qujhip - quphij - Vithpq) + T.0.1.

La proposicion 3.3 nos permite calcular el simbolo principal del flujo de Ricci linea-
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lizado. En efecto, para todo & € Q'(M) no nulo tenemos
(Ge(—2DRicc(g))[h], h) = g™ (E&phis + Ei&ihpg — EaSilip — Ea&ihip)
pero en particular si tomamos h;; = §§; se verifica que
(5e(~2DRice(g))[h], h) = 0

esto muestra que el flujo no Ricci no es débilmente parabdlico y por lo tanto, en
principio, no es posible utilizar la teoria de las ecuaciones diferenciales parabélicas
para demostrar la existencia y unicidad de soluciones para el flujo de Ricci. A pesar
de este inconveniente, Hamilton demostré la existencia y unicidad de soluciones para
flujo de Ricci usando el teorema de Nash-Moser, y posteriormente Dennis DeTurck
lleg6 al mismo resultado ideando un ingenioso método que permite utilizar la teoria
de las ecuaciones diferenciales parabdlicas en este tipo de problemas (ver[8]). Dicho de
manera intuitiva, el método de DeTurck (comtunmente llamado el " truco de DeTurck"),

consiste de los siguientes pasos:

1. Incorporar nuevos términos (términos de Deturck) en el operador diferencial en
cuestion, de tal modo que obtengamos un nuevo operador diferencial débilmente

parabdlico.

2. Usar la teoria de las ecuaciones diferenciales parabolicas para mostrar la existen-
cia de soluciones a corto plazo para el problema de valor inicial con términos de
Deturck.

3. Modificar la solucién del problema con términos de Deturck para obtener la

solucion del problema original.

El flujo de Ricci con términos de Deturck es llamado Flujo de Ricci-Deturck y se expresa

CcOomo

Ogij = —2Ri; + ViV + V,;V;
9i5(-,0) = Gi;(°)
donde V; = gipg®*(T%,, — fk’a). Los términos de Deturck eliminan aquellos términos del

operador diferencial que le impiden ser débilmente parabodlico. En efecto, siguiendo los

célculos de [29] , en coordenadas locales el flujo de Ricci-Deturck es
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atgij :gaﬂ@aﬁﬁgzj - gaﬁgipgpqéjaqﬁ - gaﬁgjpgpqéiozqﬁ
+ gaﬁgpq(@igpa@quﬁ + Qﬁagjpﬁqgiﬁ - Q@chjp@ﬁgiq)
— 9972V 190V 89iq + 2Vi0pa V 595q)

de modo que el simbolo principal del problema linealizado asociado al flujo de Ricci-

DeTurck, que denotaremos P, satisface

(@e(P(9)[], h) = |€*|hf?

para cualquier métrica Riemanniana h € T'(Sym?(M)) y toda forma diferenciable no

nula ¢ € QY(M). Con esto, aplicando el truco de DeTurk se tiene el siguiente resultado:

PROPOSICION 3.4 (Existencia y unicidad de soluciones a corto plazo)( [8], [6]) Dada
una métrica Riemanniana g sobre M, existe T' > (0 y una tnica familia de métricas

Riemannianas g(t) : t € [0,T) tales que

0yg = —2Ric, t€[0,7)
9(0) =g

3.2.2. Evoluciéon de la curvatura

Una vez que contamos con la existencia y unicidad de soluciones a corto plazo
para el flujo de Ricci, el siguiente paso es investigar su comportamiento asintético.
En ese sentido nos interesa conocer que sucede con la geometria de M en aquellos
tiempos ¢t > 0 en los que el flujo de Ricci se vuelve singular (la métrica resultante g(t)
no esta definida). En primera instancia podria pensarse que lo que se debe hacer es
analizar el comportamiento del tensor de curvatura bajo el flujo, sin embargo esa no
es una buena estrategia ya que los valores que toma un campo de tensores depende del
sistema de coordenadas locales elegido, y eso hace posible hallar sistemas en las que
dichas singularidades desaparecen (singularidades aparentes). Por lo tanto, lo que se
debe hacer es analizar el comportamiento del flujo a través de Fscalares de Curvatura
ya que el valor que estas funciones toman es independiente del sistema de coordenadas
elegido, y en ese contexto, para determinar la existencia de singularidades de curvatura

bajo el flujo de Ricci la eleccion natural es analizar el escalar de Kretschmann:
|Rm|2 — Rz]kZkal
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En esta seccion nuestro objetivo es calcular la evolucion del escalar de Kretschmann
bajo el flujo de Ricci. Para lograrlo, necesitamos inicialmente calcular la evoluciéon de

los tensores de curvatura, lo cual haremos usando el siguiente lema:

LEMA 3.5 [6, p. 53] Sea I C R un intervalo. Si {g(t) }+c; es una familia de métricas

Riemannianas en M que depende diferenciablemente del parametro t € I, entonces
1. atrfj = 19" (Vihj 4+ Vjhy — Vihy;)
2. (9tR§jk, = 19""(ViVihjp — ViVl — VVihiy + V;Vphy, — Rihep — R, hig)
3. 0ig7 = —h'l = —g* gty
4. ORij = Lg"(V Vihj, + VVhi, — VVphi; — ViVjihy,)
5. iR = —(h, Ric) — A(trh) + V'V7h;;
6. Opdp = 39" hyzdp

donde h;; = 0,9,j, du es la forma de volumen dada por dy = \/det(gij)dxl A Adx”

v V es la conexion de Levi-Civita de g(t).

Reemplazando h;; = —2R;; en el lema 3.5, con la identidad (2) podemos calcular

la evolucion del tensor de curvatura bajo el flujo de Ricci

OiRyy, = ViV'Rjx + V;ViR, — V;V' Ry, — ViV R} + g7 (R Ry + R, Rig)

) ijk 1Jp

sin embargo, usando las identidades de Bianchi, el Laplaciano del tensor de curvatura

puede expresarse como

AR}, =ViV'Rji + V;ViR, = V;V'Ryy — V;V\ R, — R[ R}, + R/R],,
+ gpq<R;ikR§'qr + Rﬁ)jr ;qk - ;iji‘qk - Rzlozr qu - R;)ijfliqr)

(ver [6, p. 178]). Juntando estas dos identidades se puede expresar la evolucion del ten-

sor de curvatura, bajo el flujo de Ricci, como una ecuaciéon de tipo Reaccion-Difusion.

PROPOSICION 3.6 [6] Si g(t) es una solucién del flujo de Ricci, entonces

O R} =ARLy + g™ (R}, RL . — 2R R+ 2R R L)

igpT “rqk Jqr ir= Vjqk
D Dl D Dl D 1l ! pp

donde A es el operador Laplaciano de g(t)
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A su vez, contrayendo indices, este resultado nos permite calcular la evolucion del

tensor de curvatura de Riemann bajo el flujo de Ricci

COROLARIO 3.7 [6] Si g(t) es una solucién del flujo de Ricci, entonces

OiRiji =AR + g™ (Rij, Regrt — 2R3, Rjgrl + 2Rpini R 1)

ijp J

— R} Rpjis — Ry Riprs — Ry Rijpt — R Rijy
donde A es el operador Laplaciano de g(t)

Finalmente con estos resultados podemos calcular la evolucion del escalar de Kretsch-

mann bajo el flujo de Ricci:

PROPOSICION 3.8 [30] Si g(t) es una solucién del flujo de Ricci, entonces

O;|Rm|* = A|Rm|* — 2]V Rm|? + 2¢"" RV* (R, Rygw — 2R0;. Rign + 2Rpin Rl

— 2R™(RY Ry + RERiprt + Ry Rijp + R} Rijrp)
+ 2R ( Rékl R 1 Ribkl RY 1 Rijcl R & Rijkd Rdl>

donde V es la conexion de Levi-Civita y A es el operador Laplaciano de g(t)

Demostracion. Usando el tercer numeral del lema 3.5 obtenemos
at|RTn|2 = at(RijklRijkl) = Rijkl(atRijkl) + Rijkl((?tRij’“)
= R™(0,Riji) + Riji0:(9“ 9" 9" 9" Rapea)
_ o ikl (9, Riju) + 2Riju < jo@l R 1 Ribkl RY 4 Rijcl R 1 Rijkd Rdl)
gracias al corolario 3.7 tenemos que

R7™(0,Riji) =R7™ARyji + g™ R (R Ryt — 2R3 Rigri + 2Rpini Riy)

ijp jqk

— RV™(RYRyji + RY Ripr + Ry Rijp + R} Rijiyp)
y 1 Consecuencia

Oy Rm|* = 2RMAR ;1 + 20" RV (R}, Ryqu — 2Ry Rigri + 2Rpin R 1)

- QRMM(Rprjkl + R§Ripkl + RZRijpl + RfR”kp)
+ 2R ( RIMRei 4 RiKRY 4 Rii IRk | Risk Rdl>
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por otra parte
AIRm|* = ¢"'V,V,(Riju R™M) = 2V, R;ju VPR 4+ 2RMAR, 1.
lo cual indica que
2R AR, ;1 = (Rm, ARm) = A|Rm?| — 2|V Rm/|?
asi finalmente obtenemos

O Rm|* = AlRm|* — 2|V Rm|* 4 2" RI™ (R} Rygra — 2Ry Rigr + 2Rpin R,1)

- 2Rijkl(Rprjkl + R§Ripkl + R} Rijpi + R} Rijip)
+ 2R ( RIMLRai 4 RiKpRY 4 Rii LRk | Rik Rdl>

]

Las ecuaciones de la evolucion del tensor de curvatura de Riemann y el escalar de
Kretschmann pueden escribirse de una manera mas compacta introduciendo un tipo

especial de notacién.

Notacion (x)

Para cualquier A € T'(T}(M)) y B € I'(T7(M)), denotaremos A x B a cualquier
campo tensores cuyos componentes en coordenadas locales son una combinacion lineal
de los componentes de A ® B modificados por la métrica, es decir, donde sus indices
han sido elevados, bajados o contraidos. Por ejemplo, si en coordenadas locales A y B

estan dados por

A= Alds' ® 0,
B = Bjjpdr' @ dv’ @ da* ® da'

entonces el campo de tensores H definido como

H = Hl]dlﬂ ® dl’j
Hij = AuBY + g™ Al Bjipg + B{* Bjabe

puede expresarse como
H=AxB+B=xB
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La notacion (x) es introducida por dos razones fundamentales:

1. Puesto que los componentes en coordenadas locales de A x B son combinaciones
lineales formadas a partir de los componentes de A ® B, siempre es posible hallar
una constante C' > 0 que depende tinicamente de la dimensiéon de variedad M y
satisface

|Ax B| < C|A||B|

Para ver esto de mejor manera, como ejemplo consideremos los siguientes campos

de tensores:

A = Awdl’l ® dl’j
B = Byda"

con la notacion (x), vemos que H = Ax B. Ahora si suponemos que dim (M) = 2,
la norma al cuadrado de H estard compuesta por una suma de ocho términos,

con lo cual
|H|* = H;H' = A;; B’ A, B* = A;;A"B,B’ < 8|A]*| B|?
tomando la raiz cuadrada en ambos lados de esta desigualdad, obtenemos
[H| < VB8|A||B]

en este caso podemos tomar C' = /8. Por su puesto, si la dimension de M fuese
mayor, la suma A;; A" BB’ tendria mas términos y la constante C' tomarfa un

mayor valor.

2. Gracias a la proposicion 2.59 y la compatibilidad de métrica con la conexiéon de

Levi-Civita, verifica que
V(A% B)=(VA)*x B+ Ax(VB)

pues los componentes en coordenadas locales de V(A x B) se obtienen a partir de
los componentes de V(A® B) = VA® B + A® VB modificados por la métrica.

Para ver esto de manera mas clara, nuevamente recurrimos al ejemplo del numeral
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anterior:

Por lo tanto, usando la notacion (x), la evolucion del tensor de curvatura de Riemann

bajo el flujo de Ricci puede expresarse como
0;Rm = ARm + Rm * Rm

mientras que la evoluciéon del escalar de Kretschmann bajo el flujo de Ricci puede

expresar como

d|Rm|*> = A|Rm|* — 2]V Rm|*> + Rm * Rm * Rm (3.3)

3.2.3. Principio del maximo y singularidades

De acuerdo con la proposicion 3.8, bajo el flujo de Ricci la evolucion del escalar
de Kretschmann esta gobernada por una ecuacion de tipo reaccion-difusion, de modo
que podemos usar el principio del maximo para controlar la curvatura a lo largo del
flujo. Para ver esto, inicialmente introducimos el concepto de sub y stper solucion y el

teorema del principio del maximo.

DEFINICION 3.9 Supongamos que g(t) : t € [0,T) es una familia de métricas Rie-
mannianas en M y que A es el operador Laplaciano de g(t). Consideremos la siguiente

ecuacion diferencial:

O = Av+ (X, V) + F(v) (3.4)
donde X(t) : t € [0,T) es una familia de campos vectoriales y F' : R — R es una
funcién localmente Lipschitz.

Una funcién diferenciable u : M x [0,T7) — R se dice stper-solucion de (3.4) si
verifica

Ou > Au+ (X, Vu) + F(u)

v se dice sub-solucién si

Oru < Au+ (X, Vu) + F(u)
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TEOREMA 3.10 (Principio del Maximo) ( [30] ,[6]) Sea uw : M x [0,T) — R una
stper-solucion de (3.4). Si existe una constante C' € R tal que u(z,0) > C,Vx € M, y

¢ es la soluciéon del problema de valor inicial

d
6= F(0)
6(0) = C

entonces u(x,t) > ¢(t) para todo x € M y todo t donde ¢ se existe.

De manera andloga, cuando u : M x [0,7) — R es una sub-solucién de (3.4),
si existe una constante C € R tal que u(z,0) < (7, Ve € M, y ¢ es la solucién del

problema de valor inicial

Co=F()
p(0)=C

entonces u(x,t) < (t) para todo x € M y todo t donde ¢ se existe.

Ahora, en virtud del teorema 3.10, si g(t) : t € [0,T) es una solucion del flujo de
Ricci, dado que el valor de |[VRm|* es no negativo para todo ¢ € [0,7), de la ecuacion
(3.3) se deduce que

d|Rm|*> < A|Rm|* + C|Rm|’

para alguna constante positiva C. Esto indica que el escalar de Kretschmann \Rm\2 es

una sub-solucion de la ecuacion diferencial
O = Au + Cu’/?

por lo tanto, aplicando el teorema 3.10, obtenemos el siguiente resultado:

TEOREMA 3.11 Sig(t) : t € [0,T) es una una solucién del flujo de Ricci y existe
L € R tal que |[Rm(x,0)| < L para todo x € M, entonces

L
R
fml < T 1o
Demostracion. Puesto que la funcién
L2
t J—
o) (1—-1iCLt)?
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es solucion del problema de valor inicial

d 3/2
S0(t) = Colt)”
4(0) = L*

aplicando el principio del maximo con X (t) = 0, F(r) = Cr3/? y u = |Rm|*, obtenemos

L2

Rm|* < —F——
[l ~ (1-3CLt)?

]

La utilidad del teorema 3.11 radica en que permite demostrar que si el flujo de Ricci
se vuelve singular en tiempo finito, entonces necesariamente la curvatura explota, es

decir, desarrolla una singularidad.

TEOREMA 3.12 Para toda métrica Riemanniana gy en M, el flujo de Ricci posee una
tinica solucion g(t) en un intervalo maximal [0,T) con T < oo y g(0) = go. Si T < o0,

entonces

t=T \ geM

lim (sup]Rm(m,t)]) = 400

La demostracion del teorema 3.12 sigue un razonamiento por contraposicion: su-
poniendo que sup,¢,,|Rm(x,t)| no tiende al infinito cuando ¢t — T, se muestra que el
flujo de Ricci puede extenderse hacia un intervalo de tiempo mas grande [0,7 + €), lo
cual es una contradiccion puesto que [0,7) es un intervalo maximal. Basicamente la

demostracion contiene los siguientes pasos:

1. Silimy 7 (supyep |Rm(z,t)|) # +o00, podemos tomar un nimero € > 0 para el
cual |Rm(-,T — ¢€)| esta acotado. Luego, tomando como tiempo inicial 7' — €, por

el teorema 3.11 se se verifica que |Rm| esta acotado en M x [T —¢€,T).

2. Gracias a que |Rm| esta acotado, es posible mostrar que g(t) converge a una

métrica Riemanniana ¢(7") cuandot — T cont € [T —¢,T)

3. Seleccionado como dato inicial a la métrica ¢g(7"), se extiende el flujo de Ricci

hacia un intervalo de tiempo mayor usando la proposiciéon 3.4.

Los detalles pueden ser vistos en [30] o [6].

El desarrollo de singularidades de curvatura en tiempo finito bajo el Flujo de Ricci

fue uno de los principales obstaculos que se tuvieron que superar para demostrar la
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Conjetura de Geometrizacion de Thurston. La solucién de Perelman [27] a este pro-
blema, dicho de manera intuitiva, fue detener el flujo antes de llegar al tiempo de
singularidad y cortar la zona de singularidad para luego colocar “parches” en M . Asi,
eliminadas aquellas regiones donde la curvatura se volvia infinita, poder continuar con
la evolucion de la métrica. El estudio de las singularidades del flujo de Ricci motivo
el desarrollo de nuevas técnicas, tanto de topologia como de analisis, y es el principal

aporte de Perelman al anélisis geométrico.
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Capitulo 4

Flujo del grupo de renormalizacién de
segundo orden (RG-2)

En este capitulo estudiaremos el flujo del grupo de renormalizacion de segundo
orden (RG-2), tanto desde el punto de vista del analisis geométrico como de la fisica
tedrica. En este capitulo es donde presentamos los resultados de este trabajo. En virtud

de ello, hemos organizado este capitulo de la siguiente manera:

e En la seccion 4.1 revisaremos brevemente el Modelo Sigma no lineal de la Teoria
de Cuerdas para introducir el flujo RG-2 como una extension del flujo de Ricci

que tiene su origen en la fisica de altas energias.

e En la seccidon 4.2 presentamos los teoremas de existencia de soluciones para el
flujo RG-2.

e Siguiendo las ideas expuestas en el estudio del flujo de Ricci, en la seccion 4.3
calcularemos la evolucion de los tensores y escalares de curvatura bajo el flujo
RG-2, mientras que en la secciéon 4.4 usaremos el Principio del Maximo para

tratar de controlar la evolucion de la curvatura bajo este flujo.

e En la seccidon 4.5 calcularemos la evolucion del escalar de curvatura bajo el flujo

RG-2 y discutiremos brevemente el comportamiento de la entropia de Hamilton.

A lo largo de este capitulo, a menos que se indique algo distinto, asumiremos que M

es una variedad diferenciable cerrada.
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4.1. Modelo Sigma no lineal de la Teoria de Cuerdas

En teorias puramente geométricas, como la teoria de cuerdas, es natural esperar
que las herramientas y resultados que se obtienen se puedan interpretar en el marco de
la geometria diferencial. La geometria Lorentziana ha mostrado su utilidad cuando se
estudian teorfas de espaciotiempo, ademas, la geometria Riemanniana juega un papel
muy importante cuando trabajamos en teoria de cuerdas. Asi, para describir una cuerda
bosénica que se propaga en el espaciotiempo, el modelo mas simple es el modelo sigma

no-lineal. Este modelo viene descrito por el funcional (accion clésica):

- = [ m@daosy v, (1)
donde « es la constante de acople de la cuerda (longitud de la cuerda), (2,7) es una
métrica Riemanniana 2-dimensional que se denomina la world — sheet y es la variedad
que describe la cuerda cuando se propaga, (M, g) es una variedad Riemanniana que se
denomina el espacio "target", y x : ¥ — M es la aplicacién que dota de coordenadas
a los puntos de la world — sheet en la variedad M. Para cuantizar la accion (4.1) se
introduce un cut-off* A. Este cut-off, que tiene unidades de mometum, parametrizara
las teorias que aparecen de la version cuantica de (4.1). Asi, mediante el proceso de
cuantizaciéon obtenemos una familia de teorfas cuénticas de campo indexadas por A.
Si ademéas requerimos que la familia de teorias obtenidas sean equivalentes a escalas
donde A es muy grande? entonces se obtiene que las ecuaciones para el grupo de

renormalizacion (RG) de la teoria vienen dadas, después de un re-escalamiento, por

09 .
D Bij, (4.2)

donde las funciones 3;; se puede escribir perturbativamente en o como

a
Bij = —2Ri; = 5 Rigam B + 0. (4.3)
La cantidad de términos en « viene dada por el nimero de loops considerados. Asi, el

flujo de Ricci es el flujo de renormalizacion a 1-loop. El flujo RG-2 que es el flujo de

'En el proceso de quantizaciéon de la teoria es necesario introducir una cota para evitar que las
cantidades estudiandas se vuelvan infinitas. Asi, esta cota nos permite parametrizar la teoria. A dicha
cota, en la literatura de fisica de altas energias se la denomina cut-off. En este caso, la cota es en
la energia y por lo tanto, dependiendo del valor de la cota, estaremos trabajando en energias altas
(limite ultravioleta) o energias bajas (limite infrarrojo).

2A escalas atomicas, en el limite ultravioleta.
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renormalizacion a 2-loops, viene dado por

El flujo RG-2 dado en la ecuacién anterior evoluciona la métrica de la variedad
Riemanniana target M. Solo existe una restriccion para el tipo de variedad "target",
esta variedad tiene que ser Riemanniana. La variedad target es la que va a evolucionar
con el flujo y de alguna manera nos permite conocer el tipo de teorfas admisibles.
Esto es, las teorias que no desarrollan singularidades pueden ser usadas como variedad
target. Es por esto que es de vital importancia estudiar la evoluciéon de la curvatura
de tal variedad. En 2 dimensiones, el flujo de Ricci converge a superficies de curvatura
constante. En 3 dimensiones, el flujo de Ricci siempre desarrolla singularidades. Esta
es uno de las razones que hicieron complicada la demostraciéon de la conjetura de
Poincaré. La tnica manera que se encontr6 para lidiar con estas singularidades es la
técnica denominada surgery. Esta técnica permite cortar a la variedad, removiendo las

singularidades y permitiendo que el flujo contintie con la evolucién.

En esta tesis nos enfocaremos en estudiar la evolucién del escalar de Kretschman
bajo el flujo de renormalizacion a 2-loops, denominado RG-2 flow. Este flujo es mas
complicado que el flujo de Ricci y por tanto no se ha estudiado en profundidad. Asi, el
calculo de la evoluciéon de este escalar no se ha hecho en toda generalidad. En el presente
trabajo se calcula la evolucion del escalar de Kretschman de la forma més general, es
decir, sin hacer ninguna suposiciéon sobre la dimension de la variedad target y por tanto
de la métrica que evoluciona bajo el flujo. Ademas, se intenta buscar cotas para tal
evolucién. Para esto es necesario adaptar el principio del maximo usado en el caso del
flujo de Ricci, mas atn, necesitamos hacer suposiciones sobre los términos de orden
superior en curvatura. Para asegurarnos de que estamos en el camino correcto siempre
reduciremos los resultados a variedades conocidas, como por ejemplo: variedades de
curvatura constante. En este capitulo se presentan los principales resultados de este
trabajo de titulaciéon. Es importante notar que estos resultados buscan resolver un
problema abierto del analisis geométrico, a saber el control de la curvatura a tiempo
finito. Este trabajo representa el primer paso en esa direccion. Ademas, esperamos que

algunos de los resultados encontrados puedan ser publicados en revistas especializadas.

Para facilitar la notacion de nuestros célculos, llamaremos Ren al campo de (0, 2)-

tensores definido en coordenadas locales por:

klm
Renij == Riklm Rj
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4.2. Existencia de soluciones

A diferencia de lo que sucede con el Flujo de Ricci, el flujo RG-2 en general no es
débilmente parabdlico, incluso aunque se le incorporen los términos de DeTurk (ver [7]).
Si bien esto impide usar el truco de DeTurk para demostrar la existencia de soluciones
a corto plazo, en los tltimos anos se han descubierto casos particulares y condiciones
especiales bajo las cuales el flujo RG-2 es débilmente parabdlico y se tiene la existencia
de soluciones (ver [10],[11],[24]).

4.2.1. Variedades Riemannianas cerradas de dimension n = 2

Si (M, g) es una variedad Riemanniana cerrada de dimension n = 2, entonces el

tensor de curvatura de Riemann puede expresarse en coordenadas locales como
1
Riji = §R(gilgjk — GikGj1)

esto implica que
1
Renij = §R2gij

y por lo tanto el flujo RG-2 puede ser rescrito como
a
8tgij = — (R —+ ZR2> gij
9i5(0) = gij

Oliynyk [24] mostr6 que para resolver este problema de valor inicial hay que hallar una

funcion u : [0,7) x M — R que satisfaga

Ou = —R(u) (4.5)
u(0) =0 (4.6)

donde

R(u) = R+ %R2

R=e¢"*—Au+R)
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siendo A y R, respectivamente, el operador Laplaciano y la curvatura escalar de la
métrica inicial g. Con esto, la solucion del flujo RG-2 vendréa dada por
gi5(t) = "V

Ahora, dado que el operador linealizado asociado al problema de valor inicial (4.5)-(4.6)
es
DR(u)v = <1 + %R) (—e “Av — Rv)

este problema sera débilmente parabolico siempre que
1+ %R >0 (4.7)

entonces, si denotamos M al conjunto de todas las métricas Riemannianas de M, la

desigualdad (4.7) sugiere buscar soluciones al flujo RG-2 en el subconjunto

My ={geM|—-a/2<R<0}
Una condicién que permite asegurar que el conjunto M, sea no vacid, es imponer que
la caracteristica de Euler de M sea negativa. Con ello se llega al siguiente resultado:

TEOREMA 4.1 [24] Sea (M, §) una variedad Riemanniana cerrada con caracteristica
de Euler negativa. Existe una familia de métricas Riemannianas g(t) : t € [0,00) que

satisface las siguientes propiedades:
1. g(t) : t € [0, 00) resuelve el flujo RG-2.
2. g(t) € M, para todo t € [0, 00).

3. Existe una constante Cp, que depende tnicamente de C’E = MaXzcn R(:p) v

Cr = mingen R(z), que satisface

para todo (z,t) € M x [0, 00)

Dado que en las variedades Riemannianas de dimension n = 2 el tensor de curvatura
de Riemann esta completamente determinado por el escalar de curvatura R, el teorema
4.1, ademas de darnos la existencia de soluciones en M x [0, 00), nos garantiza que el
flujo RG-2 no desarrolla singularidades de curvatura cuando la caracteristica de Fuler

es negativa.
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4.2.2. Variedades Riemannianas cerradas de dimensién n > 2

Para el caso en que la dimensién de M sea n > 2 se desconoce si existen o no
condiciones que aseguren la existencia de soluciones definidas en M x [0, 00), sin em-
bargo se han hallado condiciones sobre la curvatura seccional de la métrica inicial que

garantizan la existencia de soluciones a corto plazo:

DEFINICION 4.2 Sea (M,g) una variedad Riemanniana. Dado un punto p € M,
la curvatura seccional del plano P generado por dos vectores tangentes linealmente
independientes X,,Y, € T,M es denotada K(X,,Y,) y estd dada por

Rm<va }/pv XP7 }/P)
g<Xp7 Xp)g(iflh §/P> - g(va 1/17)2

K9<Xp7 Y;D) =

PROPOSICION 4.3 [11] Sea (M, §) una variedad Riemanniana cerrada. Si para todo

punto p € M y todo plano P C T,,M la curvatura seccional de la métrica g verifica
1+ak; >0 (4.8)

entonces existe una tnica familia de métricas Riemannianas g(t) : t € [0,T) en M tal

que

(6]
8tg = _2R’LJ + ERenij

9(0)=g

La condicion (4.8) permite que el flujo RG-2 con términos de DeTurk sea débilmente
parabolico, con lo cual la existencia de soluciones a corto plazo se obtiene aplicando el
truco de DeTurk.

4.2.3. Variedades Riemannianas de curvatura seccional cons-

tante

Sobre variedades Riemannianas cerradas cuya curvatura seccional es constante, el
flujo RG-2 se reduce a una ecuacion diferencial ordinaria, lo que nos proporciona una
vision maés clara de lo que sucede con sus soluciones y sus singularidades. En efecto, si

(M, g) es variedad Riemanniana con curvatura seccional constante, entonces el tensor
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de curvatura de Riemann de la métrica g se expresa en coordenadas locales como

Rijr = K(Gugjx — Gixgj1)

para alguna constante K € R. En consecuencia

Rij = K(n—1)gy;
R:?’I’Lij = 2K2(n — 1)5]1]

Ahora, de acuerdo con [10], si g(¢) es una solucion del flujo RG-2 con g(0) = g, entonces

dicha solucién necesariamente debe ser la forma

para alguna funcion positiva f : R — R. Debido a esto, el tensor de Ricci y el tensor

Ren de la métrica g(t) pueden expresarse como

Rij = Ry = K(n — 1)g,;
1 - 2K2n—1)

Renij = mRean = TQU

lo cual permite escribir el flujo RG-2 de la siguiente manera

. d o
8tgij = gljd—']; = —QRZJ — §R€nij = (—QK(TL — 1)

«

9:5(0) = f(0)gi; = Gij

pero esto es posible siempre que f resuelva el siguiente problema de valor inicial:

df )
g = 2K ) = R ) (4.9)
J0) =1 (4.10)

De este modo buscar soluciones para el fluyjo RG-2 en variedades Riemannianas con
curvatura seccional constante se reduce a resolver el problema (4.9)-(4.10). Usando el
método de separacion de variables, la solucion de dicho problema se puede expresar de

manera implicita como

F(t) = —2K(n— 1)t +1+ 28 ln’ 2/{) + ok (4.11)

2 2+ aK
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Esta solucion nos provee valiosa informacion respecto al comportamiento de la geome-

tria de M bajo el flujo:

1. Si K > 0, para cualquier valor de o > 0, la funcién f es decreciente y satisface
f(T) =0 con
ak

2+ akK

1 a

T =5kt =1) " i1

n‘
luego, como el tensor de curvatura de Riemann de la métrica g(t) = f(t)g es

Riji(t) = f(t)Riju

el escalar de Kretschmann verifica

2 1
lim =2K*n(n — 1) lim —— = oo

1
t—T f(t)2 t—T f(t)Q

lim|Rm|* = ‘R~m
t—T
lo que muestra que el flujo desarrolla singularidades de curvatura en tiempo finito.

2.SiK <0y |K|> %, la funcion f(t) es estrictamente decreciente, pues si razona-

mos por contradiccion y suponemos que f'(t) > 0, entonces

K

—K(n—-1) [2—1-0[—} >0, Vte Dom(f)
f(t)

luego, como —K es un numero positivo, vemos que esta desigualdad es valida

siempre que
ak

f(t)

lo que a su vez es posible si y solo si

2+ >0, Vte Dom(f)

f(t) > —TK, Yt € Dom(f)

pero, en particular, para t = 0 tenemos

—aK<1
5 =

lo cual es absurdo, pues implica | K| < % Adicionalmente, para cualquier K < 0
que cumpla |K| > %, el tiempo T es estrictamente positivo y f(7) = 0 . En

. . . , , 2
consecuencia, al igual en el numeral anterior, se tendra que lim,_,7|Rm|” = oc.

3.SiK <0y |K| < %, procediendo como en el numeral anterior, se puede ver que

la funcion f(t) es estrictamente creciente. Mas aun, f(t) esta definida para todo
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t > 0 y crece indefinidamente, de modo que el flujo no desarrolla singularidades

de curvatura (ver[10]).

Si bien en la seccidon anterior vimos casos particulares en los que, ademas de contar
con la existencia de soluciones para el flujo RG-2, conocemos el comportamiento de
la curvatura bajo este flujo, es muy poco el conocimiento del que se dispone sobre el
comportamiento general de la curvatura bajo este flujo. No se conocen, en general,
las ecuaciones de evolucion de los distintos tensores y escalares de curvatura de una
solucion del flujo RG-2, ni tampoco la existencia de condiciones bajo las cuales la
curvatura de una solucién este dominada por alguna funciéon conocida. El aporte de

nuestro trabajo es precisamente abordar estos problemas en las siguientes secciones.

4.3. Evolucion de la curvatura

El primer paso que necesitamos dar en el estudio de la curvatura de una soluciéon
g(t) : t € [0,T) del flujo RG-2, es calcular la evolucion de los tensores y escalares de
curvatura, principalmente la evolucion del tensor de Riemann y el escalar de Kretsch-
mann. Para variedades Riemannianas de dimension n > 2 no se conoce como evolucio-
nan estas cantidades geométricas, por ello en esta seccion calcularemos sus ecuaciones
de evolucion para variedades Riemannianas, no necesariamente cerradas, de cualquier
dimension.

Nuestro primer resultado demuestra que el tensor de Riemann de una solucién del

flujo RG-2 satisface una ecuacion de tipo reaccion-difusion:

PROPOSICION 4.4 Sig(t) :t € [0,T) es una solucion del Flujo RG-2, entonces

O Rijrt =ARiju + g" (R Rrgit — 2R} Rjgr + 2R, Rpirt)
— (RYRyji + R} Ripht + Ry Rijpi + R] Rijip)
+ % (ViViRenj, + V;ViReny — V,;ViRen;, — V;ViRenj;)

& g
+4(R.

i lteniy + R}, Reny, — 2RY

ik ik

Renpl)
Demostracion. Los calculos en [6, p. 178] muestran que

AR}, = —V;VR, + V,V' Ry, + V,; VR — V;V'Ry, — RIR),, + RIR.,
T l T [ l T l T T l
+ g™ (_Riijqu + Rpikqur + Rpj igk Rpi?‘ jak T Rpijim‘)

mientras que el numeral (2) del lema 3.5 afirma que
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QR = — ViR, + ViV' Ry + V; ViR, — V,;V' Ry + ¢"(R%, Ry + RY, Riy)

ijk iJp

+ % (—VinRené- + Vileenjk + VijRenﬁ — VleRenik)

glqu
+ 797

q
unlteng + R Reng,)

esta tltima expresion coincide con lo obtenido para el flujo de Ricci, excepto por los
términos precedidos por §. En consecuencia, comparando estas dos ecuaciones obtene-
mos

I l Dq r I r l [ r _pppl  _ pppl  _ pppl l pp
O =AR + g ( iipBrgr — 2R R + 2R, jqk) RiR, — RiR,,, — Ry Ry, + R, Ry

+ % (—VinRenz + Vileenjk; + VijRené — VleRenik)

Reng, + Ri;, Reny,)

«
+ Zglp(jok

ahora bajamos los indices [ usando la tercera identidad del lema 3.5 para finalmente
obtener
O Rijrt =ARij + g" (R Rrgit — 2R Rjgr + 2R, Ryirt)
— (Rprjk:l + Rng‘pkl + RiRijpl + R?Rijkp)
+ % (ViVlRenjk + VijRenil - VleRen,-k - VinRenﬂ)

Reny, + R Reng — 2R},

Reny,)

o
+ 4 (jol

[]

La importancia de la ecuacién de evolucion del tensor de Riemann radica en que
ella nos permite calcular la evolucion del escalar de Kretschmann, que es la funcion
que determina la existencia de singularidades de curvatura. En efecto, hemos obtenido

el siguiente resultado:
PROPOSICION 4.5 Sig(t):t € [0,T) es una solucioén del Flujo RG-2, entonces

& Rm|* =A|Rm|* — 2|VRm|* + o|Ren|?

+ 2RUK gpa (R Rrqrt — 2Ry Rigr + 2 ;quPi”)

+ %R““ (V;ViReny, + V,;ViReny — V,;ViRengy, — ViV Reny)
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Demostracion. Usando la regla del producto y el lema 3.5, vemos que

Oy(Riji R7*') =2R™ (0, Rijit) + Rijw (Rflkl(?tgai + R\ }0,g% + RY 10,9% + RV kdﬁtgdl>
2R (O, Ryi10) + 2Ris RIFR™ + %RijklRZklRenm
+ 2RijklRibkleb + %RijklRijclRenbj
+ 2R RY 'R + %RijklRijclRean

i1k pdl ijk dl
+ 2RijklR dR §RijklR dRen
gracias a las simetrias del tensor Riemann esta expresion puede ser escrita como

O Rijra RV =2 R (0, Rijp) + 2Ry RIM R™ + %R,-jkleklReni“
+ 2R R, RI* + %RjiszbiklRenbj
+ 2Ry R R + %Rklinclij Ren*
+ 2Ry RV Rdl%leij R/ Ren®
=2R™ (0, Rij1) + 2Ren; R + %Reanenm
+ 2Renj, R7° + %RenjbRenjb
+ 2Reng.R* + %Renkch’enke
+ 2Ren R + %RenldRenld

—=2(Rm, 8, Rm) + 8(Ren, Ric) + 2a|Ren|’
para calcular (Rm, 0;Rm) usamos la proposicion 4.4

(Rm, 0,Rm) =(Rm, ARm) + R g"" (RT. Rygrq — 2Ry Rigr + 2R Ryint)

+ %R”“ (V:ViRenji + V;ViReng — V,;VReny, — ViV Reny)

2R (e

L Renyg + RL, Reng) — %RijklRp Reny,

ijk ijk

— R (RYRyjiy + RY Ripa + R} Rijyi + Ry Rijip)

pero nuevamente gracias las simetrias del tensor de Riemann podemos ver que

RIM(RPRpin + RERippt + R Rijpi + R} Rijip)
= RYRen), + RYRen] + R Ren!’ + R Ren), = 4(Ren, Ric)
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2. RUKLRP

i lteny, = | Ren|?

3. Rk (R!

i Renyg + RL, Reng) = |Ren|> — |Ren|* = 0

ijk
por lo tanto

(Rm,8,Rm) =(Rm, ARm) + R7™¢*" (R, Ry — 2R3 Rigri + 2R Rpirt)

+ %Rijkl (ViViRenji + V;ViRen; — V,;V Ren;, — V,;ViRenj;)

o)
- §|Ren|2 — 4(Ren, Ric)
juntando estos resultados obtenemos

O Rm|” =2(Rm, ARm) + o| Ren|”
+ 2RIk gpa (R77 Rrg — 2R Rjgrt + 2qukRpi”)

ijp D J

+ %Rijkl (V;V,Renjy + V;ViReny — V,;V,Reny, — ViV Renj)

finalmente, reemplazando en esta ecuacion A|Rm|* —2|VRm|* = 2(Rm, ARm) se llega
a la identidad deseada. O

De acuerdo con la proposicion 4.5, al igual que en el caso del flujo de Ricci, la evolu-
cion del escalar de Kretschmann bajo el flujo RG-2 también satisface una ecuacion de
tipo reaccion-difusion. Esto hace posible que al hallar cotas para 875|Rm|2 obtengamos
informacion sobre el comportamiento de |Rm|2 a lo largo del flujo. En ese sentido,
cuanto mayor sea la informacién disponible sobre la soluciéon del flujo RG-2, serd mas
facil hallar tales cotas. En general no siempre es posible contar con una cantidad con-
siderable de informacion, por ello debemos valernos de otros medios, como la notacién

. . . . 2
(%), para realizar estimaciones que nos permitan acotar ;| Rm|”.

PROPOSICION 4.6 Sig(t) : t € [0,T) es una solucién del flujo RG-2, entonces se

verifica la siguiente desigualdad:

d,|Rm|* <A|Rm|* + Co|Rm/|?
+ aC(|Rm|* 4+ |Rm|* + |VRm|* + |[VVRm/|?)

para algtin par de constantes positivas Cy, C' € R que dependen tinicamente de dim(M).

Demostracion. Usando la notacién (x) podemos expresar ecuacion de evolucion del
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escalar de Kretschmann como
O Rm|* = A|Rm|* — 2V Rm|* + a|Ren|* + Rm * Rm  Rm + %Rm « V'V Ren
puesto que [VRm/|” es no negativo para todo ¢ € [0,7T), tenemos
d|Rm|* < A|Rm|* + a|Ren|> + Rm * Rm  Rm + %Rm * VV Ren (4.12)
Ahora, como Ren;; = Riklmelm, este campo de tensores puede expresarse como
Ren = Rm x Rm

y con esto sus segundas derivadas covariantes satisfacen

VV Ren = VRmx VRm + Rm x* VVRm
en consecuencia podemos reescribir la desigualdad (4.12) de la siguiente manera

9| Rm|* <A|Rm|” + a|Ren|” + Rm * Rm * Rm
+ % (Rm % VRm * VRm + Rm % Rm * VV Rm)

Por lo tanto, al aplicar la desigualdad triangular a esta expresion, vemos que existen
constantes positivas Cy, C1, Cy, C3 € R, que dependen tnicamente de la dimension de

M y satisfacen
d | Rm|> < A|Rm|* + Cy|Rm|* + aCy|Rm|* + %C’2|Rm||VRm|2 + %C’3|Rm|2|VVRm|
Por otra parte, usando la desigualdad de Cauchy con € > 0 , obtenemos
2 2 1 4
|Rm||VRm|” < ¢|Rm)| +4—|VRm|
€

y similarmente

1
|Rm|*|VVRm| < ¢|Rm|* + 4—€|VVRm|2

en particular, tomando € = }L, se tiene

O |Rm|> <A|Rm|* + Co| Rm|®
+ aCi|Rm|* + %Clemf + %CQ|VRm]4

+ %Cg,]Rm|4 + %Cg\vvz%mf
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de modo que tomando C' > 2max(Cy, Cy, C3), obtenemos

O Rm|*> <A|Rm|* + Co|Rm
+ aC(|Rm|* + |Rm|* + |VRm|* + |[VVRm/|?)

O

La proposicién 4.6 es uno de los resultados mas importantes de nuestra investi-
gacion, pues dicha desigualdad es la base en la buisqueda de cotas que controlen el

comportamiento de la curvatura de las soluciones del flujo RG-2.

4.4. Principio del maximo y control de la curvatura
Si tomamos ¢; = max(aC, Cy) en la proposicion 4.6, entonces
0 Rm|> < A|Rm|* + c1(|Rm|* + |Rm|*> + |[Rm|* + |VRm|* + |[VVRm[*)  (4.13)

esta desigualdad sugiere que podemos controlar el comportamiento de la curvatura,
al menos durante un periodo de tiempo finito, usando el principio del méximo. Sin
embargo, puesto que los términos |[VRm|*, [VVRm/|* y |Rm|* dependen del tensor de
curvatura de Riemann, existe una interdependencia mutua entre ellos, de modo que
no podemos aplicar directamente el teorema 3.10 en la desigualdad (4.13). Por ello lo
que haremos es modificar las proposicion (4.2) de [6] y el teorema (3.2) de [28| para

obtener un principio del maximo aplicable a nuestra desigualdad.

En una variedad diferenciable cerrada M, supongamos que ¢(t) : t € [0,7") es una

familia de métricas Riemannianas y asumamos que:

1. A es el operador Laplaciano de la métrica g(t)
2. X(t):t€[0,T) es una familia de campos vectoriales diferenciables
3. F:R — R es una funciéon localmente Lipschitz

4. 1) es una funcion de M x [0,7T) a valores en R

Nuestra version del principio del maximo se fundamenta en el siguiente lema:
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LEMA 4.7 Sea u : M x [0,7) — R una funcién diferenciable que satisface las

siguientes condiciones:

1. Existe una constante a € R tal que u(x,0) < a para todo x € M

2. En cualquier punto (z,t) € M x [0,7T) donde u(z,t) > « se verifica

Owu(z,t) < Au(z,t) + (X, Vu)(z,t) + (. t)

Si para todo T € [0,T) existe una constante C, < 0o tal que
U(z,t) < Cry, Y(x,t) € M x[0,7]
entonces u(x,t) < « para todo (z,t) € M x [0,T)

Demostracion. Dados 7 € (0,T") y € > 0, consideremos la funcién ¢ : M x [0,7] — R
dada por
o(x,t) =u(x,t) —a—tC, —te —¢

esta funcion satisface las siguientes propiedades:

1. o(x,0) =u(z,0) —a—e < —e <0

2. Para cualquier punto (z,t) € M x [0, 7] donde u > «, se cumple que

Op=0mu—Cr—¢
<Au+ (X, Vu)y+1¢—C; —¢
< Au+ (X, Vu) — e
=Ap+ (X, Vp) —¢

Gracias a que los nimeros € y 7 son arbitrarios, para demostrar que u(z,t) < « en
M x [0,T), basta probar que la funcion H(z,t) := ¢ + tC; satisface H(z,t) < 0
para todo (z,t) € M x [0,7]. Haremos esto razonando por contradiccion. En efecto,
supongamos que existe un punto (z1,¢,) € M x [0, 7] tal que H(x1,t;) > 0. Puesto que
M x [0, 7] es compacto y H(z,0) = ¢(z,0) < 0, existe un primer instante ¢y € (0,¢;] y
un punto xg € M donde H(xg,tg) = 0, es decir

(p(l‘(), t()) + toCT =0
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pero esto significa que
u(ﬂfo, to) - — toCT — toE — €+ toOT =0

con lo cual

u(zo,to) = a + toe + € >

por lo tanto en (zo,ty) la funcion ¢ verifica
Op < Ap+ (X, Vo) — ¢ (4.14)

ahora, como xy es un maximo local de ¢(-,ty) en M y ¢(x,0) < 0, tenemos que

y en consecuencia sobre dicho punto se verifica
0 <0 <Ap+(X,Vp) —e< —e

lo cual es una contradiccion, pues € > 0. Concluimos entonces que H(z,t) < 0 sobre

M x [0,7], lo cual nos da
oz, t) +tC. <0, Y(x,t) € M x[0,7]
lo que a su vez implica
u(z,t) < a+tet+e V(r,t) € M x|0,7]
de modo que haciendo e — 0, obtenemos
u(z,t) <o, Y(z,t) € M x[0,7]

Esto prueba el lema gracias a que 7 es arbitrario y puede tomar cualquier valor en
(0, 7). O

Nuestro objetivo es obtener un principio del maximo para la siguiente EDP:

o =Av+ (X, Vv) + F(v) + ¢ (4.15)
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para ello debemos introducir la nocién de sub-solucién:

DEFINICION 4.8 Decimos que una funcién diferenciable u : M x [0,T) — R es una
sub-solucion de la ecuacion (4.15) en (x,t) € M x [0,T") si

Owu(z,t) < Au(z,t) + (X, Vu)(z,t) + Fu(z,t)) + ¢¥(x,t)

Cuando u es una sub-solucién de (4.15) en todo punto de M x [0,T), simplemente serd

llamada sub-solucién.

Ahora ya contamos con todos los ingredientes necesarios para construir nuestra

version del principio del maximo.

PROPOSICION 4.9 (Principio del Mdzimo-segunda version) Seaw : M x [0,T) — R

una sub-solucién de (4.15). Supongamos que:

1. Existe una constante C' < oo tal que u(z,0) < C, para todo x € M

2. Para todo T € [0,T) existe una constante C; < oo tal que ¢ (z,t) < C; para todo
(x,t) € M x [0,7]

3. ¢ : R — R es la solucién del siguiente problema de valor inicial

¢ = F(¢)
¢(0) =C

entonces u(x,t) < ¢(t) para todo x € M y todo t € [0,T) donde ¢(t) existe.
Demostracion. De acuerdo con nuestras hipotesis, tenemos que

O(u—9¢) < Au—¢) + (X, V(u—9)) + ¢+ F(u) — F(¢)
(u—¢)(z,0) <0, Yo e M

Para todo 7 € [0,T') se verifica que M x [0, 7] es compacto, por lo tanto, si ¢(t) esta

bien definida en el intervalo [0, 7], existe una constante C, < oo que cumple

lu(z,t)| < Cr, V(z,t) € M x [0,7]
6(t)] < Cyr, VYt € [0,7]
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adicionalmente, gracias a que F' es una funciéon localmente Lipschitz, existe una cons-

tante L, < oo que satisface
[F(a) = F(b)] < Lrla = b], Va,be [-Cr, (]
entonces en M x [0, 7] tenemos
Oi(u—¢) < Alu— ) + (X, V(u—9)) + ¢ + Lru — ¢|
Consideremos ahora la funcion J : M x [0,7] — R dada por
J(w,t) = e (u— )(x,1)
esta nueva funcion satisface lo siguiente:

1. J(z,0) = (u—¢)(z,0) <0

2. En M x [0, 7] se verifica

O J = e 10,(u — @) — Lye P (u — ¢)

<e AW = @) + (X, V(u—0) + U+ Ly (Ju— ¢ = (u— )]
=AJ+ (X, VI)Y++ L, (|J| = J)

y en particular, en aquellos puntos (z,t) € M x [0, 7] donde J > 0 se tiene
OrJ < AT +(X,VJ) + 1
Por lo tanto el Lema 4.7 nos garantiza que J(z,t) < 0 en M x [0, 7], lo cual implica
u(z,t) < o(t), V(z,t) e M x[0,7]
asi, gracias a que T es arbitrario, se verifica el resultado deseado. O

Con este resultado en mano, ya es posible buscar condiciones que nos permitan
controlar la curvatura de las soluciones del flujo RG-2. En efecto, si en particular
g(t) : t € ]0,T) es una solucion del flujo RG-2, entonces la proposicion 4.9 nos permite

llegar al principal resultado de nuestro trabajo:
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TEOREMA 4.10 Sea g(t) : t € [0,T) una solucién del flujo RG-2 con T' < 0o en una
variedad diferenciable cerrada M con g(0) = go. Supongamos que existe una funcién

¢ : M x [0,T) — R que satisface las siguientes propiedades:

1. Para todo T € (0,T) existe una constante positiva C, tal que p(z,t) < C; para
todo (z,t) € M x [0, 7].

2. ¢i(|[VRm|* + |VVRm|*) < ¢ en M x [0,T)
Si para una constante positiva L € R, se verifica que
|Rm|(z,0) < L, Yz e M

entonces

[Rm|(z,t) < /(1)

para todo x € M y todo t € [0,T) donde la solucién ¢(t) del problema de valor inicial

¢ =ci(p+ ¢** + ¢°)
$(0) = L?

esté definida.

Demostracion. Puesto que ¢ verifica ¢;([VRm|* + [VVRm|?) < ¢ en M x [0,T),

tenemos

O Rm|* < A|Rm|* + c1(|[Rm)* + |Rm|* + |Rm|* + [VRm|* + [VVRm|*)
< AIRm|* + c1(|Rm|? + |Rm|> + |Rm|") + c1¢p

esto indica que \Rm\z es una sub-soluciéon de la ecuacion
0w = Av + ¢q(v + 32+ v?) + e

Por lo tanto, eligiendo
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el principio del maximo (Proposiciéon 4.9) nos garantiza que
[Rm[*(z,t) < ¢(t)

para todo x € M y todo t € [0,7) donde ¢(t) existe. O

OBSERVACION 4.11 La funcién ¢, del teorema 4.10, no necesariamente estd acotada
en M x [0,T).

4.4.1. Problema de valor inicial asociado al control de la cur-

vatura

Sig(t) : t €[0,7T) es una solucion del flujo RG-2 que satisface las condiciones del
teorema 4.10, entonces su curvatura estara dominada por la solucién del problema de

valor inicial

¢ =ci(p+¢** + ¢%)
$(0) = L?

En esta seccidon analizaremos las soluciones de este problema con el fin de identificar
sus propiedades basicas, y a través de ellas explorar el comportamiento de la curvatura

bajo el flujo RG-2.

La existencia y unicidad de soluciones de esta ecuacién diferencial ordinaria se
obtiene a través del teorema de Picard-Lindelof, sin embargo usando el método de

separacion de variables vemos que su solucién se expresa de manera implicita como

In(¢) — In(4¢ + 4/ + 4) — % arctan (%(2\/% + 1)) =ct+c (4.16)

donde

2 1
= In(L?) — In(4L% + 4L + 4) — — arcta <— 2L+1>
(&) Il( ) Il( ) \/g r n \/g( )

A través de la ecuacion (4.16) podemos obtener importante informacion sobre la solu-
cion ¢(t). En efecto, para que dicha expresion tenga sentido, ¢(t) debe ser una funcion
positiva, y como esta funciéon resuelve el problema de valor inicial, su derivada tam-
bién debe ser positiva. Esto indica que ¢(t) necesariamente es una funcién positiva

y creciente. Ahora, si consideramos al lado derecho de la ecuacién (4.16) como una
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funcién
W) = In(p) — In(4p + 41/ + 4) — 2 arctan <L(2\/E + 1))
' V3 V3

entonces, debido a la monotonia de In y arctan, se cumple que:

1. h(¢) esta definida en el intervalo (0, +00), es continua, negativa y estrictamente

creclente.

2. lmy o0 h(¢) =1In (3) —

$h

3. limy0 h(¢) = —o0

por tanto, en virtud de la identidad h(¢) = ¢1t + o, se deduce que el dominio de la

funcion ¢(t) es (—o00, tmaz), siendo

e (0(3) = 55 )
mazr +— n{—-)——&=-—-~¢
C1 4 \/§ 2

y adicionalmente

i, A0 = 00

Estos hallazgos, obtenidos tnicamente a partir de la ecuacion (4.16), se resumen en el

siguiente resultado:

PROPOSICION 4.12 Sea L € R es una constante positiva. El problema de valor inicial

¢ = ci(o+ 0" + %)
(0) = L*

tiene una unica solucion ¢(t) que satisface las siguientes propiedades:

1. ¢(t) es una funcion creciente y positiva en (—o0, tya.), donde

e =2 (0(3) - 75 )
mar — n{—-)——=-—-=¢
C1 4 \/§ 2

2 1
co = In(L?) — In(4L? + 4L + 4 ——arctan(— 2L—|—1)
2 = In(L) = In( )~ (2L +1)

2. limy ., () = 0o y limy, o P(t) =0
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De acuerdo con la proposicion 4.12; el dominio de la funcion ¢(t) esta determinada
por el valor del dato inicial, pues t,,,, depende de la constante cy, la que a su vez
depende del valor L. Por lo tanto podemos analizar al tiempo t,,,, como una funcién
de L con el fin de conocer la influencia del dato inicial en el comportamiento de ¢(t).

En efecto, si escribimos

tmaz (L) = cil {ln (i) — % —In(L?) + In(4L? + 4L + 4) + % arctan (%(M + 1))}
entonces desde este punto de vista es facil verificar que, para cualquier ¢; > 0, el tiempo
tmaz(L) es una funcion positiva y decreciente, la cual satisface limy, o tpa(L) = 00 ¥
limy o0 timaz (L) = 0. Esto implica que mientras mas pequeno sea el dato inicial L,
mayor seré el tiempo durante el cual la funcién ¢(t) este definida, y reciprocamente,
mientras mayor sea el valor de L, menor sera el tiempo durante el cual ¢(t) exista.
Usando la ecuacion (4.16) podemos calcular numéricamente la funcion ¢(t) y el tiempo

tmaz (L) para corroborar lo que hemos descubierto:

0 0.01 0.02 0.03 0.04 0.05 0.06 0.07 0.08 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9
tiempo dato inicial L

(a) funcion ¢(¢) (b) tiempo tymq, como funcion del dato inicial L

Figura 4.1: Solucién del problema de valor inicial

Estas propiedades tienen importantes repercusiones en el anélisis de aquellas solu-

ciones del flujo RG-2 que verifican las hipotesis del teorema 4.10:

1. Cuanto més pequena sea la curvatura de la métrica inicial, mayor seré el tiempo
durante el cual ¢(¢) domine a la curvatura de la solucion del flujo; y reciproca-
mente, cuanto més grande sea la curvatura de la métrica inicial, menor sera el

tiempo que ¢(t) acote a la curvatura de dicha solucion.
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2. Si la solucion del flujo es g(t) 1t € [0,T), ¥ timae < T, entonces

lim |Rm|> < lim ¢(t) = oo

t—tmazx t—tmax

esto muestra que la curvatura de la métrica ¢(t) eventualmente podria desarro-
llar singularidades de curvatura en tiempo finito, atin cuando la curvatura de la

métrica inicial este acotada.
Este tipo de comportamiento motiva las siguientes preguntas:

e ;Existen variedades Riemannianas donde se cumplan las hipotesis del teorema
4.107

e ;Tales variedades efectivamente desarrollan singularidades de curvatura bajo el
flujo RG-27

e ;Cuan grande podria ser la diferencia entre el tiempo en el que la curvatura es

controlada y el tiempo en que la solucién existe?

Daremos respuesta a estas preguntas en las siguientes secciones.

4.4.2. Evolucién en geometrias de curvatura seccional constan-

te

Aunque las condiciones del teorema 4.10 parezcan ser restrictivas, en esta seccidon
mostraremos que ellas son facilmente satisfechas en variedades Riemannianas con cur-
vatura seccional constante, las cuales, como vimos en la secciéon 4.2.3, desarrollan sin-
gularidades de curvatura bajo el fluyjo RG-2 dependiendo del valor de su curvatura

seccional K.

En efecto, si (M, g) es una variedad Riemanniana con curvatura seccional K € R,

entonces la solucion g(t) : ¢t € [0,T) del flujo RG-2 con ¢(0) = g es
9i5(t) = f(t)3i

donde f : R — R es la funciéon definida de forma implicita por la ecuacion (4.11).
Ahora, como los componentes en coordenadas locales de métrica inversa g~'(¢) deben

verificar la identidad gix(t)g* (t) = 67, necesariamente



esto hace que los simbolos de Christoffel de las métricas ¢(t) y ¢ coincidan

kl(t)

Tk () = gT(aigﬂ(t) + 0;ga(t) — Oigi;(t))

- %g“(ﬂt)aﬁgﬂ + F(O050 — [(B)dGs) = T,

y en consecuencia, tanto la conexion de Levi-Civita como los tensores de curvatura de

las métricas ¢(t) y ¢ son iguales

V=V
R = [zl.jk

ijk )

a su vez, esto implica que el tensor de curvatura de Riemann de la métrica g(t) se

defina por
Riju(t) = gmi(t) Rij(t) = f(t>.§~7mtRZ'Lk = f(t)Rijkl

y que sus primeras derivadas covariantes sean nulas gracias a la compatibilidad de la
métrica

ViRijii = f() Vi Riji = fF(O) KV (Gadix — Gixdji) = 0

por lo tanto, el tensor Rm(t) de la solucion ¢(t) verifica
a(|[VRm|* + |[VVRm[*) = 0
Asi, puesto que el escalar de Kretschmann de la métrica inicial § es constante, eligiendo
p=0
-2
L* = ‘Rm) =2K?n(n —1)
vemos que la métrica g(t) satisface todas las condiciones del teorema 4.10, y con ello
|Rm[*(z,t) < ¢(t) (4.17)

para todo x € M y todo t € [0,7T") donde ¢ existe.

Calculando el escalar de Kretschmann de la métrica g(t)

N B Rijkl 1 5
|Rm|2 = RijklR”kl = f(t)Rijkl— =

1 g 2 _ 2K?n(n —1)
7P = FaE "

f)?
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podemos expresar (4.17) de la siguiente manera:

2K?n(n —1)

|Rm|”(x,t) = IO

< ¢(1) (4.18)
Gracias a que esta desigualdad depende tnicamente de las funciones f(t) y ¢(t), las
cuales conocemos de forma implicita, podemos calcular numéricamente estas funcio-
nes para realizar varios experimentos que nos permitirdn confirmar la validez de la
desigualdad (4.18) en distintos escenarios, asi como también investigar la diferencia
entre los periodos de tiempo durante los cuales la solucion ¢(t) existe y su curvatura

es dominada por ¢(t).

4.4.3. Geometrias con curvatura seccional constante K > 0

Si bien los valores que toman los funciones f(t) y ¢(t) estan influenciados por
las constantes K, «, ¢; y n = dim(M), la forma de las curvas que estas funciones
determinan en el plano cartesiano es la misma sin importar los valores positivos que
tomen dichas constantes. Bajo este contexto, haciendo distintas elecciones de valores
para K, ¢, a« y n = dim(M ), podremos constatar numéricamente la validez del teorema
4.10 en diversas situaciones. Ahora, dado que el valor de la constante a no depende
de las propiedades de M, sino de la renormalizacion del Modelo Sigma no lineal, por
simplicidad asumiremos que o = 1, para de ese modo trabajar con constantes que

dependen tnicamente de la geometria de M.

Analisis 1

Para este experimento supondremos inicialmente que la dimension de M es n = 5,
que K =2y c; = 1. Con esto calcularemos los tiempos t,,,, v 1" durante los cuales
existen, respectivamente, la funcion de control ¢(t) y la solucion ¢(t). Hecho eso, mos-
traremos en el plano cartesiano las curvas que determinan el escalar de Kretschmann
|Rm|* = % y la funcion de control ¢(t) con el fin de verificar que se cumple la
desigualdad (4.18). Los datos que hemos elegido no tienen nada en especial, simple-
mente nos van a proveer un ejemplo con el cual podamos observar el cumplimiento del

teorema 4.10. Para este caso tenemos

tmaz =~ 0,0059 < 0,0192 = T°
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como limy ;. P(t) =0y h'mt_)T\Rm\2 = 00, esto indica que la funcion de control ¢(t)
tiende al infinito méas rapido que el escalar de Kretschmann, de modo que la curvatura
no podria ser controlada a lo largo de todo flujo, sino tnicamente durante un corto
periodo de tiempo. La grafica de las curvas que ¢(t) y |Rm|* determinan en el plano

cartesiano, confirman este hallazgo:

2000

1800 -

control
1600 Kretschmann

1400} /
1200}
1000 /

800} /
600 /
400F _

200 _____———

tiempo x107°

Figura 4.2: Experimento 1

Ahora tomaremos este resultado como punto de referencia para identificar los cam-
bios en el control de la curvatura, originados por variaciones en los valores de las

constantes K, ci, y n.

Analisis 2

A medida que la dimensién de M aumenta, los componentes en coordenadas locales
de cualquier campo de tensores debe aumentar, de modo que se esperaria que el valor

de la constante ¢; sea mayor en dimensiones grandes. Puesto que

e =2 (n(3) - 75 -2)
mar — n{—-)——=-—-=¢
C1 4 \/§ 2

esto implicaria que la curvatura esté controlada por un periodo de tiempo atn més

corto. Por ejemplo si tomamos n =5, K =2y ¢; = 7, entonces

tmaz = 8,4596 x 1074 < 0,0192 ~ T

Respecto al anélisis 1, en la siguiente tabla podemos observar como el tiempo de

control de la curvatura se reduce cuando la constante ¢; aumenta:
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&1 t77zcza: T
analisis 1 | 1 | 0,0059 0,0192
analisis 2 | 7 | 0,00084596 | 0,0192

Cuadro 4.1: Cambios en el tiempo de control de curvatura por variaciones de ¢;

El siguiente grafico muestra como cambia ¢(t) por el incremento de la constante ¢y,

y que la desigualdad (4.18) se satisface:

2000

1800

control c1=1
Kretschmann
contro ¢1=7

1600 -

1400
1200F |

1000

tiempo x1 0'3

Figura 4.3: Variaciones en ¢;

Esto muestra que entre mejor acotemos la ecuacion de evolucion del escalar de
Kretschmann (proposicion 4.5), tendremos un mayor control de la curvatura de la

solucion g(t).

Analisis 3
Si observamos a los tiempos t,,,. v T como funciones de la curvatura seccional K

1 . o) aK
2K(n—1) 4(n—1) |2+ aK

1
tmaz (K) :Cil (m G) — % —In (2K*n(n — 1)) +1n <8K2n(n —1)) 4+ 4V/2K2%n(n — 1) + 4))

+ 2 (e (LoymmeT 1))

entonces, para todon > 2, a > 0y ¢; > 0 se cumple que:

T(K) =

!

e T(K) ¥ tme:(K) son funciones decrecientes.
o limy ,0T(K)=00ylimg .. T(K)=0
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L lme_)o tma:c(K) =Xy h/n,lK—>oo tma:c(K> =0

Por ejemplo, para n = 5y ¢; = a = 1, las funciones t,,,,.(K) y T(K) determinan las

siguientes curvas en el plano cartesiano:

051
04
0.3+
0.2+

0.1

1
0.5 1 1.5 2 25 3
curvatura K

Figura 4.4: Tiempos t,,,, y T como funciones de la curvatura K

Esto indica que mientras mas pequena sea la curvatura inicial K, mayores serén los
periodos de tiempo durante los cuales la solucion g(t) esta definida y la funciéon ¢(t)
domine su curvatura. Asi mismo, si la curvatura K es grande, tanto la existencia de la

solucion como el control de su curvatura deben darse por un lapso de tiempo menor.

En la siguiente tabla podemos observar como varfan los tiempos ¢,,., v T', respecto

al analisis 1, cuando reducimos o aumentamos el valor de la curvatura seccional K:

K tmam T
anélisis 1 | 2 0,0059 0,0192

0,2 | 0,3552 0,4751
anélisis 3

15 | 0,00011033 | 0,00051064

Cuadro 4.2: Cambios en el tiempo de control de la curvatura por variaciones en la
curvatura inicial K

Las curvas que el escalar de Kretschmann y la funcién de control ¢(¢) determinan
en el plano cartesiano verifican la desigualdad (4.18), tanto en el aumento como en la

reduccion del valor de K:
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20 T T T T T T T 1.9 T T T T T
/
181 control | 1 1.8 /' control 1
Kretschmann [ Kretschmann
] .l / ]
/
1 1.6} ]
/
1 150 / ]
/
J 14} / J
/

E 130 / ]

] 121 4

7 11r 4

J 1k J

0 L L L L L L L 09 / L L L L L
0 0.05 0.1 0.15 0.2 0.25 0.3 0.35 0.4 0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 1.2
tiempo tiempo x10™
(a) K=0.2 (b) K=15

Figura 4.5: Variaciones en la curvatura seccional K > 0

Analisis 4

Si esta vez consideramos a los tiempos t,,,, y T como funciones de la dimension n,
es facil ver que estas son decrecientes para cualquier valor de K, ¢, a > 0. Por ejemplo,
para K =2y ¢; = a = 1, los tiempos t,4.(n) y T (n) determinan las siguientes curvas

en el plano cartesiano:

2 4 6 8 10 12 14 16 18 20
dimesi6n n

Figura 4.6: Tiempos t,,,, y T como funciones de n = dim(M)

Esto indica que mientras mas grande sea la dimension de la variedad Riemanniana
M, menor sera el tiempo durante el cual exista la solucion ¢(t) y su curvatura sea
controlada. En efecto, en la siguiente tabla podemos observar como se modifican los

tiempos t,q. v T, respecto al anélisis 1, debido a los cambios en dim(M):
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n | tmaz T
analisis 1 0,0059 | 0,0192

3 10,0189 | 0,0348
analisis 4

10 | 0,0014 | 0,0085

Cuadro 4.3: Cambios en el tiempo de control de la curvatura por variaciones en
dim(M) =n

Respecto a las variaciones en la dimension de M, el escalar de Kretschmann y la

funcion de control ¢(t) verifican la desigualdad (4.18) satisfactoriamente:

180
160
140

120

Analisis 5: La 3-esfera

40
0

control
Kretschmann

I
0.005

.
0.01
tiempo

(a) n=3

I
0.015

0.02

2000

1800 -

1600 -

1400 -

1200 -

1000 -

600

control
Kretschmann

I I I
0.2 0.4 0.6

(b)

Figura 4.7: Variaciones en dim(M)

.
0.8
tiempo

n=10

Hasta el momento, iinicamente hemos realizado experimentos numéricos sin definir

de forma explicita a la variedad M, lo cual nos ha llevado a elegir arbitrariamente los

valores de las constantes K, ¢; y n. Ahora con el fin de obtener una visiéon mas realista

del teorema 4.10 tomaremos M como la 3-esfera de radio r > 0

provista de la métrica

M={zeR": |z| =71}

g=r’ [dw ® dw + sin®(w) (d@ ® df + sin®*(0)dy ® dw)] con 0<w, <7y 0<y <2
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Para esta variedad Riemanniana la curvatura seccional es constante y positiva

1
K - —2
r
mientras que su escalar Kretschmann es
~ 2 12
Rm| = 3
r

Con esto, gracias a que ¢(t) = f(t)g es la solucion del fluyjo RG-2 con ¢(0) = g, la
desigualdad (4.13) se reduce a

O |Rm|* < er(|[Rm|” + |Rm|® + |Rm[") (4.19)
donde
\Rm\2($,t) + ]Rm]?’(z,t) + ]Rm]4(x,t) = f(i)221”4 + }?ﬁ + f(lté)liB
O, Rm?(z,t) = f(?)irﬁ + f(j)g‘lrs
para alguna constante positiva ¢; € R. Ahora, debido a que |Rm|2 = % es una
funcion estrictamente positiva, es claro que tomando ¢; = 3 la desigualdad (4.19)

efectivamente se cumple. Entonces, si elegimos K = %2, cp = 3y n =3, podemos

constatar la validez del teorema 4.10 para distintos valores de r:

T T T 2000 T T T T T T T T
——control / 180 |
18F | ——Kretschmann| ~/ control / —— control |
/ — Kretschmann / 160 — Kretschmann “

140
1500

8 /
1000 / /

/ ]

2

. . . 500 . . . . . 0 . . . .
0 005 01 0.15 02 0 1 2 3 4 5 6 0 0.005 001 0015 0.02 0.025

tiempo tiempo X0 tiempo

(a) r=2 (b)r:% (c)r=1

Figura 4.8: Control de la curvatura en la 3-esfera
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4.4.4. Geometrias con curvatura seccional constante K < 0

Como vimos en la seccion 4.2.3, cuando K < 0, el flujo RG-2 desarrollara singu-
laridades de curvatura dependiendo de si [K| > 2 o |K| < 2. Por ello realizaremos
experimentos numéricos que nos permitan explorar cada una estas situaciones. Nueva-
mente asumiremos que o = 1 es para trabajar con constantes que dependan tinicamente

de la geometria de la variedad M.

Analisis 6

El comportamiento de las soluciones del flujo RG-2 en variedades de curvatura
seccional constante negativa tales que |K| > %, es andlogo al comportamiento de las
soluciones en variedades de curvatura seccional constante positiva, y en ambos casos
se presentan singularidades de curvatura (ver [10]). Adicionalmente, si observamos
las ecuaciones que definen a los tiempos t,,.. v T, es facil ver que, para este caso,
sus propiedades y comportamiento como funciones de dim(M) y ¢; es igual al visto
en geometrias con curvatura seccional constante positiva. Debido a esto, siempre que
|K| > 2, para cualquier valor de dim(M) = n'y ¢y, las funciones ¢(t) y | Rm/|? mostraran
el mismo comportamiento que observamos en los experimentos 2 y 4. Por este motivo, y
para evitar redundancias, no presentaremos los resultados numéricos concernientes a los

cambios en el control de la curvatura ocasionados por variaciones de dichas constantes.

Ahora, para ver los cambios en el control de la curvatura producida por variaciones
en la curvatura seccional, si interpretamos a los tiempos t,,.. v 1" como funciones de

K, entonces:

1. T(K) ¥ tmaz(K) son funciones crecientes.
2. limg , o T(K)=0ylimg , o tpae(K) =0

3. limy , 2 T(K) =00

por ejemplo, para ¢; = a = 1y n =5, los tiempos T(K) y tpa:(K) pueden verse de la

siguiente manera:
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Figura 4.9: Tiempo en funcién de la curvatura en K € (—oo, —2)
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Esto indica que cuanto mas grande sea el valor de | K|, menores serén los periodos

de tiempo durante el cual ¢(¢) domine al escalar de Kretschmann de una solucion del

flujo RG-2; y asi mismo, mientras mas préximo sea el valor de K a —%, mayor seré el

tiempo de control de control de la curvatura. En efecto, si suponemos que la dimension

de M esn =5y c; =1, entonces en la siguiente tabla podemos ver como cambian

tmaz ¥ T debido a cambios en la curvatura seccional K:

K | thae T
-3 | 0.0027 0.027
-10 | 2,4735 x 107* | 0.0014

Cuadro 4.4: Cambios en el tiempo de control de control de curvatura por variaciones

de — K

En el siguiente grafico podemos observar como la desigualdad (4.18) es satisfecha

por ¢(t) y |Rm|* para los valores de K elegidos:

2000

1800 -
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Kretschmann

"‘r‘
1600 /

1400

1200

1000 -

800

600 -

400

200 L L
0 15 2
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. 1
0.5 1

(a) K=-3

L
25 3

08

06

x10

control

04—

0.2
0

Kretschmann /

tiempo

(b) K—-10

Figura 4.10: Variaciones de la curvatura seccional K € (—oo, —%)
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Analisis 7

Cuando | K| < %, como vimos en la seccion 4.2.3, el escalar de Kretschmann de la so-
lucion del flujo RG-2 es decreciente, esté definido en [0, 00) y satisface limy_,o| Rm(t)[* =
0. Entonces, como la funcion de control ¢(t) es creciente y verifica ¢(0) = |Rm(0)|,

claramente se cumple la desigualdad
[Rm(t) < [Rm(0)]” < (1)

en [0, t,4.). Por ejemplo, si tomamos K = —1,n =5y ¢; = 1, las curvas determinadas

por las funciones ¢(t) y |Rm|” son

200

control
Kretschmann

160 //

140+ /

120 /
100F
80|

60f /
/
-

180

40

20 . . . .
0 0.005 0.01 0.015 0.02 0.025

tiempo

Figura 4.11: Control de la curvatura con K = -1, ¢ =1yn =25

Para este caso, dado que |Rm(t)|* esta acotado por la constante |Rm(0)]*> € R,
resulta irrelevante identificar aquellas situaciones que hacen que el tiempo t,,,, aumente

o disminuya de valor.

Analisis 8: El modelo de bola de Poincaré

Para tener una nocién mas realista de lo que sucede en geometrias de curvatura
seccional negativa, tomemos M como la bola de Poincaré de radio r >, la cual se define
como

M={zeR: |z| <1}

provista de la métrica

4t

W(dxl ® dr' + d2® ® do* + dr® ® da®)
r? — |z
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El modelo de Bola de Poincaré es una variedad Riemanniana cuya curvatura seccional
es constante y negativa
1

K:—ﬁ

y al igual que en el caso de las 3-esfera, el escalar de Kretschmann para esta métrica es
‘ ~ ‘2 12

Rm| = —
4

de modo que la solucion g(t) = f(t)g del flujo RG-2 con ¢(0) = g satisface

9)|Rm|* < er(|[Rm|* + |Rm|* + |Rm|") (4.20)
donde
12 124/12 144
Rm|*(z,t) + |Rm*(z,t) + |Rm|*(x,t) =
| m| (:E ) | m| (‘T )+| m| (I ) f(t)2’l"4 + f(t)37“6 + f(t)4’f‘8
96 48
O,Rm?(x,t) = +
N O O
C1 = 3
Entonces, si elegimos K = —%2, c1 = 3y n = 3, podemos constatar la validez del
teorema 4.10 para distintos valores de 7:
200 T T T T 1900 /
180F | 1 | /
e i / e
/ 1700+ /
140} / 1 //
1200 /s' 1600 /
100} /f'/ 4 1500 - //
8oy / i 1400 F /
i / | 1300%
401 - i
20} 7/////// | 1200
00 0.605 0.61 0.615 0.62 0.025 11000 1‘ é 3
tiempo tiempo X 10"
(a) r=1 (b) r =~

V10

Figura 4.12: Control de la curvatura en el modelo de bola de Poincaré

La importancia del Principio del Méaximo radica en que nos ayuda a comprender
el comportamiento de la soluciéon de una ecuacion diferencial aunque no podamos co-
nocerla de manera analitica. En ese sentido, gracias a que conocemos explicitamente

las soluciones del flujo RG-2 en variedades Riemannianas con curvatura seccional cons-
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tante, los experimentos numéricos que hemos realizados nos han permitido obtener
evidencia de la eficacia del teorema 4.10. Estos resultados, tanto analiticos como nu-
méricos, nos proveen indicios de que en general si es posible acotar la curvatura de
cualquier solucion del flujo RG-2 | lo cual nos motiva a trabajar en futuras investiga-

ciones en posibles generalizaciones del teorema 4.10.

4.5. Evolucién de la curvatura escalar y la entropia

de Hamilton

Dado que el escalar de curvatura de Ricci es menos complejo que el escalar de
Kretschmann, en principio podriamos pensar que analizar su evolucién nos permitiria
conocer los efectos del flujo RG-2 en la geometria de M de una manera mas simple,
sin embargo eso no es del todo cierto. Si hacemos la sustitucion h;; = —2R;; — 5 Reny;

en el Lema 3.5 vemos que el escalar de curvatura evoluciona de la siguiente manera:

PROPOSICION 4.13 Sig(t):t € [0,T) es una solucién del Flujo RG-2, entonces

O.R = AR + 2|Ric|® + %(A|Rm|2 + (Ren, Ric) — V'V’ Ren;;) (4.21)

En esta ecuacion de evolucion, la presencia de los términos precedidos por 5 y \Ric\z
dificultan aplicar el principio del méximo sin algin conocimiento previo de tales esca-
lares o sin introducir hipotesis adicionales. Sin embargo, haciendo uso de determinadas
funciones, como las entropias de Hamilton y Perelman, es posible extraer informacion
util del comportamiento de la curvatura escalar bajo el flujo, e incluso abordar aplica-
ciones en fisica teorica (ver [3],[2],[25]). En esta seccién haremos un breve estudio de

la evolucién de la entropia de Hamilton bajo el flujo RG-2.

4.5.1. Entropia de Hamilton

En el estudio del flujo de Ricci sobre superficies compactas, Hamilton [14| probo
que si la curvatura escalar R(t) de la solucion del flujo Ricci es positiva, entonces esta
acotada superiormente. Para hacer eso, uno de los pasos claves en la demostracion de

Hamilton fue introducir el siguiente funcién de entropia:

N:/ Rlog(R)du
M
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y demostrar que N es no-creciente bajo el flujo de Ricci, es decir dg—tB < 0. Para el

caso del flujo RG-2 normalizado (una modificacion del fluyjo RG-2 original disenada
para el estudio de superficies cerradas) dicho resultado de monotonia fue extendido

por Branding [4] introduciendo una modificacién a la entropia de Hamilton:

Np = /M <R10g(R) + %RQ) du

En dicho trabajo los célculos realizados para obtener % son bastante simples debido

a que cuando dim(M) = 2, la ecuacion de evolucion del escalar de curvatura bajo el

flujo RG-2 se reduce a
2 o 2
O,R = (1+aR)AR + o|VR|* + (1 + 53) R

Ahora, extender tales calculos para el flujo RG-2, en su forma original y sobre variedades
Riemannianas cerradas de dimensiéon n > 2, no es sencillo debido a la gran complejidad
que implica hacer célculos con la ecuacion (4.21). Por ejemplo para dim(M) = 3 hemos

calculado la siguiente ecuaciéon de evolucion:

PROPOSICION 4.14 Sea (M, §) una variedad Riemanniana de dimensiéon n = 3. Si

g(t) :t €1]0,T) es una solucioén del Flujo RG-2 con g(0) = g, entonces

1
8:R =AR + 2(1 + aR)|Ric|* + o (A\R@F — Ry R*RY — §R3>

— a(Ry;V'V'R + RV'V/R;; + 2V'RV/R;;)
— a(Ryx V'V RY + RIN'NI Ry + V' Ry, NV RY + V' REVI Ry

Demostracion. Como dim (M) = 3, los componentes en coordenadas locales del tensor

de curvatura de Riemann se puede expresar como

R
Rz’jkl = gleik - gijil + gin Ry — gilek - E(gikgjl - gilgjk)

de este hecho se deducen las siguientes identidades:

Ren; = RygmRE™ = 2RR;; — 2Ry R + (2| Ric|” — R?)gy;
|Rm|* = 4|Ric|* — R?

en consecuencia
A|Rm|* = 4A|Ric|> — 2RAR — 2|VR)?
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(Ren, Ric) = AR|Ric|” — R® — 2R, RE R
mientras que

ViV’ Ren;; =2A|Ric|> — 2RAR — 2|VR|?
+2(Ry; V'V R + RV'V'R;; + 2V'RV/ R;;)
+ 2Ry, V'V RY + RIV'VI Ry, + V' Ry V' R} + V'RV’ Ry

reemplazando estas expresiones en la ecuacion (4.21) se verifica la identidad deseada.
O

Introducir el resultado de esta proposicion en el calculo de la derivada de la entropia
Np nos obliga a manipular ecuaciones con un gran numero de términos y no siempre

es posible determinar su signo.

A pesar de estas dificultades, en geometrias simples, como variedades Riemannianas
cerradas con curvatura seccional constante y positiva, sin importar su dimension, es
bastante facil calcular la evoluciéon de la entropia Np bajo el flujo RG-2. De hecho

hemos obtenido el siguiente resultado:

PROPOSICION 4.15 Sea (M, g) es una variedad Riemanniana cerrada con curvatura
seccional constante K > 0 y dimensiéon n > 1. Si g(t) : t € [0,7T) es una solucién del
flujo RG-2 con ¢(0) = g, entonces

d R*Vol(M) ( aK

e = S (14 2 (2 (0= 2)log(R) - ol - )R

donde Vol(M) = [,, du es el volumen de la variedad M.

Demostracion. La curvatura escalar de la solucion g(t) : ¢t € [0, T) esta dada por

_ Kn(n—1)

B ==

>0

donde ¢ : R — R esta determinada por la ecuacion (4.11). En consecuencia, bajo el

flujo RG-2 el escalar de curvatura evoluciona de acuerdo con

_ 2K?n(n—1)? aK \ _ 2k(n —1) akK
O O*dm0) 0 @*daw)3>0

Adicionalmente, haciendo la sustitucion h;; = —2R;; — 5 Ren;; en el lema 3.5, vemos
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que la forma de volumen du evoluciona bajo el flujo RG-2 de la siguiente manera:

K*n(n—1
ath:—<R+%|Rm|2> d;z:—(RJrg n(n ))dﬂ

2 ¢(t)?
- _ (R+;¢—€;R)du:—l%<1+;¢—[(;)du

Con esto, gracias a que la curvatura escalar no depende de = € M, bajo el flujo RG-2

el funcional de entropia Npg verifica

dNp _ /M 0, (R+ Rlog(R) + S B dy - / (Rlog(R) + SR?) (R+ Z|Rml*) di

dt y 1
:%RVOZ(M) <1 + QC;—E)) (1 +1og(R) + %R)
~ RV ol(M) <1 + 20;—[(;) <log(R) + %R)
=) (14 g5 ) |2 (L tout) + S ) - & (1oa(r) + § )|
—RVol(M) (1 + ;d)—i)) {% (1 +log(R) + %R) "R (1og(R) + %R)]
:RQVZZ(M) <1 + 2‘;@) (2= (n— 2)10g(R) — a(n — 4)R)

]

Como la curvatura escalar R(t) y la funcion ¢(t) son positivas en el intervalo [0,7),

_ 1 a aK : 2 ;2 4
con T' = 5 ICERaTCsY: ln’ s K‘, de esta ecuacion de evolucion es facil notar que el

signo de la derivada %N p esta determinado por el signo del término
E(t) :=2—(n—2)log(R(t)) — a(n — 4)R(¢)

dicho eso, es claro que la entropia Np no necesariamente es una funciéon mondétona
creciente o decreciente en su dominio, pues dependiendo de los valores de la dimensién
n, la curvatura K y la constante de acople a, la funcién E(t) puede tener distintos
signos en [0,T). Por ejemplo, para n = 20 y o = 3, la funcion E(t) es estrictamente
negativa cuando K = 10, mientras que si K = 107, es positiva en [0,7) y negativa
en [t,T), para cierto £ € [0,T). Podemos ver esto de mejor manera en las siguientes

graficas:
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Figura 4.13: Signo de %NB paran =20y a =

Estos hallazgos nos muestran que la evoluciéon de la funcién de entropia Np bajo

el flujo RG-2 no tiene, en general, un signo determinado. Sin embargo, a pesar de
estos hechos, existe un caso particular en el que la entropia es estrictamente monotona

creciente sin importar el valor de la curvatura seccional y la constante de acople:

COROLARIO 4.16 Sea (M, g) es una variedad Riemanniana cerrada con curvatura
seccional constante K > 0. Supongamos que g(t) : t € [0,T) es una solucién del flujo
RG-2 con ¢g(0) = g. Si n = 2, entonces el funcional de entropia Np es estrictamente

creciente bajo el flujo RG-2.

Demostracion. Tenemos que E(t) = 2+ 2aR(t) > 0 en [0,7), lo cual implica

d
—N
i >0

]

Como ya lo mencionamos, en el estudio del flujo de Ricci, analizar el comportamien-
to de las funciones de entropia es una de las técnicas que permiten obtener cotas para el
escalar de curvatura de sus soluciones; sin embargo, para el caso del flujo RG-2, exten-
der esta técnica para variedades Riemannianas méas generales resulta complicado, pues
la entropia de Hamilton no siempre es mondtona bajo este flujo. Es posible que utili-
zando otras funciones de entropia, o introduciendo nuevas modificaciones a la entropia

de Hamilton, se pueda llegar a resultados mas satisfactorios en futuras investigaciones.
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Capitulo 5
Conclusiones

A lo largo del capitulo 4 hemos estudiado el flujo RG-2 en su generalidad con el
objetivo de obtener una vision menos limitada de la naturaleza de este flujo geométrico.
De este modo, més all& de los resultados concernientes a la existencia de soluciones para
este flujo geométrico, hemos hecho un aporte al entendimiento del comportamiento de

la curvatura bajo el flujo RG-2. En concreto, hemos obtenido los siguientes resultados:

1. Mostramos que la evoluciéon del tensor de curvatura de Riemann y el escalar de
Kretschmann, bajo el flujo RG-2, esté gobernada por ecuaciones de tipo reaccion-
difusion (Proposiciones 4.4, 4.5 y 4.6). Dichas ecuaciones son validas para varie-

dades Riemannianas de cualquier dimension.

2. Gracias a que el valor del escalar de Kretschmann se calcula empleando todos los
componentes del tensor de Riemann, y su valor no depende del sistema de coorde-
nadas locales elegido, esta funcién nos permite analizar el comportamiento de la
curvatura sin ninguna ambigiiedad. En ese sentido, con el fin de encontrar cotas
para la curvatura de las soluciones del flujo RG-2, el hecho de que la evolucion del
escalar de Kretschmann esté descrita por una ecuacion de tipo reaccién-difusion
nos motivo a introducir una nueva version del Principio del Méximo (Lema 4.7

y Proposicion 4.9).

3. Empleando el Principio del Maximo antes mencionado, encontramos condiciones
bajo las cuales es posible acotar el escalar de Kretschmann de una solucion del
flujo RG-2 (Teorema 4.10).

4. En la seccion 4.4.2 mostramos que las hipotesis del teorema 4.10 se cumplen

en geometrias de curvatura seccional constante. Adicionalmente, gracias a que
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en este tipo de variedades Riemannianas las soluciones del flujo RG-2 se cono-
cen analiticamente, se verificd la validez del teorema 4.10 a través los calculos

numéricos realizados en las secciones 4.4.3. y 4.4.4.

5. Para geometrias con curvatura seccional constante positiva obtuvimos la ecua-
cion de evolucion de entropia de Hamilton bajo el flujo RG-2 (Proposicion 4.15).
Los célculos numéricos de dicha ecuacion de evoluciéon muestran que no tiene un
signo definido, y eso nos permite inferir que, en general, para variedades Rieman-
nianas cerradas de cualquier dimensién, la funciéon de entropia de Hamilton no
es mondtona bajo el flujo RG-2. Este resultado nos sugiere usar otras funciones
de entropia, u otros métodos, para buscar cotas para el escalar de curvatura de

Ricci.

Si bien el aporte realizado nos ha permitido conocer los efectos del flujo RG-2 sobre
la curvatura, el conocimiento generado atn es limitado y se deben hacer avances. En
el contexto de la geometria Riemanniana, fundamentalmente se deben relajar las hi-
potesis del teorema 4.10. como un primer paso hacia la demostracion rigurosa de la
existencia de las singularidades del flujo RG-2, y una vez hecho eso, extender la técnica
de cirugia de Perelman para el tratamiento de dichas singularidades. Adicionalmente,
el uso riguroso del Flujo RG-2 en fisica tedrica exige también analizar la existencia
de soluciones en variedades Riemannianas no compactas y variedades Lorentzianas, asi
como también el comportamiento de la curvatura de tales soluciones. Esperamos atacar

estos problemas en futuros trabajos.

Por otra parte, debido a que el flujo RG-2 tiene también un significado propio en la
Teoria de Cuerdas, ciertos aspectos de esa teoria pueden brindar una nocién intuitiva
sobre lo que se espera de este flujo geométrico, y con eso guiar su estudio riguroso en
la matematica. En ese sentido trabajar en la interpretacion fisica de las funciones de
entropia para la curvatura, o relacionar las singularidades del flujo con singularidades
de espaciotiempo, pueden convertirse en poderosas herramientas a la hora de atacar los
problemas antes mencionados. Esto motiva a investigar el flujo RG-2 en si mismo, no
solo desde la matematica, sino también desde la fisica. Dicho eso, esperamos también

colaborar en esta tarea con investigadores del area de fisica tedrica de altas energias.
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