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Notaciones

R
n Espacio de dimensión n de números reales

IC Función indicatriz de un conjunto C.

C̄ Clausura de C.

int C Interior del conjunto C.

Ω Un dominio Lipschitz acotado en R
2.

Γ Frontera de Ω.

(·, ·) El producto interno de L2(Ω).

X∗ Espacio dual de X.

B(u, ρ) Bola abierta de radio ρ con centro en u.

〈·, ·〉X∗,X Evaluación de un elemento de X∗ en un punto de X.

|| · ||X∗ Norma del espacio dual de X∗.

F′
G(x) Derivada de Gâteaux de la función F en el punto x.

Υp(u) Cuasinorma de L
1
p .

Υp,γ(u) Regularización de Huber de la cuasinorma de L
1
p con parámetro γ >> 1.

PC Función de proyección sobre un conjunto convexo cerrado C.
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Resumen

El objetivo del presente trabajo es el de obtener una estimación del error genera-

do al aproximar por el método de elementos finitos, un problema de control óptimo

del tipo elíptico, cuyo funcional de costo posee un término no convexo. Dicho tér-

mino regulariza localmente la cuasinorma Lq (con q ∈ (0, 1)). Nuestro estudio se

fundamenta en la obtención del sistema de optimalidad, mediante la formulación

del funcional de costo como diferencia de funciones convexas (DC), interviniendo

para esta formulación una penalización de la norma L1.

Para la aproximación por el método de elementos finitos consideramos el espacio

de las funciones continuas lineales a trozos para la discretización de la ecuación de

la estado, y el espacio de las funciones constantes a trozos para la aproximación de

los controles. Con lo cual, bajo ciertas condiciones establecidas para los parámetros

de regularización del problema, obtenemos que la convergencia de nuestra aproxi-

mación puede alcanzar un orden lineal dependiente del parámetro de la malla.

Finalmente, se ilustrará los resultados teóricos obtenidos con experimentos nu-

méricos.

Palabras claves: problema de control óptimo elíptico, no convexidad, diferencia

de funciones convexas, método de elementos finitos, estimación de errores.
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Abstract

The purpose of this study is deriving an estimation of the error generated by

the approximation, by the finite element method, an optimal control problem of the

elliptical type, whose cost functional has a non-convex term that regularizes locally

the quasi-norm Lq (with q ∈ (0.1)). Our study is based on obtaining the optimality

system by formulating the cost functional as a difference of convex functions (DC),

which involves a L1 penalty optimal control problem.

We consider the space of piece-wise linear continuous functions for the discre-

tization of the state equation and the space of piece-wise constant functions for the

approximation of the controls. Under certain conditions established for the parame-

ters of regularization of the problem we obtain that the convergence of our appro-

ximation can reach a linear order of convergence as the size of the mesh decreases.

Finally, numerical experiments of the obtained theoretical results will be illustrated.

Keywords: optimal control of elliptical partial differential equations, non-convexity,

difference of convex functions, finite element method, error estimates.
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Capítulo 1

Introducción

Existen numerosos fenómenos físicos que pueden ser descritos mediante ecua-

ciones diferenciales parciales, como por ejemplo el sonido, el calor, la electrostática,

la electrodinámica, la dinámica de fluidos, la elasticidad o la mecánica cuántica, cf.

[14]. Una vez modelados estos fenómenos, es de interés controlarlos de manera óp-

tima. Es aquí que radica la importancia de los problemas de control óptimo para

este tipo de estudio.

En la actualidad, los problemas de control óptimo del tipo “sparse” han sido re-

levantes en diversas aplicaciones, debido a que en la práctica los controles de tipo

sparse pueden significar un ahorro importante de recursos. En efecto dichos con-

troles están caracterizados por tener un soporte “pequeño”, lo que en la práctica

implica un costo menor en su implementación.

Existen diversos problema de control óptimo que inducen soluciones del tipo

sparse, por ejemplo en cf. [28] consideran un problema de control con una penaliza-

ción en norma L1, o en [6] se considera los controles en el espacio de las medidas de

Borel regulares.

Otros problemas que inducen soluciones del tipo “sparse” son los problemas

que consideran como penalización las cuasinormas Lq con q ∈ [0, 1) cf. [21], [30].

Este tipo de penalizaciones tienen aplicaciones importantes, por ejemplo en restau-

ración de imágenes cf. [19], detención comprimida cf. [16], problemas inversos cf.

[26], entre otros. Por otra parte, el hecho de que las cuasinormas Lq sean funciones

no convexas y no diferenciables hace que los estudios teóricos y numéricos de es-

te tipo de problemas sean un verdadero reto, siendo el caso de cf. [23], en el que

el sistema de optimalidad del problema de control óptimo con cuasinormas Lq es

obtenido a partir del sistema de optimalidad de una versión regularizada de dicho
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problema. Cabe mencionar que la mayoría de trabajos dedicados a este tipo de pro-

blemas han abordado únicamente el tema de la resolución numérica, más no a la

pregunta sobre la estimación de errores de aproximación, por lo que una propuesta

de estudio en este tópico podría resultar en un significante aporte para el desarrollo

en este campo.

La novedad de este trabajo consiste en que abordamos el estudio de la estima-

ción del error que se obtiene al aproximar, por el método de elementos finitos, el

problema de control óptimo regularizado propuesto en cf. [23]. Ahí, se propone una

regularización del tipo Huber para subsanar, en cierta medida la no convexidad y

no diferenciabilidad de los términos Lq.

El contenido de este proyecto está distribuido de la siguiente manera: en el Ca-

pítulo 2 introducimos algunas definiciones y resultados fundamentales de la teoría

de espacios funcionales y del análisis convexo. Luego enunciamos sucintamente los

resultados principales del método de Newton Semisuave y finalizamos este capítulo

con un resumen extendido de [23] que es el artículo principal sobre el cual se basa

este proyecto. El Capítulo 3 está dividido en tres secciones. En la Sección 3.1 formu-

lamos nuestro problema de control óptimo, asumimos las condiciones necesarias

para asegurar la existencia de al menos una solución y enunciamos brevemente las

condiciones de optimalidad del problema. En la Sección 3.2 presentamos las defi-

niciones y suposiciones principales del método de elementos finitos así como tam-

bién ciertos resultados que serán de utilidad para la obtención de la estimación del

error de nuestro problema, que será estudiado en detalle en la Capítulo 4. En dicho

capítulo, se presenta todo lo correspondiente a la estimación del error generada al

aproximar numéricamente nuestro problema de control por el método de elementos

finitos. Para este estudio nos basamos en el estudio realizado en [31].

En el Capítulo 5 se ilustran experimentos numéricos para verificar los resulta-

dos teóricos obtenidos. Para ello consideramos un método de Newton Semismooth,

similar al utilizado en [24]. Finalmente, en el Capítulo 6 se exponen algunas conclu-

siones y comentarios del trabajo realizado.
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Capítulo 2

Definiciones y resultados preliminares

2.1. Espacios funcionales

En lo siguiente vamos a considerar Ω un subconjunto abierto y acotado de R
m.

Las siguientes definiciones y resultados pueden ser consultados en detalle en [4],

[14], [17] y [22].

DEFINICIÓN 2.1. Diremos que Ω o su frontera Γ es continua (respectivamente Lips-

chitz, continuamente diferenciable, de clase Ck,1, n veces diferenciable) si para ca-

da x ∈ Γ existe una vecindad V de x en R
m y nuevas coordenadas ortogonales

{y1, y2, . . . , ym} tales que

1. V es un hipercubo en las nuevas coordenadas, es decir

V = {(v1, . . . , vm) : −ai < vi < ai, i = 1, . . . , m};

2. Existe una función φ continua (respectivamente Lipschitz, continuamente di-

ferenciable, de clase Ck,1, n veces continuamente diferenciable), definida en

V′ = {(v1, . . . , vm−1) : −ai < vi < ai, i = 1, . . . , m − 1}

y tal que

|φ(y′)| ≤
am

2
, para cada y′ = (y1, . . . , ym−1) ∈ V′,

Ω ∩ V = {y = (y′, ym) ∈ V : ym < φ(y′)},

Γ ∩ V = {y = (y′, ym) ∈ V : ym = φ(y′)}.

Nuestro estudio se basa en un problema de control óptimo que se encuentra

definido sobre un dominio Ω en R
n (n = 2 o n = 3), el planteamiento de este
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problema será abordado en detalle en la sección 2.4 y en el capítulo 3.

A continuación introducimos algunas nociones y resultados principales de es-

pacios funcionales, lo cual nos provee de una herramienta básica para el análisis y

estudio de ecuaciones diferenciales parciales elípticas, esto motivado principalmen-

te al hecho de que nuestro problema de control +optimo tiene una restricción .

DEFINICIÓN 2.2. Definimos el espacio de las funciones continuas en Ω como

C(Ω̄) = { f : Ω̄ → R : f es continua},

el cual está normado por

|| f ||C(Ω̄) = sup
x∈Ω

| f (x)|.

Así mismo denotamos al espacio de las funciones k veces continuamente diferencia-

bles por Ck(Ω̄), cuya norma está dada por

|| f ||Ck(Ω̄) = ∑
|α|≤k

||Dα f ||C(Ω̄),

con Dα f :=
∂|α| f

∂α1
x1 . . . ∂αn

xn

, α = (α1, . . . , αn) ∈ N
n, |α| := ∑

n
i=1 αi.

DEFINICIÓN 2.3. Definimos para 0 < γ ≤ 1, el espacio de Hölder, denotado por

Ck,γ(Ω̄), como el conjunto de las funciones f ∈ Ck(Ω̄) tal que

|| f ||Ck,γ(Ω̄) = ∑
|α|≤k

||Dα f ||Ck(Ω̄) + ∑
|α|=k

|Dα f |C0,γ(Ω̄)

es finita, donde | · |C0,γ(Ω̄) denota la semi-norma γ-Hölder definida por

| f |C0,γ(Ω̄) = sup
x1,x2∈Ω̄
x1 6=x2

{

| f (x1)− f (x2)|

|x1 − x2|γ

}

.

El conjunto Ck,γ(Ω̄) con la norma || · ||Ck,γ(Ω̄) es un espacio de Banach.

DEFINICIÓN 2.4. El conjunto Ck
c (Ω) es el espacio de funciones continuas k veces

diferenciables con soporte compacto en Ω.

DEFINICIÓN 2.5. Definimos para 1 ≤ p < ∞ los espacios de Lebesgue Lp(Ω), como

el conjunto dado por

Lp(Ω) :=
{

f : Ω → R medible :
∫

Ω
| f (x)|pdx < ∞

}

,
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dotamos a este espacio con la siguiente norma

|| f ||Lp(Ω) =

[

∫

Ω
| f (x)|pdx

]1/p

.

El conjunto Lp(Ω) con la norma || · ||Lp(Ω) es un espacio de Banach. Más aún,

(L2(Ω), || · ||L2(Ω)) es un espacio de Hilbert con producto escalar definido por

( f , g) =
∫

Ω
f (x)g(x) dx

para f , g funciones en L2(Ω).

DEFINICIÓN 2.6. Definimos el espacio de Lebesgue, cuando p = ∞, como el con-

junto dado por

L∞(Ω) := { f : Ω → R medible : ∃C ≥ 0 tal que | f (x)| < C c.t.p. en Ω} ,

cuya norma se define por

|| f ||L∞(Ω) = ess sup
x∈Ω

| f (x)| = ı́nf{C ∈ R+ : | f (x)| < C c.t.p. en Ω}.

De igual manera, se tiene que (L∞(Ω), || · ||L∞(Ω)) es un espacio de Banach.

DEFINICIÓN 2.7. Para 1 ≤ p ≤ ∞ y k ∈ N definimos el espacio de Sobolev Wk,p(Ω)

como el conjunto dado por

Wk,p(Ω) := { f ∈ Lp(Ω) : Dα f ∈ Lp(Ω), ∀|α| ≤ k} ,

Este conjunto es un espacio normado con la norma

|| f ||Wk,p(Ω) :=





































 ∑
|α|≤k

∫

Ω
|Dα f (x)|pdx





1/p

, si 1 ≤ p < ∞,

∑
|α|≤k

ess sup
x∈Ω

|Dα f (x)|, si p = +∞.

El espacio normado (Wk,p(Ω), || · ||Wk,p(Ω)) es un espacio de Banach.

Para p = 2 denotamos por Hk(Ω) al espacio Wk,2(Ω) para todo k ∈ N. Además,

Hk(Ω) es un espacio de Hilbert con el producto escalar

( f , g)Hk(Ω) = ∑
|α|≤k

∫

Ω
Dα f (x)Dαg(x)dx.
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DEFINICIÓN 2.8. Definimos para 1 ≤ p < +∞ el espacio W
1,p
0 (Ω) como la clausura

de C1
c (Ω) en W1,p(Ω).

Denotamos por H1
0(Ω) al espacio W1,2

0 (Ω) el cual es un espacio de Hilbert.

2.2. Análisis convexo

En esta sección enunciaremos algunas definiciones y resultados del análisis con-

vexo, algunos de estos resultados están relacionados al cálculo subdiferencial para

funciones convexas no diferenciables. Nos referimos a la literatura [9], [10] y [20]

para el análisis y estudio de esta sección.

Para esta sección denotamos por X, W a dos espacios de Banach, y Y denota un

subconjunto de X.

DEFINICIÓN 2.9. Diremos que subconjunto U de X es convexo, si para todo x, y ∈ U

y α ∈ [0, 1] se tiene que

αx + (1 − α)y ∈ U.

Una operación de fundamental importancia en el análisis convexo es la proyec-

ción sobre conjuntos convexos, dicho resultado sirve como punto de partida para la

caracterización de condiciones de optimalidad para problemas de control óptimo.

Para poder definirla correctamente enunciamos el siguiente resultado cuya demos-

tración puede ser encontrada en la Proposición 7.3 de [9].

PROPOSICIÓN 2.1. Sea C un subconjunto convexo, cerrado no vacío de un espacio

de Hilbert H, y sea x ∈ H. Entonces existe un único u ∈ C que resuelve el siguiente

problema de minimización

ı́nf
y∈C

1
2
‖y − x‖2. (2.1)

La anterior proposición nos permite definir la función proyección sobre un con-

junto convexo, enunciamos también algunas propiedades que satisface esta función.

DEFINICIÓN 2.10. Sea H un espacio de Hilbert y C un subconjunto convexo, cerrado

no vacío de H, definimos la función PC : H → C tal que PC(x) es el punto que

resuelve el problema (2.1), para x ∈ H. Diremos también que PC(x) es la proyección

de x sobre C.

PROPOSICIÓN 2.2. Si C es un subconjunto convexo, cerrado no vacío de un espacio

9



de Hilbert H, entonces se obtiene la siguiente equivalencia

u = PC(x) ⇐⇒ 〈x − u, y − u〉 ≤ 0, ∀y ∈ C.

PROPOSICIÓN 2.3. Bajo las misma hipótesis de la proposición anterior, la función

PC es Lipschitz con factor L = 1, es decir

‖PC(x)−PC(y)‖ ≤ ‖x − y‖, ∀x, y ∈ C.

Introducimos ahora el concepto de función convexa, este tipo de funciones son

relevantes ya que sobre ellas podemos definir el concepto de subgradiente y sub-

diferencial, los cuales son importantes en el análisis de funciones no diferenciables

puesto que son generalizaciones de la derivada de Gâteaux y la derivada direccio-

nal.

DEFINICIÓN 2.11. Sea f : U → R una función definida sobre un conjunto convexo

U, diremos que f es una función convexa en U, si para todo x, y ∈ U y α ∈ [0, 1] se

tiene que

f (αx + (1 − α)y) ≤ α f (x) + (1 − α) f (y).

Si la desigualdad es estricta para todo α ∈ (0, 1), entonces diremos que f es una

función estrictamente convexa.

DEFINICIÓN 2.12. Decimos que ζ ∈ X∗ es un subgradiente de f en x si cumple la

siguiente desigualdad

〈ζ, y − x〉X∗,X ≤ f (y)− f (x), ∀y ∈ X.

Definimos el subdiferencial de f en el punto x como el conjunto de todos los sub-

gradientes de f en x y lo denotamos por ∂ f (x).

PROPOSICIÓN 2.4. Consideremos f (x) = ||x||,

1. ∂ f (0) es la bola cerrada unitaria en X∗.

2. si ζ ∈ ∂ f (x) con x 6= 0, entonces 〈ζ, x〉 = ||x|| y ||ζ||X∗ = 1.

Ejemplo: Se tiene que ζ ∈ ∂‖ · ‖L1(Ω)(u) si y solo si

ζ(x) = 1, si ū(x) > 0,

ζ(x) = −1, si ū(x) < 0,

|ζ(x)| ≤ 1, si ū(x) = 0,

(2.2)
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para casi todo x ∈ Ω.

DEFINICIÓN 2.13. Sea f : X → W una función convexa y x ∈ X, definimos la

derivada direccional de f en x, en una dirección v ∈ X, como:

f ′(x; v) := lı́m
t↓0

f (x + tv)− f (x)

t
,

cuando este límite existe.

La siguiente proposición muestra la relación que existe entre la derivada direc-

cional y el subdiferencial.

PROPOSICIÓN 2.5. Si f es una función convexa, entonces

∂ f (x) =
{

ζ ∈ X∗ : f ′(x; v) ≥ 〈ζ, v〉X∗,X, ∀v ∈ X
}

.

Para la demostración ver [9], página 61, Proposición 4.3.

DEFINICIÓN 2.14. Decimos que f : X → W es una función Gâteaux diferenciable en

x, si la función definida por

DG f (x) : X → W

v 7→ DG f (x)v = f ′(x; v)

es lineal y continua.

Decimos que f es Gâteaux diferenciable en X, si f es Gâteaux diferenciable en

todo x ∈ X.

PROPOSICIÓN 2.6. Sea f : X → R una función convexa y x ∈ X. Si f es Gâteaux

diferenciable, entonces

∂ f (x) = {DG f (x)}.

La siguiente proposición nos permite calcular el subdiferencial de la función in-

dicatriz de un conjunto convexo.

PROPOSICIÓN 2.7. Sea C ⊂ R
M un conjunto convexo, cerrado y no vacío. Sea x ∈ C,

entonces

∂IC(x) = {y ∈ R
M : 〈y, c − x〉X∗,X ≤ 0, ∀c ∈ C}.

La demostración es una implicación directa del Ejercicio 4.5 [página 61] y la Pro-

posición 2.9 [página 30] de [9].
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Enunciamos a continuación resultados concernientes al cálculo del subdiferen-

cial de operaciones con funciones convexas.

PROPOSICIÓN 2.8 (Subdiferencial del producto por un escalar). Sea f : X → R una

función Lipschitz cerca de x ∈ X y s ∈ R, entonces

∂(s f )(x) = s∂ f (x).

Para la demostración ver [10], página 38, Proposición 2.3.1.

PROPOSICIÓN 2.9 (Subdiferencial de la suma). Sean f , g : X → R funciones conve-

xas, las cuales admiten un punto en X en el cual f es continua, entonces

∂( f + g)(x) = ∂ f (x) + ∂g(x), ∀x ∈ X.

Para la demostración ver [9], Página 63, Teorema 4.10.

Los siguiente resultados son de utilidad para la obtención de condiciones de

optimalidad en problemas de minimización de funciones convexas. Consideramos

el primer problema de minimización

mı́n
x∈X

f (x), (2.3)

donde f es una función convexa de X en R. La siguiente proposición nos permite

obtener la condición que satisface un mínimo de una función de convexa en térmi-

nos del subgradiente. Para la demostración citaremos [11], Teorema 4.2.

PROPOSICIÓN 2.10. Si ū es un mínimo local de (2.3), entonces ū satisface la siguiente

condición de optimalidad

0 ∈ ∂ f (ū).

El estudio de nuestro problema de control óptimo, planteado en el capítulo 3,

puede ser reducido al siguiente problema de minimización

mı́n
x∈X

g(x)− h(x), (2.4)

donde g y h son funciones convexas de X en R. Por lo cual para el estudio y obten-

ción de las condiciones de optimalidad haremos uso del siguiente resultado.

PROPOSICIÓN 2.11. Si ū es un mínimo local de (2.4), entonces ū satisface la siguiente

condición de optimalidad

∂h(ū) ⊂ ∂g(ū).
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Citamos el siguiente resultado que nos permitirá obtener la condición (4.15), la

cual será impuesta sobre los parámetros de regularización de nuestro problema de

optimización para la estimación del orden de error. La demostración de esta propo-

sición puede ser encontrada en el Lema 7.1 de [11]

PROPOSICIÓN 2.12. Sea F : X → R Gâteaux diferenciable entonces los siguiente

enunciados son equivalentes

1. Para L > 0 se satisface

〈F′
G(x + h)− F′

G(x), h〉X ≤ L‖h‖2, (2.5)

2. F la propiedad de suavidad convexa para L > 0 si

F(x + h)− F(x) ≤ 〈F′
G(x), h〉X +

L

2
‖h‖2, ∀x, h ∈ X. (2.6)

2.3. Método de Newton Semisuave

Presentamos a continuación un breve resumen de los resultados y definiciones

relacionados al método de Newton Semisuave, para más detalles nos referiremos a

[18] y [28].

DEFINICIÓN 2.15. Sea X, Y espacios de Banach, D ⊂ X un conjunto abierto, y F :

D → Y una función no lineal, decimos que F es semisuave (o Newton diferenciable)

en un conjunto abierto V ⊂ D si existe una función G : V → L(X, Y) tal que

lı́m
‖h‖→0

1
‖h‖

‖F (x + h)−F (x)− G(x + h)h‖ = 0, ∀x ∈ V.

Diremos que G es la derivada generalizada de F

El objetivo del método de Newton semisuave es encontrar un raíz de la función

F utilizando la siguiente iteración

xk+1 = xk − G(xk)
−1F (xk), k = 0, 1, 2, . . . (2.7)

El siguiente resultado muestra la convergencia local del método, para su demostra-

ción ver el Teorema 4.1 de [28].

PROPOSICIÓN 2.13. Suponemos que x̄ ∈ D es una raíz de F y que F es semisuave

en una vecindad V de x̄, con derivada generalizada G. Si G(x)−1 existe para todo

13



x ∈ V y {‖G(x)−1‖ : x ∈ V} es acotado, entonces la iteración de Newton dada en

(2.7), con x0 ∈ V punto inicial, está bien definida y si x0 es suficientemente cercano

a x̄ el método converge superlinealmente.

2.4. Problema de control óptimo que involucran las cua-

sinormas L
1/p

, p > 1

Los siguiente resultados que serán citados a continuación fueron estudiados en

detalle en [23].

Sea Ω un dominio Lipschitz acotado en R
n (n = 2 o n = 3) con frontera Γ. Para

p > 1 definimos la función Υp : L2(Ω) → R de la siguiente forma:

u 7→ Υp(u) :=
∫

Ω
|u|

1
p . (2.8)

En [23] se considera el siguiente problema de control óptimo con α > 0 y β > 0 en

el funcional de costo y con término de penalización de la forma (2.8), dado por

(P)



































mı́n
(y,u)∈H1

0(Ω)×L2(Ω)

1
2
‖y − yd‖

2
L2(Ω) +

α

2
‖u‖2

L2(Ω) + βΥp(u)

sujeto a:

Ay = u + f , en Ω,

y = 0, sobre Γ,

donde yd es el estado deseado, f una función dada en L2(Ω) y A es el operador

diferencial de segundo orden uniformemente elíptico de la forma:

(Ay)x = −
n

∑
i,j=1

∂

∂xi

(

aij(x)
∂y(x)

∂xj

)

+ c0y(x), (2.9)

cuyos coeficientes aij ∈ C0,1(Ω̄), y c0 ∈ L∞(Ω). Además, la matriz (aij)i,j es simétrica

y cumple la condición de elipticidad uniforme, es decir

∃σ > 0 :
n

∑
i,j=1

aij(x)ξiξ j ≥ σ‖ξ‖2, ∀ξ ∈ R
n, para casi todo x ∈ Ω.

Denotaremos A∗ al adjunto de A y asociamos el operador elíptico A con la forma

bilineal

a(y, v) :=
∫

Ω

n

∑
i,j=1

aij(x)
∂y(x)

∂xi

∂v(x)

∂xj
+ c0y(x)v(x) dx,
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con lo cual definimos el problema variacional

a(y, v) = (w, v), ∀v ∈ H1
0(Ω). (2.10)

De la teoría de ecuaciones diferenciales elípticas es conocido que (2.10) tiene solu-

ción única en el espacio H1
0(Ω) ver [14, Theorem 3, Chapter 6]. Sea S : L2(Ω) →

H1
0(Ω) el operador lineal y continuo que asigna a cada w ∈ L2(Ω) la correspondien-

te solución y = y(w) ∈ H1
0(Ω) de (2.10). La ecuación de estado Ay = u en Ω, con

condiciones de frontera Dirichlet homogénea es comprendida en el sentido débil

dado por (2.10). De esta manera, el estado y asociado al control u puede ser repre-

sentado y = S(u + f ), gracias al principio de superposición podemos formular el

problema de control óptimo reducido:

(P’) mı́n
u∈L2(Ω)

J(u) =
1
2
‖Su + S f − yd‖

2
L2(Ω) +

α

2
‖u‖2

L2(Ω) + βΥp(u).

Puesto que la función t → |t|
1
p es no convexa, usando el teorema 5.17 de [15] se tiene

que el funcional Υp(u) no es débilmente semicontinua inferiormente, lo que consti-

tuye una dificultad para el análisis de la existencia de soluciones para este problema.

En el estudio realizado en [23] se considera una sucesión de problemas regulariza-

dos, definidos en la siguiente sección, cuyas soluciones óptimas convergen a una

solución del problema (P′), esto lo enunciaremos en el Teorema 2.23.

2.4.1. Regularización de tipo Huber para el problema de control

óptimo (P)

Mediante la regularización del tipo Huber para el valor absoluto se formula una

familia de problemas regularizados, esta regularización considera las potencias frac-

cionarias que definen Υp. La función resultante de este proceso de regularización

elevada a la potencia fraccionaria 1/p es localmente convexa en [−1/γ, 1/γ] que

regulariza el término no convexo.

Para γ ≫ 1 se define la siguiente regularización del valor absoluto:

hp,γ(v) =







γp−1

p |v|p, si v ∈ [−1/γ, 1/γ],

|v|+ 1
γ

1−p
p , en otro caso.

OBSERVACIÓN. La función hp,γ(v) es una regularización local del valor absoluto

para diferentes valores de p > 1. Además, por la construcción de hp,γ, se tiene la
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siguiente relación

hp,γ(v) ≤ |v|, ∀v ∈ R. (2.11)

Con el objetivo de formular el problema regularizado de (P), se define la siguien-

te función

u 7→ Υp,γ(u) :=
∫

Ω
hp,γ(u(x))

1
p dx. (2.12)

OBSERVACIÓN. Υp,γ define una cuasinorma.

El problema regularizado se obtiene al reemplazar Υp por Υp,γ, por lo cual el

problema está parametrizado por γ, y está dado por:

(Pγ)



































mı́n
(y,u)

1
2
‖y − yd‖

2
L2(Ω) +

α

2
‖u‖2

L2(Ω) + βΥp,γ(u)

sujeto a:

Ay = u + f , en Ω,

y = 0, sobre Γ.

Utilizando el operador control estado S se obtiene el problema reducido de (Pγ),

expresado de la siguiente forma:

mı́n
u∈L2(Ω)

Jγ(u) = F(u) + βΥp,γ(u), (2.13)

donde F es la parte regular del funcional, es decir,

F(u) :=
1
2
‖Su + S f − yd‖

2
L2(Ω) +

α

2
‖u‖2

L2(Ω).

LEMA 2.14. Sea (un) una sucesión tal que un → u en L1(Ω), entonces

Υp,γ(un) → Υp,γ(u), cuando n → ∞,

para todo p > 1 y todo γ > 0.

Demostración ver Lema 2 de [23].

LEMA 2.15. Jγ(u) converge a J(u) uniformemente cuando γ → ∞, para todo u ∈

L2(Ω).

Demostración ver Lema 3 de [23].
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2.4.2. Existencia de la solución y condiciones de optimalidad para

el problema regularizado

Existencia de la solución

Para asegurar la existencia de la solución del problema regularizado es necesa-

rio asumir cierta condición sobre el conjunto de controles admisibles del problema

regularizado. Siendo este el caso del siguiente resultado, el cual fue probado en el

Teorema 2 de [23].

TEOREMA 2.16. Sea Uad el conjunto de los controles factibles, y suponemos que

Uad = {u ∈ L2(Ω) : ∆u ∈ H−1(Ω), ∃v ∈ B̄(0, M) ⊂ L2(Ω) tal que − ∆u + 1
ǫ u =

1
ǫ v}, para ǫ > 0 y M > 0 fijos. Existe una solución ū ∈ L2(Ω) para el problema

regularizado (Pγ).

Condiciones de optimalidad para el problema regularizado

Para el análisis de las condiciones de optimalidad del problema regularizado, el

funcional (2.13) es expresado como una diferencia de funciones convexas, es decir,

para G y H funciones convexas adecuadas se obtiene la siguiente expresión:

Jγ(u) = G(u)− H(u),

para ello se introduce la siguiente cantidad:

δγ :=
γ

p−1
p

p
1
p

,

obteniendo así, las funciones G y H expresadas de la forma siguiente:

G : L2(Ω) → R

u 7→ G(u) := 1
2‖Su + S f − yd‖

2
L2(Ω)

+ α
2‖u‖2

L2(Ω)
+ β δγ‖u‖L1(Ω),

= F(u) + βδγ‖u‖L1(Ω)

H : L2(Ω) → R

u 7→ H(u) := β
(

δγ‖u‖L1(Ω) − Υp,γ(u)
)

.
(2.14)

La demostración del siguiente resultado se encuentra en el Lema 4 de [23].

17



LEMA 2.17. La función j : R → R, definida por

j(z) =







δγ|z| −
(

|z|+ 1
γ

1−p
p

) 1
p

, si |z| > 1
γ ,

0, si |z| ≤ 1
γ ,

(2.15)

es no negativa, convexa y continuamente diferenciable y su derivada en z ∈ R está

dada por:

j′(z) =











[

δγ − 1
p

(

|z|+ 1
γ

1−p
p

)

1−p
p

]

sign(z), si |z| > 1
γ ,

0, si |z| ≤ 1
γ .

(2.16)

Para los siguientes capítulos el lema siguiente será de mucha utilidad, la demos-

tración de la misma puede hacerse por casos.

LEMA 2.18. La función real j′(·) es Lipschitz continua con constante 2γδγ p.

Demostración. Sea t, s ∈ R vamos a demostrar que |j′(t)− j′(s)| ≤ 2γδγ p|t − s|, para

ello consideramos los siguientes casos:

1. Si t ≤ 1
γ y s ≤ 1

γ entonces el resultado es trivial.

2. Para el caso en que t > 1
γ y s > 1

γ se tiene que

|j′(t)− j′(s)| =

∣

∣

∣

∣

∣

∣

δγ −
1
p

(

t +
1
γ

1 − p

p

)

1−p
p

− δγ +
1
p

(

s +
1
γ

1 − p

p

)

1−p
p

∣

∣

∣

∣

∣

∣

=

∣

∣

∣

∣

∣

∣

1
p

(

s +
1
γ

1 − p

p

)

1−p
p

−
1
p

(

t +
1
γ

1 − p

p

)

1−p
p

∣

∣

∣

∣

∣

∣

luego utilizando el teorema del valor medio para la función x → |x|
1−p

p , con

x ∈ (−∞,−1/pγ) ∪ (1/pγ,+∞), obtenemos la siguiente acotación

|j′(t)− j′(s)| ≤
1
p

sup
|r|> 1

pγ

{

p − 1
p

r
1−2p

p

}

|t − s|

=
1
p

p − 1
p

(

1
pγ

)

1−2p
p

|t − s|

≤
1
p

(

1
pγ

)

1−2p
p

|t − s|

=

(

1
p

) 1
p
(

1
γ

)

1−p
p

pγ |t − s|
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= γδγ p |t − s|.

3. Si |t| ≤ 1
γ y s > 1

γ se sigue que

|j′(t)− j′(s)| =

∣

∣

∣

∣

∣

∣

δγ −
1
p

(

s +
1
γ

1 − p

p

)

1−p
p

∣

∣

∣

∣

∣

∣

=
1
p

∣

∣

∣

∣

∣

∣

(

1
γp

)

1−p
p

−

(

s +
1
γ

1 − p

p

)

1−p
p

∣

∣

∣

∣

∣

∣

,

nuevamente utilizando el teorema del valor medio para la función x → |x|
1−p

p ,

con x ∈ (−∞,−1/pγ] ∪ [1/pγ,+∞), obtenemos la siguiente acotación

|j′(t)− j′(s)| ≤
1
p

sup
|r|> 1

pγ

{

p − 1
p

r
1−2p

p

} ∣

∣

∣

∣

1
λ
− s

∣

∣

∣

∣

≤ γδγ p

∣

∣

∣

∣

s −
1
λ

∣

∣

∣

∣

,

por otra parte, se tiene que −1/λ ≤ −t lo que implica que s − 1/λ ≤ s − t,

por lo tanto se obtiene que

|j′(t)− j′(s)| ≤ γδγ p |s − t| .

4. En el caso en que t < − 1
γ y s > 1

γ se tiene que

|j′(t)− j′(s)| =

∣

∣

∣

∣

∣

∣

δγ −
1
p

(

−t +
1
γ

1 − p

p

)

1−p
p

+ δγ −
1
p

(

s +
1
γ

1 − p

p

)

1−p
p

∣

∣

∣

∣

∣

∣

≤

∣

∣

∣

∣

∣

∣

δγ −
1
p

(

−t +
1
γ

1 − p

p

)

1−p
p

∣

∣

∣

∣

∣

∣

+

∣

∣

∣

∣

∣

∣

δγ −
1
p

(

s +
1
γ

1 − p

p

)

1−p
p

∣

∣

∣

∣

∣

∣

=
1
p

∣

∣

∣

∣

∣

∣

(

1
γp

)

1−p
p

−

(

−t +
1
γ

1 − p

p

)

1−p
p

∣

∣

∣

∣

∣

∣

+
1
p

∣

∣

∣

∣

∣

∣

(

1
γp

)

1−p
p

−

(

s +
1
γ

1 − p

p

)

1−p
p

∣

∣

∣

∣

∣

∣

,

de manera similar a los anteriores casos utilizamos el teorema del valor medio,
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obteniendo así la siguiente acotación

|j′(t)− j′(s)| ≤
1
p

sup
|r|> 1

pγ

{

p − 1
p

r
1−2p

p

} (∣

∣

∣

∣

t +
1
λ

∣

∣

∣

∣

+

∣

∣

∣

∣

s −
1
λ

∣

∣

∣

∣

)

≤ γδγ p

(∣

∣

∣

∣

t +
1
λ

∣

∣

∣

∣

+

∣

∣

∣

∣

s −
1
λ

∣

∣

∣

∣

)

,

por otra lado, puesto que

−1/λ < s =⇒ −1/λ − t < s − t,

t < 1/λ =⇒ s − 1/λ < s − t,

de lo cual se obtiene la siguiente acotación

|j′(t)− j′(s)| ≤ 2γδγ p |s − t| .

Para los 3 últimos casos obtenemos idénticamente la misma acotación, siguiendo

exactamente el mismo procedimiento de los casos 2, 3, 4. De este modo concluimos

que j′ es Lipschitz continua con una constante igual a 2γδγ p.

De la definición de j se tiene que la función H toma la siguiente expresión:

H : L2(Ω) → R

u 7→ H(u) = β
∫

Ω
j(u) dx.

(2.17)

Gracias a la expresión anterior se tiene el siguiente Lema, que fue demostrado en de

[23].

LEMA 2.19. Las funciones G y H definidas en (2.14) son convexas.

Este resultado permite demostrar el siguiente Lema, para su demostración ver

Lema 6 de [23].

LEMA 2.20. La función H definida en (2.14) es Gâteaux diferenciable y su derivada

H′
G(u; ·) es representado por (βw, ·), donde w ∈ L2(Ω) está dada por

w(x) := j′(u(x)) =











[

δγ − 1
p

(

|u(x)|+ 1
γ

1−p
p

)

1−p
p

]

sign(u(x)), si |u(x)| > 1
γ ,

0, si |u(x)| ≤ 1
γ .

(2.18)

El siguiente resultado muestra las condiciones de optimalidad del problema re-

gularizado, su demostración puede ser consultad en el Teorema 3 de [23].
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TEOREMA 2.21. Para ū solución de (Pγ) existen ȳ = Sū en H1
0(Ω), un estado adjunto

φ̄ ∈ H1
0(Ω), un multiplicador ζ ∈ L∞(Ω) y w̄ dado por (2.18), tales que el siguiente

sistema de optimalidad se cumple

Aȳ = ū + f , en Ω,

ȳ = 0, sobre Γ,
(2.19a)

A∗φ̄ = ȳ − yd, en Ω,

φ̄ = 0, sobre Γ,
(2.19b)

φ̄ + αū + β(δγ ζ − w̄) = 0 (2.19c)

ζ(x) = 1, si ū(x) > 0,

ζ(x) = −1, si ū(x) < 0,

|ζ(x)| ≤ 1, si ū(x) = 0,

para casi todo x ∈ Ω. (2.19d)

2.4.3. Existencia de la solución y condiciones de optimalidad para

el problema (P)

Los siguientes resultados corresponde al importante hecho que concierne la con-

vergencia de las soluciones del problema regularizado (Pγ) cuando γ → ∞.

TEOREMA 2.22. Existe una sucesión (ūγ)γ>0 de soluciones del problema (Pγ) que

converge débilmente a u∗ en L2(Ω). Más aún, existen φ∗ ∈ H1
0(Ω), y∗ ∈ H1

0(Ω),

ξ∗ ∈ L2(Ω) que satisfacen el siguiente sistema:

Ay∗ = u∗ + f , en Ω,

y∗ = 0, sobre Γ,
(2.20a)

A∗φ∗ = y∗ − yd, en Ω,

φ∗ = 0, sobre Γ,
(2.20b)

αu∗(x) + φ∗(x) + ξ∗(x) = 0,

para casi todo x ∈ Ω.
(2.20c)

Además, existe ρ > 0 tal que

|u∗(x)| ≥ ρ +
1
γ

, para casi todo x ∈ Ω\{x ∈ Ω : u∗(x) = 0}. (2.21)
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Para la demostración ver Teorema 4 de [23].

TEOREMA 2.23. Sea (ūγ)γ>0 una sucesión de soluciones del problema (Pγ). Bajo las

suposiciones del Teorema 2.16, y si existen una subsucesión (γn)n∈N con γn → ∞

cuando n → ∞ y una subsucesión (ūn)n∈N ⊂ (ūγ)γ>0 que converge fuertemente

en L2(Ω) con ūn = ūγn y con límite u∗ ∈ Uad. Entonces, u∗ es una solución del

problema (P) y satisface la siguiente propiedad de convergencia

lı́m
n→∞

Jγn(ūn) = J(u∗) = ı́nf(P).

Ver Teorema 5 de [23].

OBSERVACIÓN. Una posible extensión de este trabajo es realizar un análisis de Γ-

convergencia para la familia de funcionales (Jγ)γ>0, esto con el objetivo de asegurar

la existencia de la solución del problema (P’) utilizando una sucesión de soluciones

de la familia de problemas regularizados. Para ello, bajo la misma suposición del

Teorema 2.16 se tiene que los problemas (Jγ)γ>0 satisfacen la condición de equi-

coercividad suave, y si se cumple además que J = Γ − lı́mγ Jγ se puede concluir del

Teorema 1.22 de [3] que el problema (P’) tiene solución, más aún, para una sucesión

(γn)n∈N se tiene que

mı́n J = lı́m
n

ı́nf Jγn .

Es necesario recalcar que este resultado se cumple si J = Γ − lı́mγ Jγ. Para esto, sería

suficiente hacer un análisis de Γ-convergencia para la familia (Υp,γ)γ>0, puesto que

J y Jγ difieren únicamente en los términos no convexos y es conocido también que

la Γ-convergencia es estable bajo perturbaciones continuas (ver Remark 1.8 de [3]).

Por lo tanto el resultado se obtendría si Υp = Γ − lı́mγ Υp,γ, cuya se demostración

se fundamenta principalmente en el estudio de las sucesiones que tienen la forma

Υp,γn(un), con un → u.

2.4.4. Problema regularizado con restricciones de caja

Puesto que las restricciones de caja son importantes en las aplicaciones, se pre-

senta algunos resultados para el problema de control óptimo (P), para esto se consi-

dera el conjunto de controles factibles dado por

Uad = {u ∈ L2(Ω) : ua(x) ≤ u(x) ≤ ub(x), c.t.p. x ∈ Ω}, (2.22)

22



donde ua y ub son funciones dadas en H1(Ω) que satisfacen ua(x) ≤ 0 ≤ ub(x) c.t.p.

x ∈ Ω, esta última condición es impuesta en cf. [23] con el objetivo de considerar so-

luciones que tenga la propiedad de dispersión, es decir regiones del dominio donde

la solución es nula. El problema de control óptimo está dado por:

(PC)



































mı́n
(y,u)

1
2
‖y − yd‖

2
L2(Ω) +

α

2
‖u‖2

L2(Ω) + βΥp(u)

sujeto a:

u ∈ Uad y
Ay = u + f , en Ω,

y = 0, sobre Γ,

De manera análoga al problema sin restricciones, se reemplaza Υp por Υp,γ y se

obtiene el problema regularizado.

(PCγ)



































mı́n
(y,u)

1
2
‖y − yd‖

2
L2(Ω) +

α

2
‖u‖2

L2(Ω) + βΥp,γ(u)

sujeto a:

u ∈ Uad y
Ay = u + f , en Ω,

y = 0, sobre Γ,

Realizando un análisis similar al problema sin restricciones de caja, se obtiene resul-

tados análogos para este caso. Como primer lugar, se obtiene la representación del

funcional de costo como diferencia de funciones convexas, mediante las siguientes

funciones:

G : L2(Ω) → R

u 7→ G(u) := 1
2‖Su + S f − yd‖

2
L2(Ω)

+ α
2‖u‖2

L2(Ω)
+ β δγ‖u‖L1(Ω) + IUad,

H : L2(Ω) → R

u 7→ H(u) := β
(

δγ‖u‖L1(Ω) − Υp,γ(u)
)

,
(2.23)

donde IUad
es la función indicadora del conjunto de controles admisibles Uad.

Luego, se obtiene las condiciones de optimalidad que se expresan en el siguiente

teorema cuya demostración se encuentra en el Teorema 3 de [23].

TEOREMA 2.24. Sea ū solución de (PCγ), entonces existen ȳ = Sū en H1
0(Ω), un

estado adjunto φ̄ ∈ H1
0(Ω), un multiplicador ζ ∈ L∞(Ω) y w̄ dado por (2.18) tal que

el siguiente sistema de optimalidad se cumple

Aȳ = ū + f , en Ω,

ȳ = 0, sobre Γ,
(2.24a)
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A∗φ̄ = ȳ − yd, en Ω,

φ̄ = 0, sobre Γ,
(2.24b)

(φ̄ + αū + β(δγ ζ − w̄), u − ū) ≥ 0, ∀u ∈ Uad, (2.24c)

ζ(x) = 1, si ū(x) > 0,

ζ(x) = −1, si ū(x) < 0,

|ζ(x)| ≤ 1, si ū(x) = 0,

para casi todo x ∈ Ω.

(2.24d)

Más aún, existen λa y λb multiplicadores no negativos en L2(Ω) tales que el siste-

ma anterior puede ser escrito como un sistema de optimalidad KKT, es decir, de la

siguiente forma:

Aȳ = ū + f , en Ω,

ȳ = 0, sobre Γ,
(2.25a)

A∗φ̄ = ȳ − yd, en Ω,

φ̄ = 0, sobre Γ,
(2.25b)

φ̄ + αū + β(δγ ζ − w̄) + λb − λa = 0, (2.25c)

λa(ū − ua) = 0, λb(ub − ū) = 0, (2.25d)

ζ(x) = 1, si ū(x) > 0,

ζ(x) = −1, si ū(x) < 0,

|ζ(x)| ≤ 1, si ū(x) = 0,

para casi todo x ∈ Ω.

(2.25e)

Para concluir este capítulo, usando los resultados mencionados en la Sección 2.2

citamos a continuación ciertas expresiones que serán de utilidad en el desarrollo de

los siguientes capítulos, para el detalle de su demostración consultar el Corolario 1

y la Sección 3.2 de [23].

ζ = P[−1,1]

[

−
1

βδγ
φ̄

]

, (2.26)
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ū = PUad

[

−
1
α

(

φ̄ + β(δγζ − w̄)
)

]

. (2.27)
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Capítulo 3

Planteamiento del problema y

aproximación numérica

3.1. Planteamiento del Problema

El objetivo del presente trabajo se basa en el estudio del problema regularizado

con restricciones de caja expuesto en el capítulo anterior, es decir, en nuestro estudio

vamos a considerar el problema (PCγ).

En lo que sigue, por facilidad, vamos a suponer que Ω es un dominio poligonal

Lipschitz acotado en R
n (n = 2 o n = 3), también suponemos que ua y ub son

funciones constantes.

Además, con el objetivo de asegurar la existencia de al menos una solución del
problema (PCγ), suponemos que la siguiente condición se cumple.

Uad ⊂

{

u ∈ L2(Ω) : ∆u ∈ H−1(Ω), ∃v ∈ B̄(0, M) ⊂ L2(Ω) tal que − ∆u +
1
ǫ

u =
1
ǫ

v

}

(3.1)

para ǫ > 0 y M > 0 fijos.

OBSERVACIÓN. Bajo la condición anterior, se puede demostrar que el problema tie-

ne al menos una solución, la demostración es exactamente la misma que la del Teo-

rema 2.16 (ver Teorema 2 de [23]).

Adicional a esto vamos a obtener nuestras condiciones de optimalidad las cuales

están dadas por (2.24) y (2.25).
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3.2. Aproximación por el métodos de los elementos fi-

nitos

El objetivo de esta sección es realizar la discretización del problema (PCγ) por

el método del elementos finitos. Tanto el espacio de los controles como el de los

estados serán discretizados.

Consideramos una familia de mallas triangulares de Ω, tal que cada malla T de

esta familia cumple lo siguiente:

• Ω̄ =
⋃

T∈T T,

• para Ti, Tj ∈ T , con i 6= j, la intersección Ti ∩ Tj o es un conjunto vacío, o un

nodo, o una arista o una cara de las dos celdas.

Para cada triángulo T ∈ T asociamos dos parámetros hT y RT, donde hT denota-

mos el diámetro T y RT denota el diámetro de la bola más grande contenida en T.

Definimos además el tamaño de la malla T como h(T ) = máxT∈T hT,

En lo que sigue {Th}h>0 denota la familia de mallas, donde los índices de la fami-

lia determina el tamaño de su correspondiente malla, es decir h(Th) = h. Suponemos

además que existen dos constantes positivas ρ y R tales que

hT

RT
≤ R,

h

hT
≤ ρ,

se cumple para cada triángulo T ∈ Th y todo h > 0.

3.2.1. Discretización de la Ecuación de Estado

Para cada malla Th asociamos un subespacio de dimensión finita Yh

Yh = {yh ∈ C(Ω̄) : yh|T ∈ P1(T) ∀T ∈ Th, yh = 0 sobre Γ}, (3.2)

donde P1(T) denota el conjunto de las funciones afines a valores reales definidas

sobre T. Con lo cual, para un w ∈ L2(Ω) dado, se puede formular el problema

variacional discreto de la siguiente forma:

a(yh, vh) = (w, vh), ∀vh ∈ Yh, (3.3)

es conocido que este problema tiene solución única, por lo cual es posible definir al

operador solución, denotado por Sh : L2(Ω) → Vh, es decir, yh(w) = Sh(w) es la
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solución de (3.3).

El siguiente resultado puede ser consultado en Lema 4.2 de [5].

PROPOSICIÓN 3.1. Dado u ∈ L2(Ω), sean y y yh soluciones de (2.10) y (3.3) respec-

tivamente, entonces existe una constante cA > 0 independiente de h y u, tal que

‖y − yh‖L2 + h‖y − yh‖H1 ≤ cA h2 ‖u‖L2 .

La proposición anterior implica las siguientes acotaciones

‖Sh − S‖L2→L2 ≤ cAh2,

‖Sh − S‖L2→H1 ≤ cAh,

donde

‖Sh − S‖L2→L2 := máx
u∈L2(Ω),u 6=0

‖Shu − Su‖L2

‖u‖L2
,

‖Sh − S‖L2→H1 := máx
u∈L2(Ω),u 6=0

‖Shu − Su‖H1

‖u‖L2
.

3.2.2. Discretización de los controles

Para la discretización del control utilizaremos funciones constantes a trozos. Es

decir, para cada malla Th asociamos un espacio de dimensión finita Uh definida de

la siguiente forma:

Uh := {uh ∈ L2(Ω) : uh|T ∈ P0(T), ∀T ∈ Th},

donde P0(T) denota el conjunto de funciones constantes en T. Luego, cada elemento

de u ∈ Uh puede ser escrito de la siguiente forma

u = ∑
T∈Th

uTχT,

donde χT es la función característica de T y uT ∈ R para todo T ∈ Th.

Continuando con nuestra discretización, definimos el siguiente operador.

DEFINICIÓN 3.1. Se define el operador de cuasi-interpolación Πh : L1(Ω) → Uh, de

la siguiente manera:

Πh(u) := ∑
T∈Th

uTχT, con uT =
1
|T|

∫

T
u.
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De esta definición, tenemos la siguiente relación de ortogonalidad para u ∈

L2(Ω)
∫

Ω
(u − uT)χT = 0. (3.4)

En efecto,
∫

Ω
(u − uT)χT =

∫

T
u − uT|T|

=
∫

T
u −

∫

T u

|T|
|T|

= 0.

El siguiente resultado es de utilidad para la siguiente sección. Para su demostración

ver las referencias del Lema 4.3 de [31].

LEMA 3.2. Existe una constante cI > 0, independiente de h, tal que

h‖u − Πh(u)‖L2(Ω) + ‖u − Πh(u)‖H−1(Ω) ≤ cIh
2‖∇u‖L2(Ω),

se cumple para todo u ∈ H1(Ω).

Ahora vamos a definir el conjunto controles discretos admisibles

Uad,h =

{

uh = ∑
T∈Th

uTχT ∈ Uh : ua ≤ uT ≤ ub, ∀T ∈ Th

}

.

OBSERVACIÓN. De la definición anterior no es difícil notar que Uad,h ⊂ Uad.

Finalmente, podemos definir el problema de control óptimo discretizado, el cual

está dado por:

(Ph,Cγ)



































mı́n
(yh,uh)

1
2
‖yh − yd‖

2
L2(Ω) +

α

2
‖uh‖

2
L2(Ω) + βΥp,γ(uh)

sujeto a:

uh ∈ Uad,h,

a(yh, vh) = (uh + f , vh), ∀vh ∈ Vh.

Utilizando el operador control estado para la formulación variacional discreta obte-

nemos el problema reducido expresado del siguiente modo:

mı́n
uh∈Uad,h

1
2
‖Shuh + Sh f − yd‖

2
L2(Ω) +

α

2
‖uh‖

2
L2(Ω) + βΥp,γ(uh). (3.5)

Tomando en cuenta que este problema puede ser visto como un problema en dimen-
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sión finita, se tiene por argumentos conocidos que este problema tiene al menos una

solución.

Para obtener condiciones de optimalidad de (Ph,Cγ) procedemos de forma análo-

ga al análisis del problema (PCγ), es decir, expresamos el funcional de costo discreti-

zado como diferencias de funciones convexas, con lo cual, para (ȳh, ūh) solución de

(Ph,Cγ) el sistema de optimalidad para el problema discretizado (Ph,Cγ), está dado

mediante la siguiente desigualdad variacional:

(φ̄h + αūh + β(δγ ζh − w̄h), uh − ūh) ≥ 0, ∀uh ∈ Uad,h, (3.6)

donde φ̄h es el estado adjunto asociado, ζh ∈ ∂‖ · ‖L1(Ω)(ūh), y (βw̄h, ·) la derivada
de Gâteaux de la función H en ūh, donde w̄h ∈ L2(Ω) y está dado por

w̄h(x) := j′(ūh(x)) =











[

δγ − 1
p

(

|ūh(x)|+ 1
γ

1−p
p

)

1−p
p

]

sign(ūh(x)), si |ūh(x)| > 1
γ ,

0, si |ūh(x)| ≤ 1
γ .

(3.7)
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Capítulo 4

Estimación del orden de error

Consideramos (ūh) una sucesión de soluciones del problema discreto (Ph,Cγ) y

ū una solución de (PCγ). El objetivo de esta sección es obtener la estimación del

error de ‖ū − ūh‖L2(Ω), para esto procedemos de forma análoga a [31], lo cual lo

detallamos en los siguientes resultados.

LEMA 4.1. La siguiente estimación se cumple

α‖ū − ūh‖
2
L2(Ω) ≤ (αūh+φ̄h, uh − ū) + (αū + φ̄, u − ūh)− (φ̄ − φ̄h, ū − ūh)

+ βδγ [‖u‖L1 − ‖ū‖L1 + ‖uh‖L1 − ‖ūh‖L1 ]

− β (w̄, u − ū)− β (w̄h, uh − ūh) ,

(4.1)

para todo u ∈ Uad y uh ∈ Uad,h.

Demostración. Sumando las desigualdades (2.24c) y (3.6), tenemos

0 ≤ (φ̄ + αū + β[δγ ζ − w̄], u − ū) + (φ̄h + αūh + β[δγ ζh − w̄h], uh − ūh) ,

sumando y restando ūh al primer término, y ū al segundo término obtenemos que

0 ≤ (φ̄ + αū + β[δγ ζ − w̄], u − ūh) + (φ̄ + αū + β[δγ ζ − w̄], ūh − ū)

+ (φ̄h + αūh + β[δγ ζh − w̄h], uh − ū) + (φ̄h + αūh + β[δγ ζh − w̄h], ū − ūh)

separando y reagrupando términos tenemos que

0 ≤ (αūh + φ̄h, uh − ū) + (αū + φ̄, u − ūh)− (φ̄ − φ̄h, ū − ūh)

+ (αū + β[δγ ζ − w̄], ūh − ū) + (αūh + β[δγ ζh − w̄h], ū − ūh)

+ (β[δγ ζ − w̄], u − ūh) + (β[δγ ζh − w̄h], uh − ū)
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= (αūh + φ̄h, uh − ū) + (αū + φ̄, u − ūh)− (φ̄ − φ̄h, ū − ūh)

− α (ū − ūh, ū − ūh)− β
(

[δγ ζ − w̄]− [δγ ζh − w̄h], ū − ūh

)

+ (β[δγ ζ − w̄], u − ūh) + (β[δγ ζh − w̄h], uh − ū) ,

de la definición de la norma de L2 se sigue que

0 ≤ (αūh + φ̄h, uh − ū) + (αū + φ̄, u − ūh)− (φ̄ − φ̄h, ū − ūh)

− α‖ū − ūh‖
2
L2(Ω) − β

(

[δγ ζ − w̄]− [δγ ζh − w̄h], ū − ūh

)

+ (β[δγ ζ − w̄], u − ū) + (β[δγ ζ − w̄], ū − ūh)

+ (β[δγ ζh − w̄h], uh − ūh) + (β[δγ ζh − w̄h], ūh − ū) ,

separando y reagrupando términos de nuevo se obtiene que

0 ≤ (αūh + φ̄h, uh − ū) + (αū + φ̄, u − ūh)− (φ̄ − φ̄h, ū − ūh)

− α‖ū − ūh‖
2
L2(Ω) − β

(

[δγ ζ − w̄]− [δγ ζh − w̄h], ū − ūh

)

+ β
(

[δγ ζ − w̄]− [δγ ζh − w̄h], ū − ūh

)

+ (β[δγ ζ − w̄], u − ū) + (β[δγ ζh − w̄h], uh − ūh)

= (αūh + φ̄h, uh − ū) + (αū + φ̄, u − ūh)− (φ̄ − φ̄h, ū − ūh)

− α‖ū − ūh‖
2
L2(Ω) + (β[δγ ζ − w̄], u − ū) + (β[δγ ζh − w̄h], uh − ūh) ,

esta última desigualdad implica lo siguiente

α‖ū − ūh‖
2
L2(Ω) ≤ (αūh + φ̄h, uh − ū) + (αū + φ̄, u − ūh)− (φ̄ − φ̄h, ū − ūh)

+ (β[δγ ζ − w̄], u − ū) + (β[δγ ζh − w̄h], uh − ūh) .

Analizando ahora los dos últimos términos se tiene que

(β[δγ ζ − w̄], u − ū) + (β[δγ ζh − w̄h], uh − ūh)

= βδγ [(ζ, u − ū) + (ζh, uh − ūh)]− β (w̄, u − ū)− β (w̄h, uh − ūh) ,

Puesto que ζ ∈ ∂‖ · ‖L1(ū) y ζh ∈ ∂‖ · ‖L1(ūh) se satisface las siguientes desigualda-

des

(ζ, u − ū) ≤ ‖u‖L1 − ‖ū‖L1 ,

(ζh, uh − ūh) ≤ ‖uh‖L1 − ‖ūh‖L1 ,
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lo que implica la siguiente acotación

(β[δγ ζ − w̄], u − ū) + (β[δγ ζh − w̄h], uh − ūh)

≤ βδγ [‖u‖L1 − ‖ū‖L1 + ‖uh‖L1 − ‖ūh‖L1 ]− β (w̄, u − ū)− β (w̄h, uh − ūh) ,

con lo cual se tiene (4.1).

OBSERVACIÓN. Nótese que los términos −β (w̄, u − ū) y −β (w̄h, uh − ūh) satisfa-

cen con signo contrario la desigualdad de los subgradientes de la función H en los

puntos ū y ūh, respectivamente. Por tal motivo, para la acotación de dichos térmi-

nos procederemos de diferente manera, lo cual será visto en detalle a partir de la

estimación (4.11).

LEMA 4.2. La siguiente estimación se cumple

α‖ū − ūh‖
2
L2 + ‖ȳ − ȳh‖

2
L2 ≤ (αū + φ̄, u − ūh + uh − ū) + α(ūh − ū, uh − ū)

+ (ȳh − ȳ, (Sh − S)uh + S(uh − ū))

+ (ȳ − yd, (Sh − S)(uh − ūh))

+ βδγ [‖u‖L1 − ‖ū‖L1 + ‖uh‖L1 − ‖ūh‖L1 ]

− β (w̄, u − ū)− β (w̄h, uh − ūh) ,

(4.3)

para todo u ∈ Uad y uh ∈ Uad,h.

Demostración. Sea u ∈ Uad y uh ∈ Uad,h, sumando y restando uh y ū en el primer

término tenemos la siguiente igualdad

(αū + φ̄,u − ūh) + (αūh + φ̄h, uh − ū)− (φ̄ − φ̄h, ū − ūh) = (αū + φ̄, u − ūh + uh − ū)

− (αū + φ̄, uh − ū) + (αūh + φ̄h, uh − ū)− (φ̄ − φ̄h, ū − ūh),

luego juntando los términos en común obtenemos

(αū + φ̄, u − ūh) + (αūh + φ̄h, uh−ū)− (φ̄ − φ̄h, ū − ūh) = (αū + φ̄, u − ūh + uh − ū)

+ α(ūh − ū, uh − ū) + (φ̄h, uh − ūh)− (φ̄, uh − ūh),

de la definición del estado adjunto se sigue que

(αū + φ̄, u−ūh) + (αūh + φ̄h, uh − ū)− (φ̄ − φ̄h, ū − ūh) = (αū + φ̄, u − ūh + uh − ū)

+ α(ūh − ū, uh − ū)− (ȳ − yd, S(uh − ūh)) + (ȳh − yd, Sh(uh − ūh)),
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sumando y restando ȳ en el último término se obtiene

(αū + φ̄, u − ūh) + (αūh + φ̄h, uh − ū)− (φ̄ − φ̄h, ū − ūh) = (αū + φ̄, u − ūh + uh − ū)

+ α(ūh − ū, uh − ū)− (ȳ − yd, S(uh − ūh)) + (ȳh − ȳ, Sh(uh − ūh))

+ (ȳ − yd, Sh(uh − ūh)),

juntando los términos en común se tiene que

(αū+φ̄, u − ūh) + (αūh + φ̄h, uh − ū)− (φ̄ − φ̄h, ū − ūh) = (αū + φ̄, u − ūh + uh − ū)

+ α(ūh − ū, uh − ū) + (ȳ − yd, (Sh − S)(uh − ūh)) + (ȳh − ȳ, Sh(uh)− Sh(ūh)),

sumando y restando ȳ = S(ū) en el último término, tenemos

(αū + φ̄, u − ūh) + (αūh + φ̄h, uh−ū)− (φ̄ − φ̄h, ū − ūh) = (αū + φ̄, u − ūh + uh − ū)

+ α(ūh − ū, uh − ū) + (ȳ − yd, (Sh − S)(uh − ūh))

+ (ȳh − ȳ, Sh(uh)− S(ū)) + (ȳh − ȳ, ȳ − ȳh),

y al sumar y restar S(uh) tenemos que

(αū + φ̄, u − ūh) + (αūh + φ̄h, uh−ū)− (φ̄ − φ̄h, ū − ūh) = (αū + φ̄, u − ūh + uh − ū)

+ α(ūh − ū, uh − ū) + (ȳ − yd, (Sh − S)(uh − ūh))

+ (ȳh − ȳ, (Sh − S)uh + S(uh − ū))− ‖ȳ − ȳh‖
2
L2 ,

finalmente utilizando el Lema 4.1 obtenemos la nuestra estimación.

LEMA 4.3. La siguiente estimación se cumple

α

2
‖ū − ūh‖

2
L2 +

1
2
‖ȳ − ȳh‖

2
L2 ≤ ‖αū + φ̄‖H1(‖u − ūh‖H−1 + ‖uh − ū‖H−1)

+ α‖uh − ū‖2
L2 + c2

Ah4‖uh‖
2
L2 + ‖S‖2

H−1→L2‖uh − ū‖2
H−1

+ cAh2‖ȳ − yd‖L2(‖uh − ū‖L2 + ‖ū − ūh‖L2)

+ βδγ [‖u‖L1 − ‖ū‖L1 + ‖uh‖L1 − ‖ūh‖L1 ]

− β (w̄, u − ū)− β (w̄h, uh − ūh) ,

(4.4)

para todo u ∈ Uad y uh ∈ Uad,h.

Demostración. Tenemos la siguiente desigualdad

(αū + φ̄, u − ūh + uh − ū) ≤ ‖αū + φ̄‖H1

(

‖u − ūh‖H−1 + ‖uh − ū‖H−1

)

. (4.5)
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Utilizando la desigualdad Cauchy-Schwarz y luego la desigualdad de Young, obte-

nemos que

α(ūh − ū, uh − ū) ≤
α

2
‖uh − ū‖2

L2 +
α

2
‖ūh − ū‖2

L2 . (4.6)

De igual manera de la desigualdad Cauchy-Schwarz y de la desigualdad de Young,

obtenemos la siguiente desigualdad

(ȳh − ȳ, (Sh − S)uh + S(uh − ū)) ≤
1
2
‖ȳ − ȳh‖

2
L2 +

1
2
‖(Sh − S)uh + S(uh − ū)‖2

L2

=
1
2
‖ȳ − ȳh‖

2
L2 +

1
2
‖(Sh − S)uh‖

2
L2

+
1
2
‖S(uh − ū)‖2

L2 + ((Sh − S)uh, S(uh − ū)),

utilizando nuevamente Cauchy-Schwarz y Young en último término obtenemos

(ȳh − ȳ, (Sh − S)uh + S(uh − ū)) ≤
1
2
‖ȳ − ȳh‖

2
L2 + ‖(Sh − S)uh‖

2
L2 + ‖S(uh − ū)‖2

L2

≤
1
2
‖ȳ − ȳh‖

2
L2 + ‖Sh − S‖2

L2→L2‖uh‖
2
L2

+ ‖S‖2
H−1→L2‖uh − ū‖2

H−1 ,

y utilizando la estimación de la Hipótesis 3.1, obtenemos

(ȳh − ȳ, (Sh − S)uh + S(uh − ū)) ≤
1
2
‖ȳ − ȳh‖

2
L2 + c2

Ah4‖uh‖
2
L2 + ‖S‖2

H−1→L2‖uh − ū‖2
H−1 .

(4.7)

La siguiente desigualdad se obtiene de la desigualdad de Cauchy-Schwarz

(ȳ − yd, (Sh − S)(uh − ūh)) ≤ ‖ȳ − yd‖L2‖(Sh − S)(uh − ūh)‖L2

≤ ‖ȳ − yd‖L2‖Sh − S‖L2→L2‖uh − ūh‖L2 ,

ahora de la desigualdad triangular y de la estimación de la Hipótesis 3.1, tenemos

(ȳ − yd, (Sh − S)(uh − ūh)) ≤ CAh2‖ȳ − yd‖L2
(

‖uh − ū‖L2 + ‖ū − ūh‖L2
)

. (4.8)

Entonces la estimación del Lema 4.2 junto con las desigualdades (4.5), (4.6), (4.7) y

(4.8) implica el resultado de este lema.

Considerando uh = ũh = Πh(ū) ∈ Uad,h, del Lema 3.2 se tiene que:

h‖ū − ũh‖L2 + ‖ū − ũh‖H−1 ≤ cIh
2‖∇ū‖L2 ≤ cIh

2‖ū‖H1 .

Por otra parte, tenemos que ‖ũh‖L1 ≤ ‖ū‖L1 . En efecto, sea ū+ y ū− la parte po-

sitiva y negativa de ū respectivamente, entonces se tiene la siguiente desigualdad,
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obtenida en [31]:

‖ũh‖L1 = ‖Πhū‖L1 = ‖ ∑
T∈Th

ūTχT‖L1

≤ ∑
T∈Th

∫

Ω
|ūT| χT

= ∑
T∈Th

|
∫

T ū|

|T|
|T|

≤ ∑
T∈Th

∫

T
|ū|

= ‖ū‖L1 .

En particular, tomando uh = ũh en (4.4), obtenemos que

α

2
‖ū − ūh‖

2
L2 +

1
2
‖ȳ − ȳh‖

2
L2 ≤ ‖αū + φ̄‖H1(‖u − ūh‖H−1 + cIh

2‖ū‖H1) + αc2
I h2‖ū‖2

H1

+ c2
Ah4‖ũh‖

2
L2 + ‖S‖2

H−1→L2c2
I h4‖ū‖2

H1

+ cAh2‖ȳ − yd‖L2(cIh‖ū‖H1 + ‖ū − ūh‖L2)

+ βδγ [‖u‖L1 − ‖ūh‖L1 ]

− β (w̄, u − ū)− β (w̄h, ũh − ūh) .

(4.9)

Por otro lado, se tiene la siguiente acotación para el control óptimo.

‖ū‖H1 ≤
1
α
‖φ̄‖H1 + ‖ua‖H1 + ‖ub‖H1 ,

y existe una constante M > 0 independiente de h tal que

‖φ̄‖H1 + α(‖ua‖H1 + ‖ub‖H1) + ‖ȳ − yd‖L2 + sup
uh∈Uad,h

‖uh‖L2 ≤ M, ∀h > 0,

esto implica que ‖ū‖H1 ≤ Mα−1. Además, se tiene que

‖αū + φ̄‖H1 ≤ M.
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Con esto, de la desigualdad (4.9) se sigue que

α

2
‖ū − ūh‖

2
L2 +

1
2
‖ȳ − ȳh‖

2
L2 ≤ M(‖u − ūh‖H−1 + cI M h2 α−1) + c2

I M2 h2 α−1

+ c2
A h4 M2 + ‖S‖2

H−1→L2 c2
I M2 h4 α−2

+ cA h2 M (cI M h α−1 + ‖ū − ūh‖L2)

+ βδγ [‖u‖L1 − ‖ūh‖L1 ]

− β (w̄, u − ū)− β (w̄h, ũh − ūh) .

(4.10)

Puesto que tenemos la inclusión Uad,h ⊂ Uad, podemos tomar u = ūh obteniendo

así la siguiente estimación:

α

2
‖ū − ūh‖

2
L2 +

1
2
‖ȳ − ȳh‖

2
L2 ≤(cI M2 α−1 + c2

I M2 α−1)h2

+ (c2
A M2 + ‖S‖2

H−1→L2 c2
I M2 α−2)h4

+ cA cI M2 α−1h3 + cA h2 M‖ū − ūh‖L2

− β (w̄, ūh − ū)− β (w̄h, ũh − ūh) ,

Sabemos que

cA h2 M‖ū − ūh‖L2 ≤ c2
A M2α−1 h4 +

α

4
‖ū − ūh‖

2
L2 ,

de lo cual se obtiene

α

2
‖ū − ūh‖

2
L2 +

1
2
‖ȳ − ȳh‖

2
L2 ≤(cI M2 α−1 + c2

I M2 α−1) h2 + cA cI M2 α−1 h3

+ (c2
A M2 + ‖S‖2

H−1→L2 c2
I M2 α−2)h4

+ c2
A M2α−1 h4 +

α

4
‖ū − ūh‖

2
L2

− β (w̄, ūh − ū)− β (w̄h, ũh − ūh) ,

lo que implica

α

4
‖ū − ūh‖

2
L2 +

1
2
‖ȳ − ȳh‖

2
L2 ≤(cI M2 α−1 + c2

I M2 α−1) h2 + cA cI M2 α−1 h3

+ (c2
A M2 + ‖S‖2

H−1→L2 c2
I M2 α−2 + c2

A M2α−1)h4

− β (w̄ − w̄h, ūh − ū)− β (w̄h, ũh − ū) ,

(4.11)
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utilizando la desigualdad de Schwartz, obtenemos

α

4
‖ū − ūh‖

2
L2 +

1
2
‖ȳ − ȳh‖

2
L2 ≤(cI M2 α−1 + c2

I M2 α−1) h2 + cA cI M2 α−1 h3

+ (c2
A M2 + ‖S‖2

H−1→L2 c2
I M2 α−2 + c2

A M2α−1)h4

+ β‖w̄ − w̄h‖L2‖ūh − ū‖L2 + β‖w̄h‖H1‖ũh − ū‖H−1 ,

luego, usando la Lipschitz continuidad de la función j′, definida en (2.16), logramos

acotar ‖w̄ − w̄h‖L2 y ‖w̄h‖H1 , obteniendo así la siguiente estimación:

α

4
‖ū − ūh‖

2
L2 +

1
2
‖ȳ − ȳh‖

2
L2 ≤(cI M2 α−1 + c2

I M2 α−1) h2 + cA cI M2 α−1 h3

+ (c2
A M2 + ‖S‖2

H−1→L2 c2
I M2 α−2 + c2

A M2α−1)h4

+ 2βγδγ p‖ūh − ū‖2
L2 + cI M βα−1δγh2,

para obtener una acotación, sería necesario asumir que

8βγδγ p

α
< 1, (4.12)

con lo cual, para h obtenemos la siguiente estimación:

‖ū − ūh‖L2 ≤C (h + δ1/2
γ h), (4.13)

con C > 0 independiente de h y γ.

Relajación de la condición (4.12)

Con el objetivo de relajar la condición (4.12) se utilizará la Proposición 2.12 y

realizará un análisis similar.

Para empezar, nosotros tenemos que la función j′ es Lipschitz continua, esto nos

permite verificar la siguiente desigualdad

(j′(v)− j′(u), v − u) ≤ ‖j′(v)− j(u)‖L2‖v − u‖L2 ≤ 2γδγ‖v − u‖2
L2 , ∀u, v ∈ L2,

además sabemos que H es una función Gâteaux diferenciable, por lo cual utilizando

la Proposición 2.12 se obtiene las siguientes desigualdades,

H(v)− H(ū) ≤ β(w̄, v − ū) + γδγ‖ū − v‖2
L2 , ∀v ∈ L2, (4.14a)

H(v)− H(ūh) ≤ β(w̄, v − ūh) + γδγ‖uh − ūh‖
2
L2 , ∀v ∈ L2, (4.14b)
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con ū y ūh fijos. Luego tomando v = ūh y v = ū en (4.14a) y (4.14b) respectivamente,

se obtiene que

−β (w̄ − w̄h, ūh − ū) ≤ 2γδγ p‖ū − ūh‖
2
L2 ,

con lo cual para obtener la estimación (4.13) podemos imponer una condición menos

restrictiva dada por
8γδγ p

α
< 1, (4.15)

nótese además que esta condición es independiente de β.

COROLARIO 4.4. Si los parámetros de regularización satisfacen la condición (4.12) o

(4.15) se tiene que el problema (PCγ) tiene solución única, y que cualquier sucesión

de soluciones de (Ph,Cγ) convergen a la solución de (PCγ).

La demostración es directa de (4.13) ya que ū y la sucesión ūh son arbitrarios.
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Capítulo 5

Implementación Numérica

En esta capítulo presentamos evidencia numérica que confirman los resultados

teóricos obtenidos en la capítulo previo. Para ello, consideramos un método de

Newton Semisuave, similar al utilizado en [24], para obtener la solución numéri-

ca del problema discretizado (Ph,Cγ) para diferentes tamaños de malla h.

5.1. Método de Newton semisuave para la solución nu-

mérica del problema discreto

Como mencionamos en la introducción de este capítulo, vamos a utilizar un al-

goritmo de tipo Newton Semisuave basado en lo descrito en cf. [24] y cf.[28]. Para

lo cual agrupamos los multiplicadores ζ, λa y λb del Teorema 2.24 en un solo multi-

plicador, dado por

µ := βδγζ − λa + λb. (5.1)

la definición de este multiplicador nos permite reescribir el sistema de optimalidad

(2.25) en un sistema que contiene únicamente igualdades, a partir de una función

C : L2(Ω)× L2(Ω) → L2(Ω) definida de la siguiente manera:

C(u, µ) = u − máx(0, u + c(µ − δγβ))− mı́n(0, u + c(µ + δγβ))

+ máx(0, u − ub + c(µ − δγβ)) + mı́n(0, u − ua + c(µ + δγβ)),
(5.2)

con una constante c > 0.

PROPOSICIÓN 5.1. El sistema de optimalidad dado en (2.25) es equivalente al si-
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guiente sistema:

ȳ = S(ū − f ) (5.3a)

φ̄ = S∗(ȳ − yd) (5.3b)

φ̄ + αū + µ − βw̄ = 0, (5.3c)

C(ū, µ) = 0, para casi todo punto x ∈ Ω. (5.3d)

Demostración. De la definición del operador de control estado S y de su operador

adjunto S∗, es suficiente probar que C(ū, µ) = 0, para ello vamos a estudiar subcon-

juntos de Ω donde ū(x) = 0, ū(x) > 0 y ū(x) < 0.

• u(x) = 0: De (2.25d) se tiene que λb(x) = λa(x) = 0 y se tiene también que

|ζ(x)| ≤ 1 gracias a (2.25e). De aquí que obtenemos los siguiente cálculos

máx(0, ū + c(µ − δγβ)) =máx(0, c δγ β(ζ − 1)) = 0,

mı́n(0, ū + c(µ + δγβ)) =mı́n(0, c δγ β(ζ + 1)) = 0,

mı́n(0, ū − ua + c(µ + δγβ)) =mı́n(0,−ua + c δγ β(ζ + 1)) = 0,

máx(0, ū − ub + c(µ − δγβ)) =máx(0,−ub + c δγ β(ζ − 1)) = 0.

Luego, sumando todas estas igualdades se obtiene que C(ū, µ) = 0.

• u(x) > 0: De (2.25d) se tiene que λa(x) = 0 y se tiene también que ζ(x) = 1

gracias a (2.25e); de ello obtenemos los siguiente cálculos

máx(0, ū + c(µ − δγβ)) =máx(0, ū + cλb) = ū + cλb,

mı́n(0, ū + c(µ + δγβ)) =mı́n(0, ū + c(2δγβ + λb)) = 0,

mı́n(0, ū − ua + c(µ + δγβ)) =mı́n(0, ū − ua + c(2δγβ + λb)) = 0,

máx(0, ū − ub + c(µ − δγβ)) =máx(0, ū − ub + cλb) =

{

cλb, si ū(x) = ub,

0, si ū(x) < ub.

Esta última igualdad fue obtenida de la condición (2.25d), puesto que si ū(x) <

ub entonces λb = 0. Finalmente, sumando todas las igualdades anteriores ob-

tenemos que C(ū, µ) = 0.

• u(x) < 0: De (2.25d) se sigue que λb(x) = 0 y de (2.25e) se tiene que ζ(x) = −1;
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de lo cual, se siguen los siguiente cálculos

máx(0, ū + c(µ − δγβ)) =máx(0, ū − c(2δγβ + λa)) = 0,

mı́n(0, ū + c(µ + δγβ)) =mı́n(0, ū − cλa) = ū − cλa,

máx(0, ū − ub + c(µ − δγβ)) =máx(0, ū − ub − c(2δγβ + λa)) = 0

mı́n(0, ū − ua + c(µ + δγβ)) =mı́n(0, ū − ua − cλa) =

{

−cλa, si ū(x) = ua,

0, si ū(x) > ua,

de igual manera la última igualdad fue obtenida de la condición (2.25d), es

decir, si ū(x) > ua entonces λa = 0 y sumando todas las expresiones anteriores

se obtiene que C(ū, µ) = 0.

La siguiente proposición, la cual es de relevancia en el esquema de iteración de

nuestro algoritmo de tipo Newton Semisuave, para la demostración de este nos re-

ferimos directamente al Teorema 2 de [24].

PROPOSICIÓN 5.2. Sea la función F : H1
0(Ω)× H1

0(Ω)× L2(Ω)× L2(Ω) → (L2(Ω))4

tal que para toda variable (y, φ, µ, u) toma el valor del lado izquierdo de (5.4), es de-

cir

F (y, φ, µ, u) =













y − S(u − f )

φ − S∗(y − yd)

αu + φ + µ − βj′(u)

C(u, µ)













,

entonces la función F es una función semisuave.

Para formular el algoritmo de Newton Semisuave, reescribimos el sistema de

optimalidad dado en (5.3) mediante la ecuación F (z) = 0, con z = (y, φ, µ, u). Para

resolver dicha ecuación utilizamos el método de Newton Semisuave basado en los

siguientes pasos de iteración:

zk+1 = zk + δzk
, con F ′(zk)δzk

= −F (zk).

5.2. Implementación Numérica

Para el espacio de aproximación de estados discretos Yh consideramos la base

{ϕ1
h, . . . , ϕN

h } ⊂ Yh tales que

ϕi
h(Pj) = δij,
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donde los nj son los nodos de la malla al cual está asociado el espacio Yh. Asociamos

a esta base la matriz de rigidez E, definida por

Ei,j = (∇ϕi
h,∇ϕ

j
h)L2(Ω),

la matriz de masa M dada por

Mi,j = (ϕi
h, ϕ

j
h)L2(Ω),

y para una función g ∈ L2(Ω) definimos el vector bg de la siguiente manera

b
g
i =

∫

Ω
gϕi

h.

Definimos la matriz R asociada al espacio de controles discretos de la siguiente for-

ma

R = NG,

donde G es la matriz asociada a la transformación que va del espacio P1(T) a P0(T),

y N es la matriz definida por

Ni,k =
∫

Tk

ϕi
h.

De estas definiciones y siguiendo la demostración de la Proposición 5.1 podemos ex-

presar las condiciones de optimalidad del problema discreto de la siguiente manera

Eȳh − Rūh − b f = 0, (5.4a)

E∗φ̄h − Mȳh + byd = 0 (5.4b)

φ̄h + αūh + µ − β j′(ūh) = 0, (5.4c)

C(ūh, µ) = 0. (5.4d)

La siguiente proposición es análoga de la proposición 5.3 para el espacios de

dimensión finita.

PROPOSICIÓN 5.3. Sea la función F : Yh × Yh × L2(Ω) × Uh → (L2(Ω))4 tal que
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para toda variable (y, φ, µ, u) toma el valor del lado izquierdo de (5.4), es decir

F (y, φ, µ, u) =













Ey − Ru − b f

Eφ − My + byd

αu + φ + µ − βj′(u)

C(u, µ)













,

entonces la función F es una función semismooth.

Con todo lo expuesto anteriormente obtenemos la estructura de nuestro algorit-

mo el cual está descrito de la siguiente manera:

1. Para un punto inicial dado z0 = (y0, φ0, µ0, u0).

2. Resolver el siguiente sistema para dzk
= dk













E 0 0 −R

−M E 0 0

0 I I αI − βj′′(uk)

0 0 −cχA I − χA

























dy

dφ

dµ

du













=













Eyk − Ruk − b f

Eφk − Myk + byd

αuk + φk + µk − βwk

C(uk, µk)













,

donde E es la matriz de rigidez, M la matriz de masa, R matriz asociada al es-

pacio de controles discretos, C(·, ·) la función definida en (5.2), cuya derivada

generalizada es la función característica del conjunto A el cual está definido

por la unión de los siguientes conjuntos:

AS = {x : u + c(µ − δγβ) ≥ 0} ∪ {x : u + c(µ + δγβ) ≥ 0}

AC = {x : u − ub + c(µ − δγβ) ≥ 0} ∪ {x : u − ua + c(µ + δγβ) ≥ 0},

con c una constante positiva y j′′ es la derivada generalizada de la función j′

definida en (2.16), la cual está dada por

j′(z) =











[

1
p

p−1
p

(

|z|+ 1
γ

1−p
p

) 1
p−2
]

sign(z), si |z| > 1
γ ,

0, si |z| ≤ 1
γ .

3. Actualizar zk+1 = zk + dk.
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h ||ūh − ūh∗ || EOC’
0.05 0.0589 -
0.025 0.0141 2.0624

0.0125 0.0034 2.0699
0.00625 0.0008 2.1041
0.003125 0.0002 2.3407

Cuadro 5.1: Resultados del error y EOC’ obtenidos para distintos valores de tamaño
de malla h.

5.3. Ejemplos numéricos

A partir del esquema del algoritmo de Newton Semisuave resolvemos aproxima-

damente algunos ejemplos considerando diferentes tamaños de malla e ilustramos

la estimación numérica del orden de error obtenida. Para ello, definimos el error

experimental de convergencia de la siguiente manera:

EOC′ :=
log(||ūh1 − ūh∗ ||)− log(||ūh∗ − ūh2 ||)

log(h1)− log(h2)
. (5.5)

Ejemplo 1

En este ejemplo la solución teórica es desconocida, por lo cual la solución del

problema (Ph,Cγ), con h∗ = 0.0015625, será considerada como la solución exacta.

Nuestro ejemplo está expresado de la siguiente forma:

(P1)















































mı́n
(y,u)∈H1

0(Ω)×L2(Ω)

1
2
‖y − yd‖

2
L2(Ω) +

α

2
‖u‖2

L2(Ω) + βΥp,γ(u)

sujeto a:

u ∈ Uad,

−∆y = u, en Ω,

y = 0, sobre Γ,

donde yd = 4π2 cos(2π(x + y)), α = 1/4, γ = 4000, β = α/(9γδγ p), p = 2, y el

conjunto de controles admisibles está dado por

Uad = {u ∈ L2(Ω) : −10 ≤ u ≤ 10}.

Resolviendo este problema para distintos valores del tamaño de la malla obtenemos

la estimación numérica para el orden de error que se muestra en la tabla 5.1

En la figura 5.1 se muestra los resultados obtenidos en la tabla 5.1, del EOC po-
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Figura 5.1: − log(h) versus − log(||ūh − ūh∗ ||) (linea roja) comparada con − log(h)
(linea azul).

demos interpretar que el orden de error tiene una tendencia cuadrática, lo cual no

contradice nuestra estimación de orden de error lineal obtenida en (4.13).

En la Figura 5.2 se visualiza el control óptimo ūh para h = 0.0125.

Ejemplo 2

Nuestro ejemplo está expresado de la siguiente forma:

(P2)















































mı́n
(y,u)∈H1

0(Ω)×L2(Ω)

1
2
‖y − yd‖

2
L2(Ω) +

α

2
‖u‖2

L2(Ω) + βΥp,γ(u)

sujeto a:

u ∈ Uad = {u ∈ L2(Ω) : −0.035 ≤ u ≤ 0.035},

−∆y = u, en Ω,

y = 0, sobre Γ,

donde yd = e− cos(2πxy)2/0.1, γ = 4000, α = 1/4, β = α/(9γδγ p), p = 2.

En este ejemplo la solución teórica es desconocida, por lo cual la solución del

problema para h∗ = 0.0015625 será considerada como la solución exacta.

Los resultados obtenidos se exponen en la tabla 5.2.

Los resultados obtenidos en la tabla 5.2 se ilustran en la figura 5.3, podemos notar

que el orden de error tiene una tendencia cercana a un orden 1. En la Figura 5.4 se
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Figura 5.2: ūh calculado con h = 0.0125.

h ||ūh − ūh∗ || EOC’
0.05 0.0004684 -
0.025 0.0003350 0.4839

0.0125 0.0001385 1.2740
0.00625 0.0000579 1.2580
0.003125 0.0000221 1.3893

Cuadro 5.2: Resultados del error y EOC’ obtenidos para distintos valores de tamaño
de malla h.
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Figura 5.3: − log(h) versus − log(||ūh − ūh∗ ||) (linea roja) comparada con − log(h)
(linea azul).

visualiza el control óptimo ūh para h = 0.0125.

Ejemplo 3

El siguiente ejemplo satisface la condición (4.15), el cual está expresado de la

siguiente forma:

(P3)















































mı́n
(y,u)∈H1

0(Ω)×L2(Ω)

1
2
‖y − yd‖

2
L2(Ω) +

α

2
‖u‖2

L2(Ω) + βΥp,γ(u)

sujeto a:

u ∈ Uad = {u ∈ L2(Ω) : −5 ≤ u ≤ 5},

−∆y = u, en Ω,

y = 0, sobre Γ,

donde yd = 4π2 cos(2π(x + y)), γ = 4000, α = 9γδγ p, β = 0.0002, p = 2. De igual

manera, en este ejemplo la solución teórica es desconocida, por lo cual la solución

del problema para h∗ = 0.0015625 será considerada como la solución exacta.

Los resultados obtenidos en la tabla 5.3 se ilustran en la figura 5.5, y de los valores

del EOC podemos notar un orden de error que sigue una tendencia cuadrática. En

la Figura 5.6 se visualiza el control óptimo ūh para h = 0.0125.
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Figura 5.4: ūh calculado con h = 0.0125.

h ||ūh − ūh∗ || EOC’
0.05 0.8584e-8 -
0.025 0.2000e-8 2.1016

0.0125 0.0497e-8 2.0097
0.00625 0.0118e-8 2.0676
0.003125 0.0024e-8 2.3212

Cuadro 5.3: Resultados del error y EOC’ obtenidos para distintos valores de tamaño
de malla h.
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Figura 5.5: − log(h) versus − log(||ūh − ūh∗ ||) (linea roja) comparada con − log(h)
(linea azul).

Figura 5.6: ūh calculado con h = 0.0125.
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h ||ūh − ūh∗ || EOC’
0.0183 0.0137 -
0.0092 0.0081 0.7546
0.0046 0.0058 0.4955
0.0023 0.0041 0.5012
0.0011 0.0026 0.6494

Cuadro 5.4: Resultados del error y EOC’ obtenidos para distintos valores de tamaño
de malla h.

Ejemplo 4

En los anteriores ejemplos observamos que bajo la condición (4.12) ó (4.15), im-

puesta sobre los parámetros de regularización, se obtuvieron soluciones que no

cumplen con la característica principal de los soluciones dispersas, esto se debe bási-

camente a la elección de estos parámetros, los cuales necesariamente deben verificar

(4.12) ó (4.15).

Con el objetivo de especificar un problema que genere soluciones dispersas, ex-

presamos a continuación un problema de control óptimo donde los parámetros de

regularización generan una solución dispersa, sin embargo la elección de estos pará-

metros no satisfacen ni la condición (4.12) ni (4.15), por lo cual los resultados obteni-

dos de este ejemplo no necesariamente deben verificar nuestra estimación obtenida.

De los resultados obtenidos podremos analizar una posible cota para la estimación

del error para problemas que no cumplan las condiciones (4.12) y (4.15).

El problema está definido a partir de las siguientes funciones y parámetros:

p = 2, yd = 4π2 cos(2π(x + y)), γ = 7000, α = 0.2, β = 4e − 3,

y el conjunto de controles admisibles está dado por

Uad = {u ∈ L2(Ω) : −1 ≤ u ≤ 10}.

De manera para este problema desconocemos la solución teórica, por lo cual la

solución numérica aproximada del problema discretizado para h∗ = 0.0006 será

considerada como la solución exacta de nuestro problema.

Los resultados de este ejemplo son presentados en la tabla 5.4, de los valores

obtenidos en el EOC podemos distinguir una tendencia de orden de error cercano a

1/2. Ilustramos de mejor manera dichos resultados en la figura 5.7.

En la Figura 5.8 se visualiza el control óptimo ūh para h = 0.0023. En ella pode-
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Figura 5.7: − log(h) versus − log(||ūh − ūh∗ ||) (linea roja) comparada con
−0.5 log(h) (linea azul).

mos observar la presencia de la propiedad de dispersión en el control óptimo, esto

debido a la elección de los valores de los parámetros α y β que a diferencia de los

anteriores ejemplos estos no satisfacen ni (4.12) ni (4.15).
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Figura 5.8: ūh calculado con h = 0.0023.
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Capítulo 6

Conclusiones y comentarios

1. Al haber aproximado numéricamente mediante el Método de elementos fini-

tos el problema de control óptimo regularizado por el término de Huber, defi-

nido en (2.12), se dedujo que las estimaciones del error para el control óptimo

es de orden lineal, específicamente la estimación está dado por

‖ū − ūh‖L2 ≤C (h + δ1/2
γ h), (6.1)

donde C es una constante positiva independiente de h. Para obtener esta esti-

mación fue necesario asumir que los parámetros de regularización α, β satis-

facen la condición (4.12).

2. Del Corolario 4.4 se puede concluir que tanto el problema regularizado dis-

creto como el problema regularizado tienen solución única, si los parámetros

de regularización satisfacen la condición (4.12) o la condición (4.15). Más aún,

la sucesión de las soluciones del problema discreto convergen hacia la única

solución del problema regularizado.

3. De los experimentos numéricos realizados en el Capítulo 5, los tres primeros

ejemplos verifican que bajo la condición (4.12) ó (4.15) se cumple que las esti-

maciones del error están acotadas al menos por un orden lineal, como lo ex-

presado en (6.1), siendo esto el caso de los ejemplo que muestran un orden de

error cuadrático que al estar acotado por un orden lineal no contradice nuestra

estimación obtenida. Para tal comprobación, utilizamos el error experimental

de convergencia EOC′ definido en (5.5).

4. Para la resolución numérica de nuestro problema discretizado por el método

de elementos finitos utilizamos un algoritmo de tipo Newton Semisuave, pa-
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ra la formulación del algoritmo definimos un nuevo multiplicador dado por

(5.1) lo cual nos permite escribir el sistema de optimalidad del problema en un

sistema de optimalidad que contiene únicamente igualdades.

5. La elección de los parámetros de regularización en los tres primeros ejemplos

se fundamentan en el cumplimiento de la condición (4.12) ó (4.15), los valores

de estos parámetros hacen que el control óptimo no tenga la propiedad de dis-

persión. Sin embargo, para problemas de control óptimo cuyos parámetros de

regularización no satisfacen dichas condiciones, los controles óptimos de estos

problemas son dispersos, siendo este el caso del ejemplo 4, donde el control

óptimo obtenido verifica la propiedad de dispersión. Es necesario recalcar que

en este ejemplo el orden de error tiene una tendencia cercana al valor 1/2, mo-

tivo por el cual en un futuro trabajo se pretende realizar un estudio de la esti-

mación del error para problemas cuyos parámetros de regularización generen

soluciones dispersas, con el objetivo de sustentar teóricamente los resultados

del ejemplo 4.

6. Cualquiera de las dos condiciones (4.12) o (4.15) impuestas para los paráme-

tros de regularización resultan ser en cierta medida restrictiva; como una ex-

tensión de este trabajo se pretende relajar dichas condiciones, para lo cual se

considera un problema auxiliar asociado a (PCγ), dado por:



































mı́n
(y,u)

1
2
‖y − yd‖

2
L2(Ω) +

α

2
‖u‖2

L2(Ω) − β
∫

Ω
g u dx + βδγ‖u‖L1(Ω)

subject to:

u ∈ Uad and
Ay = u + f , in Ω,

y = 0, on Γ,

este problema tiene el mismo sistema de optimalidad del problema (PCγ), con

g = w̄ fijo, donde w̄ está definido por (2.18). De manera análoga consideramos

el problema auxiliar asociado al problema discretizado, el cual está dado por






















mı́n
u∈Uh

1
2
‖Shu + y f − yd‖

2
L2(Ω) +

α

2
‖u‖2

L2(Ω) − β(ĝ, u)L2(Ω) + βδγ‖u‖L1(Ω)

subject to:

u ∈ Uh
ad,

el cual tiene las mismas condiciones de optimalidad que el problema discreto

(Ph,Cγ), con ĝ = w̄h fijo.
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Tomando en cuenta que g y ĝ son funciones fijas en estos dos problemas auxi-

liares, podemos estudiar de mejor manera los términos que contienen la dife-

rencia w̄ − w̄h, y bajo ciertas hipótesis impuestas sobre algunos conjuntos del

dominio, se puede obtener una estimación de orden lineal que no depende de

las condiciones (4.12) o (4.15).

7. Como una extensión de este proyecto de investigación se realizará una estima-

ción de errores para un problema más general, el cual está dado de la siguiente

forma


































mı́n
(y,u)

1
2
‖y − yd‖

2
L2(Ω) +

α

2
‖Cu‖2

L2(Ω) + βΥp,γ(u)

sujeto a:

u ∈ Uad y
Ay = u + f , en Ω,

y = 0, sobre Γ,

,

donde C es un operador que va del espacio H1(Ω) a L2(Ω), un ejemplo de este

operador es C = ∇. Nótese además que el estudio realizado en este proyecto

es un caso particular de este problema cuando se considera C = I.
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