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ESPACIAL DE LA SOLUCIÓN DE UNA PERTURBACIÓN
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Certificamos que el presente trabajo fue desarrollado por DAVID SA-
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Caṕıtulo 2. La Transformada de Hilbert 28

1 Definición de la transformada de Hilbert . . . . . . . . . . . . . . . 28

2 La acción de la transformada de Fourier para la transformada de Hilbert

en el espacio de las distribuciones temperadas . . . . . . . . . . . . . 39

3 Algunas propiedades de la transformada de Hilbert en los espacios de Le-
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Resumen

El trabajo de titulación comprende un estudio sobre el problema de valor inicial de una

perturbación no local de la ecuación de Benjamin-Ono, que se expresa bajo la siguiente

forma:
$
’’&
’’%

Btupt, xq ` HB2

xupt, xq ` upt, xqBxupt, xq ` ηHpBxupt, xq ` B3

xupt, xqq “ 0, pt, xq P p0, T s ˆ R,

up0, xq “ u0pxq, x P R,

donde η ą 0, T ą 0. En lineas generales, se estudia la existencia, unicidad y regularidad

de las soluciones mild en el encuadre de los espacios de Sobolev no homogéneos de orden

no negativo y el aporte más notable de este trabajo radica en el estudio de persistencia

del decrecimiento puntual en variable espacial de las soluciones mild.

La prueba de existencia y unicidad tiene su base en el teorema de punto fijo de Picard

y el estudio de regularidad aprovecha la estructura de las soluciones mild. Mientras que

el análisis de las propiedades de persistencia sigue ideas antes vistas en Cortez y Jarŕın

(2020).
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Notaciones

Notaciones generales

R Conjunto de los números reales.

C Conjunto de los números complejos.

R
n Espacio eucĺıdeo n-dimensional.

R
` Conjunto de los números reales no negativos.

N Conjunto de los números naturales.

N
n Conjunto de multi-́ındices.

x ¨ y
nÿ

i“1

xiyi, para x, y P R
n.

|x|
˜

nÿ

i“1

|xi|
¸ 1

2

, para x P R
n.

|α|
nÿ

i“1

|αi|, para α P N
n un multi-́ındice.

xα
ź

i“1

xαi
i , para x P R

n y α P N
n un multi-́ındice.

Bm
j f m-ésima derivada parcial de fpx1, . . . , xnq con respecto a la variable xk.

Bαf Bα1

1 . . . Bαn
n f , para α P N

n un multi-́ındice.

Btf Derivada parcial con respecto al tiempo t de fpt, xq.

Bxf , B2

xf , B3

xf Derivadas parciales con respecto a x de fpt, xq.

d

dt
f Derivada total de fptq.

c.t.p Casi todo punto.
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Espacios Funcionales

Sean E,F dos espacios de Banach y 0 ă T ď `8

C kpRnq Espacio de funciones f con Bαf continuo para todo multíındice |α| ď k.

C 8pRnq
č

kPN
C

kpRnq.

C 8
c pRnq Espacio de funciones C 8pRnq a soporte compacto (funciones test).

D 1pRnq El dual de C 8
c pRnq (espacio de distribuciones).

L1

locpUq Espacio de funciones f : U Ď R
n Ñ C localmente integrables.

BEpx0, rq Bola de centro x0 P E y radio r ą 0 en E.

E 1 Espacio dual topológico de E.

L pEq Espacio de operadores lineales y continuos de E en si mismo.

L pE,F q Espacio de operadores lineales y continuos de E en F .

BpE ˆ E,F q Espacio de formas bilineales y continuas de E ˆ E en F .

C pr0, T s;Eq Espacio de funciones u : r0, T s Ñ E continuas.

C 1pr0, T s;Eq Espacio de funciones u : r0, T s Ñ E continuamente diferenciables.

L8pr0, T s;Eq Espacio de funciones u : r0, T s Ñ E tales que sup
0ďtďT

||uptq||E ă `8.

L2pR, | ¨ |r dxq Espacio de funciones medibles tales que

ż

R

|x|r |fpxq|2 dx ă `8.
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Introducción

El presente trabajo de titulación comprende, en ĺıneas generales, un estudio matemáti-

co riguroso sobre el problema de valor inicial para una perturbación no local de la ecuación

de Benjamin-Ono:

$
’’&
’’%

Btupt, xq ` HB2

xupt, xq ` upt, xqBxupt, xq ` ηHpBxupt, xq ` B3

xupt, xqq “ 0, pt, xq P p0, T s ˆ R,

up0, xq “ u0pxq, x P R,

(npBO)

donde η es un parámetro estŕıctamente positivo, u0 : R Ñ R el dato inicial del problema,

u : r0, T s ˆ R Ñ R su solución y H la transformada de Hilbert, definida bajo la forma

Hfpxq “ 1

π
ĺım
ǫÑ0

ż

|x´y|ě0

fpyq
y ´ x

dy,

para f P S pRq, la clase de Schwartz.

En este estudio, abordaremos el buen planteamiento del problema desde la perspectiva

de las soluciones mild en el marco de los espacios de Sobolev no homogéneos de orden no

negativo y el decrecimiento puntual, aśı como el comportamiento asintótico en la variable

espacial de las soluciones.

La ecuación (npBO) es una de las tantas variantes de la bien conocida ecuación de

Benjamin-Ono, descrita como

Btupt, xq ` HB2

xupt, xq ` upt, xqBxupt, xq “ 0, pt, xq P R
` ˆ R, (B-O)

y deducida por Thomas Brooke Benjamin y Hiroaki Ono (remı́tase a Benjamin (1967)

y Ono (1975)). Ambas ecuaciones surgen de un interés ı́ntimamente relacionado con la
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explicación de fenómenos f́ısicos pertenecientes a la mecánica de fluidos. Aśı pues, la ecua-

ción (npBO), objeto de estudio de este trabajo, acopla relativamente bien la descripción

de fenónemos como: ondas largas unidireccionales en un sistema de dos capas de fluidos

no viscosos incompresibles (ver Cortez y Jarŕın (2020)) y turbulencias de plasma (véase

Qian et al. (1989)). Como se puede entrever, el estudio de esta ecuación se convierte en

una labor no solo valiosa dentro del campo de las ecuaciones diferenciales en derivadas

parciales y el análisis funcional, sino también para finalidades prácticas relacionadas con

el comportamiento de los procesos f́ısicos. Nuestro estudio estará direccionado hacia la

rama teórica de esta ecuación.

La estructura de este trabajo encierra cuatro caṕıtulos. En el primero, realizamos un

compendio de las herramientas teóricas necesarias para abordar el problema (npBO).

Como punto de partida, se revisan nociones teóricas relativas a los espacios de Lebes-

gue. En un segundo momento, se pasá revista por la definición y las propiedades de la

transformada de Fourier en la clase de Schwartz y en el espacio de las distribuciones tem-

peradas. Como parte de esta revisión, se repara en los espacios de Sobolev homogéneos

y no homogéneos. Por último, se identifican dos herramientas útiles en la solución de

problemas que involucren ecuaciones diferenciales en derivadas parciales no lineales: las

desigualdades de Sobolev y las Leyes de producto.

En el segundo capitulo partimos con un análisis progresivo de la transformada de

Hilbert que sirva de base para justificar su buena definición en la clase de Schwartz.

Posteriormente presentamos una definición alternativa de la misma en términos de la

distribución temperada valor principal de Cauchy, con el fin de conseguir, entre otras

cosas, una fórmula que exprese la acción de la transformada de Fourier sobre este opera-

dor. Finalmente, en este caṕıtulo mostramos algunas propiedades de la transformada de
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Hilbert, incluyendo su extensión continua sobre los espacios de Sobolev no homogéneos

y los espacios de Lebesgue.

El caṕıtulo tercero contempla el estudio del buen planteamiento tanto local como glo-

bal del problema (npBO). En un primer análisis, encontramos la solución de su problema

lineal asociado en términos de la transformada de Fourier; solución que desempeña un

papel importante en la discusión de estos dos últimos caṕıtulos y que está intŕınseca-

mente ligada a la noción de solución mild del problema (npBO). En virtud de probar la

existencia de este género de soluciones para un tiempo finito en el marco de los espacios

de Sobolev no homogéneos de orden no negativo, usamos el teorema de punto fijo de Pi-

card. Al cierre de este caṕıtulo, se encuentra que el tiempo de solución se puede extender

indefinidamente.

En el cuarto caṕıtulo se exponen los resultados más significativos del trabajo, resumi-

dos en tres hallazgos. Primero, demostramos la persistencia del decaimiento en variable

espacial de las soluciones del problema (npBO), esto es, probamos que si el dato inicial

u0 posee un decaimiento de la forma
1

1 ` |x|β
, con 1 ă β ď 2, la solución preserva este

decrecimiento en variable espacial. Segundo, estudiamos el comportamiento asintótico en

variable de espacio de las soluciones del problema (npBO), el cual nos provee de informa-

ción importante sobre cómo se comporta la solución upt, xq cuando |x| es suficientemente

grande. Tercero, dicha información da paso a la formulación de la condición sobre el dato

inicial:

ż

R

u0pxq dx ‰ 0, que asegura la optimalidad de decrecimiento en β “ 2.

Al término de esta obra, se presenta un cuadro general sobre las conclusiones, las

mejoras en los métodos dedicados al análisis de persistencia y los problemas que se dejan

abiertos para nuevas investigaciones.
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Caṕıtulo 1

Herramientas de base

Este primer caṕıtulo tiene por objeto hacer una breve revisión de los espacios funcio-

nales y de las herramientas teóricas necesarias que utilizaremos a lo largo del presente

trabajo de titulación. Empezaremos por los espacios de Lebesgue.

1. Espacios de Lebesgue

Introduciremos a los espacios de Lebesgue, los cuales se caracterizan por medir la

integrabilidad de funciones, y repasaremos algunos resultados clásicos que los involucran.

El lector interesado puede profundizar sus conocimientos sobre la teoŕıa de estos espacios

en la página 89 de Brezis (2011).

Definición 1.1 (Espacio de Lebesgue). Sea 1 ď p ď `8. El espacio de Lebesgue

LppRnq se define como

LppRnq “ tf : Rn Ñ C | f es medible y ||f ||Lp ă `8u,

donde

||f ||Lp “
ˆż

Rn

|fpxq|p dx
˙ 1

p

, si 1 ď p ă `8,

y si p “ `8:

||f ||L8 “ sup
xPRn

ess |fpxq| “ ı́nftC ě 0 | |fpxq| ď C c.t.p. x P R
nu.
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Teorema 1.1 (Desigualdad de Hölder). Supongamos que f P LppRnq y g P

LqpRnq, 1 ď p, q ď `8. Entonces fg P LrpRnq, con r tal que
1

r
“ 1

p
` 1

q
. Además

||fg||Lr ď ||f ||Lp ||g||Lq .

Corolario 1.1 (Desigualdad de interpolación). Supongamos que f P LppRnq X LqpRnq,

1 ď p, q ď `8. Entonces f P LrpRnq para todo p ď r ď q, y se cumple la siguiente

desigualdad de interpolación:

||f ||Lr ď ||f ||θp ||f ||1´θ

q ,

donde θ P r0, 1s es tal que
1

r
“ θ

p
` 1 ´ θ

q
.

Existe otra desigualdad de interpolación para los espacios de Lebesgue, en la que in-

tervienen operadores lineales y continuos, conocida como desigualdad de interpolación

de Riesz-Thorin. Una versión más general de este resultado para funciones simples se

encuentra en el Teorema 1.3.4, página 34, de Grafakos (2008).

Teorema 1.2. Sean 1 ď p0, p1, q0, q1 ď 8 y 0 ď θ ď 1 tales que

1

p
“ 1 ´ θ

p0

` θ

p1

y
1

q
“ 1 ´ θ

q0

` θ

q1

.

Sea además L una función lineal y continua de Lp0pRnq en Lq0pRnq y de Lp1pRnq en

Lq1pRnq, que satisface

||Lpfq||Lq0
ď M0 ||f ||Lp0

, para todo f P Lp0pRnq,

||Lpgq||Lq1
ď M1 ||g||Lp1

, para todo g P Lp1pRnq,

donde M0,M1 ě 0 son constantes. Entonces L también es una función lineal y con-

tinua de LppRnq en LqpRnq, y se cumple que

||Lphq||Lq ď M1´θ
0

M θ
1

||h||Lp para todo h P LppRnq.
8



Entre las propiedades de estructura de estos espacios que podemos mencionar, se sabe

que el espacio pLppRnq, || ¨ ||Lpq es un espacio de Banach para todo 1 ď p ď `8, y que

L2pRnq es un espacio de Hilbert con el producto escalar

pf, gqL2 “
ż

Rn

fpxqgpxq dx, f, g P L2pRnq.

Por otro lado, para 1 ď p ă `8, se tiene que el espacio dual de LppRnq es Lp1pRnq, donde

p1 es tal que 1 “ 1

p
` 1

p1 y que el espacio C 8
c pRnq es denso en LppRnq.

Recordemos la definición de la operación convolución, que transforma dos funciones

en una tercera función y la cual posee una propiedad fundamental en los espacios de

Lebesgue.

Definición 1.2. Dadas dos funciones f : R
n Ñ C y g : R

n Ñ C, definimos la

convolución de f y g, denotada por f ˚ g : Rn Ñ C, como:

f ˚ gpxq “
ż

Rn

fpx ´ yqgpyq dy, x P R
n.

Teorema 1.3 (Desigualdad de Young). Supongamos que f P LppRnq y g P

LqpRnq, con 1 ď p, q ď `8. Entonces f ˚g P LrpRnq, donde r es tal que 1` 1

r
“ 1

p
` 1

q
.

Además

||f ˚ g||Lr ď ||f ||Lp ||g||Lq .

Su demostración se localiza en la página 104 de Brezis (2011).

2. La transformada de Fourier en la clase de Schwartz

La transformada de Fourier es una herramienta potente al momento de tratar pro-

blemas que involucren ecuaciones diferenciales definidas sobre todo el espacio R
n. En los
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espacios de Lebesgue, el espacio natural para utilizar este operador es L1pRnq, sin embar-

go, dado que la transformada de Fourier adquiere propiedades importantes en la clase de

Schwartz, definirla sobre este espacio funcional resulta ser mucho más útil.

A breves rasgos, una función pertenece a la clase de Schwartz si es una función suave

la cual, junto con todas sus derivadas, decrece más rápido que el inverso de cualquier

polinomio (véase Grafakos (2008), página 95). Más precisamente, la clase de Schwartz se

define a de la siguiente manera:

Definición 1.3 (Clase de Schwartz). Una función ϕ P C 8pRnq pertenece a la clase

de Schwartz, denotada por S pRnq, si para cualquier par de multi-́ındces α y β, existe

una constante Cα,β,ϕ ą 0 tal que

ρα,βpϕq “ sup
xPRn

ˇ̌
xαBβϕpxq

ˇ̌
“ Cα,β,ϕ ă `8. (1.1)

Los operadores ρα,β son seminormas dichas seminormas de Schwartz.

El requisito (1.1) caracteriza una de las propiedades fundamentales de la clase de Sch-

wartz, la cual indica que las funciones ϕ P S pRnq decrecen más rápido que el inverso de

cualquier polinomio.

Ejemplo 1.1. Un ejemplo clásico de una función que pertenece a clase de

Schwartz es la gaussiana: e´|x|2. Es conocido que esta función pertenece a C 8pRnq

y, dado que su decrecimiento es exponencial, decrece más rápido que el inverso de

cualquier polinomio. Más espećıficamente, haciendo uso de la expansión en Series

de Taylor en el punto cero se puede probar que

e´|x|2 ď
˜

mÿ

k“0

|x|2k

k!

¸´1

,

para todo x P R
n y para cualquier m P N.
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La función e´|x| posee un decrecimiento exponencial pero falla en ser diferenciable

en el origen, por tanto no pertenece a S pRnq.

La función
`
1 ` |x|1000

˘´1

pertenece a C 8pRq pero no decrece más rápido que

cualquier inverso de polinomio.

Cualquier función en C 8
c pRnq decrece arbitrariamente ya que se anula fuera de un

conjunto compacto. Entonces se tiene la contenencia C 8
c pRnq Ď S pRnq, la cual

es estricta (ver el primer ejemplo).

La siguiente caracterización es muy útil para determinar si una función pertenece a

la clase de Schwartz y evidencia el carácter de decrecimiento de estas funciones.

Proposición 1.1. Una función ϕ P C 8pRnq pertenece a la clase de Schwartz si y

sólo si para cualquier multi-́ındice α y para cualquier N P N existe una constante

cα,N,ϕ ą 0 tal que

|Bαϕpxq| ď cα,N,ϕ

p1 ` |x|qN
, para todo x P R

n.

Como consecuencia de esta caracterización se puede probar el siguiente resultado, que

explica la relación entre los espacios de Lebesgue y la clase de Schwartz.

Proposición 1.2. 1. S pRnq Ď LppRnq para todo 1 ď p ď `8.

2. S pRnq es denso en LppRnq para todo 1 ď p ă `8, pero no es denso en

L8pRnq.

Por otro lado, veamos que para dos funciones ϕ, ψ P S pRnq, la convolución ϕ ˚ ψ está

bien definida para todo x P R
n, pues

|pϕ ˚ ψqpxq| ď
ż

Rn

|ϕpx ´ yq| |ψpyq| dy ď ||ϕ||L8 ||ψ||L1 ă `8.

Más aún, ϕ ˚ ψ se mantiene en la clase de Schwartz y posee una propiedad importante

con respecto a sus derivadas.
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Proposición 1.3. Sean ϕ, ψ P S pRnq. Entonces ϕψ y ϕ ˚ ψ pertenecen a S pRnq.

Además

Bαpϕ ˚ ψq “ Bαϕ ˚ ψ “ ϕ ˚ Bαψ

para todo multi-́ındice α.

Una vez introducida la clase de Schwartz, podemos definir la transformada de Fourier en

el marco de este espacio funcional y revisar sus propiedades.

Definición 1.4. Dada una función ϕ P S pRnq, definimos

ϕ̂pξq “
ż

Rn

ϕpxqe´ix¨ξ dx, para todo ξ P R
n. (1.2)

Llamamos a ϕ̂ como la transformada de Fourier de ϕ

Definimos además la transformada de Fourier inversa.

Definición 1.5. Dada una función ϕ P S pRnq, definimos

ϕ_pxq “ p2πq´nϕ̂p´xq “ 1

p2πqn

ż

Rn

ϕpξqeix¨ξ dξ, para todo x P R
n. (1.3)

Llamamos a ϕ_ como la transformada de Fourier inversa de ϕ.

Notación. Dada una función ϕ P S pRnq, notaremos a la reflexión de ϕ como ϕ̃pxq “

ϕp´xq. De esta manera, para la transformada de Fourier inversa de ϕ en (1.3), tenemos

la identidad ϕ_ “ p2πq´n ˜̂ϕ.

Observación 1.1. Notemos que es suficiente suponer que ϕ P L1pRnq para que las ex-

presiones (1.2) y (1.3) estén bien definidas pues

|ϕ̂pξq| ď ||ϕ||L1 , |ϕ_pξq| ď p2πq´n ||ϕ||L1 , para todo ξ P R
n.

Presentamos a continuación algunas de las propiedades de la transformada de Fourier,

las cuales utilizaremos recurrentemente. Se puede encontrar un estudio más en detalle
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sobre este operador en la página 158 de Hörmander (1990) y en la página 98 de Grafakos

(2008).

Proposición 1.4 (Propiedades). Dados ϕ, ψ P S pRnq, f P L1pRnq, ξ P R
n y α un

multi-́ındice, se tiene:

1. La transformada de Fourier y la transformada de Fourier inversa son opera-

dores lineales.

2. ˆ̃ϕ “ ˜̂ϕ.

3. pϕ “ rpϕ.

4. pBαϕq^pξq “ piξqαϕ̂pξq.

5. Bαϕ̂pξq “ pp´ixqαϕq^pξq.

6. zϕ ˚ ψ “ ϕ̂ ψ̂.

7. f̂ , f_ P C pRnq.

8. (Isomorfismo en la clase de Schwartz) ϕ̂, ϕ_ P S pRnq.

9.

ż

Rn

ϕpxqψ̂pxq dx “
ż

Rn

ϕ̂pxqψpxq dx.

10. (Inversión de Fourier) pϕ^q_ “ ϕ “ pϕ_q^.

11. (Relación de Parseval)

ż

Rn

ϕpxqψpxq dx “ p2πq´n

ż

Rn

ϕ̂pξqψ̂pξq dξ.

12. (Identidad de Plancherel) ||ϕ||L2 “ p2πq´ n
2 ||ϕ̂||L2 “ p2πq n

2 ||ϕ_||L2.

13.

ż

Rn

ϕpxqψpxq dx “
ż

Rn

ϕ̂pxqψ_pxq dx.

14. yϕψ “ p2πq´n pϕ ˚ pψ.

Observación 1.2. 1. Uno de los principales usos de la transformada de Fourier en

el estudio de ecuaciones diferenciales, es el de transformar derivadas en polino-

mios (propiedad 4) y convoluciones en multiplicaciones (propiedad 6), convirtien-

do aśı un problema en ecuaciones diferenciales en un problema de tipo algebráico,

que permite un mejor manejo del problema para encontrar su solución.
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2. La inversión de Fourier (propiedad 10) muestra que efectivamente la transformada

de Fourier inversa es el operador inverso de la transformada de Fourier. Además,

la propiedad 8 establece que la función ϕ ÞÑ ϕ̂ define un isomorfismo de la clase

de Schwartz en si misma.

3. La transformada de Fourier en el espacio de las distribuciones

temperadas

En la página 115 de Narici y Beckenstein (2010) se explica la manera de construir un

espacio vectorial topológico localmente convexo metrizable a partir de un espacio vectorial

y una familia de seminormas numerable. En particular, si a la clase de Schwartz le dotamos

de la topoloǵıa τ generada por la familia de seminormas tρα,β |α, β P N
nu (definidas en

(1.1)), obtendremos un espacio topológico que posee las caracteŕısticas mencionadas. Más

aún, se puede probar que pS pRnq, τq es completo, a este tipo de espacios se los conoce

como espacios de Fréchet.

Definición 1.6. Definimos al espacio de las distribuciones temperadas S 1pRnq como

el espacio dual topológico de la clase de Schwartz.

Denotaremos a la acción de una distribución temperada T P S 1pRnq sobre una función

ϕ P S pRnq por el producto en dualidad xT, ϕy.

Observación 1.3. La contenencia C 8
c pRnq Ď S pRnq implica la contenencia inversa de

sus duales S 1pRnq Ď D 1pRnq.

Comenzamos esta revisión sobre las distribuciones temperadas presentando una ca-

racterizaćıon muy útil para determinar si una aplicación T : S pRnq Ñ C pertenece a

S 1pRnq.
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Proposición 1.5. Una aplicación T : S pRnq Ñ C pertenece a S 1pRnq si y sólo si

es lineal y si existen m,n P N tales que

|xT, ϕy| ď
ÿ

|α|ďm
|β|ďn

ρα,βpϕq, para todo ϕ P S pRnq.

Ejemplo 1.2. Dado f P LppRnq, 1 ď p ď `8, f se puede ver como una

distribución temperada mediante el producto en dualidad xf, ϕy “
ż

Rn

fpxqϕpxq dx

para todo ϕ P S pRnq.

Una función f : R
n Ñ C que satisface |fpxq| ď c p1 ` |x|qs para todo x P R

n,

donde c ą 0 y s P R son constantes, también define una distribución temperada a

partir del producto en dualidad xf, ϕy “
ż

Rn

fpxqϕpxq dx.

Dado x0 P R
n, definimos la masa de Dirac en x0 por medio de producto en dualidad

xδx0
, ϕy “ ϕpx0q para todo ϕ P S pRnq, la cual es una distribución temperada.

Veamos ahora que es posible definir una noción de diferenciabilidad para cualquier dis-

tribución temperada.

Definición 1.7 (Derivación en el sentido de las distribuciones). Dados T una dis-

tribución temperada y α un multi-́ındice, llamamos derivada de orden α de T a la

distribución temperada

BαT : S pRnq Ñ C

ϕ ÞÑ xBαT, ϕy :“ p´1q|α|xT, Bαϕy.

Ejemplo 1.3. Dado α un multi-́ındice, la derivada de orden α de δ0 está determinada

por el producto en dualidad

xBαδ0, ϕy “ p´1q|α|xδ0, Bαϕy “ p´1q|α|Bαϕp0q.
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Por otro lado, podemos definir la multiplicación y la convolución de una distribución

temperada con ciertos tipo de funciones.

Definición 1.8 (Producto entre una distribución temperada y una función). Dados

T P S 1pRnq y f P C 8pRnq que satisface

|fpxq| ď cp1 ` |x|qN , para todo x P R
n,

para algún N P N y algún c ě 0. La multiplicación entre la distribución temperada T

y f está definido por

xTf, ϕy “ xT, fϕy, para todo ϕ P S pRnq,

y es una distribución temperada.

Definición 1.9 (Convolución entre una distribución temperada y una función). Sean

T P S 1pRnq y ϕ P S pRnq. La convolución entre T y f está definida por

xT ˚ ϕ, ψy “ xT, ϕ̃ ˚ ψy, para todo ψ P S pRnq,

y es una distribución temperada.

Observación 1.4. 1. Las condiciones de regularidad y de máximo crecimiento po-

sible impuestas sobre f en la Definición 1.8 aseguran que fϕ pertenezca a la clase

de Schwartz para todo ϕ P S pRnq. En particular cualquier función ϕ P S pRnq

cumple con este requisito.

2. Para la convolución (Definición 1.9) necesitamos una condición más fuerte im-

puesta sobre ϕ. En este caso consideramos ϕ P S pRnq para asegurar que ϕ̃ ˚ ψ

pertenezca a la clase de Schwartz para todo ψ P S pRnq.

Definimos ahora la transformada de Fourier y su transformada inversa en el marco de las

distribuciones temperadas y revisaremos sus propiedades.

16



Definición 1.10. Dado T P S 1pRnq, la transformada de Fourier y la transformada

de Fourier inversa de T , denotadas por T̂ y T_ respectivamente, se definen por:

xT̂ , ϕy “ xT, ϕ̂y,

xT_, ϕy “ xT, ϕ_y,

para todo ϕ P S pRnq.

Ejemplo 1.4. Calculemos la transformada de Fourier de δ0, la masa de dirac en

0 P R
n, definida en Ejemplo 1.2. Sea ϕ P S pRnq, se tiene

xδ̂0, ϕy “ xδ0, ϕ̂y “ ϕ̂p0q “
ż

Rn

ϕpxq dx “ x1, ϕy.

Por tanto, se tiene δ̂0 “ 1 en el sentido de las distribuciones temperadas.

Ejemplo 1.5. Dado un multi-́ındice α, podemos calcular la transformada de Fourier

de la función x Ñ xα en el sentido de las distribuciones temperadas. Sea ϕ P S pRnq, se

tiene

xpxαq^, ϕy “ xxα, ϕ̂y “
ż

Rn

xαϕ̂pxq dx “ 1

i|α|

ż

Rn

pBαϕq^pxq dx “ p2πqn

i|α| ppBαϕq^q_ p0q “ p2πqn

i|α| Bαϕp0q.

(1.4)

Luego, del Ejemplo 1.3 se sigue que

xpxαq^, ϕy “ p2πqnxi|α|Bαδ0, ϕy.

Es decir que pxαq^ “ p2πqn i|α|Bαδ0 en el sentido de las distribuciones temperadas.

Proposición 1.6 (Propiedades). Sean T P S 1pRnq, ϕ P S pRnq y α un multi-́ındice.

Se tiene:
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1. (Biyección en el espacio de las distribuciones temperadas) T^, T_ P

S 1pRnq.

2. (Inversión de Fourier) pT^q_ “ T “ pT_q^.

3. pBαT q^ “ piξqαT̂ .

4. BαT̂ “ pp´iξqαT q^.

5. zT ˚ ϕ “ T̂ ϕ̂.

6. xTϕ “ p2πq´nT̂ ˚ ϕ̂.

4. Espacios de Sobolev

Los espacios de Sobolev son una herramienta elemental dentro del estudio de las

ecuaciones diferenciales parciales. Su importancia radica en la posibilidad de estudiar la

regularidad de una distribución temperada mediante el decrecimiento de su transformada

de Fourier, medido por la norma en los espacios LppRnq, 1 ă p ă `8. Utilizaremos

solamente el espacio L2pRnq por las necesidades de nuestro posterior estudio. Todas las

demostraciones omitidas se ubican en la página 25 de Bahouri et al. (2011) y en el

Caṕıtulo 3 de Loachamı́n (2020), mientras que estudios más generales sobre los espacios

de Sobolev se pueden encontrar en la página 56 de Haroske (2008) y la página 12 de

Grafakos (2009).

4.1. Espacios de Sobolev no homogéneos Empezaremos por definir los espacios

de Sobolev no homogéneos. Precisaremos a lo que se entiende por homogeneidad cuando

definamos los espacios de Sobolev homogéneos en la Sección 4.2.

Definición 1.11. Sea s P R, el espacio de Sobolev no homogéneo de orden s, denotado

por HspRnq, está definido de la siguiente manera

HspRnq “ tu P S
1pRnq | ||u||Hs ă `8u,
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donde || ¨ ||Hs denota la norma de HspRnq, dada por:

||u||Hs “
ˆż

Rn

p1 ` |ξ|2qs |ûpξq|2 dξ
˙ 1

2

, u P HspRnq.

Observación 1.5. 1. Dado u P HspRnq, el orden s determina el decrecimiento (o

crecimiento) de la transformada de Fourier de u, que a su vez se relaciona con su

regularidad.

2. Es importante enfatizar que no existen restriciones sobre s en la Definición 1.11,

de modo que no es necesario que este sea un número entero, o positivo.

Mientras más grande sea el valor de s, los elementos u P HspRnq poseen una mayor

regularidad, en particular, si s ě 0, se sabe que dichas distribuciones temperadas son

funciones L2-medibles, hecho que se ve reflejado en el siguiente resultado:

Proposición 1.7. Sean r2 ď r1 ď 0 ď s1 ď s2. Se mantienen las siguientes relaciones

de inclusión:

Hs2pRnq Ď Hs1pRnq Ď L2pRnq Ď Hr1pRnq Ď Hr2pRnq,

donde todas son inclusiones continuas.

Cabe mencionar que no todos los elementos del espacio HspRnq, con s ă 0, son funciones.

Presentamos un ejemplo clásico que ilustra esta afirmación:

Ejemplo 1.6. Veamos que δ0 pertenece a HspRnq para todo s ă ´n
2
.

En efecto, del Ejemplo 1.4 sabemos que δ̂0 “ 1 en el sentido de las distribuciones, aśı

||δ0||2Hs “
ż

Rn

p1 ` |ξ|2qs|δ̂0pxq| dξ

“
ż

|ξ|ď1

p1 ` |ξ|2qsdξ `
ż

|ξ|ą1

p1 ` |ξ|2qs dξ

ď cn,s

ˆ
1 `

ż

ρą1

r2s`n´1dξ

˙
.
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Pero como 2s ` n ă 0,

ż

ρą1

r2s`n´1dξ “ 1

2s ` n
ξ2s`n

ˇ̌
ˇ̌
`8

1

“ ´ 1

2s ` n
ă `8.

Es decir que ||δ0||Hs ă `8 y δ0 P HspRnq. Con respecto a la estructura de los espacios de

Sobolev no homogéneos, para cualquier s P R podemos dotar a HspRnq de un producto

escalar, de modo que este sea un espacio de Hilbert.

Proposición 1.8. Sea s P R, entonces HspRnq es un espacio de Hilbert con el pro-

ducto escalar

pu, vqHs “
ż

Rn

p1 ` |ξ|2qsûpξqv̂pξq dξ, u, v P HspRnq.

Las proposiciones que se presentan a continuación son otros resultados importantes rela-

cionados a los espacios de Sobolev no homogéneos.

Proposición 1.9 (Desigualdad de interpolación). Sean s1, s2 P R y u P Hs1pRnq X

Hs2pRnq, entonces u P HspRnq para todo s1 ď s ď s2. Además, si s “ θs1 ` p1 ´ θqs2

con θ P r0, 1s, entonces

||u||Hs ď ||u||θHs1
||u||1´θ

Hs2 .

Proposición 1.10 (Relación con el espacio de las funciones test y la clase de Sch-

wartz). Dado s P R, el espacio de las funciones test y la clase de Schwartz están

contenidos y son densos en HspRnq.

Notemos que si s ă 0, entonces el espacio HspRnq contiene elementos que no son nece-

sariamente funciones L2-medibles. Sin embargo, podemos advertir que las distribuciones

temperadas que pertenecen a HspRnq (s ă 0) pueden ser aproximadas por funciones

suficientemente regulares.

Proposición 1.11 (Espacio dual topológico). Dado s P R, H´spRnq es el espacio

dual topológico de HspRnq.
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Expliquemos en detalle a qué se refiere esta relación de dualidad. Sin pérdida de gene-

ralidad consideremos s ě 0. Por una parte, la Proposición 1.7 nos dice que HspRnq está

contenido en H´spRnq. Por tal motivo, sobre HspRnq podemos definir dos productos in-

ternos: el inducido por H´spRnq y su producto interno inherente (a su estructura). Ahora

bien, el teorema de representación de Riesz nos dice que pHspRnq, p¨, ¨qHsq es isomorfo a

pHspRnq, p¨, ¨qHsq1. Entonces si consideramos al espacio pHspRnq, p¨, ¨qHsq, se tiene que su

dual es el mismo espacio. Pero si nos referimos al espacio pHspRnq, p¨, ¨qH´sq, entonces se

tiene que pHspRnq, p¨, ¨qH´sq1 “ pH´spRnq, p¨, ¨qH´sq (ver Brezis (2011), Observación 3 del

Teorema 5.5, página 136). A esta última igualdad se refiere la Proposición 1.11.

4.2. Espacios de Sobolev homogéneos Daremos sentido a la noción de homo-

geneidad de un espacio y explicaremos rápidamente por qué los espacios HspRnq son

llamados espacios de Sobolev no homogéneos, pero antes necesitamos una definición adi-

cional.

Definición 1.12 (Dilatación de una función y de una distribución). Sean f : Rn Ñ C

una función, u P S 1pRnq y λ ą 0 una constante.

i. La función dilatación de f , notada por fλ, se define por

fλpxq “ fpλxq, para todo x P R
n.

ii. La distribución temperada dilatación de u, notada por uλ, se define mediante

el producto en dualidad

xuλ, ϕy “ xu, λ´nϕ1{λy, para todo ϕ P S pRnq.

Observación 1.6. i. Si u “ f en el sentido de las distribuciones temperadas en-

tonces uλ “ fλ.
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ii. Por otro lado, la transformada de Fourier de la dilatación de u es puλq^ “

λ´npûq1{λ. Esta igualdad será necesaria al momento de analizar la homogenei-

dad de los espacios de Sobolev.

Definición 1.13 (Homogeneidad de un espacio). Sea E un espacio normado dado

por

E “ tu P S
1pRnq | ||u||E ă `8u,

donde || ¨ ||E : E Ñ R
` es la norma de E. Diremos que E es un espacio homogéneo

de orden b P R si para todo u P E y todo λ ą 0 se cumple que

||uλ||E “ λb ||u||E .

Ejemplo 1.7. Ejemplos interesantes de espacios homogéneos son los espacios LppRnq,

1 ď p ď `8.

Puesto que, para todo f P LppRnq y todo λ ą 0 se puede probar que:

||fλ||Lp “

$
’’&
’’%

λ
´ n

p ||f ||Lp , si 1 ď p ă `8,

||f ||Lp , si p “ 8.

Es decir que los espacios LppRnq son espacios homogéneos de orden ´n
p

para todo 1 ď

p ă `8 y que L8pRnq es un espacio homogéneo de orden 0.

Regresando a los espacios de Sobolev no homogéneos, recordemos que la norma de

HspRnq (s P R) está dada por:

||u||Hs “
ˆż

Rn

p1 ` |ξ|2qs |ûpξq|2 dξ
˙ 1

2

“
ˇ̌ˇ̌

p1 ` | ¨ |2q s
2 û

ˇ̌ˇ̌
L2
, u P HspRnq.

22



Tomamos u P HspRnq y calculamos la norma de uλ, con λ ą 0 arbitrario. De la Observa-

ción 1.6, se sigue

||uλ||Hs “
ˆż

Rn

p1 ` |ξ|2qs |puλq^pξq|2 dξ
˙ 1

2

“ λ´n

ˆż

Rn

p1 ` |ξ|2qs |û pξ{λq|2 dξ
˙ 1

2

“ λ´ n
2

ˆż

Rn

p1 ` λ2 |ξ|2qs |ûpξq|2 dξ
˙ 1

2

.

(1.5)

Vemos que la constante 1 presente en el término p1 ` |ξ|2qs dentro de la integral no nos

permite concluir que HspRnq sea homogéneo. En otras palabras, HspRnq no es invariante

bajo efecto de ninguna dilatación (||uλ||Hs “ ||u||Hs), fenómeno que interviene en cuestio-

nes relacionadas a la existencia de soluciones, explosión en tiempo finito de la solución,

por citar dos ejemplos. Teniendo en cuenta este inconveniente se plantea una definición

más natural de los espacios de Sobolev (llamados homogéneos y notados 9HspRnq) que

permitan la invarianza para alguna dilatación. Dicha definición es la siguiente:

9HspRnq “ tu P S
1pRnq | ||u|| 9Hs ă `8u

donde

||u|| 9Hs “
ˆż

Rn

|ξ|2s |ûpξq|2 dξ
˙ 1

2

, u P 9HspRnq. (1.6)

Siguiendo los mismos cálculos realizados en (1.5) se prueba que ||uλ|| 9Hs “ λs´ n
2 ||u|| 9Hs

para todo u P 9HspRnq. Es decir que si || ¨ || 9Hs fuese una norma para el espacio 9HspRnq,

entonces este seŕıa un espacio homogéneo de orden s ´ n
2

e invariante por dilatación

cuando s “ n
2
. Desafortunadamente, este no es el caso, dado que la función || ¨ || 9Hs resulta

ser solamente una semi-norma.

En efecto, considerando k P N, se puede probar que existen constantes c1, c2 ą 0 tales

que

c1

ÿ

1ď|α|ďk

||Bαu||L2 ď ||u|| 9Hk ď c2

ÿ

1ď|α|ďk

||Bαu||L2 , (1.7)
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para todo u P 9HkpRnq, y esto implica que ||u|| 9Hk “ 0 para cualquier función constante u.

Tomando en cuenta que la transformada de Fourier de la función constante u “ 1

es û “ p2πqnδ0 (que no es una función), una forma eficiente de excluir a las funciones

constantes en la definición de los espacios 9HspRnq es considerar únicamente las distribu-

ciones u P S 1pRnq tales que û P L1

locpRnq. Más aún, del Ejemplo 1.5, se deduce que esta

condición excluye a todos los polinomios.

Definición 1.14. El espacio de Sobolev homogéneo de orden s P R, denotado por

9HspRnq se define como

9HspRnq “ tu P S
1pRnq | û P L1

locpRnq y ||u|| 9HspRnq ă `8u,

donde la norma || ¨ || 9Hs está definida en (1.7).

Es importante aclarar que 9HspRnq es un espacio normado, al cual le podemos dotar de

un producto escalar de modo que este sea un espacio de Hilbert, si y sólo si s ă n
2
. Esto

viene dado por la siguiente proposición.

Proposición 1.12. 9HspRnq es un espacio de Hilbert con el producto escalar

pu, vq 9Hs “
ż

Rn

|ξ|2s
ûpξqv̂pξq dξ, u, v P 9HspRnq,

si y sólo si s ă n
2
.

Ejemplo 1.8. La masa de dirac en 0 no pertenece a ningún espacio de Sobolev ho-

mogéneo 9HspRnq.

En efecto, dado que δ̂0 “ 1 (Ejemplo 1.5), haciendo un cambio de variable a cordenadas

polares se sigue que

||δ0||29Hs “
ż

Rn

|ξ|2s
ˇ̌
ˇδ̂0pξq

ˇ̌
ˇ
2

dξ “
ż

Rn

|ξ|2s
dξ “ cn

ż `8

0

ρ2s`n´1dρ.
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Si 2s ` n ą 0 entonces la función ρ2s`n´1 no es integrable en el infinito, y si 2s ` n ď 0

entonces no es integrable en el origen.

Por otra parte, la Proposición 1.7 nos permitió conocer la relación de inclusión que

mantienen los espacios de Sobolev no homogéneos. En contraste, para el caso de los

espacios de Sobolev homogéneos, lamentablemente no existe una relación de inclusión

que los pueda comparar. Sin embargo, śı se tiene una desigualdad de interpolación, que

se describe en la siguiente proposición.

Proposición 1.13 (Desigualdad de interpolación). Sean s1, s2 P R y u P 9Hs1pRnq X

9Hs2pRnq, entonces u P 9HspRnq para todo s1 ď s ď s2. Además, si s “ θs1 ` p1 ´ θqs2

con θ P r0, 1s, entonces

||u|| 9Hs ď c ||u||θ9Hs1
||u||1´θ

9Hs2 .

A pesar de que no existe un orden de inclusión para el caso de los espacios de Sobolev

homogéneos, śı se los puede comparar con los no homogéneos, dependiendo del signo del

orden s P R.

Proposición 1.14. Sea s P R.

1. Si s ě 0, entonces HspRnq Ď 9HspRnq y además

||u|| 9Hs ď ||u||Hs , para todo u P HspRnq.

2. Si s ď 0, entonces 9HspRnq Ď HspRnq y además

||u||Hs ď ||u|| 9Hs , para todo u P HspRnq.

Enunciamos otras dos propiedades importantes de los espacios de Sobolev homogéneos

para terminar esta sección.
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Proposición 1.15 (Relación con el espacio de las funciones test y la clase de Sch-

wartz). Si s ď ´n
2

entonces el espacio de las funciones test y la clase de Schwartz no

están contenidos en 9HspRnq.

Proposición 1.16 (Espacio dual topológico). Dado s P R tal que |s| ă n
2
, 9H´spRnq

es el espacio dual topológico de 9HspRnq.

4.3. Desigualdades de Sobolev y Leyes de producto Las Leyes de produc-

to son una herramienta de gran utilidad al momento de tratar ecuaciones diferenciales

no lineales. En particular, nosotros las utilizaremos extensamente en el estudio de una

perturbación de la ecuación de Benjamin-Ono en los Caṕıtulos 3 y 4. En el Lema 7.3,

página 130, de Lemarié-Rieusset (2016) se utiliza el teorema siguiente para demostrar

las Leyes de producto, lo enunciamos conjuntamente pues en si mismo es un resultado

valioso.

Teorema 1.4 (Desigualdades de Sobolev). Sea 0 ă s ă n
2

y 2 ă p ă `8 tal que

n
2

“ s` n
p
. Entonces existe una constante cn ą 0 que depende de la dimensión tal que

||u||Lp ď cn ||u|| 9Hs , para todo u P 9HspRnq.

Teorema 1.5 (Leyes de producto 1). Sea s ą n
2
, entonces:

1. Para todo u P HspRnq se tiene que u P L8pRnq y

||u||L8 ď cn,s ||u||Hs .

2. Para todo u, v P HspRnq se tiene que uv P HspRnq y

||uv||Hs ď cn,s ||u||Hs ||v||Hs .

Por último presentamos Leyes de producto que involucran espacios de Sobolev homogéneos.
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Teorema 1.6 (Leyes de producto 2). Sean u, v P S 1pRnq, s ě 0 y 0 ă δ ă n
2
. Se

tiene:

1. Si u, v P HspRnq X 9HδpRnq entonces uv P Hs`δ´ n
2 pRnq y

||uv||
H

s`δ´ n
2

ď c p||u||Hs ||v|| 9Hδ ` ||v||Hs ||u|| 9Hδ q .

2. Si u, v P 9HspRnq X 9HδpRnq entonces uv P 9Hs`δ´ n
2 pRnq y

||uv|| 9H
s`δ´ n

2
ď c p||u|| 9Hs ||v|| 9Hδ ` ||v|| 9Hs ||u|| 9Hδ q .
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Caṕıtulo 2

La Transformada de Hilbert

1. Definición de la transformada de Hilbert

Este caṕıtulo lo dedicaremos completamente a la transformada de Hilbert, operador

que aparece en la perturbación de la ecuación de Benjamin-Ono que estudiaremos en los

Caṕıtulos 3 y 4. Haremos un estudio que comprenderá: la definición de la transformada

de Hilbert, la acción de la transformada de Fourier sobre este operador y revisaremos

algunas de sus propiedades más importantes. El lector que desee profundizar sus conoci-

mientos sobre el tema puede dirigirse a King (2009) o a la Sección 4.1 de Grafakos (2008);

sección de la cual fue extraida y desarrollada gran parte del contenido que a continuación

presentamos.

La transformada de Hilbert de una función f : R Ñ C en un punto x P R se escribe

como:

Hfpxq “ ĺım
ǫÑ0

1

π

ż

|y´x|ěǫ

fpyq
y ´ x

dy “ ´ ĺım
ǫÑ0

1

π

ż

|y|ěǫ

fpx ´ yq
y

dy, (2.1)

cuando esta exista. Ante la posibilidad de que la función y Ñ fpyq
y ´ x

no sea integrable

cerca de x, se evita este inconveniente definiendo a la integral

ż

R

fpyq
y ´ x

dy como el ĺımite

de integrales convergentes que excluyan a x:

ż

|y´x|ěǫ

fpyq
y ´ x

dy, cuando ǫ Ñ 0.

Estos ĺımites son llamados integrales de valor principal y en la literatura se los reconoce

por estar precedidos por las siglas p.v. . En particular utilizando esta notación en (2.1)
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tenemos que la transformada de Hilbert de f en x está dada por

Hfpxq “ 1

π
p.v.

ż

R

fpyq
y ´ x

dy “ ´ 1

π
p.v.

ż

R

fpx ´ yq
y

dy.

Para dar una justificación teórica adecuada de la transformada de Hilbert, deseamos

conocer los espacios funcionales sobre los cuales está bien definida. Para ello, el primer

objetivo es saber para qué tipo de funciones existen las integrales que aproximan a este

operador, llamadas transformadas de Hilbert truncadas.

La transformada de Hilbert truncada (a la aproximación ǫ) de una función f : R Ñ C

en x P R se escribe como:

H
pǫqfpxq “ 1

π

ż

|y´x|ěǫ

fpyq
y ´ x

dy “ ´ 1

π

ż

|y|ěǫ

fpx ´ yq
y

dy,

cuando esta exista. Los espacios de Lebesgue (salvo L8pRq) son ejemplos de espacios

funcionales para los cuales la transformada de Hilbert truncada está bien definida. En la

siguiente proposición lo explicaremos más en detalle.

Proposición 2.1. Sean ǫ ą 0 y 1 ď p ă `8 y f P LppRq, entonces

ˇ̌
H

pǫqfpxq
ˇ̌

ă `8, para todo x P R.

Demostración. Notamos por p1 al número tal que 1

p
` 1

p1 “ 1.

Si 1 ă p ă `8, se tiene que

ˇ̌
H

pǫqfpxq
ˇ̌

ď 1

π

ż

|y|ěǫ

|fpx ´ yq|
|y| dy

ď
ˆż

|y|ěǫ

|fpx ´ yq|p dy
˙ 1

p
ˆż

|y|ěǫ

1

|y|p1 dy

˙ 1

p1

ď ||f ||Lp

ˆ
2

p1 ´ 1
ǫ1´p1

˙ 1

p1

ă `8.
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Si p “ 1, entonces

ˇ̌
H

pǫqfpxq
ˇ̌

ď 1

π

ż

|y|ěǫ

|fpx ´ yq|
|y| dy ď

˜
sup
|y|ěǫ

1

|y|

¸
||f ||L1 “ 1

ǫ
||f ||L1 ă `8.

�

Por otro lado, cuando p “ 8, la transformada de Hilbert truncada no está definida. En

efecto, consideremos la función signo dada por:

sgnpxq “

$
’’’’’&
’’’’’%

1 si x ą 0,

´1 si x ă 0,

0 si x “ 0.

(2.2)

Calculamos Hpǫq sgnpxq, dependiendo de la posición de x:

Si ´ǫ ď x ď ǫ, entonces

H
pǫq sgnpxq “ ´ 1

π

ż

|y|ěǫ

sgnpx ´ yq
y

dy

“ ´ 1

π

ż ´ǫ

´8

sgnpx ´ yq
y

dy ´ 1

π

ż `8

ǫ

sgnpx ´ yq
y

dy

“ ´ 1

π

ż ´ǫ

´8

1

y
dy ` 1

π

ż `8

ǫ

1

y
dy

“ 2

π

ż `8

ǫ

1

y
dy

“ 2

π
log pyq

∣

∣

∣

∣

∣

`8

ǫ

“ `8.

Si x ă ´ǫ, se tiene que

H
pǫq sgnpxq “ ´ 1

π

ż x

´8

sgnpx ´ yq
y

dy ´ 1

π

ż ´ǫ

x

sgnpx ´ yq
y

dy ´ 1

π

ż `8

ǫ

sgnpx ´ yq
y

dy

“ ´ 1

π

ż x

´8

1

y
dy ` 1

π

ż ´ǫ

x

1

y
dy ` 1

π

ż `8

ǫ

1

y
dy

“ 1

π

ż `8

´x

1

y
dy ` 1

π

ż ´ǫ

x

1

y
dy ` 1

π

ż `8

ǫ

1

y
dy “ `8.

El caso cuando x ą ǫ se sigue de manera análoga al caso anterior.
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Ahora bien, hasta este momento hemos visto algunas funciones f tales que Hpǫqfpxq está

bien definido para todo x P R y para cualquier aproximación ǫ ą 0, pero esto no implica

que su transformada de Hilbert esté bien definida. Para ver esto basta considerar el punto

x “ 0 y la función fpxq “ 1

x
. Dado ǫ ą 0 se tiene que

H
pǫqfp0q “ 1

π

ż

|y|ěǫ

1

y ´ 0

1

y
dy “ 1

π

ż

|y|ěǫ

1

y2
dy “ 2

πǫ
,

que es finito, pero que tiende a `8 cuando ǫ Ñ 0.

Por otro lado, un tipo de funciones para las cuales se garantiza la existencia de la

transformada de Hilbert en algún punto x P R son aquellas que pertenecen a L1pRq y que

satisfacen la condición de Hölder cerca de x.

Definición 2.1 (Condición de Hölder cerca de un punto). Dado x P R, decimos

que una función f : R Ñ C satisface la condición de Hölder cerca de x si existen

constantes cx, δx, βx ą 0, que pueden depender de x, tales que

|fpxq ´ fpyq| ď cx |x ´ y|βx ,

para todo y P R tal que |y ´ x| ă δx.

Proposición 2.2. Sean x P R y f P L1pRq una función que satisface la condición de

Hölder cerca de x. Entonces existe Hfpxq “ ĺım
ǫÑ0

H
pǫqfpxq.

Demostración. Tomando ǫ ą 0 más pequeño que δx (lo cual no es descabellado

pues haremos tender ǫ a 0), tenemos que

H
pǫqfpxq “ 1

π

ż

ǫď|x´y|ďδx

fpyq
y ´ x

dy ` 1

π

ż

δxă|x´y|

fpyq
y ´ x

dy

“ 1

π

ż

ǫď|x´y|ďδx

fpyq ´ fpxq
y ´ x

dy ` 1

π

ż

ǫď|x´y|ďδx

fpxq
y ´ x

dy ` 1

π

ż

δxă|x´y|

fpyq
y ´ x

dy

“ 1

π
pI1 ` I2 ` I3q.
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Analizamos las tres integrales por separado.

Para I1, como f satisface la Definición 2.1, tenemos:

ˇ̌
ˇ̌
ż

ǫď|x´y|ďδx

fpyq ´ fpxq
x ´ y

dy

ˇ̌
ˇ̌ ď

ż

ǫď|x´y|ďδx

|fpyq ´ fpxq|
|x ´ y| dy

ď
ż

ǫď|x´y|ďδx

cx

|x ´ y|βx

|x ´ y| dy

“ cx

ż

ǫď|z|ďδx

|z|βx´1
dz

“ 2
cx

βx

pδβx
x ´ ǫβxq.

Tomando ǫ Ñ 0 se tiene

ĺım
ǫÑ0

ˇ̌
ˇ̌
ż

ǫď|x´y|ďδx

fpyq ´ fpxq
x ´ y

dy

ˇ̌
ˇ̌ ď 2

cx

βx

δβx
x ă `8.

Para I2:
ż

ǫď|x´y|ďδx

fpxq
y ´ x

dy “ fpxq
ż

ǫď|z|ďδx

1

z
dz “ 0.

Finalmente, para I3:

ˇ̌
ˇ̌
ż

δxă|x´y|

fpyq
y ´ x

dy

ˇ̌
ˇ̌ ď

ż

δxă|x´y|

|fpyq|
|y ´ x|dy “

ż

δxă|z|

|fpz ` xq|
|z| dz ď 1

δx

ż

δxă|z|
|fpx ` zq| dz

que es finito pues f P L1pRq.

�

En particular, toda función ϕ P S pRq satisface la condición de Hölder cerca de todo

x P R (puesto que |ϕpxq ´ ϕpyq| ď ||ϕ1||L8 |x ´ y| para todo y P R) y por tanto podemos

definir su transformada de Hilbert. Con lo dicho anteriormente, estamos en la capacidad

de definir la transformada de Hilbert en la clase de Schwartz.
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Definición 2.2 (Transformada de Hilbert). Dado ϕ P S pRq, definimos a la trans-

formada de Hilbert de ϕ como

Hϕpxq “ ĺım
ǫÑ0

H
pǫqϕpxq “ 1

π
p.v.

ż

R

ϕpyq
y ´ x

dy “ ´ 1

π
p.v.

ż

R

ϕpx ´ yq
y

dy,

para todo x P R.

Observación 2.1. La transformada de Hilbert es un operador no local.

Es decir que, dados ϕ P S pRq y x P R, la cantidad Hϕpxq no puede ser determinada

solamente por los valores que toma ϕ sobre una vecindad de x. Es necesario conocer toda

la imagen de ϕ para calcular su transformada de Hilbert en x.

Para ilustrar cómo opera la transformada de Hilbert daremos algunos ejemplos.

Ejemplo 2.1. Consideremos la función caracteŕıstica χra,bs en el intervalo ra, bs defi-

nida por

χra,bspxq “

$
’’&
’’%

1 si x P ra, bs

0 si no.

Mostraremos que

H
`
χra,bs

˘
pxq “ 1

π
log

|x ´ b|
|x ´ a| , para todo x P Rzptau Y tbuq,

para lo cual, primero probaremos que la transformada de Hilbert truncada de χra,bs es

H
pǫq `

χra,bs
˘

pxq “

$
’’’’’&
’’’’’%

´ 1

π
log` |x´a|

máxpǫ,|x´b|q cuando x ą b,

1

π
log` |x´b|

máxpǫ,|x´a|q cuando x ă a,

´ 1

π
log` |x´a|

ǫ
` 1

π
log` |x´b|

ǫ
cuando a ă x ă b,

(2.3)

donde log` x “ log x cuando x ě 1 y cero caso contrario.

Antes que nada notemos que la indicatriz χra,bs pertenece a L1pRq y satisface la con-

dición de Hölder solamente para los x P R distintos de a y de b. En efecto, si x pertenece
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al intervalo abierto pa, bq, entonces existe δx ą 0 tal que Bpx, δxq Ď pa, bq. Se sigue que

χra,bspBpx, δxqq Ď χra,bsppa, bqq “ t1u y en particular
ˇ̌
χra,bspxq ´ χra,bspyq

ˇ̌
“ |1 ´ 1| “ 0 pa-

ra todo y P R tal que |x ´ y| ď δx

2
. Si x ‰ ra, bs se tiene lo mismo de manera análoga pues

el conjunto ra, bsc es abierto y la indicatriz χra,bs se anula fuera del intervalo ra, bs. Por otro

lado, si x “ a o x “ b, no podemos hallar una vecindad de x en donde se cumpla la con-

dición de Hölder pues
ˇ̌
χra,bspaq ´ χra,bspyq

ˇ̌
“ 1 para todo y ă a y

ˇ̌
χra,bspbq ´ χra,bspyq

ˇ̌
“ 1

para todo y ą b. Aśı, se puede definir la transformada de Hilbert para x ‰ a y x ‰ b.

Sea x P R distinto de a y de b, por definición de la transformada de Hilbert de χra,bs

se tiene que

H
pǫq `

χra,bs
˘

pxq “ ´ 1

π

ż

|y|ěǫ

χra,bspx ´ yq
y

dy, (2.4)

pero como

χra,bspx ´ yq “

$
’’&
’’%

1 si a ď x ´ y ď b

0 caso contrario,

entonces el conjunto A :“ ty P R |x ´ b ď y ď x ´ a, |y| ě ǫu es la región en la cual

la integral (2,4) no se anula. Como un paso previo para obtener (2.3) debemos integrar

sobre la región A, dependiendo de las posiciones de x ´ b y x ´ a.

i. Si x ´ b ď x ´ a ď ´ǫ o ǫ ď x ´ b ď x ´ a:

H
pǫq `

χra,bs
˘

pxq “ ´ 1

π

ż x´a

x´b

1

y
dy “ ´ 1

π
log

|x ´ a|
|x ´ b| .

ii. Si x ´ b ď ´ǫ ă ǫ ď x ´ a:

H
pǫq `

χra,bs
˘

pxq “ ´ 1

π

ż x´a

ǫ

1

y
dy ´ 1

π

ż ´ǫ

x´b

1

y
dy “ ´ 1

π
log

|x ´ a|
ǫ

` 1

π
log

|x ´ b|
ǫ

.

iii. Si x ´ b ď ´ǫ ď x ´ a ď ǫ:

H
pǫq `

χra,bs
˘

pxq “ ´ 1

π

ż ´ǫ

x´b

1

y
dy “ 1

π
log

|x ´ b|
ǫ

.
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iv. Si ´ǫ ď x ´ b ď ǫ ď x ´ a:

H
pǫq `

χra,bs
˘

pxq “ ´ 1

π

ż x´a

ǫ

1

y
dy “ ´ 1

π
log

|x ´ a|
ǫ

.

v. Por último, si ´ǫ ď x ´ b ď x ´ a ď ǫ:

H
pǫq `

χra,bs
˘

pxq “ 0.

Utilizaremos esta información para obtener la igualdad (2.3). Analizaremos solamente

el caso cuando x ą b ą a, el resto de casos se siguen de manera análoga. Existen tres

opciones:

Si ǫ ď x ´ b ď x ´ a, entonces
|x ´ a|

máxpǫ, |x ´ b|q “ |x ´ a|
|x ´ b| ě 1. Luego, por (i):

H
pǫq `

χra,bs
˘

pxq “ ´ 1

π
log

|x ´ a|
|x ´ b| “ ´ 1

π
log` |x ´ a|

máxpǫ, |x ´ b|q .

Si 0 ă x´ b ď ǫ ď x´ a, entonces
|x ´ a|

máxpǫ, |x ´ b|q “ |x ´ a|
ǫ

ě 1. Luego, por (iv):

H
pǫq `

χra,bs
˘

pxq “ ´ 1

π
log

|x ´ a|
ǫ

“ ´ 1

π
log` |x ´ a|

máxpǫ, |x ´ b|q .

Si 0 ă x ´ b ď x ´ a ď ǫ, entonces
|x ´ a|

máxpǫ, |x ´ b|q “ |x ´ a|
ǫ

ď 1. Luego, por (v):

H
pǫq `

χra,bs
˘

pxq “ 0 “ ´ 1

π
log` |x ´ a|

máxpǫ, |x ´ b|q .

Finalmente, como tomaremos el ĺımite cuando ǫ Ñ 0 de Hpǫqpχra,bsqpxq, podemos tomar ǫ

suficientemente pequeño, de manera siempre se tenga (ii), aśı

H
`
χra,bs

˘
pxq “ 1

π
ĺım
ǫÑ0

ˆ
log

ǫ

|x ´ a| ` log
|x ´ b|
ǫ

˙
“ 1

π
ĺım
ǫÑ0

log
|x ´ b|
|x ´ a| “ 1

π
log

|x ´ b|
|x ´ a| .

Ejemplo 2.2. Dado a ą 0, la transformada de Hilbert de la función fpxq “ a

x2 ` a2

es Hfpxq “ ´ x

x2 ` a2
para todo x P R.
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Se puede comprobar sin dificultad que f es integrable y satisface la condición de Hölder

cerca de todo punto x P R, entonces sabemos que existe la transformada de Hilbert de f .

Sea x P R, por definición de Hfpxq se tiene que

Hfpxq “ 1

π
ĺım
ǫÑ0

ż

|y´x|ěǫ

1

y ´ x

a

y2 ` a2
dy.

Expresamos al término dentro de la integral como la suma

1

y ´ x

a

y2 ` a2
“ Ax

y ´ x
` Bxy ` Cx

y2 ` a2
,

de donde se puede obtener con facilidad que Ax “ a

a2 ` x2
, Bx “ ´ a

a2 ` x2
, Cx “ ´ax

a2 ` x2
.

Entonces

Hfpxq “ 1

π

a

a2 ` x2
ĺım
ǫÑ0

ˆż

|y´x|ěǫ

1

y ´ x
dy ´

ż

|y´x|ěǫ

y

y2 ` a2
dy ´ x

ż

|y´x|ěǫ

1

y2 ` a2
dy

˙

“ 1

π

a

a2 ` x2
ĺım
ǫÑ0

pI1pǫq ´ I2pǫq ´ xI3pǫqq. (2.5)

Estimamos el valor de cada integral por separado y tomamos el ĺımite cuando ǫ Ñ 0. La

integral I1pǫq se calcula

I1pǫq “
ż

|y´x|ěǫ

1

y ´ x
dy “

ż

|z|ěǫ

1

z
dz “ 0.

Para I2pǫq, por facilidad consideraremos tres casos dependiendo del valor x.

Si x “ 0, se tiene que

I2pǫq “
ż

|y|ěǫ

y

y2 ` a2
dy “ 0.

Si x ą 0 tomamos ǫ tal que 0 ă x´ǫ. Luego, la región de integración es el conjunto

p´8, x ´ ǫs Y rx ` ǫ,8q “ p´8,´x ´ ǫs Y r´x ´ ǫ, x ´ ǫs Y rx ` ǫ,`8q

y se tiene que

I2pǫq “
ż

|y´x|ěǫ

y

y2 ` a2
dy

36



“
ż

|y|ě|x`ǫ|

y

y2 ` a2
dy `

ż x´ǫ

´x´ǫ

y

y2 ` a2
dy

“ 1

2
lnppx ´ ǫq2 ` a2q ´ 1

2
lnppx ` ǫq2 ` a2q,

que tiende a 0 cuando ǫ Ñ 0.

El caso cuando x ă 0 se sigue de manera análoga al caso anterior.

Finalmente, para I3pǫq se tiene que

I3pǫq “
ż

|y´x|ěǫ

1

y2 ` a2
dy

“ 1

a2

ż

|y´x|ěǫ

1

py{aq2 ` 1
dy

“ 1

a

˜
arctan

´y
a

¯ˇ̌
ˇ̌
x´ǫ

´8
` arctan

´y
a

¯ˇ̌
ˇ̌
`8

x`ǫ

¸

“ 1

a

´
arctan

´x ´ ǫ

a

¯
` π

2
` π

2
´ arctan

´x ` ǫ

a

¯¯

“ 1

a

´
π ` arctan

´x ´ ǫ

a

¯
´ arctan

´x ` ǫ

a

¯¯
,

que tiende a
π

a
cuando ǫ Ñ 0. Entonces (2.5) es igual a

Hfpxq “ ´ x

a2 ` x2
.

Antes de dedicarnos al estudio de las propiedades de la transformada de Hilbert, in-

troducimos la distribución temperada valor principal de Cauchy, en la cual nos basaremos

para proveer una definición equivalente de este operador.

Definición 2.3. La distribución temperada valor principal de Cauchy, denotada por

v.p.
1

x
, se define como

B
v.p.

1

x
, ϕ

F
“ 1

π
ĺım
ǫÑ0

ż

|x|ěǫ

ϕpxq
x

dx, para todo ϕ P S pRq.

Probemos que v.p.
1

x
es en efecto una distribución temperada. Por un lado, como para

todo ϕ P S pRq la función
ϕp0q
x

es impar y gracias al teorema del valor medio, se sigue
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que

ˇ̌
ˇ̌
ż

ǫď|x|ď1

ϕpxq
x

dx

ˇ̌
ˇ̌ “

ˇ̌
ˇ̌
ż

ǫď|x|ď1

ϕpxq ´ ϕp0q
x

dx

ˇ̌
ˇ̌

ď
ż

ǫď|x|ď1

sup
xPR

|ϕ1pxq| dx

“ 2p1 ´ ǫq sup
xPR

|ϕ1pxq| .

(2.6)

Entonces

ĺım
ǫÑ0

ˇ̌
ˇ̌
ż

ǫď|x|ď1

ϕpxq
x

dx

ˇ̌
ˇ̌ ď 2 sup

xPR
|ϕ1pxq| .

Por otro lado
ˇ̌
ˇ̌
ż

|x|ě1

ϕpxq
x

dx

ˇ̌
ˇ̌ ď

ż

|x|ě1

|x| |ϕpxq| 1

|x|2
dx

ď sup
xPR

|xϕpxq|
ż

|x|ě1

1

|x|2
dx

“ 2 sup
xPR

|xϕpxq| .

(2.7)

Por lo cual, de (2.6) y (2.7) se colige que

ˇ̌
ˇ̌
B

v.p.
1

x
, ϕ

Fˇ̌
ˇ̌ ď 2

π
sup
xPR

|ϕ1pxq| ` 2

π
sup
xPR

|xϕpxq| “ 2

π
pρ0,1pϕq ` ρ1,0pϕqq .

La siguiente igualdad relaciona al valor principal de Cauchy con la transformada de

Hilbert, en el sentido de las distribuciones temperadas.

Proposición 2.3. Para todo ϕ P S pRq se tiene que

´Hϕ “
ˆ

v.p.
1

x

˙
˚ ϕ.

Demostración. Sea φ P S pRq, gracias al teorema de Fubini se sigue que

Bˆ
v.p.

1

x

˙
˚ ϕ, φ

F
“

B
v.p.

1

x
, ϕ̃ ˚ φ

F

“ 1

π
ĺım
ǫÑ0

ż

|x|ěǫ

ż

R

φpyqϕpy ´ xq dy 1

x
dx

“ ĺım
ǫÑ0

ż

R

φpyq 1

π

ż

|x|ěǫ

ϕpy ´ xq 1

x
dx dy
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“ ´ ĺım
ǫÑ0

ż

R

φpyqHpǫqϕpyq dy. (2.8)

Por otro lado, como φ P S pRq, siguiendo los mismos cálculos realizados en demostración

de la Proposición 2.2 (página 31, con βx “ δx “ 1 y cx “ ||ϕ1||L8) podemos deducir que

ˇ̌
H

pǫqϕpxq
ˇ̌

ď 2

π
||ϕ1||L8 ` 1

π
||ϕ||L1 , (2.9)

para todo x P R (y con ǫ ă 1). Entonces podemos utilizar el teorema de la convergencia

dominada de Lebesgue para introducir el ĺımite en (2.8) y concluir

Bˆ
v.p.

1

x

˙
˚ ϕ, φ

F
“ ´

ż

R

φpyq ĺım
ǫÑ0

H
pǫqϕpyqdy

“ x´Hϕ, φy .

�

2. La acción de la transformada de Fourier para la transformada de Hilbert

en el espacio de las distribuciones temperadas

Por la Proposición 2.3 (página 38) se sigue que para calcular pHϕq^ (ϕ P S pRq), basta

con estimar la transformada de Fourier del valor principal de Cauchy y luego utilizar

la propiedad de la transformada de Fourier relativa a la convolución. En la siguiente

proposición empezaremos por la transformada de Fourier de p.v.
1

x
.

Proposición 2.4. La transformada de Fourier (en el sentido de las distribuciones

temperadas) del valor principal de Cauchy es la función

ˆ
v.p.

1

x

˙^
“ ´i sgnp¨q.
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Demostración. Sea ϕ P S pRq, utilizando el teorema de Fubini y dado que la

función x Ñ cospξxq
x

es impar, se sigue que

Bˆ
v.p.

1

x

˙^
, ϕ

F
“

B
v.p.

1

x
, ϕ̂

F

“ 1

π
ĺım
ǫÑ0

ż

|x|ěǫ

ϕ̂pxq
x

dx

“ 1

π
ĺım
ǫÑ0

ż

1

ǫ
ě|x|ěǫ

1

x

ˆż

R

ϕpξqe´ixξdξ

˙
dx

“ 1

π
ĺım
ǫÑ0

ż

R

ϕpξq
˜ż

1

ǫ
ě|x|ěǫ

pcospξxq ´ i sinpξxqq 1

x
dx

¸
dξ

“ 1

π
ĺım
ǫÑ0

ż

R

p´iqϕpξq
ż

1

ǫ
ě|x|ěǫ

sinpxξq 1

x
dx dξ.

Teniendo la identidad

ĺım
ǫÑ0

ż

|x|ěǫ

sinpxξq 1

x
dx “ π sgnpξq, para todo ξ P R, (2.10)

y la cota uniforme

ˇ̌
ˇ̌
ˇ

ż

1

ǫ
ě|x|ěǫ

sinpxξq 1

x
dx

ˇ̌
ˇ̌
ˇ “ 2

ˇ̌
ˇ̌
ˇ

ż 1

ǫ
ξ

ǫξ

sinpyq
y

dy

ˇ̌
ˇ̌
ˇ ď 4 para todo ξ P R,

(ver la página 263 de Grafakos (2008) o la página 193 del Apéndice de Loachamı́n (2020)),

podemos utilizar el teorema de la convergencia dominada de Lebesgue, para obtener

Bˆ
v.p.

1

x

˙^
, ϕ

F
“ 1

π

ż

R

p´iqϕpξq ĺım
ǫÑ0

ż

|x|ěǫ

sinpxξq 1

x
dx dξ

“
ż

R

ϕpξqp´i sgnpξqqdξ.

�

La proposición anterior nos permite deducir facilmente que la transformada de Fourier

de Hϕ (ϕ P S pRqq es la función

yHϕ “ ´
„ˆ

v.p.
1

x

˙
˚ ϕ

^
“ pi sgnqϕ̂, (2.11)
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en el sentido de las distribuciones. Observemos que en términos de la transformada de

Fourier inversa, la transformada de Hilbert se puede ver como

Hϕpxq “ ppi sgnqϕ̂q_ pxq, para todo x P R. (2.12)

Esta última expresión nos es útil para deducir ciertas propiedades, como veremos en lo

posterior.

Observación 2.2. Como primera consecuencia de esta nueva caracterización, podemos

observar que la transformada de Hilbert de una función en la clase de Schwartz no nece-

sariamente se mantiene en la clase de Schwartz.

En efecto, consideremos una función ϕ P S pRq tal que ϕpxq “ 1, para todo |x| ď 1.

Luego, definamos φ P S pRq como: φ “ ϕ_. De este modo, se tiene que

xHφpξq “ i sgnpξqϕpξq “

$
’’&
’’%

i si ξ P p0, 1s,

´i si ξ P r´1, 0q.

Pero entonces xHφ no es una función continua en el 0 y por tanto no está en la clase de

Schwartz.

Por otro lado, la transformada de Hilbert es un operador lineal inyectivo pues, si

tomamos ϕ, φ P S pRq tales que Hϕ “ Hφ, entonces yHϕ “ pi sgnqϕ̂ “ pi sgnqφ̂ “ xHφ en

el sentido de las distribuciones temperadas. Por tanto

ż

R

i sgnpξqpϕ̂pξq ´ φ̂pξqqψpξqdξ “ ppi sgnqpϕ̂ ´ φ̂q, ψqL2 “ 0, para todo ψ P S pRq.

Pero como S pRq es denso en L2pRq, se sigue que i sgnpξqϕ̂pξq “ i sgnpξqφ̂pξq c.t.p. ξ P R.

Luego, de la continuidad de ϕ̂ y φ̂ se concluye que ϕ̂ “ φ̂ y en consecuencia ϕ “ φ.
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De este modo se garantiza la existencia del operador inverso de H : S pRq Ñ HpS pRqq,

el cual no es otro que ´H : HpS pRqq Ñ S pRq pues

´HpHϕq “ ´ rpi sgnq pppi sgnqϕ̂q_q^s_ “ ´ rpi sgnqpi sgnqϕ̂s_ “ ϕ, (2.13)

para todo ϕ P S pRq.

3. Algunas propiedades de la transformada de Hilbert en los espacios de

Lebesgue y Sobolev no homogéneos

En la Sección 1 de este caṕıtulo definimos a la transformada de Hilbert en la clase de

Schwartz, la cual está contenida en los espacios de Sobolev no homogéneos. Con respecto

a este enfoque, dados s P R y ϕ P S pRq se tiene que

||Hϕ||2Hs “
ż

R

p1 ` |ξ|2qs|yHϕpξq|2dξ “
ż

R

p1 ` |ξ|2qs |i sgnpξqϕ̂pξq|2 dξ “ ||ϕ||2Hs . (2.14)

Entonces, utilizando la densidad S pRq en HspRq y (2.14), podemos definir la transfor-

mada de Hilbert de HspRq en HspRq, la cual es una isometŕıa (ver el Apéndice B). Otra

caracteŕıstica relevante es la relación que existe entre la transformada de Hilbert y su

operador adjunto, que viene dada por la siguiente igualdad: H˚ “ H´1 “ ´H. En efecto,

dados u, v P HspRq, se tiene que

pHu, vqHs “
ż

R

p1 ` |ξ|2qs xHupξqv̂pξq dξ

“
ż

R

p1 ` |ξ|2qsi sgnpξqûpξqv̂pξq dξ

“ ´
ż

R

p1 ` |ξ|2qsûpξqi sgnpξqv̂pξq dξ

“ ´
ż

R

p1 ` |ξ|2qsûpξq xHvpξqdξ

“ pu,´HvqHs .
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En particular para s “ 0 y por la relación de Parseval (propiedad 11 de la Proposición

1.4, página 13) tenemos lo mismo para L2pRq:

pHf, gqL2 “
ż

R

Hfpxqgpxqdx

“ 1

2π

ż

R

xHfpξqĝpξq dξ

“ ´ 1

2π

ż

R

f̂pξq xHgpξq dξ

“ ´
ż

R

fpxqHgpxq dx

“ pf,´HgqL2 . (2.15)

La aparición de la transformada de Hilbert en algunas ecuaciones diferenciales y de ma-

nera particular en la ecuación que estudiaremos en este trabajo de titulación, enfatiza

la importancia de la siguiente propiedad, que nos asegura que podemos introducir la

derivada dentro de este operador.

Proposición 2.5. Sean s P R, u P HspRq y k P N, entonces BkHu “ HBku.

Demostración. Utilizamos las propiedades de la transformada de Fourier alusivas

a la diferenciabilidad. Para c.t.p ξ P R tenemos que

pBkpHuqq^pξq “ piξqkpHuq^pξq “ piξqkpi sgnpξqqûpξq “ pi sgnpξqqpBkuq^pξq “ pHpBkuqq^pξq.

�

Para terminar este compendio de la transformada de Hilbert nos enfocaremos en el marco

de los espacios de Lebesgue. El primer acercamiento lo tuvimos en la Proposición 2.1,

página 29, donde se probó que la transformada de Hilbert truncada Hpǫqfpxq está pun-

tualmente bien definida para todo x P R y para todo f P LppRq, con 1 ď p ă `8, lo que

sugiere la posibilidad de estudiar H sobre estos espacios. Por otro lado, dado que H es

una isometŕıa en todos los espacios de Sobolev no homogéneos (Proposición B.1, página
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141), en particular se sigue que H es un operador lineal y continuo en H0pRq “ L2pRq.

Utilizaremos este hecho como base para demostrar la continuidad de la transformada de

Hilbert en LppRq, para todo 1 ă p ă `8.

Teorema 2.1. Para 1 ă p ă 8, existe una constante positiva Cp tal que

||Hϕ||Lp ď Cp ||ϕ||Lp , (2.16)

para cada ϕ P S pRq.

Demostración. Sea ϕ P S pRq. Para iniciar la demostración probaremos la siguiente

igualdad

pHϕq2 “ ϕ2 ` 2H pϕHϕq , (2.17)

que nos ayudará más adelante. Si notamos la función mpξq “ i sgnpξq, para ξ P R se tiene

xϕ2pξq ` 2 rHpϕHϕqs^ pξq “ 1

2π
ϕ̂ ˚ ϕ̂pξq ` 1

π
mpξqϕ̂ ˚ yHϕpξq

“ 1

2π
ϕ̂ ˚ ϕ̂pξq ` 1

π
mpξqϕ̂ ˚ pmϕ̂qpξq

“ 1

2π

ż

R

ϕ̂pηqϕ̂pξ ´ ηqdη ` 1

π
mpξq

ż

R

ϕ̂pηqmpηqϕ̂pξ ´ ηq dη.

(2.18)

Gracias a que la convolución es conmutativa se sigue que

xϕ2pξq ` 2 rHpϕHpϕqqs^ pξq “ 1

2π

ż

R

ϕ̂pηqϕ̂pξ´ ηq dη` 1

π
mpξq

ż

R

ϕ̂pηqmpξ´ ηqϕ̂pξ´ ηq dη.

(2.19)

Sumamos (2.18) y (2.19) y dividimos para dos:

xϕ2pξq ` 2 rHpϕHϕqs^ pξq “ 1

2π

ż

R

ϕ̂pηqϕ̂pξ ´ ηq r1 ` mpξq pmpηq ` mpξ ´ ηqqs dη. (2.20)

Además, de la identidad

1 ` mpξqmpηq ` mpξqmpξ ´ ηq “ mpηqmpξ ´ ηq, para todo η ‰ 0, (2.21)
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(ver (A.1), página 134 del Apéndice A) obtenemos

xϕ2pξq ` 2 rHpϕHϕqs^ pξq “ 1

2π

ż

R

ϕ̂pηqϕ̂pξ ´ ηqmpηqmpξ ´ ηq dη

“ 1

2π
mϕ̂ ˚ mϕ̂pξq

“ 1

2π
yHϕ ˚ yHϕpξq

“ {pHϕq2pξq.

Tomando la transformada de Fourier inversa obtenemos la igualdad (2.17).

Ahora nos disponemos a comprobar que se cumple (2.16) para todo 1 ă p ă `8. Por

un lado, como la transformada de Hilbert es una isometŕıa en H0pRq, también lo es en

L2pRq pues, de la Identidad de Plancherel (propiedad 12 de la Proposición 1.4, página

13) tenemos

||Hϕ||L2 “ 1?
2π

||yHϕ||L2 “ 1?
2π

||Hϕ||H0 “ 1?
2π

||ϕ||H0 “ 1?
2π

||ϕ̂||L2 “ ||ϕ||L2 .

(2.22)

A partir de este hecho y de la identidad (2.17) probaremos utilizando inducción que (2.16)

es cierto para los p de la forma p “ 2k, con k P N. En efecto, el caso cuando k “ 0 se

tiene de (2.22). Luego, suponemos que se tiene el resultado para algún p “ 2k (k P N) y

mostraremos que se cumple lo mismo para 2p “ 2k`1. Se tiene que

||Hϕ||2L2p “
ˇ̌ˇ̌

pHϕq2
ˇ̌ˇ̌

Lp

ď
ˇ̌ˇ̌
ϕ2

ˇ̌ˇ̌
Lp ` ||2HpϕHϕq||Lp

ď ||ϕ||2L2p ` 2Cp ||ϕHϕ||Lp

“ ||ϕ||2L2p ` 2Cp ||ϕppHϕqp||1{p

L1

ď ||ϕ||2L2p ` 2Cp ||ϕp||1{p

L2 ||pHϕqp||1{p

L2
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ď ||ϕ||2L2p ` 2Cp ||ϕ||L2p ||Hϕ||L2p .

De esta manera

ˆ ||Hϕ||L2p

||ϕ||L2p

˙2

´ 2Cp

||Hϕ||L2p

||ϕ||L2p

´ 1 ď 0,

y si notamos α “ ||Hϕ||L2p

||ϕ||L2p

, entonces

α2 ´ 2Cpα ´ 1 “
´
α ´ Cp `

b
C2

p ` 1
¯ ´

α ´ Cp ´
b
C2

p ` 1
¯

ď 0.

Pero como el término α ´ Cp `
a
C2

p ` 1 es positivo (pues
a
C2

p ` 1 ě Cp), deducimos

que

α ď Cp `
b
C2

p ` 1.

Es decir que

||Hϕ||L2p ď
´
Cp `

b
C2

p ` 1
¯

||ϕ||L2p “ C2p ||ϕ||L2p , (2.23)

donde C2p “
`
Cp `

a
C2

p ` 1
˘
.

A partir de la continuidad de H en LppRq para estos p espećıfcos podemos probar

que (2.16) también se satisface para todo 2 ď r ă `8, utilizando interpolación. Dado

2 ď r ă `8 arbitrario, se puede encontrar un k P N tal que r se encuentre entre 2k y

2k`1, en otras palabras, existe 0 ď θ ď 1 tal que
1

r
“ 1 ´ θ

2k
` θ

2k`1
. Luego, utilizando el

teorema de Riesz-Thorin (Teorema 1.2 de la página 8) con p0 “ q0 “ 2k, p1 “ q1 “ 2k`1,

M0 “ C2k , M1 “ C2k`1 y p “ q “ r, se tiene que

||ϕ||Lr ď C1´θ
2k Cθ

2k`1 ||ϕ||Lr “ Cr ||ϕ||Lr ,

donde Cr “ C1´θ
2k Cθ

2k`1 .

Finalmente, para comprobar que se cumple (2.16) para los p restantes (1 ă p ă 2),

utilizamos la igualdad (2.15) (página 43). Por un lado, si 1 ă p ă 2, entonces su conjugado
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p1
´

1

p
` 1

p1 “ 1
¯

es mayor que 2 y podemos utilizar (2.16) con p1. Luego, dado que el espacio

dual de LppRq es Lp1pRq, se sigue que

||Hϕ||Lp “ sup
||g||

Lp1 ď1

ˇ̌
ˇ̌
ż

R

Hϕpxqgpxq dx
ˇ̌
ˇ̌

“ sup
||g||

Lp1 ď1

ˇ̌
ˇ̌
ż

R

ϕpxqHgpxq dx
ˇ̌
ˇ̌

ď sup
||g||

Lp1 ď1

p||ϕ||Lp ||Hg||Lp1 q

ď Cp1 ||ϕ||Lp

˜
sup

||g||
Lp1 ď1

||g||Lp1

¸

“ Cp1 ||ϕ||Lp .

�

Observación 2.3. La transformada de Hilbert no es continua en LppRq con p “ 1 y

p “ `8.

En efecto, para p “ 8, en la página 30 vimos que la transformada de Hilbert truncada

ni siquiera está definida para todo f P L8pRq y para el caso p “ 1 podemos retomar

el Ejemplo 2.1 de la página 33, donde probamos que la transformada de Hilbert de la

indicatriz χra,bs en x P Rzptau Y tbuq es

H
`
χra,bs

˘
pxq “ 1

π
log

|x ´ b|
|x ´ a| ,

que no es acotada, ni integrable pues se comporta como la función 1{ |x| cuando x Ñ `8.

Este comportamiento en el infinito sugiere que la transformada de Hilbert mapea de

L1pRq en el espacio de Lorentz L1,8pRq, lo cual es cierto pero omitiremos la teoŕıa de

la transformada de Hilbert sobre estos espacios. Al lector interesado le recomendamos

revisar la referencia Chamorro (2020) o las Secciones 1.4 y 4.3 de Grafakos (2008).
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Caṕıtulo 3

Una perturbación no local de la ecuación de Benjamin-Ono

Las ecuaciones dispersivas no lineales son una parte importante dentro de la inmensi-

dad del campo de las ecuaciones diferenciales en derivadas parciales. Una razón relevante

para comprender el porqué de su estudio es que muchas de estas ecuaciones pueden ser

tomadas como buenos modelos para describir numerosos fenómenos f́ısicos, en especial

para aquellos en donde intervienen propagaciones de ondas. En un contexto f́ısico, las on-

das se dicen dispersivas si, como indica la descripción, se dispersan en el medio conforme

evoluciona el tiempo (Linares y Ponce (2015)). A aquel lector que le invada la curiosidad

sobre el trasfondo matemático que compone a este tipo de ecuaciones le recomendamos

leer Linares y Ponce (2015).

Un ejemplo de ecuación no lineal dispersiva es la célebre ecuación de Benjamin-Ono

Btupt, xq ` HB2

xupt, xq ` upt, xqBxupt, xq “ 0, pt, xq P R
` ˆ R, (B-O)

donde u : R` ˆR Ñ R es una función en cierto espacio de Banach. La ecuación expuesta

en la anterior expresión fue introducida por Thomas Brooke Benjamin y Hiroaki Ono

(véase Benjamin (1967) y Ono (1975)) para describir la propagación de ondas internas en

fluidos estratificados (flujos compuestos por diversas capas de fluidos, que se encuentran

separadas por sus distintas densidades) a gran profundidad.

Existen algunas variantes de la ecuación (B-O) que modelizan otros procesos f́ısicos.

El estudio de una de ellas es el objetivo de este proyecto de titulación, que tendrá un punto

de vista meramente matemático. Concretamente, nos enfocaremos en una perturbación
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no local de la ecuación (B-O), descrita como

Btupt, xq`HB2

xupt, xq`upt, xqBxupt, xq`ηHpBxupt, xq`B3

xupt, xqq “ 0, pt, xq P R
` ˆR,

donde η es un parámetro estŕıctamente positivo. Es aśı que en este caṕıtulo abordaremos

el problema del buen planteamiento tanto local como global en tiempo.

1. Una perturbación no local de la ecuación de Benjamin-Ono

El problema de valor inicial de la perturbación no local de la ecuación de Benjamin-

Ono propuesta en este proyecto de titulación para un parámetro η ą 0, viene descrito

por

$
’’&
’’%

Btupt, xq ` HB2

xupt, xq ` upt, xqBxupt, xq ` ηHpBxupt, xq ` B3

xupt, xqq “ 0, pt, xq P p0, T s ˆ R

up0, xq “ u0pxq, x P R,

(3.1)

donde u0 : R Ñ R es un dato inicial para el tiempo t “ 0 y u : r0, T sˆR Ñ R es la solución

de (3.1), con un tiempo de existencia 0 ă T ď `8. La perturbación no local está dada

por el término ηHpBxupt, xq ` B3

xupt, xqq. La no localidad refiere a que la transformada de

Hilbert, que aparece en la perturbación, es un operador no local (ver la Observación 2.1,

página 33).

Esta ecuación es un buen modelo aproximado para ondas largas unidireccionales en un

sistema de dos capas de fluidos no viscosos incompresibles (ver Cortez y Jarŕın (2020)).

Por otro lado, la misma ecuación ha sido utilizada para modelar turbulencias de plasma

(véase Qian et al. (1989)).

Observación 3.1. Si η “ 0, entonces (3.1) es el problema de Cauchy de la ecuación de

Benjamin-Ono (B-O).
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Debido a que nuestras técnicas en el abordaje de este problema están intŕınsecamente

ligadas al término no local ηHpBxupt, xq ` B3

xupt, xqq, no nos permiten dar resultados para

la ecuación de Benjamin-Ono (B-O).

2. Problema lineal asociado

Para empezar el estudio de nuestro problema de la ecuación (3.1) partiremos de su

problema de valor inicial lineal asociado

$
’’&
’’%

Btupt, xq ` HB2

xupt, xq ` ηHpBxupt, xq ` B3

xupt, xqq “ 0, pt, xq P p0, T s ˆ R

up0, xq “ u0pxq, x P R,

(3.2)

donde u0 es un dato inicial suficientemente regular y u : r0, T s ˆR Ñ R es la solución de

(3.2) con un tiempo de existencia 0 ă T ď `8. Procederemos a encontrar la solución de

este problema en términos de la transformada de Fourier. Se sigue de la siguiente manera:

fijando t ą 0 tomamos la transformada de Fourier, en el sentido de las distribuciones

temperadas y en la variable de espacio en (3.2). Obtenemos las siguientes igualdades

pBtupt, ¨q`HB2

xupt, ¨q ` ηHpBxupt, ¨q ` B3

xupt, ¨qqq^pξq

“ Btûpt, ξq ` i sgnpξqpiξq2 ûpt, ξq ` ηpi sgnpξqqppiξq ûpt, ξq ` piξq3ûpt, ξqq

“ Btûpt, ξq ´ iξ |ξ| ûpt, ξq ´ ηp|ξ| ´ |ξ|3q ûpt, ξq “ 0,

ûp0, ξq “ û0pξq.

Es aśı que abarcar el problema lineal (3.2) equivale a solventar el problema en ecuaciones

diferenciales ordinarias en variable de tiempo t

$
’’&
’’%

Btûpt, ξq ´ piξ |ξ| ` ηp|ξ| ´ |ξ|3qq ûpt, ξq “ 0, 0 ă t ď T

ûp0, ξq “ û0pξq.
(3.3)
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Es claro que esta EDO de primer orden (fijando ξ) tiene por solución

ûpt, ξq “ et piξ|ξ|`η p|ξ|´|ξ|3qq û0pξq, 0 ď t ď T. (3.4)

Luego, pasando la transformada de Fourier inversa, la solución de (3.2) es

upt, xq “ Kηpt, ¨q ˚ u0pxq,

donde

Kηpt, xq “
´
et piξ|ξ|`ηp|ξ|´|ξ|3qq

¯_
“ 1

2π

ż

R

eixξet piξ|ξ|`η p|ξ|´|ξ|3qq dξ. (3.5)

Como hemos dicho en el Caṕıtulo 1, para que esta expresión tenga sentido y Kηpt, xq

exista sin ningún problema, es suficiente con demostrar que et piξ|ξ|`ηp|ξ|´|ξ|3qq P L1

ξpRq.

Esto lo comprobamos a continuación:

ˇ̌
ˇ
ˇ̌
ˇet piξ|ξ|`η p|ξ|´|ξ|3qq

ˇ̌
ˇ
ˇ̌
ˇ
L1

ξ

“
ż

R

ˇ̌
ˇet piξ|ξ|`η p|ξ|´|ξ|3qq

ˇ̌
ˇ dξ

“
ż

R

etη p|ξ|´|ξ|3qdξ

“ 2

ż `8

0

etη pξ´ξ3qdξ

“ 2

ˆż
2

0

etη pξ´ξ3qdξ `
ż `8

2

etη pξ´ξ3qdξ

˙

“ 2pI1 ` I2q.

El término I1 es finito ya que es la integral de una función continua sobre un conjunto

compacto. Para probar que la integral I2 es finita constataremos que

etη pξ´ξ3q ď e
´tη

´
13

4
pξ´ 2

3
q2´ 1

3

¯
, para todo ξ ě 2.

En efecto, por un lado es fácil de verificar la igualdad

ξ3 ´ ξ “ pξ ´ 1q3 ` 3

ˆ
ξ ´ 2

3

˙2

´ 1

3
, para todo ξ P R. (3.6)
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Por otro lado, notemos que para todo ξ ě 2 se tiene que

pξ ´ 1q3 ě pξ ´ 1q2 ě 1

4

ˆ
ξ ´ 2

3

˙2

. (3.7)

Efectivamente, dado ξ ě 2, la primera desigualdad se tiene trivialmente y la segunda se

sigue del hecho que

4pξ ´ 1q2 ´
ˆ
ξ ´ 2

3

˙2

“ 3ξ2 ´ 20

3
ξ ` 32

9
“ 3

ˆ
ξ ´ 4

3

˙ ˆ
ξ ´ 8

9

˙
ě 0.

Luego, de (3.6) y (3.7) obtenemos que ξ3 ´ ξ ě 13

4

`
ξ ´ 2

3

˘2 ´ 1

3
y por tanto

etη pξ´ξ3q ď e
´tη

´
13

4
pξ´ 2

3
q2´ 1

3

¯
, para todo ξ ě 2.

Con esta última desigualdad podemos observar que la función de la derecha pertenece a

la clase de Schwartz y esto asegura la integrabilidad de la función de la izquierda.

Observación 3.2. Es viable tomar la transformada de Fourier en (3.2) pues este es

un problema definido en todo el espacio R y la transformada de Hilbert es un operador

no local. Un problema sobre un dominio acotado no podŕıa ser resuelto utilizando la

transformada de Fourier.

A la función Kη definida en (3.4) se le conoce como el núcleo asociado al problema

lineal (3.2). A partir de estimaciones sobreKη se puede llegar a criterios sobre la existencia

de soluciones del problema (3.1) en los espacios HspRq, con s ě 0.

Por otro lado, en el marco de la teoŕıa de semigrupos en espacios de Banach, Kη

genera el semigrupo asociado al problema no lineal (3.1). Desde este punto de vista es

necesario precisar la definición de semigrupo continuo en espacios de Banach.

Definición 3.1 (Semigrupos continuos en espacios de Banach). Sea E un espacio de

Banach. Una familia de operadores lineales y continuos de E en si mismo pSptqqtě0,

se dice semigrupo continuo en E si satisface lo siguiente
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1. Sp0q “ I.

2. SptqSpτq “ Spt ` τq para todo t, τ ě 0.

3. ĺım
tÑt0

Sptqu “ Spt0qu para todo u P E y todo t0 ą 0.

4. ĺım
tÑ0`

Sptqu “ u para todo u P E.

La siguiente proposición nos permite tener más claro a lo que nos referimos cuando

decimos que Kη genera un semigrupo continuo.

Proposición 3.1. Sean η ą 0 y s P R. Definimos la familia de operadores pSηptqqtě0

en HspRq como

Sηptqupxq “ 1

2π

ż

R

eixξet piξ|ξ|`η p|ξ|´|ξ|3qqûpξq dξ “ pK̂ηpt, ¨qûq_pxq “ Kηpt, ¨q ˚ upxq,

(3.8)

para todo u P HspRq y todo x P R. Entonces se tiene que pSηptqqtě0 es un semigrupo

continuo en HspRq.

Demostración. Lo primero que debemos hacer para que la aserción enmarcada en

esta proposición tenga sentido es probar que para todo t ě 0, Sηptq es efectivamente un

operador lineal y continuo de HspRq en si mismo. Por un lado, es evidente que Sηptq

es lineal para todo t ě 0 pues es la convolución de dos funciones. Ahora probemos que

Sηptq P L pHspRqq. Sea u P HspRq, se tiene que

||Sηptqu||2
Hs “ ||Kηpt, ¨q ˚ u||2

Hs

“
ż

R

p1 ` |ξ|2qs|K̂ηpt, ξqûpξq|2dξ

“
ż

R

p1 ` |ξ|2qs|et piξ|ξ|`η p|ξ|´|ξ|3qq|2 |ûpξq|2 dξ

“
ż

R

p1 ` |ξ|2qse2tη p|ξ|´|ξ|3q |ûpξq|2 dξ. (3.9)
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Analizamos el término e2tη p|ξ|´|ξ|3q dentro de la última integral dependiendo de tamaño

de |ξ|. Para todo |ξ| ă 1 tenemos que

e2tη p|ξ|´|ξ|3q ď e2ηt |ξ| ď e2tη,

y para todo |ξ| ą 1:

e2tη p|ξ|´|ξ|3q ď 1 ď e2tη.

Es decir que e2tη p|ξ|´|ξ|3q ď e2tη para cualquier ξ P R. Juntamos esta información con (3.9)

para obtener

||Sηptqu||2
Hs “

ż

R

p1 ` |ξ|2qse2tη p|ξ|´|ξ|3q |ûpξq|2 dξ

ď e2ηt

ż

R

p1 ` |ξ|2qs |ûpξq|2 dξ

“ e2ηt ||u||2Hs . (3.10)

Una vez probado que Sηptq P L pHspRqq para todo t ě 0, ahora nos enfocaremos en

demostrar que pSηptqq
tě0

es un semigrupo continuo en HspRq, para ello debemos verificar

que satisface las cuatro condiciones de la Definición 3.1.

1. Para probar el primer literal ocuparemos la transformada de Fourier de Kηpt, ¨q,

la cual es

K̂ηpt, ξq “ et piξ|ξ|`η p|ξ|´|ξ|3qq.

En particular para t “ 0 tenemos K̂ηp0, ξq “ 1, por lo tanto

Sηp0qu “ pK̂ηp0, ¨qûq_ “ pûq_ “ u.

2. Para este punto volvemos a hacer uso de la transformada de Fourier del núcleo

Kη, para escribir:

K̂ηpt ` τ, ξq “ ept`τqpiξ|ξ|`η p|ξ|´|ξ|3qq
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“ et piξ|ξ|`η p|ξ|´|ξ|3qqeτ piξ|ξ|`η p|ξ|´|ξ|3qq

“ K̂ηpt, ξqK̂ηpτ, ξq.

Por ende, tomando la transformada de Fourier inversa en la anterior igualdad,

obtenemos

Sηpt ` τqu “ pK̂η pt ` τ, ¨qûq_

“ pK̂ηpt, ¨qK̂ηpτ, ¨qûq_

“ SηptqppK̂ηpτ, ¨qûq_q

“ SηptqpSτ pτquq

“ SηptqSηpτqu.

3. La continuidad de Sηptq para todo t ą 0 se verá más adelante en el Lema 3.3

(página 68).

4. La continuidad de Sηptq en el tiempo t “ 0 la demostraremos por medio de

sucesiones. Sea ptnqnPN una sucesión de números no negativos tales que ĺım
nÑ`8

tn “

0, se tiene que

ĺım
tnÑ`8

||Sηptnqu ´ u||2
Hs “ ĺım

tnÑ`8

ż

R

p1 ` |ξ|2qs|etnpiξ|ξ|`η p|ξ|´|ξ|3qq ´ 1|2 |ûpξq|2 dξ. (3.11)

Como la sucesión ptnqnPN es acotada (pues es convergente), si notamos M “ sup
nPN

tn,

para todo ξ P R podemos acotar

|etnpiξ|ξ|`η p|ξ|´|ξ|3qq ´ 1|2 ď peηtnp|ξ|´|ξ|3q ` 1q2 ď peηtn ` 1q2 ď peηM ` 1q2 ă `8,

lo cual justifica la introducción del ĺımite en la integral (3.11) por el teorema de

convergencia dominada de Lebesgue y nos permite llegar a lo deseado.

�
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Observación 3.3. La desigualdad (3.10) indica además que ||Sηptq||
L pHspRqq ď eηt.

3. Estructura de las soluciones mild

En los cursos elementales de ecuaciones diferenciales en derivadas parciales se intro-

ducen dos tipos de soluciones: las fuertes o clásicas y las soluciones débiles. Las soluciones

clásicas son todas las funciones suficientemente regulares (refiriéndonos a la regularidad

clásica medida por los espacios C kpRq) que resuelven sus respectivas ecuaciones diferen-

ciales puntualmente, mientras que las soluciones débiles son distribuciones temperadas

que satisfacen su correspondiente ecuación diferencial en el sentido de las distribuciones

temperadas. En el contexto del problema (3.1) esto quiere decir que

$
’’&
’’%

xBtu ` HB2

xu ` uBxu ` ηHpBxu ` B3

xuq, ϕy “ 0, para todo ϕ P S pR ˆ Rq,

xup0q, ψy “ xu0, ψy, para todo ψ P S pRq.

Si miramos de una manera aguda la naturaleza de estás dos clases de soluciones, se puede

deducir que existen diferencias sustanciales entre ambas, ya que una distribución es un

concepto mucho más general que una función (incluso para funciones no tan regulares

como pueden ser funciones Lebesgue integrables). Es por ello que muchos de los resultados

sobre soluciones de ecuaciones en derivadas parciales varian entre estas dos clases de

soluciones. Bajo este punto de vista, un problema interesante en años anteriores fue

encontrar cierto tipo de soluciones que se encuentren en medio de estos dos conceptos. Un

caso particular de esta interrogante, fue encontrar soluciones no regulares que resuelvan

el problema en sentido de distribuciones y que además pertenezcan a ciertos espacios de

Lebesgue. Un ejemplo de dichas soluciones para ciertas ecuaciones en derivadas parciales,

son las llamas soluciones mild, que en una perpectiva general son funciónes que verifican
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una ecuación integral de la forma

uptq “ Sptqu0 `
ż t

0

Spt ´ τq fpupτqqdτ,

donde Sptq es el semigrupo asociado a la ecuación diferencial, f : r0,`8rÑ E (E es un

apropiado espacio de Banach) una función continuamente diferenciable, que viene dado

por la ecuación diferencial y u0, dato inicial del problema de Cauchy a tratar.

Se puede demostrar que una solución clásica verifica la ecuación integral y que una

solución mild verifica la ecuación en derivadas parciales en sentido de las distribucio-

nes. Para profundizar en el tema sobre las soluciones mild desde una óptica totalmente

abstracta invitamos al lector ver Kunisch y Schappacher (1980) y Hille y Phillips (1957).

Ahora bien, en el caso que nos concierne una solución mild será una función que

verifique una ecuación integral asociada al problema (3.1) y que además sea obtenida por

un argumento de punto fijo de Banach. La siguiente definición habla del tema.

Definición 3.2 (Solución mild). Llamaremos solución mild del problema (3.1) (aso-

ciada al dato inicial u0) a toda función u que verifica las siguientes dos condiciones:

u pueda expresarse como:

upt, xq “ Kηpt, ¨q˚u0pxq´
ż t

0

Kηpt´τ, ¨q˚pupτ, ¨qBxupτ, ¨qq pxq dτ , 0 ď t ď T, x P R,

(3.12)

donde el núcleo Kη está definido en (3.5).

u sea obtenida por un argumento de punto fijo de Banach.

A la expresión (3.12) se la conoce como fórmula de Duhamel.

Observación 3.4. 1. Pueden existir funciones que verifiquen la ecuación integral

pero que no sean obtenidas por un argumento de punto fijo de Banach (por ejemplo

criterios de compacidad).
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2. La expresión (3.12) podŕıa existir incluso en el caso de que u no sea diferenciable

y por ende no ser una solución clásica del problema, sin embargo como veremos se

puede mostrar que una solución mild es una solución en sentido de distribuciones

temperadas.

Nuestro principal propósito es probar la existencia, unicidad, propiedades de decreci-

miento y regularidad de las soluciones mild de (3.1). Para ello, seguimos algunas ideas

introducidas por Kato en Kato y Tanabe (1962), apropiadamente adaptadas a nuestro

problema. Esto se debe principalmente al hecho de que la parte lineal del problema en

cuestión genera una familia de operadores que definen un semigrupo. De esta forma, al

realizar un análisis cuidadoso, mostramos que esta familia de operadores satisface algunas

propiedades “buenas” que nos permiten realizar el estudio propuesto.

Regresando a la formulación integral (3.12), creemos que es necesario explicar el pro-

ceso completo de su deducción. En la sección anterior nos inspiramos en la teoŕıa de

ecuaciones diferenciales ordinarias para encontrar la solución del problema lineal asocia-

do a (3.1), donde la transformada de Fourier desempeñó un papel fundamental. En un

esṕıritu similar buscaremos la forma que tiene la solución del problema no lineal, teniendo

presente que los cálculos que expondremos a continuación son estimaciones a priori que

nos dan una buena información de la estructura de las soluciones que estamos buscando.

El estudio pertinente y riguroso de existencia de solución de este problema lo realizaremos

en la Sección 4.

Aplicando la transformada de Fourier con respecto a la variable espacial en (3.1)

obtenemos la ecuación diferencial ordinaria en variable de tiempo t

$
’’&
’’%

Btûpt, ξq ´ i |ξ| ξûpt, ξq ´ η
`
|ξ| ´ |ξ|3

˘
ûpt, ξq “ ´ pupt, ¨qBxupt, ¨qq^ pξq,

ûp0, ξq “ û0pξq,
(3.13)
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que puede ser resuelta con el método de variación de parámetros. La solución a este

problema (fijando ξ P R) viene dada por

ûpt, ξq “ K̂ηpt, ξqû0pξq ´
ż t

0

K̂ηpt ´ τ, ξq pupτ, ¨qBxupτ, ¨qq^ pξqdτ, 0 ď t ď T.

Luego, tomando la transformada de Fourier inversa, la solución upt, xq se tendŕıa que

escribir de la forma

upt, xq “
´
K̂ηpt, ¨qû0

¯_
pxq ´

ż t

0

´
K̂ηpt ´ τ, ¨q pupτ, ¨qBxupτ, ¨qq^

¯_
pxqdτ

“ Kηpt, ¨q ˚ u0pxq ´
ż t

0

Kηpt ´ τ, ¨q ˚ pupτ, ¨qBxupτ, ¨qq pxqdτ.

Observación 3.5. Es claro que cuando t “ 0, la solución mild es u0.

Ciertamente, como pSηptqqtě0 es un semigrupo continuo, para x P R se tiene

up0, xq “ Kηp0, ¨q ˚ u0pxq “ Sηp0qu0pxq “ u0pxq.

Como hemos dicho antes, este nuevo tipo de solución está entre las soluciones clásicas

y las débiles. Es fácil ver que si u es una solución clásica del problema (3.1), entonces

verifica la formulación integral (3.12). Mientras que para demostrar que una solución

mild verifica la ecuación (3.1) en el sentido de las distribuciones temperadas tenemos la

siguiente proposición.

Proposición 3.2. Toda solución mild del problema (3.1) es una solución en el sen-

tido de las distribuciones temperadas.

Demostración. Sea u una solución mild del problema (3.1), dada en la Definición

3.2. Queremos probar que

xBtu ` HB2

xu ` uBxu ` ηHBxu ` B3

xu, ϕy “ 0, para todo ϕ P S pR ˆ Rq.
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Utilizaremos la transformada de Fourier con respecto a la variable de espacio, en el sentido

de las distribuciones temperadas. Por un lado se tiene que

xBtu, ϕy “ xppBtuq^q_, ϕy

“
Bˆ

Bt

ˆ
Kηpt, ¨q ˚ u0 ´

ż t

0

Kηpt ´ τ, ¨q ˚ puBxupτ, ¨qq dτ
˙˙^

, ϕ_
F

“
B

Bt

ˆ
K̂ηpt, ¨qû0 ´

ż t

0

K̂ηpt ´ τ, ¨q puBxupτ, ¨qq^
dτ

˙
, ϕ_

F

“
B

BtK̂ηpt, ¨qû0 ´ Bt

ˆ
K̂ηpt, ¨q

ż t

0

K̂ηp´τ, ¨q puBxupτ, ¨qq^
dτ

˙
, ϕ_

F
. (3.14)

Calculamos el término de la izquierda dentro del producto en dualidad.

BtK̂ηpt, ¨qû0 ´ Bt

ˆ
K̂ηpt, ¨q

ż t

0

K̂ηp´τ, ¨q puBxupτ, ¨qq^
dτ

˙

“ BtK̂ηpt, ¨q

ˆ
û0 ´

ż t

0

K̂ηp´τ, ¨qpuBxupτ, ¨qq^dτ

˙
´ K̂ηpt, ¨qBt

ˆż t

0

K̂ηp´τ, ¨q puBxupτ, ¨qq^
dτ

˙

“
´

i |ξ| ξ ` η p|ξ| ´ |ξ|3q
¯ ˆ

K̂ηpt, ¨qû0 ´

ż t

0

K̂ηpt ´ τ, ¨q puBxupτ, ¨qq^
dτ

˙
´ puBxupt, ¨qq^

“
´

i |ξ| ξ ` η p|ξ| ´ |ξ|3q
¯

ûpt, ¨q ´ puBxupt, ¨qq^
.

Reemplazamos esta última igualdad en (3.14), aśı

xBtu, ϕy “
@`
i |ξ| ξ ` ηp|ξ| ´ |ξ|3q

˘
ûpt, ¨q ´ puBxupt, ¨qq^

, ϕ_D
. (3.15)

Por otro lado

xHB2

xu ` uBxu ` ηpHBxu ` B3

xuq, ϕy

“
@

ppHB2

xu ` uBxu ` ηpHBxu ` B3

xuqq^q_, ϕ
D

“
@

pHB2

xupt, ¨q ` uBxupt, ¨q ` ηHpBxupt, ¨q ` B3

xupt, ¨qqq^, ϕ_D

“
@
i sgnpξqpiξq2ûpt, ¨q ` puBxupt, ¨qq^ ` ηpi sgnpξqqppiξqûpt, ξq ` piξq3ûpt, ¨qq, ϕ_D

“ ´
@

pi |ξ| ξ ` ηp|ξ| ´ |ξ|3qqûpt, ¨q ´ puBxpt, ¨qq^
, ϕ_D

. (3.16)
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Como el lector podrá percatarse, los lados derechos de (3.15) y (3.16) son la misma

expresión pero con signos contrarios. Sumando las dos igualdades se sigue que

@
Btu ` HB2

xu ` uBxu ` ηH
`
Bxu ` B3

xu
˘
, ϕ

D
“ 0.

�

4. Buen planteamiento local y global en los espacios de Sobolev

En esta sección nuestros esfuerzos estarán orientados a documentar el buen plantea-

miento del problema (3.1) en el entorno de los espacios HspRq (con s ě 0). Es preciso

entonces establecer lo que entenderemos como buen planteamiento. De manera general,

dado E un espacio de Banach, diremos que el problema (3.1) está bien planteado local-

mente en E si para cualquier dato inicial u0 P E, existe un tiempo finito T p||u0||Eq ą 0

y una única función u P C pr0, T s;Eq, solución mild de (3.1). Asimismo, diremos que el

problema está bien planteado globalmente si T puede ser tomado arbitrariamente.

Para alcanzar nuestro objetivo de establecer el buen planteamiento de (3.1), nos re-

mitimos a la estructura integral de la solución mild asociada a u0 P HspRq:

upt, xq “ Kηpt, ¨q ˚ u0pxq ´
ż t

0

Kηpt ´ τ, ¨q ˚ pupτ, ¨qBxupτ, ¨qq pxqdτ, 0 ď t ď T, x P R.

(3.17)

La presencia de la solución u en la integral de la derecha sugiere que una manera oportuna

de resolver el problema (3.1) es manejarlo como un problema de punto fijo en algún espacio

de Banach. Por tal razón, precisaremos el teorema de punto fijo que garantice la existencia

de una solución de nuestro problema.

Teorema 3.1 (Teorema de punto fijo de Picard). Sean pE, || ¨ ||Eq un espacio de

Banach, U0 P E un dato inicial y B : E ˆ E Ñ E una forma bilineal. Si existe una

constante C ě 0 que satisface:
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1. ||Bpu, vq||E ď C ||u||E ||v||E, para todo u, v P E.

2. 4C ||U0||E ă 1.

Entonces existe u P E solución del problema

u “ U0 ` Bpu, uq, (3.18)

y esta es la única solución dentro de la bola BEp0, 2 ||U0||Eq.
La demostración de este teorema se puede consultar en el Apéndice D, página 146, de

Loachamı́n (2020).

Ahora bien, en el contexto del buen planteamiento local del problema (3.1), nues-

tro principal candidato de espacio de Banach para el uso del Teorema 3.1 debeŕıa ser

C pr0, T s;HspRqq. Sin embargo, la misma estructura integral de las soluciones mild sugie-

re que dichas soluciones no necesariamente pertenecen a este espacio, es aśı que antes de

trabajar en el espacio de las funciones continuas de r0, T s a valores en HspRq, nos enfoca-

remos en construir soluciones en un espacio de Banach que contenga a C pr0, T s;HspRqq.

Por la igualdad de normas, el espacio de Banach sugerido es el siguiente:

Sean s ě 0 y T ą 0. Notaremos al espacio de Banach

Es
T “ L8 pr0, T s;HspRqq “ tu P S

1pR` ˆ Rq | ||u||Es
T

ă `8u, (3.19)

provisto de la norma

||u||Es
T

“ sup
0ďtďT

||upt, ¨q||Hs , u P Es
T .

Para facilitar nuestro estudio reescribimos la fórmula (3.17) del siguiente modo

upt, xq “ U0pt, xq ` Bηpu, uqpt, xq, 0 ď t ď T, x P R, (3.20)

donde

U0pt, xq “ Kηpt, ¨q ˚ u0pxq, 0 ď t ď T, x P R,
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Bηpu, vqpt, xq “ ´1

2

ż t

0

BxKηpt ´ τ, ¨q ˚ pupτ, ¨qvpτ, ¨qqpxqdτ, 0 ď t ď T, x P R, (3.21)

y u, v P Es
T . En la igualdad (3.20) utilizamos el hecho que

ż t

0

Kηpt ´ τ, ¨q ˚ pupτ, ¨qBxupτ, ¨qq pxqdτ “ 1

2

ż t

0

BxKηpt ´ τ, ¨q ˚ u2pτ, ¨qpxqdτ.

Más adelante justificaremos la existencia del término BxKηpt, ¨q, en el Corolario 3.1 (página

70).

Se puede mostrar sin ninguna complicación que U0 P Es
T . En efecto, de la continuidad

de los operadores pSηptqqtě0 en HspRq (ver la Observación 3.3) se tiene que

||U0||Es
T

“ sup
0ďtďT

||Kηpt, ¨q ˚ u0||
Hs “ sup

0ďtďT

||Sηptqu0|| ď sup
0ďtďT

`
eηt ||u0||Hs

˘
“ eηT ||u0||Hs ,

(3.22)

que es finito y por ende U0 P Es
T .

Para demostrar las hipótesis faltantes del Teorema 3.2 necesitamos algunas propie-

dades particulares del semigrupo pSηptqqtě0. En la siguiente subsección produndizaremos

sobre el tema.

4.1. Estimaciones del semigrupo continuo Sη. En esta subsección reunimos

algunos resultados relativos al semigrupo continuo pSηptqqtě0 definido en (3.8), página 53.

Es importante mencionar que todo lo que veremos a continuación funciona solamente si

trabajamos con un tiempo t estŕıctamente positivo.

El primer lema que presentamos avala una propiedad de aumento de regularidad de

la familia pSηptqqtą0 en el marco de los espacios de Sobolev no homogéneos.

Lema 3.1. Sean η ą 0, t ą 0, s P R y λ ě 0. Entonces se tiene que Sηptq P

L pHspRq, Hs`λpRqq. Además, existe una constante cλ ą 0 tal que

||Sηptqu||
Hs`λ ď cλ

e
3

2
ηt

pηtq λ
2

||u||Hs para todo u P HspRq.
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La idea completa de la demostración fue extraida de la página 10 de la tesis de

doctorado de Álvarez (Álvarez (2003)).

Demostración. Sea u P HspRq, el caso cuando λ “ 0 se sigue directamente de la

desigualdad

||Sηptqu||
Hs ď eηt ||u||Hs ,

vista en la Observación 3.3, página 56. Entonces supondremos que λ es positivo para el

resto de la demostración. Se tiene que

||Sηptqu||2
Hs`λ “

ż

R

`
1 ` ξ2

˘s`λ
e2ηt p|ξ|´|ξ|3q |ûpξq|2 dξ

ď sup
ξPR

´
p1 ` |ξ|2qλe2ηt p|ξ|´|ξ|3q

¯ ż

R

`
1 ` |ξ|2

˘s |ûpξq|2 dξ

ď cλ sup
ξPR

´
p1 ` |ξ|2λqe2ηt p|ξ|´|ξ|3q

¯
||u||2Hs

ď cλ

„
sup
ξě0

e2ηt pξ´ξ3q ` sup
ξě0

´
ξ2λe2ηt pξ´ξ3q

¯
||u||2Hs

ď cλ

„
e2ηt ` sup

0ďξď1

´
ξ2λe2ηt pξ´ξ3q

¯
` sup

1ďξ

´
ξ2λe2ηt pξ´ξ3q

¯
||u||2Hs

ď cλ

„
e2ηt ` sup

0ďξď1

`
ξ2λ

˘
sup

0ďξď1

´
e2ηt pξ´ξ3q

¯
` sup

1ďξ

´
ξ2λe2ηt pξ´ξ3q

¯
||u||2Hs

ď cλ

„
2e2ηt ` sup

1ďξ

´
ξ2λe2ηt pξ´ξ2q

¯
||u||2Hs . (3.23)

Para acotar el término sup
1ďξ

´
ξ2λe2ηt pξ´ξ2q

¯
definimos una función g como

gpξq “ ξ2λe2ηt pξ´ξ2q, para todo ξ ě 0.

A fin de hallar el máximo de g calculamos su derivada e igualamos a 0. Buscamos ξ ą 0

que satisfaga

g1pξq “ 2λξ2λ´1e2ηt pξ´ξ2q ` 2ηtp1 ´ 2ξqξ2λe2ηt pξ´ξ2q “ 0.
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Es decir, queremos encontrar ξ ą 0 que cumpla

λ ` ηtξp1 ´ 2ξq “ λ ` ηtξ ´ 2ηtξ2

“ ´2ηt

ˆ
ξ2 ´ ξ

2
´ 1

2

λ

ηt

˙

“ ´2ηt

˜
ξ ´ 1

4

˜
1 ´

d
1 ` 8

λ

ηt

¸¸ ˜
ξ ´ 1

4

˜
1 `

d
1 ` 8

λ

ηt

¸¸
“ 0.

Pero como ξ debe ser positivo, la única opción posible de ξ es

ξ0 :“ 1

4

˜
1 `

d
1 ` 8

λ

ηt

¸
.

Dado que gp0q “ 0, gpξq ą 0 para todo ξ ą 0 y ξ0 ą 0 es el único punto cŕıtico de g,

entonces g debe alcanzar su máximo en ξ0. Ahora calculamos gpξ0q, tenemos que

2ηt
`
ξ0 ´ ξ2

0

˘
“ 2ηt

«
1

4
` 1

4

d
1 ` 8

λ

ηt
´ 1

16

˜
2 ` 8

λ

ηt
` 2

d
1 ` 8

λ

ηt

¸ff

“ 1

4
ηt ` 1

4
ηt

d
1 ` 8

λ

ηt
´ λ.

Luego gpξ0q se estima

gpξ0q “ ξ2λ
0
e2ηt pξ0´ξ2

0
q

“ 1

16λ

˜
1 `

d
1 ` 8

λ

ηt

¸2λ

e
1

4
ηt` 1

4
ηt

b
1`8

λ
ηt

´λ

ď 1

16λ

ˆ
2 `

?
8λ

1?
ηt

˙2λ

e
1

2
ηt` 1

4

?
8λ

?
ηt.

Gracias a la desigualdad de Young para números no negativos (véase la página 12 de

Brezis (2011)) se tiene que

gpξ0q ď cλ

ˆ
1 ` 1

pηtqλ

˙
e

1

2
ηt` 1

4
p 1

2
p
?

8λq2` 1

2
p?

ηtq2q “ cλ

ˆpηtqλ ` 1

pηtqλ

˙
e

5

8
ηt.
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Trayendo a colación la Proposición A.1 que se encuentra en la página 135 del Apéndice

A, podemos acotar pηtqλ ď cλe
ηt. De esta manera tenemos que

sup
0ďξ

gpξq “ gpξ0q ď cλ

ˆ
eηt ` eηt

pηtqλ

˙
e

5

8
ηt ď cλ

e2ηt

pηtqλ
. (3.24)

Ayudándonos de esta desigualdad volvemos a (3.23), obteniendo finalmente

||Sηptqu||2
Hs`λ ď cλ

„
2e2ηt ` sup

0ďξ

gpξq


ď cλ

„
e2ηt ` e2ηt

pηtqλ



“ cλe
2ηt pηtqλ ` 1

pηtqλ
ď cλ

e3ηt

pηtqλ
.

Se concluye el resultado tomando tomando la ráız cuadrada a cada lado. �

Observación 3.6. Del Lema 3.1 tenemos que el operador Sηptq pt ą 0q aumenta la

regularidad de las distribuciones temperadas en los espacios de Sobolev no homogéneos de

forma ilimitada.

De manera más espećıfica, para cualquier s P R y u P HspRq se tiene que Sηptqu

pertenece al espacio H8pRq :“
č

rě0

HrpRq.

El siguiente lema muestra que si s ą ´1{2, entonces los operadores pSηptqqtą0 también

pueden ser vistos como aplicaciones lineales y continuas de L1pRq en HspRq (s ą ´1{2).

Lema 3.2. Sean η ą 0, t ą 0 y s ą ´1{2. Entonces se tiene que Sηptq P L pL1pRq, HspRqq

y existe una constante cs ą 0 tal que

||Sηptqu||
Hs ď cs

e
5

2
ηt

pηtq 2s`1

6

||u||L1 , para todo u P L1pRq.

La demostración que presentamos es idéntica a la desarrollada por Borys Álvarez en la

página 7 de Álvarez (2003), salvo por mı́nimas diferencias en los cálculos y en la cantidad

de constantes que aparecen en la parte derecha de la desigualdad.
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Demostración. Sea u P L1pRq. El plan de la demostración consiste en obtener la

función Gamma (definida en (A.3), página 136 del Apéndice A), que conocemos que es

finita para todo número real positivo. Se tiene que

||Sηptqu||2Hs “
ż

R

p1 ` |ξ|2qs|K̂ηpt, ξq|2 |ûpξq|2 dξ

“
ż

R

p1 ` |ξ|2qse2ηt p|ξ|´|ξ|3q |ûpξq|2 dξ

ď 2 ||û||2L8

ż `8

0

p1 ` ξ2qse2ηt pξ´ξ3qdξ

ď 2 ||u||2L1

˜ż ?
2

0

p1 ` ξ2qse2ηt pξ´ξ3qdξ `
ż `8

?
2

p1 ` ξ2qse2ηt pξ´ξ3qdξ

¸

ď 2 ||u||2L1

ˆ?
23se2

?
2ηt `

ż `8

?
2

p2ξ2qse2ηt pξ´ξ3qdξ

˙
. (3.25)

Para todo ξ ě
?

2, tenemos que
ξ2

2
ě 1, por tanto ξ3 ´ ξ ě ξ3

2
y aśı

||Sηptqu||2
Hs ď 2 ||u||2L1

ˆ?
23se2

?
2ηt ` 2s

ż `8

?
2

ξ2se´ηtξ3

dξ

˙

ď 2 ||u||2L1

˜
?

23se2
?

2ηt ` 2s

3pηtq 2s`1

3

ż `8

0

x
2s´2

3 e´xdx

¸

“ 2 ||u||2L1

˜
?

23se2
?

2ηt ` 2s

3pηtq 2s`1

3

Γ

ˆ
2s ` 1

3

˙¸

ď cs ||u||2L1

˜
e2

?
2ηt ` 1

pηtq 2s`1

3

¸

“ cs ||u||2L1

e2
?

2ηtpηtq 2s`1

3 ` 1

pηtq 2s`1

3

.

Utilizando la Proposición A.1, página 135 del Apéndice A, podemos acotar pηtq 2s`1

3 ď

cse
ηt. Luego

||Sηptqu||2
Hs ď cs ||u||2L1

ep2
?

2`1qηt

pηtq 2s`1

3

ď cs ||u||2L1

e5ηt

pηtq 2s`1

3

.

Tomando la ráız cuadrada a ambos lados el resultado se tiene. �
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A partir de las propiedades expuestas en los Lemas 3.1 y 3.2 podemos encontrar las

estimaciones de Bηp¨, ¨q (definida en (3.21), página 63) en términos de la norma del espacio

Es
T (dado en (3.19), página 62) necesarias para obtener todas hipótesis del Teorema (3.1).

Pero antes completaremos esta subsección con tres resultados más, el primero de ellos

complementa el estudio de aumento de regularidad de la familia de operadores pSηptqqtą0

y a la vez establece la continuidad del semigrupo pSηptqqtě0 en el intervalo p0,`8q.

Lema 3.3 (Continuidad con respecto a la variable temporal). Sean η ą 0, s P R,

λ ě 0, u P HspRq, t ą 0 y ptnqnPN una sucesión de números positivos que convergen a t.

Entonces se tiene que

ĺım
nÑ`8

||Sηptqu ´ Sηptnqu||
Hs`λ “ 0.

Demostración. Por un lado tenemos

||Sηptq´Sηptnq||2Hs`λ “
ż

R

p1 ` |ξ|2qs`λ
ˇ̌
ˇetpiξ|ξ|`η p|ξ|´|ξ|3qq ´ etnpiξ|ξ|`η p|ξ|´|ξ|3qq

ˇ̌
ˇ
2

|û0pξq|2 dξ

“
ż

R

p1 ` |ξ|2qλ
ˇ̌
ˇetpiξ|ξ|`η p|ξ|´|ξ|3qq ´ etnpiξ|ξ|`η p|ξ|´|ξ|3qq

ˇ̌
ˇ
2

p1 ` |ξ|2qs |û0pξq|2 dξ.

(3.26)

Queremos encontrar una cota que no dependa de n para la cantidad

p1 ` |ξ|2qλ
ˇ̌
ˇetpiξ|ξ|`η p|ξ|´|ξ|3qq ´ etnpiξ|ξ|`η p|ξ|´|ξ|3qq

ˇ̌
ˇ
2

,

para seguido tomar e introducir el ĺımite en la integral (3.26) v́ıa el teorema de convergen-

cia dominada de Lebesgue. Con esto en mente, tomamos ρ “ ı́nf
nPN

tn, número estŕıctamente

positivo, pues si este no fuera el caso podŕıamos encontrar una sub-sucesión ptmqmPN tal

que tm ă 1

m
, contradiciendo el hecho que t ą 0. Por otro lado, como ptnqnPN es una
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sucesión acotada (pues es convergente), si notamos M “ sup
nPN

tn se sigue que

p1 ` |ξ|2qλ|eηtp|ξ|´|ξ|3q ´ eηtnp|ξ|´|ξ|3q|2

ď cλp1 ` |ξ|2λq
´
e2ηtp|ξ|´|ξ|3q ` e2ηtnp|ξ|´|ξ|3q

¯

ď cλ

«
sup

0ď|ξ|ď1

´
p1 ` |ξ|2λq

´
e2ηtp|ξ|´|ξ|3q ` e2ηMp|ξ|´|ξ|3q

¯¯
` sup

1ă|ξ|

´
p1 ` |ξ|2λq

´
e2ηtp|ξ|´|ξ|3q ` e2ηρp|ξ|´|ξ|3q

¯¯ff

ď cλ

«
2

`
e2ηt ` e2ηM

˘
` sup

1ă|ξ|

´
p1 ` |ξ|2λq

´
e2ηtp|ξ|´|ξ|3q ` e2ηρp|ξ|´|ξ|3q

¯¯ff
.

(3.27)

Luego, como vimos en (3.24), página 66 de la demostración del Lema 3.1, podemos

dominar

p1 ` |ξ|2qλ
ˇ̌
ˇeηtp|ξ|´|ξ|3q ´ eηtnp|ξ|´|ξ|3q

ˇ̌
ˇ
2

ď cλ

„
2pe2ηt ` e2ηM q ` e2ηt ` e2ηρ ` e2ηt

pηtqλ
` e2ηρ

pηρqλ



“ cλ,η,t,ρ,M .

Esta cota completa la demostración. �

Observación 3.7. El Lema 3.3 nos informa que si fijamos T ą 0, s P R y u P HspRq,

entonces la función

Sηp¨qu : p0, T s Ñ Hs`λpRq

t ÞÑ pSηp¨quq ptq “ Sηptqu

es continua para todo λ ě 0. Es decir que la función Sηp¨qu pertenece al espacio

C pp0, T s;H8pRqq : “
č

rě0

C pp0, T s;HrpRqq. (3.28)

Para concluir esta subsección mostraremos una proposición que utilizaremos poste-

riormente en el Caṕıtulo 4, cuando estudiemos el decrecimiento en variable espacial del

núcleo Kη. Lo enunciamos en este punto pues también nos permite determinar la diferen-

ciabilidad de Kηpt, ¨q, justificando aśı la aparición del término BxKη en la forma bilineal

Bηp¨, ¨q.
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Proposición 3.3. Sean η ą 0, t ą 0 y m ą ´1, entonces

ż

R

|ξ|m |K̂ηpt, ξq|dξ ď cm

e3ηt

pηtq
m`1

3

.

Demostración. De nuevo ocupamos la finitud de la función Gamma, definida en

(A.3), página 136 del Apéndice A. Como
ξ

2
ď ξ3 ´ ξ para todo ξ ě

?
2 se tiene que

ż

R

|ξ|m |K̂ηpt, ξq|dξ “ 2

˜ż ?
2

0

ξmeηtpξ´ξ3qdξ `
ż `8

?
2

ξmeηtpξ´ξ3qdξ

¸

ď 2

˜
e

?
2ηt

ż ?
2

0

ξmdξ `
ż `8

?
2

ξme´ηt
ξ3

2 dξ

¸

ď 2

˜
e

?
2ηt p

?
2qm`1

m ` 1
` 2

m`1

3

3pηtq m`1

3

ż `8

0

x
m´2

3 e´xdx

¸

“ 2

˜
e

?
2ηt p

?
2qm`1

m ` 1
` 2

m`1

3

3pηtq m`1

3

Γ

ˆ
m ` 1

3

˙¸

ď cm

˜
e

?
2ηt ` 1

pηtq
m`1

3

¸

ď cm

e
?

2ηtpηtq m`1

3 ` 1

pηtq m`1

3

.

Gracias a la Proposición A.1 (página 135 del Apéndice A) se tiene la acotación pηtq m`1

3 ď

cme
ηt, luego podemos escribir:

ż

R

|ξ|m |K̂ηpt, ξq|dξ ď cm

ep
?

2`1qηt

pηtq m`1

3

ď cm

e3ηt

pηtq
m`1

3

.

�

Corolario 3.1. Sean t ą 0 y η ą 0, entonces Kηpt, ¨q P C 8pRq.

Demostración. Por la Proposición 3.3 con m “ 0 se tiene que K̂ηpt, ¨q P L1

ξpRq.

Luego, nos remontamos a la propiedad 7 de la Proposición 1.4 (página 13), para colegir

que pK̂ηpt, ¨qq_ “ Kηpt, ¨q P C pRq. De la misma manera, utilizando la Proposición 3.3 con
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m “ 1 tenemos que ppiξqK̂ηpt, ¨qq_ “ BxKηpt, ¨q P C pRq. Es decir que Kηpt, ¨q P C 2pRq y

se sigue de esta manera recursivamente. �

4.2. Estimaciones de la forma bilineal Bη. Como mencionamos anteriormente,

entre los preparativos para la aplicación del teorema de punto fijo de Picard (Teorema

3.1) es necesario obtener estimaciones de la forma bilineal Bηp¨, ¨q (definida en (3.21),

página 63). En los dos siguientes lemas contenidos en esta subsección daremos estimativas

más bien generales, las cuales nos permiten estudiar tanto la existencia local como la

regularidad de las soluciones mild de (3.1) en los espacios HspRq (s ě 0). El siguiente

lema comprende el caso cuando s ą 1{2. Esta restricción se debe a que utilizaremos las

Leyes de producto en HspRq (s ą 1{2), enunciados en el Teorema 1.5 (página 26).

Lema 3.4. Sean η ą 0, T ą 0, s ą 1{2 y 0 ď λ ă 1. Entonces se tiene que

Bη P BpEs
T ˆ Es

T , E
s`λ
T q (donde el espacio Es

T está definido en (3.19) de la página 62) y

se cumple la siguiente desigualdad

||Bηpu, vq||
Es`λ

T
ď cλ,η e

3

2
ηTT

1´λ
2 ||u||Es

T
||v||Es

T
, para todo u, v P Es

T .

Demostración. Dados u, v P Es
T y 0 ď t ď T arbitrario, se tiene que

||Bηpu, vqpt, ¨q||
Hs`λ “

ˇ̌
ˇ̌
ˇ̌
ˇ̌
ż t

0

BxKηpt ´ τ, ¨q ˚ pupτ, ¨qvpτ, ¨qq dτ
ˇ̌
ˇ̌
ˇ̌
ˇ̌
Hs`λ

ď
ż t

0

||BxKηpt ´ τ, ¨q ˚ pupτ, ¨qvpτ, ¨qq||
Hs`λ dτ. (3.29)

Estimaremos la norma que se encuentra dentro de la integral (3.29). Tomando 0 ď τ ă t,

se tiene que

||BxKηpt ´ τ, ¨q ˚ puvpτ, ¨qq||2
Hs`λ “

ż

R

p1 ` |ξ|2qs`λ| rBxKηpt ´ τ, ¨q ˚ puvpτ, ¨qqs^ pξq|2dξ

“
ż

R

p1 ` |ξ|2qs`λ |ξ|2 |K̂ηpt ´ τ, ξqpuvpτ, ¨qq^pξq|2dξ
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ď
ż

R

`
1 ` |ξ|2

˘s`λ`1 |K̂ηpt ´ τ, ξqpuvpτ, ¨qq^pξq|2dξ

“ ||Sηpt ´ τqpuvpτ, ¨qq||2
Hs`λ`1 . (3.30)

Por otro lado, como s ą 1{2, estamos en la capacidad de aplicar las Leyes de producto 1

(Teorema 1.5, página 26). Entonces uvpτ, ¨q P HspRq y ||uvpτ, ¨q||Hs ď ||upτ, ¨q||Hs ||vpτ, ¨q||Hs.

De esta manera podemos utilizar el Lema 3.1 (página 63) con la función uvpτ, ¨q para

obtener

||BxKηpt ´ τ, ¨q ˚ puvpτ, ¨qq||
Hs`λ ď ||Sηpt ´ τqpuvpτ, ¨qq||

Hs`λ`1

ď cλ

e
3

2
ηpt´τq

pηpt ´ τqq λ`1

2

||uvpτ, ¨q||Hs

ď cλ

e
3

2
ηpt´τq

pηpt ´ τqq λ`1

2

||upτ, ¨q||Hs ||vpτ, ¨q||Hs . (3.31)

Combinando esta estimativa con (3.29), se tiene que

||Bηpu, vqpt, ¨q||
Hs`λ ď

ż t

0

||BxKηpt ´ τ, ¨q ˚ pupτ, ¨qvpτ, ¨qq||
Hs`λ`1 dτ

ď cλ

ż t

0

e
3

2
ηpt´τq

pηpt ´ τqq
λ`1

2

||upτ, ¨q||Hs ||vpτ, ¨q||Hs dτ (3.32)

ď cλ

η
λ`1

2

e
3

2
ηt

ˆ
sup

0ďτďT

||upτ, ¨q||Hs

˙ ˆ
sup

0ďτďT

||vpτ, ¨q||Hs

˙ ż t

0

1

pt ´ τq λ`1

2

dτ

“ cλ,η e
3

2
ηt ||u||Es

T
||v||Es

T

2

1 ´ λ
t

1´λ
2

“ cλ,η e
3

2
ηtt

1´λ
2 ||u||Es

T
||v||Es

T
. (3.33)

Luego, ya que 1 ´ λ ą 0, tomando el supremo en el intervalo r0, T s concluimos que

sup
0ďtďT

||Bηpu, vqpt, ¨q||
Hs`λ “ ||Bηpu, vq||

Es
T

ď cλ,η e
3

2
ηTT

1´λ
2 ||u||Es

T
||v||Es

T
.

�
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Lema 3.5. Sean η ą 0, λ ě 0 y s ě 0 tales que s ` λ ă 3{2. Entonces se tiene que

Bη P BpEs
T ˆ Es

T , E
s`λ
T q (donde el espacio Es

T está definido en (3.19) de la página 62) y

se cumple la siguiente desigualdad

||Bηpu, vq||
Es`λ

T
ď cs,λ,η e

5

2
ηTT

3´2ps`λq
6 ||u||Es

T
||v||Es

T
, para todo u, v P Es

T .

Demostración. Sean u, v P Es
T . Como hemos visto en (3.30) de la demostración

anterior, dados t ą 0 y 0 ď τ ă t, podemos mayorar

||BxKηpt ´ τ, ¨q ˚ puvpτ, ¨qq||
Hs`λ ď ||Sηpt ´ τqpuvpτ, ¨qq||

Hs`λ`1 . (3.34)

Notemos que uv P L1pRq. En efecto, gracias a la identidad de Plancherel (propiedad 12

de la Proposición 1.4, página 13) se tiene que

||uvpτ, ¨q||L1 ď ||upτ, ¨q||L2 ||vpτ, ¨q||L2

“ 1

2π
||ûpτ, ¨q||L2 ||v̂pτ, ¨q||L2

ď 1

2π
||upτ, ¨q||Hs ||vpτ, ¨q||Hs ă `8.

Luego, del Lema 3.2 (página 66) se sigue que

||Sηpt ´ τqpuvpτ, ¨qq||
Hs`λ`1 ď cs,λ ||uvpτ, ¨q||L1

e
5

2
ηpt´τq

pηpt ´ τqq 2ps`λq`3

6

ď cs,λ ||upτ, ¨q||Hs ||vpτ, ¨q||Hs

e
5

2
ηpt´τq

pηpt ´ τqq 2ps`λq`3

6

. (3.35)

Acoplando (3.34) con (3.35) tenemos que

||Bηpu, vqpt,¨q||Hs`λ ď
ż t

0

||Sηpt ´ τqpuvpτ, ¨qq||
Hs`λ`1 dτ

ď cs,λ

ż t

0

||upτ, ¨q||Hs ||vpτ, ¨q||Hs

e
5

2
ηpt´τq

pηpt ´ τqq 2ps`λq`3

6

dτ

ď cs,λ

η
2ps`λq`3

3

e
5

2
ηt

ˆ
sup

0ďτďT

||upτ, ¨q||Hs

˙ ˆ
sup

0ďτďT

||upτ, ¨q||Hs

˙ ż t

0

1

pt ´ τq 2ps`λq`3

6

dτ
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“ cs,λ,η e
5

2
ηt ||u||Es

T
||v||Es

T

6

3 ´ 2ps ` λqt
3´2ps`λq

6

“ cs,λ,η e
5

2
ηtt

3´2ps`λq
6 ||u||Es

T
||v||Es

T
. (3.36)

Como 3 ´ 2ps ` λq ą 0 se tiene finalmente

||Bηpu, vq||
Es`λ

T
“ sup

0ďtďT

||Bηpu, vqpt, ¨q|| ď cs,λ,ηe
5

2
ηTT

3´2ps`λq
6 ||u||Es

T
||v||Es

T
.

�

El lector podrá darse cuenta que el Lema 3.5 comprende el caso cuando 0 ď s ď 1{2

y 0 ď λ ď 1{2. Aśı, los Lemas 3.4 y 3.5 comprenden todos los casos para s ě 0.

4.3. Existencia y unicidad local Como explicamos al comienzo del caṕıtulo ac-

tual, el método con el que llevaremos a cabo el estudio del buen planteamiento local

del problema (3.1) en los espacios HspRq (con s ě 0), consistirá en tratarlo como un

problema de punto fijo en el espacio de Banach Es
T (definido en (3.19), página 62).

Lo interesante es que esta existencia de solución, unida a los lemas anteriores referen-

tes a la ganancia de regularidad de la forma bilineal asociada a nuestro problema, nos

posibilita mejorar el objetivo deseado. Tal es aśı que, como veremos, nuestra solución mild

termina siendo una solución clásica de nuestro problema. No siendo más enunciaremos

uno de los principales resultados de nuestro trabajo.

Teorema 3.2. Sean s ě 0 y u0 P HspRq un dato inicial. Entonces, existen un

tiempo T “ T p||u0||Hsq ą 0 y una función u P C pr0, T s;HspRqq , única solución mild

del problema (3.1). Además, la solución mild verifica u P C 1pp0, T s;H8pRqq, donde

C
1pp0, T s;H8pRqq :“

č

rě0

C
1pp0, T s;HrpRqq.
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Este teorema ya fue previamente demostrado en Fonseca et al. (2019). En nuestra labor

nos ocupamos de todos los detalles técnicos y ofrecemos una forma alternativa y original

para estudiar la regularidad de la solución.

Demostración. Dividiremos la demostración en tres partes (existencia, unicidad y

regularidad) y en cada parte separaremos en ocasiones los casos cuando 0 ď s ď 1{2 y

cuando s ą 1{2.

Existencia

Para cumplir los requisitos del teorema de punto fijo de Picard (Teorema 3.1, página

61) tomamos el espacio de Banach Es
T , definido en (3.19) de la página 62, donde T ą 0

es un tiempo por determinar. El dato inicial electo es

U0pt, xq “ Kηpt, ¨q ˚ u0pxq, 0 ď t ď T, x P R,

el cual pertence a Es
T , debido a (3.22) (página 63). Como forma bilineal seleccionamos a

nuestra ya conocida Bηp¨, ¨q, definida en (3.21) (página 63). El tiempo T dependerá de la

constante CT que queremos hallar y que debe satisfacer:

1. ||Bηpu, vq||
Es

T
ď CT ||u||Es

T
||v||Es

T
para todo u, v P Es

T .

2. 4CT ||U0||Es
T

ă 1,

de donde, buscaremos la constante CT y fijaremos T de modo que se satisfagan las

condiciones de arriba, dependiendo del valor de s.

Si 0 ď s ď 1{2 podemos aplicar el Lema 3.5 (página 73) con λ “ 0, entonces

||Bηpu, vq||
Es

T
ď cs,η e

5

2
ηTT

3´2s
6 ||u||Es

T
||v||Es

T
“ CT ||u||Es

T
||v||Es

T
. (3.37)

Donde CT “ cs,η e
5

2
ηTT

3´2s
6 . Ahora debemos fijar un tiempo T suficientemente

pequeño de modo que 4CT ||U0|| ă 1. Por un lado, si T ď 1, de la acotación de
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||U0||Es
T

en (3.22) (página 63) se tiene que

4CT ||U0||Es
T

ď 4cs,η e
5

2
ηTT

3´2s
6 e

3

2
ηT ||u0||Hs ď 4cs,ηe

4η ||u0||Hs T
3´2s

6 .

La elección de T

T “ mı́n

˜
1,

1

p8cs,η e4η ||u0||Hsq
6

3´2s

¸
(3.38)

cumple con nuestro propósito.

Si s ą 1{2, usamos el Lema 3.4 (página 71) con λ “ 0. Se sigue que

||Bηpu, vq||
Es

T
ď cη e

3

2
ηTT

1

2 ||u||Es
T

||v||Es
T

“ CT ||u||Es
T

||v||Es
T
, (3.39)

donde CT “ cη e
3

2
ηTT

1

2 . Luego tomamos

T “ mı́n

ˆ
1,

1

p8cηe3η ||u0||Hsq2

˙
, (3.40)

de manera que

4CT ||U0|| ď 4cη e
3η T

1

2 ||u0||Hs ď 1

2
ă 1.

Tanto si 0 ď s ď 1{2 como cuando s ą 1{2, se sigue del Teorema 3.1 (página 61) que

existe una función u P Es
T que es solución del problema

u “ U0 ` Bηpu, uq.

En otras palabras, existe u que verifica

upt, xq “ Kηpt, ¨q˚u0pxq´ 1

2

ż t

0

BxKηpt´τ, ¨q˚u2pτ, ¨qpxqdτ, 0 ď t ď T, x P R, (3.41)

donde el tiempo T está definido en (3.38) si 0 ď s ď 1{2, o bien en (3.40) si s ą 1{2.

Notemos que por la definición de solución mild de (3.1) (Definición 3.2, página 49), u

debeŕıa escribirse

upt, xq “ Kηpt, ¨q ˚ u0pxq ´
ż t

0

Kηpt ´ τ, ¨q ˚ pupτ, ¨qBxupτ, ¨qq pxqdτ, 0 ď t ď T, x P R,
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que no es la misma expresión dada en (3.41). En los siguientes renglones trabajaremos

con funciones que sean soluciones de la ecuación integral (3.41) y luego mostraremos que

estas mismas coinciden con las soluciones mild del problema (3.1), cuando conozcamos

que son más regulares en la última parte de esta demostración.

Unicidad

Una consecuencia del teorema de punto fijo de Picard (Teorema 3.1, página 61) es que

nuestra solución mild que cumple la ecuación (3.41) es única en la bola BEs
T

p0, 2 ||U0||Es
T

q.

Esto no nos permite concluir la no existencia de otra solución fuera de dicha bola.

Aśı, para la prueba de la unicidad de solución sobre todo el espacio Es
T de la ecuación

integral (3.41) suponemos que existen u, v P Es
T , dos soluciones distintas asociadas a un

mismo dato inicial u0. Entonces u y v se escriben

upt, xq “ Kηptq ˚ u0pxq ´ 1

2

ż t

0

BxKηpt ´ τ, ¨q ˚ u2pτ, ¨qpxqdτ, x P R, 0 ď t ď T,

vpt, xq “ Kηptq ˚ u0pxq ´ 1

2

ż t

0

BxKηpt ´ τ, ¨q ˚ v2pτ, ¨qpxqdτ, x P R, 0 ď t ď T.

Notamos w “ u ´ v, de modo que w tiene la forma

wpt, xq “ ´ 1

2

ż t

0

BxKηpt ´ τ, ¨q ˚
`
u2pτ, ¨q ´ v2pτ, ¨q

˘
pxqdτ

“ ´1

2

ż t

0

BxKηpt ´ τ, ¨q ˚ ppupτ, ¨q ´ vpτ, ¨qq pupτ, ¨q ` vpτ, ¨qqq pxqdτ

“ ´1

2

ż t

0

BxKηpt ´ τ, ¨q ˚ pwpτ, ¨q pupτ, ¨q ` vpτ, ¨qqq pxqdτ.

Luego definimos

T ˚ “ supt0 ď t ď T |wpt1, ¨q “ 0, para todo 0 ď t1 ď tu,

que es el tiempo máximal para el cual u y v son iguales. Nuestro objetivo es probar que

T ˚ “ T , de manera que upt, ¨q “ vpt, ¨q para todo t P r0, T s. Por absurdo suponemos que
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T ˚ ă T , aśı podemos tomar un tiempo intermedio T ˚ ă T1 ă T , el cual usaremos para

contradecir el hecho que T ˚ es maximal. Se tiene que

sup
T ˚ďtďT1

||wpt, ¨q||Hs “ sup
0ďtďT1´T ˚

||wpt ` T ˚, ¨q||Hs

ď sup
0ďtďT1´T ˚

ż t`T ˚

0

||BxKηpt ` T ˚ ´ τ, ¨q ˚ pwpτ, ¨q pupτ, ¨q ` vpτ, ¨qqq||
Hs dτ.

Pero como wpτ, ¨q “ 0 para todo 0 ď τ ď T ˚, es posible escribir

sup
T ˚ďtďT1

||wpt, ¨q||Hs ď sup
0ďtďT1´T ˚

ż t`T ˚

T ˚

||BxKηpt ` T ˚ ´ τ, ¨q ˚ pwpτ, ¨q pupτ, ¨q ` vpτ, ¨qqq||
Hs dτ

ď sup
0ďtďT1´T ˚

ż t`T ˚

T ˚

||Sηpt ` T ˚ ´ τq pwpτ, ¨q pupτ, ¨q ` vpτ, ¨qqq||
Hs`1 dτ. (3.42)

Nuevamente dividiremos la demostración en casos:

Si s ą 1{2, por las Leyes de producto 1 (Teorema 1.5, página 26) y el Lema 3.1

de la página 63 se sigue que

sup
T ˚ďtďT1

||wpt, ¨q||Hs

ď sup
0ďtďT1´T ˚

˜
cη e

3

2
ηpt`T ˚q

ż t`T ˚

T ˚

1

pt ` T ˚ ´ τq 1

2

||wpτ, ¨q||Hs ||upτ, ¨q ` vpτ, ¨q||Hs dτ

¸

ď cη sup
0ďtďT1´T ˚

ˆ
2e

3

2
ηpt`T ˚q

ˆ
sup

T ˚ďτďt`T ˚
||wpτ, ¨q||Hs

˙
t

1

2

˙
||u ` v||Es

T

“ cη e
3

2
ηT1

ˆ
sup

T ˚ďτďT1

||wpτ, ¨q||Hs

˙
pT1 ´ T ˚q 1

2 ||u ` v||Es
T
.

Tomamos T1 lo suficientemente cercano a T ˚, de modo que sup
T ˚ďtďT1

||wpt, ¨q||Hs ď
1

2
sup

T ˚ďtďT1

||wpt, ¨q||Hs y por ende que wpt, ¨q se anule en rT ˚, T1s, lo cual es contra-

dictorio por la definición de T ˚.

Si 0 ď s ď 1{2, empleamos el Lema 3.2. Entonces tenemos

sup
T ˚ďtďT1

||wpt, ¨q||Hs

ď cs,η sup
0ďtďT1´T ˚

˜
e

5

2
ηpt`T ˚q

ż t`T ˚

T ˚

1

pt ` T ˚ ´ τq
2s`3

6

||wpτ, ¨qpupτ, ¨q ` vpτ, ¨qq||L1 dτ

¸

ď cs,η sup
0ďtďT1´T ˚

˜
e

5

2
ηpt`T ˚q

ż t`T ˚

T ˚

1

pt ` T ˚ ´ τq
2s`3

6

||wpτ, ¨q||Hs ||upτ, ¨q ` vpτ, ¨q||Hs dτ

¸
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ď cs,η sup
0ďtďT1´T ˚

˜
e

5

2
ηpt`T ˚q

ˆ
sup

T ˚ďτďt`T ˚

||wpτ, ¨q||Hs

˙ ż t`T ˚

T ˚

1

pt ` T ˚ ´ τq
2s`3

6

dτ

¸
||u ` v||Es

T

“ cs,η sup
0ďtďT1´T ˚

ˆ
e

5

2
ηpt`T ˚q

ˆ
sup

T ˚ďτďt`T ˚

||wpτ, ¨q||Hs

˙
6

3 ´ 2s
t

3´2s

6

˙
||u ` v||Es

T

“ cs,ηe
5

2
ηT1 sup

T ˚ďτďT1

||wpτ, ¨q||Hs pT1 ´ T ˚q
3´2s

6 ||u ` v||Es

T

.

De igual manera al punto anterior, podemos tomar T1 lo suficientemente cercano

a T ˚ para concluir que wpτ, ¨q se anula para todo T ˚ ď t ď T1, lo cual no es

posible porque contradice la definición de T ˚.

Regularidad

En esta última parte de la demostración probaremos que u P C pr0, T s;HspRqq X

C
1pp0, T s;H8pRqq, donde C

1pp0, T s;H8pRqq “
č

rě0

C
1pp0, T s;HrpRqq.

Empezaremos comprobando la continuidad de u en el tiempo t “ 0. Como la solución

se escribe como

upt, xq “ Sηptqu0pxq ` Bηpu, uqpt, xq, 0 ď t ď T, x P R, (3.43)

debemos analizar la parte lineal Sηptqu0 y la parte no lineal Bηpu, uqpt, ¨q separadamente.

La continuidad en el tiempo t “ 0 de la parte lineal ya fue probada cuando vimos

que pSηptqqtě0 es un semigrupo continuo en HspRq (s ě 0), en la Proposición 3.1 de la

página 53. La continuidad de Bηpu, uq en el tiempo t “ 0 la demostraremos por medio de

sucesiones. Sea ptnqnPN una sucesión de números positivos tal que ĺım
nÑ`8

tn “ 0.

Si 0 ď s ď 1{2, de la estimación (3.36) (página 74) con λ “ 0 se sigue que

||Bηpu, uqptn, ¨q ´ Bηpu, uqp0, ¨q||
Hs “ ||Bηpu, uqptn, ¨q||

Hs

ď cs,η e
5

2
ηtnt

3´2s
6

n ||u||2Es
T
,

que tiende a 0 cuando n Ñ `8.
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Si s ą 1{2, de (3.33) (página 72) con λ “ 0 se tiene

||Bηpu, uqptn, ¨q ´ Bηpu, uqp0, ¨q||
Hs “ ||Bηpu, uqptn, ¨q||

Hs

ď cη e
3

2
ηtnt

1

2
n ||u||2Es

T
,

que tiende a 0 cuando n Ñ `8.

Esto comprueba que Bηpu, uq es continua en el tiempo t “ 0 y por consiguiente u también

lo es.

Para la continuidad de u en el intervalo p0, T s probaremos provisionalmente que

sup
ρďtďT

||upt, ¨q||Hr ă `8 para todo 0 ă ρ ă T y todo r ě 0 (u P
č

rě0

L8prρ, T sq;HspRq

para todo 0 ă ρ ă T ), esto nos será de utilidad para estatuir que u pertenece a

C pp0, T s;H8pRqq. Por un lado, de la Observación 3.7 (página 69) sabemos que Sηp¨qu0 P

C pp0, T s;H8pRqq, entonces en particular se verifica que sup
ρďtďT

||Sηptqu0||
Hr ă `8 para

todo 0 ă ρ ă T y todo r ě 0. Por otro lado, para comprobar se cumple el mismo control

sobre Bηpu, uqpt, ¨q (y por tanto sobre u) seguiremos un minucioso procedimiento, en el

cual utilizaremos recursivamente el siguiente lema técnico

Lema 3.6. Sean η ą 0, T ą 0, 0 ă ρ ă T tal que 0 ă 2ρ ă T , 0 ď λ ă 1,

s ě 0 y r ě 0 tales que s ` r ą 1{2. Supongamos además que u, v P L8pr0, ρs;HspRqq X

L8prρ, T s;Hs`rpRqq. Entonces Bηpu, vq P L8pr2ρ, T s;Hs`r`λpRqq y se cumple la desigual-

dad

sup
2ρďtďT

||Bηpu, vqpt, ¨q||
Hs`r`λ

ď cs,r,λ,T,ρ,η

ˆ„
sup

0ďtďρ

||upτ, ¨q||Hs

 „
sup

0ďtďρ

||vpτ, ¨q||Hs


`

„
sup

ρďtďT

||upτ, ¨q||Hs`r

 „
sup

ρďtďT

||vpτ, ¨q||Hs`r

˙
.

Su demostración la situamos en el Apéndice C (página 142). Siguiendo con la demos-

tración sobre la regularidad de la solución, tomamos 0 ă ρ ă T y N P N cualesquiera. El

procedimiento mencionado anteriormente lo detallamos aqúı, dependiendo del valor de s:
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Si 0 ď s ď 1{2. Puesto que u P Es
T , estamos en la capacidad de utilizar el Lema 3.5

(página 73) con λ “ 3{4 (esta elección de λ es para tener que 1{2 ă s` λ ă 3{2).

Entonces Bηpu, uq P Es`λ
T y u “ Sηp¨qu0 `Bηpu, uq P L8pr2´Nρ, T s;Hs` 3

4 q. Luego,

del Lema 3.6 con r “ 3{4 y λ “ 3{4, se sigue que Bηpu, uq P L8pr21´Nρ, T s;Hs` 3

2 pRqq.

A partir de este punto podemos aumentar la regularidad de u iterativamente con el

Lema 3.6, con paso constante λ “ 3{4 hasta obtener u P L8prρ, T s;Hs`pN`1q 3

4 pRqq,

pero como N y ρ son arbitrarios, este proceso nos permite concluir que

u P L8prρ, T s, H8pRqq :“
č

rě0

L8prρ, T s, HrpRqq, para todo 0 ă ρ ă T. (3.44)

Si 1{2 ă s, argumentamos bajo el mismo procedimiento explicado arriba, pero

utilizando el Lema 3.6 durante todo el proceso.

Teniendo en mente (3.44), ahora probaremos que Bηpu, uq P C pp0, T s;H8pRqq mediante

sucesiones. Sean λ ą 0 arbitrario, t ą 0 y ptnqnPN una sucesión de números positivos tal

que ĺım
nÑ8 tn “ t. Tomamos ρ “ ı́nf

nPN
tn, número estrictamente positivo, pues de no serlo

podŕıamos encontrar una subsucesión ptmqmPN tal que tm ă 1

m
, contradiciendo el hecho

que t ą 0. Suponemos sin pérdida de generalidad que tn ě t, se tiene que

||Bηpu, uqptn, ¨q ´ Bηpu, uqpt, ¨q||Hs`λ

“

ˇ̌
ˇ̌
ˇ̌
ˇ̌
ż tn

0

BxKηptn ´ τ, ¨q ˚ u2pτ, ¨qdτ ´

ż t

0

BxKηpt ´ τ, ¨q ˚ u2pτ, ¨qdτ

ˇ̌
ˇ̌
ˇ̌
ˇ̌
Hs`λ

ď

ż tn

t

ˇ̌ˇ̌
BxKηptn ´ τ, ¨q ˚ u2pτ, ¨q

ˇ̌ˇ̌
Hs`λ

dτ `

ż t

0

ˇ̌ˇ̌
BxKηptn ´ τ, ¨q ˚ u2pτ, ¨q ´ BxKηpt ´ τ, ¨q ˚ u2pτ, ¨q

ˇ̌ˇ̌
Hs`λ

dτ

“

ż tn

t

ˇ̌ˇ̌
BxKηptn ´ τ, ¨q ˚ u2pτ, ¨q

ˇ̌ˇ̌
Hs`λ

dτ `

ż ρ{2

0

ˇ̌ˇ̌
BxKηptn ´ τ, ¨q ˚ u2pτ, ¨q ´ BxKηpt ´ τ, ¨q ˚ u2pτ, ¨q

ˇ̌ˇ̌
Hs`λ

dτ

`

ż t

ρ{2

ˇ̌ˇ̌
BxKηptn ´ τ, ¨q ˚ u2pτ, ¨q ´ BxKηpt ´ τ, ¨q ˚ u2pτ, ¨q

ˇ̌ˇ̌
Hs`λ

dτ

ď

ż tn

t

ˇ̌ˇ̌
Sηptn ´ τqpu2pτ, ¨qq

ˇ̌ˇ̌
Hs`λ`1

dτ `

ż ρ{2

0

ˇ̌ˇ̌
Sηptn ´ τqpu2pτ, ¨qq ´ Sηpt ´ τqpu2pτ, ¨qq

ˇ̌ˇ̌
Hs`λ`1

dτ

`

ż T

ρ{2

ˇ̌ˇ̌
Sηptn ´ τqpu2pτ, ¨qq ´ Sηpt ´ τqpu2pτ, ¨qq

ˇ̌ˇ̌
Hs`λ`1

dτ

“ I1ptnq ` I2ptnq ` I3ptnq.
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Estimaremos cada integral y tomaremos el ĺımite cuando n Ñ `8. Primero para I1ptnq,

del Lema 3.1 (página 63), se tiene

I1ptnq “
ż tn

t

ˇ̌ˇ̌
Sηptn ´ τqpu2pτ, ¨qq

ˇ̌ˇ̌
Hs`λ`1

dτ

ď e
3

2
ηtn

ż tn

t

||upτ, ¨q||2Hs`λ`1 dτ

ď e
3

2
ηtn sup

tďτďtn

||upτ, ¨q||2Hs`λ`1 ptn ´ tq

ď e
3

2
ηtn sup

ρďτďT

||upτ, ¨q||2Hs`λ`1 ptn ´ tq.

que tiende a 0 cuando n Ñ `8.

Para I2ptnq utilizamos el teorema de convergencia dominada de Lebesgue. Esto es

posible pues del Lema 3.2 (página 66), la norma dentro de la integral I2ptnq para 0 ď τ ď

ρ{2 se estima

||Sηptn ´ τqpu2pτ, ¨qq ´ Sηpt ´ τqpu2pτ, ¨qq||Hs`λ`1

ď
ˇ̌ˇ̌
Sηptn ´ τqpu2pτ, ¨qq

ˇ̌ˇ̌
Hs`λ`1

`
ˇ̌ˇ̌
Sηpt ´ τqpu2pτ, ¨qq

ˇ̌ˇ̌
Hs`λ`1

ď cη,s,λ

˜
e

5

2
ηptn´τq

ptn ´ τq 2ps`λq`3

6

` e
5

2
ηpt´τq

pt ´ τq 2ps`λq`3

6

¸
||upτ, ¨q||2Hs

ď cη,s,λe
5

2
ηT 1

pρ ´ τq 2ps`λq`3

6

sup
0ďτď ρ

2

||upτ, ¨q||2Hs ,

donde la función

r0, ρ{2s Ñ R
`

τ ÞÑ 1

pρ ´ τq 2ps`λq`3

6

es integrable, en efecto

ż ρ{2

0

1

pρ ´ τq 2ps`λq`3

6

dτ “ 6

2ps ` λq ´ 3

˜´ρ
2

¯ 3´2ps`λq
6 ´ ρ

3´2ps`λq
6

¸
ă `8.

Finalmente para I3ptnq nos valemos una vez más del Lema 3.1 (página 63) y del teorema de

convergencia dominada de Lebesgue. Acotando lo que se encuentra dentro de la integral,
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para todo ρ{2 ď τ ď T se tiene que

||Sηptn ´ τqpu2pτ, ¨qq ´ Sηpt ´ τqpu2pτ, ¨qq||Hs`λ`1

ď
ˇ̌ˇ̌
Sηptn ´ τqpu2pτ, ¨qq

ˇ̌ˇ̌
Hs`λ`1

`
ˇ̌ˇ̌
Sηpt ´ τqpu2pτ, ¨qq

ˇ̌ˇ̌
Hs`λ`1

ď cη

´
e

3

2
ηptn´τq ||upτ, ¨q||2Hs`λ`1 ` e

3

2
ηpt´τq ||upτ, ¨q||2Hs`λ`1

¯

ď cηpe 3

2
ηT ` e

3

2
ηtq sup

ρ{2ďτďT

||upτ, ¨q||2Hs`λ`1 ă `8.

Recopilando los ĺımites de las tres integrales concluimos

ĺım
nÑ`8

||Bηpu, uqptn, ¨q ´ Bηpu, uqpt, ¨q||
Hs`λ ď ĺım

nÑ`8
pI1ptnq ` I2ptnq ` I3ptnqq “ 0.

Se ha pues, demostrado que Bηpu, uq P C pp0, T s;Hs`λpRqq. Luego u P C pp0, T s;Hs`λpRqq,

pero como λ ą 0 es arbitrario, se sigue que u P C pp0, T s;H8pRqq.

Una vez estudiada la regularidad de la solución de la ecuación integral (3.41), observe-

mos que en efecto es la única solución mild del problema (3.1). Como u P C pp0, T s;H8pRqq,

en particular se tiene que upτ, ¨q P H2pRq para todo 0 ă τ ď T . Luego, Bxupτ, ¨q y upτ, ¨q

pertenecen a H1pRq y por las Leyes de producto 1 (Teorema 1.5, página 26) se sigue que

Bxpu2pτ, ¨qq “ 2uBxupτ, ¨q P H1pRq. Por ende, del Lema 3.1 (página 63 con λ “ 0), la

convolución Kηpt ´ τ, ¨q ˚ puBupτ, ¨qq está bien definida. Esto nos autoriza a escribir las

siguientes igualdades

upt, xq “ Kηpt, ¨q ˚ u0pxq ´ 1

2

ż t

0

BxKηpt ´ τ, ¨q ˚ u2pt, ¨qpxqdτ

“ Kηpt, ¨q ˚ u0pxq ´ 1

2

ż t

0

Kηpt ´ τ, ¨q ˚ Bxpu2pt, ¨qqpxqdτ

“ Kηpt, ¨q ˚ u0pxq ´
ż t

0

Kηpt ´ τ, ¨q ˚ pupτ, ¨qBxupτ, ¨qq pxqdτ, 0 ď t ď T, x P R,

fórmula que concuerda con la definición de solución mild de (3.1).
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Lo único que queda restando en este estudio de regularidad es verificar que Btu también

pertenece al espacio C pp0, T s;H8pRqq. Primero, como u es solución mild de (3.1), entonces

satisface la ecuación diferencial

Btu “ ´HB2

xu ´ uBxu ´ ηHpBxu ` B3

xuq, (3.45)

en el sentido de las distribuciones temperadas. Entonces podemos observar que la conti-

nuidad de Btu (en la norma de los espacios de Sobolev no homogéneos) depende de los

términos de la derecha de la igualdad (3.45). Puesto que u P C pp0, T s;H8pRqq, basta

con saber si la transformada de Hilbert preserva la continuidad en variable temporal

de funciones y qué sucede con el término no lineal uBxu. Solventaremos estas dudas a

continuación. Con respecto a la transformada de Hilbert, veamos de manera general que

si v P C pp0, T s;HrpRq (r P R), entonces Hv pertenece al mismo espacio. En efecto, to-

mamos t ą 0 y ptnqnPN una sucesión de números positivos que convergen a t. Ya que

la transformada de Hilbert es una isometŕıa en los espacios de Sobolev no Homogéneos

(Proposición B.1, página 141 del Apéndice B), se tiene que

||Hvpt, ¨q ´ Hvptn, ¨q||Hr “ ||vpt, ¨q ´ vptnq||Hr

que tiende a 0 cuando n Ñ `8.

Para ocuparnos de la parte no lineal tomamos λ ą 1{2 arbitrario y la misma sucesión

ptnqnPN que tomamos arriba. Tenemos

||upt, ¨qBxupt, ¨q ´ uptn, ¨qBxuptn,¨q||Hs`λ “ ||upt, ¨qpBxupt, ¨q ´ Bxuptn, ¨qq ` Bxuptn, ¨qpupt, ¨q ´ uptn, ¨qq||Hs`λ

ď ||upt, ¨qpBxupt, ¨q ´ Bxuptn, ¨qq||Hs`λ ` ||Bxuptn, ¨qpupt, ¨q ´ uptn, ¨qq||Hs`λ .

(3.46)
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Pero como upt, ¨q, uptn, ¨q, Bxupt, ¨q, Bxuptn, ¨q P Hs`λpRq y s ` λ ą 1{2, podemos aplicar

las Leyes de producto 1 (Teorema 1.5, página 26), aśı

||upt, ¨qpBxupt, ¨q ´ Bxuptn, ¨qq||Hs`λ ď cs,λ ||upt, ¨q||Hs`λ ||Bxupt, ¨q ´ Bxuptn, ¨q||Hs`λ

ď cs,λ ||upt, ¨q||Hs`λ ||upt, ¨q ´ uptn, ¨q||Hs`λ`1 , (3.47)

y

||Bxuptn, ¨qpupt, ¨q ´ uptn, ¨qq||Hs`λ ď cs,λ ||Bxuptn, ¨q||Hs`λ ||upt, ¨q ´ uptn, ¨q||Hs`λ

ď cs,λ ||uptn, ¨q||Hs`λ`1 ||upt, ¨q ´ uptn, ¨q||Hs`λ

ď cs,λM ||upt, ¨q ´ uptn, ¨q||Hs`λ , (3.48)

donde M es una constante no negativa tal que ||uptn, ¨q||Hs`λ`1 ď M para todo n P N,

que existe pues la sucesión p||uptn, ¨q||Hs`λ`1qnPN es convergente (debido a la continuidad

de u). Acoplando (3.46), (3.47) y (3.48) obtenemos

||upt, ¨qBxupt, ¨q ´ uptn, ¨qBxuptn, ¨q||Hs`λ ď cs,λ ||upt, ¨q||Hs`λ ||upt, ¨q ´ uptn, ¨q||Hs`λ`1

` cs,λM ||upt, ¨q ´ uptn, ¨q||Hs`λ ,

que tiende a 0 cuando n Ñ `8 con motivo de la continuidad de u. �

Observación 3.8. Utilizando el resultado visto en la Proposición 4.2, página 18 de Cor-

tez y Jarŕın (2020), el cual utiliza la regularidad de la solución, podemos concluir que

nuestra solución mild es en realidad una solución clásica.

4.4. Existencia global En el Teorema 3.2 de la sección anterior aseguramos la

existencia de una función u P C pr0, T s;HspRqq X C 1pp0, T s;H8pRqq, única solución mild

del problema (3.1), donde T ą 0 es un tiempo de existencia finito y C
1pp0, T q;HspRqq “

č

rě0

C
1pp0, T q, HrpRqq.
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La razón final de este caṕıtulo reside en comprobar que se puede extender el tiempo T

indefinidamente, de modo que u sea la única solución mild global en tiempo del problema

(3.1). Con respecto a este útimo punto, Fonseca, Pastrán y Rodriguez mostraron que

en efecto el tiempo de existencia puede ser arbitrariamente grande (véase la sección

3.3 de Fonseca et al. (2019)), en los siguientes renglones nos dedicamos a detallar los

pormenores de sus resultados. El método utilizado tiene como base un lema de Grönwall

(Lema A.1, página 138 del Apéndice 3), que asegura la no existencia de un fenómeno de

explosión en tiempo finito de u en la norma del espacio L2pRq. Esto nos deja extender

temporalmente a la solución u en el marco del espacio L2pRq. Luego, la propiedad de

aumento de regularidad en variable espacial ya estudiada de la solución nos permite

concluir que u P C pr0,`8q;HspRqqXC 1pp0,`8q;H8pRqq, donde C
1pp0,`8q;H8pRqq “

č

rě0

C
1pp0,`8q, HrpRqq.

Empecemos pues, demostrando que no existe un tiempo de explosión para ||upt, ¨q||L2 .

Proposición 3.4. Sean T ą 0, s ě 0 y u P C pr0, T s;HspRqq X C 1pp0, T s;H8pRqq

solución mild local de (3.1). Se tiene entonces la siguiente estimación:

||upt, ¨q||L2 ď ||u0||L2 e
Ct, para todo 0 ď t ď T,

donde C ą 0 es una constante.

Demostración. Como u es solución mild de (3.1), up0q “ u0 y satisface

Btupt, xq ` HB2

xupt, xq ` upt, xq Bxupt, xq ` ηHpBxupt, xq ` B3

xupt, xqq “ 0,

para todo 0 ă t ď T y todo x P R. Luego, fijamos 0 ă t ă T , multiplicamos upx, tq a

ambos lados de la anterior igualdad e integramos sobre todo R para obtener:

1

2

d

dt
||upt, ¨q||2L2 `

ż

R

upt, xq HB2

xupt, xqdx `
ż

R

u2pt, xq Bxupt, xqdx
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` η

ż

R

upt, xq
`
HpBxupt, xq ` B3

xupt, xqq
˘
dx “ 0. (3.49)

Analizemos cada término por separado. Para la integral

ż

R

upt, xq HB2

xupt, xqdx intercam-

biamos la derivada con la transformada de Hilbert (ver la Proposición 2.5 de la página

43) e integramos por partes.

ż

R

upt, xq HB2

xupt, xq dx “ ´
ż

R

Bxupt, xq BxpHuqpt, xq dx “
ż

R

B2

xupt, xq Hupt, xq dx.

Pero como el operador adjunto de H en L2pRq es H˚ “ ´H (ver la ecuación (2.15) en la

página 43), se tiene que

ż

R

upt, xq HB2

xupt, xq dx “
ż

R

B2

xupt, xq Hupt, xq dx “ ´
ż

R

HB2

xupt, xqupt, xq dx,

es decir
ż

R

upt, xq HB2

xupt, xqdx “ 0. (3.50)

Para calcular la integral

ż

R

u2pt, xq Bxupt, xq dx la integramos por partes.

ż

R

u2pt, xq Bxupt, xq dx “ ´
ż

R

upt, xq2pupt, xqBxupt, xqqdx

“ ´2

ż

R

u2pt, xqBxupt, xq dx.

Por tanto este término también se anula:

ż

R

u2pt, xqBxupt, xq dx “ 0. (3.51)

La integral

ż

R

upt, xq
`
HpBxupt, xq ` B3

xupt, xqq
˘
dx la estimaremos en términos de la trans-

formada de Fourier, por medio de la Relación de Parseval (propiedad 11 de la Proposición

1.4, página 13). Se tiene:

ż

R

upt, xqpHpBxupt, xq ` B3

xupt, xqq dx “ 1

2π

ż

R

`
HpBxupt, ¨q ` B3

xupt, ¨qq
˘^ pξqûpt, ξq dξ

“ 1

2π

ż

R

pi sgnpξqqppiξq ` piξq3qûpt, ξqûpt, ξq dξ
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“ 1

2π

ż

R

`
´ |ξ| ` |ξ|3

˘
|ûpt, ξq|2 dξ. (3.52)

Acoplando los estimativos (3.49), (3.50), (3.51) y (3.52) obtenemos

1

2

d

dt
||upt, ¨q||2L2 “ 1

2π

ż

R

p|ξ| ´ |ξ|3q |ûpt, ξq|2 dξ

“ 1

2π

ż

|ξ|ď1

p|ξ| ´ |ξ|3q |ûpt, ξq|2 dξ ` 1

2π

ż

|ξ|ą1

p|ξ| ´ |ξ|3q |ûpt, ξq|2 dξ

ď 1

2π

ż

|ξ|ď1

p|ξ| ´ |ξ|3q |ûpt, ξq|2 dξ

ď 1

2π
sup
|ξ|ď1

`
|ξ| ´ |ξ|3

˘
||ûpt, ¨q||2L2

“ sup
|ξ|ď1

`
|ξ| ´ |ξ|3

˘
||upt, ¨q||2L2 .

Lo que, mediante el lema de Grönwall (Lema A.1 del Apéndice A, página 138), produce

el control deseado:

||upt, ¨q||L2 ď ||u0||L2 e
Ct,

donde C “
`
sup|ξ|ď1

`
|ξ| ´ |ξ|3

˘˘ 1

2 ą 0. �

Para finalizar este caṕıtulo estudiaremos el buen planteamiento global del problema (3.1)

en HspRq (s ě 0), utilizando el último resultado visto. Tal estudio se ve reflejado en el

teorema siguiente.

Teorema 3.3. Sean s ě 0 y u0 P HspRq. Entonces el tiempo de existencia de la

única solución mild del problema (3.1) con dato inicial u0, construida en el Teorema

3.2 (página 74), es `8.

Demostración. Por el teorema de existencia y unicidad local (Teorema 3.2, página

74) sabemos que existe una única función u P C pr0, T s;HspRqq X C 1pp0, T s;H8pRqq,

solución mild del problema (3.1) derivada del dato inicial u0 P HspRq. Definimos

T ˚ “ suptT ą 0 | D! u P C pr0, T s; HspRqq X C
1pp0, T s; H8pRqq solución mild de (3.1) asociada a u0u.
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Vamos a probar que T ˚ “ `8. Por absurdo, suponemos que T ˚ ă `8 y construiremos

una solución mild de (3.1) para un tiempo más grande que T ˚, lo cual seŕıa contradictorio

con la definición de T ˚.

Por una parte, recordemos que en la demostración del teorema de existencia y unicidad

local del problema de Cauchy (3.1) para un dato inicial v0 P L2pRq, fue necesario fijar

un tiempo T para satisfacer las hipótesis del teorema de punto fijo de Picard (Teorema

3.1, página 61). Este tiempo, que depend́ıa de la norma de v0 en L2pRq y aseguraba la

existencia de una solución mild de (3.1) al menos hasta el mismo tiempo T , es el siguiente

T p||v0||L2q “ 1

p8cηe4η ||v0||L2q2
(3.53)

(el lector puede constatar dicha elección de T en (3.38), página 76). Consideraremos

construir una solución desde un tiempo cercano a T ˚, para lo cual tomamos ǫ ą 0

arbitrario, vǫ “ upT ˚ ´ ǫ, ¨q y consideramos el siguiente problema de Cauchy

$
’’&
’’%

Btvpt, xq ` HB2

xvpt, xq ` vpt, xq Bxvpt, xq ` ηHpBxvpt, xq ` B3

xvpt, xqq “ 0, pt, xq P p0, T2s ˆ R

vp0, xq “ vǫpxq “ upT ˚ ´ ǫ, xq, x P R.

Gracias al teorema de existencia y unicidad local (Teorema 3.2, página 74) existe una

única solución mild v P C pr0, T2pǫqs;L2pRqq, donde T2pǫq “ T p||vǫ||L2q (dado en (3.53)).

Además, del mismo teorema sabemos que tal solución verifica v P C 1pp0, T2pǫqs;H8pRqq

y entonces, en particular v pertenece al espacio C pp0, T2pǫqs;HspRqq.

A partir de v podemos construir una nueva solución mild w para el problema (3.1)

con dato inicial u0. Dicha solución queda definida en partes como:

wptq “

$
’’&
’’%

uptq t P r0, T ˚ ´ ǫs

vpt ´ pT ˚ ´ ǫqq t P rT ˚ ´ ǫ, T ˚ ´ ǫ ` T2pǫqs.

Como w P C pr0, T ˚ ´ ǫ ` T2pǫqs;HspRqq X C 1pp0, T ˚ ´ ǫ ` T2pǫqs;H8pRqq es una nueva

solución mild de (3.1) asociada al dato inicial u0, por la definición de T ˚ se tiene que
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T ˚ ´ ǫ`T2pǫq ď T ˚ y por tanto T2pǫq ď ǫ. Por otro lado, del control de upt, ¨q en la norma

de L2pRq proporcionado por la Proposición 3.4 (página 86), tenemos

||vǫ||L2 “ ||upT ˚ ´ ǫ, ¨q||L2 ď eCpT ˚´ǫq ||u0||L2 ď eCT ˚ ||u0||L2 ,

donde C es constante que está descrita en la misma proposición. La última estimativa

conduce a esta otra

1

p8cηe4η peCT ˚ ||u0||L2qq2
ď 1

p8cηe4η ||vǫ||L2q2
“ T2pǫq ď ǫ,

pero como ǫ es arbitrario, podemos tomarlo más pequeño que
1

p8cηe4η peCT ˚ ||u0||L2qq2

(que es fijo) y entonces tenemos que ǫ ă ǫ, lo cual es absurdo. Esto concluye que T ˚ debe

ser infinito y la solución u puede ser definida temporalmente sobre todo r0,`8q. �
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Caṕıtulo 4

Comportamiento asintótico en variable espacial

En los últimos años se ha impulsado el estudio del buen planteamiento del problema

de valor inicial (3.1), no solo en espacios funcionales que midan regularidad, sino también

en aquellos que indiquen algún tipo de decrecimiento, tanto en variable espacial como

temporal. Este tipo de espacios permiten profundizar en detalle las caracteŕısticas de

decaimiento particulares que presentan las soluciones de ciertas ecuaciones dispersivas.

Por otro lado, en una visión general, una vez establecido el buen planteamiento del

problema de Cauchy de una ecuación en derivadas parciales, surgen otro tipo de interro-

gantes. Una noción que abarca muchas de ellas son las propiedades de persistencia.

A grosso modo se plantea lo siguiente: Si u0, condición inicial de nuestro problema,

verifica la propiedad A (soporte compacto, decaimiento en variable espacial, analiticidad,

etc.), entonces, ¿se puede (o no) asegurar que, upt, ¨q, la solución asociada a este dato

inicial, verifique la propiedad A para todo t ą 0?

Una vez explicado lo que son las propiedades de persistencia, podemos presentar la

contribución principal de nuestra investigación. Aśı pues, este caṕıtulo será ı́ntegramente

consagrado a un problema de persistencia que describa el decaimiento en variable espacial

de la solución de la ecuación (3.1).

En este contexto Pastrán y Rodŕıguez (véase Pastrán y Rodŕıguez-Blanco (2006))

mostraron el siguiente problema de persistencia: Si u0 P Z2,1 “ H2pRq X L2pR, | ¨ |2 dxq,

entonces la solución mild u de (3.1) asociada a u0 pertenece al espacio C pp0, T s;Z2,1q.
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Notemos ahora que si u P C pr0,`8q;Z2,1q, entonces se verifica

ż

R

x2 |upx, tq|2 dx ă `8, para todo t ě 0.

Para que la anterior expresión tenga sentido es necesario que u decrezca en variable de

espacio al menos más rápido que la función
1

1 ` |x| . Dicho de otra forma, necesitamos

que u „ c

1 ` |x|1`ǫ (con ǫ ą 0) cuando |x| es suficientemente grande. De esta manera

sabŕıamos cómo se comporta la solución u cuando |x| ě M , para algún M ą 0. Esta

conducta de la solución es conocida como su comportamiento asintótico en variable espa-

cial. Siendo aśı que el comportamiento asintótico en variable espacial de la solución está

estréchamente relacionado con la rapidez de su decrecimiento en la misma variable. Se

discutirá sobre este punto en la última sección de este trabajo.

Por otra parte, es importante destacar que las conclusiones de Pastrán y Rodŕıguez

reflejan un decrecimiento en variable espacial de la solución u en promedio, debido a que

se encuentran expresadas en términos de la norma del espacio L2pRq, pero sugieren que

la solución u podŕıa mantener el mismo tipo de decaimiento puntualmente. A diferencia

de los resultados obtenidos por Pastrán y Rodŕıguez en los espacios de Lebesgue ponde-

rados, nosotros abordaremos las propiedades de persistencia del decaimiento puntual en

la variable espacial de la solución. El problema de persistencia que pretendemos resolver

es el siguiente: si consideramos un dato inicial u0 P HspRq que verifique

|u0pxq| ď c

1 ` |x|β
, para todo x P R,

para algún β ą 0, la pregunta que nos compete es saber si se cumple o no que

|upt, xq| ď c

1 ` |x|β
, para todo t ě 0, y para todo x P R,

donde u es la solución del problema (3.1) asociada a u0. Con esta interrogante surge otra:

¿Cuál es el β óptimo que mantiene la propiedad de persistencia? En este aspecto, Pastrán

92



y Rodŕıguez mejoraron sus propios resultados con la ayuda de Fonseca (vease Fonseca et

al. (2019)). En su labor, probaron en primer lugar la persistencia del problema (3.1) en

los espacios Zs,r “ HspRq X L2pR, |x|2r
dxq, para todo r ă 3{2 y todo s ě r. Para el caso

cŕıtico cuando r “ 3

2
, demostraron que no se mantiene la propiedad de persistencia salvo

cuando el dato inicial verifica que û0p0q “ 0.

Motivados por los trabajos recientes de Cortez y Jarŕın (véase Cortez y Jarŕın (2019)

y las referencias alĺı citadas), quienes estudiaron el decrecimiento puntual en variable de

espacio para las soluciones de una perturbación no local de la ecuación KdV, deseamos

ofrecer resultados análogos que den algunas luces tanto en el problema de decaimiento

en variable espacial aśı como en la optimalidad del ı́ndice β.

Antes de comenzar, es conveniente recordar la estructura integral de las soluciones

mild del problema (3.1), descrita por:

upt, xq “ Kηpt, ¨q ˚ u0pxq ´ 1

2

ż t

0

BxKηpt ´ τ, ¨q ˚ u2pτ, ¨qpxqdτ, 0 ď t, x P R. (4.1)

Esta expresión nos ayuda a visualizar que para estudiar el decrecimiento puntual en

variable espacial de u, necesitamos conocer la rapidez de decaimiento de las siguientes

funciones: el dato inicial u0 (esto quedará a nuestra elección), el núcleo Kη (definido en

(3.5), página 51) y la derivada del núcleo BxKη. Al mismo tiempo, visto que el operador

convolución interviene tanto en la parte lineal como en la parte no lineal de u, la misma

formulación sugiere que para este análisis seŕıa oportuno conocer qué sucede con el de-

crecimiento de la convolución de dos funciones que posean propiedades de decaimiento

distintas. Por tal motivo empezaremos con la siguiente proposición, que indica que la

convolución de dos funciones que decaigan como inversos de polinomios, adoptará el de-

crecimiento menos pronunciado. Lo enunciamos para el caso general n-dimensional pues

es un resultado que se puede utilizar para diversos estudios.
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Proposición 4.1. Sean dos funciones f, g : Rn Ñ R para las cuales existen constan-

tes c1, c2 ě 0 y α, β ą n tales que

|fpxq| ď c1

1 ` |x|α , |gpxq| ď c2

1 ` |x|β
, x P R

n.

Entonces existe una constante cα,β,n ě 0 tal que

|f ˚ gpxq| ď cα,β,n

1 ` |x|mı́npα,βq , x P R
n.

Demostración. Sin pérdida de generalidad suponemos que α ě β. Por las hipótesis

de decrecimiento de las funciones f y g, para todo x P R
n se tiene que

|f ˚ gpxq| ď
ż

Rn

|fpyq| |gpx ´ yq| dy

ď c1c2

ż

Rn

1

1 ` |y|α
1

1 ` |x ´ y|β
dy

“ c

˜ż

|x´y|ě 1

2
|x|

1

1 ` |y|α
1

1 ` |x ´ y|β
dy `

ż

|x´y|ă 1

2
|x|

1

1 ` |y|α
1

1 ` |x ´ y|β
dy

¸
.

(4.2)

La primera integral se puede dominar fácilmente por su región de integración. Tenemos

ż

|x´y|ě 1

2
|x|

1

1 ` |y|α
1

1 ` |x ´ y|β
dy ď 1

1 ` 1

2β |x|β
ż

|x´y|ě 1

2
|x|

1

1 ` |y|αdy. (4.3)

En cambio, para mayorar la segunda integral notemos que si |x ´ y| ă 1

2
|x|, gracias a la

desigualdad triangular inversa se tiene 1

2
|x| ă |y|. Con esto podemos acotar

ż

|x´y|ă 1

2
|x|

1

1 ` |y|α
1

1 ` |x ´ y|β
dy ď 1

1 ` 1

2α |x|α
ż

|x´y|ă 1

2
|x|

1

1 ` |x ´ y|β
dy. (4.4)

Combinando las desigualdades (4.2), (4.3) y (4.4), obtenemos

|f ˚ gpxq| ď c

˜
1

1 ` 1

2β |x|β
ż

|x´y|ě 1

2
|x|

1

1 ` |y|αdy ` 1

1 ` 1

2α |x|α
ż

|x´y|ă 1

2
|x|

1

1 ` |x ´ y|β
dy

¸

ď cα,β

ˆ
1

1 ` |x|β
ż

Rn

1

1 ` |y|αdy ` 1

1 ` |x|α
ż

Rn

1

1 ` |y|β
dy

˙
(4.5)
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A continuación probamos que las dos últimas integrales son finitas, recordando que α ě

β ą n. Estimamos solo la primera integral pues la finitud de la otra se sigue de la misma

manera. Se tiene

ż

R

1

1 ` |y|αdy “
ż

|y|ď1

1

1 ` |y|αdy `
ż

|y|ą1

1

1 ` |y|αdy

ď cα,n `
ż

|y|ą1

1

|y|αdy

ď cα,n ` cn

ż `8

1

ρn´1´αdy

“ cα,n ` cn

1

α ´ n

“ cα,n ă `8.

Volviendo a (4.5) se sigue que

|f ˚ gpxq| ď cα,β,n

ˆ
1

1 ` |x|β
` 1

1 ` |x|α
˙
.

Para obtener finalmente la estimación propuesta en esta proposición analizamos separa-

damente los casos cuando |x| ď 1 y cuando |x| ą 1.

Si |x| ď 1, tenemos 1 ` |x|β ď 2 ď 2p1 ` |x|αq. Entonces se sigue que
1

1 ` |x|α ď
2

1 ` |x|β
y por ende

|f ˚ gpxq| ď cα,β,n

ˆ
1

1 ` |x|β
` 2

1 ` |x|β
˙

“ cα,β,n

1

1 ` |x|β
.

Si |x| ą 1 entonces 1 ` |x|β ď 1 ` |x|α. Luego,
1

1 ` |x|α ď 1

1 ` |x|β
y por tanto

|f ˚ gpxq| ď cα,β,n

ˆ
1

1 ` |x|β
` 1

1 ` |x|β
˙

“ cα,β,n

1

1 ` |x|β
.

Para cualquiera de los dos casos, tenemos que

|f ˚ gpxq| ď cα,β,n

1

1 ` |x|β
“ cα,β,n

1

1 ` |x|mı́npα,βq .

�
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En la siguiente sección nos dedicaremos a describir el decrecimiento en variable espacial

de Kη y de su derivada. Aśı también encontraremos el decaimiento óptimo de Kη.

1. Estimaciones de decaimiento en variable espacial del núcleo

Continuando por el camino preliminar para poder estudiar el decrecimiento en variable

espacial de las soluciones mild del problema (3.1), necesitamos conocer el decaimiento del

núcleo Kη y de su derivada BxKη. En la siguiente proposición daremos un primer resultado

del decaimiento de Kη.

Proposición 4.2 (Decrecimiento en variable espacial del núcleo). Dados η ą 0 y

t ą 0, entonces existe una constante cη ą 0 tal que

|Kηpt, xq| ď cη

e5ηt

t
1

3

1

1 ` x2
, x P R.

Demostración. Para la prueba acotaremos los términos |Kηpt, xq| y x2 |Kηpt, xq|.

Primero para |Kηpt, xq|, utilizamos la Proposición 3.3 (página 70) con m “ 0. Se tiene

que

|Kηpt, xq| ď ||Kηpt, ¨q||
L8 “

ˇ̌
ˇ
ˇ̌
ˇpK̂ηpt, ¨qq_

ˇ̌
ˇ
ˇ̌
ˇ
L8

ď 1

2π
||K̂ηpt, ¨q||L1 ď c

e3ηt

pηtq
1

3

. (4.6)

Para el término x2 |Kηpt, xq| utilizamos la definición del núcleo Kη como la transformada

de Fourier inversa de K̂η:

Kηpt, xq “ 1

2π

ż

R

eixξK̂ηpt, ξq dξ “ 1

2π

ˆż
0

´8
eixξK̂ηpt, ξq dξ `

ż `8

0

eixξK̂ηpt, ξq dξ
˙
.

Luego, multiplicamos y dividimos ix e integramos por partes cada integral, obteniendo

Kηpt, xq “
1

2π

ˆ
1

ix

ż 0

´8

pixqeixξK̂ηpt, ξq dξ `
1

ix

ż `8

0

pixqeixξK̂ηpt, ξq dξ

˙

“
1

2πix

˜
eixξK̂ηpt, ξq

ˇ̌
ˇ̌
0

´8

´

ż 0

´8

eixξBξK̂ηpt, ξq dξ ` eixξK̂ηpt, ξq

ˇ̌
ˇ̌
`8

0

´

ż `8

0

eixξBξK̂ηpt, ξq dξ

¸
.
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Debido al decrecimiento exponencial de la función K̂ηpt, ξq “ etpi|ξ|ξ`η p|ξ|´|ξ|3qq cuando |ξ|

es suficientemente grande, se tiene que

ĺım
ξÑ`8

´
ξNK̂ηpt, ξq

¯
“ ĺım

ξÑ´8

´
ξNK̂ηpt, ξq

¯
“ 0, para todo N P N

(ver la Proposición A.2, en la página 135 del Apéndice A). Aśı,

Kηpt, xq“ ´
1

2πix

ˆż 0

´8

eixξt
`
´2iξ ` ηp´1 ` 3ξ2q

˘
K̂ηpt, ξq dξ `

ż `8

0

eixξt
`
2iξ ` ηp1 ´ 3ξ2q

˘
K̂ηpt, ξq dξ

˙

“ ´
1

2πix
pI1pt, xq ` I2pt, xqq.

Nuevamente multiplicamos y dividimos por ix e integramos por partes. Para I1pt, xq se

tiene

I1pt, xq “

ż 0

´8

eixξtp´2iξ ` ηp´1 ` 3ξ2qqK̂ηpt, ξq dξ

“
1

ix

ż 0

´8

pixqeixξtp´2iξ ` ηp´1 ` 3ξ2qqK̂ηpt, ξq dξ

“
1

ix
eixξt

`
´2iξ ` ηp´1 ` 3ξ2q

˘
K̂ηpt, ξq

ˇ̌
ˇ̌
0

´8

´
1

ix

ż 0

´8

eixξBξ

´
tp´2iξ ` ηp´1 ` 3ξ2qqK̂ηpt, ξq

¯
dξ

“ ´
ηt

ix
´

1

ix

ż 0

´8

eixξ
´

t p´2i ` 6ηξq ` t2
`
´2iξ ` ηp´1 ` 3ξ2q

˘2
¯

K̂ηpt, ξq dξ

“ ´
ηt

ix
´

1

ix
I3pt, xq.

Para I2pt, xq:

I2pt, xq “

ż `8

0

eixξt
`
2iξ ` ηp1 ´ 3ξ2q

˘
K̂ηpt, ξq dξ

“
1

ix

ż `8

0

pixqeixξt
`
2iξ ` ηp1 ´ 3ξ2q

˘
K̂ηpt, ξq dξ

“
1

ix
eixξtp2iξ ` ηp1 ´ 3ξ2qqK̂ηpt, ξq

ˇ̌
ˇ̌
`8

0

´
1

ix

ż `8

0

eixξBξ

´
tp2iξ ` ηp1 ´ 3ξ2qqK̂ηpt, ξq

¯
dξ

“ ´
ηt

ix
´

1

ix

ż `8

0

eixξ
´

t p2i ´ 6ηξq ` t2
`
2iξ ` ηp1 ´ 3ξ2q

˘2
¯

K̂ηpt, ξq dξ

“ ´
ηt

ix
´

1

ix
I4pt, xq.

De esta forma tenemos que el núcleo Kη está dado por

Kηpt, xq “ ´ 1

2πix
pI1pt, xq ` I2pt, xqq
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“ ´ 1

2πix

ˆ
´ηt

ix
´ 1

ix
I3pt, xq ´ ηt

ix
´ 1

ix
I4pt, xq

˙

“ ´ ηt

πx2
´ 1

2πx2
pI3pt, xq ` I4pt, xqq. (4.7)

Ahora sólo basta acotar las integrales I3pt, xq e I4pt, xq con respecto a x. Tomando el valor

absoluto de I3pt, xq se sigue que

|I3pt, xq| “
ˇ̌
ˇ̌
ż

0

´8
eixξ

´
t p´2i ` 6ηξq ` t2

`
´2iξ ` ηp´1 ` 3ξ2q

˘2
¯
K̂ηpt, ξqdξ

ˇ̌
ˇ̌

ď
ż

0

´8

ˇ̌
ˇt p´2i ` 6ηξq ` t2

`
´2iξ ` ηp´1 ` 3ξ2q

˘2
ˇ̌
ˇ |K̂ηpt, ξq|dξ

ď c

ż

R

`
t ` ηt |ξ| ` t2ξ2 ` pηtq2 ` pηtq2ξ4

˘
|K̂ηpt, ξq|dξ

Mayoraremos esta integral por medio de la Proposición 3.3 (página 70) conm P t0, 1, 2, 4u.

Se tiene que

|I3pt, xq| ď ce3ηt

ˆ
t

1

pηtq 1

3

` ηt
1

pηtq 2

3

` t2
1

ηt
` pηtq2

1

pηtq 1

3

` pηtq2
1

pηtq 5

3

˙

“ ce3ηt

ˆ
1

η
pηtq 2

3 ` pηtq 1

3 ` 1

η2
pηtq ` pηtq 5

3 ` pηtq 1

3

˙

ď ce4ηt

ˆ
1

η
` 1 ` 1

η2

˙

ď ce4ηt

ˆ
1

η
` 1

˙2

.

De manera similar obtenemos la misma cota superior para |I4pt, xq|. Luego se tiene:

|Kηpt, xq| ď ηt

πx2
` 1

2πx2
p|I3pt, xq| ` |I4pt, xq|q

ď ηt

πx2
` c

1

x2
e4ηt

ˆ
1

η
` 1

˙2

ď c
1

x2

ˆ
1

η
` 1

˙2

e4ηt.

Multiplicando por x2 a la anterior estimativa se sigue que

x2 |Kηpt, xq| ď c

ˆ
1

η
` 1

˙2

e4ηt. (4.8)
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Finalmente, de (4.6) y (4.8) obtenemos

`
1 ` x2

˘
|Kηpt, xq| ď c

˜
e3ηt

pηtq
1

3

` e4ηt

ˆ
1

η
` 1

˙2
¸

ď c
1

pηtq
1

3

˜
e3ηt ` pηtq

1

3 e4ηt

ˆ
1

η
` 1

˙2
¸

ď cη

e5ηt

t
1

3

,

es decir, se tiene la estimación:

|Kηpt, xq| ď cη

e5ηt

t
1

3

1

1 ` x2
.

�

Observación 4.1. Podemos comprobar además que este decrecimiento del núcleo es op-

timal, es decir que Kη no puede decrecer más rápido que la función
1

1 ` x2
.

En efecto, usando la reducción al absurdo suponemos que existen ǫ ą 0 y una constante

c ą 0 (que puede depender de t) tales que

|Kηpt, xq| ď c
1

1 ` |x|2`ǫ t ą 0, x P R.

Con esto se prueba que ||| ¨ |Kηpt, ¨q||
L1 ă `8, pues podemos escribir:

ż

R

|x| |Kηpt, xq| dx ď c

ż

R

|x|
1 ` |x|2`ǫdx “ c

ˆż

|x|ď1

|x|
1 ` |x|2`ǫdx `

ż

|x|ą1

|x|
1 ` |x|2`ǫdx

˙
.

La primera integral del lado derecho es convergente pues es la integral de una función

continua sobre un conjunto compacto. La segunda integral también es convergente pues

ż

|x|ą1

|x|
1 ` |x|2`ǫdx ď

ż

|x|ą1

|x|
|x|2`ǫdx “ 2

ż `8

1

x´1´ǫdx “ 2

ǫ
ă `8.

Tenemos entonces que el mapeo x ÞÑ p´ixqKηpt, xq pertenece a L1pRq, lo cual implica

que la función pp´ixqKηpt, xqq^ “ BξK̂ηpt, ξq sea continua en todo ξ P R (propiedad 7 de

99



la Proposición 1.4, página 13). Por otro lado, se tiene

BξK̂ηpt, ξq “ sgnpξqp2iξ ` ηp1 ´ 3ξ2qqK̂ηpt, ξq, para todo ξ P Rzt0u,

donde obtenemos una contradiccón, pues podemos observar que esta función no es con-

tinua en 0.

En la siguiente proposición se especifica el decrecimiento en variable de espacio de

BxKη.

Proposición 4.3 (Decrecimiento en variable espacial de la derivada del núcleo).

Dados η ą 0 y t ą 0, entonces existe una constante cη ą 0 tal que

|BxKηpt, xq| ď cη

e5ηt

t
2

3

1

1 ` |x|3
, x P R.

Demostración. Procederemos de la misma manera que en la demostración de la

proposición anterior, esta vez buscando cotas para los términos |BxKηpt, xq| y |x|3 |BxKηpt, xq|.

Por un lado tenemos

|BxKηpt, xq| ď ||ppBxKηpt, ¨qq^q_||
L8 ď 1

2π
||pBxKηpt, ¨qq^||

L1 “ 1

2π
|| | ¨ | K̂ηpt, ¨q||L1 .

Luego, utilizando la Proposición 3.3 (página 70) con m “ 1 se tiene que

|BxKηpt, xq| ď c
e3ηt

pηtq
2

3

. (4.9)

Por otro lado, para encontrar una cota para |x|3 |BxKηpt, xq| utilizamos la transformada

de Fourier e integramos por partes.

BxKηpt, xq “ ppBxKηpt, ¨qq^q
_

pxq

“
1

2π

ż

R

eixξpBxKηpt, ¨qq^pξq dξ

“
1

2π

ż

R

eixξpiξqK̂ηpt, ξq dξ

“
i

2π

ˆż 0

´8

eixξξK̂ηpt, ξq dξ `

ż `8

0

eixξξK̂ηpt, ξq dξ

˙
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“
1

2πx

˜
eixξξK̂ηpt, ξq

ˇ̌
ˇ̌
0

´8

´

ż 0

´8

eixξBξ

´
ξK̂ηpt, ξq

¯
dξ ` eixξξK̂ηpt, ξq

ˇ̌
ˇ̌
`8

0

´

ż `8

0

eixξBξ

´
ξK̂ηpt, ξq

¯
dξ

¸

“ ´
1

2πx

ˆż 0

´8

eixξp1 ´ tp2iξ2 ` ηpξ ´ 3ξ3qqqK̂ηpt, ξq dξ `

ż `8

0

eixξp1 ` tp2iξ2 ` ηpξ ´ 3ξ3qqqK̂ηpt, ξq dξ

˙

“ ´
1

2πix2

˜
eixξp1 ´ tp2iξ2 ` ηpξ ´ 3ξ3qqqK̂ηpt, ξq

ˇ̌
ˇ̌
0

´8

´

ż 0

´8

eixξBξ

´
p1 ´ tp2iξ2 ` ηpξ ´ 3ξ3qqqK̂ηpt, ξq

¯
dξ

`eixξp1 ` tp2iξ2 ` ηpξ ´ 3ξ3qqqK̂ηpt, ξq

ˇ̌
ˇ̌
`8

0

´

ż `8

0

eixξBξ

´
p1 ` tp2iξ2 ` ηpξ ´ 3ξ3qqqK̂ηpt, ξq

¯
dξ

¸

“
1

2πix2
pI1pt, xq ` I2pt, xqq .

Integramos por partes nuevamente, ahora con las integrales I1pt, xq e I2pt, xq. Primero

para I1pt, xq se tiene que

I1pt, xq “

ż 0

´8

eixξBξ

´
p1 ´ tp2iξ2 ` ηpξ ´ 3ξ3qqqK̂ηpt, ξq

¯
dξ

“ ´

ż 0

´8

eixξt
`
p4iξ ` ηp1 ´ 9ξ2qq ` p2iξ ` ηp1 ´ 3ξ2qqp1 ´ tp2iξ2 ` ηpξ ´ 3ξ3qqq

˘
K̂ηpt, ξqdξ

“ ´
1

ix

ˆ
eixξt

`
p4iξ ` ηp1 ´ 9ξ2qq ` p2iξ ` ηp1 ´ 3ξ2qqp1 ´ tp2iξ2 ` ηpξ ´ 3ξ3qqq

˘
K̂ηpt, ξq

ˇ̌
ˇ
0

´8

´

ż 0

´8

eixξBξ

”
t

`
p4iξ ` ηp1 ´ 9ξ2qq ` p2iξ ` ηp1 ´ 3ξ2qqp1 ´ tp2iξ2 ` ηpξ ´ 3ξ3qqq

˘
K̂ηpt, ξq

ı
dξ

˙

“ ´
1

ix

ˆ
2ηt ´

ż 0

´8

eixξBξ

”
P1pt, ξqK̂ηpt, ξq

ı
dξ

˙
.

Luego, I2pt, xq se calcula como sigue:

I2pt, xq “

ż `8

0

eixξBξ

´
p1 ` tp2iξ2 ` ηpξ ´ 3ξ3qqqK̂ηpt, ξq

¯
dξ

“

ż `8

0

eixξt
`
p4iξ ` ηp1 ´ 9ξ2qq ` p2iξ ` ηp1 ´ 3ξ2qqp1 ` tp2iξ2 ` ηpξ ´ 3ξ3qqq

˘
K̂ηpt, ξqdξ

“
1

ix

ˆ
eixξt

`
p4iξ ` ηp1 ´ 9ξ2qq ` p2iξ ` ηp1 ´ 3ξ2qqp1 ` tp2iξ2 ` ηpξ ´ 3ξ3qqq

˘
K̂ηpt, ξq

ˇ̌
ˇ
`8

0

´

ż `8

0

eixξBξ

”
t

`
p4iξ ` ηp1 ´ 9ξ2qq ` p2iξ ` ηp1 ´ 3ξ2qqp1 ` tp2iξ2 ` ηpξ ´ 3ξ3qqq

˘
K̂ηpt, ξq

ı
dξ

˙

“
1

ix

ˆ
´2ηt ´

ż `8

0

eixξBξ

”
P2pt, ξqK̂ηpt, ξq

ı
dξ

˙

“ ´
1

ix

ˆ
2ηt `

ż `8

0

eixξBξ

”
P2pt, ξqK̂ηpt, ξq

ı
dξ

˙
.

Aśı se tiene:

BxKηpt, xq “ 1

2πix2
pI1pt, xq ` I2pt, xqq
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“ 1

2πx3

ˆ
4ηt ´

ż
0

´8
eixξBξ

”
P1pt, ξqK̂ηpt, ξq

ı
dξ `

ż `8

0

eixξBξ

”
P2pt, ξqK̂ηpt, ξq

ı
dξ

˙
.

(4.10)

Para terminar la demostración, resta acotar las dos integrales de la derecha. Para la in-

tegral

ż
0

´8
eixξBξ

”
P1pt, ξqK̂ηpt, ξq

ı
dξ, primero estimamos la cantidad Bξ

”
P1pt, ξqK̂ηpt, ξq

ı

y luego mayoramos la integral en valor absoluto. Dado ξ ă 0 se tiene que

BξrP1pt, ξqK̂ηpt, ξqs “ Bξ

”
t

`
p4iξ ` ηp1 ´ 9ξ2qq ` p2iξ ` ηp1 ´ 3ξ2qqp1 ´ tp2iξ2 ` ηpξ ´ 3ξ3qqq

˘
K̂ηpt, ξq

ı

“ t
“
4 ´ 18ηξ ` p2i ´ 6ηξq

`
1 ´ tp2iξ2 ` ηpξ ´ 3ξ3qq

˘
´ tp2iξ ` ηp1 ´ 3ξ2qqp4iξ ` ηp1 ´ 9ξ2qq

´tp2iξ ` ηp1 ´ 3ξ2qq
`
p4iξ ` ηp1 ´ 9ξ2qq ` p2iξ ` ηp1 ´ 3ξ2qqp1 ´ tp2iξ2 ` ηpξ ´ 3ξ3qqq

˘‰
K̂ηpt, ξq.

Luego

ˇ̌
ˇ̌
ż 0

´8

eixξBξ

“
P1pt, ξqK̂ηpt, ξq

‰
dξ

ˇ̌
ˇ̌ ď c

ż

R

´
t ` ηt |ξ| ` t2ξ2 ` ηt2 |ξ| ` ηt2 |ξ|3 ` η2t2ξ2 ` η2t2ξ4 ` η2t2

` t3ξ4 ` ηt3 |ξ|3 ` ηt3 |ξ|5 ` η2t3ξ2 ` η2t3ξ4 ` η2t3ξ6 ` η3t3 |ξ| ` η3t3 |ξ|3

`η3t3 |ξ|5 ` η3t3 |ξ|7
¯

|K̂ηpt, ξq|dξ.

Seguido utilizamos la Proposición 3.3 (página 70), con m P t0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7u, aśı

ˇ̌
ˇ̌
ż 0

´8

eixξBξ

“
P1pt, ξqK̂ηpt, ξq

‰
dξ

ˇ̌
ˇ̌ ď c

ż

R

´
t ` ηt |ξ| ` t2ξ2 ` ηt2 |ξ| ` ηt2 |ξ|3 ` η2t2ξ2 ` η2t2ξ4 ` η2t2

` t3ξ4 ` ηt3 |ξ|3 ` ηt3 |ξ|5 ` η2t3ξ2 ` η2t3ξ4 ` η2t3ξ6 ` η3t3 |ξ| ` η3t3 |ξ|3

`η3t3 |ξ|5 ` η3t3 |ξ|7
¯ ˇ̌

ˇK̂ηpt, ξq
ˇ̌
ˇ dξ

ď ce3ηt

ˆ
1

η
pηtq

2

3 ` pηtq
1

3 `
1

η2
pηtq `

1

η
pηtq

4

3 `
1

η
pηtq

2

3 ` pηtq ` pηtq
1

3 ` pηtq2

`
1

η3
pηtq

4

3 `
1

η2
pηtq

5

3 `
1

η2
pηtq `

1

η
pηtq2 `

1

η
pηtq

4

3 `
1

η
pηtq

2

3 ` pηtq
7

3 ` pηtq
5

3

`pηtq ` pηtq
1

3

¯

ď ce4ηt

ˆ
1

η
` 1 `

1

η2
`

1

η3

˙

ď ce4ηt

ˆ
1 `

1

η

˙3

.
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De manera similar obtenemos la misma cota superior para

ż `8

0

eixξBξ

´
P2pξqK̂ηpt, ξq

¯
dξ.

Se sigue entonces que

|BxKηpt, xq| “

ˇ̌
ˇ̌ 1

2πx3

ˆ
4ηt ´

ż 0

´8

eixξBξ

”
P1pξqK̂ηpt, ξq

ı
dξ `

ż `8

0

eixξBξ

”
P2pξqK̂ηpt, ξq

ı
dξ

˙ˇ̌
ˇ̌

ď c
1

|x|3

˜
4ηt ` e4ηt

ˆ
1 `

1

η

˙3
¸

ď c
e4ηt

|x|3

ˆ
1 `

1

η

˙3

.

De esta manera, podemos escribir:

|x|3 |BxKηpt, xq| ď ce4ηt

ˆ
1 ` 1

η

˙3

. (4.11)

Finalmente, sumando (4.9) y (4.11) obtenemos

p1 ` |x|3q |Kηpt, xq| ď c

˜
e3ηt

pηtq
2

3

` e4ηt

ˆ
1 ` 1

η

˙3
¸

“ c

pηtq
2

3

˜
e3ηt ` pηtq

2

3 e4ηt

ˆ
1 ` 1

η

˙3
¸

ď cη

1

t
2

3

e5ηt.

�

Con nuestra última proposición terminamos el preámbulo para poder mostrar el decreci-

miento de las soluciones mild del problema (3.1).

2. Decrecimiento en variable espacial de las soluciones de una perturbación

no local de ecuación de la Benjamin-Ono

En vista de la formulación integral de las soluciones mild del problema (3.1)

upt, xq “ Kηpt, ¨q ˚ u0pxq ´ 1

2

ż t

0

BxKηpt ´ τ, ¨q ˚ u2pτ, ¨qpxqdτ, 0 ď t, x P R,

y la propiedad de la convolución que tiene que ver con el decrecimiento de funciones

(Proposición 4.1, página 94), intuimos que los términos Kη y BxKη podŕıan restringir
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el decaimiento de u, incluso si se diera el caso que el dato inicial u0 P HspRq decrezca

muy rápido. Por ejemplo, si únicamente nos enfocamos en la parte lineal de la solución y

consideramos u0 P HspRq tal que |u0pxq| ď c

1 ` |x|1000
, gracias al decrecimiento del núcleo

(Proposición 4.2, página 96) y la Proposición 4.1 se tendŕıa que Kηpt, ¨q ˚ u0 decrecerá

como la función
1

1 ` |x|mı́np2,1000q “ 1

1 ` |x|2
. Esto limita el decrecimiento en variable

espacial de la solución.

De otra parte, la misma observación anterior nos dice que si el dato inicial decae como

1

1 ` |x|β
, con β ď 2, se tendŕıa que |Kηpt, ¨q ˚ u0pxq| ď 1

1 ` |x|mı́np2,βq “ 1

1 ` |x|β
siempre

y cuando β ą 1 (ver la Proposición 4.1).

Con estas dos precisiones podemos delimitar el grado de decaimiento β en el intervalo

p1, 2s y establecer nuestro problema de persistencia. En consecuencia, nuestro objetivo se

reduce a probar que dado un dato inicial u0 P HspRq que posee un decrecimiento puntual

de la forma
1

1 ` |x|β
, con 1 ă β ď 2, entonces la solución mild del problema (3.1) preserva

este decaimiento en variable espacial.

El método que seguiremos consiste nuevamente en expresar a (3.1) como un problema

de punto fijo (ver el Teorema 3.1 en la página 61) en algún espacio de Banach que se

adapte al estudio del decrecimiento puntual en variable espacial. Este proceso asegurará

inicialmente que la solución mild del problema (3.1) mantiene el decaimiento del dato u0

hasta algún tiempo finito. Finalmente mostraremos que el tiempo maximal de existencia

de la solución es `8.

Con el objetivo de identificar al espacio de Banach que nos será de utilidad, empeza-

remos por considerar u0 P HspRq (s ě 0) tal que

|u0pxq| ď c

1 ` |x|β
, x P R, (4.12)
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(1 ă β ď 2) y con ello estimar puntualmente

U0pt, xq “ Kηpt, ¨q ˚ u0pxq, 0 ď t ď T, x P R, (4.13)

en variable espacial, donde T ą 0. Notemos que (4.12) implica que
ˇ̌ˇ̌

p1 ` | ¨ |qβu0

ˇ̌ˇ̌
L8 :“

sup
xPR

ˇ̌
ˇp1 ` |x|βqu0pxq

ˇ̌
ˇ ă `8. Luego, dados x P R y 0 ă t ď T , utilizando el decrecimiento

en variable espacial del Kη determinado por la Proposición 4.2 (página 96) se tiene que

|U0pt, xq| “ |Kηpt, ¨q ˚ u0pxq|

ď
ż

R

|Kηpt, x´ yq| |u0pyq| 1 ` |y|β

1 ` |y|β
dy

ď cη

ˇ̌
ˇ
ˇ̌
ˇp1 ` | ¨ |βqu0

ˇ̌
ˇ
ˇ̌
ˇ
L8

e5ηt

t
1

3

ż

R

1

1 ` |x ´ y|2
1

1 ` |y|β
dy. (4.14)

Percatémonos que la integral en (4.14) es la convolución de la función
1

1 ` x2
con la

función
1

1 ` |x|β
. De este modo, de la Proposición 4.1 (página 94) se sigue que

|U0pt, xq| ď cη

ˇ̌
ˇ
ˇ̌
ˇp1 ` | ¨ |βqu0

ˇ̌
ˇ
ˇ̌
ˇ
L8

e5ηt

t
1

3

1

1 ` |x|mı́np2,βq

“ cη

ˇ̌
ˇ
ˇ̌
ˇp1 ` | ¨ |βqu0

ˇ̌
ˇ
ˇ̌
ˇ
L8

e5ηt

t
1

3

1

1 ` |x|β
.

Por lo tanto se tiene que

t
1

3

ˇ̌
ˇ
ˇ̌
ˇp1 ` | ¨ |βqU0pt, ¨q

ˇ̌
ˇ
ˇ̌
ˇ
L8

ď cη

ˇ̌
ˇ
ˇ̌
ˇp1 ` | ¨ |βqu0

ˇ̌
ˇ
ˇ̌
ˇ
L8
e5ηt. (4.15)

Esta estimación nos provee el espacio de Banach idóneo.

Definición 4.1. Sean T ą 0, s ě 0 y β ě 0. Definimos los siguientes espacios:

F
β
T “ tu P S

1pR` ˆ Rq | ||u||
F

β
T

ă `8u,

provisto de la norma

||u||
F

β
T

“ sup
0ďtďT

´
t

1

3

ˇ̌
ˇ
ˇ̌
ˇp1 ` | ¨ |βqupt, ¨q

ˇ̌
ˇ
ˇ̌
ˇ
L8

¯
, u P F β

T ,
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y F̃ s,β
T “ Es

T X F
β
T (donde Es

T “ L8pr0, T s;HspRqq), cuya norma viene dada por

||u||
F̃

s,β
T

“ ||u||Es
T

` ||u||
F

β
T

“ sup
0ďtďT

||upt, ¨q||Hs ` sup
0ďtďT

´
t

1

3

ˇ̌
ˇ
ˇ̌
ˇp1 ` | ¨ |βqupt, ¨q

ˇ̌
ˇ
ˇ̌
ˇ
L8

¯
, u P F̃ s,β

T .

En particular, el segundo término de esta norma nos permite estudiar el decrecimiento

en variable de espacio de la solución. En este término podemos observar una variable de

ponderación en el tiempo (t
1

3 ), cuya razón de ser es puramente técnica, ya que neutraliza

el término t´
1

3 que aparece en todas las estimaciones del decaimiento puntual en variable

espacial del núcleo asociado a nuestro problema.

La siguiente proposición muestra que el espacio F̃ s,β
T es completo.

Proposición 4.4. Sean T ą 0 y β ě 0. Entonces
´
F̃

s,β
T , || ¨ ||

F̃
s,β
T

¯
es un espacio de

Banach.

Demostración. Sea punqnPN una sucesión de Cauchy en F̃
s,β
T . Aśı, para todo ǫ ą 0

existe N P N tal que

||un ´ um||
F̃

s,β
T

“ ||un ´ um||Es
T

` ||un ´ um||
F

β
T

ă ǫ, (4.16)

para todo n,m P N tales que n,m ě N . En particular esto implica que punqnPN sea

una sucesión de Cauchy en Es
T , pero como este es un espacio de Banach, entonces existe

u1 P Es
T tal que

ĺım
nÑ`8

||un ´ u1||Es
T

“ ĺım
nÑ`8

ˆ
sup

0ďtďT

||unpt, ¨q ´ u1pt, ¨q||Hs

˙
“ 0.

Ahora definimos la sucesión de funciones pwnqnPN por

wnpt, xq “ t
1

3 p1 ` |x|βqunpt, xq, t ą 0, x P R.

Como un P F β
T para todo n P N, tenemos que

sup
0ďtďT

||wnpt, ¨q||L8 “ sup
0ďtďT

´ˇ̌
ˇ
ˇ̌
ˇt 1

3 p1 ` | ¨ |βqunpt, ¨q
ˇ̌
ˇ
ˇ̌
ˇ
L8

¯
“ ||un||

F
β
T

ă 8.
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Es decir que wn P L8pr0, T s;L8pRqq para todo n P N. Además, (4.16) implica que

||un ´ um||
F

β
T

“ sup
0ďtďT

´
t

1

3

ˇ̌
ˇ
ˇ̌
ˇp1 ` | ¨ |βqpunpt, ¨q ´ umpt, ¨qq

ˇ̌
ˇ
ˇ̌
ˇ
L8

¯

“ sup
0ďtďT

||wn ´ wm||L8 ă ǫ.

De tal modo que pwnqnPR es una sucesión de Cauchy en L8pr0, T s;L8pRqq, pero como

este es un espacio de Banach, entonces existe w P L8pr0, T s;L8pRqq tal que

ĺım
nÑ`8

ˆ
sup

0ďtďT

||wnpt, ¨q ´ wpt, ¨q||L8

˙
“ 0.

Con esto definimos la función

u2pt, xq “ 1

t
1

3

1

1 ` |x|β
wpt, xq, t ą 0, x P R,

que pertenece F β
T pues

||u2pt, xq||
F

β
T

“ sup
0ďtďT

´
t

1

3

ˇ̌
ˇ
ˇ̌
ˇp1 ` | ¨ |βqu2pt, ¨q

ˇ̌
ˇ
ˇ̌
ˇ
L8

¯
“ sup

0ďtďT

||wpt, ¨q||L8 ă `8,

y es el ĺımite de punqnPN en F
β
T . En efecto,

ĺım
nÑ`8

||un ´ u2||
F

β
T

“ ĺım
nÑ`8

ˆ
sup

0ďtďT

´
t

1

3

ˇ̌
ˇ
ˇ̌
ˇp1 ` | ¨ |βqpunpt, ¨q ´ u2pt, ¨qq

ˇ̌
ˇ
ˇ̌
ˇ
L8

¯˙

“ ĺım
nÑ`8

ˆ
sup

0ďtďT

||wnpt, ¨q ´ wpt, ¨q||L8

˙

“ 0.

Recapitulando, hasta ahora hemos encontrado u1 P Es
T y u2 P F β

T tales que

ĺım
nÑ`8

||un ´ u1||Es
T

“ ĺım
nÑ`8

ˆ
sup

0ďtďT

||unpt, ¨q ´ u1pt, ¨q||Hs

˙
“ 0, (4.17)

y

ĺım
nÑ`8

||un ´ u2||
F

β
T

“ ĺım
nÑ`8

ˆ
sup

0ďtďT

´
t

1

3

ˇ̌
ˇ
ˇ̌
ˇp1 ` | ¨ |βqpunpt, ¨q ´ u2pt, ¨qq

ˇ̌
ˇ
ˇ̌
ˇ
L8

¯˙
“ 0. (4.18)
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Mostraremos que u1 “ u2 en casi todo punto. Sea t P r0, T s tal que u1pt, xq y u2pt, xq está

bien definido c.t.p. x P R. En primer lugar, por (4.17), tenemos en particular que

ĺım
nÑ`8

||unpt, ¨q ´ u1pt, ¨q||L2 ď 1?
2π

ĺım
nÑ`8

||unpt, ¨q ´ u1pt, ¨q||Hs ď 1?
2π

ĺım
nÑ`8

||un ´ u1||Es
T

“ 0.

En otras palabras, tenemos que la sucesión punpt, ¨qqnPN converge a u1pt, ¨q en L2pRq. Esto

implica que exista una subsucesión pukpt, ¨qqkPN tal que

ĺım
nÑ`8

ukpt, xq “ u1pt, xq, c.t.p. x P R.

En segundo lugar, (4.18) implica que

ĺım
nÑ`8

t
1

3 p1 ` |x|βq |unpt, xq ´ u2pt, xq| ď ĺım
nÑ`8

||un ´ u2||
F

β
T

“ 0, c.t.p. x P R,

o lo que es lo mismo,

ĺım
nÑ`8

unpt, xq “ u2pt, xq, c.t.p. x P R.

Por la unicidad del ĺımite se sigue que u1pt, xq “ u2pt, xq c.t.p. x P R. �

Ahora estamos en la capacidad de enunciar y demostrar el teorema designado al estudio

local del decrecimiento puntual en variable espacial de las soluciones mild del problema

(3.1).

Teorema 4.1. Sean s ě 0, 1 ă β ď 2 y u0 P HspRq un dato inicial que verifica

|u0pxq| ď c

1 ` |x|β
, x P R.

Entonces, existen un tiempo T “ T
´

||u0||Hs ,
ˇ̌
ˇ
ˇ̌
ˇp1 ` | ¨ |βqu0

ˇ̌
ˇ
ˇ̌
ˇ
L8

¯
ą 0 y una función

u P C pr0, T s;HspRqq, única solución mild local del problema (3.1), que posee el si-

guiente decrecimiento puntual en variable espacial:

|upt, xq| ď cη

t
1

3

1

1 ` |x|β
, 0 ď t ď T, x P R.

108



Además, la solución mild verifica u P C 1pp0, T s;H8pRqq, donde C
1pp0, T s;H8pRqq :“

č

rě0

C
1pp0, T s;HrpRqq.

Demostración. Para el uso del teorema de punto fijo de Picard (Teorema 3.1, pági-

na 53) vamos a considerar el espacio de Banach F̃
s,β
T (ver la Definición 4.1 en la página

105). Como forma bilineal escogemos a Bηp¨, ¨q (descrita en (3.21), página 63), cuya buena

definición en F̃
s,β
T precisaremos más abajo, y como dato inicial tomamos

U0pt, xq “ Kηpt, ¨q ˚ u0pxq, 0 ď t ď T, x P R,

el cual pertenece a F̃ s,β
T “ Es

T XF β
T . En efecto, por un lado, de la estimación (3.22) (página

63) sabemos que U0 P Es
T y se tiene que

||U0||Es
T

ď eηT ||u0||Hs .

Por otro lado, para verificar que U0 P F β
T , nos remontamos a la estimativa (4.15) (página

105), de donde tenemos que

||U0||
F

β
T

“ sup
0ďtďT

´
t

1

3

ˇ̌
ˇ
ˇ̌
ˇp1 ` | ¨ |βqU0pt, ¨q

ˇ̌
ˇ
ˇ̌
ˇ
L8

¯

ď cη

ˇ̌
ˇ
ˇ̌
ˇp1 ` | ¨ |βqu0

ˇ̌
ˇ
ˇ̌
ˇ
L8

sup
0ďtďT

`
e5ηt

˘

“ cη

ˇ̌
ˇ
ˇ̌
ˇp1 ` | ¨ |βqu0

ˇ̌
ˇ
ˇ̌
ˇ
L8
e5ηT ă `8. (4.19)

Lo siguiente que debemos hacer para estar en las hipótesis del Teorema 3.1 es encontrar

una constante CT ą 0 tal que para todo u, v P F̃ s,β
T se cumpla

||Bηpu, vq||
F̃

s,β
T

“ ||Bηpu, vq||
Es

T
` ||Bηpu, vq||

F
β
T

ď CT ||u||
F̃

s,β
T

||v||
F̃

s,β
T
.

Esto probará al mismo tiempo que la forma bilineal Bη : F̃ s,β
T ˆ F̃

s,β
T Ñ F̃

s,β
T está bien de-

finida. Recordemos que en las fórmulas (3.37) y (3.39) (página 75) aparecen las siguientes
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estimaciones
$
’’&
’’%

||Bηpu, vq||
Es

T
ď cs,η e

5

2
ηTT

3´2s
6 ||u||Es

T
||v||Es

T
ď cs,η e

5

2
ηTT

3´2s
6 ||u||

F̃
s,β
T

||v||
F̃

s,β
T
, si 0 ď s ď 1{2,

||Bηpu, vq||
Es

T
ď cη e

3

2
ηTT

1

2 ||u||Es
T

||v||Es
T

ď cη e
3

2
ηTT

1

2 ||u||
F̃

s,β
T

||v||
F̃

s,β
T
, si 1{2 ă s.

(4.20)

Por otra parte, para estimar ||Bηpu, vq||
F

β
T
, tomamos x P R, 0 ă t ď T y 0 ă τ ă t

arbitrarios. Del decrecimiento puntual en variable espacial de BxKη (Proposición 4.3,

página 100) y además que u P F β
T , se tiene

p1 ` |x|βq|BxKηpt ´ τ, ¨q ˚ pupτ, ¨qvpτ, ¨qqpxq|

ď p1 ` |x|βq
ż

R

|BxKηpt ´ τ, x ´ yq| |upτ, yq| |vpτ, yq| 1 ` |y|β

1 ` |y|β
dy

ď cηp1 ` |x|βq
ˇ̌
ˇ
ˇ̌
ˇp1 ` | ¨ |βqupτ, ¨q

ˇ̌
ˇ
ˇ̌
ˇ
L8

e5ηt

pt ´ τq 2

3

ż

R

1

1 ` |x ´ y|3
1

1 ` |y|β
|vpτ, yq| dy.

(4.21)

Notemos que la función fxpyq “ 1

1 ` |x ´ y|3
1

1 ` |y|β
pertenece a L2pRq pues

||fx||2L2 “
ż

R

ˆ
1

1 ` |x ´ y|3
1

1 ` |y|β
˙2

dy ď c

ż

R

1

1 ` |x ´ y|6
1

1 ` |y|2β
dy,

donde la integral de la derecha es la convolución entre las funciones
1

1 ` |x|6
y

1

1 ` |x|2β
.

Entonces, de la Proposición 4.1 (página 94) se tiene que

||fx||2L2 ď cβ

1

1 ` |x|mı́np6,2βq “ cβ

1

1 ` |x|2β

y por tanto

||fx||L2 ď cβ

1

1 ` |x|β
. (4.22)

De esta manera, de (4.21), (4.22) y de la desigualdad de Hölder obtenemos

p1 ` |x|βq|BxKηpt ´ τ, ¨q ˚ pupτ, ¨qvpτ, ¨qqpxq|

ď cηp1 ` |x|βq
ˇ̌
ˇ
ˇ̌
ˇp1 ` | ¨ |βqupτ, ¨q

ˇ̌
ˇ
ˇ̌
ˇ
L8

e5ηt

pt ´ τq 2

3

||vpτ, ¨q||L2 ||fx||L2
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ď cη,β

τ
1

3

τ
1

3

ˇ̌
ˇ
ˇ̌
ˇp1 ` | ¨ |βqupτ, ¨q

ˇ̌
ˇ
ˇ̌
ˇ
L8

||vpτ, ¨q||Hs e
5ηt 1

pt ´ τq 2

3

1 ` |x|β

1 ` |x|β

ď cη,β

´
τ

1

3

ˇ̌
ˇ
ˇ̌
ˇp1 ` | ¨ |βqupτ, ¨q

ˇ̌
ˇ
ˇ̌
ˇ
L8

¯
||vpτ, ¨q||Hs e

5ηt 1

pt ´ τq 2

3 τ
1

3

(4.23)

ď cη,β ||u||
F

β
T

||v||Es
T
e5ηt 1

pt ´ τq 2

3 τ
1

3

.

Pero dado que x es arbitrario, podemos escribir

ˇ̌
ˇ
ˇ̌
ˇp1 ` | ¨ |βqBxKηpt ´ τ, ¨q ˚ pupτ, ¨qvpτ, ¨qq

ˇ̌
ˇ
ˇ̌
ˇ
L8

ď cη,β ||u||
F

β
T

||v||Es
T
e5ηt 1

pt ´ τq 2

3 τ
1

3

,

y con esto estimamos

t
1

3

ˇ̌
ˇ
ˇ̌
ˇp1 ` | ¨ |βqBηpu, vqpt, ¨q

ˇ̌
ˇ
ˇ̌
ˇ
L8

ď 1

2

ż t

0

ˇ̌
ˇ
ˇ̌
ˇp1 ` | ¨ |βqBxKηpt ´ τ, ¨q ˚ pupτ, ¨qvpτ, ¨qq

ˇ̌
ˇ
ˇ̌
ˇ
L8
dτ

ď t
1

3 cη,β ||u||
F

β
T

||v||Es
T
e5ηt

ż t

0

1

pt ´ τq 2

3 τ
1

3

dτ. (4.24)

Luego, de la Proposición A.3, página 138 del Apéndice A, con µ “ 2

3
y ν “ 1

3
, deducimos

que la integral en (4.24) es convergente y se tiene que

t
1

3

ˇ̌
ˇ
ˇ̌
ˇp1 ` | ¨ |βqBηpu, vqpt, ¨q

ˇ̌
ˇ
ˇ̌
ˇ
L8

ď t
1

3 cη,β ||u||
F

β
T

||v||Es
T
e5ηt

ż t

0

1

pt ´ τq 2

3 τ
1

3

dτ

“ t
1

3 cη,β ||u||
F

β
T

||v||Es
T
e5ηtt

2

3
` 1

3
´1

ď cη,β ||u||
F̃

s,β
T

||v||
F̃

s,β
T
e5ηt t

1

3 . (4.25)

Tomando el supremo en el intervalo r0, T s tenemos

||Bηpu, vq||
F

β
T

ď cη,β ||u||
F̃

s,β
T

||v||
F̃

s,β
T
e5ηT T

1

3 . (4.26)

En resumen, de (4.20) y (4.26) concluimos que

||Bηpu, vq||
F̃

s,β
T

ď CT ||u||
F̃

s,β
T

||v||
F̃

s,β
T
,
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donde

CT “

$
’’&
’’%

cs,η,βpe 5

2
ηT T

3´2s
6 ` e5ηT T

1

3 q, si 0 ď s ď 1{2,

cη,βpe 3

2
ηT T

1

2 ` e5ηT T
1

3 q, si 1{2 ă s.

(4.27)

Para cualquiera de los dos casos, podemos encontrar T suficientemente pequeño, de modo

que

4CT ||U0||
F̃

s,β
T

“ 4CT p||U0||Es
T

`||U0||
F

β
T

q ď 4CT

´
eηT ||u0||Hs ` e5ηT

ˇ̌
ˇ
ˇ̌
ˇp1 ` | ¨ |βqu0

ˇ̌
ˇ
ˇ̌
ˇ
L8

¯
ă 1.

(4.28)

Esto asegura que se cumplan todas las hipótesis del teorema de punto fijo de Picard (Teo-

rema 3.1, página 53) y por tanto que exista una solución mild del problema (3.1), u P F̃ s,β
T

(con T un tiempo pequeño que satisfaga (4.28)). La unicidad se sigue pues en particular

tenemos que u P Es
T y la unicidad de solución ya fue demostrada en este espacio más

grande. Asimismo ya se comprobó que u P C 1pp0, T s;H8pRqq “
č

rě0

C
1pp0, T s;HrpRqq

(ver el Teorema 3.2 en la página 74). �

Para completar esta sección aseguraremos que el decrecimiento puntual en variable espa-

cial de la solución mild del problema (3.1) se preserva para todo tiempo t ą 0.

Teorema 4.2. Sean s ě 0, 1 ă β ď 2, u0 P HspRq un dato inicial

|u0pxq| ď c

1 ` |x|β
, x P R,

y u P C pr0,`8q;HspRqq, la única solución mild local del problema (3.1) asociada a

u0. Entonces u posee el siguiente decrecimiento puntual en variable espacial:

|upt, xq| ď cη

t
1

3

1

1 ` |x|β
, t ą 0, x P R.
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Demostración. Denotemos por T al tiempo dado por el Teorema 4.1 (página 108),

para el cual se cumple que

|upt, xq| ď cη

t
1

3

1

1 ` |x|β
, 0 ă t ď T, x P R.

Para garantizar que T se puede extender indefinidamente, buscaremos una función con-

tinua h : r0, T s Ñ r0,`8q que satisfaga

gptq :“ t
1

3

ˇ̌
ˇ
ˇ̌
ˇp1 ` | ¨ |βqupt, ¨q

ˇ̌
ˇ
ˇ̌
ˇ
L8

ď hptq, t P r0, T s.

Este control no permite que exista un fenómeno de explosión en tiempo finito de u en la

norma del espacio F β
T (ver la Definición 4.13, página 105). Para encontrar tal función h

nos apoyaremos en el lema siguiente:

Lema 4.1. Sean µ ą 0 y ν ą 0 tales que µ ` ν ą 1. Sea g : r0, T s Ñ R
` una función

que verifica

1. g P L1

locpr0, T sq,

2. tν´1g P L1

locpr0, T sq,

3. Existen dos constantes a ě 0 y b ě 0 tales que para todo t P r0, T s tenemos

gptq ď a ` b

ż t

0

pt ´ τqµ´1τ ν´1gpτqdτ,

entonces:

a) Existe una función continua y creciente Θ : R` Ñ R
` definida por

Θptq “
`8ÿ

k“0

ckt
σk,

donde σ “ µ`ν´1 y los coeficientes ck ą 0 están dados por la fórmula recursiva:

c0 “ 1, y
ck`1

ck

“ Γpkσ ` νq
Γpkσ ` µ ` νq , para k ě 1,
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en la cual Γ representa la función Gamma (definida en el Apéndice A, página

134).

b) Para todo tiempo t P r0, T s, tenemos que

gptq ď aΘppbΓpµqq 1

σ tq.

Su demostración se localiza en la página 189 de Henry (1981).

Retomando la demostración del Teorema 4.2, para todo t P r0, T s se tiene que

gptq “ t
1

3

ˇ̌
ˇ
ˇ̌
ˇp1 ` | ¨ |βqupt, ¨q

ˇ̌
ˇ
ˇ̌
ˇ
L8

“ t
1

3

ˇ̌
ˇ
ˇ̌
ˇp1 ` | ¨ |βqpKηpt, ¨q ˚ u0 ` Bηpu, uqpt, ¨qq

ˇ̌
ˇ
ˇ̌
ˇ
L8

ď t
1

3

ˇ̌
ˇ
ˇ̌
ˇp1 ` | ¨ |βqU0pt, ¨q

ˇ̌
ˇ
ˇ̌
ˇ
L8

` t
1

3

ˇ̌
ˇ
ˇ̌
ˇp1 ` | ¨ |βqBηpu, uqpt, ¨q

ˇ̌
ˇ
ˇ̌
ˇ
L8
,

donde U0pt, ¨q “ Kηpt, ¨q ˚u0 y la forma bilineal Bηp¨, ¨q está definida en (3.21), página 63.

Primero, para la estimación de la parte lineal, de (4.19) (página 109) sabemos que

t
1

3

ˇ̌
ˇ
ˇ̌
ˇp1 ` | ¨ |βqU0pt, ¨q

ˇ̌
ˇ
ˇ̌
ˇ
L8

ď cη

ˇ̌
ˇ
ˇ̌
ˇp1 ` | ¨ |βqu0

ˇ̌
ˇ
ˇ̌
ˇ
L8
e5ηT “ : c1. (4.29)

Para la parte no lineal, tomamos 0 ă ρ ă T fijo y consideramos dos casos separadamente.

Si 0 ď t ď ρ, de (4.26) (página 111) en la demostración del teorema anterior

sabemos que Bηpu, uq P F β
T , entonces en particular tenemos

t
1

3

ˇ̌
ˇ
ˇ̌
ˇp1 ` | ¨ |βqBηpu, uqpt, ¨q

ˇ̌
ˇ
ˇ̌
ˇ
L8

ď sup
0ďtďρ

´
t

1

3

ˇ̌
ˇ
ˇ̌
ˇp1 ` | ¨ |βqBηpu, uqpt, ¨q

ˇ̌
ˇ
ˇ̌
ˇ
L8

¯
“ : c2. (4.30)

Si ρ ă t ď T , separamos en dos partes a la integral en variable de tiempo que

define a Bηp¨, ¨q:
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ˇ̌
ˇ
ˇ̌
ˇp1 ` | ¨ |βqBηpu, uqpt, ¨q

ˇ̌
ˇ
ˇ̌
ˇ
L8

“ 1

2

ˇ̌
ˇ̌
ˇ̌
ˇ̌
ż t

0

p1 ` | ¨ |βq BxKηpt ´ τ, ¨q ˚ u2pτ, ¨qdτ
ˇ̌
ˇ̌
ˇ̌
ˇ̌
L8

ď 1

2

ˆż ρ

0

ˇ̌
ˇ
ˇ̌
ˇp1 ` | ¨ |βq pBxKηpt ´ τ, ¨q ˚ u2pτ, ¨qq

ˇ̌
ˇ
ˇ̌
ˇ
L8
dτ `

ż t

ρ

ˇ̌
ˇ
ˇ̌
ˇp1 ` | ¨ |βq pBxKηpt ´ τ, ¨q ˚ u2pτ, ¨qq

ˇ̌
ˇ
ˇ̌
ˇ
L8
dτ

˙

“ 1

2
pI1 ` I2q .

(4.31)

La convolución dentro de la integral I1 ya fue analizada anteriormente en (4.23) (página

111), de donde se tiene que

I1 “
ż ρ

0

ˇ̌
ˇ
ˇ̌
ˇp1 ` | ¨ |βq pBxKηpt ´ τ, ¨q ˚ u2pτ, ¨qq

ˇ̌
ˇ
ˇ̌
ˇ
L8
dτ

ď cη,β sup
0ďτďρ

´
τ

1

3

ˇ̌
ˇ
ˇ̌
ˇp1 ` | ¨ |βqupτ, ¨q

ˇ̌
ˇ
ˇ̌
ˇ
L8

¯ ˆ
sup

0ďτďρ
||upτ, ¨q||Hs

˙
e5ηt

ż ρ

0

1

pt ´ τq 2

3 τ
1

3

dτ

ď cη,β e
5ηT sup

0ďτďρ

´
τ

1

3

ˇ̌
ˇ
ˇ̌
ˇp1 ` | ¨ |βqupτ, ¨q

ˇ̌
ˇ
ˇ̌
ˇ
L8

¯ ˆ
sup

0ďtďρ
||upτ, ¨q||Hs

˙ ż ρ

0

1

pρ ´ τq 2

3 τ
1

3

dτ.

La integral de la derecha es finita por la Proposición A.3 (página 138 del Apéndice A) y

podemos escribir

I1 ď cη,βe
5ηT sup

0ďτďρ

´
τ

1

3

ˇ̌
ˇ
ˇ̌
ˇp1 ` | ¨ |βqupτ, ¨q

ˇ̌
ˇ
ˇ̌
ˇ
L8

¯ ˆ
sup

0ďtďρ
||upτ, ¨q||Hs

˙
ρ

2

3
` 1

3
´1

“ cη,βe
5ηT sup

0ďτďρ

´
τ

1

3

ˇ̌
ˇ
ˇ̌
ˇp1 ` | ¨ |βqupτ, ¨q

ˇ̌
ˇ
ˇ̌
ˇ
L8

¯ ˆ
sup

0ďtďρ
||upτ, ¨q||Hs

˙

“ : c3. (4.32)

Para estimar I2, primero pasamos la derivada en variable espacial del núcleo Kη en la

función u2, esto es posible pues la solución satisface que upτ, ¨q P H8pRq “
č

rě0

HrpRq

para todo 0 ă τ ď t. Se tiene:

I2 “
ż t

ρ

ˇ̌
ˇ
ˇ̌
ˇp1 ` | ¨ |βq pBxKηpt ´ τ, ¨q ˚ u2pτ, ¨qq

ˇ̌
ˇ
ˇ̌
ˇ
L8
dτ

“ 2

ż t

ρ

ˇ̌
ˇ
ˇ̌
ˇp1 ` | ¨ |βq pKηpt ´ τ, ¨q ˚ pupτ, ¨qBxupτ, ¨qqq

ˇ̌
ˇ
ˇ̌
ˇ
L8
dτ.

Ahora estimamos la cantidad dentro de la integral. Para x P R y ρ ă τ ď t arbitrarios,

del decrecimiento puntual en variable espacial de Kη (Proposición 4.2 en la página 96) se
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sigue que

p1` |x|βq|Kηpt ´ τ, ¨q ˚ pupτ, ¨qBxupτ, ¨qqpxq|

ď cη e
5ηt p1 ` |x|βq 1

pt ´ τq 1

3

ż

R

1

1 ` |x ´ y|2
1 ` |y|β

1 ` |y|β
|Bxupτ, yq| |upτ, yq| dy

ď cη e
5ηt p1 ` |x|βq 1

pt ´ τq 1

3

ˇ̌
ˇ
ˇ̌
ˇp1 ` | ¨ |βqupτ, ¨q

ˇ̌
ˇ
ˇ̌
ˇ
L8

ż

R

1

1 ` |x ´ y|2
1

1 ` |y|β
|Bxupτ, yq| dy.

Luego, con el mismo proceso hecho en (4.22) (página 110), podemos probar que la función

fxpyq “ 1

1 ` |x ´ y|2
1

1 ` |y|β
pertenece a L2pRq y se cumple que ||fx||L2 ď cβ

1

1 ` |x|β
.

Entonces podemos acotar

p1 ` |x|βq|Kηpt ´ τ, ¨q ˚ pupτ, ¨qBxupτ, ¨qqpxq|

ď cη e
5ηtp1 ` |x|βq 1

pt ´ τq 1

3

ˇ̌
ˇ
ˇ̌
ˇp1 ` | ¨ |βqupτ, ¨q

ˇ̌
ˇ
ˇ̌
ˇ
L8

||Bxupτ, ¨q||L2 ||fx||L2

ď cη,β e
5ηt 1

pt ´ τq 1

3

ˇ̌
ˇ
ˇ̌
ˇp1 ` | ¨ |βqupτ, ¨q

ˇ̌
ˇ
ˇ̌
ˇ
L8

||upτ, ¨q||H1

1 ` |x|β

1 ` |x|β

ď cη,β e
5ηt 1

pt ´ τq 1

3 τ
1

3

||upτ, ¨q||H1

´
τ

1

3

ˇ̌
ˇ
ˇ̌
ˇp1 ` | ¨ |βqupτ, ¨q

ˇ̌
ˇ
ˇ̌
ˇ
L8

¯

ď cη,β e
5ηT sup

ρďtďT

||upt, ¨q||H1

1

pt ´ τq 1

3 τ
1

3

gpτq.

La cantidad sup
ρďtďT

||upt, ¨q||H1 es finita puesto que u P C 1pp0, T s;H8pRqq (ver Teorema

3.2, página 74). Luego, como x es arbitrario, se tiene que

ˇ̌
ˇ
ˇ̌
ˇp1 ` |x|βq pKηpt ´ τ, ¨q ˚ pupτ, ¨qBxupτ, ¨qq

ˇ̌
ˇ
ˇ̌
ˇ
L8

ď cη,β e
5ηT sup

ρďtďT

||upt, ¨q||H1

1

pt ´ τq 1

3 τ
1

3

gpτq.

Entonces, la integral I2 se estima como sigue:

I2 “ 2

ż t

ρ

ˇ̌
ˇ
ˇ̌
ˇp1 ` | ¨ |βqKηpt ´ τ, ¨q ˚ pupτ, ¨qBxupτ, ¨qq

ˇ̌
ˇ
ˇ̌
ˇ
L8
dτ

ď cη,β e
5ηT sup

ρďtďT

||upt, ¨q||H1

ż t

ρ

1

pt ´ τq 1

3 τ
1

3

gpτqdτ

ď b

2

ż t

0

1

pt ´ τq 1

3 τ
1

3

gpτqdτ (4.33)
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donde b “ 2cη,β e
5ηT sup

ρďtďT

||upt, ¨q||H1 . En resumen, de (4.29), (4.30), (4.31), (4.32) y

(4.33), para todo 0 ď t ď T tenemos que

gptq ď a ` b

ż t

0

1

pt ´ τq 1

3 τ
1

3

gpτqdτ,

donde a “ c1 `c2 ` 1

2
c3. Esta última desigualdad es similar a la tercera condición del Lema

4.1 (página 113) con µ “ ν “ 2

3
. Aśı, para emplear el lema antes mencionado, únicamente

faltaŕıa mostrar que g P L1

locpr0, T sq y t´
1

3 g P L1

locpr0, T sq. La primera aseveración se sigue

del hecho que g P L8pr0, T sq Ď L
p
locpr0, T sq para todo p P r1,`8q. La segunda aseveración

es trivial ya que g P L8pr0, T sq, t´ 1

3 P L1pr0, T sq y por ende t´
1

3 g P L1

locpr0, T sq. Ahora,

utilizando el Lema 4.1, sabemos que existe una función Θ (descrita en el mismo lema)

continua y creciente tal que

gptq “ t
1

3

ˇ̌
ˇ
ˇ̌
ˇp1 ` | ¨ |βqupt, ¨q

ˇ̌
ˇ
ˇ̌
ˇ
L8

ď aΘ

˜ˆ
bΓ

ˆ
2

3

˙˙3

t

¸
, para todo 0 ď t ď T.

Finalmente tomamos la función continua hptq “ aΘ
´`
bΓ

`
2

3

˘˘3
t
¯

, de manera que se tenga

gptq ď hptq para todo 0 ď t ď T , esto completa la demostración. �

3. Estudio del decrecimiento optimal y comportamiento asintótico

Una vez concluido el problema de persistencia referente al estudio del decrecimiento

puntual en variable espacial de la ecuación (3.1), es natural preguntar si los resultados

obtenidos son optimales. Entenderemos por optimalidad de decrecimiento al mayor escalar

positivo β que conserve la propiedad de persistencia del decaimiento puntual en variable

de espacio. En otras palabras, si consideramos un dato u0 P HspRq ps ě 0q que decae

como |u0pxq| ď 1

1 ` |x|β`ǫ
, con ǫ ą 0, entonces la solución upt, xq asociada a dicho dato

inicial no preservará su decaimiento en al menos algún tiempo t ą 0.

En este aspecto, autores como Fonseca, Pastrán y Rodŕıguez (véase Fonseca et al.

(2019)), quienes estudiaron el comportamiento en variable espacial de la solución mild
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del problema (3.1) en el contexto de los espacios de Sobolev con peso Zs,r “ HspRq X

L2pR, |x|2r
dxq (r ă 3{2 ď s), presentaron un análisis exitoso sobre optimalidad de de-

crecimiento. En su trabajo demostraron que la hipótesis sobre el dato inicial, û0pxq ‰ 0

(

ż

R

u0pxqdx ‰ 0), es una condición suficiente para asegurar la optimalidad de la propiedad

de persistencia.

Por otro lado, con respecto a las conclusiones de optimalidad para el decaimiento

en nuestro marco teórico, un paso previo es conocer el comportamiento asintótico en

variable espacial de nuestra solución. El teorema siguiente nos permite entender dicho

comportamiento asintótico.

Teorema 4.3. Sean s ě 0, t ą 0, ǫ ą 0, u0 P HspRq un dato inicial que satisface

|u0pxq| ď c

1 ` |x|2`ǫ , x P R, (4.34)

y u P C pr0, T s;HspRqq, la única solución mild del problema (3.1). Entonces, cuan-

do |x| es suficientemente grande, u posee el siguiente comportamiento asintótico en

variable espacial

upt, xq “ Kηpt, xq
ˆż

R

u0pxq dx
˙

´1

2

ż t

0

BxKηpt´τ, xq
ˆż

R

u2pτ, yq dy
˙
dτ`optq

ˆ
1

x2

˙
.

(4.35)

Donde optq
ˆ

1

x2

˙
denota a cualquier cantidad que dependa de x y t, para la cual se

cumpla que

ĺım
|x|Ñ`8

ˆ
x2optq

ˆ
1

x2

˙˙
“ 0. (4.36)

Antes de proporcionar una demostración para este teorema, notemos que la condición que

debe verificar el dato inicial (4.34) tiene que ver con el teorema de persistencia (Teorema

4.2 en la página 112) que se tiene hasta β “ 2. Por tal motivo nos interesa conocer datos

iniciales que decaigan más rápido que
1

1 ` x2
y la condición (4.34) abarca a todos ellos.
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Demostración. Primero nos ocupamos de la parte lineal de u, separando en cuatro

partes la integral que define a la convolución Kηpt, ¨q ˚ u0. Dado x P R se tiene que

Kηpt, ¨q ˚ u0pxq “

ż

R

Kηpt, x ´ yqu0pyqdy

“

ż

|y|ď
|x|
2

pKηpt, x ´ yq ´ Kηpt, xqq u0pyq dy `

ż

|y|ą
|x|
2

Kηpt, x ´ yq u0pyq dy `

ż

|y|ď
|x|
2

Kηpt, xq u0pyq dy

“

ż

|y|ď
|x|
2

pKηpt, x ´ yq ´ Kηpt, xqq u0pyq dy `

ż

|y|ą
|x|
2

Kηpt, x ´ yq u0pyq dy

` Kηpt, xq

˜ż

R

u0pxq dx ´

ż

|y|ą
|x|
2

u0pyq dy

¸

“

ż

|y|ď
|x|
2

pKηpt, x ´ yq ´ Kηpt, xqq u0pyq dy `

ż

|y|ą
|x|
2

Kηpt, x ´ yq u0pyq dy

´ Kηpt, xq

ż

|y|ą
|x|
2

u0pyq dy ` Kηpt, xq

ż

R

u0pxqdx

“ Iapt, xq ` Ibpt, xq ´ Kηpt, xqIcpxq ` Kηpt, xq

ż

R

u0pxqdx. (4.37)

Notemos que el cuarto término en la anterior igualdad es uno de los buscados. Ahora

nos disponemos a estimar los términos Iapt, xq, Ibpt, xq y Kηpt, xqIcpt, xq por separado.

En primer lugar para Iapt, xq, utilizamos el teorema del valor medio en la función

Kηpt, ¨q. Entonces, para todo y P R, existe z “ λx ` p1 ´ λqpx ´ yq “ x ` pλ ´ 1qy (con

0 ď λ ď 1) tal que

Kηpt, x ´ yq ´ Kηpt, xq “ ´y BxKηpt, zq. (4.38)

Luego, si suponemos que |y| ď |x|
2

(de modo que y pertenezca la región de integración de

Iapt, xq), podemos estimar

|z| “ |x ` pλ ´ 1qy| ě |x| ´ p1 ´ λq |y| ě |x| ´ |y| ě |x|
2
. (4.39)

Combinando (4.38), (4.39) y gracias al decrecimiento en variable espacial de BxKpt, ¨q

(Proposición 4.3 en la página 100), obtenemos

|Kηpt, x´ yq ´ Kηpt, xq| “ |y| |BxKηpt, zq| ď cη

e5ηt

t
2

3

|y| 1

1 ` |z|3
ď cη

e5ηt

t
2

3

|y| 1

1 ` |x|3
.
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Con este estimativo, mayoramos a la integral Iapt, xq en valor absoluto:

|Iapt, xq| ď
ż

|y|ď |x|
2

|Kηpt, x´ yq ´ Kηpt, xq| |u0pyq| dy ď cη

e5ηt

t
2

3

1

1 ` |x|3
ż

R

|y| |u0pyq| dy,

(4.40)

en donde se puede probar sin dificultad que la integral de la derecha es finita debido al

decrecimiento de u0 dado por (4.34). Por ende tenemos que

Iapt, xq “ optq
ˆ

1

x2

˙
. (4.41)

En segundo lugar, estimamos Ibpt, xq de la siguiente manera:

|Ibpt, xq| ď
ż

|y|ą |x|
2

|Kηpt, x´ yqu0pyq| dy

ď
ˇ̌ˇ̌

p1 ` | ¨ |2`ǫqu0

ˇ̌ˇ̌
L8

ż

|y|ą |x|
2

|Kηpt, x´ yq| 1

1 ` |y|2`ǫdy

ď cǫ

ˇ̌ˇ̌
p1 ` | ¨ |2`ǫqu0

ˇ̌ˇ̌
L8

1

1 ` |x|2`ǫ

ż

|y|ą |x|
2

|Kηpt, x´ yq| dy

ď cǫ

ˇ̌ˇ̌
p1 ` | ¨ |2`ǫqu0

ˇ̌ˇ̌
L8

1

1 ` |x|2`ǫ ||Kηpt, ¨q||
L1 , (4.42)

donde ||Kηpt, ¨q||
L1 ă `8 debido al decaimiento de Kηpt, ¨q (Proposición 4.2, página 96).

Entonces para Ibpt, xq también se tiene que

Ibpt, xq “ optq
ˆ

1

x2

˙
. (4.43)

En tercer lugar, el término |Kηpt, xqIcpxq| se domina mediante el decrecimiento de

Kηpt, ¨q y de u0. Tenemos

|Kηpt, xqIcpxq| ď |Kηpt, xq|

ż

|y|ą
|x|
2

|u0pyq| dy

ď cη

e5ηt

t
1

3

1

1 ` |x|2

ż

|y|ą
|x|
2

1

1 ` |y|2`ǫ
dy

ˇ̌
ˇ
ˇ̌
ˇp1 ` | ¨ |2`ǫqu0

ˇ̌
ˇ
ˇ̌
ˇ
L8

“ cη

e5ηt

t
1

3

1

1 ` |x|2

˜ż

1ě|y|ą
|x|
2

1

1 ` |y|2`ǫ
dy `

ż
!

|y|ą
|x|
2

)
Xt|y|ą1u

1

1 ` |y|2`ǫ
dy

¸ ˇ̌
ˇ
ˇ̌
ˇp1 ` | ¨ |2`ǫqu0

ˇ̌
ˇ
ˇ̌
ˇ
L8

ď cη,ǫ

e5ηt

t
1

3

1

1 ` |x|2

˜
1

1 ` |x|2`ǫ

ż

1ě|y|

dy `

ż
!

|y|ą
|x|
2

)
Xt|y|ą1u

1

|y|2`ǫ
dy

¸ ˇ̌
ˇ
ˇ̌
ˇp1 ` | ¨ |2`ǫqu0

ˇ̌
ˇ
ˇ̌
ˇ
L8
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ď cη,ǫ

e5ηt

t
1

3

1

1 ` |x|2

˜
1

1 ` |x|2`ǫ
`

1

|x|ǫ

ż

t|y|ą
|x|
2

uXt|y|ą1u

1

|y|2
dy

¸ ˇ̌
ˇ
ˇ̌
ˇp1 ` | ¨ |2`ǫqu0

ˇ̌
ˇ
ˇ̌
ˇ
L8

ď cη,ǫ

e5ηt

t
1

3

1

1 ` |x|2

˜
1

1 ` |x|2`ǫ
`

1

|x|ǫ

ż

|y|ą1

1

|y|2
dy

¸ ˇ̌
ˇ
ˇ̌
ˇp1 ` | ¨ |2`ǫqu0

ˇ̌
ˇ
ˇ̌
ˇ
L8

“ cη,ǫ

e5ηt

t
1

3

1

1 ` |x|2

˜
1

1 ` |x|2`ǫ
`

1

|x|ǫ

¸ ˇ̌
ˇ
ˇ̌
ˇp1 ` | ¨ |2`ǫqu0

ˇ̌
ˇ
ˇ̌
ˇ
L8

“ optq

ˆ
1

x2

˙
. (4.44)

Recopilando las estimativas (4.37), (4.41), (4.43) y (4.44) se sigue que

Kηpt, ¨q ˚ u0pxq “ Kηpt, xq
ˆż

R

u0pxq dx
˙

` optq
ˆ

1

x2

˙
. (4.45)

Con esto hemos terminado de estimar la parte lineal de u y ahora nos corresponde hacer

cálculos en su parte no lineal. Sumamos y restamos el segundo término que queremos que

aparezca y luego estimamos las integrales sobrantes.

´
1

2

ż t

0

BxKηpt ´ τ, ¨q ˚ u2pτ, ¨qpxqdτ “ ´
1

2

ż t

0

ż

R

BxKηpt ´ τ, x ´ yq u2pτ, yq dy dτ

“ ´
1

2

ż t

0

ż

R

BxKηpt ´ τ, x ´ yq u2pτ, yq dy dτ

`
1

2

ż t

0

ż

R

BxKηpt ´ τ, xq u2pτ, yq dy dτ ´
1

2

ż t

0

ż

R

BxKηpt ´ τ, xq u2pτ, yq dy dτ

“ ´
1

2
Idpt, xq `

1

2
Iept, xq ´

1

2

ż t

0

BxKηpt ´ τ, xq

ż

R

u2pτ, yq dy dτ. (4.46)

Antes de enfocarnos en determinar el decrecimiento en variable espacial de Idpt, xq y

Iept, xq, notemos que la hipótesis de decrecimiento del dato inicial (ver (4.34)) implica

que en particular u0 también decrezca como la función
1

1 ` |x|2
. Luego, debido a que

ya demostramos la propiedad de persistencia de decaimiento en variable espacial del

problema (3.1) para el ı́ndice de decrecimiento β “ 2, esto nos permite concluir que la

solución u mantiene el siguiente decrecimiento en variable de espacio

|upτ, xq| ď cη

1

τ
1

3

1

1 ` |x|2
, 0 ă τ ď t.

121



Después, estimamos la integral Idpt, xq de acuerdo a lo recién mencionado y trayendo a

colación el decrecimiento en variable espacial de BxKη (Proposición 4.3, página 100).

|Idpt, xq| “
ˇ̌
ˇ̌
ż t

0

ż

R

BxKηpt ´ τ, x ´ yqu2pτ, yq dy dτ
ˇ̌
ˇ̌

ď
ż t

0

ż

R

|BxKηpt ´ τ, x ´ yq| |upτ, yq|2 dy dτ

ď cη e
5ηt

ż t

0

1

pt ´ τq 2

3

1

τ
1

6

ż

R

1

1 ` |x ´ y|3
ˆ

1

1 ` |y|2
˙2

dy dτ

ď cη e
5ηt

ż t

0

1

pt ´ τq 2

3

1

τ
1

6

ż

R

1

1 ` |x ´ y|3
1

1 ` |y|4
dy dτ.

La integral en variable de espacio en la anterior estima es la convolución de la función

1

1 ` |x|3
y la función

1

1 ` |x|4
. Entonces, por la Proposición 4.1 (página 94) se sigue que

|Idpt, xq| ď cη e
5ηt 1

1 ` |x|3
ż t

0

1

pt ´ τq 2

3

1

τ
1

6

dτ.

La integral de la derecha es finita debido a la Proposición A.3 (página 70 del Apéndice

134) y podemos escribir

|Idpt, xq| ď cη e
5ηt 1

1 ` |x|3
t

5

6
` 1

3
´1 “ cη e

5ηt 1

1 ` |x|3
t

1

6 “ optq
ˆ

1

x2

˙
. (4.47)

Por último, para la integral Iept, xq basta con utilizar el decrecimiento de BxKηpt, ¨q.

Tenemos que

|Iept, xq| “
ˇ̌
ˇ̌
ż t

0

ż

R

BxKηpt ´ τ, xqu2pτ, yq dy dτ
ˇ̌
ˇ̌

ď cη e
5ηt

ż t

0

1

pt ´ τq 2

3

ż

R

1

1 ` |x|3
|upτ, yq|2 dy dτ

“ cη e
5ηt 1

1 ` |x|3
ż t

0

1

pt ´ τq 2

3

||upτ, ¨q||2L2 dτ

ď cη e
5ηt 1

1 ` |x|3
ˆ

sup
0ďτďt

||upτ, ¨q||2L2

˙ ż t

0

1

pt ´ τq 2

3

dτ

“ cη e
5ηt 1

1 ` |x|3
ˆ

sup
0ďτďt

||upτ, ¨q||2L2

˙
p3t 1

3 q
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“ optq
ˆ

1

x2

˙
.

Volviendo a (4.46), con lo realizado resulta que la parte no lineal de u se escribe como

´ 1

2

ż t

0

BxKηpt´ τ, ¨q ˚ u2pτ, ¨qpxqdτ “ ´1

2

ż t

0

BxKηpt´ τ, xq
ż

R

u2pτ, yq dy dτ ` optq
ˆ

1

x2

˙
.

(4.48)

Para terminar, acoplamos las partes lineal y no lineal de u, escritas en (4.45) y (4.48)

respectivamente, para obtener la estimación propuesta en el Teorema 4.3. �

Prestemos atención a la valiosa información que nos provee el Teorema 4.3 acerca del

comportamiento asintótico en variable espacial de la solución, descrito en la igualdad:

upt, xq “ Kηpt, xq
ˆż

R

u0pxq dx
˙

´ 1

2

ż t

0

BxKηpt ´ τ, xq
ˆż

R

u2pτ, yq dy
˙
dτ ` optq

ˆ
1

x2

˙
.

Primero, por definición de optq
ˆ

1

x2

˙
, podemos despreciar esta cantidad ya que en princi-

pio es muy pequeña. Con respecto al término Kηpt, xq
ˆż

R

u0pxq dx
˙

, es evidente que su

comportamiento está determinado por el núcleo Kη (siempre y cuando

ż

R

u0pxq dx ‰ 0).

Por último, el término restante se puede reescribir como

´1

2

ż t

0

BxKηpt ´ τ, xq
ˆż

R

u2pτ, yq dy
˙
dτ “ ´1

2

ż t

0

BxKηpt ´ τ, xq ||upτ, ¨q||2L2 dτ,

en donde encontramos únicamente la participación de la derivada del núcleo BxKη, debido

a la independencia de ||upτ, ¨q||2L2 con respecto a x.

En suma, el Teorema 4.3 nos muestra expĺıcitamente que si

ż

R

u0pxqdx ‰ 0 y |x|

es suficientemente grande, el comportamiento de u (en variable de espacio) dependerá

completamente de Kη y de BxKη. Además, recordemos que Kη posee un decrecimiento

en variable espacial optimal de la forma
1

1 ` |x|2
(ver la Proposición 4.2 y la Observación

4.1, en las páginas 96 y 99 respectivamente) mientras que BxKη decrece como la función

1

1 ` |x|3
(Proposición 4.3, página 100). Con esta información, desde un análisis superficial
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se podŕıa pensar que el decaimiento de Kη, al ser el menos pronunciado, es el que controla

al decrecimiento de u. Se sigue que la solución debeŕıa decaer en variable de espacio a lo

más como Kη. Para probar rigurosamente lo que acabamos de mencionar, enunciamos el

siguiente teorema.

Teorema 4.4. Sean s ě 0, ǫ ą 0 y u0 P HspRq un dato inicial que satisface:

1. |u0pxq| ď c

1 ` |x|2`ǫ , x P R.

2.

ż

R

u0pxqdx ‰ 0.

Sea además u P C pr0,`8q;HspRqq, la única solución de (3.1) asociada a u0. Entonces

se cumple el siguiente control de u por debajo

ct

1

x2

ˇ̌
ˇ̌
ż

R

u0pxq dx
ˇ̌
ˇ̌ ď |upt, xq| , t ą 0, |x| ě Mt, (4.49)

donde Mt ą 0 y ct ą 0 son constantes (que dependen de t).

Observación 4.2. 1. Antes que nada, la desigualdad (4.49) implica automáticamen-

te que en este caso (

ż

R

u0pxqdx ‰ 0) se tiene la optimalidad del problema de

persistencia. Es decir que por más que el dato inicial decaiga con una rapidez

arbitraria, digamos u0 P C 8
c pRq, la solución que se genera a partir de este dato

inicial no puede decaer más rápido que la función
1

1 ` x2
.

2. En relación con las conclusiones de optimalidad de Fonseca, Pastrán y Rodŕıguez

(Fonseca et al. (2019)), se puede observar que la hipótesis sobre el dato inicial es

igual a la nuestra.

Demostración. Note que si logramos demostrar que u tenga el siguiente compor-

tamiento asintótico:

upt, xq “ ct

1

x2

ż

R

u0pxq dx ` optq
ˆ

1

x2

˙
, (4.50)
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con ct, una constante distinta de 0. Entonces, por la definición de optq
ˆ

1

x2

˙
(ver (4.36)

en la página 118) existiŕıa Mt ą 0 tal que

ˇ̌
ˇ̌optq

ˆ
1

x2

˙ˇ̌
ˇ̌ ď |ct|

2

1

x2

ˇ̌
ˇ̌
ż

R

u0pxqdx
ˇ̌
ˇ̌ ,

para todo |x| ě Mt. Luego, de (4.50) tendŕıamos que

|upt, xq| ě |ct|
1

x2

ˇ̌
ˇ̌
ż

R

u0pxqdx
ˇ̌
ˇ̌ ´

ˇ̌
ˇ̌optq

ˆ
1

x2

˙ˇ̌
ˇ̌ ě |ct|

x2

ˇ̌
ˇ̌
ż

R

u0pxqdx
ˇ̌
ˇ̌ ´ |ct|

2

1

x2

ˇ̌
ˇ̌
ż

R

u0pxqdx
ˇ̌
ˇ̌ “ |ct|

2

1

x2

ˇ̌
ˇ̌
ż

R

u0pxqdx
ˇ̌
ˇ̌ ,

y por tanto

ct

2

1

x2

ˇ̌
ˇ̌
ż

R

u0pxqdx
ˇ̌
ˇ̌ ď |upt, xq| , |x| ě Mt.

Aśı, nuestro problema se limita a demostrar la igualdad (4.50). El Teorema 4.3 nos provee

de una descripción del comportamiento asintótico de u de la que podemos partir, gracias

a ella sabemos que la solución u se puede identificar como

upt, xq “ Kηpt, xq
ˆż

R

u0pxq dx
˙

´ 1

2

ż t

0

BxKηpt ´ τ, xq
ˆż

R

u2pτ, yq dy
˙
dτ ` optq

ˆ
1

x2

˙
.

(4.51)

Primeramente, estimaremos el término Kηpt, xq
ˆż

R

u0pxq dx
˙

, para lo cual nos remon-

tamos a la estimativa del núcleo que obtuvimos en (4.7) (página 98):

Kηpt, xq “ ´ ηt

πx2
´ 1

2πx2
pI3pt, xq ` I4pt, xqq, (4.52)

donde

I3pt, xq “
ż

0

´8
eixξ

´
t p´2i ` 6ηξq ` t2

`
´2iξ ` ηp´1 ` 3ξ2q

˘2
¯
K̂ηpt, ξq dξ

I4pt, xq “
ż `8

0

eixξ
´
t p2i ´ 6ηξq ` t2

`
2iξ ` ηp1 ´ 3ξ2q

˘2
¯
K̂ηpt, ξq dξ.

Notemos que (4.52) ya nos provee del término
1

x2
que deseamos acompañe a

ż

R

u0pxq dx,

pero necesitamos que los términos restantes conformen un optq
ˆ

1

x2

˙
. Para este propósito,

repetimos el mismo procedimiento que utilizamos para llegar al estimativo (4.52), esto es,
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multiplicamos y dividimos ix e integramos por partes para extraer un término
1

x
adicional.

Recordando que la transformada de Fourier de Kηpt, ¨q es K̂ηpt, ξq “ etpi|ξ|ξ`η p|ξ|´|ξ|3qq, se

tiene que

I3pt, xq “ 1

ix

ż
0

´8
pixqeixξ

´
t p´2i ` 6ηξq ` t2

`
´2iξ ` ηp´1 ` 3ξ2q

˘2
¯
K̂ηpt, ξqdξ

“ 1

ix
eixξ

´
t p´2i ` 6ηξq ` t2

`
´2iξ ` ηp´1 ` 3ξ2q

˘2
¯
K̂ηpt, ξq

ˇ̌
ˇ̌
0

´8

´ 1

ix

ż
0

´8
eixξBξ

´
tp´2i ` 6ηξq ` t2

`
´2iξ ` ηp´1 ` 3ξ2q

˘2qK̂ηpt, ξq
¯
dξ

“ 1

ix
p´2it ` η2t2q ´ 1

ix
I5pt, xq.

I4pt, xq “ 1

ix

ż `8

0

pixqeixξ
´
t p2i ´ 6ηξq ` t2

`
2iξ ` ηp1 ´ 3ξ2q

˘2
¯
K̂ηpt, ξqdξ

“ 1

ix
eixξ

´
t p2i ´ 6ηξq ` t2

`
2iξ ` ηp1 ´ 3ξ2q

˘2
¯
K̂ηpt, ξq

ˇ̌
ˇ̌
`8

0

´ 1

ix

ż `8

0

eixξBξ

´
tp2i ´ 6ηξq ` t2p2iξ ` ηp1 ´ 3ξ2qq2qK̂ηpt, ξq

¯
dξ

“ 1

ix
p´2it ´ η2t2q ´ 1

ix
I6pt, xq.

Luego

Kηpt, xq “ ´ ηt

πx2
´ 1

2πx2
pI3pt, xq ` I4pt, xqq “ ´ ηt

πx2
` 1

2πix3
p4it ` I5pt, xq ` I6pt, xqq.

(4.53)

Probemos que |I5pt, xq| es acotado con respecto a x, la mayoración de |I6pt, xq| se seguirá

de manera análoga. El interior de la integral I5pt, xq para ξ ă 0 se calcula

Bξ

´
tp´2i ` 6ηξq ` t2

`
´2iξ ` ηp´1 ` 3ξ2q

˘2qK̂ηpt, ξq
¯

“
`
6ηt ` 2t2p´2i ` 6ηξqp´2iξ ` ηp´1 ` 3ξ2qq

`pt2p´2i ` 6ηξq ` t3p´2iξ ` ηp´1 ` 3ξ2qq2qp´2iξ ` ηp´1 ` 3ξ2qq
˘
K̂ηpt, ξq.
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Por consiguiente,

|I5pt, xq| “
ˇ̌
ˇ̌
ż

0

´8
eixξBξ

´
tp´2i ` 6ηξq ` t2p´2iξ ` ηp´1 ` 3ξ2qq2qK̂ηpt, ξq

¯
dξ

ˇ̌
ˇ̌

ď c

ż

R

`
ηt ` t2 |ξ| ` ηt2 ` ηt2 |ξ|2 ` η2t2 |ξ| ` η2t2 |ξ|3 ` t3 |ξ|3 ` ηt3 |ξ|2 ` ηt3 |ξ|4

`η2t3 |ξ| ` η3t3 ` η3t3 |ξ|2 ` η2t3 |ξ|5 ` η3t3 |ξ|4 ` η3t3 |ξ|6
˘

|K̂ηpt, ξq|dξ.

Luego, nos valemos de la Proposición 3.3 (página 70) con m P t0, 1, 2, 3, 4, 5, 6u para tener

la siguiente acotación

|I5pt, xq| ď ce3ηt

ˆ
pηtq

2

3 `
1

η2
pηtq

4

3 `
1

η
pηtq

5

3 `
1

η
pηtq ` pηtq

4

3 ` pηtq
2

3 `
1

η3
pηtq

5

3 `
1

η2
pηtq2 `

1

η2
pηtq

4

3

`
1

η
pηtq

7

3 ` pηtq
8

3 ` pηtq2 `
1

η
pηtq ` pηtq

4

3 ` pηtq
2

3

˙

ď ce4ηt

ˆ
1 `

1

η2
`

1

η
`

1

η3

˙

ď ce4ηt

ˆ
1 `

1

η

˙3

. (4.54)

Uniendo esta información con (4.53) y multiplicando

ż

R

u0pxq dx se colige que

Kηpt, xq
ˆż

R

u0pxq dx
˙

“ ´ ηt

πx2

ż

R

u0pxq dx ` 1

2πix3
p4it ` I5pt, xq ` I6pt, xqq

ż

R

u0pxq dx

“ ct

1

x2

ż

R

u0pxq dx ` optq
ˆ

1

x2

˙
. (4.55)

Lo único que nos falta es estimar
1

2

ż t

0

BxKηpt´τ, xq
ˆż

R

u2pτ, yq dy
˙
dτ , pero nos ahorra-

mos tal proceso notando que este término es la integral Iept, xq que figura en la ecuación

(4.46) (página 121), para la cual ya conocemos que Iept, xq “ optq
ˆ

1

x2

˙
. Teniendo esto

en mente, juntamos (4.51) con (4.55) para obtener finalmente

upt, xq “ ct

1

x2

ż

R

u0pxqdx ` optq
ˆ

1

x2

˙
,

como se buscaba. �

Hasta este momento hemos probado que la hipótesis sobre el dato inicial,

ż

R

u0pxqdx ‰

0, es un criterio suficiente de optimalidad para nuestra propiedad de persistencia. No
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obstante, ¿qué sucede cuando

ż

R

u0pxqdx “ 0? Para incorporar a nuestra investigación

el efecto de esta hipótesis (contraria a la condición suficiente de optimalidad), ofrecemos

una última proposición, que nos permite mejorar el ı́ndice con respecto a la propiedad de

persistencia del decaimiento β “ 2.

Proposición 4.5. Sean s ě 0, 0 ă ǫ ď 1 y u0 P HspRq un dato inicial que satisface:

1. |u0pxq| ď c

1 ` |x|2`ǫ .

2.

ż

R

u0pxq dx “ 0.

Entonces, la única solución de (3.1), u P C pr0,`8q;HspRqq, posee el siguiente de-

crecimiento puntual en variable espacial:

|upt, xq| ď cη,t,u0,ǫ

1

|x|2`ǫ , t ą 0, |x| ě 1.

Demostración. Cortemos la integral que define a la convolución Kηpt, ¨q ˚ u0, de la

siguiente manera

Kηpt, ¨q ˚ u0pxq “
ż

R

Kηpt, x´ yqu0pyq dy

“
ż

|y|ď |x|
2

pKηpt, x´ yq ´ Kηpt, xqqu0pyq dy `
ż

|y|ą |x|
2

Kηpt, x´ yqu0pyq dy

´ Kηpt, xq
ż

|y|ą |x|
2

u0pyq dy ` Kηpt, xq
ż

R

u0pxq dx

“ Iapt, xq ` Ibpt, xq ´ Kηpt, xqIcpxq.

Con esto, u se reescribe como

upt, xq “ Kηpt, ¨q ˚ u0pxq ´ 1

2

ż

0

BxKηpt ´ τ, ¨q ˚ u2pτ, ¨qpxqdτ

“ Iapt, xq ` Ibpt, xq ´ Kηpt, xqIcpxq ´ 1

2

ż

0

ż

R

BxKηpt ´ τ, x ´ yqu2pτ, yq dy dτ

“ Iapt, xq ` Ibpt, xq ´ Kηpt, xqIcpxq ´ Idpt, xq.
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Cada una de estos términos ya fueron estimados en (4.40), (4.42), (4.44) y (4.47). Aco-

plando las cuatro estimativas se sigue que

|upt, xq| ď cη,t,u0,ǫ

ˆ
1

1 ` |x|3
` 1

1 ` |x|2`ǫ `
ˆ

1

1 ` |x|2`ǫ ` 1

|x|ǫ
˙˙

,

pero como |x| ě 1 y 0 ă ǫ ď 1, entonces

|upt, xq| ď cη,t,u0,ǫ

ˆ
1

|x|3
` 1

|x|2`ǫ ` 1

|x|2
ˆ

1

|x|2`ǫ ` 1

|x|ǫ
˙˙

“ cη,t,u0,ǫ

ˆ
1

|x|3
` 1

|x|2`ǫ ` 1

|x|4`ǫ ` 1

|x|2`ǫ

˙
.

ď cη,t,u0,ǫ

1

|x|2`ǫ .

�
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Conclusiones

De este proyecto quedan una serie de conclusiones, de las cuales, nos limitamos a

señalar las más importantes de los siguientes ejes: transformada de Hilbert, buen plantea-

miento del problema y decrecimiento puntual en variable espacial. Además, presentamos

de manera breve las mejoŕıas de los resultados de persistencia y los problemas, que en

nuestra opinión, serán materia de investigaciones futuras.

La Transformada de Hilbert

Para el desarrollo de este punto, se realizó una revisión detallada sobre este opera-

dor; enfatizando en su buena definición y sus propiedades en la clase de Schwartz, en los

espacios de Sobolev no homogéneos y en los espacios de Lebesgue. Aśı mismo, estudia-

mos la interacción que mantiene este operador con la transformada de Fourier. Al final,

los resultados de esta revisión sirvieron para construir un cuadro general de la transfor-

mada de Hilbert, en el que se incluyeron todas las propiedades necesarias para nuestra

investigación.

Buen planteamiento local y global en los espacios de Sobolev

Este punto se puede resumir en dos teoremas dedicados al estudio del problema de

Cauchy

$
’’&
’’%

Btupt, xq ` HB2

xupt, xq ` upt, xqBxupt, xq ` ηHpBxupt, xq ` B3

xupt, xqq “ 0, pt, xq P p0, T s ˆ R,

up0, xq “ u0pxq, x P R,

(npBO)

desde el marco de los espacios de Sobolev no homogéneos de orden no negativo. El primero

(Teorema 3.2, página 74), comprende lo siguiente: existencia local, unicidad y regularidad
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de las soluciones mild de (npBO). La prueba de la existencia de dichas soluciones se basa

en su estructura integral

upt, xq “ Kηpt, ¨q ˚ u0pxq ´ 1

2

ż t

0

BxKηpt ´ τ, ¨q ˚ u2pτ, ¨qpxqdτ, 0 ď t ď T, x P R,

Esta formulación posibilita tratar la ecuación (npBO) como un problema de punto fijo

y construir de esta manera su solución bajo el Teorema de punto fijo de Picard (3.1,

página 61). Aśı mismo la unicidad y el estudio de regularidad aprovechan la estructura

de solución mild. Del segundo teorema, se demostró que el tiempo de existencia T se

extiende hasta el infinito (Teorema 3.3, página 88). Se llegó a este resultado con base en

una estimación de tipo Grönwall de la solución en la norma del espacio L2pRq (Proposición

3.4, página 86).

Decrecimiento puntual en variable espacial y optimalidad

En lo relativo a este punto, logramos demostrar la persistencia del decaimiento en

variable de espacio de las soluciones (Teorema 4.2, página 112). Aśı pues, se comprobó

que si el dato inicial u0 P HspRq (s ě 0) posee el siguiente decrecimiento puntual:

|u0pxq| ď c

1 ` |x|β
, x P R, 1 ă β ď 2,

la única solución mild de nuestro problema, upt, xq, preserva el decaimiento en variable

espacial de u0 para todo tiempo t ą 0.

Complementariamente, demostramos que la condición impuesta sobre el dato inicial,
ż

R

u0pxq dx ‰ 0, asegura la optimalidad de persistencia para el ı́ndice de decrecimiento

β “ 2. Es importante señalar que este resultado fue precedido por un análisis sobre el

comportamiento asintótico en variable espacial de las soluciones (Teorema 4.3, página

118). Por último, logramos probar que en caso de no cumplirse el criterio de optimalidad,

el rango de β se amplia hasta el intervalo p1, 3s (Proposición 4.5, página 128).
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Mejoŕıas en los resultados

Para llegar a estos últimos resultados nos basamos en herramientas anteriormente

utilizadas por Cortez y Jarŕın (Cortez y Jarŕın (2020)), dos autores que estudiaron el

decrecimiento puntual en variable espacial de las soluciones del problema de valor inicial

para una ecuación generalizada; que bajo parámetros espećıficos coincide con la ecuación

(npBO). Sin embargo, en la forma de abordar esta ecuación, nosotros conseguimos dos

mejoras significativas. En primer lugar, en contraste con el estudio de decrecimiento de

Cortez y Jarŕın, centrado en el ı́ndice β “ 2, tomamos cualquier ı́ndice dentro del intervalo

p1, 2s. En segundo lugar, a diferencia de sus datos iniciales: u0 P HspRq, con s ą 3{2,

consideramos que s puede ser cualquier número no negativo.

Estudios futuros

Al término de este proyecto de titulación, creemos que quedan un conjunto de pro-

blemas para futuras investigaciones, los siguientes nos parecen los más relevantes.

1. Las limitaciones que nuestras herramientas presentan para el análisis sobre las

propiedades de persistencia en los casos cuando 0 ă β ď 1 dejan abierta la

interrogante sobre qué pasa en dichos casos.

2. Para valores de β más grandes que 3, si bien desde un análisis somero, prevemos

que no se cumpliŕıa la propiedad de persistencia, principalmente por la presencia

de la derivada del núcleo, que decae de la forma
1

1 ` |x|3
(Proposición 4.3, página

100), en la parte no lineal de la solución. Sin embargo, esta es una pregunta abierta

de nuestro trabajo.

3. En vista de que la metodoloǵıa empleada no es exclusiva para el estudio de la

ecuación (npBO), se incentiva la búsqueda de ecuaciones de caracteŕısticas simi-

lares que puedan ser abordadas bajo las mismas técnicas, como por ejemplo podŕıa
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ser el caso de la ecuación de Kuramoto-Velarde dispersiva (Pilod (2008)), cuyo

núcleo asociado Eδ,µptq “ peiδxi3`µt pξ2´ξ4qq_ (δ P R, µ ą 0), posee propiedades de

decrecimiento similares al nuestro.

4. Consideramos indispensable el desarrollo de métodos que contribuyan al estudio

del decrecimiento puntual en variable espacial para problemas a mayores dimen-

siones. Entre los candidatos posibles de este género de estudios, está la ecuación

de Benjamin-Ono-Zakharov-Kuznetsov, tratada en (Latorre et al. (2007)). Cabŕıa

decir, que en la actualidad, la propiedad de persistencia de esta ecuación solo ha

sido estudiada en el espacio de Sobolev con peso Zs,r “ HspR2q X L2pR2, p1 `

x2 ` y2q dx dyq (Cunha y Pastor (2014)). Sin embargo, la adaptación de nuestros

métodos al caso de mayores dimensiones es más complejo.
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Apéndice A

Resultados complementarios

En este apéndice se demuestran varios resultados que intervienen en algunas de las

demostraciones presentes en este trabajo de titulación.

1. Estimaciones diversas

Empezamos por comprobar ciertas igualdades y desigualdades. La primera es la si-

guiente:

Notando a la función mpξq “ i sgnpξq, se tiene la siguiente identidad.

1 ` mpξqmpηq ` mpξqmpξ ´ ηq “ mpηqmpξ ´ ηq, para todo η ‰ 0. (A.1)

Demostración. Como m es la función i sgnp¨q, probar (A.1) es exactamente lo

mismo que comprobar la igualdad

sgnpξq sgnpηq ` sgnpξq sgnpξ ´ ηq ´ sgnpηq sgnpξ ´ ηq “ 1.

Consideremos cinco posibilidades que analizaremos separadamente.

i. Si ξ “ 0, entonces

sgnpξq sgnpηq ` sgnpξq sgnpξ ´ ηq ´ sgnpηq sgnpξ ´ ηq “ ´ sgnpηq sgnp´ηq “ 1.

ii. Si ξ “ η (ξ ‰ 0), tenemos que

sgnpξq sgnpηq ` sgnpξq sgnpξ ´ ηq ´ sgnpηq sgnpξ ´ ηq “ sgnpξq sgnpηq “ 1.
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iii. Si ξ y η son distintos pero poseen el mismo signo, se sigue que

sgnpξq sgnpηq ` sgnpξq sgnpξ´ηq ´ sgnpηq sgnpξ´ηq “ 1` sgnpξ´ηq ´ sgnpξ´ηq “ 1.

iv. Si ξ ą 0 y η ă 0:

sgnpξq sgnpηq ` sgnpξq sgnpξ ´ ηq ´ sgnpηq sgnpξ ´ ηq “ ´1 ` 1 ´ p´1q “ 1.

v. Si ξ ă 0 y η ą 0, entonces

sgnpξq sgnpηq ` sgnpξq sgnpξ ´ ηq ´ sgnpηq sgnpξ ´ ηq “ ´1 ` p´1qp´1q ´ p´1q “ 1.

�

Proposición A.1. Sean x ě 0 y a ě 0, existe una constante ca ą 0 tal que

cax
a ď ex.

Demostración. En efecto, por la propiedad arquimediana existe un número natural

Na P N tal que Na ě a. Si x ą 1 utilizamos expansión en series de Taylor de la función

ex en el punto 0, se sigue que

ex “
`8ÿ

n“0

xn

n!
ě xNa

Na!
ě xa

Na!
.

Y si x ď 1:

xa ď 1 ď ex ď Na!ex.

�

Proposición A.2. Dados η ą 0, t ą 0 y N P N, se tiene que

ĺım
|ξ|Ñ`8

´
ξNK̂ηpt, ξq

¯
“ 0, (A.2)

donde Kη es el núcleo definido en (3.5), página 51.
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Demostración. El caso cuando N “ 0 se sigue sin problema.

ĺım
|ξ|Ñ`8

|K̂ηpt, ξq| “ ĺım
|ξ|Ñ`8

eηtp|ξ|´|ξ|3q “ ĺım
yÑ`8

eηtpy´y3q “ 0.

Tomamos ahora N ě 1, se tiene que

ĺım
|ξ|Ñ`8

|ξNK̂ηpt, ξq| “ ĺım
yÑ`8

´
yNeηtpy´y3q

¯
.

Calculamos el ĺımite cuando y Ñ `8 de y e
ηt
N

py´y3q, para seguido utilizar la continuidad

de la función xN . De la regla de L’Hôpital se sigue que

ĺım
yÑ`8

y e
ηt
N

py´y3q “ ĺım
yÑ`8

y

e´ ηt
N

py´y3q

“ ĺım
yÑ`8

1
´ηt
N

p1 ´ 3y2qe´ ηt
N

py´y3q

“ ĺım
yÑ`8

e
ηt
N

py´y3q

´ηt
N

p1 ´ 3y2q

ď ĺım
yÑ`8

e
ηt
N

ηt
N

|1 ´ 3y2|

“ 0.

Entonces

ĺım
|ξ|Ñ`8

“ |ξNKηpt, ξq| “ ĺım
yÑ`8

yNeηtpy´y3q “
ˆ

ĺım
yÑ`8

y e
ηt
N

py´y3q
˙N

“ 0

�

2. Función Gamma y función Beta

Dado z un número complejo tal que Repzq ą 0, entonces

Γpzq :“
ż `8

0

τ z´1e´τdτ ă `8. (A.3)

A Γ se la conoce como la función Gamma.
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Demostración. Tomando Γpzq módulo absoluto estimamos

|Γpzq| “

ˇ̌
ˇ̌
ż `8

0

epp Repzq`i Impzq´1q lnpτqqe´τ dτ

ˇ̌
ˇ̌ ď

ż `8

0

epp Repzq´1q lnpτqqe´τ dτ “

ż `8

0

τ p Repzq´1qe´τ dτ.

Debido al decrecimiento de la función e´ τ
2 , existe un M ą 0 suficientemente grande tal

que τ p Repzq´1qe´ τ
2 ă 1 para todo τ ą M . Vı́a esta estimativa podemos dominar

|Γpzq| ď
ż M

0

τ p Repzq´1qe´τdτ `
ż `8

M

τ p Repzq´1qe´τdτ

ď
ż M

0

τ p Repzq´1qdτ `
ż `8

M

e´ τ
2 dτ

“ 1

RepzqM
Repzq ` 2e´ M

2 ă `8.

�

Dados µ y ν dos números complejos tales que Repµq ą 0 y Repνq ą 0, entonces

Bpµ, νq :“
ż

1

0

τµ´1p1 ´ τqν´1dτ ă `8.

A B se la conoce como función Beta.

Demostración. Estimando Bpµ, νq en módulo se tiene que

|Bpµ, νq| “
ˇ̌
ˇ̌
ż

1

0

τµ´1p1 ´ τqν´1dτ

ˇ̌
ˇ̌

ď
ż

1

0

ˇ̌
epp Repµq`i Impµq´1q lnpτqq ˇ̌ ˇ̌

epp Repνq`i Impνq´1q lnp1´τqq ˇ̌ dτ

“
ż

1

0

epp Repµq´1q lnpτqqepp Repνq´1q lnp1´τqqdτ

“
ż

1

0

τ p Repµq´1qp1 ´ τqp Repνq´1qdτ

“
ż 1

2

0

τ p Repµq´1qp1 ´ τqp Repνq´1qdτ `
ż

1

1

2

τ p Repµq´1qp1 ´ τqp Repνq´1qdτ

ď
˜

sup
0ďτď 1

2

p1 ´ τq Repνq´1

¸ ż 1

2

0

τ p Repµq´1qdτ `
˜

sup
1

2
ďτď1

τ Repµq´1

¸ ż
1

1

2

p1 ´ τqp Repνq´1qdτ

“ cν

1

Repµq
1

2 Repµq ` cµ

1

Repνq
1

2 Repνq ă `8.
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Proposición A.3. Dados µ ą 0, ν ą 0 y t ą 0, entonces

ż t

0

τµ´1pt ´ τqν´1dτ “ Bpµ, νq tµ`ν´1.

Demostración. Simplemente extraemos el término tµ`ν´2 de la integral y hacemos

un cambio de variable. Tenemos

ż t

0

τµ´1pt ´ τqν´1dτ “
ż t

0

´τ
t

¯µ´1 ´
1 ´ τ

t

¯ν´1

dτ tµ`ν´2

“
ż

1

0

yµ´1p1 ´ yqν´1dy tµ`ν´1

“ Bpµ, νq tµ`ν´1.

�

3. Lema de Gröwnwall

Lema A.1 (Lema de Grönwall forma diferencial). Sean a, b P R pa ă bq, β : ra, bs Ñ

R y u : ra, bs Ñ R funciones continuas. Si u es diferenciable en pa, bq y satisface la

desigualdad

d

dt
uptq ď βptquptq, para todo t P pa, bq, (A.4)

entonces

uptq ď upaq e
ż t

a

βpsqds
, para todo t P ra, bs.

Demostración. Pasamos el término βptquptq a la izquierda en (A.4) y multiplicamos

e
´

ż t

a

βpsqds
a cada lado. Se tiene que

e
´

ż t

a

βpsqds ˆ
d

dt
uptq ´ βptquptq

˙
“ d

dt

˜
uptq e´

ż t

a

βpsqds
¸

ď 0.
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Luego, integrando entre a y t obtenemos

uptq e´
ż t

a

βpsqds ď upaq.

Es decir que

uptq ď upaq e
ż t

a

βpsqds
.

�
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Apéndice B

Transformada de Hilbert en los espacios de Sobolev no

homogéneos

En este apéndice construimos una extensión continua de la transformada de Hilbert

en HspRq (s P R) por medio de sucesiones y basándonos fuertemente en la igualdad

||Hϕ||2Hs “
ż

R

p1 ` |ξ|2qs|yHϕpξq|2dξ “
ż

R

p1 ` |ξ|2qs |i sgnpξqϕ̂pξq|2 dξ “ ||ϕ||2Hs , (B.1)

para todo ϕ P S pRnq. Tomamos u P HspRq arbitrario. Como S pRq “ HspRq, entonces

existe una sucesión pϕnqnPN en S pRq tal que

ĺım
nÑ`8

ϕn “ u, enHspRq.

En particular tenemos que pϕnqnPN es una sucesión de Cauchy, lo cual implica que la

sucesión pHϕnqnPN también sea de Cauchy pues, por (B.1) tenemos que

||Hϕn ´ Hϕm||Hs “ ||Hpϕn ´ ϕmq||Hs “ ||ϕn ´ ϕm||Hs ,

para todo n,m P N. Pero como HspRq es completo, entonces existe el ĺımite de la sucesión

pHϕnqnPN en este espacio, que notaremos por Hu P HspRq y el cual es nuestro candidato a

ser la transformada de Hilbert de u. Sin embargo, es imperativo probar que este ĺımite no

vaŕıa según la sucesión que aproxima a u. En efecto, supongamos que existe otra sucesión

pφnqnPN en S pRq tal que

ĺım
nÑ`8

φn “ ĺım
nÑ`8

ϕn “ u enHspRq.
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Realizando el mismo proceso anterior, sabemos que existe b P HspRq que es el ĺımite de

la sucesión pHφnqnPN. Pero b es igual a Hu pues

||Hu ´ b||Hs ď ||Hu ´ Hϕn||Hs ` ||Hϕn ´ Hφn||Hs ` ||Hφn ´ b||Hs

“ ||Hu ´ Hϕn||Hs ` ||ϕn ´ φn||Hs ` ||Hφn ´ b||Hs ,

que tiende a 0 cuando n Ñ `8.

Definición B.1 (Transformada de Hilbert en los espacios de Sobolev no homogéneos).

Sean s P R y u P HspRq. La transformada de Hilbert de u, notada por Hu, se define

como el ĺımite

Hu :“ ĺım
nÑ`8

Hϕn enHspRq,

donde pϕnqnPN es una sucesión en S pRq tal que ĺım
nÑ`8

ϕn “ u en HspRq.

Una vez definida la transformada de Hilbert sobre HspRq, resta comprobar que es un

operador lineal y continuo en este espacio.

Proposición B.1. Dado s P R, la transformada de Hilbert es una isometŕıa en

HspRq.

Demostración. Sean u P HspRq y pϕnq una sucesión en S pRq tal que ĺım
nÑ`8

ϕn “ u

en HspRq. Luego, de (B.1) se sigue que

||Hu||Hs “
ˇ̌
ˇ
ˇ̌
ˇ ĺım
nÑ`8

Hϕn

ˇ̌
ˇ
ˇ̌
ˇ
Hs

“ ĺım
nÑ`8

||ϕn||Hs “ ||u||Hs .

�
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Apéndice C

Demostración del Lema 3.6

Sea 2ρ ď t ď T . Separaremos la integral que define a Bηp¨, ¨q en dos partes:

||Bηpu, vqpt, ¨q||
Hs`r`λ “

ˇ̌
ˇ̌
ˇ̌
ˇ̌
ż ρ

0

BxKηpt ´ τq ˚ puvpτ, ¨qqdτ `

ż t

ρ

BxKηpt ´ τq ˚ puvpτ, ¨qqdτ

ˇ̌
ˇ̌
ˇ̌
ˇ̌
Hs`r`λ

ď

ż ρ

0

||Sηpt ´ τqpuvpτ, ¨qq||
Hs`r`λ`1 `

ż t

ρ

||Sηpt ´ τqpuvpτ, ¨qq||
Hs`r`λ`1

“ I1 ` I2.

Estimamos las dos integrales. Para I1, del Lema 3.2 (página 66) se sigue que

I1 ď cs,r,λ,ηe
5

2
ηt

ż ρ

0

1

pt ´ τq 2ps`r`λq`3

6

||uvpτ, ¨q||L1 dτ

ď cs,r,λ,ηe
5

2
ηt

ż ρ

0

1

pt ´ τq 2ps`r`λq`3

6

||upτ, ¨q||Hs ||vpτ, ¨q||Hs dτ.

Vamos a considerar tres casos separadamente.

1. Si 3´2ps`r`λq
6

“ 1´ 2ps`r`λq`3

6
ą 0, se tiene que

I1 ď cs,r,λ,ηe
5

2
ηT 6

3 ´ 2ps ` r ` λq
´
t

3´2ps`r`λq
6 ´ pt ´ ρq 3´2ps`r`λq

6

¯ ˆ
sup

0ďtďρ
||upτ, ¨q||Hs

˙ ˆ
sup

0ďtďρ
||vpτ, ¨q||Hs

˙

ď cs,r,λ,T,ηT
3´2ps`r`λq

6

ˆ
sup

0ďtďρ
||upτ, ¨q||Hs

˙ ˆ
sup

0ďtďρ
||vpτ, ¨q||Hs

˙

ď cs,r,λ,T,η

ˆ
sup

0ďtďρ
||upτ, ¨q||Hs

˙ ˆ
sup

0ďtďρ
||vpτ, ¨q||Hs

˙
.

2. Si 3´2ps`r`λq
6

“ 1´ 2ps`r`λq`3

6
ă 0:

I1ď cs,r,λ,T,η

6

3 ´ 2ps ` r ` λq

´
t

3´2ps`r`λq
6 ´ pt ´ ρq

3´2ps`r`λq
6

¯ ˆ
sup

0ďtďρ

||upτ, ¨q||Hs

˙ ˆ
sup

0ďtďρ

||vpτ, ¨q||Hs

˙

“ cs,r,λ,T,η

6

2ps ` r ` λq ´ 3

´
pt ´ ρq

3´2ps`r`λq
6 ´ t

3´2ps`r`λq
6

¯ ˆ
sup

0ďtďρ

||upτ, ¨q||Hs

˙ ˆ
sup

0ďtďρ

||vpτ, ¨q||Hs

˙

ď cs,r,λ,T,ηp2ρ ´ ρq
3´2ps`r`λq

6

ˆ
sup

0ďtďρ

||upτ, ¨q||Hs

˙ ˆ
sup

0ďtďρ

||vpτ, ¨q||Hs

˙

ď cs,r,λ,T,ρ,η

ˆ
sup

0ďtďρ

||upτ, ¨q||Hs

˙ ˆ
sup

0ďtďρ

||vpτ, ¨q||Hs

˙
.
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3. Si 3´2ps`r`λq
6

“ 1´ 2ps`r`λq`3

6
“ 0, entonces 2ps`r`λq`3

6
“ 1 y por tanto

I1 ď cs,r,λ,ηe
5

2
ηT

ż ρ

0

1

t ´ τ
sup

0ďtďρ
||upτ, ¨q||Hs sup

0ďtďρ
||vpτ, ¨q||Hs dτ

ď cs,r,λ,T,ηplnptq ´ lnpt ´ ρqq sup
0ďtďρ

||upτ, ¨q||Hs sup
0ďtďρ

||vpτ, ¨q||Hs .

Controlamos la cantidad lnptq ´ lnpt ´ ρq por casos. Si t ą t ´ ρ ě 1 entonces

lnptq ´ lnpt ´ ρq ď lnpT q. Luego, si t ě 1 ě t ´ ρ entonces lnptq ´ lnpt ´ ρq ď

lnpT q ´ lnp2ρ ´ ρq “ lnpT q ´ lnpρq. Finalmente, si 1 ą t ą t ´ ρ se tiene lnptq ´

lnpt ´ ρq ď ´ lnp2ρ ´ ρq “ ´ lnpρq.

De esta manera

I1 ď cs,r,λ,T,ρ,η

ˆ
sup

0ďtďρ
||upτ, ¨q||Hs

˙ ˆ
sup

0ďtďρ
||vpτ, ¨q||Hs

˙
. (C.1)

Para estimar la integral I2 usamos el Lema 3.1 de la página 63. Se tiene que

I2 ď cλ,ηe
3

2
ηt

ż t

ρ

1

pt ´ τq
λ`1

2

||upτ, ¨q||Hs`r ||upτ, ¨q||Hs`r dτ

ď cλ,ηe
3

2
ηT 2

1 ´ λ
pt ´ ρq

1´λ

2

ˆ
sup

ρďtďT

||upτ, ¨q||Hs`r

˙ ˆ
sup

ρďtďT

||vpτ, ¨q||Hs`r

˙

ď cλ,T,ηpT ´ ρq
1´λ

2

ˆ
sup

ρďtďT

||upτ, ¨q||Hs`r

˙ ˆ
sup

ρďtďT

||vpτ, ¨q||Hs`r

˙

“ cλ,T,ρ,η

ˆ
sup

ρďtďT

||upτ, ¨q||Hs`r

˙ ˆ
sup

ρďtďT

||vpτ, ¨q||Hs`r

˙
. (C.2)

De las cotas obtenidas para I1 e I2 en (C.1) y (C.2) respectivamente concluimos la

desigualdad enunciada en este lema.
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