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Resumen

El trabajo de titulacién comprende un estudio sobre el problema de valor inicial de una
perturbacion no local de la ecuacién de Benjamin-Ono, que se expresa bajo la siguiente
forma:

Oru(t, x) + Ho2u(t, z) + u(t, z)dpu(t, ) + nH(0pult, x) + Bu(t,z)) = 0, (t,z) e (0,T] x R,
uw(0, ) = ug(x), xreR,
donde n > 0, T' > 0. En lineas generales, se estudia la existencia, unicidad y regularidad
de las soluciones mild en el encuadre de los espacios de Sobolev no homogéneos de orden
no negativo y el aporte mas notable de este trabajo radica en el estudio de persistencia

del decrecimiento puntual en variable espacial de las soluciones mild.

La prueba de existencia y unicidad tiene su base en el teorema de punto fijo de Picard
y el estudio de regularidad aprovecha la estructura de las soluciones mild. Mientras que

el analisis de las propiedades de persistencia sigue ideas antes vistas en Cortez y Jarrin

(2020).



Notaciones

Notaciones generales

R’I’L

R+

NTL

omf
oo f

of

Ouf, O2f, O3f
d

£f

c.t.p

Conjunto de los nimeros reales.

Conjunto de los niimeros complejos.

Espacio euclideo n-dimensional.

Conjunto de los niimeros reales no negativos.
Conjunto de los ntimeros naturales.

Conjunto de multi-indices.

Z iy, para x,y € R™.
i=1

1
n 2
(Z |a:l\> , para x € R™.
i=1

||, para o € N™ un multi-indice.

NgE

1

<.
I

xi", para x € R" y a € N” un multi-indice.
i=1
m-ésima derivada parcial de f(z,...,z,) con respecto a la variable z.
ort...0% f, para a € N” un multi-indice.
Derivada parcial con respecto al tiempo ¢ de f(¢, z).
Derivadas parciales con respecto a = de f(t,x).

Derivada total de f(t).

Casi todo punto.



Espacios Funcionales

Sean F, I’ dos espacios de Banach y 0 < T < 400

€*(R") Espacio de funciones f con 0% f continuo para todo multiindice |a| < k.
€*(R") (&"®.

keN
¢r(R™) Espacio de funciones € (R™) a soporte compacto (funciones test).
7'(R™) El dual de €°(R™) (espacio de distribuciones).
L. (U) Espacio de funciones f : U < R" — C localmente integrables.
Bg(xg,r) Bola de centro xzy € E' y radio r > 0 en E.
£ Espacio dual topologico de F.
Z(F) Espacio de operadores lineales y continuos de £ en si mismo.
ZL(E,F) Espacio de operadores lineales y continuos de E en F'.

PB(E x E,F) Espacio de formas bilineales y continuas de F' x FE en F.

¢([0,T]; E) Espacio de funciones u : [0,7] — E continuas.

¢1([0,T]; E) Espacio de funciones u : [0,7] — E continuamente diferenciables.
L*([0,T]; E) Espacio de funciones u : [0,7] — E tales que sup u(?t)||z < +00.

IS

L*(R,|-|"dx) Espacio de funciones medibles tales que f lz|" | f ()| do < +o0.
R



Introduccion

El presente trabajo de titulacion comprende, en lineas generales, un estudio matemati-
co riguroso sobre el problema de valor inicial para una perturbacion no local de la ecuacion

de Benjamin-Ono:

ru(t, z) + Ho2u(t, z) + u(t, ©)ou(t, x) + nH(0.u(t, x) + Bu(t,z)) = 0, (t,z) € (0,T] x R,

u(0,x) = ug(x), x e R,
(npBO)

donde 7 es un parametro estrictamente positivo, ug : R — R el dato inicial del problema,

u:[0,T] x R — R su solucién y H la transformada de Hilbert, definida bajo la forma

Hf(z) = 1limf ) dy,

TV Jayz0 ¥ =2
para f € Z(R), la clase de Schwartz.

En este estudio, abordaremos el buen planteamiento del problema desde la perspectiva
de las soluciones mild en el marco de los espacios de Sobolev no homogéneos de orden no
negativo y el decrecimiento puntual, asi como el comportamiento asintotico en la variable

espacial de las soluciones.

La ecuacién (npBO) es una de las tantas variantes de la bien conocida ecuacion de

Benjamin-Ono, descrita como
owu(t, r) + Ho2u(t, z) + u(t, v)du(t, z) = 0, (t,7) e RT x R, (B-O)

y deducida por Thomas Brooke Benjamin y Hiroaki Ono (remitase a Benjamin (1967)

y Ono (1975)). Ambas ecuaciones surgen de un interés intimamente relacionado con la

4



explicacion de fendmenos fisicos pertenecientes a la mecanica de fluidos. Asi pues, la ecua-
cién (npBO), objeto de estudio de este trabajo, acopla relativamente bien la descripcién
de fenénemos como: ondas largas unidireccionales en un sistema de dos capas de fluidos
no viscosos incompresibles (ver Cortez y Jarrin (2020)) y turbulencias de plasma (véase
Qian et al. (1989)). Como se puede entrever, el estudio de esta ecuacién se convierte en
una labor no solo valiosa dentro del campo de las ecuaciones diferenciales en derivadas
parciales y el analisis funcional, sino también para finalidades practicas relacionadas con
el comportamiento de los procesos fisicos. Nuestro estudio estara direccionado hacia la

rama tedrica de esta ecuacion.

La estructura de este trabajo encierra cuatro capitulos. En el primero, realizamos un
compendio de las herramientas teéricas necesarias para abordar el problema (npBO).
Como punto de partida, se revisan nociones tedricas relativas a los espacios de Lebes-
gue. En un segundo momento, se pasa revista por la definicion y las propiedades de la
transformada de Fourier en la clase de Schwartz y en el espacio de las distribuciones tem-
peradas. Como parte de esta revision, se repara en los espacios de Sobolev homogéneos
y no homogéneos. Por ultimo, se identifican dos herramientas tutiles en la solucién de
problemas que involucren ecuaciones diferenciales en derivadas parciales no lineales: las

desigualdades de Sobolev y las Leyes de producto.

En el segundo capitulo partimos con un anélisis progresivo de la transformada de
Hilbert que sirva de base para justificar su buena definicién en la clase de Schwartz.
Posteriormente presentamos una definicién alternativa de la misma en términos de la
distribucion temperada valor principal de Cauchy, con el fin de conseguir, entre otras
cosas, una férmula que exprese la acciéon de la transformada de Fourier sobre este opera-

dor. Finalmente, en este capitulo mostramos algunas propiedades de la transformada de



Hilbert, incluyendo su extensién continua sobre los espacios de Sobolev no homogéneos

y los espacios de Lebesgue.

El capitulo tercero contempla el estudio del buen planteamiento tanto local como glo-
bal del problema (npBO). En un primer andlisis, encontramos la solucién de su problema
lineal asociado en términos de la transformada de Fourier; solucion que desempena un
papel importante en la discusion de estos dos tultimos capitulos y que esta intrinseca-
mente ligada a la nocién de solucién mild del problema (npBO). En virtud de probar la
existencia de este género de soluciones para un tiempo finito en el marco de los espacios
de Sobolev no homogéneos de orden no negativo, usamos el teorema de punto fijo de Pi-
card. Al cierre de este capitulo, se encuentra que el tiempo de solucién se puede extender

indefinidamente.

En el cuarto capitulo se exponen los resultados mas significativos del trabajo, resumi-
dos en tres hallazgos. Primero, demostramos la persistencia del decaimiento en variable
espacial de las soluciones del problema (npBO), esto es, probamos que si el dato inicial
ug posee un decaimiento de la forma 1—1—1\x167 con 1 < B < 2, la solucién preserva este
decrecimiento en variable espacial. Segundo, estudiamos el comportamiento asintético en
variable de espacio de las soluciones del problema (npBO), el cual nos provee de informa-
cién importante sobre como se comporta la solucién u(t, z) cuando |z| es suficientemente

grande. Tercero, dicha informacién da paso a la formulacién de la condicion sobre el dato

inicial: J up(z) dx # 0, que asegura la optimalidad de decrecimiento en § = 2.
R

Al término de esta obra, se presenta un cuadro general sobre las conclusiones, las
mejoras en los métodos dedicados al andlisis de persistencia y los problemas que se dejan

abiertos para nuevas investigaciones.



Capitulo 1
Herramientas de base

Este primer capitulo tiene por objeto hacer una breve revisién de los espacios funcio-
nales y de las herramientas tedricas necesarias que utilizaremos a lo largo del presente

trabajo de titulaciéon. Empezaremos por los espacios de Lebesgue.

1. Espacios de Lebesgue

Introduciremos a los espacios de Lebesgue, los cuales se caracterizan por medir la
integrabilidad de funciones, y repasaremos algunos resultados clasicos que los involucran.
El lector interesado puede profundizar sus conocimientos sobre la teoria de estos espacios
en la pagina 89 de Brezis (2011).

Definicién 1.1 (Espacio de Lebesgue). Sea 1 < p < +00. El espacio de Lebesque

LP(R™) se define como
LP(R™) = {f: R" - C| f es medible y ||f]|;, < +},
donde
1
il = ([ 1f@P )" sitep<ien,
Rn
Y St p= —+00:

S e = S%g ess|f(x)| =mf{C =0]| |f(x)| < C ctp. zeR"}.



TEOREMA 1.1 (Desigualdad de Holder). Supongamos que f € LP(R™) y g €

1 1 1
LY(R™), 1 < p,q < +00. Entonces fge L™ (R"™), conr tal que — = — + — . Ademds
r P dq

£l < AN o Nl o -

Corolario 1.1 (Desigualdad de interpolacion). Supongamos que f € LP(R™) n LI(R™),
1 < p,q < +ow. Entonces f € L'(R™) para todo p < r < q, y se cumple la siguiente

desigualdad de interpolacion:

0 1-0
Al < A AN

1 1-—
donde 0 € [0,1] es tal que — = o + 70
r p q

Existe otra desigualdad de interpolacion para los espacios de Lebesgue, en la que in-
tervienen operadores lineales y continuos, conocida como desigualdad de interpolacion
de Riesz-Thorin. Una versiéon mas general de este resultado para funciones simples se

encuentra en el Teorema 1.3.4, pagina 34, de Grafakos (2008).
TEOREMA 1.2. Sean 1 < po,p1,qo,q1 < 0 y 0 <0 <1 tales que

1 1—-0 0 1 1-6 0
- = +— y - = + —.
p Do y4! q qo q1

Sea ademds L una funcion lineal y continua de LP°(R™) en L%(R"™) y de LP*(R™) en

Lo (R™), que satisface
L pao < Mo [l f]] o0 - para todo f € L™ (R"),
Lo < Millgllpe . para todo g € L' (R™),

donde My, My = 0 son constantes. Entonces L también es una funcion lineal y con-

tinua de LP(R™) en LY(R™), y se cumple que

L) e < Mg 2 MY ||R],, para todo h € LP(R").
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Entre las propiedades de estructura de estos espacios que podemos mencionar, se sabe
que el espacio (LP(R™),||-||;,) es un espacio de Banach para todo 1 < p < 400, y que

L?*(R™) es un espacio de Hilbert con el producto escalar

(Fa)e= | f@a@)de,  f.ge @Y,

Por otro lado, para 1 < p < 400, se tiene que el espacio dual de LP(R") es L (R"), donde

P es tal que 1 = % + i v que el espacio €°(R") es denso en LP(R™).

Recordemos la definicién de la operacion convolucion, que transforma dos funciones
en una tercera funcién y la cual posee una propiedad fundamental en los espacios de
Lebesgue.

Definicién 1.2. Dadas dos funciones f : R — C y g : R* — C, definimos la

convolucion de f y g, denotada por f =g :R" — C, como:
feg(x) =] fle—ygly)dy, zeR"
R

TEOREMA 1.3 (Desigualdad de Young). Supongamos que f € LP(R™) y g €

1 1 1
Li(R™), con 1 < p,q < +00. Entonces f+g e L"(R"), donder es tal que 1 +— = —+—.
r P dq

Ademdas

1= gll e < U1 V19l -

Su demostracién se localiza en la pagina 104 de Brezis (2011).

2. La transformada de Fourier en la clase de Schwartz

La transformada de Fourier es una herramienta potente al momento de tratar pro-

blemas que involucren ecuaciones diferenciales definidas sobre todo el espacio R™. En los
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espacios de Lebesgue, el espacio natural para utilizar este operador es L!(R"), sin embar-
go, dado que la transformada de Fourier adquiere propiedades importantes en la clase de

Schwartz, definirla sobre este espacio funcional resulta ser mucho mas tutil.

A breves rasgos, una funcién pertenece a la clase de Schwartz si es una funcién suave
la cual, junto con todas sus derivadas, decrece mas rapido que el inverso de cualquier
polinomio (véase Grafakos (2008), pagina 95). Mdas precisamente, la clase de Schwartz se
define a de la siguiente manera:

Definicién 1.3 (Clase de Schwartz). Una funcion ¢ € € (R") pertenece a la clase
de Schwartz, denotada por .7 (R™), si para cualquier par de multi-indces o y 3, existe

una constante Cy 3, > 0 tal que

Pap(p) = sup }xaﬁﬁgp(a:ﬂ = Capp < +0. (1.1)

zeR™

Los operadores po s son seminormas dichas seminormas de Schwartz.

El requisito (1.1) caracteriza una de las propiedades fundamentales de la clase de Sch-
wartz, la cual indica que las funciones ¢ € .’(R") decrecen mas rapido que el inverso de

cualquier polinomio.

EJjEmMPLO 1.1. s Un ejemplo cldsico de una funcion que pertenece a clase de
Schwartz es la gaussiana: e~1* . Bs conocido que esta funcion pertenece a €% (R")
y, dado que su decrecimiento es exponencial, decrece mds rdpido que el inverso de
cualquier polinomio. Mds especificamente, haciendo uso de la expansion en Series

de Taylor en el punto cero se puede probar que

-1

_|x‘2 m |x|2k

e < ZT ;
k=0

para todo x € R" y para cualquier m € N.

10



» La funcion e *! posee un decrecimiento exponencial pero falla en ser diferenciable
en el origen, por tanto no pertenece a . (R").

= La funcidn (1+ \x|1000)_1

0 as rapi

ertenece a € (R) pero no decrece mas rdpido que
cualquier inverso de polinomio.

» Cualquier funcion en € (R™) decrece arbitrariamente ya que se anula fuera de un

conjunto compacto. Entonces se tiene la contenencia €°(R") < .#(R"), la cual

es estricta (ver el primer ejemplo).

La siguiente caracterizacién es muy tutil para determinar si una funciéon pertenece a

la clase de Schwartz y evidencia el caracter de decrecimiento de estas funciones.

Proposiciéon 1.1. Una funcion ¢ € € (R") pertenece a la clase de Schwartz si y
solo si para cualquier multi-indice o y para cualquier N € N existe una constante

Ca,N,p > 0 tal que

Ca,N,p

0% ()| < A+ )V

para todo x € R".

Como consecuencia de esta caracterizacion se puede probar el siguiente resultado, que

explica la relacion entre los espacios de Lebesgue y la clase de Schwartz.

Proposicién 1.2. 1. Z(R™) < LP(R™) para todo 1 < p < +o0.
2. S(R") es denso en LP(R™) para todo 1 < p < +0, pero no es denso en

L2 (R™).

Por otro lado, veamos que para dos funciones ¢,1 € ./ (R™), la convolucién ¢ = 1) esta

bien definida para todo z € R", pues

(0 =) ()] < f o(z =yl W)l dy < [[ell g 1912 < +o0.

n

Mas ain, ¢ =1 se mantiene en la clase de Schwartz y posee una propiedad importante

con respecto a sus derivadas.
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Proposiciéon 1.3. Sean ¢, € Z(R™). Entonces g y ¢ =) pertenecen a & (R").
Ademds

0*(pr1p) = 0% rth == 0%
para todo multi-indice a.

Una vez introducida la clase de Schwartz, podemos definir la transformada de Fourier en

el marco de este espacio funcional y revisar sus propiedades.

Definicién 1.4. Dada una funcion ¢ € Z(R™), definimos

o) = f o(x)e ™ dr, para todo & € R™. (1.2)
Llamamos a ¢ como la transformada de Fourier de ¢

Definimos ademas la transformada de Fourier inversa.

Definicién 1.5. Dada una funcion ¢ € . (R"), definimos

1

eV (z) = 27) "p(—x) = G f" ©(&)e™td¢,  para todo x € R™. (1.3)

Llamamos a ¢¥ como la transformada de Fourier inversa de .

NOTACION. Dada una funcion ¢ € . (R"), notaremos a la reflexién de ¢ como ¢(x) =
o(—x). De esta manera, para la transformada de Fourier inversa de ¢ en (1.3), tenemos

la identidad ©¥ = (27)"".

Observacién 1.1. Notemos que es suficiente suponer que ¢ € LY(R™) para que las ex-

presiones (1.2) y (1.3) estén bien definidas pues

POl < el e @l < @m) " [lell,  para todo § € R™.

Presentamos a continuacion algunas de las propiedades de la transformada de Fourier,

las cuales utilizaremos recurrentemente. Se puede encontrar un estudio mas en detalle

12



sobre este operador en la pagina 158 de Hérmander (1990) y en la pagina 98 de Grafakos

(2008).

Proposicién 1.4 (Propiedades). Dados ¢,1 € Z(R™), f e L'(R"), £ € R" y a un

multi-indice, se tiene:

. La transformada de Fourier y la transformada de Fourier inversa son opera-

dores lineales.

6=0¢
2.7
(%)™ (§) = (i§)*p(€)

—

o=y
f [ e €Rm).
(Isomorfismo en la clase de Schwartz) ¢, " € ./ (R").

fn p(@)h(a) do = J p(2)0(x) dr.

10. (Inversion de Fourier) (¢") = ¢ = (p¥)".
11. (Relacion de Parseval) i o(x)Y(z) dx = (27?)"J G(E)(€) dE.
12. (Identidad de Plancherel) ||¢||;» = (2m)72||@l|2 = (2m)2 [|¢Y]] 2
5. [ elala)ds = | sy (@)de
1. 90 = 2m) P .
Observaciéon 1.2. 1. Uno de los principales usos de la transformada de Fourier en

el estudio de ecuaciones diferenciales, es el de transformar derivadas en polino-

mios (propiedad 4) y convoluciones en multiplicaciones (propiedad 6), convirtien-

do asi un problema en ecuaciones diferenciales en un problema de tipo algebrdico,

que permite un mejor manejo del problema para encontrar su solucion.
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2. La inversién de Fourier (propiedad 10) muestra que efectivamente la transformada
de Fourier inversa es el operador inverso de la transformada de Fourier. Ademds,
la propiedad 8 establece que la funcion ¢ — ¢ define un isomorfismo de la clase

de Schwartz en si misma.

3. La transformada de Fourier en el espacio de las distribuciones

temperadas

En la pagina 115 de Narici y Beckenstein (2010) se explica la manera de construir un
espacio vectorial topolégico localmente convexo metrizable a partir de un espacio vectorial
y una familia de seminormas numerable. En particular, si a la clase de Schwartz le dotamos
de la topologia 7 generada por la familia de seminormas {p, s |, 8 € N*} (definidas en
(1.1)), obtendremos un espacio topolégico que posee las caracteristicas mencionadas. Méas
aun, se puede probar que (. (R™), ) es completo, a este tipo de espacios se los conoce
como espacios de Fréchet.

Definicién 1.6. Definimos al espacio de las distribuciones temperadas .%'(R™) como

el espacio dual topolégico de la clase de Schwartz.

Denotaremos a la accién de una distribucién temperada T' € .#’(R") sobre una funcién

p € .Z(R") por el producto en dualidad (7', ).

Observacién 1.3. La contenencia €.°(R") < .7 (R") implica la contenencia inversa de

sus duales ' (R™) < Z'(R").

Comenzamos esta revision sobre las distribuciones temperadas presentando una ca-

racterizacion muy util para determinar si una aplicaciéon T: .7 (R™) — C pertenece a

' (R).

14



Proposiciéon 1.5. Una aplicacion T: #(R") — C pertenece a /' (R"™) si y sélo si

es lineal y si existen m,n € N tales que

KT, p)| < Z Pap(), para todo ¢ € ./ (R"™).

|al<m

|Bl<n
EJEMPLO 1.2. » Dado f e LP(R"), 1 < p < +w, f se puede ver como una
distribucion temperada mediante el producto en dualidad {f, ) = f(z)p(x) d

Rn
para todo p € L (R").

» Una funcion f : R™ — C que satisface |f(z)| < ¢(1+ |z|)° para todo x € R",
donde ¢ > 0 y s € R son constantes, también define una distribucion temperada a
partir del producto en dualidad {f,p) = f(z)p(x)de.

Rn

s Dado xg € R", definimos la masa de Dirac en xq por medio de producto en dualidad

(0o, ) = w(x0) para todo ¢ € . (R"), la cual es una distribucion temperada.

Veamos ahora que es posible definir una nocién de diferenciabilidad para cualquier dis-
tribucién temperada.
Definicién 1.7 (Derivacién en el sentido de las distribuciones). Dados T' una dis-
tribucion temperada y o un multi-indice, [lamamos derivada de orden o de T a la
distribucion temperada
o°T: SR") —C

p (0T, ) = (~1)lKT, 0°p).

EJEMPLO 1.3. Dado o un multi-indice, la derivada de orden o de dg estd determinada

por el producto en dualidad

(a0, 0y = (—1)" b0, 0*p) = (=1)1*10%p(0).
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Por otro lado, podemos definir la multiplicaciéon y la convolucion de una distribucion
temperada con ciertos tipo de funciones.
Definicién 1.8 (Producto entre una distribucién temperada y una funcién). Dados

TeR") yfe€ R") que satisface
|f ()] < (1 + |z), para todo x € R",

para algin N € N y algun ¢ = 0. La multiplicacion entre la distribucion temperada T

y f estd definido por

(Tf,0)={T, fe),  paratodoype S (R"),

y es una distribucion temperada.

Definicién 1.9 (Convolucién entre una distribucién temperada y una funcién). Sean

Te " (R") ype L (R"). La convolucion entre T y f estd definida por

(Txp,by =T, @xt),  para todop e ' (R"),

y es una distribucion temperada.

Observacién 1.4. 1. Las condiciones de reqularidad y de mdzximo crecimiento po-
sible impuestas sobre f en la Definicion 1.8 asequran que fo pertenezca a la clase
de Schwartz para todo ¢ € #(R™). En particular cualquier funcion ¢ € #(R"™)
cumple con este requisito.

2. Para la convolucion (Definicion 1.9) necesitamos una condicion mds fuerte im-
puesta sobre @. En este caso consideramos ¢ € . (R™) para asegurar que @ = 1)

pertenezca a la clase de Schwartz para todo ¢ € & (R™).

Definimos ahora la transformada de Fourier y su transformada inversa en el marco de las

distribuciones temperadas y revisaremos sus propiedades.
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Definicién 1.10. Dado T € .#'(R"), la transformada de Fourier y la transformada

de Fourier inversa de T', denotadas por T y TV respectivamente, se definen por:

<T7 (,0> = <T7 @>7
T, ) =<T,¢"),

para todo ¢ € . (R™).

EJemMpPLO 1.4. Calculemos la transformada de Fourier de dqg, la masa de dirac en

0 € R, definida en Ejemplo 1.2. Sea p € L (R"), se tiene

(Gorp) = (0, 3) = 3(0) = j o(x) dz = (1, 0).

n

Por tanto, se tiene 50 =1 en el sentido de las distribuciones temperadas.

EJjemMPLO 1.5. Dado un multi-indice o, podemos calcular la transformada de Fourier
de la funcion x — x% en el sentido de las distribuciones temperadas. Sea ¢ € % (R"), se

tiene

1
ilal

[ @orwar-EF @y 0 - B e,

iled

(@)% = @9y = | a*la)de =

Luego, del Ejemplo 1.3 se sigue que
(%), 9) = (2m)" (106, o).
Es decir que ()" = (2m)"i1%10%6y en el sentido de las distribuciones temperadas.

Proposicién 1.6 (Propiedades). Sean T € ' (R"), p € L (R"™) y a un multi-indice.

Se tiene:
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1. (Biyeccion en el espacio de las distribuciones temperadas) T",T" €
S (R™).

2. (Inversién de Fourier) (I")Y =T = (TV)".

3. (6°T)" = (i€)*T.

4. 2 = ((=i&)T)".

5 Txp="10¢.

6. To = (2m) T « .
4. Espacios de Sobolev

Los espacios de Sobolev son una herramienta elemental dentro del estudio de las
ecuaciones diferenciales parciales. Su importancia radica en la posibilidad de estudiar la
reqularidad de una distribucion temperada mediante el decrecimiento de su transformada
de Fourier, medido por la norma en los espacios LP(R™), 1 < p < +co. Utilizaremos
solamente el espacio L*(R™) por las necesidades de nuestro posterior estudio. Todas las
demostraciones omitidas se ubican en la pagina 25 de Bahouri et al. (2011) y en el
Capitulo 3 de Loachamin (2020), mientras que estudios mas generales sobre los espacios
de Sobolev se pueden encontrar en la pagina 56 de Haroske (2008) y la pagina 12 de

Grafakos (2009).

4.1. Espacios de Sobolev no homogéneos Empezaremos por definir los espacios
de Sobolev no homogéneos. Precisaremos a lo que se entiende por homogeneidad cuando

definamos los espacios de Sobolev homogéneos en la Secciéon 4.2.

Definiciéon 1.11. Sea s € R, el espacio de Sobolev no homogéneo de orden s, denotado

por H*(R™), estd definido de la siguiente manera

H*R") = {ue ' (R")| ||ul

s < 00},
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donde || - || s denota la norma de H*(R"), dada por:
3
lully- = ([ vl ia@r ), we m.
Observacién 1.5. 1. Dado uw € H*(R™), el orden s determina el decrecimiento (o

crecimiento) de la transformada de Fourier de u, que a su vez se relaciona con su
reqularidad.
2. Es importante enfatizar que no existen restriciones sobre s en la Definicion 1.11,

de modo que no es necesario que este sea un numero entero, o positivo.

Mientras més grande sea el valor de s, los elementos u € H*(R™) poseen una mayor
regularidad, en particular, si s > 0, se sabe que dichas distribuciones temperadas son

funciones L?-medibles, hecho que se ve reflejado en el siguiente resultado:

Proposicion 1.7. Seanry < ry < 0 < 51 < s9. Se mantienen las siguientes relaciones

de inclusion:
H*(R") ¢ H*(R") < L*(R") < H™(R") < H™(R"),
donde todas son inclusiones continuas.

Cabe mencionar que no todos los elementos del espacio H*(R™), con s < 0, son funciones.

Presentamos un ejemplo clasico que ilustra esta afirmacion:

EJEMPLO 1.6. Veamos que &y pertenece a H*(R™) para todo s < —7%.

En efecto, del Ejemplo 1.4 sabemos que cfo = 1 en el sentido de las distribuciones, asi
ol = | (1-+1€PyTan(o)l de

_ f (1+ [€P)de + f (14 [Py de
|§1<1

§1>1

< Cns <1 +J 7’28+"1d§> .
p>1
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Pero como 2s +n < 0,

1 +00

1
2s5+n—1 25+n
r dé¢ = —— = — < +0.
L>1 ¢ 2s + nf 1 25 +n

Es decir que ||do|| s < 490y 6o € H*(R™). Con respecto a la estructura de los espacios de
Sobolev no homogéneos, para cualquier s € R podemos dotar a H*(R"™) de un producto

escalar, de modo que este sea un espacio de Hilbert.

Proposicién 1.8. Sea s € R, entonces H*(R™) es un espacio de Hilbert con el pro-

ducto escalar

(ol = | QP aEO@ s wve HE),

Las proposiciones que se presentan a continuacion son otros resultados importantes rela-
cionados a los espacios de Sobolev no homogéneos.
Proposicién 1.9 (Desigualdad de interpolacién). Sean si,s2 € R y u € H*(R™) n
H#*2(R"), entonces u € H*(R"™) para todo s1 < s < so. Ademds, si s = 60sy + (1 —0)sg

con 6 € [0, 1], entonces

ol 2 -

0
Hs1

ull s < [ful
Proposiciéon 1.10 (Relacién con el espacio de las funciones test y la clase de Sch-
wartz). Dado s € R, el espacio de las funciones test y la clase de Schwartz estin

contenidos y son densos en H*(R™).

Notemos que si s < 0, entonces el espacio H*(R™) contiene elementos que no son nece-
sariamente funciones L?-medibles. Sin embargo, podemos advertir que las distribuciones
temperadas que pertenecen a H*(R™) (s < 0) pueden ser aproximadas por funciones

suficientemente regulares.
Proposiciéon 1.11 (Espacio dual topoldgico). Dado s € R, H*(R"™) es el espacio

dual topoldgico de H*(R™).
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Expliquemos en detalle a qué se refiere esta relacion de dualidad. Sin pérdida de gene-
ralidad consideremos s > 0. Por una parte, la Proposicién 1.7 nos dice que H*(R") esta
contenido en H*(R™). Por tal motivo, sobre H*(R") podemos definir dos productos in-
ternos: el inducido por H~*(R") y su producto interno inherente (a su estructura). Ahora
bien, el teorema de representacién de Riesz nos dice que (H*(R™), (+,-)ys) es isomorfo a
(H*(R™), (+,-)gs)". Entonces si consideramos al espacio (H*(R™), (-,-)us), se tiene que su
dual es el mismo espacio. Pero si nos referimos al espacio (H*(R"), (+,-)g-s), entonces se
tiene que (H*(R™), (-, )g-s)" = (H*(R"), (-, )g-s) (ver Brezis (2011), Observacién 3 del

Teorema 5.5, pagina 136). A esta tltima igualdad se refiere la Proposicién 1.11.

4.2. Espacios de Sobolev homogéneos Daremos sentido a la nocién de homo-
geneidad de un espacio y explicaremos rapidamente por qué los espacios H*(R"™) son
llamados espacios de Sobolev no homogéneos, pero antes necesitamos una definicién adi-

cional.

Definicién 1.12 (Dilatacién de una funcién y de una distribucién). Sean f: R" — C

una funcion, uw € ' (R") y A > 0 una constante.

1. La funcion dilatacién de f, notada por fy, se define por
Hz) = f(A\z), para todo x € R".

1. La distribucion temperada dilatacién de u, notada por uy, se define mediante

el producto en dualidad

{uy, @) = {u, A1), para todo ¢ € . (R™).

Observacion 1.6. i. Siu = f en el sentido de las distribuciones temperadas en-

tonces uy = fy.
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it. Por otro lado, la transformada de Fourier de la dilatacion de u es (uy)" =

AT"(@)1/x. Esta igualdad serd necesaria al momento de analizar la homogenei-

dad de los espacios de Sobolev.

Definicién 1.13 (Homogeneidad de un espacio). Sea E un espacio normado dado

por

E={ue " (R")|||ullp < +0},

donde || ||z : E — R* es la norma de E. Diremos que E es un espacio homogéneo

de orden b e R si para todo u € E y todo A > 0 se cumple que

luallp = A" llullg -

EJEMPLO 1.7. Ejemplos interesantes de espacios homogéneos son los espacios LP(R™),

1 <p< +oo.

Puesto que, para todo f € LP(R") y todo A > 0 se puede probar que:

N fllp, sil<p<+o,

1A =

HfHLpa SipZOO.

Es decir que los espacios LP(R™) son espacios homogéneos de orden —% para todo 1 <

p < 40y que L*”(R™) es un espacio homogéneo de orden 0.

Regresando a los espacios de Sobolev no homogéneos, recordemos que la norma de

H*(R") (s € R) esta dada por:

22



Tomamos u € H*(R") y calculamos la norma de uy, con A > 0 arbitrario. De la Observa-

cién 1.6, se sigue

N

- ([ avierrimrer a)
S ([ avierriaemr )’ (15)

([ ey e d&)é

Vemos que la constante 1 presente en el término (1 + |£]%)* dentro de la integral no nos

permite concluir que H*(R™) sea homogéneo. En otras palabras, H*(R™) no es invariante
bajo efecto de ninguna dilatacion (||ua||gs = ||ul| 5. ), fendémeno que interviene en cuestio-
nes relacionadas a la existencia de soluciones, explosién en tiempo finito de la solucién,
por citar dos ejemplos. Teniendo en cuenta este inconveniente se plantea una definicion
més natural de los espacios de Sobolev (llamados homogéneos y notados H*(R™)) que

permitan la invarianza para alguna dilatacion. Dicha definicién es la siguiente:
HYR") = {ue " (R") | ||ull . < +o0}

donde

1
e = ( f € lae)” dé) . ueHY(RY). (1.6)
Siguiendo los mismos célculos realizados en (1.5) se prueba que ||uy||z. = A2 [[ul|

para todo u € H*(R"). Es decir que si ||-||. fuese una norma para el espacio H*(R"),

entonces este serfa un espacio homogéneo de orden s — 5 e invariante por dilatacion

resulta

cuando s = 7. Desafortunadamente, este no es el caso, dado que la funcion || - || ;.

ser solamente una semi-norma.

En efecto, considerando k£ € N, se puede probar que existen constantes ¢, co > 0 tales

que

a Dy ol < llullge <o ) [10%ull e, (1.7)

1<|a|<k 1<|al<k
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para todo u € H ¥(R™), y esto implica que ||u||;+ = 0 para cualquier funcién constante wu.

Tomando en cuenta que la transformada de Fourier de la funcién constante u = 1
es 4 = (2m)"dy (que no es una funcién), una forma eficiente de excluir a las funciones
constantes en la definicién de los espacios H* (R™) es considerar tinicamente las distribu-
ciones u € .'(R") tales que 4 € L},.(R"). Méas aitin, del Ejemplo 1.5, se deduce que esta
condicién excluye a todos los polinomios.

Definicién 1.14. El espacio de Sobolev homogéneo de orden s € R, denotado por

H*(R™) se define como

(R = ue ' (R") it € Lu(R") y  [Jull o < +o2).

loc

donde la norma || - |

s estd definida en (1.7).

Es importante aclarar que H *(R™) es un espacio normado, al cual le podemos dotar de
un producto escalar de modo que este sea un espacio de Hilbert, si y sélo si s < 3. Esto
viene dado por la siguiente proposicion.

Proposicion 1.12. HS(R") es un espacio de Hilbert con el producto escalar

o) = | 6P a©RQ A wve iR,

C n
siy solo si s < 3.

EJEMPLO 1.8. La masa de dirac en 0 no pertenece a ningin espacio de Sobolev ho-

mogéneo H*(R™).

En efecto, dado que bo =1 (Ejemplo 1.5), haciendo un cambio de variable a cordenadas

polares se sigue que

25=J g2
R’)’L

+00

g =co [ o dp
0

[160]

N 2
)| de=|
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2s+n—1

Si 2s +n > 0 entonces la funcién p no es integrable en el infinito, y si 2s +n < 0

entonces no es integrable en el origen.

Por otra parte, la Proposiciéon 1.7 nos permitié conocer la relaciéon de inclusion que
mantienen los espacios de Sobolev no homogéneos. En contraste, para el caso de los
espacios de Sobolev homogéneos, lamentablemente no existe una relaciéon de inclusién
que los pueda comparar. Sin embargo, si se tiene una desigualdad de interpolacion, que
se describe en la siguiente proposicion.

Proposiciéon 1.13 (Desigualdad de interpolacién). Sean si,s0 € R yue Hsl(R”) N
H*(R™), entonces u € H*(R"™) para todo s, < s < s5. Ademds, si s = 0s1 + (1 — 0)s,
con 0 € [0,1], entonces

0 -0
[[ull 7 < full Il

A pesar de que no existe un orden de inclusiéon para el caso de los espacios de Sobolev
homogéneos, si se los puede comparar con los no homogéneos, dependiendo del signo del
orden s € R.

Proposiciéon 1.14. Sea s € R.

1. Si s >0, entonces H*(R™) € H*(R") y ademds

|| s < [ullgs para todou € H*(R").

2. Si s <0, entonces H*(R") = H*(R") y ademds

)| s < [ullgs s para todo u € H*(R™).

Enunciamos otras dos propiedades importantes de los espacios de Sobolev homogéneos

para terminar esta seccion.
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Proposiciéon 1.15 (Relacién con el espacio de las funciones test y la clase de Sch-

wartz). Sis < —4§ entonces el espacio de las funciones test y la clase de Schwartz no

estdn contenidos en H*(R™).

Proposicién 1.16 (Espacio dual topolégico). Dado s € R tal que |s| < 5, H™*(R")

es el espacio dual topoldgico de HS(]R”).

4.3. Desigualdades de Sobolev y Leyes de producto Las Leyes de produc-
to son una herramienta de gran utilidad al momento de tratar ecuaciones diferenciales
no lineales. En particular, nosotros las utilizaremos extensamente en el estudio de una
perturbacion de la ecuacion de Benjamin-Ono en los Capitulos 3 y 4. En el Lema 7.3,
pagina 130, de Lemarié-Rieusset (2016) se utiliza el teorema siguiente para demostrar
las Leyes de producto, lo enunciamos conjuntamente pues en si mismo es un resultado
valioso.

TEOREMA 1.4 (Desigualdades de Sobolev). Sea 0 < s < % y2 <p < +0 tal que

=s+ %. Entonces existe una constante ¢, > 0 que depende de la dimension tal que

0|3

lully < eallullze,  pora todow e H*(R").

TEOREMA 1.5 (Leyes de producto 1). Sea s > %, entonces:

27

1. Para todo uw € H*(R") se tiene que u € L*(R™) y

el oo < Cns [l s -

2. Para todo u,v € H*(R"™) se tiene que uv € H*(R™) y

vl e < ens llull g 0]l -

Por ultimo presentamos Leyes de producto que involucran espacios de Sobolev homogéneos.
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TEOREMA 1.6 (Leyes de producto 2). Sean u,ve ' (R"), s >0y 0<d < 7. Se

tiene:

1. Siu,ve H*(R") n HY(R™) entonces uv € H**9~2 (R") y

ull s ) -

HS

[luv]] gpors—g < e ([l go 0]l s + []0]
2. Siu,ve H*(R") n H (R") entonces uv € H**~3(R") y

ulljs) -

Hs

vl s + ]

[luv]] govs-g < e ([ull g
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Capitulo 2

La Transformada de Hilbert
1. Definicion de la transformada de Hilbert

Este capitulo lo dedicaremos completamente a la transformada de Hilbert, operador
que aparece en la perturbacién de la ecuacion de Benjamin-Ono que estudiaremos en los
Capitulos 3 y 4. Haremos un estudio que comprendera: la definicion de la transformada
de Hilbert, la accién de la transformada de Fourier sobre este operador y revisaremos
algunas de sus propiedades mas importantes. El lector que desee profundizar sus conoci-
mientos sobre el tema puede dirigirse a King (2009) o a la Seccién 4.1 de Grafakos (2008);
seccion de la cual fue extraida y desarrollada gran parte del contenido que a continuacion

presentamos.

La transformada de Hilbert de una funciéon f: R — C en un punto x € R se escribe

CcOomao:

Hf(x) — Tim ~ T gy =y L[ S

O y—zjze Y =2 SO )yze Y

dy, (2.1)

)
y—x
f()

cerca de x, se evita este inconveniente definiendo a la integral f ~—=>dy como el limite
R

cuando esta exista. Ante la posibilidad de que la funcién y — no sea integrable

de integrales convergentes que ezcluyan a x:

f ) dy, cuando € — 0.
ly—zlze Y =T

Estos limites son llamados integrales de valor principal y en la literatura se los reconoce

por estar precedidos por las siglas p.v.. En particular utilizando esta notacién en (2.1)
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tenemos que la transformada de Hilbert de f en x estd dada por

Hf(x) = lp.v. 1) dy = 1p.V. JR f(my_y)dy.

s RY — X m

Para dar una justificacion tedrica adecuada de la transformada de Hilbert, deseamos
conocer los espacios funcionales sobre los cuales estd bien definida. Para ello, el primer
objetivo es saber para qué tipo de funciones existen las integrales que aproximan a este

operador, llamadas transformadas de Hilbert truncadas.

La transformada de Hilbert truncada (a la aproximacién €) de una funciéon f: R — C

en x € R se escribe como:

74(©) le f(y)d :_l Md’
J le—arIZE ’ JIyZE !

T y—x T Y

cuando esta exista. Los espacios de Lebesgue (salvo L*(R)) son ejemplos de espacios
funcionales para los cuales la transformada de Hilbert truncada esta bien definida. En la

siguiente proposicion lo explicaremos més en detalle.

Proposicién 2.1. Seane >0y 1 <p < +w y f € LP(R), entonces

}’H(C)f(a:)| < +o0, para todo x € R.

DEMOSTRACION. Notamos por p’ al nimero tal que % + z% = 1.

» Sil <p< 400, se tiene que

1

\H(e)f(xﬂ < f i |f(x _y)|dy

|y

v 1 %
< — )PP d ~d
(L|>e 7w =)l y> <f|y>e lyl” y)

2
<HfHLp(p,_1€ p) < +0o0.

29
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= Si p =1, entonces

‘H(e)f@)} < 1J| Mdy < (sup 1) ||f||L1 = 1 HfHLl < +0.
y|=e

wi=e |l

g

Por otro lado, cuando p = o0, la transformada de Hilbert truncada no esta definida. En

efecto, consideremos la funcién signo dada por:

.
1 siz>0,

sgn(r) =4 —1 siz <0, (2.2)

0 sixz =0.
\

Calculamos H'®) sgn(x), dependiendo de la posicién de a:

» Si —e <z < €, entonces

1 selr—y),
T Jlyze Yy

—€ _ +0o0 —
L[, Loy,

T™J—wo Y ™ Y

1“1 1 ("1
= —— ( dy+f —dy
Y e Y

H' sgn(z) = — Yy

Y

= Six < —¢, se tiene que

1 T _ 1 —€ _ 1 +00 _
H sgn(z) = — J sen—y), 1 f sen—y), 1 f s —y)
™ —0 y ™ T T € y
1 ("1 1 (1 1 ("1
z—f dy+f dy+f —dy
TJly Tde Y T Je Yy
1 ("1 11 1 (1
:J dy—i—f dy+f —dy = +o0.
™ —T y 7T xT y ™ € y

= El caso cuando x > € se sigue de manera analoga al caso anterior.
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Ahora bien, hasta este momento hemos visto algunas funciones f tales que H' f(x) estd
bien definido para todo x € R y para cualquier aproximacion € > 0, pero esto no implica
que su transformada de Hilbert esté bien definida. Para ver esto basta considerar el punto

1
x =0y la funcién f(x) = —. Dado € > 0 se tiene que
T

1 1 1 1 1 2
O =1 | ty=r| =
y|=e

T Jiyze ¥ — 0y T Y e

que es finito, pero que tiende a +o0 cuando € — 0.

Por otro lado, un tipo de funciones para las cuales se garantiza la existencia de la
transformada de Hilbert en algiin punto z € R son aquellas que pertenecen a L'(R) y que

satisfacen la condicion de Holder cerca de .

Definicién 2.1 (Condicién de Holder cerca de un punto). Dado x € R, decimos
que una funcion f: R — C satisface la condicion de Hdélder cerca de x si existen

constantes ¢y, 0., B, > 0, que pueden depender de x, tales que

f(2) = fy)] < colz—y|™,

para todo y € R tal que |y — x| < 0.

Proposicién 2.2. Sean z € R y f € L'(R) una funcién que satisface la condicion de

Hélder cerca de x. Entonces eziste H f(x) = lir% HE f(x).

DEMOSTRACION. Tomando € > 0 mds pequeno que d, (lo cual no es descabellado

pues haremos tender € a 0), tenemos que

1 1
m e<|z—y|<ds y— T o <|z—Y| y—x
_ 1[ f(y)—f(ﬂf)d“lf f(z) dy+lj fy) "
TJe<la—yl<s. Y= T Je<lo—yl<s, Y — % T Jspcla—yl Y — T

1
= *(]1 + [2 + ]3)
e

31



Analizamos las tres integrales por separado.

= Para I, como f satisface la Definicion 2.1, tenemos:

J fW) = @), <J HOREICIFY
e<|z—y|<d, r—y e<|z—y|<dz ‘.’IJ - y|

_ olPe
gf leﬂf yl a
e<|z—y|<éa |ZL‘ - y‘

— ch 2|1 dz
€<|z|<0

c
2L (5P — Py,
Bz( v )

Tomando € — 0 se tiene

lim
e—0

[ sy e
e<|z—y|<éy r—y 51‘

s Para Iy:

L 1@) gy = f(x)fe Yiz—o

<le—y|<de Y — T <|z|<6s #
= Finalmente, para Ij:

L () dy‘ gL HOIFm. LKM e+l o 1J6Z<Z| f(x + 2)| dz

e<lz—y| Y — T =<|z—y| |y - I| |Z| 5~T

que es finito pues f € L*(R).
0
En particular, toda funcién ¢ € .#(R) satisface la condicién de Holder cerca de todo
z € R (puesto que [p(z) — ¢(y)| < [|¢']| = [z — y| para todo y € R) y por tanto podemos

definir su transformada de Hilbert. Con lo dicho anteriormente, estamos en la capacidad

de definir la transformada de Hilbert en la clase de Schwartz.
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Definicién 2.2 (Transformada de Hilbert). Dado ¢ € .#(R), definimos a la trans-

formada de Hilbert de o como

Hop(z) = m HVp(z) = 1P-V'f A1) dy = —lp'V-J Wdy,
R R

=0 ™ y—x 7
para todo x € R.

Observaciéon 2.1. La transformada de Hilbert es un operador no local.

Es decir que, dados ¢ € Z(R) vy x € R, la cantidad He(x) no puede ser determinada
solamente por los valores que toma ¢ sobre una vecindad de z. Es necesario conocer toda

la imagen de ¢ para calcular su transformada de Hilbert en x.

Para ilustrar como opera la transformada de Hilbert daremos algunos ejemplos.

EJEMPLO 2.1. Consideremos la funcion caracteristica X[q5 en el intervalo [a,b] defi-

nida por
1 sixe|a,b]
X[a,b] (l‘) =
0 sino.
Mostraremos que
1 |z — b
M () (1) = o Tt par todo x < R ({a} o ().

para lo cual, primero probaremos que la transformada de Hilbert truncada de X[qp) €s

|z—al

m CUCLndO T > b,

—2log*
H) (X[a,b]) (z) = < %logJr % cuando T < a, (2.3)

+ |z—b]
€

1 + |z—a 1
——log"™ == + —log cuando a < x < b,

\

donde log™ x = logx cuando x > 1 y cero caso contrario.

Antes que nada notemos que la indicatriz X[, pertenece a L'(R) y satisface la con-

dicion de Holder solamente para los x € R distintos de a y de b. En efecto, si x pertenece
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al intervalo abierto (a,b), entonces existe ¢, > 0 tal que B(x,d,) < (a,b). Se sigue que
Xlap)(B(2,02)) € Xqap)((a,b)) = {1} y en particular |x(qu (%) — X (¥)| = |1 = 1| = 0 pa-
ra todo y € R tal que |z — y| < %. Siz # [a,b] se tiene lo mismo de manera andloga pues
el conjunto [a, b]® es abierto y la indicatriz x4 se anula fuera del intervalo [a, b]. Por otro
lado, si x = a o x = b, no podemos hallar una vecindad de x en donde se cumpla la con-
dicién de Hélder pues |x[a4(a) — Xy ()| = 1 para todo y < a y [x[as(b) = X[ap(¥)] = 1
para todo y > b. Asi, se puede definir la transformada de Hilbert para x # a y = # b.
Sea x € R distinto de a y de b, por definicién de la transformada de Hilbert de x4

se tiene que

a T —
H (Xjan) (2) = —Jl | Wdy, (2.4)
y|=e

pero como

1 sita<z—y<b
X[ab) (T —Y) =
0 caso contrario,

entonces el conjunto A :={yeR|z —b<y<x—a, |y =€} eslaregion en la cual
la integral (2,4) no se anula. Como un paso previo para obtener (2.3) debemos integrar

sobre la regién A, dependiendo de las posiciones de z — by = — a.

i.Siz—b<z—a<—-€oe<z—b<ax—a

H.Siz—-b< —e<e<z—a:

1 (M~ 1 1 (1 1 T—a 1 z—0b
H (Xjan)) (2) = —J —dy — J —dy = ——log! + —log!.
T) Yy o T € T €
ili. Siz—-b< —-e<z—a<e
1 1 1 |z — b
© = —— —dy = —1
" (X[a b]) (@) ™ L—by Y & €



v. Por dltimo, si —e<zrz—-b<zxr—a<e

H (Xjan) (x) = 0.

Utilizaremos esta informacién para obtener la igualdad (2.3). Analizaremos solamente

el caso cuando x > b > a, el resto de casos se siguen de manera analoga. Existen tres

opciones:
» Sie<z—b<z—a, entonces — [z — d = [z —dl > 1. Luego, por (i):
max(e, [z —b]) | — 10
1 |z — al 1 |z — al
H (Xa = =1 = —Zlog" .
(xiai) () T 08 |z — b — méax(e, |z — b|)
» Si0<x—0b<e<x—a,entonces — [z —a = [zl > 1. Luego, por (iv):
méx(e, |z — b|) €
1 |z — al 1 |z — al
H (Xa =——log—— = ——log™" :
(i) (@) T BT T méx(e, |x — b|)
» Si0<z—b<x—a<e entonces — [z = al = 2=l < 1. Luego, por (v):
méax(e, |z — b|) €
H (Xay) () =0 = —llogJr [z —al
[a5] 7% max(e, |z — b))’

Finalmente, como tomaremos el limite cuando € — 0 de H(e)(x[mb])(x), podemos tomar e

suficientemente pequeno, de manera siempre se tenga (ii), asi

1 —b 1 -0 1 )
H (Xjop)) (2) = ~ lim <log ‘ ‘ [ log |2 |> R VRN e N et
xr—a €

T =0 70 Zlr—al w "|v—al
EJEMPLO 2.2. Dado a > 0, la transformada de Hilbert de la funcion f(x) = %
2 +a
es Hf(z) = —ﬁ para todo x € R.
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Se puede comprobar sin dificultad que f es integrable y satisface la condicién de Holder
cerca de todo punto z € R, entonces sabemos que existe la transformada de Hilbert de f.
Sea z € R, por definicién de H f(x) se tiene que

Hfx) = ~lim L«

2 2
T 0 Jly—zjze Y —TY" ta

dy.

Expresamos al término dentro de la integral como la suma

1 a _ A, N B,y + C,
y—xy:+a: y—ax Yy +a’
de dond de obt facilidad que A ® B o R —
e donde se puede obtener con facilidad que A, = ———~, B, = —————,C, = ——.
P q a? + z? a? + z? a? + z?
Entonces
1 a 1 Y 1
Hf(r) = ————=1lim f d —J d —ZEJ —d
T = ( TR PR N
1 a ,
= ————1im(L1(e) — Ir(e) — xI3(¢)). (2.5)

7 a? + 22 >0
Estimamos el valor de cada integral por separado y tomamos el limite cuando € — 0. La

integral I (€) se calcula

1 1
I(e) = J dy = f —dz = 0.
ly—z|=c Y — T |z|=€ ?

Para I5(e€), por facilidad consideraremos tres casos dependiendo del valor x.

= Six =0, se tiene que

y
I (€ =J dy = 0.
() N

= Six > 0 tomamos € tal que 0 < x—e. Luego, la region de integracion es el conjunto
(—OO,I‘—G] Y [l’—i—G,OO) = (—OO,—;C—E] Y [—LL’—E,QJ—E] Y [$+€,+(X))

y se tiene que

Y
e
2( ) y—a|>e y2+a/2 Y
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y Ty
i e [,
ly|=|z+e y2 + a2 —x—€ y2 + a2
1 2, 9y 1 2 2
=§ln((x—e) +a)—§ln((x+e) + a”),

que tiende a 0 cuando € — 0.

» El caso cuando z < 0 se sigue de manera andloga al caso anterior.

Finalmente, para I3(¢€) se tiene que

Iy(e) - f' Ly

y—z|=e y2 + a?
1 1

@ Jy—af>e (y/a)Q +1

1 ( y r—E€
= — | arctan (—)
a’|_

+ arctan (Q)
a

Q

+00
0 T+e
X — € T T xr + €
(arctan < ) + — 4+ — — arctan < ))
a 2 2 a

r—c T +e€
(7r + arctan ( ) — arctan ( )) ,
a a

7r
que tiende a — cuando € — 0. Entonces (2.5) es igual a
a

Qi Q|

X
a? + 22

Hf(x) =

Antes de dedicarnos al estudio de las propiedades de la transformada de Hilbert, in-
troducimos la distribucion temperada valor principal de Cauchy, en la cual nos basaremos
para proveer una definicién equivalente de este operador.

Definicién 2.3. La distribucion temperada valor principal de Cauchy, denotada por

1
V.p.;, se define como

1 1
<v.p.x, go> = —lim de, para todo ¢ € . (R).

T e—0 |z|>e €T

Probemos que v.p.— es en efecto una distribucién temperada. Por un lado, como para
x
0)

todo ¢ € Z(R) la funcién o es impar y gracias al teorema del valor medio, se sigue
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que

[ ew-w0,
e<|z|<1 T

< J sup |¢'(z)| dx (2.6)
e<|r|<1 z€ER
=2(1—¢)sup |¢'(z)].
zeR
Entonces
lim J @dx < 2sup |’ (2)] .
=0 e<lzl<st T

zeR

Por otro lado

1
< f 2] (@) —gdz
2] >1 ||

f o(7) I
lzj=1 T

1
< sup |zp(x)| —dx (2.7)

zeR || =1 |ZL’|
= 2sup [zp(z)].
zeR

Por lo cual, de (2.6) y (2.7) se colige que

1 2 2 2
(ontp)| < Zswpltall + 2 suplogt@l = 2 (o) + (o)
xTre

La siguiente igualdad relaciona al valor principal de Cauchy con la transformada de

Hilbert, en el sentido de las distribuciones temperadas.

Proposicién 2.3. Para todo ¢ € L (R) se tiene que

1
—Hp = (v.p.x) * .

DEMOSTRACION. Sea ¢ € . (R), gracias al teorema de Fubini se sigue que

<(V.p.1) * (D, ¢> = <V.p.1 D * ¢>
T T
llnéjmxf o(y)ely —x dy dz

= limf o(y J oy — x);dx dy
|z|=e

e—0



= —lim JR d(y)H 9 p(y) dy. (2.8)

e—0

Por otro lado, como ¢ € .(R), siguiendo los mismos célculos realizados en demostracién

de la Proposicién 2.2 (pégina 31, con 8, =6, = 1y ¢, = ||¢||,») podemos deducir que

. 2 1
HOp(@)| < 2 16/l e + Il (29)

para todo x € R (y con € < 1). Entonces podemos utilizar el teorema de la convergencia

dominada de Lebesgue para introducir el limite en (2.8) y concluir

((v03) 00 == [ ot i wostuy

= <_H907 ¢> :

2. La accion de la transformada de Fourier para la transformada de Hilbert

en el espacio de las distribuciones temperadas

Por la Proposicién 2.3 (pagina 38) se sigue que para calcular (He)" (¢ € .7(R)), basta
con estimar la transformada de Fourier del valor principal de Cauchy y luego utilizar
la propiedad de la transformada de Fourier relativa a la convoluciéon. En la siguiente

1
proposicion empezaremos por la transformada de Fourier de p.v.—.
x

Proposiciéon 2.4. La transformada de Fourier (en el sentido de las distribuciones

temperadas) del valor principal de Cauchy es la funcion

<V.p.i>/\ _ _isen(-).
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DEMOSTRACION. Sea ¢ € .#(R), utilizando el teorema de Fubini y dado que la

cos(&x)

funcion r — es impar, se sigue que

(nd) )Gt

L, [
= Z1lim ¢()
m EH0J|$‘ZE €T
1 i 1 ,
= —1lim - ( f go(g)e—zrfdg) dx
T 20 Jis = T \JR
L. f . 1
= —lim | p(§) (cos(€x) —isin(€x)) —dx | d€
v e—0 JR l>|x|>€ xr
1 i ) 1
= —lim | (=2)¢(&) sin(z€)—dx d§.
T 0 Jp L>]z|>e T
Teniendo la identidad
1
lim sin(xg);dx = 7 sgn(§), para todo £ € R, (2.10)

|z| =€

y la cota uniforme

=2 <4 para todo ¢ € R,

fié sinfy) |

¢ Yy

ﬁ sin(z€) idx

< =|z|>e

(ver la pagina 263 de Grafakos (2008) o la pagina 193 del Apéndice de Loachamin (2020)),

podemos utilizar el teorema de la convergencia dominada de Lebesgue, para obtener

((w03) wo)=1] ety | sinlat) o
- | @i sentee

g

La proposiciéon anterior nos permite deducir facilmente que la transformada de Fourier

de Hy (p € L(R)) es la funcién

Ho = — Kv.p.;) ‘ @] . (i sgn), (2.11)



en el sentido de las distribuciones. Observemos que en términos de la transformada de

Fourier inversa, la transformada de Hilbert se puede ver como
Ho(x) = ((isgn)p)” (), para todo x € R. (2.12)

Esta ultima expresion nos es til para deducir ciertas propiedades, como veremos en lo

posterior.

Observacién 2.2. Como primera consecuencia de esta nueva caracterizacion, podemos
observar que la transformada de Hilbert de una funcion en la clase de Schwartz no nece-

sariamente se mantiene en la clase de Schwartz.

En efecto, consideremos una funcién ¢ € .(R) tal que p(z) = 1, para todo |z| < 1.
Luego, definamos ¢ € .(R) como: ¢ = ¢”. De este modo, se tiene que
_ . i si £€(0,1],
HO(E) = 1 sgn(§)e(§) =
—i si £e[-1,0).
Pero entonces % no es una funciéon continua en el 0 y por tanto no esta en la clase de

Schwartz.

Por otro lado, la transformada de Hilbert es un operador lineal inyectivo pues, si
tomamos ¢, ¢ € . (R) tales que Hp = He, entonces 7/{g\0 = (isgn)p = (1 sgn)@ = 7fl\¢ en

el sentido de las distribuciones temperadas. Por tanto

fR i 5en(€)(B(€) — HE)DE)E = (i sgn)(@— ), ) = 0, para todo v € F(R).

Pero como .7 (R) es denso en L2(R), se sigue que i sgn(€)3(€) = i sgn(€)o(€) c.t.p. £ € R.

Luego, de la continuidad de ¢ y gg se concluye que ¢ = QAS y en consecuencia ¢ = ¢.
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De este modo se garantiza la existencia del operador inverso de H: . (R) — H(./(R)),

el cual no es otro que —H: H((R)) — #(R) pues

—H(Hp) = —[(i sgn) (i sgn)$)*)"]" = — [(i sgn) (i sgn) @] = o, (2.13)

para todo ¢ € .7 (R).

3. Algunas propiedades de la transformada de Hilbert en los espacios de

Lebesgue y Sobolev no homogéneos

En la Secciéon 1 de este capitulo definimos a la transformada de Hilbert en la clase de
Schwartz, la cual esta contenida en los espacios de Sobolev no homogéneos. Con respecto

a este enfoque, dados s € Ry ¢ € #(R) se tiene que

[ Hel 2 (214)

e = fR (1+ €1 | He(€)[2de = fR (1 +1€1%)* i sgn(&)@(&)[* dé = |||

Entonces, utilizando la densidad .(R) en H*(R) y (2.14), podemos definir la transfor-
mada de Hilbert de H*(R) en H*(R), la cual es una isometria (ver el Apéndice B). Otra
caracteristica relevante es la relaciéon que existe entre la transformada de Hilbert y su
operador adjunto, que viene dada por la siguiente igualdad: H* = H~! = —H. En efecto,
dados u,v € H*(R), se tiene que

(Huu, 0) i = f (1 -+ |€[2) Hu(€)a(€) de

_ JR“ + [€1%)% sen(€)a(€)d () de
T JRG + [€1%)*a(€)i sgn(€)a(€) ¢
- fRu + JE?) e Hu(€)d

= (u, —Hv)ys.
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En particular para s = 0 y por la relacién de Parseval (propiedad 11 de la Proposicion

1.4, pdgina 13) tenemos lo mismo para L*(R):

Gmmp=L%ﬂmmww

- o | A

o RGLGL:

- ij@mg(x) da

(f,—Hg)r2. (2.15)

La aparicién de la transformada de Hilbert en algunas ecuaciones diferenciales y de ma-
nera particular en la ecuacién que estudiaremos en este trabajo de titulacién, enfatiza
la importancia de la siguiente propiedad, que nos asegura que podemos introducir la

derivada dentro de este operador.

Proposicién 2.5. Sean s € R, ue H*(R) y k € N, entonces 0*Hu = Ho*u.

DEMOSTRACION. Utilizamos las propiedades de la transformada de Fourier alusivas

a la diferenciabilidad. Para c.t.p £ € R tenemos que

(0% (Hu))* (&) = (i)* (Hu)" (§) = (i§)"(i sgn(£))a(§) = (i sgn(§))(0"u)"(€) = (H(*u))"(£).
O

Para terminar este compendio de la transformada de Hilbert nos enfocaremos en el marco
de los espacios de Lebesgue. El primer acercamiento lo tuvimos en la Proposicion 2.1,
pagina 29, donde se prob6 que la transformada de Hilbert truncada H'® f(z) estd pun-
tualmente bien definida para todo x € R y para todo f € L’(R), con 1 < p < +0o0, lo que
sugiere la posibilidad de estudiar H sobre estos espacios. Por otro lado, dado que H es

una isometria en todos los espacios de Sobolev no homogéneos (Proposicién B.1, pagina
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141), en particular se sigue que H es un operador lineal y continuo en H°(R) = L*(R).
Utilizaremos este hecho como base para demostrar la continuidad de la transformada de
Hilbert en LP(R), para todo 1 < p < +0o0.

TEOREMA 2.1. Para 1 < p < o0, existe una constante positiva C, tal que
1Mol < Cpllellps (2.16)

para cada @ € . (R).

DEMOSTRACION. Sea ¢ € .#(R). Para iniciar la demostracién probaremos la siguiente

igualdad

(He)? = ©* + 21 (pH) (2.17)

que nos ayudard mas adelante. Si notamos la funcién m(§) = i sgn(&), para £ € R se tiene

P*(&) + 2 [H(eH)]" (§) = 50+ B(§) + —m(§)@ » He(E)

2 T
= 0 P(6) + —m(E)g+ (mE)(E)
- 57 | emete—nan+ Zm(©) | cmmne(e —ndn

Gracias a que la convolucién es conmutativa se sigue que

P+ 2 UM (€) = 5 | empte —mdn+ —m(6) [ cmlé ~ ot ~m

) (2.19)
Sumamos (2.18) v (2.19) y dividimos para dos:
PO+ 2[HPHON (€)= 5 [ pnate = n) [1-+ m(&) (m) + s — )] d. (2:20)
Ademss, de la identidad
Lt m(©m{n) + m(Em(E —n) = mlmm(E —n),  paratodoy £0,  (221)
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(ver (A.1), pagina 134 del Apéndice A) obtenemos

2(6) + 2[HeHO €) = — | emee — mymmme — ) dy

I
|
X
S
*
X
S
o

Tomando la transformada de Fourier inversa obtenemos la igualdad (2.17).

Ahora nos disponemos a comprobar que se cumple (2.16) para todo 1 < p < +o0. Por
un lado, como la transformada de Hilbert es una isometria en H°(R), también lo es en
L3(R) pues, de la Identidad de Plancherel (propiedad 12 de la Proposicién 1.4, pagina

13) tenemos

1 1 1 1
Holl s = ——||Ho|| 12 = —— ||H - 5y = ,
Pell = —=IFpller = <= I1Fello = == llello = <=IIllz2 = Il
(2.22)

A partir de este hecho y de la identidad (2.17) probaremos utilizando induccién que (2.16)
es cierto para los p de la forma p = 2%, con k € N. En efecto, el caso cuando k = 0 se
tiene de (2.22). Luego, suponemos que se tiene el resultado para algin p = 28 (ke N) y

mostraremos que se cumple lo mismo para 2p = 281, Se tiene que

2
HHQOHL% = H(HSO)QHLp
<||¢?|| ., + [12H(eHO)I 1
< |lellrzs + 2C, [|oHel| o
= |lel[220 + 2C, [|”(He)?||}F
Pllr2p p [P )l

2 1 1
< |1@l1Za0 + 2C, [[@P |7 || (He )| |12
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2
< HSOHL2P +2C, HSOHL2P HH@HL% .

De esta manera

2
(\|H¢|!sz> oo el 4
el 20 " el e ’

[ Heoll L2
ol L2

0 =200 - 1= (a=Cp+4/C2+1) (a=C, =y /C2+1) <0

Pero como el término o — C), + 4 /Cg + 1 es positivo (pues 4 /Cg +1 > C,), deducimos

y si notamos o = , entonces

que

a<Cp+4/C2+ 1.

Es decir que

el < (Co+4/C2+ 1) gl = Cop Il (2.23)

donde Cy, = (C'p +4/CF + 1).
A partir de la continuidad de H en LP(R) para estos p especifcos podemos probar

que (2.16) también se satisface para todo 2 < r < 400, utilizando interpolacién. Dado

2 < r < +o0 arbitrario, se puede encontrar un k € N tal que r se encuentre entre 2% y

1—-46 0

T + g Luego, utilizando el

1
2k+1 en otras palabras, existe 0 < 0 < 1 tal que ~— =

,
teorema de Riesz-Thorin (Teorema 1.2 de la pagina 8) con py = qo = 2%, p1 = 1 = 281,

My = Cor, My = Corrr y p = q = 1, se tiene que
16l < Co*Conan llell e = Cr [l

donde C, = C;[ngkH.

Finalmente, para comprobar que se cumple (2.16) para los p restantes (1 < p < 2),

utilizamos la igualdad (2.15) (pagina 43). Por un lado, si 1 < p < 2, entonces su conjugado
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i (% + i = 1) es mayor que 2 y podemos utilizar (2.16) con p'. Luego, dado que el espacio

dual de LP(R) es LP'(R), se sigue que

| Howg() do

IHell, = sup

lgll, <1

= sup
llgll, pr <1

fR o) Hg (@) da

< sup ([lell [[Hgll L)

lgll <1

< Cyllollp | sup gl
gl <1

= Gy llell o -

Observacién 2.3. La transformada de Hilbert no es continua en LP(R) con p =1y

p = +0.

En efecto, para p = o0, en la pagina 30 vimos que la transformada de Hilbert truncada
ni siquiera estd definida para todo f € L*(R) y para el caso p = 1 podemos retomar
el Ejemplo 2.1 de la pagina 33, donde probamos que la transformada de Hilbert de la
indicatriz x[qp en x € R\({a} U {b}) es

1 |z — b
—1lo ,
T | —a

H (X[ap)) () =

que no es acotada, ni integrable pues se comporta como la funcién 1/ |z| cuando z — +o0.
Este comportamiento en el infinito sugiere que la transformada de Hilbert mapea de
L'(R) en el espacio de Lorentz L“*(R), lo cual es cierto pero omitiremos la teorfa de
la transformada de Hilbert sobre estos espacios. Al lector interesado le recomendamos

revisar la referencia Chamorro (2020) o las Secciones 1.4 y 4.3 de Grafakos (2008).
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Capitulo 3
Una perturbacion no local de la ecuacion de Benjamin-Ono

Las ecuaciones dispersivas no lineales son una parte importante dentro de la inmensi-
dad del campo de las ecuaciones diferenciales en derivadas parciales. Una razén relevante
para comprender el porqué de su estudio es que muchas de estas ecuaciones pueden ser
tomadas como buenos modelos para describir numerosos fenémenos fisicos, en especial
para aquellos en donde intervienen propagaciones de ondas. En un contexto fisico, las on-
das se dicen dispersivas si, como indica la descripcion, se dispersan en el medio conforme
evoluciona el tiempo (Linares y Ponce (2015)). A aquel lector que le invada la curiosidad
sobre el trasfondo matematico que compone a este tipo de ecuaciones le recomendamos

leer Linares y Ponce (2015).

Un ejemplo de ecuacion no lineal dispersiva es la célebre ecuacion de Benjamin-Ono

owu(t, r) + Ho2u(t, z) + u(t, v)d,u(t,x) = 0, (t,z) e RT x R, (B-0)

donde u: Rt x R — R es una funcién en cierto espacio de Banach. La ecuacién expuesta
en la anterior expresion fue introducida por Thomas Brooke Benjamin y Hiroaki Ono
(véase Benjamin (1967) y Ono (1975)) para describir la propagacién de ondas internas en
fluidos estratificados (flujos compuestos por diversas capas de fluidos, que se encuentran

separadas por sus distintas densidades) a gran profundidad.

Existen algunas variantes de la ecuacién (B-O) que modelizan otros procesos fisicos.
El estudio de una de ellas es el objetivo de este proyecto de titulacion, que tendra un punto

de vista meramente matemético. Concretamente, nos enfocaremos en una perturbacion
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no local de la ecuacién (B-O), descrita como

Ou(t, v) +Ho2u(t, ) +u(t, v)u(t, x) +nH(0,u(t, x) +2u(t, z)) = 0, (t,r) e R" xR,

donde 7 es un parametro estrictamente positivo. Es asi que en este capitulo abordaremos

el problema del buen planteamiento tanto local como global en tiempo.

1. Una perturbacion no local de la ecuacién de Benjamin-Ono

El problema de valor inicial de la perturbacién no local de la ecuacién de Benjamin-
Ono propuesta en este proyecto de titulacién para un parametro n > 0, viene descrito

por

oru(t,x) + Ho%u(t, ) + u(t, ) d.u(t, ) + nH(0.u(t, ) + dSu(t,x)) = 0, (t,z) e (0,T] xR

T

u(0,x) = up(z), reR,
(3.1)

donde up: R — R es un dato inicial para el tiempo ¢ = 0y u: [0, 7] xR — R es la solucién
de (3.1), con un tiempo de existencia 0 < 7' < +00. La perturbacién no local esta dada
por el término n H(d,u(t, x) + 2u(t, x)). La no localidad refiere a que la transformada de
Hilbert, que aparece en la perturbacién, es un operador no local (ver la Observacion 2.1,
pagina 33).

Esta ecuaciéon es un buen modelo aproximado para ondas largas unidireccionales en un
sistema de dos capas de fluidos no viscosos incompresibles (ver Cortez y Jarrin (2020)).

Por otro lado, la misma ecuacién ha sido utilizada para modelar turbulencias de plasma

(véase Qian et al. (1989)).

Observacién 3.1. Sin =0, entonces (3.1) es el problema de Cauchy de la ecuacion de

Benjamin-Ono (B-0).
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Debido a que nuestras técnicas en el abordaje de este problema estan intrinsecamente
ligadas al término no local nH(0,u(t, z) + 02u(t, x)), no nos permiten dar resultados para

la ecuacién de Benjamin-Ono (B-O).

2. Problema lineal asociado

Para empezar el estudio de nuestro problema de la ecuacién (3.1) partiremos de su

problema de valor inicial lineal asociado

dru(t,x) + Ho2u(t, x) + nH(Opu(t, z) + du(t, x)) = 0, (t,z) e (0,T] xR

U(O,LL’) = U()(l'), r € R,
(3.2)

donde ug es un dato inicial suficientemente regular y u : [0,7] x R — R es la solucién de
(3.2) con un tiempo de existencia 0 < 7" < +00. Procederemos a encontrar la solucién de
este problema en términos de la transformada de Fourier. Se sigue de la siguiente manera:
fijando ¢ > 0 tomamos la transformada de Fourier, en el sentido de las distribuciones

temperadas y en la variable de espacio en (3.2). Obtenemos las siguientes igualdades

(rult, ) +Hu(t, ) + M (Cpult, ) + du(t, )" ()
= Oyt €) + i sgn(€)(i€)* a(t, €) + n(i sen(€)((i€) alt, &) + (i€)*a(t, €))
= dv(t, &) — i€ €| alt, &) — n(|¢] - €] a(t, &) = 0,
@(0,€) = ito(€).

Es asi que abarcar el problema lineal (3.2) equivale a solventar el problema en ecuaciones

diferenciales ordinarias en variable de tiempo ¢

oi(t, &) — (i€ €|+ n(lE| — |€)) a(t,€) =0,  0<t<T

(0, &) = ()

(3.3)
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Es claro que esta EDO de primer orden (fijando &) tiene por solucién
at, &) = ot (ElEl+n (1€1-1€*)) 0(8), 0<t<T. (3.4)
Luego, pasando la transformada de Fourier inversa, la solucién de (3.2) es
u(t,x) = K,(t,-) = up(x),

donde

. v 1 . .
K, (t,z) = (etasmr+nua—wa3») _ Qﬂ_J;(yw56t05M~+nO£FJHSM de. (3.5)

Como hemos dicho en el Capitulo 1, para que esta expresion tenga sentido y K, (t,x)
exista sin ningin problema, es suficiente con demostrar que e (iglel+n(gl =) g Lé(R).

Esto lo comprobamos a continuacion:

et Il (E1=1E) | g¢

‘gm%mm«ﬁ> :f

L% R

:fgmHﬂ%
R

+00
=9 J et (5—63)d5
0

2 , +o0 )
=9 <J et (5*65)615 + f etn (é&")dg)
0 2

=2(L + ).

El término I; es finito ya que es la integral de una funcién continua sobre un conjunto

compacto. Para probar que la integral I es finita constataremos que
. 2
e (E=€) < 7 (1473@_%) _%>, para todo & > 2.
En efecto, por un lado es facil de verificar la igualdad

2
¢ = (€ — 1) +3 <§ — g) — ;, para todo & € R. (3.6)
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Por otro lado, notemos que para todo & > 2 se tiene que
5 , 1 2\°
(5—1)2(5—1)21 f—§ : (3.7)

Efectivamente, dado & > 2, la primera desigualdad se tiene trivialmente y la segunda se

sigue del hecho que

2\ > 20 32 4 8
4(5—1)2_<f—3> :352—354‘9:3(5—3) <§—9>>0-

Luego, de (3.6) y (3.7) obtenemos que &* — ¢ > 2 (¢ - 2)2 — £ y por tanto

e (E=€%) < o7t (%(5_5)2_%), para todo & > 2.

Con esta ultima desigualdad podemos observar que la funcién de la derecha pertenece a

la clase de Schwartz y esto asegura la integrabilidad de la funcién de la izquierda.

Observacién 3.2. Es viable tomar la transformada de Fourier en (3.2) pues este es
un problema definido en todo el espacio R y la transformada de Hilbert es un operador
no local. Un problema sobre un dominio acotado no podria ser resuelto utilizando la

transformada de Fourier.

A la funcién K, definida en (3.4) se le conoce como el nicleo asociado al problema
lineal (3.2). A partir de estimaciones sobre K, se puede llegar a criterios sobre la existencia

de soluciones del problema (3.1) en los espacios H*(R), con s = 0.

Por otro lado, en el marco de la teoria de semigrupos en espacios de Banach, K,
genera el semigrupo asociado al problema no lineal (3.1). Desde este punto de vista es
necesario precisar la definiciéon de semigrupo continuo en espacios de Banach.

Definicién 3.1 (Semigrupos continuos en espacios de Banach). Sea E un espacio de
Banach. Una familia de operadores lineales y continuos de E en si mismo (S(t))=o,

se dice semigrupo continuo en E si satisface lo siguiente
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1. S(0) = 1.

2. S5()S(t) = S(t+ ) para todo t, T = 0.

3. thrgl S(t)u = S(to)u para todo u e E y todo ty > 0.
—10

4. lim S(t)u = u para todo u € E.
t—0+
La siguiente proposicién nos permite tener mas claro a lo que nos referimos cuando

decimos que K, genera un semigrupo continuo.

Proposicién 3.1. Sean n > 0 y s € R. Definimos la familia de operadores (S,(t))i=o

en H*(R) como

1 . . A
S, (tu() = QJ it G U167 6) de = (K, (1,)8)" () = K, (t, ) » u(x),
T Jr
(3.8)
para todo uw € H*(R) y todo x € R. Entonces se tiene que (S,(t))i=0 €s un semigrupo

continuo en H*(R).

DEMOSTRACION. Lo primero que debemos hacer para que la asercién enmarcada en
esta proposicion tenga sentido es probar que para todo t > 0, S, () es efectivamente un
operador lineal y continuo de H*(R) en si mismo. Por un lado, es evidente que S, (%)

es lineal para todo t = 0 pues es la convoluciéon de dos funciones. Ahora probemos que

Sy(t) e L(H*(R)). Sea u € H*(R), se tiene que

1Sy (O)ul e = [[E(E, ) = u|

2
Hs

2
Hs

[ 2\s| ~ 2
= | L+ [E1)°[K(E, ©)al) [ dE

. 3 N
(1+ |§|2)s|et(z£|§\+n(|§|—|£\ Ik ’u(g)‘Q d¢

e
= = ° =®

(1+ [g*) e 70 fa(e)[* de. (3.9)
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Analizamos el término €27 (€-1€") dentro de la tltima integral dependiendo de tamaifo

de [£]|. Para todo [£] < 1 tenemos que

3
e2t77(|§|—‘5| ) < 6277”5' < 62”7,

y para todo || > 1:

€2t77(‘5|*‘§|3) < 1 < 627577.

Es decir que 2 (81-16°) < 2 para cualquier € € R. Juntamos esta informacién con (3.9)

para obtener

|15 (t)u|

2 _ j (1 + €[2)e2m =) 6) 2 g
< e fRa €2 ae) [ de

= e || |5 - (3.10)

Una vez probado que S,(t) € Z(H*(R)) para todo ¢t > 0, ahora nos enfocaremos en

demostrar que (S,(t)),., es un semigrupo continuo en H*(R), para ello debemos verificar

t=0

que satisface las cuatro condiciones de la Definicién 3.1.

1. Para probar el primer literal ocuparemos la transformada de Fourier de K, (¢,-),
la cual es
K, (t,€) = ¢ (i€l€l+n (1€1-1€1*)

A,

En particular para ¢t = 0 tenemos K, (0,£) = 1, por lo tanto

2. Para este punto volvemos a hacer uso de la transformada de Fourier del nicleo

K,, para escribir:

Koy(t + 7, €) = eltrnElebn el -1
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— ot GElEl+n (I€1-161%) o7 (i€l€l+n (1€1-1€))

= K, (t,&) K, (7,€).

Por ende, tomando la transformada de Fourier inversa en la anterior igualdad,

obtenemos

3. La continuidad de S,(t) para todo ¢ > 0 se vera mas adelante en el Lema 3.3
(pagina 68).

4. La continuidad de S,(t) en el tiempo ¢t = 0 la demostraremos por medio de
sucesiones. Sea (t,)neny una sucesion de niimeros no negativos tales que LHPOO t, =

n

0, se tiene que

; 2 ; 2\s| tn(i —1e? N 2
Jim 15yt )u = ally. = T [ (L gl (S 1R ae) dg. - (3.)

Como la sucesién (t,,),en es acotada (pues es convergente), si notamos M = sup ¢,
neN

para todo £ € R podemos acotar
|t el (€1l _ 112 < (emtn(€-E") 4 1)2 < (enin 4+ 1) < (e™ + 1) < 400,

lo cual justifica la introduccién del limite en la integral (3.11) por el teorema de

convergencia dominada de Lebesgue y nos permite llegar a lo deseado.

55



Observacion 3.3. La desigualdad (5.10) indica ademds que [|S,(t)|] 4 s () < €™

3. Estructura de las soluciones mild

En los cursos elementales de ecuaciones diferenciales en derivadas parciales se intro-
ducen dos tipos de soluciones: las fuertes o clasicas y las soluciones débiles. Las soluciones
clasicas son todas las funciones suficientemente regulares (refiriéndonos a la regularidad
clsica medida por los espacios €*(IR)) que resuelven sus respectivas ecuaciones diferen-
ciales puntualmente, mientras que las soluciones débiles son distribuciones temperadas
que satisfacen su correspondiente ecuacién diferencial en el sentido de las distribuciones

temperadas. En el contexto del problema (3.1) esto quiere decir que

(Opu + HPu + udyu + nH(0pu + 03u), 9y = 0, para todo p € .7 (R x R),

(u(0), 1) = (ug, ), para todo ¢ € Z(R).

Si miramos de una manera aguda la naturaleza de estas dos clases de soluciones, se puede
deducir que existen diferencias sustanciales entre ambas, ya que una distribuciéon es un
concepto mucho més general que una funcién (incluso para funciones no tan regulares
como pueden ser funciones Lebesgue integrables). Es por ello que muchos de los resultados
sobre soluciones de ecuaciones en derivadas parciales varian entre estas dos clases de
soluciones. Bajo este punto de vista, un problema interesante en anos anteriores fue
encontrar cierto tipo de soluciones que se encuentren en medio de estos dos conceptos. Un
caso particular de esta interrogante, fue encontrar soluciones no regulares que resuelvan
el problema en sentido de distribuciones y que ademas pertenezcan a ciertos espacios de
Lebesgue. Un ejemplo de dichas soluciones para ciertas ecuaciones en derivadas parciales,

son las llamas soluciones mild, que en una perpectiva general son funcidones que verifican
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una ecuacién integral de la forma

u(t) = S(t)uo + Jo S(t—71) f(u(r))dr,

donde S(t) es el semigrupo asociado a la ecuacion diferencial, f : [0, +o0[— E (E es un
apropiado espacio de Banach) una funcién continuamente diferenciable, que viene dado

por la ecuacién diferencial y ug, dato inicial del problema de Cauchy a tratar.

Se puede demostrar que una solucion clasica verifica la ecuacion integral y que una
solucién mild verifica la ecuacién en derivadas parciales en sentido de las distribucio-
nes. Para profundizar en el tema sobre las soluciones mild desde una 6ptica totalmente

abstracta invitamos al lector ver Kunisch y Schappacher (1980) y Hille y Phillips (1957).

Ahora bien, en el caso que nos concierne una solucién mild serda una funciéon que
verifique una ecuacion integral asociada al problema (3.1) y que ademas sea obtenida por
un argumento de punto fijo de Banach. La siguiente definicién habla del tema.

Definicién 3.2 (Solucién mild). Liamaremos solucion mild del problema (3.1) (aso-

ciada al dato inicial ug) a toda funcion u que verifica las siguientes dos condiciones:

U pueda exrpresarse comao:

u(t,x) = K,(t, ‘)*uo(x)—fo K, (t—7, )= (u(r, )0yu(r, ) () dr, 0<t<T,zeR,

(3.12)
donde el nicleo K, estd definido en (3.5).
= u Sea obtenida por un argumento de punto fijo de Banach.
A la expresion (3.12) se la conoce como formula de Duhamel.
Observacién 3.4. 1. Pueden existir funciones que verifiquen la ecuacion integral

pero que no sean obtenidas por un argumento de punto fijo de Banach (por ejemplo

criterios de compacidad).
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2. La expresion (3.12) podria existir incluso en el caso de que u no sea diferenciable
y por ende no ser una solucion clasica del problema, sin embargo como veremos se
puede mostrar que una solucion mild es una solucion en sentido de distribuciones

temperadas.

Nuestro principal propdsito es probar la existencia, unicidad, propiedades de decreci-
miento y regularidad de las soluciones mild de (3.1). Para ello, seguimos algunas ideas
introducidas por Kato en Kato y Tanabe (1962), apropiadamente adaptadas a nuestro
problema. Esto se debe principalmente al hecho de que la parte lineal del problema en
cuestion genera una familia de operadores que definen un semigrupo. De esta forma, al
realizar un analisis cuidadoso, mostramos que esta familia de operadores satisface algunas

propiedades “buenas” que nos permiten realizar el estudio propuesto.

Regresando a la formulacién integral (3.12), creemos que es necesario explicar el pro-
ceso completo de su deduccién. En la seccidon anterior nos inspiramos en la teoria de
ecuaciones diferenciales ordinarias para encontrar la solucién del problema lineal asocia-
do a (3.1), donde la transformada de Fourier desempené un papel fundamental. En un
espiritu similar buscaremos la forma que tiene la soluciéon del problema no lineal, teniendo
presente que los calculos que expondremos a continuacion son estimaciones a priori que
nos dan una buena informacion de la estructura de las soluciones que estamos buscando.
El estudio pertinente y riguroso de existencia de solucion de este problema lo realizaremos

en la Seccién 4.

Aplicando la transformada de Fourier con respecto a la variable espacial en (3.1)

obtenemos la ecuacion diferencial ordinaria en variable de tiempo ¢

orat,€) — il alt,€) —n (€] — [€°) alt,€) = — (u(t,-)pult, )" (),
(0, &) = (),

(3.13)
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que puede ser resuelta con el método de variaciéon de parametros. La solucion a este

problema (fijando £ € R) viene dada por

at, &) = K,(t,€)tn(€) — L Kyt —7,€) (u(r,)du(r, )" (Qdr, 0<t<T.

Luego, tomando la transformada de Fourier inversa, la solucién u(t,z) se tendria que

escribir de la forma

Observacion 3.5. Es claro que cuando t = 0, la solucion mild es ug.

Ciertamente, como (.5,(t)):>0 es un semigrupo continuo, para x € R se tiene
u(0,2) = K,)(0,) = ug(x) = 5,(0)up(x) = up(x).

Como hemos dicho antes, este nuevo tipo de solucién estd entre las soluciones clésicas
y las débiles. Es facil ver que si u es una solucién clasica del problema (3.1), entonces
verifica la formulacién integral (3.12). Mientras que para demostrar que una solucién
mild verifica la ecuacién (3.1) en el sentido de las distribuciones temperadas tenemos la

siguiente proposicion.

Proposicién 3.2. Toda solucion mild del problema (3.1) es una solucion en el sen-

tido de las distribuciones temperadas.

DEMOSTRACION. Sea u una solucién mild del problema (3.1), dada en la Definicién

3.2. Queremos probar que

(Opu + HO*u + udpu + HIu + 02u, o) = 0, para todo ¢ € /(R x R).
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Utilizaremos la transformada de Fourier con respecto a la variable de espacio, en el sentido

de las distribuciones temperadas. Por un lado se tiene que

O, o) = {((Gu)") ", )

<(at< . *uo—f K,  (ubsu(r, ))dT>)A,<pV>
< ( UO—JK ) (ubsu(r, ))AdT),¢V>
=<6tf(7,(t,~)ﬂo < JK ) (udu(r, ))AdT),¢v>. (3.14)

Calculamos el término de la izquierda dentro del producto en dualidad.

O (t,-) uo—ét( fK ) (wdgpu(r ))Adr)

oyl ()" dr) — e 00 [ Ryl (st ) ar)

0

= 6tkn(t ) (UO -
0

= (ilelg +n gl - 1) (ffnos, Yo = | Koyft =) (wdadr )’ dT) — (udu(t, )"

= (ilel€ +n el — 16%)) alt, ) — (ulsult, )"

Reemplazamos esta tltima igualdad en (3.14), asi

Bru, o) = {(i €] € + (€] = [€P)) alt, ) — (udzult, )", ¢") . (3.15)

Por otro lado

(H2u + udyu + n(Hou + 0%u), )

= ((HO%u + udyu + n(Hezu + 65u))")", @)

= ((H2u(t, ) + udzu(t, ) + nH(0ult, ) + Bu(t, )", ")

= (i sgn(&)(i€)a(t, ) + (udzu(t, )" + n(i sgn(§))((@§)a(t, &) + (i€)*a(t, ), ¢*)

— (i1 € +n(lel = [€1))alt, ) — (udult, )" 0" ) (3.16)
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Como el lector podré percatarse, los lados derechos de (3.15) y (3.16) son la misma

expresion pero con signos contrarios. Sumando las dos igualdades se sigue que

<(9tu + H&iu + ud,u + nH ((%Eu + &iu) , g0> = 0.

4. Buen planteamiento local y global en los espacios de Sobolev

En esta seccién nuestros esfuerzos estaran orientados a documentar el buen plantea-
miento del problema (3.1) en el entorno de los espacios H*(R) (con s > 0). Es preciso
entonces establecer lo que entenderemos como buen planteamiento. De manera general,
dado F un espacio de Banach, diremos que el problema (3.1) esta bien planteado local-
mente en £ si para cualquier dato inicial ug € E, existe un tiempo finito 7'(||uol|5) > 0
y una unica funcién u € €([0,T]; E), solucién mild de (3.1). Asimismo, diremos que el

problema esta bien planteado globalmente si T" puede ser tomado arbitrariamente.

Para alcanzar nuestro objetivo de establecer el buen planteamiento de (3.1), nos re-

mitimos a la estructura integral de la solucién mild asociada a uy € H*(R):

u(t,x) = K,(t,-) = up(x) — ft K, (t—1,-) = (u(r, ) 0pu(t,-)) (x)dr, 0<t<T,zeR.
0

(3.17)

La presencia de la solucién u en la integral de la derecha sugiere que una manera oportuna

de resolver el problema (3.1) es manejarlo como un problema de punto fijo en algiin espacio

de Banach. Por tal razon, precisaremos el teorema de punto fijo que garantice la existencia

de una solucién de nuestro problema.

TEOREMA 3.1 (Teorema de punto fijo de Picard). Sean (E,||-||z) un espacio de
Banach, Uy € E un dato inicial y B : E x E — E una forma bilineal. Si existe una

constante C' = 0 que satisface:
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1. ||B(u,v)||z < Cllul|g ||v|| g, para todo u,v € E.

2.4C |||l < 1.

Entonces existe u € E solucion del problema
u = Uy + B(u,u), (3.18)
y esta es la dnica solucion dentro de la bola Bg(0,2||Usl|z).

La demostracién de este teorema se puede consultar en el Apéndice D, pagina 146, de

Loachamin (2020).

Ahora bien, en el contexto del buen planteamiento local del problema (3.1), nues-
tro principal candidato de espacio de Banach para el uso del Teorema 3.1 deberia ser
%([0,T]; H*(R)). Sin embargo, la misma estructura integral de las soluciones mild sugie-
re que dichas soluciones no necesariamente pertenecen a este espacio, es asi que antes de
trabajar en el espacio de las funciones continuas de [0, 7] a valores en H*(R), nos enfoca-
remos en construir soluciones en un espacio de Banach que contenga a €'([0,T]; H*(R)).

Por la igualdad de normas, el espacio de Banach sugerido es el siguiente:

Sean s = 0y T' > 0. Notaremos al espacio de Banach

Ej = L*([0,T]; H*(R)) = {ue . (R* x R) | ||ul

B < +00}, (3.19)

provisto de la norma

[l gz = Sup lu(t, )] s ue EF.

Il

Para facilitar nuestro estudio reescribimos la férmula (3.17) del siguiente modo
u(t,x) = Up(t, x) + By(u,u)(t, z), 0<t<T,zeR, (3.20)

donde

Up(t,x) = K,(t,-) = up(x), 0<t<T, zeR,
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L Lt O K (t — 7, ) = (u(T, - )u(T,-))(x)dT, 0<t<T, zeR, (3.21)

B’](ua U)(tv ZL’) = _5
y u,v € E5. En la igualdad (3.20) utilizamos el hecho que

L K,(t—7,) = (u(r,-)du(r,-)) (x)dr = ;L O Iy (t — 7, ) = w? (7, ) (x)dr

Més adelante justificaremos la existencia del término 0, K, (¢, -), en el Corolario 3.1 (pagina

70).

de los operadores (5,(t)):=0 en H*(R) (ver la Observacién 3.3) se tiene que

Hs»

Se puede mostrar sin ninguna complicacién que Uy € Ef. En efecto, de la continuidad
e [[uo|

)

sup ||S,(t)ug|] < sup (e”t||u0|
<t<T 0<t<T
(3.22)

g = Sup ||Kn(t» )*UOHHs
0<t<T

[1Uo]

que es finito y por ende Uy € E7..
Para demostrar las hipdtesis faltantes del Teorema 3.2 necesitamos algunas propie-

dades particulares del semigrupo (S,(t))i=0. En la siguiente subseccién produndizaremos

sobre el tema.
Estimaciones del semigrupo continuo S,. En esta subseccién reunimos

4.1.

algunos resultados relativos al semigrupo continuo (5, (t)):>o definido en (3.8), pagina 53.
Es importante mencionar que todo lo que veremos a continuacién funciona solamente si

trabajamos con un tiempo ¢ estrictamente positivo.
El primer lema que presentamos avala una propiedad de aumento de regularidad de

la familia (S, (t))i~0 en el marco de los espacios de Sobolev no homogéneos.

LEMA 3.1. Sean n > 0, t > 0, s € R y A\ > 0. Entonces se tiene que S,(t) €

ZL(H*(R), H"A(R)). Ademds, existe una constante cy > 0 tal que
para todo u € H*(R).

et
]| g7

< Gy X
2

(nt)

Hs+A

|15 (t)u|
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La idea completa de la demostracion fue extraida de la pagina 10 de la tesis de

doctorado de Alvarez (Alvarez (2003)).

DEMOSTRACION. Sea u € H*(R), el caso cuando A = 0 se sigue directamente de la

desigualdad

1S (Eull . < €™ [ul

Hs»

vista en la Observaciéon 3.3, pagina 56. Entonces supondremos que A es positivo para el

resto de la demostracion. Se tiene que

|15 (t)u|

;Sﬂzj( 1+ €2)" 2t (e g (¢) P de

< sup ((1 N |§|2)A62nt(|6—|§3)>f (1+1€%)" Ja(e)[* d¢
R

£eR

< exsup ((1+ [¢)e2 ) uf,
£eR

< ey [sup o2t (6=€%) | sup (52/\ 2t (6—€%) >]
| £20 €20

<o le? + sup <£2>\62nt (5—53)> + sup (52,\ Mt (6— 53)
| o<é<l 1<¢

<o |e? 4+ sup (€2) sup <e2nt(£—€3)> + sup <£2Ae2nt(§—€3)> lull?,.
| 0<é<l1 0<e<l1 1<¢

(3.23)

< ey 2627” + sup (fD 20t (6% )]

1<€

Para acotar el término sup (f%e%t (5_52)> definimos una funciéon g como
1<¢

g(€) = P et (e- € para todo £ = 0

A fin de hallar el méximo de g calculamos su derivada e igualamos a 0. Buscamos & > 0

que satisfaga

g'(€) = AP (1 - 2)€P e () < 0.
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Es decir, queremos encontrar £ > 0 que cumpla

A+ nté(1 —26) = X + nté — 2nte?

1A
- (-5 53)

et ) )

Pero como £ debe ser positivo, la tinica opcion posible de & es

1 [
§0:=4<1+ 1+8nt>.

Dado que ¢g(0) = 0, g(§) > 0 para todo £ > 0y & > 0 es el inico punto critico de g,

entonces g debe alcanzar su maximo en &,. Ahora calculamos g(&;), tenemos que

1 1 A 1 A 2\
277f(€o—€3)=2nt[4+4 1+877t_16<2+877t+2 1+8m)]
1 1 A
=t + -ty |14+ 8= — A
4"+4”\/+7nt

Luego g(&) se estima

(&) = g e ©=50)

2)
1 141+ 81 eiﬂﬁimﬂ/Hs%_A
T nt

o)

< L ot IVEAVAE
16>

Gracias a la desigualdad de Young para nimeros no negativos (véase la pagina 12 de

Brezis (2011)) se tiene que

A
>e;nt+;(;(M)2+;(m)2) . ((Ut) + 1) am

ofen) < er (1+ -

1
(mt)?
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Trayendo a colacion la Proposiciéon A.1 que se encuentra en la pagina 135 del Apéndice

A, podemos acotar (nt)* < cye™. De esta manera tenemos que

627715

(nt)*

sup g(€) = 9(60) < o (*) e < o, (3.24)

0<é (nt)

Ayudéndonos de esta desigualdad volvemos a (3.23), obteniendo finalmente

150 (t)u|

Srein < Oy l262’7t + sup 9(5)]
0<¢

< C}\ |:€277t + 6277t ]
(mt)*

_ 2nt (7715))\ + 1 < 63nt
= C)€ ( t))‘ X C) ( t))‘ .
n n

Se concluye el resultado tomando tomando la raiz cuadrada a cada lado. U

Observacién 3.6. Del Lema 3.1 tenemos que el operador S,(t) (t > 0) aumenta la
reqularidad de las distribuciones temperadas en los espacios de Sobolev no homogéneos de

forma ilimitada.

De manera més especifica, para cualquier s € R y v € H*(R) se tiene que S,(t)u

pertenece al espacio H*(R) := ﬂ H"(R).

r=0

El siguiente lema muestra que si s > —1/2, entonces los operadores (.5, (t))~o también

pueden ser vistos como aplicaciones lineales y continuas de L'(R) en H*(R) (s > —1/2).

LEMA 3.2. Seann > 0,t > 0ys > —1/2. Entonces se tiene que S,(t) € £L(L*(R), H*(R))
y existe una constante cs > 0 tal que
5
ez L
1Sy () ul| s < co—7 lul| 1, para todo u € L™ (R).
6

(nt)
La demostracion que presentamos es idéntica a la desarrollada por Borys Alvarez en la

pagina 7 de Alvarez (2003), salvo por minimas diferencias en los calculos y en la cantidad

de constantes que aparecen en la parte derecha de la desigualdad.
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DEMOSTRACION. Sea u € L'(R). El plan de la demostracién consiste en obtener la
funcion Gamma (definida en (A.3), pagina 136 del Apéndice A), que conocemos que es

finita para todo ntimero real positivo. Se tiene que

|19 (t)ul

%=kumwm@m%@m6
ku%WMWK\(»%

+o0
<mw;LU+&%W%w

2 \/5 3 +00 5
< 2 |Jul7: f (1+ &%) €= ge + J\[ (14 £2)ze (€= q¢
0 2

+00
< 2|[ul3, <\/§3562\/§’7t + Jﬁ (262)%em <5€3>d§> . (3.25)

2 3

Para todo & > /2, tenemos que 52 > 1, por tanto £ — & > 52 y asi

I8 eyl < 2l (Vareon s [ o)

9s +00 o
I R A L A——— 2 e dn
g 3(nt) s Jo

25 2 1
’)7 3

1
S [P R ——
(nt) 5

V2 (1) 55

(nt) ™5~

= Cs ||ulLs

2s5+1

Utilizando la Proposicion A.1, pagina 135 del Apéndice A, podemos acotar (nt) 3 <

cee™. Luego

ISu (0l < o luls S < ol —
Syullgs < esllullpy — < eslu |L1 PN
(nt)™s~ (nt)=s~
Tomando la raiz cuadrada a ambos lados el resultado se tiene. O
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A partir de las propiedades expuestas en los Lemas 3.1 y 3.2 podemos encontrar las
estimaciones de B, (-, -) (definida en (3.21), pagina 63) en términos de la norma del espacio
E% (dado en (3.19), pagina 62) necesarias para obtener todas hip6tesis del Teorema (3.1).
Pero antes completaremos esta subseccién con tres resultados mas, el primero de ellos
complementa el estudio de aumento de regularidad de la familia de operadores (.S, (%))i=0

y a la vez establece la continuidad del semigrupo (.S, (%)):=o en el intervalo (0, 400).

LEMA 3.3 (Continuidad con respecto a la variable temporal). Sean n > 0, s € R,
A=20,ue H(R), t > 0 y (t,)nen una sucesion de nimeros positivos que convergen a t.

Entonces se tiene que

lim [[.Sy ()u = Sy(tn)u|

n—-+00

Hs+A = 0

DEMOSTRACION. Por un lado tenemos

HS () ( )HHS+)\ — J (1 + ’f’Q)SH et(i£|€|+n(|£\—|£\3)) tn (i€]€]+n (1€]—1€]%)) ‘ ( )| dé
R

- | asierr

t(iglEl+n (1E-1€1%) _ pta(iglél+n (1€1-1€1)) (1+ |£‘ )* | @ (§)|2 de.

(3.26)

Queremos encontrar una cota que no dependa de n para la cantidad

(1+ [ oL GEIEIT (E1-161%) _ pta(i€l€l+n (I€1-1E)) 2

para seguido tomar e introducir el limite en la integral (3.26) via el teorema de convergen-

cia dominada de Lebesgue. Con esto en mente, tomamos p = 1nf t,, nimero estrictamente
neN

positivo, pues si este no fuera el caso podriamos encontrar una sub-sucesion (t,,)men tal

1

que t, < --, contradiciendo el hecho que ¢t > 0. Por otro lado, como (t,)nen €s una
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sucesion acotada (pues es convergente), si notamos M = supt,, se sigue que
neN

3 . _ 3
(1 + [€[2))|emUel-1el) — entnllel—lel*)2
<a(d+ g™ (62’7’505\*\5\3) n ezmnuafm)

<oy | sup ((1 + 1€ (ezntu&\f\aa) n eanus\f\a‘"’))) + sup ((1 1P (e2nt(\€\*\£lg) i eznpusw))}
0<[¢l<1 1<|¢|

<o |2(e”" + ™) + sup ((1 + 1€ (62”“‘5‘*‘53) + eznp(|€53)>>] :
1<[¢]

(3.27)
Luego, como vimos en (3.24), pagina 66 de la demostracién del Lema 3.1, podemos

dominar

f mt 2
(1+ ’§|2)/\ otEl=1e) _ entn(lélil“)‘2 < l2(62nt eI L g g2 67’7A L€ W’A
(nt)*  (np)

= Canit,p,M-

Esta cota completa la demostracion. O

Observacién 3.7. El Lema 8.3 nos informa que si fijamos T >0, s€ R y u € H*(R),

entonces la funcion
Sp(u: (0,T] — HTA(R)
Eo (S,0)u) (1) = Sy
es continua para todo A = 0. Es decir que la funcion S,(-)u pertenece al espacio

C((0,T]; H*(R)): = [)€((0,T]; H (R)). (3.28)

r=0

Para concluir esta subseccién mostraremos una proposicion que utilizaremos poste-
riormente en el Capitulo 4, cuando estudiemos el decrecimiento en variable espacial del
nicleo K,. Lo enunciamos en este punto pues también nos permite determinar la diferen-

ciabilidad de K,(t,), justificando asi la aparicién del término 0, K, en la forma bilineal

Bn(" )
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Proposicién 3.3. Seann > 0,1t >0 ym > —1, entonces
3Int

J|£| ()| < e
(nt) 3

DEMOSTRACION. De nuevo ocupamos la finitud de la funcion Gamma, definida en

(A.3), pagina 136 del Apéndice A. Como > < &° — ¢ para todo & = /2 se tiene que

MO [

V2 +o0
J |§’ t f |d£ =2 JO gment(ﬁﬁ?’)dg_i_J gment(gé?))dé_)

V2

V2 4+ 3
<2 eﬁntf emde + f e d¢
V2

0

2)m+1 2m—+1 +oo
<2 6\/57715 (\f> + 3m+1 f xTQQ_IdZE

m mi1
=2 eﬁ"t(\/i) +1Jr 2 F<m+1)>

1
< Cm (6\/§nt + m+1 >
(nt) @

fnt(nt) m+1 + 1
~ **m m+1
) 3

(nt

m+1

Gracias a la Proposicién A.1 (pagina 135 del Apéndice A) se tiene la acotacion (nt) 3 <
cme™, luego podemos escribir:
e (V2+1)nt o3t
[ gt ol < en o < en
" ()" (nt) =
]

Corolario 3.1. Seant >0 y n > 0, entonces K,(t,-) € €¢*(R).

DEMOSTRACION. Por la Proposicién 3.3 con m = 0 se tiene que K,(t,-) € L{(R).
Luego, nos remontamos a la propiedad 7 de la Proposicién 1.4 (pagina 13), para colegir

que (K, (t,-))" = K,(t,-) € €(R). De la misma manera, utilizando la Proposicién 3.3 con
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m = 1 tenemos que ((i€)K,(t,"))" = 0, K,(t,-) € €(R). Es decir que K,(t,-) € €*(R) y

se sigue de esta manera recursivamente. U

4.2. Estimaciones de la forma bilineal B,. Como mencionamos anteriormente,
entre los preparativos para la aplicacién del teorema de punto fijo de Picard (Teorema
3.1) es necesario obtener estimaciones de la forma bilineal B,(-,-) (definida en (3.21),
pagina 63). En los dos siguientes lemas contenidos en esta subseccion daremos estimativas
mas bien generales, las cuales nos permiten estudiar tanto la existencia local como la
regularidad de las soluciones mild de (3.1) en los espacios H*(R) (s = 0). El siguiente
lema comprende el caso cuando s > 1/2. Esta restriccién se debe a que utilizaremos las

Leyes de producto en H*(R) (s > 1/2), enunciados en el Teorema 1.5 (pagina 26).

LEMA 34. Seann > 0, T > 0, s > 1/2 y 0 < A < 1. Entonces se tiene que
B, € B(E3 x Es, B (donde el espacio E5 estd definido en (3.19) de la pdgina 62) y

se cumple la siguiente desigualdad

1By (u, v)]

3 1—X
snT === s
Ei> S Can €2 T2 ||ul B v| B, para todo u,v € Ej.

DEMOSTRACION. Dados u,v € Ef y 0 <t < T arbitrario, se tiene que

1B, (1, 0) (¢, | s = f 0, It — 7,) = (ulr, Yo(r, ) dr

Hs+A

< L 10Ky (t = 7,) » (u(r Jo(rs Dl yon dr (3.29)

Estimaremos la norma que se encuentra dentro de la integral (3.29). Tomando 0 < 7 < ¢,

se tiene que

102Ky (1 =7, -) = (uo(7, )]

beon = | LHIER 0, (0= )« tun(r )] (O

= JR(l + €)M EP 1Ky (t = 7€) (o (r, )" (6)Pdg
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< | @iy R -t ) @

as - (3.30)

= [[Sy(t = 7)(uv(r, )]

Por otro lado, como s > 1/2, estamos en la capacidad de aplicar las Leyes de producto 1
(Teorema 1.5, pagina 26). Entonces uv(7,-) € H*(R) y |Juv(r, )| s < [Ju(r, )] gs 0T, )| s
De esta manera podemos utilizar el Lema 3.1 (pagina 63) con la funcién wv(r,-) para

obtener

[0 By (¢ = 7, ) (wo(T, )| gosn < (|95 = 7) (o (T, )] grosana
Tt )
< C\————37 ||uulT, - s
(n(t —7)% !
e e (331)
S Oz HULT )| gs 1007 )] gs - .
(n(t—7))"
Combinando esta estimativa con (3.29), se tiene que
t
1By (u, v) (T, )] rosn < fo 02 Ky (E =7, ) = (u(T, o7, )] rosass dT
t egn(t—r)
<o [ S el Ml (e (332
0o (n(t—r)) 2
Cx 3 t 1
< et (sl ) (s ol ) [ ——rar
n 2 o<r<T <r<T 0 (t—7'> 2
3 2 1
= crye” HUHE; H'UHE; ﬁt :
— exn € [ul| g (0] (3.33)

Luego, ya que 1 — A > 0, tomando el supremo en el intervalo [0, 7] concluimos que

g < o€ [l

SUPTHBTJ(%U)@? W gern = |[By(u, v)| Es. vl ES -

0<t<
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LEMA 3.5. Seann >0, A =0 y s = 0 tales que s + A\ < 3/2. Entonces se tiene que
B, € B(E; x E3, B3 (donde el espacio E estd definido en (3.19) de la pdgina 62) y

se cumple la siguiente desigualdad

—2(s+2)
g < Carn 3T [yl

1By (u, v)]

B v| B para todo u,v € Ef.

DEMOSTRACION. Sean u,v € Ef. Como hemos visto en (3.30) de la demostracién

anterior, dados t > 0y 0 < 7 < ¢, podemos mayorar

|00y (t = 7, ) = (uv(T, )]

xS 1Syt = 7)(wo(7, )]

Hs+t +1 - (334)

Notemos que uv € L*(R). En efecto, gracias a la identidad de Plancherel (propiedad 12

de la Proposicion 1.4, pagina 13) se tiene que

[fuwv(T ) g < flulrs 2 (7 )l 2

L. .

= o 1alm )l 1o (T, )l 2

< = {fulr, Mg o, e < +o0

< gl e ol s )

Luego, del Lema 3.2 (pagina 66) se sigue que
egn(t_T)
|15y (t = 7)(wv (7, )| grorars < s [[uv(T, )]s TRV
(n(t—7))" s
e%n(tf‘r)
< Cs,\ ||U(T7 )| Hs U(T’ )| Hs 2(stX)+3 * (335)
(n(t—7))" s

Acoplando (3.34) con (3.35) tenemos que

t
1B ()t s < [ 118, = 7)ol Dl g
0
< cun | e ol e
: (n(e = 7))

t
Cs,\ 5 1
< ﬁezm ( sup HU(Ta')| H) ( sup HU(Ta')’ H)J wdT
n 3 o<r<T 0<r<T 0 (t _ 7_) A
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3 3-2(s+))
6

§77t
= o e llleg [lles 35070
= Cs edmy e [|ul B3 vl Es (3.36)

Como 3 — 2(s + A\) > 0 se tiene finalmente

—2(s+X)
g = S| By(w, v)(t,)|| < corne T Jul
0

lx

By (u, v)]

E;. vl B

El lector podra darse cuenta que el Lema 3.5 comprende el caso cuando 0 < s < 1/2

y 0 < A < 1/2. Asi, los Lemas 3.4 y 3.5 comprenden todos los casos para s = 0.

4.3. Existencia y unicidad local Como explicamos al comienzo del capitulo ac-
tual, el método con el que llevaremos a cabo el estudio del buen planteamiento local
del problema (3.1) en los espacios H*(R) (con s > 0), consistird en tratarlo como un

problema de punto fijo en el espacio de Banach E3. (definido en (3.19), pagina 62).

Lo interesante es que esta existencia de solucion, unida a los lemas anteriores referen-
tes a la ganancia de regularidad de la forma bilineal asociada a nuestro problema, nos
posibilita mejorar el objetivo deseado. Tal es asi que, como veremos, nuestra solucion mild
termina siendo una solucion clasica de nuestro problema. No siendo mas enunciaremos
uno de los principales resultados de nuestro trabajo.

TEOREMA 3.2. Sean s = 0 y ug € H*(R) un dato inicial. Entonces, existen un

tiempo T = T(||uo

ms) > 0 y una funcion ue €([0,T]; H*(R)) , dnica solucion mild
del problema (3.1). Ademds, la solucion mild verifica u € €((0,T]; H°(R)), donde

¢'((0,T]; H*(R)) := [ €"((0,T]; H(R)).

r=0
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Este teorema ya fue previamente demostrado en Fonseca et al. (2019). En nuestra labor
nos ocupamos de todos los detalles técnicos y ofrecemos una forma alternativa y original

para estudiar la regularidad de la solucion.

DEMOSTRACION. Dividiremos la demostracién en tres partes (existencia, unicidad y
regularidad) y en cada parte separaremos en ocasiones los casos cuando 0 < s < 1/2 y

cuando s > 1/2.
Existencia

Para cumplir los requisitos del teorema de punto fijo de Picard (Teorema 3.1, pagina
61) tomamos el espacio de Banach E%. definido en (3.19) de la pégina 62, donde T' > 0

es un tiempo por determinar. El dato inicial electo es

Uo(t,z) = K, (t,-) = up(x), 0<t<T, zeR,

el cual pertence a E3., debido a (3.22) (pdgina 63). Como forma bilineal seleccionamos a
nuestra ya conocida B,(-, -), definida en (3.21) (pagina 63). El tiempo 7" dependera de la

constante C'r que queremos hallar y que debe satisfacer:

LBy (u, v)]| g < Cr|[[ul

||E% E: v| ps, Dara todo u,v € E5.

2. ACr ||U]

g <L,

de donde, buscaremos la constante Cp y fijaremos 7' de modo que se satisfagan las

condiciones de arriba, dependiendo del valor de s.

» Si 0 < s < 1/2 podemos aplicar el Lema 3.5 (pagina 73) con A = 0, entonces

3—2s

5
B S CsmeznTT 6
T

By (u, v)]

ul ES. vl Es T Cr [[ul Es. v B3 - (3.37)

Donde Cr = ¢, e3"TT*%* . Ahora debemos fijar un tiempo T suficientemente

pequeno de modo que 4Cr ||Up|| < 1. Por un lado, si T' < 1, de la acotacién de
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[1To]

Es €N (3.22) (pégina 63) se tiene que

3—2 3—2s
6

ST

s

e ||| o < desne™ [[uol

ACT ||Uo|

5
s S Acsy e2"'T

La eleccién de T

T =min | 1, ! 5 (3:38)
(8csn et [|uo| o) =

cumple con nuestro propésito.

= Si s> 1/2, usamos el Lema 3.4 (pagina 71) con A = 0. Se sigue que

1B, 0)|| g < € e2™TT% [[uf

3,7l
donde Cr = ¢, e2"™T'z. Luego tomamos

1
T = min (1, 2) : (3.40)
(8cne® [[uol| 2

de manera que

ACT ||Us|| < 4y €T3 ||yl <1.

DO | —

e <

Tanto si 0 < s < 1/2 como cuando s > 1/2, se sigue del Teorema 3.1 (pagina 61) que

existe una funcion v € E7 que es solucion del problema
u = U+ B,(u,u).
En otras palabras, existe u que verifica
1 t
u(t,x) = K,(t, ) xup(x) — 2f 0. K, (t—7, )« (7, ) (x)dr, 0<t<T, zeR, (3.41)
0

donde el tiempo T estd definido en (3.38) si 0 < s < 1/2, o bien en (3.40) si s > 1/2.

Notemos que por la definicién de solucién mild de (3.1) (Definicién 3.2, pagina 49), u

deberia escribirse

u(t,z) = Ky (t,-) = uo(z) — Jo Kyt —71,-) = (u(r,-)0u(r,-)) (x)dr, 0<t<T, zeR,
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que no es la misma expresién dada en (3.41). En los siguientes renglones trabajaremos
con funciones que sean soluciones de la ecuacion integral (3.41) y luego mostraremos que
estas mismas coinciden con las soluciones mild del problema (3.1), cuando conozcamos

que son mas regulares en la ultima parte de esta demostracion.
Unicidad

Una consecuencia del teorema de punto fijo de Picard (Teorema 3.1, pdgina 61) es que

nuestra solucién mild que cumple la ecuacién (3.41) es tinica en la bola Bg: (0,2 ||Uy|

5

Esto no nos permite concluir la no existencia de otra solucién fuera de dicha bola.

Asi, para la prueba de la unicidad de solucién sobre todo el espacio Ef de la ecuacién
integral (3.41) suponemos que existen u,v € E¥. dos soluciones distintas asociadas a un

mismo dato inicial ug. Entonces u y v se escriben

1 t
U(t,if) = Kn(t) * Uo(l') a QL aSUKn(t -7 ) * UQ(T, )([E)d’]" reR, 0<t< T7

t
U(t,l‘) = K”Z(t) * Uo(l') B ;f 6$K77(t - T ) * UQ(Ta )(Ilf)d’]’, reR, 0<t<T.
0

Notamos w = u — v, de modo que w tiene la forma

wltr) = =5 | 2yt = 7)< (27 = () (@)ar

1 t
= =5 | Akt =+ (alr) = vl ) (ulr) + ol ) )i
0
1 t
_ _QJ Op Iy (t — 7, -) + (w(7, ) (u(T,-) + (T, ))) ()dT.
0
Luego definimos
T* =sup{0 <t < T|w(t',) =0, para todo 0 < ¢’ < t},
que es el tiempo maximal para el cual v y v son iguales. Nuestro objetivo es probar que

T* =T, de manera que u(t,-) = v(t,-) para todo t € [0, T]. Por absurdo suponemos que
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T* < T, asi podemos tomar un tiempo intermedio 7% < T} < T, el cual usaremos para

contradecir el hecho que T* es maximal. Se tiene que

sup |Jw(t, )[g. = sup jw(t+T%, )] g
T*<t<T: o<st<T1—T*

t+T%
< sup f |0x Ky (t +T* —7,-) # (w(r, ) (u(r,-) + v(7,)|| o d.
0<t<T1—T* JO

Pero como w(7,-) = 0 para todo 0 < 7 < T*, es posible escribir

t+T%
sup |[w(t, )|y < sup f [0 Iy (t + T = 7,-) = (w(T, ) (u(T, ) + (7, )| o dT

TH<t<T 0<t<T,—T* JT*

t+T*
< sup J 1Syt +T* —7) (w(r, ") (u(r,) + 0(T, )| grasr d7. (3.42)
0<t<T, —T* JT*

Nuevamente dividiremos la demostracion en casos:

= Si s > 1/2, por las Leyes de producto 1 (Teorema 1.5, pagina 26) y el Lema 3.1

de la pagina 63 se sigue que

sup |[w(t, )]s

T*<t<Ty

3 (t+T*) t+T% 1
< su c,e2" —_—|w(T, - Nw(r, ) + (T, - dr
<o (@ | e e )+

0<t<T, —T T*<r<t+T

<¢, sup (263”(t+T*) ( sup  ||w(T, )||H) t%) llu + vl

3 1
_ ¢ cbmm ( sup Hw(a-mﬂs) (Ty = T%)3 [ + vl gy

T* <r<Tj

Tomamos 77 lo suficientemente cercano a 7%, de modo que sup ||w(t, )| <

T*<t<Ty
— sup ||lw(t,-)||ys v por ende que w(t, ) se anule en [1*,T1], lo cual es contra-
T*<t<Ty
dictorio por la definicion de T™.
» 5i0<s<1/2, empleamos el Lema 3.2. Entonces tenemos
sup [w(t,-)]| g
T*<t<Ty
5, (b T t+T% 1
<oy s (BT | s [0, e, ) + o, ) dr
0<t<T, —T* T* (t + T* — 7-) 6
— t+T* 1
e swp (BT | =z 0l ) + 00 )l dr
0<t<T, —T* T% (t + T* — 7—) 6
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5 " t4+T% 1
écs,n sup efn(t-ﬁ-T ) < sup |w(T’)||H~") J Md’r ||U+'U||E%

0<t<T,—-T* TH*<T<t+T* T% (t + T* — 7-) (&
- Fn(t+T%) : 6 a2
=csy sup e sup  NJw(r )lgs ) g5t | lutvllg,
0<t<T1—T%* TH*<r<t+T%* — 28 T

5 3—2s
B sup w(r ) g (T =T%) 7 [Jut vl -

T*<r<T)

= Cs.p€

De igual manera al punto anterior, podemos tomar 7} lo suficientemente cercano
a T* para concluir que w(r,-) se anula para todo T* < t < Ty, lo cual no es

posible porque contradice la definicién de T™.

Regularidad

En esta udltima parte de la demostracién probaremos que u € € ([0,T]; H*(R)) n

€' ((0,T]; H*(R)), donde €™ ((0, T]; H*(R)) = [ | €*((0,T]; H"(R)).

r=0

Empezaremos comprobando la continuidad de u en el tiempo ¢t = 0. Como la solucién

se escribe como
u(t,x) = Sy(t)uo(x) + By(u, u)(t, x), 0<t<T, zeR, (3.43)

debemos analizar la parte lineal S, (t)ug y la parte no lineal B, (u, u)(t, -) separadamente.
La continuidad en el tiempo t = 0 de la parte lineal ya fue probada cuando vimos
que (S,(t))i=0 es un semigrupo continuo en H*(R) (s = 0), en la Proposicion 3.1 de la
pagina 53. La continuidad de B, (u, u) en el tiempo ¢t = 0 la demostraremos por medio de

sucesiones. Sea (t,)nen una sucesiéon de nimeros positivos tal que lirJIrl t, = 0.
n—-+0o0

» Si0<s<1/2, de la estimacion (3.36) (pagina 74) con A = 0 se sigue que

1By (u, w)(tn, ) = By, w)(0, )] e = [[By(w, w) (tn, )]

Hs

5, d=2s )
< Csp €2 n° HUHE,;?

que tiende a 0 cuando n — +00.
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» Sis>1/2, de (3.33) (pagina 72) con A = 0 se tiene

|1 By (u, w)(tn,; -) = By(u, u)(0,-)]

e = 1By, w) (L, )]

Hs

gntn % 2
S Cpe? t”HuHE%>
que tiende a 0 cuando n — +oo0.

Esto comprueba que B, (u,u) es continua en el tiempo ¢ = 0 y por consiguiente u también

lo es.

Para la continuidad de u en el intervalo (0,7] probaremos provisionalmente que

sup ||u(t, )|l < 400 para todo 0 < p < T y todor >0 (u € ﬂLOO([p,T]);HS(R)

p<t<T r=0

para todo 0 < p < T), esto nos serd de utilidad para estatuir que u pertenece a
%((0,T]; H*(R)). Por un lado, de la Observacion 3.7 (pagina 69) sabemos que S, (-)ug €

€ ((0,T]; H*(R)), entonces en particular se verifica que sup |[|S,(t)uo||,, < +o0 para

PRI

todo 0 < p < T y todo r = 0. Por otro lado, para comprobar se cumple el mismo control
sobre B, (u,u)(t,-) (y por tanto sobre u) seguiremos un minucioso procedimiento, en el

cual utilizaremos recursivamente el siguiente lema técnico

LEMA 3.6. Seann > 0, T > 0,0 < p < T tal que 0 < 2p < T,0 < X < 1,
s=0yr =0 tales que s + 1 > 1/2. Supongamos ademds que u,v € L*([0, p]; H*(R)) N
L*([p,T]; H**"(R)). Entonces B,(u,v) € L*([2p, T]; H**"*(R)) y se cumple la desigual-
dad

sup HBn(u: 'U)(tv ‘)||HS+7‘+A

2p<t<T

<ot (| sop latroll || s 1ol |+ | sup el | | s o] ).

<t<p St<p pst< p<t<T

Su demostracién la situamos en el Apéndice C (pagina 142). Siguiendo con la demos-
tracion sobre la regularidad de la solucién, tomamos 0 < p < T y N € N cualesquiera. El

procedimiento mencionado anteriormente lo detallamos aqui, dependiendo del valor de s:
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» S5i0 < s < 1/2. Puesto que u € E$, estamos en la capacidad de utilizar el Lema 3.5
(pégina 73) con A = 3/4 (esta eleccién de A es para tener que 1/2 < s+ \ < 3/2).
Entonces B, (u,u) € Ex* y u = S, (-)ug+ B, (u,u) € L2([27V p, T]; H**1). Luego,
del Lema 3.6 conr = 3/4y A\ = 3/4, se sigue que B, (u, u) € L*([2'~Np, T]; H**2(R)).
A partir de este punto podemos aumentar la regularidad de u iterativamente con el
Lema 3.6, con paso constante A = 3/4 hasta obtener u € L*([p, T]; Hs*W+D3 (R)),

pero como N y p son arbitrarios, este proceso nos permite concluir que

we L*([p, T], H*(R)) := () L*([p, T}, H'(R)),  paratodo0<p<T. (3.44)

r=0

» Si 1/2 < s, argumentamos bajo el mismo procedimiento explicado arriba, pero

utilizando el Lema 3.6 durante todo el proceso.

Teniendo en mente (3.44), ahora probaremos que B, (u,u) € €((0,7]; H*(R)) mediante
sucesiones. Sean A > 0 arbitrario, ¢ > 0y (,)neny una sucesion de ntimeros positivos tal
que 7%1_1}1010 t, = t. Tomamos p = }ZlelIg t,, namero estrictamente positivo, pues de no serlo
podriamos encontrar una subsucesién (f,,)men tal que t,, < %, contradiciendo el hecho

que t > 0. Suponemos sin pérdida de generalidad que t,, > t, se tiene que

1By (w, w)(tn, -) = By(u, w)(t,-) | roer

t

tn
J 0Kt — 7,°) * u2(7’, dT — J 0K (t —7,) * u2(7, dr
0 0

Hs+X

dr

tn ¢
< f ||51Kn(tn —7,-) *u?(r, ')HHSM dr +J Héan(tn —71,) xu?(T,) — 0Kt —,-) * u?(r, ") |H5H
t 0

tr p/2
= L ||5xKn(tn —T,) % 1.L2(T, ) ‘HS“ dr + L ||&£Kn(tn —T,) * u2(7’, ) = O Kyt —1,-) % UQ(T, -)HHSM dr

t
+J ||3TK77(tn -7 ) * u2(7—7 ) - aﬂcK”](t -7 ) * u2(7_’ .)HHSJM dr
/2

tn p/2
< J ||S’f](tn_T)(u2(7—7'))||Hs+A+1 dT+f Hs’rl(tn_T)(UQ(Tv')) _Sn(t_T)(u2(7—7'))HHs+A+1 dr
t 0

T 2 2
+ L/2 Hsn(tn - T)(’LL (T, )) - Sﬂ(t - T)(’LL (Ta '))HH5+)\+1 dr

= Il(tn) + Iz(tn) + [3(tn)
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Estimaremos cada integral y tomaremos el limite cuando n — +c0. Primero para I (t,),

del Lema 3.1 (pégina 63), se tiene

I(t,) = j NSt — 7))o dr

Hs+A+1

2
Hs+A+1 dr

3 tn
et [ futr )
t

<e™ sup [Ju(r, )3 (tn — 1)
t<7<itn

?;IS+)\+1 (tn - t)

< e sup |lu(r, )]
p<7<T

que tiende a 0 cuando n — +oo0.

Para I,(t,) utilizamos el teorema de convergencia dominada de Lebesgue. Esto es
posible pues del Lema 3.2 (pagina 66), la norma dentro de la integral I5(¢,) para 0 < 7 <

p/2 se estima

1Sy (tn — T)(u?(7,)) = Sy(t = 7) (w* (7, Nl grs+rsa

< [[8y(tn = 7)(w?(7,))]

Hs+A+1 + HSﬁ(t - T)<u2<7-7 ))}

egn(tn_T) 6%77('5—7')
S s, 2(s+N)+3 + 2(s+ M) +3 Hu<7—7 )|
tp —T)" © 5

(t—7)

Hs+A+1

2
Hs

2
s S [u(r, )
6

<T<§

donde la funcién

2(s+MN)+3
6

f”/z 1 p 6 (,0)32(6“) 2ot | o
——adr = —+—— | | = — ~ ,
0 (p—T)Z(s%eAHS 2(s +A) =3 \\2 g

Finalmente para I3(t,,) nos valemos una vez mas del Lema 3.1 (pdgina 63) y del teorema de

convergencia dominada de Lebesgue. Acotando lo que se encuentra dentro de la integral,
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para todo p/2 < 7 < T se tiene que

1Sy (tn = 7)(u?(7, ) = Sy(t = 7)(u?(7,))|

Hs+A+1

<[|Sy(tn — ) (u?(7,))]

goean +[[Sn(t = T)(w?(7, )]

Hs+>\+1
< e (30, N ones + €317 [u(r, Y Fenn)

< cn(e%"T + e%"t) sup  [|u(T, )| [3reiae1 < +00.

p/2<7<T

Recopilando los limites de las tres integrales concluimos

hm || By (w, w)(tn, -) — By(u,u)(t, )|

TL—)

e S nl_i)rfoo(ll(tn> + ]2(tn) + IS(tn)) =0.

Se ha pues, demostrado que B, (u,u) € €((0,T]; H**(R)). Luego u € €((0, T]; H***(R)),
pero como A > 0 es arbitrario, se sigue que u € €((0,7]; H*(R)).

Una vez estudiada la regularidad de la solucién de la ecuacion integral (3.41), observe-
mos que en efecto es la inica solucién mild del problema (3.1). Como u € € ((0,T]; H*(R)),
en particular se tiene que u(7,-) € H*(R) para todo 0 < 7 < T Luego, d,u(r,-) y u(r, ")
pertenecen a H'(R) y por las Leyes de producto 1 (Teorema 1.5, pdgina 26) se sigue que
0. (u*(1,+)) = 2ud,u(r,-) € HY(R). Por ende, del Lema 3.1 (pgina 63 con A = 0), la
convolucion K, (t — 7,-) # (ud,(7,-)) estd bien definida. Esto nos autoriza a escribir las

siguientes igualdades

u(t,x) = K,(t, ) = up(x J 0 K, (t — 7, ) = u?(t, ) (z)dT

Ky () * (e —JK e 0, (W2t ) (2)dr

= K,(t,-) * up(x f K ( « (u(T, ) 0pu(r,-)) (x)dr, 0<t<T, zeR,

férmula que concuerda con la definicién de solucion mild de (3.1).
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Lo tnico que queda restando en este estudio de regularidad es verificar que dyu también
pertenece al espacio € ((0, T']; H*(R)). Primero, como u es solucién mild de (3.1), entonces

satisface la ecuacion diferencial

ot = —Ho*u — udyu — nH(0pu + 02u), (3.45)

en el sentido de las distribuciones temperadas. Entonces podemos observar que la conti-
nuidad de d,u (en la norma de los espacios de Sobolev no homogéneos) depende de los
términos de la derecha de la igualdad (3.45). Puesto que u € € ((0,7]; H*(R)), basta
con saber si la transformada de Hilbert preserva la continuidad en variable temporal
de funciones y qué sucede con el término no lineal ud,u. Solventaremos estas dudas a
continuaciéon. Con respecto a la transformada de Hilbert, veamos de manera general que
sive€((0,T]; H(R) (r € R), entonces Hv pertenece al mismo espacio. En efecto, to-
mamos ¢ > 0y (t,)neny una sucesion de nimeros positivos que convergen a t. Ya que
la transformada de Hilbert es una isometria en los espacios de Sobolev no Homogéneos

(Proposicién B.1, pagina 141 del Apéndice B), se tiene que

[Ho(t, ) = Holtn, ) gr = [l0(E, ) = 0] e

que tiende a 0 cuando n — +o0.

Para ocuparnos de la parte no lineal tomamos A > 1/2 arbitrario y la misma sucesién

(t1)nen que tomamos arriba. Tenemos

[u(t, ) Ozu(t, ) — u(tn, )Oxu(tn,)|ms+r = [|ult, ) (Qpult, ) — Ozultn, ) + Ozu(tn, )(ult, ) — u(tn, ’))HHSM

< ult, ) (@sult, ) = pultn, )l groen + [[0ultn, ) (ults ) — ultn, )|l grosa-
(3.46)
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Pero como u(t, ), u(ty,, ), Oxu(t, ), dpu(ty, ) € HSAR) y s + A > 1/2, podemos aplicar

las Leyes de producto 1 (Teorema 1.5, pagina 26), asi

Hu(ta )(axu(ta ) - axu(tm ))‘

s+ < Cs,\ Hu(ta ')HHS-M H@xu(t, ) - axu(tnv )‘ Hs+2X

< Cop [ |ults N ggoen [Jult, ) = ulln, Nlgoerss s (347)

[|aultn, ) (ults -) = wltn, Dl gosn < ConllOuultn, )l o [Jult, ) = ultn; )| groea

< Copl|ultn, )l goorsn [Jult, ) = ultn, )|

Hs+A

< csaM ||u(t, ) — u(tn, )|

Hs+X (348)

donde M es una constante no negativa tal que ||u(ty, -)||gssrs1 < M para todo n € N,

que existe pues la sucesion (|[u(tn, -)||s+r+1)nen s convergente (debido a la continuidad

de u). Acoplando (3.46), (3.47) y (3.48) obtenemos

lu(t; ) Qault, ) = ultn, ) Ouultn, )| gser < csnlult-)]

s [[ult, ) = ultn; )| grseass

+ csaM u(t, ) — u(ty, )|

Hs+XA

que tiende a 0 cuando n — +00 con motivo de la continuidad de w. O

Observaciéon 3.8. Utilizando el resultado visto en la Proposicion 4.2, pagina 18 de Cor-
tez y Jarrin (2020), el cual utiliza la regularidad de la solucion, podemos concluir que

nuestra solucion mild es en realidad una solucion cldsica.

4.4. Existencia global En el Teorema 3.2 de la seccién anterior aseguramos la
existencia de una funcién u € €([0,T]; H*(R)) n €*((0,T]; H*(R)), tnica solucién mild
del problema (3.1), donde 7" > 0 es un tiempo de existencia finito y €*((0,T); H*(R)) =

()"0, 1), H"(R)).

r=0
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La razoén final de este capitulo reside en comprobar que se puede extender el tiempo T’
indefinidamente, de modo que u sea la tinica solucion mild global en tiempo del problema
(3.1). Con respecto a este ttimo punto, Fonseca, Pastran y Rodriguez mostraron que
en efecto el tiempo de existencia puede ser arbitrariamente grande (véase la seccion
3.3 de Fonseca et al. (2019)), en los siguientes renglones nos dedicamos a detallar los
pormenores de sus resultados. El método utilizado tiene como base un lema de Gronwall
(Lema A.1, pagina 138 del Apéndice 3), que asegura la no existencia de un fenémeno de
explosién en tiempo finito de u en la norma del espacio L*(R). Esto nos deja extender
temporalmente a la solucién u en el marco del espacio L*(R). Luego, la propiedad de
aumento de regularidad en variable espacial ya estudiada de la solucion nos permite
concluir que u € €([0, +0); H*(R))n€*((0, +00); H*(R)), donde € ((0, +o0); H*(R)) =

()€ (0, +0), H"(R)).

r=0

Empecemos pues, demostrando que no existe un tiempo de explosién para ||u(t, -)]| 2.

Proposicién 3.4. Sean T > 0, s = 0 y u € ([0, T]; H*(R)) n €*((0,T]; H°(R))

solucion mild local de (3.1). Se tiene entonces la siguiente estimacion:
u(t, ) 2 < lJuoll2 €,  para todo0 <t < T,
donde C' > 0 es una constante.
DEMOSTRACION. Como u es solucién mild de (3.1), u(0) = wug y satisface
owu(t, x) + Ho*u(t, ) + u(t, z) Opu(t, x) + nH(Opu(t, z) + Pu(t, z)) = 0,

para todo 0 <t < T y todo = € R. Luego, fijamos 0 < ¢ < T, multiplicamos u(x,t) a

ambos lados de la anterior igualdad e integramos sobre todo R para obtener:

s 10+ | alto) Hetu(t.ado + [ i t.a) duuit )

R
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+ UJR u(t,z) (H(0u(t,z) + u(t,z))) de = 0. (3.49)

Analizemos cada término por separado. Para la integral J u(t, r) Hou(t, x)dz intercam-
R
biamos la derivada con la transformada de Hilbert (ver la Proposicién 2.5 de la pagina

43) e integramos por partes.

JR u(t, r) Hotu(t, ) dr = — J

i Ou(t, x) Op(Hu)(t, z) do = JR O2u(t, x) Hu(t, =) dx.

Pero como el operador adjunto de H en L?(R) es H* = —H (ver la ecuacién (2.15) en la

pégina 43), se tiene que

JR u(t, r) Hotu(t, ) dx = f

R

O2u(t, x) Hu(t, z) do = —J HO?u(t, z) u(t, x) dr,
R

es decir
J u(t, r) Hou(t, r)dz = 0. (3.50)
R

Para calcular la integral f u?(t, z) Opu(t, ) dr la integramos por partes.
R

Lug(t, x) Qpu(t,x)de = — J u(t, z)2(u(t, x) 0 u(t, z))dx

R

= —QJ u?(t, v)0.u(t, ) dx.
R
Por tanto este término también se anula:
J u?(t, x)0u(t, x) dx = 0. (3.51)
R

La integral f u(t,z) (H(0u(t,z) + d3u(t,z))) dx la estimaremos en términos de la trans-
R

formada de Fourier, por medio de la Relacién de Parseval (propiedad 11 de la Proposicién

1.4, pagina 13). Se tiene:

1

:%R

fR u(t, ) (H(Opu(t, z) + Pu(t, z)) dv (H(Opult, ) + 2u(t, )" (©)a(t,€) d¢

- 57 | 5@ () + )i 0706 de
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- o5 | Clerviemacoras (3:52)

Acoplando los estimativos (3.49), (3.50), (3.51) y (3.52) obtenemos

1d
2dt

2
[lult, )l

N

N

1 3\ (4 2
3 | teI— 1M a. o de

1 1

o | (el =leP)lat 1 e + zf (€] = 16 la(t, ) de
lel<1 T Jig>1

1 3\ | A 2

o ‘§|<1(I£|—|§| )la(t, &))" dg

1 3\ (1A 2

o (1€l = 1€7) Nadt, )|z

sup (|¢] — [¢]°) llut, )| -

lg|<1

Lo que, mediante el lema de Gronwall (Lema A.1 del Apéndice A, pagina 138), produce

el control deseado:

[, g < lluol g2 e,

donde C' = (supy<; (|€] — \5\3))5 > 0. O

Para finalizar este capitulo estudiaremos el buen planteamiento global del problema (3.1)

en H*(R) (s = 0), utilizando el altimo resultado visto. Tal estudio se ve reflejado en el

teorema siguiente.

TEOREMA 3.3. Sean s = 0 y ug € H*(R). Entonces el tiempo de existencia de la

unica solucion mild del problema (3.1) con dato inicial ug, construida en el Teorema

3.2 (pdgina 74), es +o0.

DEMOSTRACION. Por el teorema de existencia y unicidad local (Teorema 3.2, pagina

74) sabemos que existe una tnica funcién u € €([0,T]; H*(R)) n €' ((0,T]; H*(R)),

solucion mild del problema (3.1) derivada del dato inicial uy € H*(R). Definimos

T* = sup{T > 0| N u e €([0,T]; H*(R)) n €*((0, T]; H*(R)) solucién mild de (3.1) asociada a ug}.
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Vamos a probar que T* = +00. Por absurdo, suponemos que 7% < 400 y construiremos
una solucion mild de (3.1) para un tiempo més grande que T*, lo cual seria contradictorio

con la definicién de T™.

Por una parte, recordemos que en la demostraciéon del teorema de existencia y unicidad
local del problema de Cauchy (3.1) para un dato inicial vy € L*(R), fue necesario fijar
un tiempo 7" para satisfacer las hipé6tesis del teorema de punto fijo de Picard (Teorema
3.1, pagina 61). Este tiempo, que dependia de la norma de vy en L*(R) y aseguraba la

existencia de una solucion mild de (3.1) al menos hasta el mismo tiempo 7', es el siguiente

1

(8cqe [[voll =)’

T(l[vol2) = (3.53)

(el lector puede constatar dicha eleccion de T' en (3.38), pagina 76). Consideraremos
construir una soluciéon desde un tiempo cercano a T™, para lo cual tomamos € > 0
arbitrario, v, = u(T* — ¢, ) y consideramos el siguiente problema de Cauchy
ot ) + Ho2v(t, x) + v(t, x) du(t, z) + nH(Ov(t, ) + Bo(t,z)) = 0, (t,z) € (0,Ty] xR
0(0,7) = v.(2) = w(T* — e,z), ek
Gracias al teorema de existencia y unicidad local (Teorema 3.2, pagina 74) existe una
tinica solucion mild v € € ([0, Ty(e)]; L*(R)), donde Ty(e) = T(||v|| =) (dado en (3.53)).
Ademds, del mismo teorema sabemos que tal solucién verifica v € €1((0, Ty (¢)]; H*(R))

y entonces, en particular v pertenece al espacio € ((0,Tx(¢)]; H*(R)).
A partir de v podemos construir una nueva solucion mild w para el problema (3.1)
con dato inicial ug. Dicha solucién queda definida en partes como:
u(t) te[0,T* — €]
vt —(T* —¢€)) te|[lT*—¢eT*—e+ Tyh(e)].
Como w € € ([0, T* — ¢ + Ty(e)]; H*(R)) n €1 ((0,T* — € + Ta(e)]; H(R)) es una nueva

solucion mild de (3.1) asociada al dato inicial ug, por la definicién de T* se tiene que
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T* —e+Ty(e) < T* y por tanto Ty(e) < €. Por otro lado, del control de u(t, -) en la norma

de L?(R) proporcionado por la Proposicién 3.4 (pagina 86), tenemos
[1vel 2 = [la(T* = €Iz < €T [Juol[ 12 < €T [Juol| 2,

donde C' es constante que estd descrita en la misma proposicién. La tltima estimativa

conduce a esta otra

1 1

<
2 ~
(Beqet (€T ||uoll2))”  (8ene® [[vel]2)

2 = TQ(E) S 6

1
* 2
(8epet (e [[uol[£2))

(que es fijo) y entonces tenemos que € < ¢, lo cual es absurdo. Esto concluye que 7% debe

pero como € es arbitrario, podemos tomarlo mas pequeno que

ser infinito y la solucién u puede ser definida temporalmente sobre todo [0, +0). O
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Capitulo 4
Comportamiento asintético en variable espacial

En los ultimos anos se ha impulsado el estudio del buen planteamiento del problema
de valor inicial (3.1), no solo en espacios funcionales que midan regularidad, sino también
en aquellos que indiquen algtin tipo de decrecimiento, tanto en variable espacial como
temporal. Este tipo de espacios permiten profundizar en detalle las caracteristicas de

decaimiento particulares que presentan las soluciones de ciertas ecuaciones dispersivas.

Por otro lado, en una vision general, una vez establecido el buen planteamiento del
problema de Cauchy de una ecuacién en derivadas parciales, surgen otro tipo de interro-

gantes. Una nocién que abarca muchas de ellas son las propiedades de persistencia.

A grosso modo se plantea lo siguiente: Si ug, condicién inicial de nuestro problema,
verifica la propiedad A (soporte compacto, decaimiento en variable espacial, analiticidad,
etc.), entonces, jse puede (0 no) asegurar que, u(t,-), la solucién asociada a este dato

inicial, verifique la propiedad A para todo t > 07

Una vez explicado lo que son las propiedades de persistencia, podemos presentar la
contribucion principal de nuestra investigacién. Asi pues, este capitulo sera integramente
consagrado a un problema de persistencia que describa el decaimiento en variable espacial

de la solucién de la ecuacién (3.1).

En este contexto Pastran y Rodriguez (véase Pastran y Rodriguez-Blanco (2006))
mostraron el siguiente problema de persistencia: Si ug € Zo; = H*(R) n L2(R, |-|* dz),

entonces la solucién mild v de (3.1) asociada a ugy pertenece al espacio € ((0,T]; Z2,1).
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Notemos ahora que si u € € ([0, +0); Z21), entonces se verifica
f 2? Ju(z, t))* dx < +oo, para todo t = 0.
R

Para que la anterior expresion tenga sentido es necesario que u decrezca en variable de

espacio al menos mas rapido que la funcién Dicho de otra forma, necesitamos

1+ x|
c

que u ~ e (con € > 0) cuando |z| es suficientemente grande. De esta manera

1+ |x

sabriamos c6mo se comporta la solucién u cuando |x| = M, para algin M > 0. Esta
conducta de la solucion es conocida como su comportamiento asintotico en variable espa-
cial. Siendo asi que el comportamiento asintético en variable espacial de la solucién estd

estréchamente relacionado con la rapidez de su decrecimiento en la misma variable. Se

discutira sobre este punto en la tltima seccion de este trabajo.

Por otra parte, es importante destacar que las conclusiones de Pastran y Rodriguez
reflejan un decrecimiento en variable espacial de la soluciéon u en promedio, debido a que
se encuentran expresadas en términos de la norma del espacio L*(R), pero sugieren que
la soluciéon u podria mantener el mismo tipo de decaimiento puntualmente. A diferencia
de los resultados obtenidos por Pastran y Rodriguez en los espacios de Lebesgue ponde-
rados, nosotros abordaremos las propiedades de persistencia del decaimiento puntual en
la variable espacial de la soluciéon. El problema de persistencia que pretendemos resolver

es el siguiente: si consideramos un dato inicial ug € H*(R) que verifique

c &
T+ [

|uo ()]

para todo x € R,
para algiin 8 > 0, la pregunta que nos compete es saber si se cumple o no que

u(t,r)| < —3,
uta)l <

para todo t > 0, y para todo x € R,
donde u es la solucién del problema (3.1) asociada a ug. Con esta interrogante surge otra:

., Cual es el B 6ptimo que mantiene la propiedad de persistencia? En este aspecto, Pastran
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y Rodriguez mejoraron sus propios resultados con la ayuda de Fonseca (vease Fonseca et
al. (2019)). En su labor, probaron en primer lugar la persistencia del problema (3.1) en
los espacios Z,,, = H*(R) n L*(R, |z|*" dz), para todo r < 3/2 y todo s > 7. Para el caso
critico cuando r = %, demostraron que no se mantiene la propiedad de persistencia salvo

cuando el dato inicial verifica que g(0) = 0.

Motivados por los trabajos recientes de Cortez y Jarrin (véase Cortez y Jarrin (2019)
y las referencias alli citadas), quienes estudiaron el decrecimiento puntual en variable de
espacio para las soluciones de una perturbaciéon no local de la ecuacion KdV, deseamos
ofrecer resultados andlogos que den algunas luces tanto en el problema de decaimiento

en variable espacial asi como en la optimalidad del indice .

Antes de comenzar, es conveniente recordar la estructura integral de las soluciones

mild del problema (3.1), descrita por:
1 t
u(t,z) = K,(t,-) = ug(z) — 2J 0o K (t — 7, ) = u?(7, ) (x)dr, 0<t,zeR. (4.1)
0

Esta expresion nos ayuda a visualizar que para estudiar el decrecimiento puntual en
variable espacial de u, necesitamos conocer la rapidez de decaimiento de las siguientes
funciones: el dato inicial ug (esto quedara a nuestra eleccién), el nicleo K, (definido en
(3.5), pagina 51) y la derivada del nicleo 0, /. Al mismo tiempo, visto que el operador
convolucién interviene tanto en la parte lineal como en la parte no lineal de u, la misma
formulacién sugiere que para este analisis seria oportuno conocer qué sucede con el de-
crecimiento de la convoluciéon de dos funciones que posean propiedades de decaimiento
distintas. Por tal motivo empezaremos con la siguiente proposiciéon, que indica que la
convoluciéon de dos funciones que decaigan como inversos de polinomios, adoptara el de-
crecimiento menos pronunciado. Lo enunciamos para el caso general n-dimensional pues

es un resultado que se puede utilizar para diversos estudios.
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Proposicién 4.1. Sean dos funciones f,g : R® — R para las cuales existen constan-
tes c1,c0 = 0 y o, B > n tales que

C1 Ca

x)| < ) < ———, xeR"
|/ (@)] T |9(2)] N
Entonces existe una constante co gy, = 0 tal que
Frgle) < — 280 zeR™
1 + |x|m1n a,

DEMOSTRACION. Sin pérdida de generalidad suponemos que o = 3. Por las hipdtesis

de decrecimiento de las funciones f y g, para todo x € R™ se tiene que

feg)] < f F@) 9 — )] dy

n

1 1
< cpc 5 d
12JR"1+‘?J‘ 1+ |z —yl° Y

J 1 1 ] +J 1 1 ]
=c . Y - y .
wylz il L WIT 1+ 2 —y)” oyl<dlel LH YT 1+ |2 —y)°

(4.2)

La primera integral se puede dominar facilmente por su region de integraciéon. Tenemos

1 1 1 1
- dy < J ——dy. (4.3)
Ly|>;|x Lyl 14 o —y) 1+ & |27 Doy 1+ 1]

En cambio, para mayorar la segunda integral notemos que si |z — y| < 1 |z|, gracias a la

desigualdad triangular inversa se tiene 3 |z| < |y|. Con esto podemos acotar

1 1 1 1
§ dy < § J . (44
L—y|<;|x| L+ [yl" 1+ |z —y/° Lt g |2 Jomyitpo) 1+ |2 — 9|

Combinando las desigualdades (4.2), (4.3) y (4.4), obtenemos

1 1 1 1
Feglo)] <o f dy + f S
1+ 3 |27 Jiomyz 2o 1+ 9l Ut g 2| Jomyi<tpo 1+ 2 — g/

1 f 1 1 1
< Ca, ady + « f dy) 45
ﬁ(uw g 1+ [y] 1 2] Jon 1+ |yf? (4:5)
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A continuacién probamos que las dos ultimas integrales son finitas, recordando que o >
£ > n. Estimamos solo la primera integral pues la finitud de la otra se sigue de la misma

manera. Se tiene

1 J 1 f 1
—ady = —ady + ——ady
f 1+ |yl <1 1+ + [y =1 1+ [yl

1
< Can + J jdy
ly|>1 Y|

+00
< Com + an P dy
1

1

=Cqop t+Cp—

= Cop < +0.

Volviendo a (4.5) se sigue que

1 1
f e g(@) <CW< ; )

1+ 2”1+

Para obtener finalmente la estimacién propuesta en esta proposicion analizamos separa-

damente los casos cuando |z| < 1y cuando |z| > 1.

1

= Si |z < 1, tenemos 1 + |z|” < 2 < 2(1 + |2|%). Entonces se sigue que T <
x

2

y por ende
1+ |z

1 2 1
|f * g(x)| < Ca,B,n ( + ) Ca

1+ ]z 1+ aff B4 |z|?
- 1
L+ [z 7 1+ |z

1 1 1
1+ 9(@)] < capm ( N > .

1+ |z 1+ )af Y el

= Si|z| > 1 entonces 1+ |z|” < 1+ |z|*. Luego, 5 ¥ por tanto

Para cualquiera de los dos casos, tenemos que

1 1
|f*g(x)| S CafinT—F = Ca,Bn
T 1+ ]

mm a

1+ |z
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En la siguiente seccién nos dedicaremos a describir el decrecimiento en variable espacial

de K, y de su derivada. Asi también encontraremos el decaimiento 6ptimo de K,,.

1. Estimaciones de decaimiento en variable espacial del niicleo

Continuando por el camino preliminar para poder estudiar el decrecimiento en variable
espacial de las soluciones mild del problema (3.1), necesitamos conocer el decaimiento del
nicleo K, y de su derivada 0, . En la siguiente proposicién daremos un primer resultado

del decaimiento de K,,.

Proposiciéon 4.2 (Decrecimiento en variable espacial del nicleo). Dados n > 0 y
t > 0, entonces existe una constante ¢, > 0 tal que

et 1

K, (t,x)| < ¢ reR.

DEMOSTRACION. Para la prueba acotaremos los términos |K,(t,z)| y 2 |K,(t, z)].
Primero para |K, (¢, z)|, utilizamos la Proposicién 3.3 (pagina 70) con m = 0. Se tiene

que

N 1 -
1yt 2)| < ()] e = || (Rl )]| < oot )l < c

Para el término 22 | K, (¢, z)| utilizamos la definicién del nicleo K, como la transformada

de Fourier inversa de K:

0 +0o0 .
K0 = o [ eside = o ([ eshneaer [ eshne de).

0

Luego, multiplicamos y dividimos 7x e integramos por partes cada integral, obteniendo

+00

0
K, (ta) = <1f (i)™ R, (1, €) d§+%f

1 J_ 0

<mw%m@%)

+00

0 0
I T ff 70 R (1, €) de + 7K (1, €)
2 I

+0
— L 0K, (L, €) dg) :

0
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Debido al decrecimiento exponencial de la funcién K,(t,€) = ellslen (€1-1¢€) cuando [¢]

es suficientemente grande, se tiene que

lim <§NIA(n(t,§)> = gEIEloo (fo(n(t,{)> =0, para todo N € N

§—+00

(ver la Proposicion A.2, en la pagina 135 del Apéndice A). Asi,

0 +OO
Kn(t7x): _2732.:6 (J; Sinty (—Qif n 77( 14 352)) (t 5) d¢ _,’_J;) etr€y (225 + 7](1 - 362)) (t §) df)
- 7% (I1(t, ) + Ia(t, ).

Nuevamente multiplicamos y dividimos por iz e integramos por partes. Para I1(t, z) se

tiene

0
Dlta) = [ eSa(oig + -1+ 36) Ry 1.6) de

0
=~ [ Gpemta-nie + (-1 +36) Ky 1,€) de
= Lot (Caie (1 4 362) K ug)o L aﬁ%(a—mg+n(1+3g» (tQ){
1T _e )y
0
- —% - %Lﬁ eit (t (—2i + 69€) + £2 (—2i€ + n(—1 + 352))2) K, (t,€) de
_omt 1
T ix le3(t7x)
Para I5(t, ):
+0o0 ) R
aftr) = [ e (2i€ + (1 - 36) Kyt €) de
0
1 400
= | (@)e" (20 + (1= 36%)) Ky () dé
0
_ Lineyo 1-3 t v +Oo @Eo. (4(2 1-3 t
= R0 = BENR(6)) - | e (120 01— 36 Ry (1. €)) de

+o
_ if it (t (2i — 6n€) + 2 (2i€ + n(1 — 352))2> K, (t,€) de

T 1T Jy
t 1

=2 L)
1T 1r

De esta forma tenemos que el ntcleo K, estd dado por

L (L(t,0) + Lt o))

2mx

K,(t,x) = —
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1 nt 1 nt 1
= — —— — —I5(t — — — — It
oIt ( ; 3( ,3?) ; ; 4( ,517))

L ) + Lt o). (4.7)

wx?  2mx?
Ahora sélo basta acotar las integrales I3(t, z) e I4(t, z) con respecto a z. Tomando el valor

absoluto de I3(t, x) se sigue que

0
Is(t, 7)] = J_ e (#(=20 + 6n€) + 12 (~2i€ + n(~1+ 36%)") K, §)d§’

0
<J"u—m+6%)+R@4%+n@4+38nﬂmMaQu§
<o (0 mtlel+ A€ () 1Rt €

Mayoraremos esta integral por medio de la Proposicién 3.3 (pagina 70) con m € {0, 1,2, 4}.

Se tiene que

De manera similar obtenemos la misma cota superior para |I4(t, z)|. Luego se tiene:

nt 1
|, (t, )| < 2 + W(Uz%(taiﬁ)! + [14(t, 2)|)

t 1 1 2
<o etmt (4
wx? a2 n

Multiplicando por z? a la anterior estimativa se sigue que

1 2
2? | K,(t,z)] < c ( - 1) et (4.8)
n
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Finalmente, de (4.6) y (4.8) obtenemos

(1 +22) [y (t, )| < ¢ (:W e (717 ' 1)2>

nt)

ol

es decir, se tiene la estimacion:

K, (t <ep—4——-
K (t, @) < ¢ PR

Observacion 4.1. Podemos comprobar ademds que este decrecimiento del nicleo es op-

timal, es decir que K, no puede decrecer mds rapido que la funcién s
x

En efecto, usando la reduccién al absurdo suponemos que existen € > (0 y una constante
¢ > 0 (que puede depender de t) tales que

1

2+€

>0, zeR
1+ |z

‘Kn(ta .1')‘ sc

Con esto se prueba que ||| - | K, (t,-)|| ;1 < +00, pues podemos escribir:

kd <J || f |z )
x| | K,(t,x d:cécf ———dr =c ————dx + ———dx | .
JR‘ ’ ’ 7]( )’ R 1+ ‘$‘2+6 el<1 1+ ‘.’L"2+E 2] >1 1+ ’$‘2+E

La primera integral del lado derecho es convergente pues es la integral de una funciéon

continua sobre un conjunto compacto. La segunda integral también es convergente pues

+00

2

f %dw S J ‘LQLECZOC = QJ v 7y = < +oo.
|z[>1 1+ |IL" |z|>1 |$| 1 €

Tenemos entonces que el mapeo z — (—iz)K,(t,z) pertenece a L'(R), lo cual implica

que la funcién ((—iz) K, (t,z))" = 6K, (t, &) sea continua en todo ¢ € R (propiedad 7 de
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la Proposicién 1.4, pagina 13). Por otro lado, se tiene

0cI,(1,€) = sgn(€)(2i€ + n(1 - 3¢%))K,(t,€),  para todo £ € R\{0},

donde obtenemos una contradiccén, pues podemos observar que esta funciéon no es con-

tinua en 0.

En la siguiente proposicion se especifica el decrecimiento en variable de espacio de
051,
Proposicién 4.3 (Decrecimiento en variable espacial de la derivada del nicleo).

Dadosn >0 yt >0, entonces existe una constante ¢, > 0 tal que

| (t, )] G

0. K, (t,r)| <c reR.

s "5 1+ |2

DEMOSTRACION. Procederemos de la misma manera que en la demostracion de la

proposicién anterior, esta vez buscando cotas para los términos |0, K, (t, )| v |z]* |0, K, (t, z)|.

Por un lado tenemos

Ay 1 N 1 A
102 5y (8, ) < [[((Q By (8, )) ") M e < o 1B, ) M0 = [T TEG ()
Luego, utilizando la Proposicién 3.3 (pagina 70) con m = 1 se tiene que
3Int
0K (82| < e~ (4.9)
nt)?

Por otro lado, para encontrar una cota para |z|*|0, K, (t, z)| utilizamos la transformada

de Fourier e integramos por partes.

(’)an(t,i) = ((azKﬁ(tv '))A)V (l)

,i 6iac£ A
~ 57 | eyt ©

™

- j e (i6) Ky (1, €) dE
R

S om

. 0 oo

u 0
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0 +00

0
_ J_w €7 0¢ (6K (1,€) ) € + €S, (1,€)

1 A o .
=g (6“§£Kn(t, €) - L €0, (gK,,(t,g)) dg)

0

1 0 ) R +0o R
T T om ( f emg(l_t(%fz+77(§—3§3)))Kn(t7€)d§+j 6“”5(1+t(2i§2+n(§—3§3)))Kn(t7§)d£>
o .
0 0
=-—%$$2(6”50-—ﬂ2%2+4ﬂs—3£%)ﬂz¢u§) —-[_‘aﬂaf(u.-a2m2+4ng—3g%»ﬁqe5@)dg

+00

+e (14 1(20€7 + (€ — 36%)) K (8,)

+oo A
S Y ((RY TSR SNLAT) ds>

0

- ﬁ (Iy(t,x) + I(t,x)).

Integramos por partes nuevamente, ahora con las integrales I1(t,z) e I5(t,x). Primero

para [;(t,z) se tiene que

Bita) = | 60 (1 t02i€? + n(€ — 3¢y (1,6)) de

0
= - L Mo (406 + (1 — 9€%)) + (206 + n(1 = 36%))(1 = #(2i€” + (€ - 3¢%)))) K,y (¢, €)d¢

0
—00

- (e”ﬁt ((4i€ + (1 — 9%) + (20€ + (1 — 3¢2) (1 = 2€? + (¢ = 36M)) Ko (t,)|

0
~ [ e[t a1 - 962) + (2i€ 4 01 -3~ o€ + 0l - 36) Kol €] e

_ L <2nt - f_ow e*€0c [ Pu(t, €Ky (1,€) d§> :

T

Luego, I5(t, x) se calcula como sigue:

+0
ftr) = | %o (14 H(2i€ + (6 — 36) Ko (0,)) e

0
+00

= f et ((40€ + n(1 — 9€%)) + (2i€ + n(1 — 3E%)) (1 + £(2i€> + n(& — 3¢%)))) Ky (t,€)dE

0
+0o0
0

- <e”5t (A€ + (1 = 9€%)) + (2i€ + (1 = 3E2))(1 + (20 + (€ — 36%))) Ky (1,6))

T

+o0
<[ e e - 962 + (2ig 0t 3R o2 4l - 360) Bl €] e

:1<4m_£me4%@@m@@P0

+o0 .
2 (om+ [ oo [Patn o9 ac).

Asi se tiene:

0K, (L 2) = ——(L(t,2) + Dt 2))

2mix?
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1

23

(4nt - foo o[ Pt R, 00| de + | o [Pt iy ) df) .

(4.10)

Para terminar la demostraciéon, resta acotar las dos integrales de la derecha. Para la in-
0

tegral J " 0 [Pl (t, &) K, (t, 5)] d¢, primero estimamos la cantidad J¢ [P1 (t, &) K, (t, 5)]
—Q0

y luego mayoramos la integral en valor absoluto. Dado £ < 0 se tiene que

Oel Py (1 )y (1, €)] = O [ ((4€ + (1 — 9¢%)) + (2i€ + (1 — 36%))(1 — 4(2i€? + (€ — 36M))) Ky (1,6) |
— t[4— 1856 + (20 — 67€) (1 — t(20€® + (€ — 36%))) — 1(2i€ + (1 — 36%)) (4i€ + (1 — 9€2))

—1(2i€ + (1 — 3¢)) ((4i€ + n(1 — 96%)) + (2i€ + n(1 — 3E%))(1 — 1(2i€” + n(& — 36%))))] K, (¢, ©).
Luego

0
‘ J €™ 0¢[ Py (t,f)Kn(t,f)]df‘ < cJ (t + ot (€] + 267 + 2 (€] + nt® €7 + 28 + P + Pt
—w R
4 G+ 0t [+ PP P P 4 P e P [P

TP P + e ) 1By (2, €)1,
Seguido utilizamos la Proposicion 3.3 (pagina 70), con m € {0,1,2,3,4,5,6, 7}, asi

0
‘ f eixiag[Pl(t,{)Rn(t,f)]df‘ < cf (t T+ t|e] + 262 + nt? €] + nt? |§|3 + 2262 4+ 22t + P2
- R

3 5 3
+ 260+t g 4 nt? [ + 0?0 + P2t + " + Pt [g| + Pt I

A,

PP + 8 Je[T) Ky (8, ©)| de

Wl

()% + () + (nt)% + (1pt)?

I =

1 | 1, 4
<ce?”7t< )35+ (nt)3 + —(nt) + = (nt)= +

n(n) (nt) nQ(n) 77( )
P s 1 1, o, 1, |4 2 z s
5+ ?(nt)s + ?(nt) + 5(7715) + 5(7703 +—(nt)3 + (nt)s + (nt)°

I =

1
+ = (nt)
+(t) + (1))

1 11
<ce4’7t<+1+2+3)
" n” oo

1\3
< et (1 + ) .
n
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et (PR, (1.6)) de.

De manera similar obtenemos la misma cota superior para f
0

+o0 €7 0 [p2(g)Kn(t, 5)] d£> ’

J

Se sigue entonces que

( it — JOOO e 9 [Pl(f)Kn(t,f)] de +

o0 1.0 = |
1\3

<4nt + et (1 + ) )
n

K C—5
kR
et 1\*
<63(1+>.
|| n
De esta manera, podemos escribir:
1\?
2| |0, K, (t, )] < ce™ <1 + > . (4.11)
n
Finalmente, sumando (4.9) y (4.11) obtenemos
3nt 1 3
(1+ |2) | K, (¢, @) < ¢ ‘ s + et (1 + )
(nt)® U
¢ 3nt 2t 1’
(nt)® U
L 5
< e’
"2
O

Con nuestra ultima proposicién terminamos el preambulo para poder mostrar el decreci-

miento de las soluciones mild del problema (3.1).

Decrecimiento en variable espacial de las soluciones de una perturbacién

2.
no local de ecuacién de la Benjamin-Ono

En vista de la formulacién integral de las soluciones mild del problema (3.1)
0<t, zeR,

1 t
u(tv x) = Kﬂ<t7 ) * U’O(x) - QJ axKn(t T ) * u2(7-> )(I)dT7
0
y la propiedad de la convolucién que tiene que ver con el decrecimiento de funciones

Proposicién 4.1, pagina 94), intuimos que los términos K. 0. K, podrian restringir
P pag q ny P g
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el decaimiento de wu, incluso si se diera el caso que el dato inicial ug € H*(R) decrezca

muy rapido. Por ejemplo, si inicamente nos enfocamos en la parte lineal de la solucién y

C

1000 >

— = gracias al decrecimiento del nticleo
1+ |z

consideramos uy € H*(R) tal que |ugp(z)| <

(Proposicién 4.2, pagina 96) y la Proposicién 4.1 se tendria que K, (t,-) = uy decrecerd
1 1
como la funcién @1000) = 5. Esto limita el decrecimiento en variable
1 |00 o g

espacial de la solucion.

De otra parte, la misma observacion anterior nos dice que si el dato inicial decae como

1 1
1t foP D T 1 ()

con § < 2, se tendria que |K,(t,) = ug(x)| < siempre

1+ [z)”

y cuando § > 1 (ver la Proposicién 4.1).

Con estas dos precisiones podemos delimitar el grado de decaimiento (5 en el intervalo
(1,2] y establecer nuestro problema de persistencia. En consecuencia, nuestro objetivo se
reduce a probar que dado un dato inicial uy € H*(R) que posee un decrecimiento puntual

de la forma con 1 < f < 2, entonces la soluciéon mild del problema (3.1) preserva

1+ |z
este decaimiento en variable espacial.

El método que seguiremos consiste nuevamente en expresar a (3.1) como un problema
de punto fijo (ver el Teorema 3.1 en la pagina 61) en algin espacio de Banach que se
adapte al estudio del decrecimiento puntual en variable espacial. Este proceso asegurara
inicialmente que la solucién mild del problema (3.1) mantiene el decaimiento del dato ug
hasta algtin tiempo finito. Finalmente mostraremos que el tiempo maximal de existencia

de la solucién es +co.

Con el objetivo de identificar al espacio de Banach que nos sera de utilidad, empeza-

remos por considerar uy € H*(R) (s = 0) tal que

zeR, (4.12)



(1 < 8 <2)y con ello estimar puntualmente
Uo(t,x) = K,(t,-) * up(x), 0<t<T, zeR, (4.13)

en variable espacial, donde T' > 0. Notemos que (4.12) implica que ||(1 + | -])"uo|| ., :=
sup |(1 + |z ug(z)| < +00. Luego, dados z € R y 0 < t < T, utilizando el decrecimiento
zeR

en variable espacial del K, determinado por la Proposicién 4.2 (pagina 96) se tiene que

|Uo(t, )| = [Ky(t, ) = uo(x)

1+ [y
1+ 1yl

5nt 1 1
€ f (4.14)

< fR | K (t, 2 — )| |uo(y)]

< |1+ 1))

dy.
vt e Lo e —yP 14 P
Percatémonos que la integral en (4.14) es la convoluciéon de la funcién g con la
x
1
funcién W De este modo, de la Proposicién 4.1 (pégina 94) se sigue que
+ |T
et 1
Uo(t, z)| < H1+-B H :
Uit < [0+ P,
nt 1
B €
— || a1 || s
77( ||)0L°0t%1+|1;|5
Por lo tanto se tiene que
sBllas Uo(t,~)HLOO <e, H(1 +1- |B>UOHL00 et (4.15)

Esta estimacion nos provee el espacio de Banach idoneo.

Definicién 4.1. Sean T' > 0, s = 0 y 8 = 0. Definimos los siguientes espacios:
Ff = fue SR xR Jlull s < +0},
provisto de la norma

lullgg = sup (¢ ||+ 1 Prute)] ) we B

lx
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y F3° = B3~ F} (donde E3 = L°([0,T]; H*(R))), cuya norma viene dada por

|l

(141 Ppu(t, )|

3 [5,0
ryr = el + Ilellgg = sup Jhu(t, )l + sup (i L) ue i

En particular, el segundo término de esta norma nos permite estudiar el decrecimiento
en variable de espacio de la solucién. En este término podemos observar una variable de
ponderacién en el tiempo (3 ), cuya razon de ser es puramente técnica, ya que neutraliza

f 1 . : o .
el término ¢t~3 que aparece en todas las estimaciones del decaimiento puntual en variable

espacial del ntucleo asociado a nuestro problema.

La siguiente proposiciéon muestra que el espacio F25” es completo.
T

Proposiciéon 4.4. Sean T' > 0 y 8 = 0. Entonces <F§’ﬂ, -] Fs,ﬁ) es un espacio de
T

Banach.

DEMOSTRACION. Sea (u,)neny una sucesion de Cauchy en F;B Asi, para todo € > 0

existe IV € N tal que

[ tn — | B ||tn — U] Es, + |un — um“p{f <€ (4.16)

para todo n,m € N tales que n,m > N. En particular esto implica que (u,)nen Sea
una sucesion de Cauchy en E7., pero como este es un espacio de Banach, entonces existe

uy € B7 tal que

i,

= i (st = s ) =0

n—-+0o0 o<t<T
Ahora definimos la sucesién de funciones (wy,)nen por

wa(t, ) = t5(1+ |z/Dun(t, ), t>0, zeR

Como u,, € Fﬁ para todo n € N, tenemos que

3 1P . -
0+ unlt, )| ) = ol g < .
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Es decir que w,, € L*([0,T]; L*(R)) para todo n € N. Ademas, (4.16) implica que

(1 )t ) = e, )| )

l|tn = Up||ps = sup <t%
T o<t<T

= sup ||lw, — wnl|;e <€
0<t<T

De tal modo que (wy,)er es una sucesiéon de Cauchy en L*([0,7]; L*(R)), pero como

este es un espacio de Banach, entonces existe w € L*([0,T]; L*(R)) tal que

L (03@ [|wa(t, ) — w(t, -)IILw) = 0.

Con esto definimos la funcién

us(t, x) =

que pertenece Fff pues

(L+]- |5)u2(t, )HLOO> = sup |jw(t, )|| 0 <+,

o<t<T

ua(t, @)y = sup (5

o<t<T

y es el limite de (uy,)nen €n Fﬁ . En efecto,

lim ||u, — u2||F£ = lim < sup (t% H(l 1P (un(t, ) — ust, ))Hw))

n— -+ n—+0 \ ogt<T

= i, (sup f(t) (e )l )

n—>+0 \ ogt<T

Recapitulando, hasta ahora hemos encontrado u; € Ef y ug € Fﬁ tales que

H) =0, (4.17)

By = lim < sup ||un(t, ) — ui(t, )]

hI-Poo [ty — 1 n—+0 \ g<t<T

n—

n——+00 n—+0 \ g<t<T

(L 1)) = )] ) ) =0 (a1s)
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Mostraremos que u; = uy en casi todo punto. Sea t € [0, T] tal que uy (¢, z) y ua(t, z) estd

bien definido c.t.p. x € R. En primer lugar, por (4.17), tenemos en particular que

] ) L
S fun (8, -) = ua(t )] 2 < Enl_lﬂloo [lun(t, ) —ua ()] g < \/ﬁnkff@o [ltn = uall gy = 0.

En otras palabras, tenemos que la sucesion (uy, (¢, -))nen converge a uy(t, ) en L*(R). Esto

implica que exista una subsucesién (uy(t, ))ren tal que

Hm g (t, ) = uy(t, x), ct.p. x € R.

n—+ao0

En segundo lugar, (4.18) implica que
Ll B _ . B _
nl_l&loots(l + |2|7) |un (t, ) — ua(t, x)| < nl_l&loo ||n quFﬁ 0, ct.p. reR,
o lo que es lo mismo,

lim u,(t,z) = us(t, z), ct.p. x e R.

n—+0o0

Por la unicidad del limite se sigue que u;(t,z) = us(t, z) c.t.p. z € R, O

Ahora estamos en la capacidad de enunciar y demostrar el teorema designado al estudio
local del decrecimiento puntual en variable espacial de las soluciones mild del problema
(3.1).

TEOREMA 4.1. Sean s >0, 1 < <2 yug € H*(R) un dato inicial que verifica

C

< ——3, reR.
1+ |z

[uo ()]

Entonces, existen un tiempo T =T <||u0| e ||(L+ ] |ﬁ)u0H > > 0 y una funcion
Lw

u e €([0,T]; H*(R)), dnica solucion mild local del problema (5.1), que posee el si-
gquiente decrecimiento puntual en variable espacial:

Cy 1

ult,z)| < ————=,
IS BT P

0<t<T, zeR.
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Ademds, la solucion mild verifica w € €*((0,T]; H°(R)), donde €*((0,T]; H®(R)) :=

N (0. 7] 1 (R)).

r=0
DEMOSTRACION. Para el uso del teorema de punto fijo de Picard (Teorema 3.1, pagi-
na 53) vamos a considerar el espacio de Banach F;ﬁ (ver la Definicién 4.1 en la pagina
105). Como forma bilineal escogemos a B, (-, -) (descrita en (3.21), pagina 63), cuya buena

definicion en 15;’6 precisaremos mas abajo, y como dato inicial tomamos
Uo(t,z) = K,(t,-) = ug(x), 0<t<T, zeR,

el cual pertenece a F3’ = E3.~Fp. En efecto, por un lado, de la estimacioén (3.22) (pagina

63) sabemos que Uy € E%. y se tiene que

U0l

g < € gl

Por otro lado, para verificar que Uy € Fi, nos remontamos a la estimativa (4.15) (pagina

105), de donde tenemos que

U, = su (t%H1+-BUt,-H )
Willgg = sup (8 0+1-P)tate. )],
<CH1+-BUH sup (e
o ||(L+ [ 17)uo Lwogth( )
— ¢, H(l +1- |B)u0HLw S < o, (4.19)

Lo siguiente que debemos hacer para estar en las hipotesis del Teorema 3.1 es encontrar

una constante C'r > 0 tal que para todo u,v € F';B se cumpla

1By (u, v)]

et = 1Byt )l g + 1By, )]

< Cr|lul

foly [|v] Jol

Esto probara al mismo tiempo que la forma bilineal B,: F3’ x E3” — F#P esta bien de-

finida. Recordemos que en las férmulas (3.37) y (3.39) (pagina 75) aparecen las siguientes
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estimaciones

|| B, (u,v)] By S Com 3T | |ul Es v TRy 3T T5 | |ul o l|v] Bt S 0<s<1/2,
3,7l 3,7l .
1By (u, U)HE; < ¢y e2"T2 | [uf B v B S ¢y e2"T3 |[ul oy H'UHF;*B ) sil/2 <.
(4.20)

Por otra parte, para estimar ||B;(u,v)||s, tomamos z € R, 0 <t < Ty 0 <7 <t
T
arbitrarios. Del decrecimiento puntual en variable espacial de 0,K, (Proposicion 4.3,

pagina 100) y ademés que u € Fﬁ, se tiene

(L+ [2]")|0u Ky (8 —7,) = (ul7, o (T, ) (@)]

8 1+ Jy|”
< (U o) | J0uE(t = 7,0 = )l Julr, ) fo(m, )] — 25
R 1+ |yl
ot 1 1
el @, o= |+ mtep LGOILY
(4.21)
1 1

Notemos que la funcién f,(y) 5 pertenece a L*(R) pues

Stz —yP 14y

1 1) 1 1
2
2, = d <CJ dy,

1 1
y .
2”7 1+ [

donde la integral de la derecha es la convolucién entre las funciones

Entonces, de la Proposicién 4.1 (pagina 94) se tiene que

1 1
||fx||22<0,8 m©.28) B 28
1+ [0 71 4 g

y por tanto

1

z <cgg——. 4.22
|1 ||L2 ﬁ1—|—|x\5 ( )

De esta manera, de (4.21), (4.22) y de la desigualdad de Hélder obtenemos

(L+ [2]")|0u Ky (¢ = 7,) = (ul7, Yo (T, ) (@)]

6577t

<e 1+ )| a+1- Pl T,

[o(m, ) 2 [ el 2
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1 1+ |z
<c 1+ 5u7’,'H v(T, Lednt
(e (L4 [Dulr )| ol )y TR RNT:
1 B 5nt 1
< ens (3|0t 1 Pputr )| ) letroll oy 029)
5nt 1
<C777/3||u||F7@HU| E%e (t—T)%T%

Pero dado que z es arbitrario, podemos escribir

|+ 1172080 =7.) = (ol )|

ont 1
2 )
(t— 7‘)57'5

1o S Cnp HUHFﬁ [|v] B3 €

y con esto estimamos

1 I
a1 PaBoe | <5 | 0+ Pam =« o) dr
! s [ 1
< 5y llull s 1] E%enjo(t_ﬂ%df. (4.24)

Luego, de la Proposicién A.3, pagina 138 del Apéndice A, con u = % yv = %, deducimos

que la integral en (4.24) es convergente y se tiene que

+3

t
3 1
(14 1) Buus) )|, < e lullg ol gy ™ | ir

o (t— 7')%7'%

1
= t3cyp l[ullpg (vl

Sty 2411
E,f,‘,e Mis™3

< ey l[ull o N0l gz € 5. (4.25)
Tomando el supremo en el intervalo [0, 7] tenemos
1
1B (0,0) s < sl s o] 77 T3 (4.26)

En resumen, de (4.20) y (4.26) concluimos que

[ By (u, v)]

s S Cr ||ul

oo loll o
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donde

Comp(@3T T + T T3), 510 <s<1/2,

Cr (4.27)

cnﬁ(e%"T T2 + 7 T's), sil/2 <s.

Para cualquiera de los dos casos, podemos encontrar 1" suficientemente pequeno, de modo

que

ACT ||Uy|

e = 4C01(||Uo|

s 0ol ) < AC (7 o)

e 7 H(1 4 'B)“”Hm) <1

(4.28)
Esto asegura que se cumplan todas las hipétesis del teorema de punto fijo de Picard (Teo-
rema 3.1, pdgina 53) y por tanto que exista una solucién mild del problema (3.1), u € F;’ﬁ
(con T un tiempo pequeno que satisfaga (4.28)). La unicidad se sigue pues en particular

tenemos que v € E7 y la unicidad de solucién ya fue demostrada en este espacio mas

grande. Asimismo ya se comprob6 que u € €1 ((0,T]; H°(R)) = ﬂ €'((0,T]; H (R))
r=0

(ver el Teorema 3.2 en la pagina 74). O

Para completar esta seccién aseguraremos que el decrecimiento puntual en variable espa-

cial de la solucién mild del problema (3.1) se preserva para todo tiempo ¢ > 0.
TEOREMA 4.2. Sean s >0, 1 < 8 < 2, up € H*(R) un dato inicial

C

< —F, reR
1+ |z’ ’

[uo ()]

yue€([0,40); H(R)), la inica solucion mild local del problema (3.1) asociada a

ug. Entonces u posee el siguiente decrecimiento puntual en variable espacial:

Cy 1

S t>0,xeR
t3 1+ |z

u(t, z)| <
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DEMOSTRACION. Denotemos por T al tiempo dado por el Teorema 4.1 (pagina 108),

para el cual se cumple que

ut, z)] < 2 —

S O 0<t<T, xeR.
t3 1+ |z

Para garantizar que T' se puede extender indefinidamente, buscaremos una funcién con-

tinua h : [0,7] — [0, +00) que satisfaga

g(t) =13

(1+\-|B)u(t,-)H <h(t), telo,T).

L

Este control no permite que exista un fenémeno de explosion en tiempo finito de u en la
norma del espacio Fﬁ (ver la Definicién 4.13, pagina 105). Para encontrar tal funcién h

nos apoyaremos en el lema siguiente:

LEMA 4.1. Sean > 0 y v > 0 tales que p+ v > 1. Sea g: [0, T] — RT una funcién

que verifica

1. g € Li,([0,T7),

2. 1" g € Ly, ([0,T7]),

3. Ezisten dos constantes a =0 y b = 0 tales que para todo t € [0,T] tenemos
t

mw<a+bfa—fw*w*aﬂma

0

entonces:

a) Existe una funcion continua y creciente © : Rt — R* definida por

+00

O(t) = Y at™,

k=0

donde 0 = p+v—1 y los coeficientes ¢, > 0 estan dados por la formula recursiva:

Chal D(ko +v)
—1 - k=1,
=5 Y Cr (ko +p+v)’ para
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en la cual T' representa la funcion Gamma (definida en el Apéndice A, pdgina

134).

b) Para todo tiempo t € [0,T], tenemos que
9(t) < aO((BT' (1)) 7t).

Su demostracién se localiza en la pagina 189 de Henry (1981).

Retomando la demostracion del Teorema 4.2, para todo t € [0,T] se tiene que

g(t) = 3 ||(1+ |- Pt )|

:ﬁ(uqﬁqup%+&ww@wmw

< ||+ 1)t b

(1+1-1")Byuu)(t, )

Lo’

donde Uy(t,-) = K,(t,-) *uo y la forma bilineal B, (-, ) estd definida en (3.21), pagina 63.

Primero, para la estimacion de la parte lineal, de (4.19) (pagina 109) sabemos que

+3

A+ 10|, <@+ ]|, e = e (429)

L®©

Para la parte no lineal, tomamos 0 < p < T fijo y consideramos dos casos separadamente.

» Si0 <t < p, de (4.26) (pagina 111) en la demostracién del teorema anterior

sabemos que B, (u,u) € Fﬁ, entonces en particular tenemos

+3

(141 °) By, w)(t, )| < sup (83

L® 0<t<p

A+ 1) By )t )| ) =i e (430)

= Sip <t <T, separamos en dos partes a la integral en variable de tiempo que

define a B, (-, ):
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Js 1P By, = 5| [ @+ Dot =i ar

0

L©

< % (J: H(l + |- 7) (0 Fy(t = 7, )+ (7, -))HLOO dr + Lt Hu 7Y (0, Ky (t = 7, ) uP(7, )

dT)
LCC

(4.31)

:%(Il+lg).

La convolucién dentro de la integral I; ya fue analizada anteriormente en (4.23) (pagina

111), de donde se tiene que

[,®©

P 1
ot
sup ||u(7, )|y | € ———dTt
Lw) (0<7’I§)pH ( )HH) L (t_7_>§7_%

Py, ) (s ol ) [ ——rar

0<t<p o (p—7)3T

h- [asir @ -l ar

(L4 |7 utr, )|

1
< ¢y SUp (7’3
0<t<p

1
<cppe’ sup (7'3
0<7<p

Wl

La integral de la derecha es finita por la Proposicién A.3 (pagina 138 del Apéndice A) y

podemos escribir

1P, ) (e ol ) 8

snT 1
I < c,pe’™ sup (73
0<t<p

0<7<p

_ 5nT 3
= cppe’” sup (7’ 3
0<7<p

ey, ) (s ol

o<st<p

= e (4.32)

Para estimar I, primero pasamos la derivada en variable espacial del ntcleo K, en la

funcién u?, esto es posible pues la solucién satisface que u(r,-) € H®(R) = ﬂ H"(R)
r=0

para todo 0 < 7 < t. Se tiene:

b= [l 1) @t~ i) o

(o0}
o L

=2 [ 1 P )+t st D o

P L=
Ahora estimamos la cantidad dentro de la integral. Para x € Ry p < 7 < t arbitrarios,

del decrecimiento puntual en variable espacial de K, (Proposicién 4.2 en la pagina 96) se
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sigue que

(L [ ) [ Ky (t = 7, ) = (u(r, ) OpulT, ) ()]

1 1+ |yl°
L+ ]z —y* 1+ ]yl

1
<o (i) | etz )l u(r.)| dy

1
<™ (Lt faf’) ——

(t—r7)3

e P, | o

|Ou(T,y)| dy.
R1+|x—y|21+|y\6

Luego, con el mismo proceso hecho en (4.22) (pagina 110), podemos probar que la funcién

1 1 1
fo(y) = pertenece a L2(R) y se cumple que ||f, < cg——.
( ) 1+|$_y|21+|y|ﬁ ( ) H HL2 ﬂ1+|$|5

Entonces podemos acotar

(1 + [ )K= 7, ) * (u(r, ) OpulT, ) ()]

(A1 Pyutr )| loau(r, e £l

—7)3
< s Pyt e Ml L2
S cphge u(T, u(T, - —_—
T (- e "1t )
1 1
< enp e [fu(r, g (7 ||+ 1Pl )| )
( — )37’5 L
- 1
S Cppe sup |[|u(t, )|| 1 9(7)-
p<t<T (— )37‘3

La cantidad sup ||u(t,-)||;; es finita puesto que u € €*((0,T]; H*(R)) (ver Teorema

p<t<T

3.2, pagina 74). Luego, como z es arbitrario, se tiene que

@+ 121?) (Bt = 7, = (ulr Yeutr, )| < eqpe™™ sup [fult, )l ——— 9(7)
L® p<t<T (t — 7‘)37‘3
Entonces, la integral I se estima como sigue:
t
=2 fJas Py ) ot ), dr
p
t 1
< cppe”™ sup ult, )||Hlf ———g(T)dr
p<t<T p (t—7)373
bf 1
<= | ——g(n)dr 4.33
)y ) (4:33)



donde b = 2¢, 3¢ sup |[u(t,")||;:. En resumen, de (4.29), (4.30), (4.31), (4.32) y

p<t<T

(4.33), para todo 0 <t < T tenemos que

t 1
g(t)<a+bf S

7)dT,
T 9(7)

1
T3

Wl

donde a = ¢y +co+ %c;»,. Esta tultima desigualdad es similar a la tercera condicion del Lema
2

4.1 (pagina 113) con p = v = 3 Asi, para emplear el lema antes mencionado, inicamente

faltarfa mostrar que g € LL _([0,T]) y t73g € LL ([0, T]). La primera aseveracién se sigue

loc loc

del hecho que g € L*([0,T]) < L% .([0,T]) para todo p € [1, +o0). La segunda aseveracion
es trivial ya que g € L*([0,T1]), t~5 € L*([0,T]) y por ende t"3g € L. ([0,T]). Ahora,

utilizando el Lema 4.1, sabemos que existe una funciéon © (descrita en el mismo lema)

continua y creciente tal que

2\ \ 3
(1+]- |5)u(t,-)HLoc < a® ((bF (3)) t> , para todo 0 <t < T.

Finalmente tomamos la funcién continua h(t) = a© ( (bF (%))3 t) , de manera que se tenga

g(t) = t3

g(t) < h(t) para todo 0 <t < T, esto completa la demostracion. O

3. Estudio del decrecimiento optimal y comportamiento asintético

Una vez concluido el problema de persistencia referente al estudio del decrecimiento
puntual en variable espacial de la ecuacién (3.1), es natural preguntar si los resultados
obtenidos son optimales. Entenderemos por optimalidad de decrecimiento al mayor escalar
positivo 3 que conserve la propiedad de persistencia del decaimiento puntual en variable

de espacio. En otras palabras, si consideramos un dato ug € H*(R) (s = 0) que decae

1

< W, con € > 0, entonces la solucién u(t,x) asociada a dicho dato
+ |x

como |ug(x)|

inicial no preservara su decaimiento en al menos algin tiempo ¢ > 0.

En este aspecto, autores como Fonseca, Pastran y Rodriguez (véase Fonseca et al.

(2019)), quienes estudiaron el comportamiento en variable espacial de la solucion mild
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del problema (3.1) en el contexto de los espacios de Sobolev con peso Z;, = H*(R) n

L2(R, |z|*" dz) (r < 3/2 < s), presentaron un analisis exitoso sobre optimalidad de de-

crecimiento. En su trabajo demostraron que la hipdtesis sobre el dato inicial, @g(x) # 0

(J up(z)dz # 0), es una condicion suficiente para asegurar la optimalidad de la propiedad
R

de persistencia.

Por otro lado, con respecto a las conclusiones de optimalidad para el decaimiento
en nuestro marco teérico, un paso previo es conocer el comportamiento asintético en
variable espacial de nuestra solucion. El teorema siguiente nos permite entender dicho
comportamiento asintotico.

TEOREMA 4.3. Sean s = 0,t >0, € > 0, ug € H*(R) un dato inicial que satisface

C

R
DT

o ()| zeR, (4.34)

yue E(0,T]; H*(R)), la unica solucion mild del problema (3.1). Entonces, cuan-
do |x| es suficientemente grande, u posee el siguiente comportamiento asintdtico en

variable espacial

u(t,z) = K, (t,7) ( fR () dx) —; Lt 0.K, (t—7 ) ( JR (7, ) dy> dr+o(t) (;) |
(4.35)

1
Donde o(t) () denota a cualquier cantidad que dependa de x y t, para la cual se

s (xQO(” (;)) = 0. (4.36)

Antes de proporcionar una demostracién para este teorema, notemos que la condicion que

cumpla que

debe verificar el dato inicial (4.34) tiene que ver con el teorema de persistencia (Teorema
4.2 en la pagina 112) que se tiene hasta 8 = 2. Por tal motivo nos interesa conocer datos

iniciales que decaigan mas rapido que 5 v la condicién (4.34) abarca a todos ellos.

1+z
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DEMOSTRACION. Primero nos ocupamos de la parte lineal de u, separando en cuatro
partes la integral que define a la convolucién K, (¢, -) * uy. Dado = € R se tiene que
Kot # ua(o) = [ 602 = puol)dy

Kyftr = p)ul)dy+ [

lyl<z

Ky (t, ) uoly) dy

[ -y - Kyt w g+ |
lyl<i% lyl>%
- flyléi

+ K, (t,x) (JR uo(z) de — J o uo(y) dy)

2

(Kn(tv xr — y) - Kn(tv x)) uO(y) dy + f o Kr/(t> xr — y) UO(y) dy

ly|>5

= f . (Kt —y) — Ky(t,x)) uo(y) dy + f .
lyl< :

ly|>5

Ky (t,x —y)uo(y) dy

— K, (t,x) J "

ly|> 5

uo(y) dy + K, (t, x) fR uo(x)dx

=I,(t,x) + Iy(t,z) — K,(t,z)1.(x) + K,(t, x) JR uo(x)dz. (4.37)

Notemos que el cuarto término en la anterior igualdad es uno de los buscados. Ahora

nos disponemos a estimar los términos I,(t,x), Iy(t,x) y K,(t,x)I.(t,x) por separado.

En primer lugar para [I,(t,x), utilizamos el teorema del valor medio en la funcién

K,

»(t,-). Entonces, para todo y € R, existe z = Az + (1 — A\)(z —y) =z + (A — 1)y (con

0<A<1)tal que
Kyt — ) — Kylt,2) = —y 0, (1, 2). (4.38)

2]

Luego, si suponemos que |y| < 5 (de modo que y pertenezca la region de integracién de

I,(t,z)), podemos estimar

i
2l =[x+ (A =Dyl = [a] = (L =N |y = |2] = [y| = |2| (4.39)

Combinando (4.38), (4.39) y gracias al decrecimiento en variable espacial de 0, K (t,-)

(Proposicién 4.3 en la pagina 100), obtenemos

5nt 1 e5nt 1

<c
’m1+pﬁ "y

e
]Kn(t,x —y) — Kn(t>$)‘ = |yl \55(;[(77(15,2’)\ S G 2

win
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Con este estimativo, mayoramos a la integral I,(¢,z) en valor absoluto:

‘Ia(tvx)‘ < J ‘Kn(t7x - y) - Kn(t,l’)| ’u(](y” dy < CT] 2
pi<ll t31+||

f 1yl [uo(y)] dy.
(4.40)

en donde se puede probar sin dificultad que la integral de la derecha es finita debido al

decrecimiento de uy dado por (4.34). Por ende tenemos que

@@w):qw(l). (4.41)

xr2

En segundo lugar, estimamos [,(¢, z) de la siguiente manera:

L(t,2)| < j K, (¢« — y)uoly)] dy

Iy\>%
1

< (14 |- o j Kyt 7 — )| ————dy

I I® o T

1

<o (14 P f K (to—y)ld

c H( ’ ‘ )UOHLC@ 1+‘x’2+6 ‘ %’ 77( z y)’ Y

(L] Yol o g (10 (1.42)
Uo Lm‘Iqjﬂgﬁiz n\b 1> .

donde ||K,(t,-)||;1 < +oo debido al decaimiento de K, (t,-) (Proposicién 4.2, pagina 96).

Entonces para (¢, x) también se tiene que

12

@@w):q@(l). (4.43)

En tercer lugar, el término |K, (¢, z)l.(z)| se domina mediante el decrecimiento de

K,(t,-) y de ug. Tenemos

(Kt 2)e(2)] < [Kq(t )l ) luo(y)ldy

ly|>5

65771&

1
t5 14+ | fly>'§ L+ [yt

et 1 f 1 1 24
= —— 7dy+j ey | |1+ o
Tt 1 o \ syt 1 [y {w>2}ntyi>1y 1+ [y** L

S 1 0
< e || ety ) [ o
t5 1+ |z \1+ 2" Jizp (o= 25 b iwl=1y [y[** L
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et 1 1 1 .
< Cppe prS 5 e t e dy H (T+]- |2+ )uoH

L+ |2)* \ 1+ 2| |21 Jgjy1> 2y ngly>1y [yl L=
et 1 1 1 f 1 9
< epe -+ e —dy H(l—i—H +€)u0H
TEYE 14 |a;|2 1+ |x|2Jr |z]° Jjy =1 |y|2 L»
et ] 1 H 2t
ey
s 14 |2 <1+|x|2+6 ) -1 o],
1
=o(t) (- (4.44)

Recopilando las estimativas (4.37), (4.41), (4.43) y (4.44) se sigue que

Kt ) = uo(z) = K, (t, 2) UR o ) d:c) T o(®) (;2) | (4.45)

Con esto hemos terminado de estimar la parte lineal de u y ahora nos corresponde hacer
calculos en su parte no lineal. Sumamos y restamos el segundo término que queremos que

aparezca vy luego estimamos las integrales sobrantes.

—;JtaxKn(t_T,.)*UQ(T,) :—ffJaK Crx—y)l(ry) dydr
=—ffJ6K — 1,2 —y)u(r,y) dydr

¢
+ *J J ExKn(t—T,z)uQ(T,y)dydT— }f J 0K, (t — T, x) u?(7,y) dy dr
2 Jo Jr 2 Jo Jr

t

1 1 1
=—-Iy(t,x) + zL(t,x) — = | 0K, (t— T,ZZ?)J u?(1,y) dy dr. (4.46)
2 2 2 Jo R

Antes de enfocarnos en determinar el decrecimiento en variable espacial de I4(t,z) y
I.(t,x), notemos que la hipétesis de decrecimiento del dato inicial (ver (4.34)) implica
que en particular ug también decrezca como la funcién 1+1|$\2 Luego, debido a que
ya demostramos la propiedad de persistencia de decaimiento en variable espacial del

problema (3.1) para el indice de decrecimiento f = 2, esto nos permite concluir que la

soluciéon u mantiene el siguiente decrecimiento en variable de espacio

1 1
lu(1,2)| < ¢y —, 0<7<t.
73 1+ |x]
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Después, estimamos la integral I,(t,z) de acuerdo a lo recién mencionado y trayendo a

colacion el decrecimiento en variable espacial de 0, K, (Proposicién 4.3, pagina 100).

t
Lt 2)] = f f Kt — 7 — ) u(ry) dy dr
0 JR

t
< J j 0K (t — 72 — ) |u(r,y) dydr
0 JR

| 1 1 1 2
<Cn€5ntf21f 3( 2) dydT
o (t—7)3 15 Jr 14|z —y[” \1+ |y
t 1 1 1
<jj i dydr.
o (t—7)5 75 Jr 1+ [z —y|[" 1+ |yl

La integral en variable de espacio en la anterior estima es la convolucion de la funcion

5 v la funcién 1. Entonces, por la Proposicién 4.1 (pagina 94) se sigue que

1+ |z 1+ |z

1 t 1
Ii(t,x)| < ¢, e J — dT.
alt, @)l K 1+ |ar:|3 0 (t—T)% 5

La integral de la derecha es finita debido a la Proposicién A.3 (pagina 70 del Apéndice

134) y podemos escribir

1 5,1 ]. 1 1
5nt =+5—1 snt =
|14(t, z)| < ¢, e 1 ]x\?’tG 57 =M ———=ts = o(t) <x2> . (4.47)

Por dltimo, para la integral I.(¢,z) basta con utilizar el decrecimiento de 0,K,(t,-).

Tenemos que

[Te(t, x)| =

¢
f f O K, (t — 7, ) u2(7', y) dy dr
0 JrR

| 1
<c 65’7tf J u(r,y)|* dydr
n 0 (t—T)% R 1 + |x|3 ’ ( y)| y

o [ (el
=Cpht u(T, - T
ot 2P o (b —7)3 v

1 |
<c e——— | sup ||u(r,- 2)fd7'
s (e ) [ o

1 1
5nt 2 =
=c e’ ———= | sup ||lu(T,- 3t3

o<t

wlr
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— o(t) <;2> |

Volviendo a (4.46), con lo realizado resulta que la parte no lineal de u se escribe como

1 (t 1 (! 1

— = J 0o K (t —7,-) x (7, ) (z)dr = —= J 0. K, (t — 7, ) J u?(r,y) dydr +o(t) | — ).
(4.48)

Para terminar, acoplamos las partes lineal y no lineal de u, escritas en (4.45) y (4.48)

respectivamente, para obtener la estimacion propuesta en el Teorema 4.3. U

Prestemos atencion a la valiosa informacion que nos provee el Teorema 4.3 acerca del

comportamiento asintotico en variable espacial de la solucién, descrito en la igualdad:

u(t,z) = K, (t,7) < JR () dx) - ; L oKt — ) < JR (7, ) dy) dr + oft) (;) |

1
Primero, por definicién de o(t) <2> , podemos despreciar esta cantidad ya que en princi-
x

pio es muy pequena. Con respecto al término K, (¢, ) (J uo(x) da:), es evidente que su
R

comportamiento estd determinado por el nicleo K, (siempre y cuando J up(z) dx # 0).
R

Por ltimo, el término restante se puede reescribir como

t t
_1J axKﬂ<t_T> [E) J u2(7-7 y) dy dr = _1f aﬁvKn(t_T? I) ||u<7—7)||i2 dT’
2 Jo R 2Jo

en donde encontramos tinicamente la participacién de la derivada del niicleo d, K, debido

a la independencia de ||u(,-)||» con respecto a .

En suma, el Teorema 4.3 nos muestra explicitamente que si J up(z)dx # 0y |z
R

es suficientemente grande, el comportamiento de u (en variable de espacio) dependera
completamente de K, y de 0,K,. Ademas, recordemos que K, posee un decrecimiento

en variable espacial optimal de la forma (ver la Proposicién 4.2 y la Observacién

1+ |z
4.1, en las paginas 96 y 99 respectivamente) mientras que 0,/ decrece como la funcién
1

——— (Proposicion 4.3, pagina 100). Con esta informacién, desde un anélisis superficial
1+ |zf?
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se podria pensar que el decaimiento de K, al ser el menos pronunciado, es el que controla
al decrecimiento de u. Se sigue que la soluciéon deberia decaer en variable de espacio a lo
mas como K,. Para probar rigurosamente lo que acabamos de mencionar, enunciamos el

siguiente teorema.

TEOREMA 4.4. Sean s =0, € > 0 y ug € H*(R) un dato inicial que satisface:

c
1. |up(x)| < ————, x e R.
| 0( )| 1+|J]|2+6
2. J up(z)dx # 0.
R

Sea ademdsu € €([0,+0); H*(R)), la inica solucion de (3.1) asociada a uy. Entonces

se cumple el siguiente control de u por debajo

fRuo(x) dx

donde My > 0 y ¢, > 0 son constantes (que dependen de t).

1

Ct—
513'2

< |u(t, z)|, t>0, |z| = M, (4.49)

Observacion 4.2. 1. Antes que nada, la desigualdad (4.49) implica automdticamen-
te que en este caso (f uo(z)dx # 0) se tiene la optimalidad del problema de

R
persistencia. Fs decir que por mds que el dato inicial decaiga con una rapidez

arbitraria, digamos ug € €F(R), la solucion que se genera a partir de este dato

inicial no puede decaer mds rapido que la funcion 5
1+x
2. En relacion con las conclusiones de optimalidad de Fonseca, Pastran y Rodriguez

(Fonseca et al. (2019)), se puede observar que la hipdtesis sobre el dato inicial es

tqual a la nuestra.

DEMOSTRACION. Note que si logramos demostrar que u tenga el siguiente compor-
tamiento asintotico:

u(t,z) — ct; JR o) dz + oft) ( ! ) | (4.50)

.1'2
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1
con ¢, una constante distinta de 0. Entonces, por la definicién de o(t) (2) (ver (4.36)
x

en la pagina 118) existiria M; > 0 tal que

‘o(t) (;)‘ < “3;'; JR () d

para todo |x| = M,. Luego, de (4.50) tendriamos que

1 |Ct| |Ct| 1

)

)

JR up(z)dx

e 1
Luo(x)dm' =5

J}R up(z)dx

1
u(t, )] > Jed

y por tanto

Ctl

. <fut.o)l, el = M,

| vl

Asi, nuestro problema se limita a demostrar la igualdad (4.50). El Teorema 4.3 nos provee
de una descripciéon del comportamiento asintotico de u de la que podemos partir, gracias

a ella sabemos que la solucion u se puede identificar como

u(t, ) = K (t, ) ( JR o(2) dx) _ ; L oKt — ) ( JR (7, y) dy> dr + oft) (;2) |

(4.51)
Primeramente, estimaremos el término K, (¢, x) <f uo () dx), para lo cual nos remon-
R

tamos a la estimativa del niicleo que obtuvimos en (4.7) (pagina 98):

nt 1
Kyltw) = =5 = 50

(Is(t,x) + I4(t, x)), (4.52)
donde
0
| e (i o)+ (<ig -1+ 369)°) Ry e

It,2) - (
Bata) = [ e (0020 = 60 + £ (2i€ + (1 - 36)°) K0, e

0

1
Notemos que (4.52) ya nos provee del término — que deseamos acompaifie a J up(z) dz,
Zz R

1
pero necesitamos que los términos restantes conformen un o(t) <2 . Para este propésito,
T

repetimos el mismo procedimiento que utilizamos para llegar al estimativo (4.52), esto es,
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. ...
multiplicamos y dividimos ¢z e integramos por partes para extraer un término — adicional.
x

Recordando que la transformada de Fourier de K (¢,-) es IA(n(t, £) = et(i|5|5+77(‘5|_|5|3)), se

tiene que
0
Ly(t, o) = ; (iz) e (t (=20 + 608) + 2 (=2i€ + n(—1+ 352))2) K, (t, €)de
0
_ ;eiwﬁ (#(=2i + 6ng) + 12 (=20 + n(—1 +36))%) K, (1, €)
0
_ ;; e (#(=2 + 6ng) + £ (~2i€ + (1 + 36%)) ") (1,€) ) de
= ;(—Qit + n*t?) — ;[5(75,:15).
Li(t,z) — ; (e (21— 6n€) + 2 (2i€ + (1 — 367)7) K (1, €)de
= e (12— 609+  (2ic (1 - 36))°) Kot 0)|
L[ e (21— 6mg) + 2001 (1 360 (1,)) e
iz Jo
_ ;C(—M ) — ;Iﬁ(t,x).
Luego
nt 1 nt 1 .
K,(t,x) = ——— — —=(I3(t,x) + I1(t,z)) = ——= + ——=(4it + I5(t,z) + Ls(t, x)).

mx?  2ma?

(4.53)
Probemos que |I5(t, z)| es acotado con respecto a z, la mayoracion de |I4(t, )| se seguird

de manera andloga. El interior de la integral I5(t,z) para £ < 0 se calcula

O <t(—2z‘ +6n€) + 7 (—2i& + (=1 + 352))2)1?,7(@5))
= (6t + 2t*(—2i + 6n&)(—2i€ + n(—1 + 3¢%))

H(t2(—20 + 6n) + £3(—20€ + n(—1 + 36%))?) (=26 + n(—1 + 3¢2))) K,,(t, €).
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Por consiguiente,
0 ) A
Is(t,2)| = U 0 (H(=2i + 6n€) + (=20 + n(~1 + 362)2) K, (1,€)) d&‘
—00
< cf (nt + 1€+ 0t + 0t €7 + 2 €]+ n°t €17 + 1€ + nt® €7 + nt® ¢!
R
07t €] + Pt + P [P+ PP + P IE + 0 (€)% K (8 )1

Luego, nos valemos de la Proposicion 3.3 (pagina 70) con m € {0,1,2,3,4,5,6} para tener

la siguiente acotacion

1
ﬁ(’?t)‘ +

ol

5

(nt)s +

4

(nt) + (nt)?

I

2
3

1 s 1 1
+ (nt)s + < (nt)s + = (nt)* + = (nt):
7’ n? Uk

(N

1) < o (a0 +

S|
I | =

L0+ 008+ P+ S0+ )t + <nt>§)

11 1
<ce4nt<1+2+—|—3>
n”oon o

1 3
< ce <1 + ) : (4.54)
7

Uniendo esta informacién con (4.53) y multiplicando f up(z) dx se colige que
R

K, (t,z) ( JR o () dx) _ M (@) da + 21(4it It 2) + Te(t, @) JR wo(x) da

T2 Jr mixd

_ ct; fR wo(x) dz + oft) (1) | (4.55)

12

1 t
Lo tinico que nos falta es estimar 5 J 0. K, (t—T,2) (J u?(7,y) dy) dt, pero nos ahorra-
0 R
mos tal proceso notando que este término es la integral I.(t, z) que figura en la ecuacién
22

1
(4.46) (pagina 121), para la cual ya conocemos que I.(t,x) = o(t) () Teniendo esto

en mente, juntamos (4.51) con (4.55) para obtener finalmente

xr2

1 1
u(t,x) = CtQJ uo(z)dz + o(t) () :
= Jr
como se buscaba. O

Hasta este momento hemos probado que la hipdtesis sobre el dato inicial, f up(z)dr #
R

0, es un criterio suficiente de optimalidad para nuestra propiedad de persistencia. No
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obstante, ;jqué sucede cuando f uo(z)dr = 07 Para incorporar a nuestra investigaciéon
R
el efecto de esta hipétesis (contraria a la condicién suficiente de optimalidad), ofrecemos

una ultima proposicion, que nos permite mejorar el indice con respecto a la propiedad de

persistencia del decaimiento § = 2.

Proposicién 4.5. Sean s >0, 0 <e <1 yug € H*(R) un dato inicial que satisface:

c

1. Jug(z)| <« ———.
(@) < T

2 fR () dz = 0.

Entonces, la iunica solucion de (3.1), u € €([0,+m0); H*(R)), posee el siguiente de-
crecimiento puntual en variable espacial:

1
lu(t, z)| < Cnimo&Wu t>0, |z =1

DEMOSTRACION. Cortemos la integral que define a la convolucién K, (t, ) * ug, de la

siguiente manera

77( 7' *u() J K ( )dy
- j Ki(Kn(t,x—y) — K, (t,x))uo(y) dy + J| mKn(t’l‘—y)uO(y) dy

— K, (t,z) J|y>§ uo(y) dy + K, (t, x) JR uo(x) dx

= Ia(twr) + Ib(tax) - Kn(ta x)lc($)
Con esto, u se reescribe como

ult,) = Ky (t, ) * () — ;L&an(t ) ed(r, ) (o)
= I,(t,x) + L(t,z) — K, (t,x)]. —JJ 0. K, (t — 7,0 — y)u?(r,y) dy dr

= I,(t,z) + L(t,x) — K, (t,x2)].(x) — I4(t, x).
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Cada una de estos términos ya fueron estimados en (4.40), (4.42), (4.44) y (4.47). Aco-

plando las cuatro estimativas se sigue que

1 1 1 1
ut,2)] < cppane ( I S ( 4 )) |
R L R

pero como |z| =1y 0 < e < 1, entonces

1 1 1 1 1
|’U,(t,x>’ < Cn,tuo,e ( 3 + 2+e + 2 < 2+e + 6>)
2" [ 2" \z] ]

( 1 N 1 N 1 N 1 )
= C .
M,t,u0,€ ’x|3 ‘x’2+e ’x’4+e ’l'|2+6

1

< Cn,t,uo,eW~
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Conclusiones

De este proyecto quedan una serie de conclusiones, de las cuales, nos limitamos a
senalar las mas importantes de los siguientes ejes: transformada de Hilbert, buen plantea-
miento del problema y decrecimiento puntual en variable espacial. Ademas, presentamos
de manera breve las mejorias de los resultados de persistencia y los problemas, que en

nuestra opinién, serdn materia de investigaciones futuras.
La Transformada de Hilbert

Para el desarrollo de este punto, se realizé6 una revision detallada sobre este opera-
dor; enfatizando en su buena definicién y sus propiedades en la clase de Schwartz, en los
espacios de Sobolev no homogéneos y en los espacios de Lebesgue. Asi mismo, estudia-
mos la interaccion que mantiene este operador con la transformada de Fourier. Al final,
los resultados de esta revision sirvieron para construir un cuadro general de la transfor-
mada de Hilbert, en el que se incluyeron todas las propiedades necesarias para nuestra

investigacion.
Buen planteamiento local y global en los espacios de Sobolev

Este punto se puede resumir en dos teoremas dedicados al estudio del problema de

Cauchy

dru(t, z) + Ho2u(t, z) + u(t, x)dpu(t, ) + nH(Opu(t, z) + Bult,z)) = 0, (t,z) € (0,T] x R,

u(0,2) = ug(x), reR,
(npBO)

desde el marco de los espacios de Sobolev no homogéneos de orden no negativo. El primero

(Teorema 3.2, pagina 74), comprende lo siguiente: existencia local, unicidad y regularidad
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de las soluciones mild de (npBO). La prueba de la existencia de dichas soluciones se basa

en su estructura integral
1 t
u(t,x) = K”](ta ) * uO(x) B QJ axK”?(t -7 ) * U2<T7 )(flf)dT, O0<t<T,xe R?
0

Esta formulacion posibilita tratar la ecuacién (npBO) como un problema de punto fijo
y construir de esta manera su solucién bajo el Teorema de punto fijo de Picard (3.1,
pagina 61). Asi mismo la unicidad y el estudio de regularidad aprovechan la estructura
de solucion mild. Del segundo teorema, se demostré que el tiempo de existencia 1" se
extiende hasta el infinito (Teorema 3.3, pagina 88). Se llegd a este resultado con base en
una estimacion de tipo Gronwall de la solucién en la norma del espacio L*(R) (Proposicién

3.4, pagina 86).
Decrecimiento puntual en variable espacial y optimalidad

En lo relativo a este punto, logramos demostrar la persistencia del decaimiento en
variable de espacio de las soluciones (Teorema 4.2, pagina 112). Asi pues, se comprob6

que si el dato inicial ug € H*(R) (s = 0) posee el siguiente decrecimiento puntual:

C

[uo(@)| <

< —, r € R, 1< p8<2,
1+ ||
la tnica soluciéon mild de nuestro problema, u(t,x), preserva el decaimiento en variable

espacial de ug para todo tiempo ¢t > 0.

Complementariamente, demostramos que la condicién impuesta sobre el dato inicial,

f up(z) dx # 0, asegura la optimalidad de persistencia para el indice de decrecimiento
R

£ = 2. Es importante senalar que este resultado fue precedido por un andlisis sobre el

comportamiento asintético en variable espacial de las soluciones (Teorema 4.3, pagina

118). Por tltimo, logramos probar que en caso de no cumplirse el criterio de optimalidad,

el rango de 3 se amplia hasta el intervalo (1, 3] (Proposicién 4.5, pagina 128).
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Mejorias en los resultados

Para llegar a estos ultimos resultados nos basamos en herramientas anteriormente
utilizadas por Cortez y Jarrin (Cortez y Jarrin (2020)), dos autores que estudiaron el
decrecimiento puntual en variable espacial de las soluciones del problema de valor inicial
para una ecuacion generalizada; que bajo parametros especificos coincide con la ecuacion
(npBO). Sin embargo, en la forma de abordar esta ecuacion, nosotros conseguimos dos
mejoras significativas. En primer lugar, en contraste con el estudio de decrecimiento de
Cortez y Jarrin, centrado en el indice 5 = 2, tomamos cualquier indice dentro del intervalo
(1,2]. En segundo lugar, a diferencia de sus datos iniciales: uqg € H*(R), con s > 3/2,

consideramos que s puede ser cualquier niimero no negativo.
Estudios futuros

Al término de este proyecto de titulacion, creemos que quedan un conjunto de pro-

blemas para futuras investigaciones, los siguientes nos parecen los mas relevantes.

1. Las limitaciones que nuestras herramientas presentan para el analisis sobre las
propiedades de persistencia en los casos cuando 0 < [ < 1 dejan abierta la
interrogante sobre qué pasa en dichos casos.

2. Para valores de [ mas grandes que 3, si bien desde un anélisis somero, prevemos
que no se cumpliria la propiedad de persistencia, principalmente por la presencia
de la derivada del ntucleo, que decae de la forma 1+1|x|3 (Proposicién 4.3, pagina
100), en la parte no lineal de la solucién. Sin embargo, esta es una pregunta abierta
de nuestro trabajo.

3. En vista de que la metodologia empleada no es exclusiva para el estudio de la

ecuacién (npBO), se incentiva la bisqueda de ecuaciones de caracteristicas simi-

lares que puedan ser abordadas bajo las mismas técnicas, como por ejemplo podria

132



ser el caso de la ecuacién de Kuramoto-Velarde dispersiva (Pilod (2008)), cuyo
nticleo asociado Fj ,(t) = (P +# & =€)V (5 e R, > 0), posee propiedades de
decrecimiento similares al nuestro.

. Consideramos indispensable el desarrollo de métodos que contribuyan al estudio
del decrecimiento puntual en variable espacial para problemas a mayores dimen-
siones. Entre los candidatos posibles de este género de estudios, esta la ecuacion
de Benjamin-Ono-Zakharov-Kuznetsov, tratada en (Latorre et al. (2007)). Cabria
decir, que en la actualidad, la propiedad de persistencia de esta ecuacién solo ha
sido estudiada en el espacio de Sobolev con peso Zs, = H*(R?) n L*(R? (1 +
2?2 + y?) dz dy) (Cunha y Pastor (2014)). Sin embargo, la adaptaciéon de nuestros

métodos al caso de mayores dimensiones es mas complejo.
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Apéndice A
Resultados complementarios

En este apéndice se demuestran varios resultados que intervienen en algunas de las

demostraciones presentes en este trabajo de titulacion.

1. Estimaciones diversas

Empezamos por comprobar ciertas igualdades y desigualdades. La primera es la si-
guiente:

Notando a la funcién m(&) = i sgn(&), se tiene la siguiente identidad.

L+ m(§)m(n) + m(§)m(§ —n) = m(n)m(§ —n),  para todon # 0. (A1)

DEMOSTRACION. Como m es la funcién i sgn(-), probar (A.1) es exactamente lo

mismo que comprobar la igualdad

sgn(§) sgn(n) + sgn(&) sgn(§ —n) — sgn(n) sgn(é —n) = 1.

Consideremos cinco posibilidades que analizaremos separadamente.

i. Si ¢ =0, entonces

sgn(€) sgn(n) + sgn(&) sgn(§ —n) — sgn(n) sgn(€ —n) = — sgn(n) sgn(—n) = 1.

ii. Si & =mn (£ #0), tenemos que

sgn (&) sgn(n) + sgn(§) sgn(§ —n) — sgn(n) sgn(§ —n) = sgn(§) sgn(n) = 1.
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iii. Si €& y n son distintos pero poseen el mismo signo, se sigue que

sgn(§) sgn(n) + sgn(§) sgn(§ —n) — sgn(n) sgn(§ —n) = 1+ sgn(§—n) — sgn(§ —n) = 1.

iv. SiéE>0yn<0:

sgn(&) sgn(n) + sgn(§) sgn(§ —n) — sgn(n) sgn( —n) = -1+1—(-1) = 1.

v. Si & <0yn>0, entonces

sgn(&) sgn(n) + sgn(§) sgn(§ —n) — sgn(n) sgn(€ —n) = =1+ (=1)(=1) = (=1) = 1.

Proposiciéon A.1. Sean x = 0 y a = 0, existe una constante ¢, > 0 tal que

DEMOSTRACION. En efecto, por la propiedad arquimediana existe un niimero natural
N, € N tal que N, > a. Si x > 1 utilizamos expansion en series de Taylor de la funcién

e en el punto 0, se sigue que

. Ban g i
e = E — = =
—nl o NN

Ysix<1:

" <1<e® <Nl

Proposiciéon A.2. Dadosn > 0,t >0y N € N, se tiene que

Ifm (fo(n(t,f)> — 0, (A.2)

§| >+

donde K, es el nicleo definido en (3.5), pdgina 51.
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DEMOSTRACION. El caso cuando N = 0 se sigue sin problema.

lfm K, (t,€)] = 1fm - — oy emv’) — g
§]—>+c0 |¢|—>+a0 y—+00

Tomamos ahora N > 1, se tiene que

im |£Nkn(t’ £>| _ yEIPOO <yN€77t(y*y3)> .

|§|—>+c0

Calculamos el limite cuando y — +oo de y 6%(@,_@,3)7 para seguido utilizar la continuidad

de la funcién V. De la regla de L'Hopital se sigue que

, 1t (y—y3 . Y
lim ye~®¥) = lim —
y——+00 y—+0 o= x (=y?)
1
= lim

y—+00 _Tnt(l _ 3y2)67"ﬁ(y*y3)

X =)
= lim ————
y—+0 —%t(l — 3y?)

2R

< I €
m ——«—
= y—-+o0 nﬁt |1 —3:’./2’

= 0.

Entonces

N
lim :|£NKn<t,s>r=yEIfwyNe"“yy5>=(ﬁm ye"w“yy‘*’)) 0

|€|—+c0 y——+00

O
2. Funcién Gamma y funcion Beta
Dado z un nimero complejo tal que Re(z) > 0, entonces
+00
['(2):= J e Tdr < 40, (A.3)
0

A T se la conoce como la funcion Gamma.
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DEMOSTRACION. Tomando I'(z) médulo absoluto estimamos

+o0 +00
<J o Re(z)—l)ln(f))e—TdT:f F(Re(x)=1) =7 g
0 0

+o0
|F(Z)| = J- 6(( Re(z)+i Im(z)—1) 1n(7-))6_7_d7_
0

T

Debido al decrecimiento de la funcién e~z existe un M > 0 suficientemente grande tal

Re(z)—1) ,— %

que 7¢ e 2 < 1 para todo 7 > M. Via esta estimativa podemos dominar

M +00
P(2)] < J r(ReEDe=mqr 4 J ~(Re(2)-1) -7 g

0 M
M too
< f r(Re()=1) g 4 f e 2dr
0 M
1 Re(z) —M
= M + 2e 2 < +o0.
Re(z)
Ul
Dados p y v dos nimeros complejos tales que Re(u) > 0y Re(v) > 0, entonces
1
B(p,v) = J N1 — 1) ldr < +oo.
0
A B se la conoce como funcion Beta.
DEMOSTRACION. Estimando B(pu,r) en médulo se tiene que
1
Bluw) = |[ -
0
1
< r ‘6 Re(p)+4 Im(p)— (7’))} |e(( Re(v)+i Im(v)—1) 11’1(1—7'))‘ dr
Jo
1
_ ( e (( Re(p)—1)In(7)) (( Re(v)—1) ln(lfﬂ'))dT
Jo
1
_ [ _ ) (Re)-D gy
JO
1 1
_ 7 (et _ (RN g 4 f (Re)=1) (1 _ )(Re)=1) g
JO %
1 1
< | sup (1—71) Re(v)—1 J r(Re=Dgr 4 | sup 7 Rew—1 J (1- 7')( Re(w)=1) g1
0<~r<§ 0 5g7-<1 %
1 1 1 1
=, < +00.

Re(y) 2767 ¥ Re(1) 270)
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Proposiciéon A.3. Dados >0, v >0 yt > 0, entonces

t
J ™t — 1) Ydr = B(p,v) tH L
0

DEMOSTRACION. Simplemente extraemos el término =2 de la integral y hacemos

un cambio de variable. Tenemos

t ¢ -1 v—1
f et — ) dr =J () (1=3) are
0 o \T t
1
_ J y“_l(l . y)y—ldy t,u-i—l/—l
0

= B(u,v) "t

3. Lema de Grownwall

LEMA A.1 (Lema de Gronwall forma diferencial). Sean a,be€ R (a <b), 5 : [a,b] —

R y u: [a,b] — R funciones continuas. Si u es diferenciable en (a,b) y satisface la

desigualdad
d
ﬁu(t) < B(t)u(t), para todo t € (a,b), (A.4)
entonces
B(s)d
u(t) < u(a) eLB(S) S, para todo t € |a, b].

DEMOSTRACION. Pasamos el término S(t)u(t) a la izquierda en (A.4) y multiplicamos
- s)ds
e LB( ) a cada lado. Se tiene que

), B)s <jtu(t) _ 6(t)u(t)> _ ;i (u(t) o7 WS) <0,
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Luego, integrando entre a y t obtenemos
_('8(s)d
u(t)e Lﬁ(s) "< u(a).

Es decir que
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Apéndice B
Transformada de Hilbert en los espacios de Sobolev no
homogéneos

En este apéndice construimos una extensién continua de la transformada de Hilbert

en H*(R) (s € R) por medio de sucesiones y basandonos fuertemente en la igualdad

1 Hellz: = fR (1+ [€]%)*[Hep(€)2de = fR (1+[€]%)" i sgn(€)@(E) P dé = [[l[3.,  (B-1)

para todo ¢ € .(R"). Tomamos u € H*(R) arbitrario. Como .(R) = H*(R), entonces

existe una sucesion (¢, )nen en Z(R) tal que

lim ¢, = u, en H*(R).

n—+ao0

En particular tenemos que (¢,)nen s una sucesién de Cauchy, lo cual implica que la

sucesion (Hen)nen también sea de Cauchy pues, por (B.1) tenemos que

me = [H(en — om)llgs = llon — Omllgs »

para todo n, m € N. Pero como H*(R) es completo, entonces existe el limite de la sucesién
(Hn)nen en este espacio, que notaremos por Hu € H*(R) y el cual es nuestro candidato a
ser la transformada de Hilbert de u. Sin embargo, es imperativo probar que este limite no
varia segun la sucesion que aproxima a u. En efecto, supongamos que existe otra sucesion

(¢n)n€N en y(R) tal que

lim ¢, = lﬁfoo On =1U en H*(R).

n—+o0 n
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Realizando el mismo proceso anterior, sabemos que existe b € H*(R) que es el limite de

la sucesion (Hoy, )nen. Pero b es igual a Hu pues

|| Hu — b

s < |[Hu — Hey|

we + |[Hen — Honl

e T |[Hon — bl

Hs

= |[Hu — Hepn)

Hs + ||H¢n - b|

HS+||90n_¢n| Hs»

que tiende a 0 cuando n — +0c0.
Definicién B.1 (Transformada de Hilbert en los espacios de Sobolev no homogéneos).
Sean s € R y u e H*(R). La transformada de Hilbert de u, notada por Hu, se define
como el limite

Hu = lim Hep, en H*(R),

n— -+

donde (©n)nen €s una sucesion en . (R) tal que lil}_loo ©n = u en H*(R).

Una vez definida la transformada de Hilbert sobre H*(R), resta comprobar que es un

operador lineal y continuo en este espacio.

Proposicion B.1. Dado s € R, la transformada de Hilbert es una isometria en

H*(R).

DEMOSTRACION. Sean u € H*(R) y (¢,) una sucesién en . (R) tal que lirfoo On = U

en H*(R). Luego, de (B.1) se sigue que

[ Hul

= Hm {lon|l = [lul

Hs n—+0o0 He

e = |t e
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Apéndice C

Demostracion del Lema 3.6

Sea 2p <t < T. Separaremos la integral que define a B, (-, -) en dos partes:

1By (1, 0) () pesrin = HLP 0o Ky (t — ) * (uu(T,.))dHLtamKn(tT) « (uv(r, ))dr

Hs+r+X

< J;) Hsﬂ(t - T)(’LH)(T, '))‘|HS+T+/\+1 + L ||S77(t - T) (UU(T, '))||Hs+r+/\+1

=1+ Is.

Estimamos las dos integrales. Para I;, del Lema 3.2 (pagina 66) se sigue que

e 1
I < Cs,r,)\,negntf 2(s+rtN)+3 H’LLU(T, ')HLl dr
0o (t—71)"
Bt 1
< Csran€? 2(s+r+A)+3 ||u(7_7 )||HS |U(T’ )||HS dr.
0o (t—7)"

Vamos a considerar tres casos separadamente.

1. Si 3=2(s+r+A) _ 1_2(s+r+)\)+3

5 : > 0, se tiene que

5 6 3—2(s+r+A) 3—2(s+r+))
I < i (t 6 —(t— 6 ) 3 ye s )t s
A i ey (t—p) OZI?EPHU(T Mare ) { sup [lo(7. )l

stsp

3—2(s+r+))
S CoraTal sup [[u(7, )l ) | sup [[o(7, )]s
o<t<p 0<t<p

< o (p lu(r, )| HS) (sup (e, ‘>||Hs) |
0<t<p o<t<p

2(s+r+A)+3

2. i 3=2edri) 2 dAES .
6 3-2(s+r+X) 3—2(s+r+X)
e ot (P _ o =5 (e M
e P et (t- ) (s Ihutr g ) (5o ot )
6 3—2(s+7r+A) 3—2(s+r+A)
= Cs,r N\, Tn — t— 6 —t 6 ) 3 ) . ) e .
e Vet () (e el ) (0 ol )

3—2(s+r+A)
S Cornrn(20—p) © ( sup |[|u(r, )| HS) ( sup Hv(Tw)HHs>
0<t<p 0<t<p

< Corrtom ( sup HU(T,')HHS> ( sup vaum) |

0<t<p

A4
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. 3=2(s+r+A) 2(s+r+A)+3 2(s+r+N)+3
3. 8i = = 1- TS = 0, entonces =~ = 1y por tanto
§77T r 1
Iy < corane? 7 Sup |u(, )l sup [[o(7, )|l d7
0o U= Tostsp 0<t<p

< coraalln(t) = In(t = p)) sup [lu(r, e sup [fo(r, )]

<t<p <t<p
Controlamos la cantidad In(t) — In(t — p) por casos. Sit > ¢t — p > 1 entonces
In(t) — In(t — p) < In(T). Luego, sit = 1 > t — p entonces In(t) — In(t — p) <
In(T) — In(2p — p) = In(T) — In(p). Finalmente, si 1 > ¢ > ¢t — p se tiene In(t) —

In(t —p) < —In(2p — p) = —In(p).

De esta manera

1= conniran 0 )l ) ((sup (17l ) (1)

Para estimar la integral I, usamos el Lema 3.1 de la pagina 63. Se tiene que

I

N

t

3 1

CA,neQ"tJ = [l M geer [T, M presr dr
p\L—T) 2

3 2 1-x
<ot 2o tt= ) (s e ) (Csup 1ol )

p<t<T p<t<
1
< errn(T — p)'3 <sup |u<n~>||Hs+r) ( sup ||v<r,->||Hs+r)
p<t<T p<t<T
= extn (s (g ) (Csup [l ) ©2
PRI PRI

De las cotas obtenidas para I; e Iy en (C.1) y (C.2) respectivamente concluimos la

desigualdad enunciada en este lema.
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