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NOTACION

Simbolo | Significado

OBC Open Boundary Conditions

PBC Periodic Boundary Conditions

ypelee Funcién de onda electrénica (vector propio del Hamiltoniano)
PDF Probability Density Function (|¢©|?)

v Amplitud de probabilidad de transicion dentro de la

misma celda unitaria (intra-cell).

A Amplitud de probabilidad de transicién entre
celdas unitarias contiguas (inter-cell).
) Energia intrinseca de cada sitio de la red cristalina (energia on-site)
Pyee Operador proyector de las bandas ocupadas
ZOOM | Calculo de los centros de Wannier respecto a una sola celda unitaria (Pg.41)

Modelo SSH (Su-Schrieffer-Heeger)

Modelo unidimensional con momento dipolar eléctrico cuantizado

Simbolo Significado

N Numero de celdas unitarias totales

N,=1 Numero de orbitales ocupados por celda unitaria

N, =1 Numero de orbitales desocupados por celda unitaria

Ny =2 Nimero de orbitales totales por celda unitaria (Now, = N, + N,)

Noce = NNy, = 2N | Numero de orbitales ocupados totales

Modelo QTI (Quadrupole Topological Insulator)

Modelo bidimensional con momento cuadrupolar eléctrico cuantizado

Simbolo Significado

(Qesauina Acumulacién de carga en la esquina del cristal

pPorde Polarizacién en el borde del cristal (polarizacién superficial)

Qay Momento cuadrupolar eléctrico en el interior del cristal

N Numero de celdas unitarias por lado de red cristalina cuadrada
N,=2 Numero de orbitales ocupados por celda unitaria

N, =2 Ntumero de orbitales desocupados por celda unitaria

Ny = 4 Ntumero de orbitales totales por celda unitaria (Noyp, = N, + Ny,)

Nooe = N?Nyyp, = 4N? | Ndmero de orbitales ocupados totales

\%
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Resumen

La polarizacion eléctrica macroscopica es el concepto mas esencial en cualquier
descripcion fenomenoldgica de los cristales dieléctricos, pero calcular éste y otros
momentos multipolares eléctricos en aislantes cristalinos no es un proceso obvio
debido al caracter cuantico de la nube electrénica y a la periodicidad de la red

cristalina.

En el presente proyecto de titulacion estudiaremos como se relacionan los tres
primeros momentos multipolares eléctricos en aislantes cristalinos, para lo cual uti-
lizaremos el modelo tight- binding SSH (Su-Schrieffer—-Heeger), que representa un
aislante cristalino de una dimension, y el modelo tight- binding QTI (Quadrupole

Topological Insulator), que representa un aislante cristalino de dos dimensiones.

Ademas, comprobaremos que el modelo unidimensional presenta un dipolo
eléctrico cuantizado que genera acumulaciones de carga en los extremos del cristal,
mientras que el modelo bidimensional presenta un cuadrupolo eléctrico cuantizado
que genera acumulaciones de carga en las esquinas del cristal, asi como también

polarizaciones en los bordes del material.

Con la finalidad de calcular el momento dipolar eléctrico haremos uso del ope-
rador mecanico cuantico de la posicién en una dimensién, asi como también de
un operador andlogo en dos dimensiones para calcular el momento cuadrupolar

eléctrico.

Finalmente, para comprobar la generalidad de los operadores utilizados en nues-
tro algoritmo, verificaremos que los tres primeros momentos multipolares en el mo-
delo QTI se comportan tal como lo predice la teoria, incluso cuando el momento

cuadrupolar no se encuentra cuantizado.
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Abstract

The macroscopic polarization is the most essential concept in any phenomeno-
logical description of dielectric materials, but calculating this and other electric
multipole moments in crystalline insulators is not an obvious process due to the
quantum mechanical behavior of the electron cloud and the periodicity of the

lattice.

In this project, we will study how the first three electric multipole moments are
related to each other in crystalline insulators. For this purpose, we will use the
tight-binding SSH (Su-Schrieffe-Heeger) model, that represents a one-dimensional
crystalline insulator, and the tight-binding QTT (Quadrupole Topological Insula-

tor) model, that represents a two-dimensional crystalline insulator.

We will verify that the one-dimensional model presents a quantized electric di-
pole moment that generates charge accumulations at the ends of the crystal, while
the two-dimensional model presents a quantized electric quadrupole moment that
generates charge accumulations at the corners of the crystal, as well as polariza-

tions at its edges.

In order to compute the electric dipole moment we will use the quantum mecha-
nical operator of the position in one dimension, as well as an analogous operator

in two dimensions to calculate the electric quadrupole moment.

Finally, to check the generality of the operators used in our algorithm, we will
verify that the first three multipole moments in the QTT model behave as predicted

by the theory, even when the quadrupole moment is not quantized.
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Capitulo 1

Introduccion

En este capitulo describiremos el objetivo del presente trabajo de titulacion
y explicaremos los aspectos tedricos mas relevantes que utilizaremos en el res-
to de capitulos. Adema&s, mencionaremos los resultados mas importantes de la
teoria moderna de la polarizacion y explicaremos a breves rasgos el procedimien-
to para calcular los tres primeros momentos multipolares eléctricos en modelos

tight-binding de aislantes cristalinos.

1.1. Descripcion del problema

La polarizacién macroscépica es el concepto mas esencial en cualquier descrip-
cién fenomenolodgica de los materiales dieléctricos. Por la teoria del electromagne-
tismo clasico sabemos que dicha polarizacién induce cargas ligadas en la superficie

del material dieléctrico, dadas por la densidad de carga
Op = ﬁP, (11)

donde n representa el vector unitario de la normal a la superficie y P la polariza-

cion, es decir el momento dipolar por unidad de volumen.

En el presente trabajo de titulacion deseamos entender esta relacion entre la
carga eléctrica inducida y el momento multipolar que la induce, pero en aislantes
cristalinos. Esto no es un proceso obvio debido a la periodicidad de la red cristalina

y al comportamiento cuantico de sus electrones.
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FIGURA 1.1: Multipolos eléctricos con sus respectivos decaimientos de potencial

La teoria moderna de la polarizacién, desarrollada desde finales del siglo XX,
consideraba que un aislante cristalino solo podia presentar dipolo eléctrico, pero
ahora sabemos que dicha teoria estaba incompleta, pues los aislantes cristalinos
también pueden poseer cuadrupolo eléctrico [1]. El objetivo del presente trabajo
de titulacién es estudiar la relacién entre los tres primeros momentos multipolares

eléctricos en modelos tight-binding de aislantes cristalinos.

1.2. Relacion entre los momentos multipolares

eléctricos

Para comprender mejor la relacion entre los momentos multipolares eléctricos
dividiremos la teoria de este capitulo en dos partes, una clasica y una cuanti-
ca. En la parte clasica se recordard la expansion multipolar y se realizara una
descomposicion de la carga eléctrica en las contribuciones por parte del dipolo y
del cuadrupolo eléctrico. En la parte cuantica se explicard el procedimiento para

calcular el monopolo y el dipolo eléctrico en sistemas cristalinos.

1.2.1. Expansion multipolar

La expansion multipolar es utilizada para calcular de forma aproximada los
potenciales a largas distancias. Si tenemos una distribucion de carga lejana, lucira
como una carga puntual, y el potencial correspondera a (1/4mwey)Q/r, donde @
es la carga total. Pero estamos interesados en estudiar el caso particular cuando
() = 0, donde obviamente el potencial sera aproximadamente cero. Sin embargo,
buscamos un poco mas de informacién que eso, es decir deseamos saber que tan

pequeno es ese potencial.

Como veremos en la expansion multipolar; el potencial para un dipolo es pro-

porcional a 1/r? para un r grande, dado que decae més rdpido que el potencial
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FIGURA 1.2: Distrubucién de carga que genera un potecial eléctrico V (r) en el
punto P.

de una carga puntual, el cual es proporcional a 1/r. Mientras que si juntamos
un par de dipolos iguales y opuestos obtendremos un cuadrupolo con potencial

proporcional a 1/r3 y asf sucesivamente, como se observa en la fig. 1.1.

A continuacién, desarrollaremos una expansion del potencial para cualquier
distribucién de carga localizada en potencias de 1/7, como se muestra en la ref. [2].

La fig. 1.2 define las variables relevantes. El potencial en r esta dado por

V(r) = 1 /— p(r") dr'. (1.2)

4mreg

Con el fin de expandir el potencial necesitamos descomponer el término %, para

1+ (T?,)Q —2 (;) cos a] : (1.3)

donde « es el angulo entre r y r’. Por lo tanto, tenemos

lo cual utilizaremos ley de cosenos,

2> =7+ (r')? =2 cos a=1r?

e=1rV1+e (1.4)

(D) (L) us

Para puntos fuera de la distribucion de carga, ¢ es mucho menor a 1, por lo

con

tanto, podemos utilizar el teorema binomial

n(n+1)

5 a2, (1.6)

(a+b)*=da"+na" b+



Por consiguiente al aplicar la ec. 1.6 en la ec. 1.4 podremos descomponer el

término 1/2

1 1 1 3 5)
L= l(l4e) VP (1 —Ze4+ 224+ 2684+ ). 1.7
2 r< €) T( 26 86 16E (1.7)

Si escribimos € en funcién de r, ' y o usando la ec. 1.5 y agrupando los términos

en potencias de (%/)

1+ r_’ (cos a) + T—/ 2 —3 cos®” a—1
r T 2
+(7’?’>3(5 cos® a2—3 COS a)—i—..., (1)

obtenemos los coeficientes (en paréntesis) que corresponden a los polinomios de

Legendre, escritos por la Férmula de Rodriguez

1o
—onpl dgn

P, () [(z> = 1)"]. (1.9)

Obteniendo asi una expresién para escribir el término 1/2 en funcién de los

polinomios de Legendre

é;;%é?(é)ngxmsay (1.10)

Substituyendo la ec. 1.10 en la ec. 1.2 y notando que r es constante dentro de la

integral, el potencial podra ser escrito en funcién de los polinomios de Legrendre

I < 1
Vi(r) = E "\"P, Ndr' 1.11
(I‘) 4reg par r(n+1) /(T’ ) (COS a)p(r ) T, ( )

o de manera explicita

Vir) = — F/mmW+%/wnwwmwf

dmeg | T

1 1
+t3 (r')? (g cos® a — 5) p(r’)dr' + ... (1.12)



La expansiéon multipolar de V(r) en potencias de (1/r) nos permite escribir el
potencial como la suma de la contribucién monopolar (n = 0), dipolar (n = 1),

cuadrupolar (n = 2) y asi sucesivamente

V(r) = Vinon(r) + Vaip(r) + Veyaa(r). (1.13)

Por lo tanto tomando el primer término de la ec. 1.12 obtendremos la contri-

bucién del monopolo @)
1 @

Areg 1

Vinon(T) (1.14)

donde el momento monopolar ) = f pdt corresponde a la carga total de la con-
figuracion. Tomando el segundo término de ec. 1.12 obtendremos la contribucién
del dipolo p

1 pr

Vaip (1) (1.15)

Arey 127
donde el momento dipolar p = ,r7 es la suma de una coleccién de cargas
K3

puntuales por sus respectivas posiciones.

De igual manera si tomamos el tercer término de ec. 1.12 obtendremos la con-

tribucién del cuadrupolo g¢;;

1 D rTq;
Vouad (T) = m#a (1.16)

donde el cuadrupolo g;; representa a un tensor de segundo rango ¢;; = % i [37"47“;. —

(r')%055]p(x)d7'.

Debido a que los modelos que estudiaremos en este proyecto presentan hasta

dos dimensiones (z,y), podemos escribir finalmente el monopolo, el dipolo y el
L (117

Pz = Zqz'xi Dy = Z qiYi (1.18)
Qoo = Y 4T Goy = D Gl (1.19)

cuadrupolo como
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FIGURA 1.3: Esquema de aislante cristalino sin cuadrupolo interno g,,. Donde
la acumulacién de carga en la esquina Q1" se produce debido a un par de
polarizaciones superficiales convergentes pP°rde,

1.2.2. Contribuciones del dipolo y del cuadrupolo a la car-

ga eléctrica

Ademas del desarrollo clasico de la expansion multipolar también podemos des-
componer clasicamente la carga eléctrica en las contribuciones por parte del dipolo
y del cuadrupolo eléctrico, para lo cual a continuacién se presentan derivaciones
que siguen de manera muy cercana los desarrollos matematicos realizados por

Benalcazar, Bernevig y Hugues en 2017 [3].

Por medio de la ec. 1.1 sabemos que la polarizacién eléctrica induce una carga
eléctrica superficial, por lo tanto, en un material bidimensional que solo posea
polarizaciones en su superficie que converjan en una esquina, la acumulacion de
carga en dicha esquina debera ser igual a la suma las polarizaciones superficiales,
es decir Qesauina — pborde 4 pgorde, como se observa en la fig. 1.3. Sin embargo esto
no ocurre si el material posee un momento cuadrupolar en su interior, en este
caso la magnitud de la carga en la esquina serd igual a la magnitud de dichas
polarizaciones, es decir: (Q®sduina — pborde — pzorde # pborde pgorde, como se observa
en la fig. 1.4, tal como se demostrara a continuacion.

Consideremos un material aislante neutro de dos dimensiones, sin carga libre
en su interior o en su frontera. Por lo que toda acumulacién de carga serd inducida

por el momento dipolar o el momento cuadrupolar.

En la fig. 1.3, hay una acumulacién de carga donde dos polarizaciones superfi-
ciales convergen en una esquina. Estos dipolos superficiales son el resultado de un

efecto superficial puro y no debido a un momento en el interior del material.
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FIGURA 1.4: Esquema de aislante cristalino con cuadrupolo interno ¢,,. Donde
la acumulacién de carga en la esquina Q%™ ge produce debido al momen-

to cuadrupolar interno gy, el mismo que también induce polarizaciones en la

superficie del material pPorde,

En la fig. 1.4, hay dos polarizaciones superficiales y acumulacion de carga, pero

debidas exclusivamente al momento cuadrupolar interno.

Por lo tanto surge la necesidad de distinguir los efectos debido a la superficie
en la fig. 1.3 o los debidos al interior del material en la fig. 1.4. Para ser explicitos,

consideramos solo la existencia de momentos dipolares localizados en el frontera.

Por electromagnetismo cldsico sabemos que la contribuciéon a la densidad de

carga debida a la densidad del momento dipolar p = p(r) es
oc=pn (1.20)
p=—V_..p, (1.21)

siendo el ultimo término la densidad de carga inducida por la polarizacién por
unidad de volumen del material, y p.n la densidad de carga por unidad de area en
una superficie frontera con vector unitario normal n inducida por la polarizacién

p en el interior.

Con el propésito de calcular la carga acumulada, consideremos una area v, la
cual encierra a la esquina en donde la carga se acumula. Dicha carga puede ser

escrita integrando todas las contribuciones de la densidad de carga

Q= /y,odu. (1.22)



Para relacionar la carga inducida en este volumen con la polarizacién en su

frontera, usaremos la ec. 1.21

(Qesauina _ /Vpdy _ /V(_V . .p)dv. (1.23)

Ahora aplicando el teorema de Stokes: [(F.dS = [, V - FdV tenemos

Qesduina _ /(—V -.p)dv = —% p.ds, (1.24)

v ov
donde Ov es la frontera del area v. Como vemos en la fig. 1.3 los dipolos p, = p,
Yy P, = Py se encuentran ubicados en la frontera de v. Por lo tanto si tratamos
a estas polarizaciones como si estuvieran completamente localizadas en el borde,

podemos escribir
py(r) = &pi1d(r — 1) (1.25)

Po(r) = §p26(r — 19), (1.26)
donde r; and 75 son el punto limite de la esquina en x y en y respectivamente.

Finalmente tomando en cuenta que la frontera Ov tiene el vector de la normal

—ZT enr;y —y en ry, tenemos

Q=M™ = py + po. (1.27)

Ahora en cambio por contraste, consideremos ahora la acumulacién dentro del
area v debida al momento cuadrupolar g,,, como se muestra en la fig. 1.4. En esta

caso, como se demuestra en la ref. [3], la carga inducida es
1
p= Qajaiqz’w (1.28)

donde la suma se aplica para indices repetidos. La regién interna (area verde) tiene
una densidad de cuadrupolo ¢,y = g, 7# 0, afuera de esta regién hay vacio. Por lo

tanto, la carga total encerrada en la area v sera

Qesquina:/pdl/:/(%ajaiqij> dv. (129)

Y aplicando nuevamente el teorema de Stokes se obtiene



. 1 1
Qesquma — / (58361%3) dv = éfg (&-qij)njds. (13())

Aqui, n; es la j-ava componente del vector unitario n normal a la frontera
Ov. Dado que la densidad del momento cuadrupolar es contante, solo hay dos

lugares en Jv donde la derivada 0,¢;; no desaparece: (i) en ry, el vector unitario

normal a la frontera dv y que apunta lejos del area v, es n = —z, por lo tanto
f_EE OyQaydy = —qyz, ademés (ii) en 7o, el vector unitario normal a la frontera Ov
y que apunta lejos del area v, es n = —y, por lo tanto ffe 02 Quydr = —@yy. Por lo

tanto, la carga en la esquina es

esquina 1
Q™1 = §(er + Qye) = Guy- (1.31)

Si comparamos la ec. 1.27 con la ec. 1.31, podemos concluir que, en el caso de
que el material solo posea momentos dipolares libres localizados en la frontera,
la carga localizada en la esquina estard dada por la suma de las polarizaciones
superficiales convergentes, mientras que en el caso de que el material posea un
momento cuadrupolar interno, la magnitud de la carga en la esquina coincidira
con la magnitud del momento cuadrupolar. Dado que las polarizaciones superficia-
les inducidas por el cuadrupolo interno tienen la misma magnitud del cuadrupolo,
al anadir las dos polarizaciones superficiales estariamos sobrecontanto la carga en
la esquina. Heuristicamente, las dos polarizaciones superficiales comparten la car-
ga en la esquina cuando tenemos momento cuadrupolar, o ambas polarizaciones
contribuyen independientemente a la carga en la esquina si solo tenemos polari-
zaciones superficiales libres. En resumen, incluso cuando en ambos casos (fig. 1.3
y fig. 1.4) tenemos polarizaciones localizadas en las fronteras convergiendo en una
esquina del material, la carga resultante en la esquina no estéa determinada siem-
pre de la misma manera respecto a estas polarizaciones superficiales. Por ejemplo,
si establecemos que p; = pa = ¢, tal que las magnitudes de las polarizaciones
superficiales coincidan en ambos casos, el caso de las polarizaciones superficiales
convergentes (ec. 1.27) nos da una carga en la esquina Q®9in® = 2(zy, mientras
en el caso de tener un momento cuadrupolar uniforme obtenemos una carga en la

esquina Q®M = ¢q,, .

Ahora generalizando las relaciones entre los momentos en las fronteras y el
momento en el interior junto con sus cargas asociadas en la frontera. En 1D, la
diferencia entre la carga total en un extremo del sistema y la carga libre (momento

monopolar) ligada a este extremo es igual al momento dipolar

9



Qextremo o Qlibre = p,. (132)

Mientras que en 2D, la diferencia entre la carga total en la esquina y la carga
debido a las contribuciones de las polarizaciones superficiales estd determinada

por el momento cuadrupolar interno

Qesquina . p:Orde _ psorde = —(ay- (133)

Esta tltima ecuacién sera utilizada en el capitulo 3 para calcular el momen-
to cuadrupolar g¢,, reemplazando los valores de la acumulacién de carga y de las
polarizaciones superficiales encontradas por medio de la simulacion. Es decir, el
presente trabajo de titulacién consistira en calcular de manera analitica el cuadru-
polo eléctrico y de manera numérica el monopolo y el dipolo eléctrico haciendo uso
de la mecanica cuantica y de la teoria moderna de la polarizacion, como veremos

a continuacion.

1.2.3. Calculo del monopolo eléctrico en la mecanica cuanti-

ca

En fisica cuantica el estado de una particula es descrito por la funcién de onda
¢(r,t) la cual describe las propiedades ondulares de dicha particula. Para discutir
los efectos cuanticos se suele utilizar la amplitud de la funcién ¢, cuyo el médulo
al cuadrado |@|* que es igual a la intensidad de la onda asociada con este efecto
cuantico. La intensidad de la onda en un punto dado del espacio es proporcional
a la probabilidad de encontrar, en ese punto, a la particula material a la que

corresponde la onda.

En 1927 Born interpreté |¢|* como la densidad de probabilidad y |¢(r, t)[2d3r
como la probabilidad dP(r,t), de encontrar a la particula en el tiempo t en el

elemento de volumen d®r localizado entre r y r + dr

|p(x, ) *d*r = dP(r,1). (1.34)

En nuestro caso las funciones de onda 9°* que utilizaremos pertenecen a los
electrones, debido a que son obtenidas por medio de la diagonalizaciéon del Ha-

miltoniano del sistema. Ademas dado que nuestro trabajo se enfoca en aislantes

10



cristalinos, no todos los estados estaran ocupados, solo tendremos Ny.. estados

ocupados hasta el nivel de Fermi.

Por lo tanto escribiendo de forma discreta la ec. 1.34 y sumando solo los vectores

propios de los estados ocupados, obtendremos la densidad de carga eléctrica

NOCC

pelec _ Z ‘w;lec’Q’ (135>
=1

que al multiplicarla por la carga eléctrica fundamental e nos dara como resul-

tado el monopolo eléctrico o carga eléctrica total del sistema

NOCC

Qtet — pelece — Z |pelee | 2e. (1.36)
=1

1.2.4. Calculo del dipolo eléctrico de acuerdo a la teoria

moderna de la polarizacion

Como hemos visto hasta ahora el cédlculo del cuadrupolo y del monopolo son
relativamente directos, ya que solo utilizamos un desarrollo clésico para el calculo
analitico del cuadrupolo y la interpretacién de Copenhague para el calculo numéri-
co del monopolo. Sin embargo, el calculo del dipolo eléctrico en sistemas cristalinos
no es tan directo y calcularlo numéricamente sera el principal objetivo del presente

trabajo.

El problema es que definir la polarizacién es sistemas cristalinos no es un proceso
obvio debido al comportamiento cuantico del sistema electrénico, ya que la nube
electronica no puede ser descompuesta en entidades localizadas. Este problema
fue resuelto a finales del siglo XX por medio de un nuevo formalismo tedrico que
involucra cantidades como las fases de Berry y las funciones de Wannier. Dicho

formalismo es ahora conocido como la teoria moderna de la polarizacion.

En 1983, Berry [4] demostré que en un sistema cudntico al transportar (para-
lelamente) un estado propio alrededor de un circuito cerrado C, éste adquirird un
factor de fase geométrico (e7(?)). A esta fase v se la conoce ahora como fase de

Berry.
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FiGURA 1.5: Transporte paralelo a través de una esfera

Para ilustrar mejor este concepto imaginemos que estamos en el polo norte del
planeta y cargamos con nosotros un eje de coordenadas, a continuacion, procede-
mos a realizar un viaje manteniendo siempre el eje de coordenadas paralelo, de
modo que cuando volvamos a nuestro punto de partida observaremos que nuestro
eje de coordenadas ha rotado, como se observa en la fig. 1.5. Esta rotacién corres-
ponde a la curvatura del manifold, es decir a la curvatura de la tierra en nuestro

caso.

Por lo tanto, cualquier vector que sea transportado paralelamente a través de
un circuito cerrado, al volver al punto de partida terminara rotado respecto a su

direccién inicial.

Esta falla para regresar al vector inicial esta descrita por la holonomia, la cual
es una consecuencia geométrica de la curvatura que se encarga de medir como
el transporte paralelo alrededor de un lazo cerrado no preserva la informacién

geométrica transportada.

Berry se dio cuenta que en la mecénica cuantica ocurre algo similar, pero en
este caso lo que rota es la fase de la onda mecanico-cuantica y demostré ademas

que estas fases representan observables fisicos.

También se puede observar un circuito cerrado en la zona de Brillouin de un
cristal. Dado que un sistema cristalino presenta invarianza traslacional, tendra una
zona de Brillouin periddica, es decir el punto inicial sera igual al punto final y en
vez de formar una linea, formard un circulo. Gracias a esto, Zak en 1988 [5] se dio
cuenta que de manera analoga el vector transportado en este caso correspondera a
la funcién de onda electrénica y por lo tanto las fases de Berry estaran relacionadas

con las posiciones de los electrones.
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FIGURA 1.6: 1) Bandas de energia de un aislante, donde u; es la funcion de
onda de los estados ocupados y ue de los desocupados. 2) Fase resultante de
una vuelta completa de la funcién de onda de los estados ocupados u;. 3) Dicha
fase es proporcional a las posiciones electrénicas y por tanto al dipolo eléctrico
del material.

Por la teoria del estado solido sabemos que las funciones de ondas electrénicas

de un cristal pueden ser descritas por las funciones de Bloch

dic(r) = T (r), (1.37)

donde uy(r) representa una funcién periédica cualquiera, cuya periodicidad R es

la misma que la de la red cristalina, de modo que uy(r) = ux(r + R).

Ademas, a las funciones de onda electrénicas se las puede etiquetar segin su
banda de energia n, y dado que trabajaremos con aislantes cristalinos se debera
cumplir la ecuacién de Schrodinger tanto para la banda ocupada (n = 1) como

para la desocupada (n = 2)

h(k) |u12(k)) = €12 |ur2(k)) . (1.38)

Dado que el aislante presenta el nivel de Fermi en medio de la banda prohibida o
gap energético, debajo del nivel de Fermi tendremos los estados ocupados (primera
banda n = 1) y arriba del nivel de Fermi tendremos los estados desocupados
(segunda banda n = 2). Zak se dio cuenta que si trasladamos la onda mecénico-
cudntica de los estados ocupados u; (k) a lo largo de la zona de Brillouin, al regresar
al punto inicial, la onda presentard una fase (de Berry) que serd proporcional a
los desplazamientos de los centros de carga negativa (centros de Wannier), por lo
tanto la fase de Berry sera proporcional al dipolo formado en el aislante cristalino,

como se observa en la fig. 1.6.

En 1993, Vanderbilt y King-Smith [6] demostraron que la polarizacién en ais-
lantes cristalinos puede ser escrita como la suma de las fases de Berry de las M

bandas ocupadas
M
Pelec ~ Z Tns (139)
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lo cual es el resultado central de la teoria moderna de la polarizacién y donde
la fase de Berry estd definida como una integral sobre un manifold cerrado C (la

zona de Brillouin en este caso)

Vn :/ (Unk |t Vi tnk) - (1.40)
c

Debido a que nuestro trabajo se enfocara en el espacio real, no ahondaremos
en los aspectos relacionados al espacio del momento. Sin embargo, de manera
heuristica se puede ver porque la polarizacion se la puede escribir en términos de
las fases de Berry. Debido a que la polarizacion esta dada por los desplazamientos
de los electrones, recordemos que en la mecanica cuantica el operador del momento
estd definido como P, = —ih% y dado que el conmutador posicién-momento esta
dado por [z, p| = ih, esto nos lleva a escribir el operador posicién como 7 = iha% =
i-2-, por lo tanto el valor esperado de la posicién es () = (u(k)|i0k|u1 (k)) y como

podemos observar dicha expresion es similar a la fase de Berry (ec. 1.40).

Los estados de Bloch con distinto vector de onda son automaticamente orto-
gonales incluso si los orbitales atomicos subyacentes no los son. Por lo tanto, uno
podria preguntarse si es posible utilizar los estados de Bloch para trabajar al revés
y derivar los orbitales locales que sean realmente ortogonales entre si. Esto fue
conseguido por Gregory Wannier, en honor al cual se nombraron a estos orbitales.
La funcién de Wannier, W, (r), en la celda unitaria R con volumen V asociada con

la banda n estd definida como

4 —i \% ke
2n)? /BZdSke KR (r) = 2y /Bzd?»ke K(-R)y (). (1.41)

W,(r—R) =

Las funciones de Wannier forman un conjunto completo de funciones ortogona-
les, ampliamente utilizadas en fisica del estado sélido debido a que representan los
orbitales moleculares localizados de sistemas cristalinos. Las funciones de Wannier
representan orbitales localizados en sistemas con condiciones de borde periddicas
(PBC) y son relevantes en nuestro estudio ya que su naturaleza localizada provee
una descripcién de la densidad de carga en un sélido convenientemente similar a
la de una particula puntual, aunque en realidad sabemos que la densidad de carga

en un solido es una funcién continua.
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Cabe senalar que la teorfa moderna de la polarizacién [7] nos muestra que
la polarizacion en aislantes cristalinos puede ser escrita en términos de las fases
de Berry cuando se trabaja en el espacio del momento (espacio reciproco) y en
términos de los centros de carga negativa de las funciones de Wannier cuando se
trabaja en el espacio real. Es decir, es completamente andlogo utilizar funciones de
Bloch (que definen a las fases de Berry) en el espacio reciproco y emplear funciones
de Wannier en el espacio real, es mas, las funciones de Bloch se pueden escribir en

términos de las funciones de Wannier y viceversa.

Sin embargo, en el presente trabajo de titulacién utilizaremos solamente el es-
pacio real para realizar nuestros calculos, ya que a diferencia de las funciones de
Bloch que estan deslocalizadas en el espacio, las funciones de Wannier estan loca-
lizadas y esta caracteristica nos permite seguir calculando los momentos dipolares

por medio de la suma de las cargas multiplicadas por su posicién.

Al intentar reducir la integral de la polarizacion a una suma sobre las cargas
localizadas por sus posiciones, debemos notar que la escala de energia necesaria
para excitar un ntucleo fuera de su estado base es alrededor de seis ordenes de
magnitud mayor a las escalas de energia tipicas. Es por esto que casi siempre
en fisica de materia condensada al ion (nucleo atémico) se lo trata como una
particula puntual inerte que posee solo grados de libertad traslacionales, pero para
los electrones el proceso no es tan simple debido a su comportamiento cudntico

(nube electrénica).

Esto se soluciona gracias a la localizacion de las funciones de Wannier, ya que
podemos obtener la posiciéon promedio de los electrones en la funciéon de Wannier
y tratarlos como si todos estuvieran sobre esa posicién, dicha posicion se la conoce

como centro de Wannier T,,.

El centro de Wannier asociado a la banda n esta definido como el valor esperado

del operador posicién r para la funciéon de Wannier W, (r)

T, = (r,) = /W;(r)rWn(r)d?’r. (1.42)

Es decir, el formalismo de las funciones de Wannier nos permite continuar es-
cribiendo la polarizacién eléctrica como la suma de las cargas por sus posiciones,
la misma que esta dada por la contribucién de los electrones de valencia con carga
negativa, considerando el centro de Wannier como la “posiciéon” de dichos electro-

nes. En 1998 Resta [8] simplificé el problema encontrando una manera de obtener
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dichos centros T, sin necesidad de manipular las funciones de Wannier, como ve-

remos a continuacion.

1.2.4.1. Operador mecanico cuantico de la posicion en sistemas exten-
didos

Debido a que la polarizacion eléctrica esta dada por el desplazamiento de los
electrones respecto a sus nticleos, necesitaremos definir el operador de la posicion de
los electrones y posteriormente obtener su valor esperado, ya que la polarizacién
es un observable fisico. Sin embargo, el operador de posicién, definido segin la
representacién de Schrodinger de la forma estandar como la suma de las posiciones

de los N electrones que conforman el sistema

N
X=>u (1.43)
=1

pierde su utilidad cuando la funcién de onda adopta condiciones de borde periodi-
cas (PBC), ya que el valor esperado de este operador no puede ser evaluado si
la funciéon de onda obedece PBC, dado que X no conmuta con una traslacién L,

siendo L la longitud del cristal.

Fue Resta en 1998 [8] quién solucioné este problema, definiendo el valor esperado
de la posicion por medio de un operador simple que actia sobre todos los electrones
del sistema. Resta codificé las posiciones electronicas dentro de las fases de un

nuevo operador

(X) = %Im In <¢0

efX‘ o)., (1.44)

de modo que el valor esperado del operador posicién sea compatible con con-
diciones de borde periddicas, esto es facil de comprobar ya que si analizamos el
término en medio del bra-ket para la primera y ultima posicién de una red crista-
lina unidimensional de longitud L, obtenemos el mismo valor para ambos casos:
T = L =1,

Por la teoria del electromagnetismo sabemos que en los materiales dieléctricos
se produce una densidad de corriente j(¢) que corresponde al movimiento neto de
los momentos dipolares eléctricos por unidad de volumen (Polarizaciéon P) y que

estd dada por
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) = 23 (1.45)

Resta demostré justamente que la derivada temporal de (X) coincide con la
corriente eléctrica adiabatica que recorre a través del sistema cuando el Hamilto-
niano contiene un término dependiente del tiempo que varia lentamente. De este
modo Resta pudo comprobar que la polarizaciéon macroscépica se puede escribir
como el limite termodindmico (L — oo) de una expresiéon que involucra al valor

esperado del operador posicion

. e
Paee = Jim —Im In <1/10

—00 LTl

eTX‘ ¢0> . (1.46)

La ec. 1.46 nos permite calcular la polarizacion eléctrica sin necesidad de realizar
la integral en el espacio reciproco y nos evita también manipular las funciones de
Wannier, debido a que solo hace uso de los centros de carga negativa (centros de

Wannier) de dichas funciones.

1.3. Contenido del Trabajo de Titulaciéon

El presente trabajo de titulacién se compone del estudio de dos modelos tight-
binding de aislantes cristalinos. En el Capitulo 2 estudiaremos el modelo SSH
(por sus autores: Su, Schrieffer y Heeger) que consiste en un aislante cristalino
unidimensional que posee un momento dipolar cuantizado que genera acumulacién
de carga en sus extremos. Este modelo lo utilizaremos para introducir ciertos
conceptos fundamentales y también para calcular numéricamente su monopolo y

dipolo eléctrico.

En el Capitulo 3 estudiaremos el modelo QTI (por sus iniciales en inglés: Qua-
drupole Topological Insulator) que consiste en un aislante cristalino bidimensio-
nal cuyo interior no posee un momento dipolar pero si un momento cuadrupolar
cuantizado. Este momento cuadrupolar induce polarizaciones superficiales (en los
bordes del material), junto con acumulaciones de carga en las esquinas del cristal.
En este modelo calcularemos el monopolo y el dipolo eléctrico en las fronteras de
forma numérica y con estos resultados calcularemos de forma analitica el momento

cuadrupolar interno haciendo uso de la ec. 1.33.
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Ademas utilizaremos el bombeo adiabatico de carga propuesto por Thouless
en 1983 [9], introduciendo un pardmetro adiabético en el Hamiltoniano del mo-
delo SSH para observar el transporte electrénico de forma explicita y también
introduciremos este parametro en el Hamiltoniano del modelo QTI para romper
las simetrias que cuantizan el momento cuadrupolar y comprobar asi que nues-
tro algoritmo funciona de forma genérica, es decir incluso cuando el momento

cuadrupolar no se encuentra cuantizado.

En el Capitulo 4 se muestran los resultados del trabajo. Finalmente, en el

Capitulo 5 expondremos las conclusiones obtenidas del proyecto de titulacién.
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Capitulo 2

Modelo tight-binding SSH de un

aislante cristalino unidimensional

En este capitulo explicaremos los fundamentos del modelo SSH, realizando pri-
mero un analisis tedrico del modelo e indicando después los pasos correctos para
su implementacién numérica. También utilizaremos este modelo para explicar de
manera sencilla los procedimientos mas importantes de este proyecto, como son:
el calculo de la carga eléctrica y el calculo de las posiciones electrénicas (centros
de Wannier). Finalmente explicaremos el procedimiento para realizar un bombeo
de carga electronica con la finalidad de observar el movimiento de los centros de
Wannier durante una evolucién adiabatica, es decir, para observar el transporte

adiabatico electronico de forma explicita.

2.1. Descripcién del modelo unidimensional SSH

En este capitulo abordaremos el modelo tight-binding propuesto por Su, Schrief-
fer y Heeger (SSH model) en el afio 1979 [10], el cual representa a un aislante cris-
talino unidimensional con 2 sitios de red (2 atomos) por celda unitaria, pero con
un solo electréon por cada celda unitaria, ya que esto corresponde a una red cris-
talina media llena (half filling), condicién necesaria para asegurar la neutralidad
del material. El modelo SSH presenta una red cristalina con N celdas unitarias,
es decir con 2N sitios de red y por consiguiente tendra 2N estados totales, de
los cuales solo estaran ocupados la mitad, es decir, por debajo del nivel de Fermi
estaran los N primeros estados del sistema y por lo tanto en este modelo se cumple

que Nyooe = N. Ademas, dado que estamos considerando electrones sin espin, el

19



'Y'k' il il

FicurA 2.1: Modelo tight-binding SSH de un aislante cristalino unidimensional
compuesto de 2 sitios por celda unitaria, con N celdas unitarias (N = 3) y con
amplitudes de transicién intra-cell v e inter-cell A.
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F1GurA 2.2: Modelo tight-binding SSH con N = 20 celdas unitarias. Donde los
sitios de cada celda unitaria se los enumera de derecha a izquierda, por lo tanto
los atomos de las fronteras corresponden al sitio 1 y 40.

unico grado de libertad que tienen los electrones es saltar de un sitio de red a
otro, siempre que estos sean contiguos. De modo que podemos escribir v como la
amplitud de probabilidad de transicion del electron dentro de la misma celda uni-
taria (intra-cell) y A como la amplitud de probabilidad de transicién del electrén
entre celdas unitarias contiguas (inter-cell), como se observa la fig. 2.1, donde am-
bas amplitudes de los hoppings (conexiones) tienen unidades de electronvoltios.
Es decir, el modelo SSH describe una cadena con alternancia de enlaces fuertes y

débiles entre los atomos, como la molécula del poliacetileno.

En el andlisis de este modelo consideraremos al primer atomo como a y al se-
gundo como b, sin embargo también podriamos enumerlos al revés sin que esto
afecto los resultados posteriores. Ademaés con el fin de acercarnos a los resultados
exactos necesitamos utilizar un ntimero de celdas unitarias N elevado, es mas, si
recordamos la ecuacién de Resta (ec. 1.46) para calcular la polarizacién se necesi-
ta estar en el limite termodinamico, es decir, cuando N tiende a infinito, ya que
la longitud del cristal estd dada por su nimero de celdas unitarias N. Sin em-
bargo, como observaremos posteriormente para los modelos que utilizaremos en
este trabajo se obtiene los resultados esperados incluso con N = 10, por lo tanto
utilizaremos un ntmero bajo de celdas unitarias cuando necesitemos explicar algo
de forma esquematica y elevaremos el nimero de celdas unitarias para mostrar los

resultados mas generales, como se observa en la fig. 2.2.

Para realizar los cdlculos en el modelo SSH dentro del espacio real, escribiremos
el hamiltoniano haciendo uso de la segunda cuantizaciéon. Siendo N el nimero de
celdas unitarias de la cadena y R el contador de las celdas unitarias, de modo que

R = 1,...,N. Primero podemos construir el hamiltoniano considerando que los
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electrones solo pasan de derecha a izquierda, es decir, se produce una transicién

intra~cell () desde b hasta a y una transicién inter-cell (\) desde a hasta b

N
H =Y yakbr + Abhag,i, (2.1)

R=1
donde a% y bgr son el operador creacion en el sitio a y el operador aniquilacion en
el sitio b, respectivamente, debido a que el electréon que estaba en b, después del

salto se encuentra en a.

Pero dado que debemos asegurar la hermiticidad del hamiltoniano tenemos que
considerar que los electrones también pueden transitar de izquierda a derecha, es

decir a la ec. 2.1 debemos sumarle su conjugado transpuesto (+c.c)

N
H =Y ~akbr + Abhar +ybhar + Aal br. (2.2)
R=1

Para simplificar la expresién anterior podemos agrupar los términos segin su

hopping intra-cell e inter-cell

N
H =Y ry(akbr + bhar) + Mbhars + ah, br). (2.3)

=1
Finalmente para implementar la ec. 2.3 denotaremos a H™" como las contribu-
ciones al Hamiltoniano por parte las transiciones del electron dentro de la misma
celda unitaria (intra-cell), tanto para transiciones de izquierda a derecha (left to
right (12r)) como para transiciones de derecha a izquierda (r2l). De igual mane-
ra las contribuciones al Hamiltoniano por parte de las transiciones del electrén
entre celdas contiguas (inter-cell) las denotaremos como H™¢. De este modo pue-
de escribirse el Hamiltoniano total de la ec. 2.3 como la suma de sus respectivas

contribuciones

H = y(HI™ + HI™) + B + i), (24)

Cabe resaltar que escribiendo el Hamiltoniano de esta manera (usando la segun-
da cuantizacién) obtendremos los resultados en funcién del espacio real, es decir,

en funcién de las N celdas unitarias o en funcion de los 2N sitios de red. Mientras
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FicuraA 2.3: Forma genérica de una matriz de transicién en el modelo SSH.

que al escribir el Hamiltoniano en el espacio del momento obtendremos los mismos

resultados, pero en funcién del vector de onda k.

2.2. Implementacién del Hamiltoniano

Para poder implementar la ec. 2.4 explicaremos como construir las matrices
Hinter v ffintracop el fin de obtener la matriz del Hamiltoniano total, esta matriz
serd de orden 2Nx2N dado que existen 2N sitios en la red cristalina, es decir, el

sistema posee 2N grados de libertad.

Primero definiremos la matriz de transicién T,;, que representa una transicion
desde un atomo a hacia un atomo b y como se observa en la fig. 2.2 dicha transicién
puede ocurrir de izquierda a derecha (intra-cell) o de derecha a izquierda (inter-
cell). De manera andloga definimos la matriz de transicién Ty, desde un dtomo b
hacia un atomo a. Dado que el modelo SSH presenta solo dos sitios de red por

cada celda unitaria, entonces nuestras matrices de transicién seran del orden 2x2

T, = (8 é) (2.5)
(1) 20

Para entender porque dichas matrices solo tienen una entrada igual a la unidad
y el resto cero, debemos notar que la primera fila estd relacionada al atomo a
mientras la segunda fila esta relacionada al atomo b y de igual manera con las

columnas, como se observa en la fig. 2.3.

Para ser explicitos siempre tomamos el punto de partida en la fila y el punto de
llegada en la columna. Por lo tanto si deseamos representar una transicién desde
el atomo a hacia el &tomo b, la tinica entrada que deberia ser distinta de cero seria

la de la primera fila y segunda columna, tal como se aprecia en la ec. 2.5.
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Mediante el mismo razonamiento necesitamos construir la matriz de las cone-
xiones (o hoppings) entre una misma celda unitaria (intra-cell) y la matriz de los
hoppings entre celdas unitarias adyacentes (inter-cell). La matriz de los hoppings
internos hj,;, serd igual a una matriz identidad de orden NxN debido a las N
celdas unitarias, de manera andloga la primera fila y la primera columna repre-
sentaran a la primera celda unitaria y asi sucesivamente. Dado que una matriz
identidad tiene la unidad en la diagonal principal, esto quiere decir que la fila 1
se enlaza con la columna 1, la fila 2 con la columna 2 y asi sucesivamente, lo cual

representa justamente las conexiones dentro de una misma celda unitaria.

Siguiendo la misma légica podemos construir la matriz de los hoppings entre
celdas unitarias contiguas Ainer, la cual también serda una matriz del orden NxN
pero con las entradas distintas de cero solo en la diagonal superior, debido a que
consideramos la fila como el punto de inicio y la columna como el punto final.
La diagonal superior significa que la fila 1 se enlaza con la columna 2, la fila 2
con la columna 3 y asi sucesivamente, lo cual representa las conexiones entre las
celdas contiguas. En este caso, hemos considerado fronteras abiertas, a las cuales
nos referiremos como OBC (open boundary conditions), pero en algunos cédlculos
utilizaremos fronteras cerradas, a las cuales nos referiremos como PBC (periodic
boundary contitions). Para aplicar PBC al sistema simplemente deberemos enlazar
la dltima celda unitaria con la primera, esto se implementa intercambiando un 0

por un 1 en el elemento de la matriz de la iltima fila y la primera columna.

De este modo podemos escribir las contribuciones al Hamiltoniano de la ec. 2.4
como la combinacién de las matrices de transicién con las matrices de los hoppings.
Dicha combinacién se la implementa por medio del producto tensorial, denotado
por ®, donde A® B significa que cada elemento de la matriz A es multiplicado por
la matriz B, es decir, estamos realizando un producto de Kronecker entre dichas
matrices. Finalmente podemos escribir dichas contribuciones del Hamiltoniano co-
mo

H = higgea © Ty (2.7)

]ii;rter = hinter & Tbaa (28>

ademas como lo mencionamos en la ec. 2.3, los términos de derecha a izquierda

(r2l) seran el complejo transpuesto de los términos de izquierda a derecha (12r)

1 = () (29)

23



Valores propios del hamiltoniano (Modelo S5H)
N=20 y=1 A=05 &=0 (0BC)
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Energia [eV]
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1 10 20 30 40
Nimero de estado

F1GURA 2.4: Valores propios del Hamiltoniano en la fase trivial.
Higte = (Higr). (2.10)

De este modo, por medio de la ec. 2.4 del Hamiltoniano del sistema, ya poseemos
todas las herramientas matemédticas necesarias para implementar el modelo SSH.
En nuestro trabajo de titulacion utilizaremos el lenguaje de Python, haciendo uso

de la libreria de NumPy que nos facilita los calculos con vectores y matrices.

2.3. Valores propios del Hamiltoniano

Ahora que ya tenemos implementado el Hamiltoniano del modelo SSH (ec. 2.4)

podemos diagonalizarlo para obtener sus valores y vectores propios.

Analizando los valores propios podemos notar que el modelo SSH presenta dos
fases bien definidas, establecidas por la razon entre las amplitudes de sus hoppings
vy A. Cuando |y| > |A| observamos que el cristal presenta un gap energético entre
los estados ocupados y los desocupados, ademas como lo esperabamos, debido a
que el modelo presenta un electron por celda unitaria, la mitad de los estados
estan ocupados y la otra mitad desocupados, tal como ser observa en la fig. 2.4.
Cuando las amplitudes de los hoppings obedecen a esta relacion, diremos que el
aislante se encuentra en la fase trivial. Ademas por el momento aplicaremos OBC,
es decir, el cristal tendra una dimension finita y consideraremos inicialmente que
los sitios de la red cristalina no poseen una energia intrinseca asociada, es decir,
no utilizaremos un término de hopping on-site (6 = 0), ya que el funcionamiento

de este término lo explicaremos mas adelante.
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Valores propios del hamiltoniano (Modelo S5H)
N=20 y=05 A=1 &=0 (0BC)
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FIGURA 2.5: Valores propios del Hamiltoniano en la fase topolégica (sin término
on-site ). Donde los estados con energia igual a cero son degenerados.

Por contraste cuando |y| < |A| estaremos en la fase no trivial o fase topoldgica,
este nombre se debe a que, en esta fase el cristal presenta propiedades robustas
(inmunes a defectos en la red cristalina) que veremos més adelante, protegidas por
las simetrias del sistema (la simetria de inversion y la simetria quiral en este caso).
En el presente trabajo de titulacion no ahondaremos en los aspectos topoldgicos de
los modelos, debido a que esto sale del alcance del proyecto, pero mencionaremos
los resultados més relevantes. Como se observa en la fig. 2.5, en la fase topolégica
el material también presenta un gap energético, pero en este caso tenemos en
medio del gap dos estados degenerados con energia igual a cero, como veremos
mas adelante, estos estados corresponden a los dos atomos de los extremos del

cristal, uno por cada lado.

Como acabamos de ver, en ambas fases el cristal se comporta como un aislante,
sin embargo, el modelo también presenta un punto metalico cuando |y| = |A|, ya
que como se observa en la fig. 2.6, las bandas se unen y el sistema ya no presenta un
gap energético. Es decir, el modelo SSH presenta dos regimenes aislantes separados

por un punto metalico.

Ademas si graficamos los valores propios del Hamiltoniano, es decir, las energias
del sistema en funcién del hopping intra-cell (7) con un hopping inter-cell fijo
(A = 1) podemos observar claramente la transicién entre la fase trivial y la to-
poldgica en los puntos de transicion v = —1 y v = 1, asi como las energias en cero
correspondientes a los estados degenerados de las fronteras, tal como se observa
en la fig. 2.7.
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Valores propios del hamiltoniano (Modelo S5H)
N=20 y=1 A=1 &=0 (0BC)
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FIGURA 2.6: Valores propios del Hamiltoniano cuando |y| = |A| correspondiente
al punto metdalico del modelo, donde se cierran las bandas (gapless).

Valores propios del hamiltoniano {(Modelo SSH)
N=20 A=1 &=0 (OBC)
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Amplited de transicien y (intra-cell)

F1GURA 2.7: Espectro de energia en funcién de -, con fase trivial en el intervalo:
—15 <y < —-1y1<vy< 1.5, fase topoldgica en el intervalo: —1 < v < 1y
energias en cero (linea horizontal) correspondientes a los estados degenerados
de la frontera.

2.4. Vectores propios del Hamiltoniano

Para analizar los vectores propios del Hamiltoniano, primero debemos ordenar-
los segiin su energia para poder separar los ocupados de los desocupados. Después
procedemos a calcular la densidad de probabilidad de la funcién de onda (a la cual
nos referiremos como PDF) de dichos estados, es decir, obtenemos su valor abso-
luto y lo elevamos al cuadrado, con el fin de observar cuales estados se encuentran

completamente localizados.

De esta manera podemos graficar las PDFs de dos estados cualquiera de la

fig. 2.5, verificando que dichos estados no se encuentran localizados, tal como se
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FI1GURA 2.8: PDFs del estado nimero 10 y 30 en la fase topoldgica (Estados

deslocalizados).
N=20 y=1le-3 A=1 &=0 (OBC)
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FicuraA 2.9: PDFs de los estados degenerados de la fase topoldgica con valor
de v lejano al valor de A (Estados localizados en los extremos del cristal, en los
sitios 1 y 40, vease la fig. 2.2).

observa en la fig. 2.8. Al realizar este procedimiento para el resto de los estados del
sistema, se obtiene que en la fase trivial todos los estados estan deslocalizados y
en la fase topoldgica los tinicos estados localizados son los dos estados degenerados

en medio del gap.

Si observamos la fig. 2.5 notamos que los estados degenerados corresponden al
nimero 20 y 21. Por lo tanto si graficamos las PDFs de estos estados, tal como
se muestra en la fig. 2.9 observamos que estan localizados en el sitio de la red
cristalina nimero 1 y 40, que corresponden justamente a los sitios de los extremos

del cristal, tal como vimos en la fig. 2.2.

De esta manera comprobamos que los estados degenerados en la fase topologi-
ca corresponden a los sitios de las fronteras del cristal, ademas cabe senalar que

cuando el valor de 7 se acerca al valor de A los estados comienzan a deslocalizarse,
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N=20 y=0.5 A=1 &=0 (OBC)
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FicuraA 2.10: PDF's de los estados degenerados de la fase topolégica con valor de
«y cercano al valor de A (Estados no completamente localizados en los extremos
del cristal).

tal como se observa en la fig. 2.10, por tal motivo en el resto de este proyecto utili-
zaremos un valor de 7 lejano al valor A con la finalidad de obtener resultados mas
precisos y para poder apreciar mejor las propiedades emergentes en las fronteras

del sistema.

2.5. Acumulacién de carga en los extremos del

cristal unidimensional

Como lo mencionamos anteriormente, el monopolo eléctrico lo calcularemos por
medio de la ec. 1.36 obteniendo los vectores propios 1°* mediante la diagonali-
zacién del Hamiltoniano de la ec. 2.4. Es decir, la carga eléctrica del modelo se
consigue sumando las PDFs de los estados ocupados del sistema. Considerando
que el modelo SSH posee un electrén por cada celda unitaria y dado que el cris-
tal posee N celdas unitarias, entonces éste también serd el niimero de los estados

ocupados Nyee = N.

Cabe mencionar que estamos calculando la carga eléctrica total del cristal,
donde la parte entera se anulard con la carga de los iones (nicleos atémicos),
por lo tanto, lo que nos interesa es la parte fraccionaria, ya que ésta es la carga

producida por el dipolo eléctrico.

Sin embargo al realizar este calculo nos encontramos con el problema de los
estados degenerados, dado que dichos estados se encuentran justamente en el sitio
de red nimero N y N +1 (fig. 2.5), al realizar la suma de las PDFs hasta el ultimo
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FIGURA 2.11: Monopolo eléctrico del modelo SSH en la fase trivial (sin término
on-site ).

estado ocupado N,.. = N estaremos contando uno de los estados degenerados,
pero al hacer esto corremos el riesgo de que la computadora en vez de elegir el
primer estado degenerado como ) y el segundo como 5, elija para cada uno de
estos estados una superposicion de ambos y por lo tanto no estaremos seguros de
la precision de los resultados si consideramos los estados degenerados en nuestros
calculos. Por este motivo, por el momento realizaremos el célculo de la carga
eléctrica por medio de la ec. 1.36 pero solo sumando hasta N,.. — 1 es decir hasta
N —1, de esta manera no estaremos tomando en cuenta el primer estado degenerado

en la posicién N.

Realizando este procedimiento para la fase trivial observamos que no se produce
acumulacion de carga en los extremos del cristal, tal como se muestra en la fig.
2.11. Mientras que en la fase topoldgica el cristal si presenta acumulacion de carga
en sus extremos, tal como se observa en la fig. 2.12. Cabe mencionar que estas
imédgenes nos dan una idea del comportamiento electrénico del material, pero
dichos resultados no son completamente correctos ya que no estamos sumando

hasta el iltimo estado ocupado Nycc.

Para poder sumar hasta el estado N,.. = N deberemos eliminar la degeneracion
de los estados N y N + 1. Dicha degeneracion esta protegida por la simetria de
inversion del sistema. El modelo SSH presenta simetria de inversion ya que si
invertimos la cadena con respecto a su centro obtendremos la misma red cristalina,
debido a que no existe ninguna diferencia entre el atomo a y el atomo b. Esta
simetria de inversion se rompe al introducir un término de energia on-site § en
el Hamiltoniano, el cual representa la energia intrinseca asociada a los sitios de

la red cristalina. Por ejemplo si establecemos que el primer dtomo tendra una
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FIGURA 2.12: Monopolo eléctrico en la fase topolégica (sin término on-site 9).

energia asociada de 0 y el segundo una energia de —J, al invertir la cadena ya no
obtendremos la misma red cristalina, tal como se observa en la fig. 2.13, es decir,

se ha roto la simetria de inversion.

Ademas, el término on-site también se encarga de romper la simetria quiral del
sistema. La simetria quiral se produce debido a que el modelo presenta sublattice
symmetry, es decir, puedo dividir la celda unitaria en la mitad: una mitad para
el atomo a y la otra para el atomo b, donde la sublattice de a solo esta acoplada
con la sublattice de b y viceversa, pero la de a no estd acoplada con otra de a,
ni la de b con otra de b. Ademds para presentar sublattice symmetry el atomo
a debe tener la misma energia on-site del atomo b y dado que el modelo SSH
inicialmente posee energia on-site igual a cero, podemos concluir que presenta
simetria quiral. Cabe mencionar que si un sistema posee simetria quiral tendra un
espectro de energia simétrico, tal como vimos en la fig. 2.7, donde el espectro es
completamente simétrico respecto a la energia cero. Por lo tanto, concluimos que
el término on-site es el que se encarga de romper las dos simetrias del sistema
(de inversion y la quiral), las cuales protegen la cuantizacién de la carga y de la

polarizacion.

Para introducir este término on-site simplemente deberemos anadir al Hamil-
tononiano la contribucién debida a esta energfa on-site que la llamaremos H°vsite
y se podré escribir como la combinacion de las conexiones entre una misma celda
unitaria (hinera) v 1as transiciones entre un mismo sitio de la red cristalina (Tyusite),
es decir, podemos escribirlo como el producto Kronecker H°™* = hy oo @ Toosite,

donde Tyyite esta dado por
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F1cura 2.13: Red cristalina del modelo SSH con simetria de inversion cuando
d = 0 (izquierda) y sin simetria de inversién cuando 0 # 0 (derecha).

1 0
Tonsite = (0 _1) 5

ya que de este modo establecemos una energia on-site ¢ asociada al primer

(2.11)

atomo y una energia on-site — para el segundo. Por lo tanto anadiendo este
término a la ec. 2.12 podemos escribir el Hamiltoniano total del modelo SSH sin

degeneraciones como

H = (Hige + HE™) + M H

T

+ Hig};er) + 5(Honsite)‘

T

(2.12)

Cabe senalar que con la finalidad de que el término on-site no interrumpa la
cuantizacion de la carga y de la polarizacién, el valor de § debera ser pequeno
(no mayor a 0.001eV). Por lo tanto diagonalizando este nuevo Hamiltoniano y
obteniendo sus valores propios en la fase topoldgica, podemos observar que los

estados con energia cero ahora se separan un poco entre si, tal como se observa en
la fig. 2.14.

Por lo tanto ahora ya podemos utilizar la ec. 1.36 para calcular la carga eléctrica
en el sistema, sumando las PDFs de todos los estados ocupados, es decir hasta el
estado Ny = N. Al realizar este procedimiento se observa claramente que en la
fase trivial el cristal no presenta ningin tipo de excedente o déficit de carga, es
decir, en la fase trivial no existe una acumulaciéon de carga en los extremos del

cristal, tal como se observa en la fig. 2.15.

Mientras que en la fase topoldgica si se observa un déficit de carga en el extremo
izquierdo del cristal y un excedente carga en el extremo derecho del cristal, tal como

se observa en la fig. 2.16.
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FIGURA 2.14: Valores propios del Hamiltoniano en la fase topolégica (con
término on-site ¢). Donde los estados cercanos a energia cero ya no son de-

generados.
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F1GURA 2.15: Monopolo eléctrico en la fase trivial (con término on-site ¢).

Acumulacion de carga (Modelo S5H)
N=20 y=le-3 A=1 &6=1e-3 (OBC)

15 4 *
0
m
=8
m
[~ H
1] e et e e e e sttt e e s e ee
E :
= N
n H
g :
Q) H
= i
054 @
T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T
1234567 891011121314151617 1813 20

Celda unitaria

FIGURA 2.16: Monopolo eléctrico en la fase topoldgica (con término on-site 9).
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-e/2 +e/2

FiguraA 2.17: Dipolo eléctrico formado en el modelo SSH.

2.6. Polarizacién eléctrica y centros de Wannier

Como vimos en la fig. 2.16, en la fase topoldgica el aislante cristalino del mode-
lo SSH presenta al lado izquierdo un déficit de carga (-0.5¢) y en el lado derecho
un excedente de carga (+0.5e), formando asi un dipolo eléctrico de 1/2, como se
aprecia en la fig. 2.17. Dado que el modelo presenta acumulacion de carga en los
extremos del cristal de la misma magnitud pero con signo opuesto, podemos calcu-
lar este dipolo eléctrico por medio de la ec. 1.18, es decir, por la suma de las cargas
por sus posiciones: p = ¢~d~ + ¢qtdt = _76_71 + %% = %e. Por lo tanto concluimos
que el modelo SSH presenta un dipolo eléctrico de 1/2 en la fase topolégica y
de 0 en la fase trivial, ya que como se observa en la fig. 2.15, no existe déficits
ni excedentes de carga en la fase trivial, y como lo mencionamos anteriormente
las partes enteras de la carga eléctrica se anularan con las cargas de los iones del

material.

2.6.1. Cuantizacién de la polarizacién (polarization quan-

tum)

Existe cierta indeterminacién al definir la polarizacién (dipolo por unidad de
volumen) en un sélido cristalino, ya que debido a la periodicidad de la red crista-
lina se obtiene una polarizacion multivaluada. Para ilustrar mejor este concepto
utilizaremos el ejemplo mencionado en la ref. [11], imaginemos que tenemos una
red cristalina unidimensional formada por aniones (-e) y cationes (+e) alternados
con distancia anién-cation de d. A continuaciéon procedemos a introducir el dipo-
lo anién-cation centrado dentro de una celda unitaria tridimensional de volumen
V = a® y luego introducimos el dipolo catién-anién centrado dentro de la misma

celda unitaria, como se observa en la fig. 2.18.

Al calcular la polarizacién para la primera celda unitaria necesitaremos primero

calcular el dipolo eléctrico p = ¢~d~ + ¢Tdt = —e%l + e% = ed, de modo que la
polarizaciéon (dipolo por unidad de volumen P = {) estara dada por P = %1.
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FicuraA 2.18: Vista frontal de una red cristalina unidimensional formada por
aniones y cationes alternados, con dos distintas celdas unitarias tridimensio-
nales. La primera celda unitaria contiene un dipolo anién-catién y la segunda
contiene un dipolo catién-anién. Siendo a la constante de la red cristalina y d
la distancia anién-catién.

Mientras que si calculamos el dipolo en la segunda celda unitaria obtenemos p =
qgtdt+q d = +e%1 — e“%l = ed — ea, de modo que la polarizacion estara dada
por P = evd — 7#. Como podemos observar el valor de la polarizacion depende

de la celda unitaria, por lo tanto si elegimos todas las celdas unitarias posibles,

ea

Vo
n cualquier entero y dado que a representa el vector de red R en uno de los ejes,

podremos escribir de manera general la polarizacion como P = evd + n%%, siendo
podemos generalizar a P = % + n%, donde este segundo término es proporcional
al llamado cuanto de polarizacién P, = %{ y por lo tanto concluimos que la
polarizacién en un solido cristalino periddico solo puede ser definida modulo el
cuanto de polarizacion P,. Esto se debe a que si movemos una carga electrénica
una distancia proporcional al vector de red R, esto no altera el sistema fisico,

debido a la periodicidad del cristal, pero si cambia la polarizaciéon en una cantidad

R
R

proporcional a

Dado que en el presente proyecto solo trabajaremos con polarizaciones que po-
san sobre un solo eje, necesitaremos reducir este problema a una sola dimension.
En este caso tendremos V = a y R = a de modo que el cuanto de polarizacién
se reduce a P, = e, por lo tanto, podemos concluir que para los modelos en los
que trabajaremos en este proyecto la polarizacion eléctrica siempre estara definida
modulo e. Ademaés cabe senalar que si normalizamos el volumen de la celda uni-
taria a la unidad, podemos referirnos al dipolo y a la polarizacion como la misma
magnitud. De esta manera concluimos que en los modelos que estudiaremos en
este proyecto, lo que nos interesa calcular es solo la parte fraccionaria tanto del

monopolo como del dipolo eléctrico.
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2.6.2. Centros de Wannier

Como lo mencionamos anteriormente, los centros de Wannier se calculan ob-
teniendo el valor esperado del operador posicion, por lo tanto representan las
posiciones de los electrones y seran calculados por medio de la ec. 1.44. En esta
ecuacion Resta codificd las posiciones de los electrones dentro de las fases de un
nuevo operador posicion, por este motivo a los centros de Wannier también los
llamaremos fases. Como veremos méas adelante, es importante que nuestro opera-
dor posicién sea compatible con PBC, ya que al cerrar las fronteras los centros de
Wannier se ubican en las posiciones correctas, mientras que al abrirlas los centros

de Wannier se distorsionan.

2.6.2.1. Valor esperado del operador posicién

Basicamente para conocer las posiciones electréonicas necesitamos calcular el
valor esperado del operador posiciéon (U,), sin embargo no cualquier operador
posicién U, funciona con PBC, por lo tanto utilizaremos la ecuacion de Resta, pero
con una pequena modificacién. Ya que la ec. 1.44 presenta el operador posiciéon en
funcién de la longitud de la red cristalina L: U, ~ T X , pero en nuestro proyecto
escribiremos el operador posicion en funciéon del nimero de celdas unitarias N:
U, ~ eI B denotando a R como el contador de celdas unitarias (R=1,2,...,N).
Es decir, no mediremos las posiciones electrénicas en funcion de la longitud de
la red cristalina L, sino en funcién del nimero de celdas unitarias IV, lo cual es

completamente equivalente.

Para simplificar la explicacién del célculo del valor esperado del operador posi-
cién (U, ), imaginemos que nuestra red cristalina solamente posee 4 celdas unitarias
(N = 4), las cuales formardn un circulo al momento de aplicar PBC, tal como se

muestra en la fig. 2.19.

Primero deberemos construir el operador posicion de los electrones para luego
obtener su valor esperado y dado a que el operador posicion debe tener en sus

fases la informacién de las posiciones electrénicas lo podemos definir como
N
- 27
U,=) > |Ra)e (R, (2.13)

donde « es el contador de los orbitales por celda unitaria o = 1, ..., N, siendo

N1, €l nimero de orbitales por celda unitaria, es decir, el nimero de sitios por
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FIGURA 2.19: Esquema de las celdas unitarias (puntos rojos) en red cristalina
con PBC. Siendo N el nimero de celdas unitarias (IV = 4), R el contador de las

celdas unitarias (R = 1,2,3,4) y U, el operador posicién proporcional a CiNR,
cada celda unitaria. Dado que el modelo SSH presenta dos sitios por celda, tenemos
Now, = 2.

Si analizamos la ec. 2.13 notaremos que el operador posicién U, corresponde
a una matriz diagonal de orden 2Nx2N, dado que tenemos N celdas unitarias
(R=1,...,N) y dos sitios por cada celda unitaria (o = 1,2). Notemos también
que el ket |R, &) corresponde a una matriz columna de orden 2Nx1, mientras que el
bra (R, | corresponde a una matriz fila de orden 1x2N, debido a la multiplicacién
de estas matrices obtenemos el orden final de 2Nx2N que corresponde a la matriz
U,. Por lo tanto, el operador posiciéon U, sera una matriz diagonal de orden igual al
numero de sitios totales de la red cristalina o grados de libertad del sistema. Siendo
los dos primeros términos de la diagonal iguales a eizﬁwl, los siguientes dos términos
iguales a i N2 y asi sucesivamente, dado que los dos primeros sitios pertenecen a

la primera celda unitaria, los siguientes dos a la segunda y asi sucesivamente.

Ahora para calcular el valor esperado de U, deberemos considerar que estamos
trabajando con un aislante cristalino, donde los tinicos estados que intervienen son
los estados ocupados o estados llenos del sistema, ya que los electrones solo estan
presentes hasta el nivel de Fermi. Para lo cual haremos uso del operador proyector
de las bandas ocupadas P,., el cual realiza una proyecciéon en el subespacio de

Hilbert de los estados ocupados y esta definido como

Noce
Proe = 3 [0 (5] (2.14)
n=1

donde como ya lo mencionamos anteriormente, n es el contador de los estados
ocupados, N es el nimero de estados ocupados y 1°*¢ son los vectores propios

del Hamiltoniano del sistema. Como podemos notar el operador P,.. también
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corresponde a una matriz de orden 2Nx2N, debido a que cada vector propio
del Hamiltoniano tendra 2N entradas correspondientes a los 2N sitios de la red
cristalina. Ademés cabe mencionar que el operador proyector se caracteriza por
ser una matriz idempotente (P2 = P,..) y porque su traza es igual al niimero de

electrones del sistema.

Por medio del operador proyector de estados ocupados P,.., procedemos a cal-

cular el valor esperado del operador posicién como

(Us) = (Poce|Us| Poce) - (2.15)

Finalmente para calcular las posiciones electronicas o centros de Wannier, de-
bemos recordar que dichas posiciones estaban codificadas dentro de las fases del
operador posicion U,. Por lo tanto, el procedimiento para obtener los centros de
Wannier es diagonalizar la matriz (U,) y obtener las fases de sus valores propios,
entendiendo como fase al angulo entre su parte real e imaginaria. También cabe
mencionar que los valores propios de (U,) tendran la forma exp [z%ﬂ , por lo tanto
para obtener los centros de Wannier 7 deberemos calcular la fase de dicho valor
propio y dividirla para 27, esta divisién es importante para obtener los resultados

correctos, tal como lo muestra Resta en la ec. 1.44.

Dado que las matriz (U,) es de orden 2Nx2N al diagonalizarla tendremos 2N
valores propios, de lo cuales la mitad tendrd magnitud igual a 0 y la otra mitad
tendra magnitud igual a 1, tal como se observa en la fig. 2.20. Por lo tanto las
posiciones de los N electrones del sistema se obtendran por medio de los valores
propios con magnitud igual a la unidad. Ademas podemos comprobar que entre
mayor numero de celdas unitarias, mas cercana a 1 serda la magnitud de dichos

valores propios, tal como se observa en la fig. 2.21.

Cabe mencionar que al obtener la fase de un ntmero complejo, Python nos
entrega la fase en el intervalo [—m, 7], de este modo al dividirla para 27 obtenemos
un numero en el intervalo [—0.5,0.5]. Ademds dado que el operador posicién estd

escrito en funcién de las celdas unitarias U, ~ e'~n %

es facil notar que en el
intervalo de [—0.5,0.5] los centros de cada celda unitaria estardn espaciados entre
ellos una distancia 1/N, por lo tanto para una mejor visualizacién graficaremos
los centros de cada celda unitaria con lineas grises que nos serviran como lineas
guia. Graficando los centros de Wannier con OBC, podemos observar que en fase
trivial los electrones estan pegados a los nicleos atémicos, ya que en este caso la

funciéon de onda del electron estéd distribuida entre los dos iones, es decir, en la
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Magnitudes de los valores propios de < Poc|U|Po- > (Modelo SSH)
N=10 y=1le-3 A=1 &=1e-3 (PBC)
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FIGURA 2.20: Magnitudes de los valores propios de (U,) en la fase topoldgica
con N = 10.

Magnitudes de los valores propios de < Po JU|Pocc > (Modelo SSH)
N=20 y=le-3 A=1 &=1e-3 (PBC)
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FIGURA 2.21: Magnitudes de los valores propios de (U,) en la fase topoldgica
con N = 20.

fase trivial los electrones se ubican justo en el centro de cada celda unitaria, tal
como se observa en la fig. 2.22. Mientras que en la fase topoldgica casi todos los

electrones estan desplazados media celda unitaria, tal como se muestra en la fig.
2.23.

Ademaés como lo mencionamos anteriormente, la importancia de que el opera-
dor U, sea compatible con PBC se pone en manifiesto al graficar los centros de
Wannier, ya que al utilizar OBC los centros se distorsionan, esto se observa en la
fig. 2.23 donde el sexto centro de Wannier (punto rojo) no se encuentra desplaza-
do media celda unitaria como el resto. Esto se soluciona aplicando PBC, tal como
se observa en la fig. 2.24, por este motivo es importante calcular los centros de

Wannier con fronteras cerradas.

Por lo tanto al graficar los centros de Wannier podemos concluir que en la fase

topoldgica los electrones se encuentran desplazados media celda unitaria respecto

38



Fases - Centros de Wannier (Modelo S5H)
N=10 y=1 A=1le-3 6=1e3 (OBC)
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FiGguraA 2.22: Centros de Wannier en fase trivial con OBC, ubicados justo en
el centro de cada celda unitaria. Lineas grises representan los centros de cada
celda unitaria.

Fases - Centros de Wannier (Modelo S5H)
N=10 y=1le-3 A=1 6=1e3 (OBC)
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Estado ocupado

Ficura 2.23: Centros de Wannier en fase topoldgica con OBC, casi todos
desplazados media celda unitaria, con excepcién del sexto centro de Wannier
(punto rojo). Lineas grises representan los centros de cada celda unitaria.

a los nicleos atémicos formando asi un dipolo de 1/2, mientras que en la fase
trivial los electrones se mantienen junto a lo nucleos atémicos sin producir dipolo
alguno, tal como se observa en la fig. 2.25. Recordemos que esto es consistente
con los resultados de la carga eléctrica, donde en la fase topoldgica existe una
acumulacion de carga con signos opuestos en los extremos del cristal, mientras

que en la fase trivial dicha acumulacién de carga desaparece.

Para observar mejor la transicién de los centros de Wannier entre la fase trivial
y la topoldgica podemos graficar dichos centros en funcion del hopping intra-cell
() con un hopping inter-cell fijo (A = 1) como lo hicimos anteriormente para las

energias, tal como se observa en la fig. 2.26.
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Fases - Centros de Wannier (Modelo SSH)
N=10 y=1le-3 A=1 &=le-3 (PBC)
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FIGURA 2.24: Centros de Wannier en fase topolégica con OBC, todos despla-
zados media celda unitaria. Lineas grises representan los centros de cada celda
unitaria.

Fase Trivial: |y/1] > 1

p=0
. . . .' Nucleo
Fase Topoldgica: |y/4]| <1 @ cElectrén
p=1/2

FiGurA 2.25: Electrones junto a sus nucleos en la fase trivial sin producir

dipolo (p = 0) y electrones desplazados media celda unitaria formando dipolo
(p =1/2) en la fase topoldgica.

Fases - Centros de Wannier (Modelo S5H)
N=10 A=1 &=1e-3 (PBC)
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F1GurA 2.26: Centros de Wannier en funcién de  con fase trivial en el intervalo:

—15 <y < -1y 1< vy < 1.5, fase topoldgica en el intervalo: —1 < v < 1.
Lineas grises representan los centros de cada celda unitaria.
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i i27
Uy 2 exp lZT”R) U2 = exp (%TR) UN = Ut > exp(i2zR)

FIGURA 2.27: Esquema de las celdas unitarias con matriz (U,) sin elevar (iz-
quierda), con matriz (Uy) elevada al cuadrado (medio) y con matriz (Us) elevada
a N (derecha). De modo que al elevar a la N-ésima potencia las celdas unitarias
queden completamente alineadas.

Como veremos mas adelante, en ocasiones es mas util graficar los centros de
Wannier respecto a una sola celda unitaria. Esto se realiza elevando la matriz
(U,) a la N-enésima potencia antes de obtener sus valores propios. Para explicar
este procedimiento de manera esquematica, imaginemos que nuestra red cristalina
solo posee cuatro celdas unitarias (N = 4), en este caso como lo mencionamos

R TR

. e, , 2w s .
anteriormente en la fig. 2.19 el operador posicién serd U, ~ ' ¥ = e'2"" es decir,

la distancia entre cada celda unitaria serd m/2. Ahora si elevamos al cuadrado el

AT R R

operador posicién serd U2 ~ e'N % = ™ es decir, cada celda unitaria estara

separada por una distancia 7, mientras que si elevamos el operador posicién a la
N (ntimero de celdas unitarias) tendremos U* ~ e/ & = ¢27R en este caso cada
celda unitaria estard separada 27 de la siguiente, es decir una vuelta completa,
quedando de esta manera todas las celdas unitarias alineadas entre si. Es por este
motivo que al elevar la matriz (U,) al a N-ésima potencia estamos enrollado el
circulo N veces de modo que ahora no mapea toda la red cristalina, sino solo una

celda unitaria, tal como se muestra en la fig. 2.27.

Al obtener las fases de los valores propios de la matriz <UI>N podemos volver a
graficar los centros de Wannier en funcién del hopping intra-cell () con un hopping
inter-cell fijo (A = 1) y notaremos que simplemente hemos hecho un acercamiento
o “zoom” ala fig. 2.26, por este motivo nos referiremos a este procedimiento como
ZOOM, obteniendo asi la transicion entre fases que sufre el electrén en una sola

celda unitaria, tal como se observa en la fig. 2.28.

Graficando los centros de Wannier respecto a una sola celda unitaria se pue-
de entender mejor el sentido fisico del intervalo [—0.5,0.5], ya que un centro de
Wannier en -0.5 significard que el electron esta desplazado media celda unitaria
hacia la izquierda, mientras que un centro de Wannier en 0.5 representara un

desplazamiento de media celda unitaria hacia la derecha.
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Fases - Centros de Wannier (Modelo 55H)
N=10 A=1 &=1e-3 (PBC) (Z00OM)

05

Posiciones electronicas
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-15 -1o -05 00 05 10 15
Amplitud de transicion y (intra-cell)

FI1GURA 2.28: Centros de Wannier de una sola celda unitaria (calculados por
medio del procedimiento del ZOOM) con fase trivial en el intervalo: —1.5 < v <
-1y 1 <~ < 1.5y fase topoldgica en el intervalo: —1 < v < 1. Linea gris
representa el centro de la celda unitaria.

2.6.3. Polarizacion eléctrica

Como lo mencionamos anteriormente, la polarizacion eléctrica esta dada por la
suma de los dipolos eléctricos formados en cada celda unitaria, por lo tanto, la
polarizacién puede ser escrita como la suma de los centros Wannier, obtenidos por
medio de la diagonalizacién de la matriz (U,) dada por la ec. 2.15 o de manera
equivalente también podemos calcular la polarizacion eléctrica tal como la definié

Resta en la ec. Ecuacion 1.46, obteniendo asi los siguientes resultados:

Fase trivial con N par

Poee = 0.5 [€] (2.16)
Fase topoldgica con N par
Poee =0 [€] (2.17)
Fase trivial con N impar
Peee =0 [6] (218>
Fase topoldgica con N impar
Poee = 0.5 [e]. (2.19)

Por lo tanto, vemos que los resultados presentan una inconsistencia ya que
varian segun la paridad del nimero de celdas unitarias. Ademés tal como lo ve-

rificamos al graficar los centros de Wannier en la fase trivial y en la topoldgica,
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FIGURA 2.29: Esquema de los centros de las celdas unitarias (puntos rojos) en
red cristalina con PBC. Siendo N el nimero de celdas unitarias (N = 4), R
el contador de las celdas unitarias (R = 1,2,3,4) y v el desplazamiento del
electrén (puntos azules) respecto al centro de su respectiva celda unitaria.

mostrados en la fig. 2.22 y en la fig. 2.24, respectivamente, el valor de la polariza-
cién eléctrica deberia ser 0 en la fase trivial y 0.5 la fase topolégica, indistintamente

de la paridad del nimero de celdas unitarias.

A continuacién, intentaremos encontrar la razén de esta inconsistencia. Para lo
cual comenzaremos estudiando la densidad de polarizacién p, de Resta dada por

la ec. 1.46, la cual de manera equivalente puede ser escrita como

1
Py = %Im log Det(PoccUs Poce)- (2.20)

Ademas recordemos que los valores propios de P, U,P,. tienen la forma de
exp [2%7] tal como se menciond en la ec. 2.15, donde 7 representa los centros
de Wannier. Por lo tanto, el determinante de P,..U,P,.. estard compuesto por la

multiplicacion de estos valores propios

= L ﬁﬁ 2™ (v, + R) (2.21)
Pz = 5 Im log exp i (v; , )

R=1 j=1

donde el nimero de orbitales totales por celda unitaria N, puede ser descom-
puesto como la suma de los orbitales ocupados N, y los desocupados N,, es decir,
Nowy, = N, + N,,. Ademas, en la ec. 2.21 podemos observar que se ha descompues-
to los centros de Wannier 7 = v + R, donde R representa el centro de la celda
unitaria con respecto a la cual se ha desplazado el electrén una distancia v. Dado
que el modelo unidimensional SSH posee solo un electréon por celda unitaria, v
representa el desplazamiento de ese tnico electrén, tal como se muestra en la fig.
2.29.
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Ahora en la ec. 2.21 aplicaremos la propiedad del logaritmo de una multiplica-

cién, con la finalidad de simplificar el logaritmo con la exponencial

N N,
De Z 1/]+R (2.22)

R:

introduciendo ambas sumatorias en cada término y considerando > ,1 = N y
>_;1 =N, tenemos

N, N
1 o
= (N;uj +NORZ:1R> : (2.23)

finalmente aplicando la relacion vazl 1= w obtenemos una expresion general
para la densidad de polarizacién
N,
. No(N +1)
Pa = ; i+ = (2.24)

Ahora analizando esta tltima expresién para el modelo SSH que presenta solo

un electrén por celda unitaria (N, = 1) tenemos

(N +1)

De = U1 + g (2.25)

donde el desplazamiento del electron respecto a su celda unitaria 4 es igual a cero
en la fase trivial y 0.5 en la fase topoldgica, tal como lo verificamos en la fig. 2.22

y en la fig. 2.24, respectivamente.

Finalmente debido a la periodicidad de 27 de las fases podemos utilizar la ec.
2.25 modulo 1 para calcular la densidad de polarizacién p,, comprobando asi que
el segundo término de la ec. 2.24 es el que produce las inconsistencias relacionadas

a la paridad del ntimero de celdas unitarias.

Fase trivial con N par

Noar + 1
pr =0+ % = 0.5 mod 1 (2.26)
Fase topoldgica con N par
Noar + 1
pe = 0.5+ % =0 mod 1 (2.27)



Fase trivial con N impar

Nim ar 1
px:O+pT+:0m0d1 (2.28)
Fase topoldgica con N impar
Nim ar 1
pe =05+ pTJF = 0.5 mod 1. (2.29)

Dado que la polarizacion eléctrica en aislantes cristalinos estd dada por los
dipolos formados en cada celda unitaria y estos estan representados por los des-
plazamientos de los electrones respecto a los centros de su respectiva celda unitaria,

entonces la expresion correcta para la densidad de polarizacién deberia ser

No
Pe = Z v, (2.30)
j=1

por lo tanto, al comparar la ec. 2.30 con la ec. 2.24 llegamos a la conclusién
que necesitamos redefinir la polarizaciéon eléctrica de Resta dada por la ec. 1.46

anadiendo un término corrector que elimine el segundo término de la ec. 2.24.

Ahora por facilidad vamos a definir a U como una matriz compuesta por los
vectores propios del Hamiltoniano ubicados en forma de columna, es decir sera
del orden de NiyXNyee, donde Nt = NN es el niimero de sitios totales en la
red cristalina y Nyee = N,N es el numero de los sitios ocupados. De la misma
manera definiremos U como una matriz compuesta por el complejo conjugado
de los vectores propios del Hamiltoniano ubicados en forma de fila, es decir sera
del orden NyyxNye.. De esta manera podemos reescribir la ec. 2.14 del operador
proyector como

P, = UUT, (2.31)

y también podemos reescribir la ec. 2.15 del valor esperado del operador posicién
como

<Um> = PoccU;vPocc = UUTUxUUTa (2.32)

ademds, cabe recordar que tanto el operador proyector P,.. como el operador
posicion U, estan representados por una matriz de orden N;,;xNViot, por lo tanto,
al diagonalizar P,..U,P,.. obtendremos N, valores propios, pero cabe senalar
que de todos estos valores propios solo N, tendrdan magnitud distinta de cero.
Es decir, en el caso del modelo SSH, al diagonalizar P,..U,P,.. obtendremos 2N

valores propios de los cuales solo N valores propios tendran magnitud distinta de
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cero. Por lo tanto, con la finalidad de evitar que el determinante de P,. U, Pocc
sea siempre cero, deberemos deshacernos de los valores propios nulos. Esto se
soluciona al notar que la primera matriz U y la dltima matriz U' de la ec. 2.32 no
son necesarias, ya que estas matrices son las producen los valores propios triviales.

Por lo tanto, podemos reescribir la ec. 2.32 como
(U.) = U'U,U, (2.33)

de esta manera es fcil notar que la matriz UTU,U serd del orden NyceXNyce v
al diagonalizarla obtendremos solamente los Ny. valores propios con magnitud

distinta de cero. Por lo tanto, podemos reescribir la ec. 2.20 como

1
ps = 5-1m log Det(U'ULU). (2.34)
m

y debido a que la ec. 2.20 y la ec. 2.34 presentan los mismos valores propios no
triviales, entonces al descomponer la ec. 2.34 obtendremos de nuevo la ec. 2.24, es

decir

1 S(N 41
Pa = 5—Tm log Det (Utu,U) Zu] + NN+ 1) (2.35)

Por lo tanto ahora solo nos queda encontrar un término corrector que elimine el

N4+1 .. )
% de la ec. 2.35. Para encontrar este término corrector analizaremos

término e
el determinante del operador posiciéon U,, el cual recordemos representa una matriz
diagonal donde sus N, primeros términos correspondientes a la primera celda
unitaria seran iguales a exp [z’%’“l}, los siguientes Ny, términos de la diagonal

seran iguales a exp [z 2} y asi sucesivamente, por lo tanto tenemos

N Norp
1
%Im log Det(U,) = —]m log H H exp {z— } : (2.36)

R=1 j=1
y realizando una descomposicién similar a la realizada para la densidad de polari-

zacion p, se obtiene facilmente

Now(N + 1)

1
—Im log Det(U,) = 5

- (2.37)

De esta manera podemos notar que la ec. 2.37 presenta casi la misma forma

que el término que deseamos eliminar de la ec. 2.35, solamente nos faltaria dividir
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para N, v multiplicar por N,. Por lo tanto, es directo concluir que el término

corrector es el siguiente

No(N +1)

> (2.38)

1
%Im log Det[(U;)N"/N“b] = —

Otra sutileza que vale la pena resaltar es que el determinante de U] es siempre
igual a la unidad en los modelos que analizaremos en este proyecto, por lo tanto
su logaritmo sera siempre cero, provocando que el término corrector no realice
ninguna funcién. Por este motivo primero debemos realizar la elevacién a cada
uno de los términos de la matriz diagonal U] y solo después proceder a calcular el

determinante.

Por lo tanto, al sumar la ec. 2.35 con el término corrector de la ec. 2.38 ob-
tendremos una expresion final para calcular la polarizacién eléctrica en aislantes

cristalinos

P =ps e = 2ilm log (Det(UTU,U) Det[(UHN/Norr]) . (2.39)
T

Al considerar esta tultima expresion para calcular la polarizacién eléctrica en
el modelo SSH, notamos que tal como esperdbamos desaparecen las inconsisten-
cias relacionadas a la paridad del niimero de celdas unitarias, como se muestra a

continuacion:

Fase trivial con N par

Pelec =0 [6] (240)
Fase topoldgica con N par
Poee = 0.5 [€] (2.41)
Fase trivial con N impar
-Pelec =0 [6] (242)
Fase topoldgica con N impar
Poee = 0.5 [e]. (2.43)
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2.7. Bombeo adiabatico de carga

En esta seccién describiremos el bombeo de carga electrénica (charge pum-
ping) en aislantes cristalinos, producido mediante deformaciones adiabéticas en el
Hamiltoniano. Es decir, introducimos en el Hamiltoniano un potencial que varie

lentamente, ya que esto se aproxima a un proceso adiabatico.

El bombeo adiabatico de carga fue concebido por David Thouless en 1983 [9]
donde demostré que bandas energéticas completamente llenas pueden generar
transporte de carga cuando el Hamiltoniano depende del tiempo de manera pe-
riddica, pero en un proceso adiabético, concluyendo que para un periodo completo
el transporte estara cuantizado en un numero entero de electrones. En el modelo
SSH utilizaremos el bombeo de carga de Thouless para comprobar dicha cuan-
tizacion, haciendo uso de los centros de Wannier, con la finalidad de observar
de manera explicita el transporte electronico adiabatico. Para lo cual explicare-
mos brevemente como construir el Hamiltoniano del modelo SSH en el espacio
del momento, ya que explicar el bombeo de carga en el espacio reciproco es pe-
dagdgicamente favorable. Después regresaremos al espacio real para implementar

los cambios a nuestro Hamiltoniano de la ec. 2.12.

Recordemos que el Hamiltoniano de la ec. 2.3 escrito en el espacio real pre-
senta el contador de celdas unitarias R = 1,2,..., N, mientras que el Hamilto-
niano escrito en el espacio reciproco presentard el contador del vector de onda
k= %’rl, %2, .., 2m. Por lo tanto para pasar del espacio real al espacio del momen-
to podemos utilizar la transformada de Fourier

1 .
al, = Vi > afe* R, (2.44)

y de manera similar para by y bTR. Reemplazando las tranformadas de Fourier en

la ec. 2.3 podemos escribir el Hamiltoniano como

0 v+ )\B_ik ag
H= A . . 2.45

k

Por lo tanto, la matriz del Hamiltoniano total en el espacio reciproco se puede

escribir de manera general como
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H(k) = ( 0 7“6_%> . (2.46)

v+ etk 0

Escribir el Hamiltoniano en el espacio reciproco es conveniente para hacer uso

de las matrices de Pauli, las cuales son matrices unitarias y hermitianas de orden

0 1
o1 =0, = (1 O) (2.47)
0 —
Oy =0y = (z 0 > (2.48)
1 0
03 =0, = (O _1) : (2.49)

Por lo tanto descomponiendo la exponencial de la ec. 2.46 en senos y cosenos,

2x2 definidas como

podemos escribir la matriz del Hamiltoniano en funciéon de las matrices de Pauli

H(k) = (v + Acos(k))oy + Asin(k)os. (2.50)

Esta ultima ecuacién nos indica que el Hamiltoniano del sistema puede ser
representado por un circulo de radio A en eje o9 y centrado en v en el eje o7 en
el espacio construido por las matrices de Pauli (lo llamaremos Espacio de Pauli).
Por facilidad al fijar A = 1 simplemente estamos igualando el radio de los circulos
a la unidad, con el fin de enfocarnos solo en la variacién del centro v para analizar

los cambios de fase.

Ademas debido a la dlgebra topoldgica del sistema (en la cual no ahondaremos,
ya que esto sale del alcance del proyecto) deberemos considerar que en el origen
de coordenadas del espacio de Pauli se ubica una carga topolégica. A diferencia
de la carga ordinaria que es consecuencia del teorema de Noether, que sostiene
que para cada cantidad fisica conservada (carga) le corresponde una transforma-
cién matemética que no afecta las leyes fisicas del sistema (simetria). La carga
topoldgica por otra parte no corresponde a una simetria sino a una cuantizacién
topoldgica del sistema. Dado que el modelo SHH presenta cuantizacion del dipolo
eléctrico (p # 0 en la fase topoldgica y p = 0 en la fase trivial) podemos decir que

la carga topoldgica estara relacionada a esta cuantizacién del sistema.
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FIGURA 2.30: Hamiltoniano H(k) del modelo SSH graficado en el espacio bi-
dimensional de Pauli (o1,09). Fijando A = 1 como el radio de los circulos y
variando los centros v de modo que el Hamiltoniano en la fase trivial H%
(v > 1) no encierra la carga topolégica, mientras que el Hamiltoniano en la fase
topolégica H™P° (y < 1) si la encierra, pero pasando siempre por el Hamilto-
niano critico H™®* (y = 1) correspondiente al punto metdlico donde las bandas
se cierran (gapless).

Por lo tanto, como se observa en la fig. 2.30, en el caso trivial cuando (y > 1),
el Hamiltoniano H™ no podra encerrar la carga topolégica, resultando en una
polarizacién igual a cero para la fase trivial. Cuando v = 1, al ser v = X estaremos
en el punto metélico donde el Hamiltoniano H™* (o Hamiltoniano critico) coincide
con el origen de coordenadas donde posa la carga topoldgica, en el origen de
coordenadas el Hamiltoniano dado por la ec. 2.50 seréa igual a cero, produciendo que
desaparezca el gap energético. Mientras que en el caso topolégico cuando (y < 1)
el Hamiltoniano H'P° encerrara sin problemas la carga topoldgica, resultado en
una polarizacién distinta de cero para la fase no trivial, lo cual es completamente
consistente con los resultados obtenidos previamente en el espacio real. Por lo
tanto el Hamiltoniano de la ec. 2.50 escrito en el espacio del momento, representa
exactamente al Hamiltoniano de la ec. 2.3 escrito en el espacio real, y ambos

entregan los mismos resultados.

A continuacién, para realizar el bombeo de carga en un aislante cristalino, lo
primero que deberemos hacer es asegurarnos que los electrones se estdn moviendo
siempre en las bandas de valencia, las cuales nunca deberan tener contacto con las
bandas de conduccién. Sin embargo, esto no ocurre en el punto metdlico (y = 1)
donde las bandas se cierran. Por lo tanto, necesitamos encontrar una manera de
pasar de la fase trivial a la fase topoldgica sin que el circulo (Hamiltoniano) toque

el punto critico. Esto es imposible en dos dimensiones, ya que no podemos pasar
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FIGURA 2.31: Hamiltoniano H(k) del modelo SSH graficado en el espacio bidi-
mensional de Pauli (01, 03), el cual al pasar de la fase topolégica H™P° a la fase
trivial H"V, siempre tendra que pasar primero por el punto critico H™¢t. Por
este motivo es necesario anadir la tercera dimension de Pauli og.

del circulo azul-sélido al verde-entrecortado, sin pasar primero por el circulo rojo-
punteado, por lo tanto necesitaremos anadir una tercera dimension oz para evitar

tener un Hamiltoniano critico, tal como se observa en la fig. 2.31.

Ademas para producir el bombeo de carga necesitamos que el Hamiltoniano de-
penda de forma ciclica tanto del vector de onda k, como de un parametro adiabati-
co t (puede representar el tiempo), es decir necesitamos construir H (k,t). Por lo
tanto, la mejor forma de cumplir la periodicidad de t (t; = ty), serd construir al
Hamiltoniano ya no como un circulo en dos dimensiones, sino como una superficie

cerrada en 3 dimensiones.

Notemos ademéds que o3 = Tyusite de la ec. 2.11, es decir el término correspon-
diente al eje o3 representara a los términos on-site, por lo tanto usaremos de nuevo
0 como la energia on-site. Por lo cual anadiendo este tercer término al Hamilto-
niano de la ec. 2.50 y considerando A = 1 podemos escribir el Hamiltoniano con

bombeo de carga como
HP"™P(k, t) = (7(t) + cos(k))oy + sin(k)og + 0(t)o3, (2.51)

donde el término on-site do3 también se encarga de romper la simetria de inversién

y la simetria quiral del modelo SSH, tal como ocurria en el espacio real.

Como lo mencionamos anteriormente para realizar el bombeo de carga necesi-
tamos que el Hamiltoniano también dependa periédicamente de t, es decir, debera

tener una forma semejante a una dona (decimos semejante porque no cumple
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t=3m/2

FIGURA 2.32: Hamiltoniano del modelo SSH con bombeo de carga HP"™P(k,t)
de la ec. 2.51 que adopta una forma semejante a una dona cuando se lo grafica
en el espacio tridimensional de Pauli (01,02, 03).

exactamente la ecuacion de un toroide, pero esto es irrelevante dado que topolégi-
camente una dona y una taza con mango son exactamente lo mismo, debido a que
ambos poseen un genus o numero de huecos igual a uno). Para lo cual podemos
seguir fijando A = 1, manteniendo el espesor de la dona constante mientras barre-
mos los puntos horizontales de la dona variando v y los puntos verticales variando
d, es decir, tanto v como 0 ahora dependeran de t y para que esta dependencia sea
periddica utilizaremos senos y cosenos por facilidad. Por lo tanto podemos escribir
dichas amplitudes como

v(t) = mcos(t) + 1 (2.52)

d(t) = msin(t) (2.53)

donde m tiene que ser un numero mayor a cero. De esta manera ya podemos
construir el Hamiltoniano con bombeo de carga, tal como se observa en la fig.
2.32.

Para entender mejor la parametrizacién de ~y(t) y d(t) debemos evaluar el Ha-
miltoniano de la ec. 2.51 en distintos puntos t, dentro del intervalo [0, 2], por
ejemplo cuando t=0 tenemos vy =1+ m y d = 0, lo cual corresponde al Hamilto-
niano bidimensional que forma un circulo en la fase trivial, por contraste cuando
t = m tendremos vy =1—m y d = 0, lo cual corresponde al Hamiltoniano bidimen-
sional que forma un circulo en la fase topoldgica. Al utilizar una dona (en 3D) en
vez de un circulo (en 2D) podemos evitar tener un Hamiltoniano critico cuando

v = A, ya que por la ec. 2.52 al igualar v = 1 vemos que esto se cumple para dos
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Fases - Centros de Wannier (Modelo SSH con bombeo)
N=10 A=1 m=1 (PBC)

04 _ﬁ\\—i
02 —_‘_\‘—&
0.0 ——_L

-0.2 K___\\——
04 N

Parametro adiabatico t

Pasiciones electronicas

FicuraA 2.33: Centros de Wannier del Modelo SSH con bombeo de carga, donde
todos los electrones se mueven una celda unitaria en un periodo de t [0, 27].
Lineas grises representan los centros de cada celda unitaria.

valores de t: cuando ¢ = 7 o cuando ¢ = 37”, pero estos puntos ya no representan
un problema ya que no producen un Hamiltoniano metélico, dado que en el punto
critico el Hamiltoniano se eleva gracias a la tercera dimension de o3, ya que para

t = 7 tenemos un valor § =m # 0y para t = 37” tenemos d = —m # 0.

Finalmente debido a que las amplitudes v, A y 0 representan exactamente lo
mismo tanto en el espacio reciproco como en el real, podemos concluir que para
realizar un bombeo de carga en el espacio real podemos seguir utilizando la ec. 2.12
y simplemente modular «(t) y 6(¢) en un periodo de t de [0, 27, segin la ec. 2.52 y
la ec. 2.53 respectivamente, mientras mantenemos fijo A = 1. Por lo tanto podemos
escribir el Hamiltoniano con bombeo de carga listo para ser implementado en el

espacio real como

HP™ = (1) (™ HI™) + (S + HB) + 00 H . (2.54)
Realizando este procedimiento y obteniendo las fases de los valores propios de
(U,) podemos graficar los centros de Wannier como se muestra en la fig. 2.33,
en este caso podemos observar que todos los electrones se desplazan una celda
unitaria en un periodo de t. Esto también se puede observar al trabajar con (U, )"
ya que de esta manera hacemos un “zoom” en una sola celda unitaria, como se
muestra en la fig. 2.34, donde de manera consistente observamos que un electrén

se traslada exactamente una celda unitaria en un periodo de t.
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Fases - Centros de Wannier (Modelo SSH con bombeo)
N=10 A=1 m=1 (PBC) (ZOOM)}

0.4

0.z

0.0

-0.2

Pasiciones electronicas

-04

0 1 2 3 3 5 6
Parametro adiabatico t
FIGURA 2.34: Centros de Wannier (de una sola celda unitaria) del Modelo SSH

con bombeo de carga, donde el electrén se mueven una celda unitaria completa
en un periodo de t [0, 27].

Valores propios del hamiltoniano (Medelo S5H con bombeo)
N=20 A=1 m=1 (OBC}

Energia [eV]

D 1 2 3 a 5 8
Parametro adiabatico t

FiGurA 2.35: Espectro de energia del Modelo SSH con bombeo de carga en un
periodo de t de [0, 27], donde las lineas entrecruzadas del medio corresponden
a los estados de las fronteras del cristal.

Por ultimo al implementar el Hamiltoniano con bombeo de carga en el espacio
real podemos graficar las energias del sistema como se muestran en la fig. 2.35,
donde se observa que el modelo SSH mantiene un gap constante y que nunca
se cierra durante un intervalo de t y donde las lineas entrecruzadas del medio
corresponden a los estados de las fronteras, es decir a los sitios de los extremos del

cristal, ya que al aplicar PBC, dichas lineas desaparecen del espectro.
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Capitulo 3

Modelo tight-binding QTI de un

aislante cristalino bidimensional

En el presente capitulo describiremos e implementaremos el modelo bidimen-
sional QTI haciendo uso de varias analogias con el modelo unidimensional SSH.
También analizaremos los aspectos mas relevantes tanto de las energias como de
los estados del sistema. Finalmente explicaremos el procedimiento para calcular
la polarizacién eléctrica, tanto en el interior del material como en sus bordes, por

medio de los centros de Wannier.

3.1. Descripcién del modelo bidimensional QTI

El modelo QTI, por sus siglas en inglés de Quadrupole topological insulator,
representa a un aislante cristalino que posee un momento cuadrupolar cuantizado
en su interior. Este modelo fue propuesto por Benalcazar, Bernevig y Hughes en
2017 [1] y a diferencia del modelo SSH, donde el dipolo eléctrico induce acumula-
ciones de carga en los extremos del aislante cristalino unidimensional, en el modelo
QTT es el cuadrupolo eléctrico el responsable de inducir acumulaciones de carga en

las esquinas y polarizaciones en los bordes del aislante cristalino bidimensional.

De manera analoga al modelo SSH que representa una red cristalina unidimen-
sional con dos sitios (a,b) por celda unitaria y con N celdas unitarias en total, el
modelo QTT representa una red cristalina bidimensional con cuatro sitios (a,b,c,d)
por celda unitaria y con N, celdas unitarias en el eje horizontal y NV, celdas uni-

tarias en el eje vertical, es decir, la red cristalina tendra un total de N, N, celdas
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Ficura 3.1: Esquema del modelo tight-binding QTI con probabilidad de
transicion intra-cell v (lineas rojas) e inter-cell A (lineas verdes). Lineas en-
trecortadas representan hoppings negativos.

unitarias. Pero por facilidad, en este proyecto utilizaremos N, = N, = N, siendo
N el ntimero de celdas unitarias por lado y por lo tanto tendremos una red crista-
lina cuadrada que tendra N? celdas unitarias en total. Adema4s, en este modelo
continia siendo la amplitud de probabilidad de transicion del electréon dentro de
la misma celda unitaria (intra-cell) y A la amplitud de probabilidad de transicién
del electrén entre celdas vecinas (inter-cell). Con la finalidad de observar fécilmen-
te ciertas caracteristicas relevantes del modelo, sin interferir con los resultados,

enumeraremos los sitios (a,b,c,d) tal como se muestra en la fig. 3.1.

De manera similar al modelo SSH, el modelo QTI también tendra half-filling
para garantizar la neutralidad eléctrica del material, es decir, consideraremos so-
lamente 2 electrones por celda unitaria. Ademas, cabe senalar que los hoppings
graficados con lineas entrecortadas representan las mismas amplitudes, pero con
signo negativo. Es decir, las lineas rojas solidas representan la amplitud ~, mien-
tras que las lineas rojas entrecortadas representan la amplitud —v y del mismo
modo para los hoppings inter-cell A. Estos hoppings negativos son introducidos
con el tinico propédsito de abrir el gap energético del sistema, con el objetivo de
simular un aislante cristalino, ya que, si todos los hoppings fueran positivos, se

cerraria el gap y siempre tendriamos un metal.

De manera analoga al modelo SSH, donde debiamos prestar especial atencién a
los sitios en los extremos del cristal unidimensional, para observar las propiedades

emergentes del sistema. En el modelo QTT debemos prestar especial atencién tanto

56



1 O. .1 2

FicuraA 3.2: Esquema del modelo tight-binding QTT con N = 4 celdas unita-
rias por lado. Numeracién en azul representa el orden de las celdas unitarias y
numeracién en negro representan el orden de los sitios de la red cristalina.

a los sitios de las esquinas como a los sitios de los bordes del cristal bidimensional.
Para distinguir facilmente estos sitios en la red cristalina, empezaremos analizando
el modelo QTI con solo N = 4 celdas unitarias por lado, dando un total de N? = 16
celdas unitarias, que se enumeraran de izquierda a derecha y de abajo hacia arriba,
tal como se muestra en la fig. 3.2. Al igual que lo hicimos en el modelo SSH,
cuando sea necesario aumentaremos el numero de celdas unitarias para mostrar

los resultados mas generales.

3.2. Implementacién del Hamiltoniano

Para construir el Hamiltoniano del modelo QTI utilizaremos de nuevo la se-
gunda cuantizacion, tal como lo hicimos en el modelo SSH. Con la diferencia que

ahora tendremos dos contadores de celdas unitarias (uno por cada eje) y ademés
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tendremos términos negativos representados por los hoppings con lineas entrecor-
tadas. Por lo tanto, podemos definir z como el contador de celdas unitarias en el

eje horizontal y al contador de celdas unitarias en el eje vertical lo llamaremos .

Por lo tanto, para construir el Hamiltoniano deberemos considerar los hoppings
entre los sitios dentro de una misma celda unitaria, relacionados con la amplitud
v y los hoppings entre celdas unitarias vecinas, relacionados con la amplitud A.
De este modo podemos escribir el Hamiltoniano del modelo QTI en la segunda

cuantizaciéon como

Nz NZI
H - Z Z ’yaj;7ycx7y + fydl—hybxyy + ’ya’x7 deC&y - ")/C;r:,ybx,y
=1 y=1
Ay + A day MDDy, — ALy + Hoe (3.1)

donde los primeros 4 términos representaran las transiciones dentro de la mis-
ma celda unitaria (intra-cell). Por lo tanto, el primer término correspondera a la
transicién entre los sitios ¢ y a de izquierda a derecha, el segundo término co-
rresponderd a la transicion entre los sitios b y d de izquierda a derecha, el tercer
término corresponderd a la transicion entre los sitios d y a de abajo hacia arriba y
el cuarto término correspondera a la transicion entre los sitios b y ¢ de abajo hacia
arriba y con signo negativo. Mientras que los siguientes 4 términos representaran
las transiciones entre celdas unitarias contiguas (inter-cell). Por lo tanto, el quinto
término correspondera a la transicion entre los sitios a y ¢ de izquierda a derecha,
el sexto término correspondera a la transicion entre los sitios d y b de izquierda
a derecha, el séptimo término correspondera a la transicion entre los sitios a y d
de abajo hacia arriba y el octavo término correspondera a la transicion entre los
sitios ¢ y b de abajo hacia arriba y con signo negativo. Por ultimo, tendremos que
anadir el transpuesto complejo de todos los términos anteriores para obtener las

transiciones de derecha a izquierda y de arriba hacia abajo.

De la misma manera que lo hicimos con el Hamiltoniano del modelo SSH, pode-
mos agrupar los términos de la ec. 3.1 y de este modo el Hamiltoniano del modelo
QTTI puede ser escrito exactamente en la forma de la ec. 2.4. Con la diferencia
que para construirlo tendremos que considerar que las matrices de transicion aho-
ra seran del orden 4x4, dado que tenemos 4 sitios por cada celda unitaria y las
matrices de las conexiones o hoppings seran del orden N?xN?2, dado que nuestra
red cristalina ahora posee N? celdas unitarias en total. Por lo tanto, tomando en
cuenta estas consideraciones ya podemos implementar el Hamiltoniano del modelo

QTI, obteniendo asi una matriz de orden 4N?x4N?2.
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Valores propios del hamiltoniano (Modelo QTI)
N=4 y=1 A=1le-3 6=0 (OBC)
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1 £ 54
Nimero de estado

FiGurA 3.3: Valores propios del Hamiltoniano en la fase trivial.

3.3. Valores propios del Hamiltoniano

Al utilizar N = 4 celdas unitarias por lado, tendremos en total N? = 16 celdas
unitarias totales y dado que existen 4 sitios por celda unitaria, tendremos 4N? = 64
estados totales o grados de libertad en el sistema y por lo tanto al diagonalizar el
Hamiltoniano del modelo QTI nos entregars también 4N? = 64 valores y vectores
propios. De esta manera al graficar los valores propios del Hamiltoniano en la fase
trivial, observamos claramente que la mitad de los estados se encuentran ocupados
y la otra mitad desocupados, separados por un gap de alrededor de 3eV, tal como
se muestra en la fig. 3.3. Cabe mencionar que los estados que parecen degenerados
en el grafico no poseen realmente las mismas energias, ya que se diferencian con
alrededor de le-4 eV, este valor es muy pequeno para observarlo en la grafica, pero
suficientemente grande para evitar que la computadora tome superposiciones de

estados en los cédlculos, como lo mencionamos en el anterior capitulo.

Mientras al graficar las energias del sistema en la fase topoldgica, tal como
se muestra en la fig. 3.4, observamos que se mantiene un gap energético, pero
en el centro del gap ahora se forman 4 estados con energia igual a cero, estos
estados si se encuentran degenerados ya que su diferencia es de le-15 eV, la cual
es practicamente la precisién de la maquina. Debemos notar que en el modelo SSH
tenfamos 2 estados degenerados correspondientes a los 2 sitios de los extremos
del cristal unidimensional, mientras que en el modelo QTI tenemos 4 estados
degenerados correspondientes a los sitios de las 4 esquinas del cristal bidimensional,

como lo comprobaremos mas adelante.
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Valores propios del hamiltoniano (Modelo QTI)
N=4 y=1le-3 A=1 6=0 (OBC)
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FIGURA 3.4: Valores propios del Hamiltoniano en la fase topolégica (sin término
on-site 9).

Valores propios del hamiltoniano (Modelo QTI)
N=30 y=1 A=1 &6=0 (OBC)

Energla [eV]

1 1800 3600
Nimero de estado

FicuraA 3.5: Valores propios del Hamiltoniano en el punto metalico.

Ademas, el modelo QTI también presenta un punto metélico cuando v = A, ya
que en este caso las bandas se unen, produciendo que se cierre el gap, tal como se

observa en la fig. 3.5.

Para eliminar la degeneracion de los estados con energia cero, deberemos anadir
al Hamiltoniano la contribucién del término on-site, considerando ahora que la

matriz Torsite

es de orden 4x4, construida segin como se muestra en la fig. 3.6
y de este modo el Hamiltoniano puede ser escrito exactamente en la forma de la
ec. 2.12. Al realizar este procedimiento y volver a graficar los valores propios del
Hamiltoniano en la fase topoldgica, observamos que los estados en energia cero se

separan un poco entre si, tal como se muestra en la fig. 3.7.

Aligual que ocurria con el modelo SSH donde la cuantizacién del dipolo eléctrico
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FiGurA 3.6: Esquema de las energias on-site ¢ en los sitios de la celda unitaria.

Valores propios del hamiltoniano (Modelo QTI)
N=4 y=1le-3 A=1 &=1le-3 (0OBC)
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FIGURA 3.7: Valores propios del Hamiltoniano en la fase topolégica (con término
on-site 9).

estaba protegida por las simetrias del sistema, en el modelo QTT tenemos cuanti-
zado tanto el momento dipolar como el momento cuadrupolar y dichas cuantiza-
ciones también estan protegidas por las simetrias del sistema. En el modelo QTT se
evidencian fundamentalmente tres simetrias: la simetria de inversién, la simetria
quiral y la simetria Cy. Donde la primera cuantiza al dipolo eléctrico interno y las
dos ultimas cuantizan al cuadrupolo eléctrico interno. La simetria Cj hace referen-
cia a las simetrias de rotacién C,, = 360°/n, por lo tanto, el modelo QTT con PBC
tendrd simetria Cy ya que al realizar 4 rotaciones iguales (cada una de 90 grados)
con centro en una celda unitaria cualquiera, regresamos a la misma red cristalina
inicial. Al igual que ocurria con el modelo SSH, con la finalidad de deshacernos
de los estados degenerados, pero no interferir demasiado en las cuantizaciones del

sistema, el término on-site § debera seguir siendo muy pequenio (no mayor a le-3
eV).

De igual manera podemos graficar el espectro de energia variando el hopping
intra-cell v y con un hopping inter-cell fijo A = 1 con la finalidad de apreciar las
transiciones entre las fases topoldgica y trivial en los puntos v = —1y v = 1. De

este modo también podemos apreciar la simetria del espectro respecto a la energia
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Valores propios del hamiltoniano (Modelo QT1)
N=20 A=1 &=0 (OBC)

Energia [eV]

15 -1p0  -05 0. 05 10 15
Amplited de transician y (intra-cell)

FiGurA 3.8: Espectro de energia en funcién de -, con fase trivial en el intervalo:
—15 <y < —-1y1< vy < 1.5 fase topoldgica en el intervalo: —1 < v < 1y
energias en cero (linea horizontal) correspondientes a los estados degenerados
en las esquinas del cristal.

cero, lo cual es consecuencia de la simetria quiral, tal como se muestra en la fig.
3.8.

3.4. Vectores propios del Hamiltoniano

En el modelo QTI deseamos demostrar que los cuatro estados degenerados del
sistema corresponden a los sitios de las cuatro esquinas del aislante cristalino. Para
lo cual obtendremos las PDF's de estos cuatro estados del medio, que corresponden
a las energias numero 31, 32, 33 y 34 de la fig. 3.4. Al realizar este procedimiento
observamos que dichos estados se encuentran ubicados en los sitios 2, 16, 51 y 61,
tal como se muestra en la fig. 3.9, dichos sitios corresponden efectivamente a las 4

esquinas del cristal, tal como vimos en la fig. 3.2.

Ademas, calculando las PDF's de todos los estados del sistema, podemos veri-
ficar que, tanto en la fase trivial como en la topoldgica, el resto de los estados se

encuentran deslocalizados, tal como se muestra en la fig. 3.10.

Para observar mejor la localizacion de los estados degenerados en las esquinas
del cristal deberemos aumentar el nimero de celdas unitarias. Por ejemplo, cuando
N = 30 tendremos 4N? = 3600 sitios en la red cristalina, por lo tanto, los esta-
dos degenerados del medio corresponderan al nimero 1799, 1800, 1801 y 1802, al

graficar las PDFs de estos estados se puede comprobar que, entre mayor ntiimero
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N=4 y=1e-3 A=1 &=le-3 (OBC)
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Ficura 3.9: PDFs de los cuatro estados degenerados en la fase topoldgica,
correspondientes a las energias 31, 32, 33 y 34 de la fig. 3.4, ubicados en los
sitios 2,16,51 y 61 que corresponden a las esquinas de la red cristalina de la fig.

3.2 con 4 celdas unitarias por lado (N = 4).
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F1GUrA 3.10: PDFs de los estados correspondientes a las energias 1, 20, 40 y 64
de la fig. 3.4 en la fase topoldgica, para una red cristalina con 4 celdas unitarias

por lado (N = 4). (Estados deslocalizados).
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N=30 y=1le-3 A=1 &=1e-3 (OBC)
PDF del estado nimero 1799 PDF del estado nimero 1800
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FicuraA 3.11: PDFs de los cuatro estados degenerados de la fase topoldgica en
red cristalina con 30 celdas unitarias por lado (N = 30). Donde el primer estado
corresponde a la segunda esquina, el segundo estado corresponde a la tercera
esquina, el tercer estado corresponde a la primera esquina y el cuarto estado
corresponde a la cuarta esquina del cristal. (Estados localizados).

de celdas unitarias, mas localizados estaran los cuatro estados degenerados en las

cuatro esquinas del cristal, tal como se observa en la fig. 3.11.

3.5. Polarizaciones superficiales y polarizacion in-

terna

En el modelo QTT deseamos demostrar que el cuadrupolo eléctrico interno del
material, ademas de inducir acumulaciones de carga en las esquinas del aislante,
también induce polarizaciones en sus bordes, a las cuales nos referiremos como
polarizaciones superficiales, tal como se mencioné en la fig. 1.4. Pero a diferencia
del calculo de la carga eléctrica que se obtiene directamente de la ec. 1.36, el célculo
de la polarizacion eléctrica, tanto en el interior como en los bordes del material
requiere de un analisis un poco mas profundo, como lo veremos en lo que resta de

este capitulo.
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FicuraA 3.12: Forma cilindrica de la red cristalina del modelo QTT al aplicar
PBC en el eje X y OBC en el eje Y.

A continuacién, explicaremos el procedimiento para calcular la polarizacion
en los bordes horizontales del material (polarizacién en X), ya que realizando
el mismo razonamiento podremos calcular la polarizacién en los bordes verticales
(polarizacién en Y) de manera andloga. Como lo mencionamos anteriormente, para
calcular los centros de Wannier sin que estos se distorsionen necesitamos aplicar
PBC, por lo tanto, para calcular la polarizacién en el eje X deberemos aplicar
PBC en el eje X y OBC en el eje Y, es decir, ahora nuestra red cristalina formara

un cilindro, tal como se muestra en la fig. 3.12.

Pero antes de esto, lo primero que necesitamos para calcular la polarizacion
superficial en X es construir el operador posicion U,, dado que la polarizacién
eléctrica se calcula por medio de los centros de Wannier y estos tltimos corres-
ponden a las fases de los valores propios (con magnitud distinta de cero) del valor
esperado del operador posiciéon. De manera anédloga al modelo SSH, donde el ope-
rador posicién U, correspondia a una matriz diagonal de orden 2Nx2N con sus
dos primeros elementos de la diagonal iguales a 6%1, los siguientes dos elementos
iguales a 6%2, y asi sucesivamente, dado que los 2 primeros sitios se encontraban
en la primera celda unitaria, los siguientes 2 en la segunda y asi sucesivamente.
Ahora el operador posicién U, para el modelo QTI correspondera a una matriz
diagonal de orden 4N?x4N? donde los 4 primeros elementos de la diagonal seran
iguales a ef%l, los siguientes 4 elementos seran iguales a 61%2, y asi sucesivamente,
dado que los 4 primeros sitios se encuentran en la primera celda unitaria de X, los
siguientes 4 en la segunda y asi sucesivamente. Recordemos ademéds que por facili-
dad estamos trabajando con una red cristalina cuadrada, por lo tanto, se cumple

la relacion: N, = Ny, = N, siendo N el nimero de celdas unitarias por lado.

Por lo tanto, ya construido el operador posiciéon U, podemos calcular su valor
esperado, por medio del operador proyector P,.., notando que en este caso, el ope-

rador proyector se construird con los Ny, = 2N? estados ocupados del sistema,
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Fases - Centros de Wannier (Modelo QTI1)
N=4 y=1 A=le3 6=1e-3 (PBC)

0.4

0.z

0.0 TEEREEE

-0.2

Pasicion de los electrones

-04

4 12 2 B
Estado ocupado

FiguraA 3.13: Centros de Wannier en la fase trivial con PBC en ambos ejes.

ya que el modelo QTI contiene 2 electrones por celda unitaria. De esta manera
ya podremos calcular los centros de Wannier, considerando solamente los valores
propios de (U,) con magnitud igual a la unidad. Sin embargo, dado que el mo-
delo QTI presenta 4N? sitios en la red cristalina pero solamente 2N? centros de
Wannier o posiciones electronicas, surge la pregunta de como distinguir entre los
centros de Wannier que corresponden a los sitios de los bordes horizontales y los
que corresponden a los sitios de los bordes verticales de la red cristalina, con la
finalidad de calcular la polarizacion en X y la polarizaciéon en Y respectivamente,

por separado.

Para explicar como realizar esta distincion utilizaremos una red cristalina con
N=4 celdas unitarias por lado, en la cual procederemos a calcular los centros de
Wannier con PBC en ambos ejes, es decir, con fronteras cerradas tanto en los
bordes verticales como en los horizontales. Al realizar este procedimiento tanto en
la fase trivial, tal como se muestra en la fig. 3.13, como en la fase topoldgica, tal
como se muestra en la fig. 3.14, notamos que tenemos 2N? = 32 centros de Wannier
desplazados unos con respecto a otros, pero estas fases no nos dan informacién
acerca de los bordes, ya que estamos utilizando PBC. Por lo tanto, seria mas 1til
comparar estas fases con aquellas obtenidas aplicando PBC solo en el eje X y OBC

en el eje Y.

Realizando este procedimiento podemos volver a calcular los centros de Wannier
en la fase trivial, tal como se muestra en la fig. 3.15 y en la fase topoldgica, tal
como se muestra en la fig. 3.16. Al comparar estas graficas podemos notar que en
la fase trivial no existe cambio alguno, pero en la fase topoldgica al utilizar OBC
en Y observamos que se forman pares de centros de Wannier que se repiten de

forma periddica. Estos 8 centros de Wannier, que corresponden a los niimeros 4,
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Fases - Centros de Wannier (Modelo QTI1)
N=4 y=1le-3 A=1 6=1e-3 (PBC)
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Estado ocupado

FiGUurA 3.14: Centros de Wannier en la fase topolégica con PBC en ambos ejes.

Fases - Centros de Wannier (Modelo QTI1)
N=4 y=1 A=1le-3 &§=1e-3 (PBC en X, OBCen Y}
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FiGUurA 3.15: Centros de Wannier en la fase trivial con PBC en el eje X y OBC
en el eje Y.

5,12, 13, 20, 21, 28 y 29 de la fig. 3.16, nos llaman la atencién ya que se forman
justamente cuando abrimos fronteras en Y. Dado que estos centros de Wannier
son obtenidos por medio de los valores propios de (U, ), podemos graficar también
sus respectivos vectores propios para comprobar si efectivamente corresponden a

las sitios de los bordes horizontales de la red cristalina.

Al graficar las PDFs de (U,) correspondientes a estos cuatro primeros centros
de Wannier: 4, 5, 12 y 13, podemos comprobar que corresponden a los sitios de la
red cristalina nimero 8 y 10, 53 y 59, 12 y 14, 57 y 63, respectivamente, tal como
se muestra en la fig. 3.17. Mientras que al graficar los PDFs correspondientes a
los siguientes cuatro centros de Wannier: 20, 21, 28 y 29, podemos comprobar que
corresponden a los sitios de la red cristalina nimero 2 y 16, 51 y 61, 4 y 6, 49 y 55,

respectivamente, tal como se muestra en la fig. 3.18. Estos 16 sitios corresponden
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Fases - Centros de Wannier (Modelo QTI1)
N=4 y=1le-3 A=1 &=1e-3 (PBC en X, OBCen Y}
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FiGurA 3.16: Centros de Wannier en la fase topolégica con PBC en el eje X y
OBC en el eje Y. Donde se observa la formacion de pares de centros de Wannier
en las posiciones 4, 5, 12, 13, 20, 21, 28 y 29, correspondientes a los bordes
horizontales de la red cristalina.

justamente a los 8 sitios del borde superior y a los 8 sitios del borde inferior de

nuestra red cristalina de la fig. 3.2.

De esta manera, por medio de la periodicidad con la que se repiten estos pares
de centros de Wannier, podemos conocer con certeza los valores y vectores propios
de (U,) que corresponden a los bordes horizontales del material, lo cual nos servird
para calcular la polarizacién superficial en X. Finalmente como nos sugiere Resta
en la ec. 1.46, la polarizacion eléctrica en aislantes cristalinos se puede escribir
como la suma de sus centros de Wannier. Es decir, la polarizacién eléctrica ma-
croscopica estara dada por la suma de los dipolos eléctricos de cada una de las
celdas unitarias y dichos dipolos se manifiestan en los centros de Wannier. Para lo
cual necesitaremos calcular los centros de Wannier respecto a una sola celda uni-
taria, es decir, necesitamos realizar el procedimiento del ZOOM, el cual consiste
en calcular lo centros de Wannier por medio de los valores propios de (Ux)N. Pero
dado que ahora la matriz (U,) es del orden 4N?x4N?, el procedimiento del ZOOM
se vuelve computacionalmente muy demandante. Por lo tanto, con la finalidad de
optimizar el procedimiento del ZOOM vamos a demostrar que elevar (U,) a la
N-ésima potencia es completamente equivalente a multiplicar por N los centros de

Wannier.

Para realizar esta demostracién comenzaremos con la definicion de U,, dada

por la ec. 2.13
Up = [W,) e F™ (0], (3.2)
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N=4 y=1le-3 A=1 6=1e-3 (PBCen X, OBCenY)

PDF del centro de Wannier nimero 4 PDF del centro de Wannier nimero 5
05 o 05
04 04
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E <
0.2 0.2
01 01
0o 0o
261014 5155 59 63 2 651014 51 5559 63
Sitio de la red cristalina Sitio de la red cristalina
PDF del centro de Wannier nimero 12 PDF del centro de Wannier nimero 13
05 o 05
04 04
03 03
£ <
0.2 0.2
01 01
0o 0o
261014 5155 59 63 261014 51 5559 63
Sitio de la red cristalina Sitio de la red cristalina

FIGURA 3.17: PDFs de (U,) correspondientes a los centros de Wannier niimero
4,5, 12 y 13, localizados en los sitios de la red cristalina ntimero 8 y 10, 53 y 59,
12 y 14, 57 y 63, respectivamente, los cuales pertenecen a los bordes horizontales
de la red cristalina de la fig. 3.2.

dado que la matriz U, es diagonal, entonces los vectores ¥ deberan ser ortogonales

(W[ W) = dij. (3.3)

Por lo tanto, si ahora elevamos U, al cuadrado tenemos

U2 = (U)(Us) = O W) € 8™ (T, )OO |0,) € ¥ (W)

=YD W) e (0,0, (D, (3.4)

aplicando la ortogonalidad de la ec. 3.3 tenemos

U2 =3 [W,) €87 8,e X7 (0, (3.5)
considerando ahora la propiedad de la delta de Kronecker: > ; d;ja; = a; obtenemos

U2 =3 |W,) e XmelSm (0, (3.6)
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N=4 y=1le-3 A=1 6=1e-3 (PBCen X, OBCenY)

PDF del centro de Wannier nimero 20 PDF del centro de Wannier nimero 21
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PDF del centro de Wannier nimero 28 PDF del centro de Wannier nimero 29
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[

261014 515559 63 2 61014 515559 63
Sitio de la red cristalina Sitio de la red cristalina

FIGURA 3.18: PDF's de (U,) correspondientes a los centros de Wannier niimero
20, 21, 28 y 29, localizados en los sitios de la red cristalina ntimero 2 y 16,
51 y 61, 4 y 6, 49 y 55, respectivamente, los cuales pertenecen a los bordes
horizontales de la red cristalina de la fig. 3.2.

por lo tanto, la expresion de U, elevada al cuadrado la podemos escribir como
U= [ W) €87 (W] (3.7)

y si comparamos esta tultima expresion con la ec. 3.2, notamos que elevar U, al
cuadrado es andlogo a elevar al cuadrado los términos de la diagonal de U,, los
cuales tienen forma exponencial. Por lo tanto, realizando los mismos pasos para

la elevacion a la N-ésima potencia de U, llegamos a una identidad conocida

UY =" |0,) e XV (D,, . (3.8)

Ademas, los centros de Wannier 7 estan codificados dentro de la fases del valor

esperado del operador posicion

2N?2

(Uz) = (Poce|Uz| Poce) = Z WJ> e’ <¢J| ) (3.9)

donde ae™ representa los valores propios de (U,). Pero recordemos que la mitad
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de dichos valores propios tendrd magnitud « = 0 y los valores propios que nos
interesan tendran magnitud o = 1. De esta manera, por medio de la ec. 3.8 y la
ec. 3.9 podemos concluir que elevar (U,) a la N-ésima potencia es completamente
equivalente a multiplicar por N todos los centros de Wannier 7, obtenidos de la

diagonalizacién de (U,)

2N?2

(U = 37 ) €™ (] (3.10)

Por lo tanto, ahora que ya hemos optimizado el procedimiento para calcular los
centros de Wannier respecto a una sola celda unitaria, podemos graficar los centros
de Wannier (calculados por medio del procedimiento del ZOOM), aplicando PBC
en X y OBC en Y, en funcién del hopping intra-cell v con un hopping inter-cell
fijo A = 1, con la finalidad de observar de manera general el comportamiento de
los centros de Wannier. Al realizar este procedimiento observamos que debido a la
peculiaridad del modelo QTI que posee dipolos eléctricos localizados en los bordes
del material, todos los centros de Wannier se ubican simétricos con respecto a cero,
tal como se muestra en la fig. 3.19. Por lo tanto, al sumar los centros de Wannier,
estos se anularan, sin aportarnos informacién alguna acerca del dipolo eléctrico
que claramente observamos que se produce en la fase topolédgica. Este problema se
soluciona al multiplicar los centros de Wannier por sus respectivas PDFs de (U,),

las cuales funcionan como un peso para cada uno de los centros de Wannier.

De esta manera concluimos que la polarizacion eléctrica estara dada por la
suma de los productos de los centros de Wannier (obtenidos por medio del proce-
dimiento del ZOOM) por sus respectivas PDFs de (U,). Por lo tanto, si deseamos
calcular la polarizacion superficial del material en X, deberemos utilizar PBC en
X y OBC en Y, considerando solo los centros de Wannier correspondientes a los
bordes horizontales de la red cristalina. De manera analoga, si deseamos calcular
la polarizacion superficial del material en Y, deberemos utilizar PBC en Y y OBC
en X, considerando solo los centros de Wannier correspondientes a los bordes ver-
ticales de la red cristalina. Y por tltimo si deseamos calcular la polarizacion en el
interior del material, deberemos utilizar PBC tanto en el eje X como en el eje Y,
considerando ahora todos los centros de Wannier, como lo veremos en el siguiente

capitulo.
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Fases - Centros de Wannier (Modelo QTI)
N=20 A=1 &§=1e-3 (PBC enX,0OBCenY) (ZOOM)
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FicurA 3.19: Centros de Wannier con PBC en X y OBC en Y, en funcién de
v, con fase trivial en el intervalo: —1.5 <y < -1y 1 < v < 1.5, fase topoldgica
en el intervalo: —1 < « < 1. Donde se observa que los centros de Wannier se
ubican siempre simétricos respecto a cero y ademas se aprecia una acumulacion
de centros de Wannier en los extremos -0.5 y 0.5 en la fase topoldgica. Linea
gris representa el centro de la celda unitaria.
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Capitulo 4

Resultados y Analisis

4.1. Acumulacion de carga en las esquinas del

cristal bidimensional

Para calcular la carga eléctrica en el modelo QTT se hara uso de la ec. 1.36,
que consiste en sumar las densidades de probabilidad de los N, = 2N? estados
ocupados del sistema. Pero en este caso debemos notar que cada vector propio
del Hamiltoniano tendra 4N? elementos, correspondientes a cada uno de los sitios
de la red cristalina. Por este motivo al utilizar la ec. 1.36 para calcular la carga
eléctrica obtendremos un vector de la misma dimension, de modo que al sumar los
4 primeros términos obtendremos la carga eléctrica de la primera celda unitaria,
los siguientes 4 valores nos daran la carga eléctrica de la segunda celda unitaria,
y asi sucesivamente. Por lo tanto, la mejor manera de visualizar la carga eléctrica
en el cristal bidimensional, es ubicar las celdas unitarias en el plano horizontal
(X,Y) y graficar el valor correspondiente a cada una de las celdas unitarias en el

eje vertical Z, obteniendo asi un grafico tridimensional de la carga eléctrica.

Ademads, como vimos en el anterior capitulo, al calcular las energias en la fase
topoldgica del modelo QTT sin término on-site 9, los cuatro estados en medio del
gap se mantienen degenerados, tal como se mostro en la Figura 3.4. Por lo tanto,
para evitar estos estados degenerados deberemos utilizar solamente los Nye. — 2
estados ocupados del sistema. Al realizar este procedimiento en la fase trivial
observamos que la carga no se acumula en las esquinas del cristal, tal como se

muestra en la fig. 4.1.
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Carga electrica (Modelo QTI)
N=10 y=1 A=1le-3 6=0 (OBC)

1494 196 1498
Densidad de carga [g]

F1GURA 4.1: Carga eléctrica del cristal bidimensional del modelo QTT en la fase
trivial, sin término on-site § y con valor de v lejano al valor de A.

Carga eléctrica (Modelo QTI)
N=10 y=1le-3 A=1 6=0 (OBC)

16 17 15 149 20
Densidad de carga [£]

F1GURA 4.2: Carga eléctrica del cristal bidimensional del modelo QTT en la fase
topoldgica, sin término on-site § y con valor de v lejano al valor de A.

Pero al repetir el mismo procedimiento para la fase topoldgica observamos que
se forman déficits de carga en las esquinas del cristal con un valor exacto de 0.5e,

tal como se muestra en la fig. 4.2.

Sin embargo, debemos recordar que estos cédlculos no son completamente co-

rrectos, ya que no estamos considerando todos los estados ocupados del sistema,
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Carga eléctrica (Modelo QTI)
W=10 y=1 A=le-3 &=1le-3 (0OBC)

le=12+2

Densidad de carga [e]

FiGurA 4.3: Carga eléctrica del cristal bidimensional del modelo QTT en la fase
trivial, con término on-site 6 = le — 3 y con valor de  lejano al valor de A.

para poder utilizar la ec. 1.36 de forma completa debemos introducir el término
on-site § en nuestro Hamiltoniano con el fin de eliminar las degeneraciones. Al
realizar este procedimiento en la fase trivial, tal como se muestra en la fig. 4.3,
observamos que la carga eléctrica se mantiene en un valor de 2e, pero como lo
mencionamos anteriormente el valor entero de la carga no es relevante, ya que
estos valores se anularan con las cargas enteras de los nicleos atémicos. Por este
motivo lo que nos interesa es la parte fraccionaria o las desviaciones de la parte
entera de la carga. En este caso se puede apreciar que dicho valor oscila en el
orden de 1le-12, es decir, practicamente cero. De esta manera comprobamos que en
la fase trivial el aislante bidimensional no presenta acumulaciones de carga, siendo

asi completamente neutro.

Repitiendo el mismo procedimiento para la fase topolégica observamos que en
las esquinas opuestas del cristal ahora si se forman excedentes y déficits de carga

con un valor exacto de 0.5e, tal como se muestra en la fig. 4.4.

Cabe resaltar que en estos calculos estamos considerando un valor de 7 lejano
al valor de A, ya que entre ellos hay tres 6rdenes de magnitud que los separa. Esto
lo hacemos con la finalidad de obtener resultados més limpios, ya que cuando el
valor de v es cercano al valor de A (en el mismo orden de magnitud) las colas
exponenciales de los estados se vuelven relevantes, tal como lo comprobamos en la
fig. 2.10. Sin embargo, por motivos de completitud vamos a analizar lo que ocurre

cuando tenemos valores de v y A cercanos entre si. Al realizar este procedimiento
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Carga eléctrica (Modelo QTI)
W=10 y=le-3 A=1 &=1e-3 (0OBC)

146 18 20 22 24
Densidad de carga [e]

F1GURA 4.4: Carga eléctrica del cristal bidimensional del modelo QTT en la fase
topoldgica, con término on-site § = le — 3 y con valor de v lejano al valor de A.

Carga eléctrica (Modelo QTI)
N=10 y=1 A=05 &=le-3 (OBC)

le—g+2

Densidad de carga[e]le—6+2

F1GURA 4.5: Carga eléctrica del cristal bidimensional del modelo QTT en la fase
trivial, con término on-site § = le — 3 y con valor de  cercano al valor de A.

en la fase trivial observamos que las desviaciones de la parte entera ahora son del

orden de le-6, alejandose un poco del cero absoluto esperado, tal como se muestra

en la fig. 4.5.

Al repetir este procedimiento para la fase topoldgica, tal como se muestra en la
fig. 4.6, observamos que los excedentes y déficits de carga ya no se localizan exacta-

mente en las celdas unitarias de las esquinas del cristal. Tal como lo esperabamos

entre mas cercanos sean los valores de v y A entre si, las acumulaciones de carga

76



Carga eléctrica (Modelo QTI)
N=10 y=05 A=1 &=1le-3 (OBC)
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F1GURrA 4.6: Carga eléctrica del cristal bidimensional del modelo QTT en la fase

topolégica, con término on-site 6 = le — 3 y con valor de « cercano al valor de
A

estaran menos localizadas en las esquinas, tal como se demostré en la fig. 2.10.
Sin embargo, cabe resaltar que, al sumar la carga en cada cuadrante de la red
cristalina por separado, volvemos a obtener los excedentes y déficits con valores

exactos de 0.5e.

Ademaés, debemos recordar que el término on-site § representa la energia intrinse-
ca relacionada a cada sitio de la red cristalina e inicialmente el modelo QT presen-
ta energia on-site igual a cero. Este término solo fue introducido con la finalidad
de evitar errores computacionales debido a las degeneraciones. Por este motivo
podemos comprobar que al pasar de un valor de 6 = le —3 a § = le — 8, dado
que nos estamos acercando mas a la energia on-site igual a cero que presenta el
modelo originalmente, obtendremos resultados més precisos. Esto se observa en la
fig. 4.7, donde en la fase trivial al utilizar los mismos valores de v y A de la fig. 4.5
las desviaciones de la parte entera de la carga pasan del orden de 1le-6 al orden de
le-11, acercandose mas al valor de cero absoluto esperado. Sin embargo, esto no
quiere decir que podamos ubicar el valor de ¢ tan cerca de cero como queramos,
ya que existe un piso (en alrededor de 6 = le —9) debajo del cudl comienzan a
presentarse los problemas de las degeneraciones antes mencionados, alterando asi

nuestros resultados.
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Carga eléctrica (Modelo QTI)
N=10 y=1 A=05 §&=le-8 (0OBC)
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F1GuRrA 4.7: Carga eléctrica del cristal bidimensional del modelo QTT en la fase
trivial, con término on-site 6 = le — 8 y con valor de y cercano al valor de A.

4.2. Polarizacion interna

Recordemos que para calcular la polarizacion eléctrica debemos sumar los pro-
ductos de los centros de Wannier (obtenidos por medio del procedimiento del
ZOOM) por sus respectivos vectores propios de (U,). Pero dado que cada vector
propio de (U,) tiene 4N? elementos, correspondientes a cada sitio de la red cristali-
na, obtendremos al final un vector de la misma dimension. Por lo tanto, podemos
realizar el mismo procedimiento que hicimos al calcular la carga eléctrica para

obtener asi un grafico de la polarizacion en tres dimensiones.

Como lo mencionamos en el anterior capitulo para calcular la polarizacién in-
terna del material debemos aplicar PBC tanto en el eje X como en el eje Y,
considerando todos los centros de Wannier. Al realizar este procedimiento en la
fase trivial observamos que los valores de la polarizacién interna (o en el bulk) son
simétricos respecto a cero y por lo tanto al sumarlos se anularan, obteniendo un

valor neto en el orden de le-14, tal como muestra en la fig. 4.8.

De igual manera al repetir este procedimiento para la fase topoldgica observa-
mos que los valores de la polarizacién interna son practicamente cero (con respecto
a la escala de 0.5e) y ademas al sumarlos se obtiene de nuevo un valor en el orden

de le-14, tal como se muestra en la fig. 4.9.

A continuacién, demostraremos que la polarizacién interna igual a cero era

justamente el valor que esperabamos, dado que un cuadrupolo eléctrico interno
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Polarizacion interna (Modelo QTI)
N=10 y=1 A=0.5 &=1le-3 (PBC)
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FI1GURA 4.8: Polarizacion interna de la red cristalina del modelo QTI en la fase
trivial.
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FIGURA 4.9: Polarizacion interna de la red cristalina del modelo QTT en la fase
topoldgica.

solo esta bien definido cuando el dipolo eléctrico interno es cero. Del mismo modo
demostraremos que un dipolo eléctrico solo estara bien definido cuando la carga

total sea cero, tal como sucede con un material eléctricamente neutro.

Para lo cual definiremos el monopolo, el dipolo y el cuadrupolo eléctrico segin

la ec. 1.17, la ec. 1.18 y la ec. 1.19, respectivamente.

Supongamos que partimos de un marco de referencia (X,Y) y lo trasladamos
una distancia R = (R,, R,) de manera que ahora tenemos un nuevo marco de

referencia (X’,Y’), tal como se muestra en la fig. 4.10.
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FIGURA 4.10: Marco de referencia inicial (X,Y) que al ser desplazado una dis-
tancia R se convierte en un nuevo marco de referencia (X’,Y’).

De esta manera podemos escribir las coordenadas del eje de referencia inicial

(x,y) respecto a las nuevas coordenadas (2,y’) como
r=1—R, (4.1)
y=y R, (12)

Por lo tanto, reemplazando la ec. 4.1 en la ec. 1.18 tenemos

Dz = Z qi%i = Z (v — Ry) = Z g — Ry Z g = pl, — R,Q"". (4.3)

De esta manera se vuelve necesaria la condicién de Q%' = 0 para que el dipolo
eléctrico este bien definido en todo marco de referencia, ya que solo de esta manera

se cumple: p, = pl,.

Del mismo modo al reemplazar la ec. 4.1 y la ec. 4.2 en la ec. 1.19 obtenemos
Qey = Z sz;y; - Rm Z Qix; - Ry Z Qiyz/' + RmRy Z qi

Qry = Q;y - R:Ep:p - Ryp; + RmRyQtOt- (44)
De esta manera se vuelve necesaria las condiciones de Q™' = 0y p/ = p’y =0

para que el cuadrupolo eléctrico este bien definido en todo marco de referencia, ya

que solo de esta manera se cumple: g, = ¢.,.
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Polarizacion total en X (Modelo QTI)
N=10 y=1le-3 A=1 &=le-3 (PBCen X, OBC enY)
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FIGURA 4.11: Polarizaciones de los bordes horizontales de la red cristalina del
modelo QTT en la fase topoldgica, con término on-site § = le — 3 y con valor
de 7y lejano al valor de A.

4.3. Polarizaciones superficiales

Como comprobamos al calcular la carga eléctrica, solo en la fase topolégica se
producen acumulaciones de carga en las esquinas del cristal, por lo tanto como se
indico en la fig. 1.4, en la fase trivial tendremos polarizaciones superficiales igual
a cero. Por este motivo, realizaremos las gréaficas de la polarizacion superficial en

3D solo para la fase topoldgica, ya que solo esta fase presenta valores no triviales.

Para calcular las polarizaciones superficiales solamente nos enfocaremos en el
eje X, ya que al trabajar con una red cristalina cuadrada (N, = N, = N) se

obtendran exactamente los mismos valores en el eje Y.

Como se mencion6 anteriormente para calcular la polarizacién en X deberemos
aplicar PBC en X y OBC en Y, considerando solamente los centros de Wannier
correspondientes a los bordes horizontales de la red cristalina. Sin embargo, co-
mo acabamos de comprobar la polarizacién interna es igual a cero, por lo tanto,
podemos considerar todos los centros de Wannier, ya que obtendremos el mismo
grafico tridimensional. Al realizar este procedimiento observamos justamente que
en el borde inferior del cristal se produce una polarizacién de 0.5e y en el borde
superior se produce una polarizacion de -0.5¢e, tal como muestra en la fig. 4.11. Es
necesario notar que tanto los resultados de las acumulaciones de carga en las esqui-
nas del cristal, como lo resultados de las polarizaciones en los bordes del material

concuerdan exactamente con lo mostrado en la fig. 1.4.
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Polarizacion total en X (Modelo QTI1)
N=10 y=0.5 A=1 O=1le-3 (PBCenX OBCenY)
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FIGURA 4.12: Polarizaciones de los bordes horizontales de la red cristalina del
modelo QTT en la fase topoldgica, con término on-site § = le — 3 y con valor
de ~ cercano al valor de A.

Ademas, al igual que ocurria con la carga eléctrica, si tomamos valores de
y cercanos entre si, notamos que las polarizaciones ya no estan completamente
localizadas en los bordes del material, tal como se muestra en la fig. 4.12. Sin em-
bargo, cabe resaltar que al dividir la red cristalina en dos mitades, la polarizacién
de la mitad inferior continuara siendo 0.5e y la polarizaciéon de la mitad superior

continuard siendo -0.5e, como lo veremos a continuacion.

4.4. Polarizacién promedio en el eje X

Para realizar un analisis mas profundo acerca de las polarizaciones eléctricas
superficiales y por consiguiente de las acumulaciones de carga en las esquinas del
cristal, calcularemos las polarizaciones promedio en el eje X, respecto a las celdas

unitarias del eje Y.

Para explicar este procedimiento tomaremos de ejemplo la red cristalina con
4 celdas unitarias por lado de la fig. 3.2. Al aplicar PBC en X y OBC en Y a
nuestra red cristalina, tendremos un niimero infinito de celdas unitarias en el eje
X, por este motivo calculamos la polarizacion de las celdas unitarias 1,2,3,4 y el
valor promedio de estas polarizaciones lo escribimos como la polarizacién de la
primera celda unitaria de Y, del mismo modo podemos calcular la polarizacion de
las celdas 5,6,7,8 y el promedio de estos valores escribirlo como la polarizacion de
la segunda celda unitaria de Y, y asi sucesivamente. De este modo obtendremos

las polarizaciones promedio en X respecto a las celdas unitarias en Y.
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Polarizacion promedio en X (Modelo QTI)

N=10 y=1 A=1le-3 6=1e-3 (PBC en X, OBC en Y)
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FiGurA 4.13: Polarizacién promedio de las filas de las celdas unitarias del
modelo QTT en la fase trivial, con término on-site § = le — 3 y con valor de 7y
lejano al valor de A.
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FI1GURA 4.14: Polarizacién promedio de las filas de las celdas unitarias del
modelo QTI en la fase topoldgica, con término on-site § = le — 3 y con valor
de v lejano al valor de A.

Al realizar este procedimiento con valores de v y A lejanos entre si y con N=10
numero de celdas unitarias por lado, observamos que en la fase trivial la polariza-
cién promedio estd en el orden de le-12, es decir, practicamente cero, tal como se

muestra en la fig. 4.13.

Al realizar el mismo procedimiento en la fase topoldgica, tal como se muestra
en la fig. 4.14, notamos que el borde inferior de la red cristalina presenta una
polarizacién promedio de 0.5e y el borde superior una polarizacion promedio de

-0.5e, lo cual corresponde exactamente a los valores obtenidos en la fig. 4.11.

Ahora por contraste, utilizaremos valores de v y A cercanos entre si, de esta

manera observamos que en la fase trivial la polarizacion promedio sube al orden
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Polarizacion promedio en X (Modelo QTI)

N=10 y=1 A=0.5 &=1le-3 (PBCen X, OBCenY)
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FiGURA 4.15: Polarizacién promedio de las filas de las celdas unitarias del

modelo QTT en la fase trivial, con término on-site § = le — 3 y con valor de 7y
cercano al valor de A.

Polarizacion promedio en X (Modelo QTI)
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FIGURA 4.16: Polarizacién promedio de las filas de las celdas unitarias del
modelo QTT en la fase trivial, con término on-site § = le — 3 y con valor de ~
cercano al valor de A. Respecto a la escala de los valores de las polarizaciones
superficiales en la fase topoldgica.

de le-6, tal como se muestra en la fig. 4.15. Sin embargo este valor sigue siendo
despreciable en la escala de las polarizaciones superficiales de la fase topolégica

(0.5e), tal como se aprecia en la fig. 4.16.

Al repetir este procedimiento en la fase topoldgica tal como se muestra en la fig.
4.17, los primeros 5 valores deberian sumar 0.5e y los ultimos 5 valores deberian
sumar -0.5e. Sin embargo, la suma de cada mitad resulta en +0.401 debido a que
estamos utilizando valores de v y A cercanos entre si y con un nimero bajo de
celdas unitarias (N = 10), pero como veremos més adelante este problema se

soluciona al aumentar las celdas unitaria por lado a N = 20.
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Polarizacién promedio en X (Modelo QTI)
N=10 y=0.5 A=1 6=1e-3 (PBCen X, OBCenY)
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FiGURA 4.17: Polarizacién promedio de las filas de las celdas unitarias del
modelo QTI en la fase topoldgica, con término on-site d = le — 3, con valor de
~ cercano al valor de A y con N = 10 celdas unitarias por lado.

Polarizacion promedio en X (Modelo QTI)
N=20 y=05 A=1 &=1le-3 (PBCen X, OBCenY)
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FiGurA 4.18: Polarizacién promedio de las filas de las celdas unitarias del
modelo QTI en la fase topoldgica, con término on-site § = le — 3, con valor de
~ cercano al valor de A y con N = 20 celdas unitarias por lado.

Tal como lo establecido Resta en la ec. 1.46 para obtener el valor exacto de la
polarizacién eléctrica en un aislante cristalino se deberia considerar una longitud
del cristal infinita y por lo tanto un ntimero infinito de celdas unitarias. Por este
motivo vamos a repetir el proceso anterior elevando las celdas unitarias a N = 20,
de esta manera observamos que al sumar las polarizaciones promedio correspon-
dientes a la mitad inferior y a la mitad superior de red cristalina, se obtiene 0.4991e

y -04991e, respectivamente, tal como se muestra en la fig. 4.18.

De esta manera concluimos que el modelo QTT entrega los resultados correctos
con una exactitud de 3 decimales al utilizar un nimero bajo de celdas unitarias

(N = 10) pero con valores de 7 y A lejanos entre si y ademés entrega la misma
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Polarizacion promedio en X (Modelo QTI)
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FiGurA 4.19: Polarizacién promedio de las filas de las celdas unitarias del
modelo QTI en la fase trivial, con término on-site 6 = le — 9, con valor de ~
muy lejano al valor de A y con N = 20 celdas unitarias por lado.

exactitud al utilizar valores de de v y A cercanos entre si, pero con un nimero alto
de celdas unitarias (N = 20).

Por lo tanto, es directo concluir que los resultados mas precisos se obtendran al
combinar un nimero alto de celdas unitarias, con valores v y A muy lejanos entre
si (5 6rdenes de magnitud de diferencia) y con una energia on-site muy cercana a
cero (le-9 eV). Al utilizar estos parametros observamos que en la fase trivial las

polarizaciones promedio disminuyen al orden de le-13, tal como se muestra en la

fig. 4.19.

Finalmente al repetir este proceso para la fase topoldgica se obtiene los valores

esperados de £+0.5¢ con una exactitud de 8 decimales, tal como se muestra en la
fig. 4.20.

4.5. Cuadrupolo eléctrico interno

Como lo mencionamos en el primer capitulo, el cuadrupolo eléctrico lo calcula-
remos de forma analitica por medio de la ec. 1.33, haciendo uso de los resultados
obtenidos previamente de las polarizaciones superficiales y de la acumulacién de

carga en la esquina del material, de este modo obtenemos los siguientes resultados.
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Polarizaciéon promedio en X (Modelo QTI)
N=20 y=1le-5 A=1 §=1e-3 (PBC en X, OBC en Y)
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FiGurA 4.20: Polarizacién promedio de las filas de las celdas unitarias del
modelo QTI en la fase topolégica, con término on-site 6 = le — 9, con valor de
~ muy lejano al valor de A y con N = 20 celdas unitarias por lado.

Fase trivial

_ . borde borde esquina
Qoy =Py P, —Q

=0+0—-0=0¢ (4.5)

Fase topoldgica

_ . borde borde esquina
Qoy =Py 0,7 = Q

=05405-0.5=05[¢] (4.6)

De esta manera concluimos que el modelo QTI posee un momento cuadrupolar

cuantizado de Oe en la fase trivial y de 0.5e en la fase topoldgica.

Sin embargo, de nuevo por motivos de completitud intentaremos obtener el
cuadrupolo eléctrico de forma numérica. Para lo cual recordemos que para calcular
el dipolo eléctrico en el eje X necesitamos definir el operador posicién en X (U,),
dado por la ec. 2.13, el cual consiste en una matriz diagonal con sus valores no

triviales dados por

. 2m
diag . 4
U™ = exp {Z_Nx Rx} , (4.7)

donde R, representa el contador de celdas unitarias en el eje X, por lo tanto

Rx:17277>NJ1-

Del mismo modo podemos calcular el cuadrupolo eléctrico en el plano (X,Y)
construyendo un operador posicién analogo (U, ), tal como lo establecieron Whee-

ler, Wagner y Hughes en 2019 (ref. [12]), el cual también consiste en una matriz
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diagonal con sus valores no triviales dados por

2T

Udas — epp [j——r
o= e i

RzRy} : (4.8)

donde de manera andloga R, representa el contador de celdas unitarias en el eje
Y, es decir, R, = 1,2,,, N,.

Por lo tanto para calcular el cuadrupolo eléctrico podemos seguir el mismo
procedimiento que utilizamos para calcular el dipolo eléctrico, es decir, obtener
las fases de los valores propios (con magnitud distinta de cero) de (ny)N””Ny y

multiplicarlas por sus respectivos vectores propios de (Us,).

Al realizar este procedimiento se obtienen las mismas inconsistencias relacio-
nadas a la paridad del nimero de celdas unitarias que obteniamos al calcular la
polarizaciéon en el modelo SSH. Lo cual nos hace pensar que debemos calcular el
cuadrupolo eléctrico de manera analoga a la ec. 2.39 anadiendo el término correc-
tor, tal como lo realizaron unos investigadores chinos en un articulo recientemente
publicado en el afio 2020 (ref. [13]), de esta manera podemos escribir el momento

cuadrupolar con el término corrector como
1
Gy = 5~ log (Det(UTU,,U) Det[(U],)Ne/Ner]) (4.9)

donde en el caso del modelo QTI dado que tenemos cuatro sitios y dos electrones
por celda unitaria entonces se cumple Ny, =4y N, = 2 y por lo tanto podemos

escribir finalmente el momento cuadrupolar para el modelo QTT como

1

Gay = 5-1m log (Det(UTnyU) Det(\/U}y)> . (4.10)
T

Cabe mencionar que en la ref. [13], los autores no se percatan que el determi-

nante del operador posicién del cuadrupolo (U,,) es siempre igual a la unidad, por

lo tanto, la raiz cuadrada debe contener solamente al operador U,, y no a todo el

determinante como ellos proponen.

Finalmente, por medio de la ec. 4.10 podemos también calcular de forma numéri-
ca el momento cuadrupolar en el modelo QTI, obteniendo los valores de 0.5 para

la fase topoldgica y 0 para fase trivial, sin importar la paridad de N, o de N,,.
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Valores propios del hamiltoniano (Modelo QT con bombeo)
N=20 A=1 m=1 (OBC)

Energia [eV]

Parametro adiabatico t

FIGURA 4.21: Energias del Hamiltoniano del modelo QTT con bombeo de carga
respecto a un periodo completo del parametro adiabatico t.

4.6. Generalizacién de los resultados por medio

del bombeo adiabatico de carga

Como lo mencionamos en el primer capitulo, a diferencia del modelo SSH donde
el bombeo carga de Thouless fue incorporado para observar de manera explicita
el transporte adiabatico electrénico, en el modelo QTI el bombeo de carga sera
incorporado con la finalidad de romper las simetrias del sistema que cuantizan
al cuadrupolo eléctrico. De esta manera el momento cuadrupolar ya no tendra
valores cuantizados, sino que tomara valores continuos en un intervalo de -0.5e a
0.5e, siendo ésta la prueba final de que nuestros resultados de carga y polarizacién
son correctos. Ya que si verificamos que se cumple la condicién: Qesawina — pborde,
tal como se establecié en la fig. 1.4, incluso cuando el momento cuadrupolar no

esta cuantizado, estaremos comprobando la exactitud de nuestro algortimo.

Para incorporar el bombeo adiabatico de carga en el modelo QTT realizaremos el
mismo procedimiento realizado en el modelo SSH, es decir, escribiremos el Hamil-
toniano con bombeo de carga HP"™P tal como se indico en la ec. 2.54 modulando

~(t) y 0(t) segin la ec. 2.52 y la ec. 2.53, respectivamente.

Al realizar este procedimiento podemos graficar los valores propios del Hamilto-
niano HP"™P respecto a un periodo completo del parametro adiabatico t, es decir,
entre 0 y 27. De este modo al igual que ocurria en el modelo SSH, observamos que
la banda de valencia y la de conduccién se mantienen separadas en todo momento,
excepto cuando los estados de las fronteras las conectan, tal como se muestra en
la fig. 4.21.
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F1GURA 4.22: Monopolo y dipolo eléctrico del modelo QTI con bombeo de carga
respecto a un periodo completo del pardmetro adiabatico t.

Del mismo modo podemos volver a calcular la carga y el dipolo eléctrico respecto
al parametro adiabatico t, tal como se muestra en la fig. 4.22, donde observamos
que tanto los valores de la carga eléctrica (color rojo) como los valores del dipolo
eléctrico (color azul) se superponen completamente incluso con un valor bajo de
celdas unitarias. De esta manera comprobamos que incluso cuando el momento
cuadrupolar no se encuentra cuantizado, nuestros resultados del monopolo y del

dipolo eléctrico son exactamente iguales, tal como lo predecia la teoria.

También podemos calcular el cuadrupolo eléctrico por medio de la ec. 4.10 res-
pecto al parametro adiabatico t, de esta manera al graficar los valores del cuadru-
polo eléctrico (color verde) junto a los valores del monopolo y del dipolo eléctrico
observamos una superposicion completa de los tres momentos multipolares, tal
como se muestra en la fig. 4.23. De esta manera comprobamos que la ec. 1.33
predicha por la teoria se cumple siempre, incluso cuando el momento cuadrupo-
lar no se encuentra cuantizado, lo cual garantiza la generalidad de los operadores

utilizados en nuestro proyecto.

4.7. Resumen sobre los resultados mas relevan-

tes del proyecto

= La expresion de Resta para la polarizacion eléctrica no entregd resultados
consistentes al considerar la paridad del nimero de celdas unitarias, por lo
cual fue necesario anadir un término corrector que permitio calcular la po-

larizacion eléctrica de forma correcta sin importar la paridad del nimero de
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FicguraA 4.23: Monopolo, dipolo y cuadrupolo eléctrico del modelo QTI con
bombeo de carga respecto a un periodo completo del parametro adiabatico t.

celdas unitarias. De igual manera fue posible calcular el cuadrupolo eléctrico
por medio de un operador analogo al de Resta y anadiendo un término co-
rrector que nos permitié obtener resultados consistentes independientemente

de la paridad del nimero de celdas unitarias.

= Kl modelo QTT present6 dos regimenes aislantes tanto en la fase topoldgica
(|| < |A]) como en la trivial (|| > |A|), separados por un punto metdlico

(I7] = |A|) donde se unen las bandas y desaparece el gap.

= En el cristal bidimensional fue necesario utilizar OBC en ambos ejes pa-
ra calcular las acumulaciones de carga, dado que deseamos fronteras bien
definidas para observar las propiedades emergentes en la superficie del mate-
rial. Para calcular la polarizacién en los bordes horizontales del material fue
necesario utilizar PBC en los bordes verticales y OBC en los bordes horizon-
tales, ya que en este caso deseamos observar las propiedades emergentes en
los bordes horizontales del cristal. Finalmente, para calcular el cuadrupolo
eléctrico interno o la polarizacion eléctrica interna fue necesario aplicar PBC
en ambos ejes, dado que no deseamos considerar los efectos producidos por

la superficie del material.

» Cuando los valores de v y A son lejanos entre si (3+ ordenes de magnitud de
diferencia) se observé que las colas exponenciales de los estados son despre-
ciables y por lo tanto los estados de la superficie se encuentran localizados,
mientras que al acercar el valor v al valor A (en el mismo orden de magni-

tud) se observé que las colas exponenciales crecen, lo cual produce que los
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estados de las esquinas y bordes del cristal comiencen a deslocalizarse, pro-
vocando asi que las propiedades emergentes del sistema ya no se produzcan

exactamente en las esquinas y bordes del material.

El modelo QTT present6 en la fase topoldgica acumulaciones de carga de
+0.5e en las esquinas del cristal al considerar un valor de 7y lejano al valor de
A y también mostré acumulaciones de carga de £0.5e al sumar la carga en
cada uno de los cuadrantes del cristal con un valor de v cercano al valor de
A. Mientras que en la fase trivial el material no presenté acumulaciones de

carga, es decir, el material es completamente neutro en la fase no topologica.

El modelo QTT presentd en la fase topoldgica polarizaciones de +0.5e en los
bordes del cristal al considerar un valor de 7 lejano al valor de A y también
mostré polarizaciones de £0.5¢ al sumar la polarizaciéon de cada mitad de
la red cristalina con un valor de v cercano al valor de A. Mientras que en la

fase trivial el material no present6 polarizaciones en los bordes.

Como se aprecia en la expresién para la polarizacién de Resta, para cal-
cular correctamente los momentos multipolares se debe estar en el limite
termodinamico, es decir, cuando el nimero de celdas unitarias tiende a infi-
nito. Por esta razon fue necesario utilizar un nimero alto de celdas unitarias
(N>20) para obtener resultados consistentes cuando consideramos un valor

de 7 cercano al valor de \.

Los momentos multipolares fueron calculados con mayor precision al combi-
nar un numero alto de celdas unitarias (N>20), con valores de v y A\ muy
lejanos entre si (5+ ordenes de magnitud de diferencia) y con una energia

on-site muy cercana a cero (6=1e-9).

Se comprobd analiticamente que el cuadrupolo eléctrico solamente esté bien
definido cuando el dipolo eléctrico es cero. Ademas, se comprob6 numérica-
mente que al sumar la polarizacion interna de cada celda unitaria obtenemos

el valor de cero, en el orden de precisién de la maquina.
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Capitulo 5
Conclusiones

= Se comprobd numéricamente que el modelo QTI con cuadrupolo eléctrico
cuantizado presenta polarizaciones en los bordes y acumulaciones de carga
en las esquinas del cristal bidimensional, de manera analoga al modelo SSH
con dipolo eléctrico cuantizado que presenta acumulaciones de carga en los

extremos del cristal unidimensional.

= Los estados correspondientes a los bordes del cristal bidimensional conecta-
ron la banda de valencia con la banda de conduccion y por lo tanto se puede
afirmar que el modelo QTT se comporta como un aislante cristalino en su

interior y como un conductor en su superficie.

= El modelo QTI presenté en la fase topoldgica acumulaciones de carga de
+0.5e en las esquinas del cristal. Mientras que en la fase trivial el material
no presenté acumulaciones de carga, es decir, el material es completamente

neutro en la fase no topoldgica.

= El modelo QTT presenté en la fase topoldgica polarizaciones de +0.5e en
los bordes del cristal. Mientras que en la fase trivial el material no presento

polarizaciones en los bordes.

= Al romper las simetrias que protegen la cuantizacion del cuadrupolo eléctrico
se comprobé que los tres primeros momentos multipolares mantienen siempre
la misma magnitud, verificando asi que los resultados numéricos son consis-
tentes con los resultados analiticos incluso cuando el cuadrupolo eléctrico no
se encuentra cuantizado, lo cual garantiza la generalidad de los operadores

utilizados en nuestro proyecto.

93



Capitulo 6

Apéndice

6.1. Construccion de graficas del modelo SSH

Pasos para la construccion de la grafica 2D de los valores

propios vs el numero de estado

1. Construir el Hamiltoniano del modelo SSH con OBC
2. Diagonalizar el Hamiltoniano y obtener sus valores propios

3. Plotear los valores propios en orden ascendente

Pasos para la construccion de la grafica 2D de los valores

propios vs la amplitud de transicién v

1. Construir el Hamiltoniano del modelo SSH con OBC

2. Diagonalizar el Hamiltoniano con A = 1 para un valor de v fijo y obtener

sus valores propios
3. Plotear los valores propios en forma vertical segtin su respectivo valor de ~

4. Repetir los 3 pasos anteriores para cada valor de v dentro de un intervalo
dado
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Pasos para la construccion de la grafica 2D del PDF de un

estado vs el sitio de la red cristalina

1. Construir el Hamiltoniano del modelo SSH con OBC
2. Diagonalizar el Hamiltoniano y obtener sus valores y vectores propios

3. Ordenar los valores propios en orden ascendente y después ordenar los vec-

tores propios en el orden de sus correspondientes valores propios
4. Elegir el vector propio de un estado fijo

5. Plotear el cuadrado del valor absoluto de la primera componente del vector

propio y asignar dicho valor al primer sitio de la red cristalina

6. Repetir el dltimo paso para todas las componentes restantes

Pasos para la construccion de la grafica 2D de la acumula-

cién de carga vs la celda unitaria

1. Construir el Hamiltoniano del modelo SSH con OBC
2. Diagonalizar el Hamiltoniano y obtener sus valores y vectores propios

3. Ordenar los valores propios en orden ascendente y después ordenar los vec-

tores propios en el orden de sus correspondientes valores propios

4. Sumar el cuadrado del valor absoluto de la primera mitad de los vectores

propios y obtener asi un nuevo vector

5. Plotear la suma de las dos primeras componentes del nuevo vector y asignar

dicho valor a la primera celda unitaria

6. Repetir el ultimo paso para todas las componentes restantes

Pasos para la construccion de la grafica 2D de los centros

de Wannier vs el estado ocupado

1. Construir el Hamiltoniano del modelo SSH con PBC

2. Diagonalizar el Hamiltoniano y obtener sus valores y vectores propios
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3. Ordenar los valores propios en orden ascendente y después ordenar los vec-

tores propios en el orden de sus correspondientes valores propios

4. Construir el operador proyector de las bandas ocupadas con la primera mitad

de los vectores propios
5. Construir el operador posicion en X

6. Diagonalizar el operador posicion en X y obtener sus valores propios no

triviales

7. Plotear las fases de los valores propios divididas para 27 (modulo 1)

Pasos para la construccion de la grafica 2D de los centros

de Wannier vs la amplitud de transicién vy

1. Construir el Hamiltoniano del modelo SSH con PBC

2. Diagonalizar el Hamiltoniano con A\ = 1 para un valor fijo de v y obtener

sus valores y vectores propios

3. Ordenar los valores propios en orden ascendente y después ordenar los vec-

tores propios en el orden de sus correspondientes valores propios

4. Construir el operador proyector de las bandas ocupadas con la primera mitad

de los vectores propios
5. Construir el operador posicion en X

6. Diagonalizar el operador posicién en X y obtener sus valores propios no

triviales

7. Plotear las fases de los valores propios divididas para 27 (modulo 1) en forma

vertical segin su respectivo valor de ~y

8. Repetir los pasos anteriores para cada valor de v dentro de un intervalo dado

Pasos para la construccion de la grafica 2D de los centros

de Wannier vs el parametro adiabatico t

1. Construir el Hamiltoniano del modelo SSH con PBC
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. Diagonalizar el Hamiltoniano para un valor fijo del parametro adiabético t

con PBC y obtener sus valores y vectores propios

Ordenar los valores propios en orden ascendente y después ordenar los vec-

tores propios en el orden de sus correspondientes valores propios

Construir el operador proyector de las bandas ocupadas con la primera mitad

de los vectores propios
Construir el operador posicion en X

Diagonalizar el operador posicién en X y obtener sus valores propios no

triviales

Plotear las fases de los valores propios divididas para 27 (modulo 1) en forma

vertical segin su respectivo valor del parametro adiabatico t

Repetir los pasos anteriores para cada valor del parametro adiabatico t den-

tro de un intervalo dado

Pasos para la construccion de la grafica 2D de los valores

propios vs el parametro adiabatico t

6.2.

. Construir el Hamiltoniano del modelo SSH con OBC

. Diagonalizar el Hamiltoniano para un valor fijo del parametro adiabatico t

y obtener sus valores propios

Plotear los valores propios en forma vertical segiin su respectivo valor del

parametro adiabatico t

Repetir los pasos anteriores para cada valor del parametro adiabatico t den-

tro de un intervalo dado

Construccion de graficas del modelo QTI

Pasos para la construccion de la grafica 3D de carga eléctrica

vs las celdas unitarias en el eje X y las celdas unitarias en

el ej

1.

eY

Construir el Hamiltoniano del modelo QTI con OBC en ambos ejes
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2. Diagonalizar el Hamiltoniano y obtener sus valores y vectores propios

3. Ordenar los valores propios en orden ascendente y después ordenar los vec-

tores propios en el orden de sus correspondientes valores propios

4. Sumar el cuadrado del valor absoluto de la primera mitad de los vectores

propios y obtener asi un nuevo vector

5. Plotear la suma de las cuatro primeras componentes del nuevo vector en el
eje Z y asignar dicho valor a la interseccion del plano XY de la primera celda

unitaria en X y la primera celda unitaria en Y

6. Repetir el ultimo paso para todas las componentes restantes

Pasos para la construccién de la grafica 3D de la polariza-
cién interna vs las celdas unitarias en el eje X y las celdas

unitarias en el eje Y

1. Construir el Hamiltoniano del modelo QTT con PBC en ambos ejes
2. Diagonalizar el Hamiltoniano y obtener sus valores y vectores propios

3. Ordenar los valores propios en orden ascendente y después ordenar los vec-

tores propios en el orden de sus correspondientes valores propios

4. Construir el operador proyector de las bandas ocupadas con la primera mitad

de los vectores propios
5. Construir el operador posicién en X (con el procedimiento del ZOOM)

6. Diagonalizar el operador posicién en X y obtener sus valores y vectores pro-

pios no triviales

7. Sumar el producto de las fases de los valores propios (divididas por 2,
modulo 1) por el cuadrado del valor absoluto de su respectivo vector propio

para todos los estados del sistema y obtener asi un nuevo vector

8. Plotear la suma de las cuatro primeras componentes del nuevo vector en el
eje Z y asignar dicho valor a la interseccion del plano XY de la primera celda

unitaria en X y la primera celda unitaria en Y

9. Repetir el ultimo paso para todas las componentes restantes
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Pasos para la construccion de la grafica 3D de la polarizacion
total en X vs las celdas unitarias en el eje X y las celdas

unitarias en el eje Y

1. Construir el Hamiltoniano del modelo QTT con PBC en el eje X y OBC en
el eje Y

2. Diagonalizar el Hamiltoniano y obtener sus valores y vectores propios

3. Ordenar los valores propios en orden ascendente y después ordenar los vec-

tores propios en el orden de sus correspondientes valores propios

4. Construir el operador proyector de las bandas ocupadas con la primera mitad

de los vectores propios
5. Construir el operador posicién en X (con el procedimiento del ZOOM)

6. Diagonalizar el operador posicién en X y obtener sus valores y vectores pro-

pios no triviales

7. Sumar el producto de las fases de los valores propios (divididas por 2,
modulo 1) por el cuadrado del valor absoluto de su respectivo vector propio
para los estados pertenecientes a los bordes horizontales del sistema y obtener

as{ un nuevo vector

8. Plotear la suma de las cuatro primeras componentes del nuevo vector en el
eje Z y asignar dicho valor a la interseccion del plano XY de la primera celda

unitaria en X y la primera celda unitaria en Y

9. Repetir el dltimo paso para todas las componentes restantes

Pasos para la construccion de la grafica 2D de la polarizacion

promedio en el eje X vs las celdas unitarias en el eje Y

1. Construir el Hamiltoniano del modelo QTT con PBC en el eje X y OBC en
el eje Y

2. Diagonalizar el Hamiltoniano y obtener sus valores y vectores propios
3. Ordenar los valores propios en orden ascendente y después ordenar los vec-

tores propios en el orden de sus correspondientes valores propios
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10.

11.

Construir el operador proyector de las bandas ocupadas con la primera mitad

de los vectores propios
Construir el operador posicién en X (con el procedimiento del ZOOM)

Diagonalizar el operador posicién en X y obtener sus valores y vectores pro-

pios no triviales

Sumar el producto de las fases de los valores propios (divididas por 2w,
modulo 1) por el cuadrado del valor absoluto de su respectivo vector propio
para los estados pertenecientes a los bordes horizontales del sistema y obtener

asi un nuevo vector

Sumar las primeras cuatro componentes del nuevo vector y asignar dicho
valor a la interseccién de la primera fila y a la primera columna de la red

cristalina
Repetir el dltimo paso para todas las componentes restantes

Plotear el promedio de la primera fila del eje Y y asignar dicho valor a la

primera celda unitaria en Y

Repetir el dltimo paso para todas las filas del eje Y
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