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Resumen

En la presente tesis estudiamos un problema de control 6ptimo no-suave asocia-
do a una ecuacién que modela un fluido dilatante. Analizamos la diferenciabilidad
direccional de una no linealidad no-suave presente en la ecuacién de estado. Lue-
go, analizamos la diferenciabilidad direccional del operador solucién asociado a la
ecuacion de estado. Se establece una condicién necesaria de optimalidad de primer
orden, relacionada al concepto de estacionariedad de Bouligand, la cual se deduce
de la diferenciabilidad del operador solucién. Obtenemos un sistema de optimali-
dad correspondiente a un concepto de estacionariedad débil, mediante una regula-
rizacién del problema de control 6ptimo y posterior paso al limite. Finalmente, ob-
tenemos un sistema de optimalidad relacionado a un concepto de estacionariedad
mas fuerte, y demostramos que este concepto es equivalente a la estacionariedad de

Bouligand, en el caso de nuestro problema de control 6ptimo.

Palabras clave: optimizacién no-suave, control 6ptimo de EDP, fluido dilatante,

condiciones de optimalidad
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Abstract

This thesis focuses on the analysis of an optimal control problem governed by a
nonsmooth equation that models a shear-thickening fluid. First, we study the direc-
tional differentiability of the non-smooth nonlinearity in the state equation. Next,
we analyze the directional differentiability of the solution operator. We establish a
necessary first order optimality condition, which is deduced from the directional
differentiability of the solution operator. This condition is related to the concept of
Bouligand stationarity. Also, we derive another necessary optimality condition by
using a regularization and passage to the limit technique. The optimality system
derived in this way is considered a weak stationarity condition. Finally, we com-
bine both optimality conditions to obtain an optimality system, which is related to
a stronger stationarity concept. Furthermore, we show that this stronger stationa-
rity concept is equivalent to the Bouligand stationarity concept, in the case of our

problem.

Key words: non-smooth optimization, optimal control of PDE, shear-thickening

fluid, optimality conditions
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Capitulo 1

Introduccion

Esta tesis se enmarca en el drea de la optimizacién continua, particularmente, nos
enfocamos en el control 6ptimo de una ecuacién que modela un fluido dilatante, la

cual contiene un término no-suave.

El estudio de problemas de control 6ptimo de ecuaciones en derivadas parciales
con no linealidades no-suaves presenta algunas dificultades en cuanto a la obten-
cién de condiciones de optimalidad mediante el calculo adjunto, que se usa en el
caso de ecuaciones con operadores solucién diferenciables en los sentidos de Ga-
teaux o Fréchet. En el caso de problemas con no linealidades no-suaves, como el
problema que estudiaremos, no es posible usar el cilculo adjunto para obtener con-
diciones de optimalidad, por lo cual se considera solamente las propiedades de la
diferenciabilidad direccional tanto de la no linealidad, como del operador solucién

de la ecuacion de estado [20], [7].

El andlisis de diferenciabilidad permite encontrar condiciones de optimalidad
puramente primales [19, Seccién 3.1], que incluyen la informacién de la derivada
direccional del operador solucién. Para obtener condiciones de optimalidad que
contengan variables duales, generalmente se hace una regularizacién del proble-
ma para obtener un primer sistema de optimalidad. Este sistema de optimalidad
constituye una condicién de estacionariedad débil, en el contexto de los conceptos
de estacionariedad de los programas matematicos con restricciones de equilibrio
(MPECs). Para obtener una condicién de estacionariedad mds fuerte para el proble-
ma, se combinan la condicién primal y la condicién de estacionariedad débil, con lo

cual es posible obtener informacién sobre los signos de las variables duales.

El interés de estudiar este tipo de problemas de control 6ptimo es también préc-

tico, pues entender los aspectos tedricos de los fluidos dilatantes es fundamental



para el desarrollo de aplicaciones practicas. Los fluidos dilatantes han sido usados
en muchas aplicaciones, por ejemplo, la mejora de la resistencia de materiales texti-
les ante los impactos, sensores de movimiento y electrolitos en baterias de litio para
mejorar la resistencia y rendimiento de plataformas electromecénicas [29], armadu-
ras liquidas, estructuras inteligentes y dispositivos con amortiguamiento adaptativo
[10]. Adicionalmente, el planteamiento del sistema de optimalidad correspondiente
al concepto de estacionariedad débil es ttil en el desarrollo de métodos para resolver

numéricamente este tipo de problemas de control 6ptimo [7].

El objetivo principal de esta tesis es analizar la diferenciabilidad y condiciones de
optimalidad de primer orden de un problema de control 6ptimo no-suave asociado
a una ecuacién que modela un fluido dilatante. Por ello, en el Capitulo 2, iniciamos
presentando algunos conceptos basicos de la mecanica de fluidos y los modelos ma-
temdticos que se usan para describir a los fluidos. Ademads, se describe de forma
general a los fluidos dilatantes. En el Capitulo 3, se presenta la ecuacién que modela
el fluido dilatante y se plantea el problema de control 6ptimo a estudiar. A conti-
nuacion, en el Capitulo 4, se presenta el estudio de diferenciabilidad del operador
solucién asociado a la ecuacion de estado del problema de control 6ptimo. En el
Capitulo 5, se analiza la existencia de soluciones para el problema de control y se

establecen las condiciones de optimalidad de primer orden.



Capitulo 2

Preliminares

En este capitulo describiremos algunos conceptos de la mecdanica de fluidos. Pre-
sentaremos las ecuaciones basicas que se usan para modelar los fluidos, de acuerdo
a las distintas perspectivas que se usan para describir su movimiento. También des-

cribiremos, de forma general, los diferentes tipos de fluidos.

Intuitivamente, un fluido es una sustancia que se mueve libremente. La defini-
cién del diccionario [11], de forma mads precisa, nos dice que un fluido es un cuerpo
“cuyas moléculas tienen entre si poca coherencia, y toma siempre la forma del re-
cipiente donde estd contenido". Sin embargo, estas nociones y definiciones no son
utiles para el modelamiento matemadtico de los fluidos. Para esto es necesario con-
siderar una definicién un poco mads rigurosa. De acuerdo a [15], un fluido es una
sustancia que sufre una deformacién continua cuando se somete a esfuerzos cortan-
tes. Esta caracteristica, diferencia a los fluidos de otros estados de la materia, como

los sélidos.

En el estudio de los fluidos se asume que estos estdn distribuidos continuamente
dentro de una regién de interés, lo cual refleja el concepto de continuo. Un fluido
es un continuo pues sus moléculas se encuentran lo suficientemente cerca unas de
otras. La propiedad del continuo implica que si se subdivide a un volumen de fluido
en volimenes pequefios, hasta obtener voltiimenes infinitesimales, estos volimenes

preservan las caracteristicas del volumen entero [23].

2.1. Ecuaciones basicas para el flujo de un fluido

Las ecuaciones basicas para el flujo de un fluido se basan en los principios de

la conservacién de la masa, el momento y la energia [25, Seccién 10.1]. Estas ecua-
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ciones se complementan con una ecuacién del estado termodindmico del estado del
material. El objetivo de estudiar un fluido es encontrar las componentes de la velo-
cidad, y las variables termodindmicas, que son la densidad y la presién [23, Seccién
1.2]. El modelamiento del fluido se simplifica si, por ejemplo, consideramos que el
fluido tiene una entropia o temperatura constante, o si consideramos que no exis-
ten cambios de las propiedades del fluido en el tiempo. Primero, consideramos un

fluido ideal, es decir, un fluido con viscosidad y conduccién termal constantes.

Para describir el movimiento de un fluido, existen dos perspectivas complemen-
tarias: la descripcion euleriana y la descripcién lagrangiana. En la descripcion eule-
riana se considera el punto de vista de un observador en un punto fijo del espacio
(x,,z). En este punto el fluido se mueve con velocidad v = v(x, y, z, t), al tiempo ¢.
Ademas, la densidad de la particula de fluido que se encuentra en el punto (x, y, z)

al tiempo t, es p = p(x,y,z,t). La tasa de cambio de la velocidad del fluido mien-
du v
ox’ dy’
g—zz’. La velocidad del fluido también puede variar con el tiempo, lo cual se expresa

tras pasa por el punto (x,y,z) se expresa mediante las derivadas parciales

mediante la derivada parcial %. La aceleracion de la particula de fluido esta dada
por % = % + v - Vo, donde % es el operador de la derivada material o derivada

sustancial [23, Seccién 1.2].

En la descripcion lagrangiana el punto de vista corresponde a un observador si-
tuado en una particula especifica, el cual se mueve con la particula [17, Seccién 3.2].
La velocidad y la densidad de una particula de fluido en un tiempo t después de
haber partido de la posicién inicial (xg, yo,z0), estan dadas por v = v(xo, Yo, zo, t)
y p = p(x0,Yo, 2o, t), respectivamente. Como la perspectiva lagrangiana describe el
movimiento de una particula individual de fluido, la aceleracién de una particula
estd dada pora = % [17, Seccién 3.2]. La variacion espacial producida por el movi-
miento de la particula se refleja en la derivada total % = E% +v-V, donde v son las

componentes de la velocidad del fluido.

2.1.1. Descripcion euleriana

Veamos una deduccién de la ecuacion de conservacion de la masa. Considera-
mos un volumen de control fijo W. La tasa de cambio de la masa de fluido contenida
dentro del volumen W es igual a la masa que ingresa en el volumen W, a través de

su frontera 0W, es decir:

d
E/Wpdw——/awpv-nds (2.1)
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donde 7 es el vector normal a la superficie 0W. Aplicando el teorema de la diver-

gencia [12, p. 712] en el lado derecho de esta ecuacion, obtenemos que

9 17 _
/W Law = /W V- (po)dW

Puesto que esta ecuacion se verifica para un volumen de control arbitrario W, se
sigue que los términos dentro de las integrales son iguales. De aqui, se deduce la

ecuacion diferencial que expresa la conservacién de la masa [23, Seccién 1.4.1]:

9p _
§+V-(pv)—0.

Esta ecuacién puede ser reescrita como

Dp _
ﬁ—l—me—O. (2.2)

La ecuacién (2.2) es conocida como ecuacion de continuidad. Como en la descripciéon

Dp

euleriana la densidad del fluido es constante, tenemos que Df = 0y por lo tanto,
V-.v=0.

Es decir, el fluido es incompresible.

Ahora, deduciremos la ecuacién de conservaciéon de la cantidad de movimiento
o impulso. Sea W un volumen de control fijo. La variacién en la cantidad de movi-
miento se da por la cantidad de movimiento que ingresa a W a través de su borde
oW, y las fuerzas que acttian sobre el fluido: sobre su superficie y fuerzas externas
[23, Seccion 1.4.2]. De esta manera, la ecuacion de balance de la cantidad de movi-

miento estd dada por

d
E/vadw——/aw(pv)v-nd5+/wfdw+/awa-nd5,

donde ¢ es el tensor de esfuerzos y n es un vector normal a la superficie 9W. Usando

el teorema de la divergencia tenemos que

d

0 )
/W g(pvi)dw = - /W a—xj(pvivj)dw + /W fidW + /W a—xj(aij)dw. (2.3)

Puesto que esta ecuacién se verifica para un volumen de control arbitrario, los tér-



minos dentro de las integrales son iguales, es decir,

p%+v(g—f+v-(pv))=f+v-a- (2.4)

Debido a que la masa se conserva, el segundo término del lado izquierdo de esta
ecuacion se anula, con lo cual, obtenemos la ecuacion de conservacion de la cantidad

de movimiento:
Do

Pﬁ:f—f—V'U. (2.5)

2.1.2. Descripcion lagrangiana

En la descripcion lagrangiana, la posicion, la velocidad y el estado termodindmi-
co de una particula son funciones que dependen solo del tiempo, debido a que cada
particula de fluido se identifica con un sistema de coordenadas, («, B, ), que esté

tijo en la particula [23].

Ahora, veamos una deduccién de la ecuacion de conservacion de la masa. Con-
sideremos que las particulas tienen masa constante Am = pAV, donde AV es la
variaciéon de volumen de la particula. Sea AS la superficie cubierta por la particula
mientras se mueve. En un tiempo 6t el volumen de la particula aumenta de acuerdo

a

S(AV) = /A _o-ndset, (2.6)

donde v es la velocidad de la particula [23, Seccién 1.3.1]. Gracias al teorema de la

divergencia, la ecuacién (2.6) implica que

5(aV) = [ V- vVt 2.7)

Por otra parte, la tasa de dilatacion de la particula estd dada por

1. 8v) 1

z.

— K 0dV =V -0. 28
AV sts0 ot Avam [, Ve Vo 2.8)

Puesto que la masa de la particula es constante, se tiene que

__ldp

De aqui obtenemos la ecuacién de conservacion de la masa en la perspectiva lagran-



glana:

dp _
S Vo =0. (2.10)

Sila densidad del fluido es constante, obtenemos que
V-o=0. (2.11)

Es decir, el fluido es incompresible y la tasa de dilatacién es nula. Por lo tanto, el

volumen de un elemento de fluido es constante.

Ahora, para la derivacion de la ecuacién de conservacién de la cantidad de mo-
vimiento, consideramos los cambios en la cantidad de movimiento debidos a las
fuerzas que se ejercen sobre el fluido. La fuerza total se debe a la fuerza ejercida por
la gravedad, Amg, y la fuerza debida a la presién que se ejerce hacia el interior del

fluido a través de su superficie [23, Secciéon 1.3.2]:

— dS:—/ VodV =~ —-VovAV. 2.12
/ASP Y. p (2.12)

Entonces, usando la segunda ley del movimiento de Newton [6, Seccién 1.1], obte-

nemos la ecuacidon de conservacion de la cantidad de movimiento:

dov 1

La ecuacion (2.13) se conoce como ecuacion de Euler.

En la siguiente seccion presentaremos las ecuaciones que describen fluidos en los

cuales se considera la viscosidad, es decir la accién tangencial de capas contiguas de
fluido [28].

2.2. Fluidos newtonianos

En este tipo de fluidos se considera que la relacién entre el tensor de esfuerzos y

el gradiente de velocidades es lineal. Asi, el tensor de esfuerzos esta dado por
c=—-pl+r7, (2.14)

donde p es una funcién escalar, que se identifica con la variable de presién y es

la parte isétropa del tensor de esfuerzos [28, Secciéon 6.1]. La parte desviatoria estd



dada por T y depende del gradiente de velocidades, de la siguiente manera:
T=AMV-0)I[+2uD, (2.15)
donde D es el tensor velocidad de deformacion, el cual estd definido por
D= % (Vv + WT) . (2.16)

Ademas, u y A son coeficientes de viscosidad. Calculando la divergencia del ten-
sor de esfuerzos, podemos expresar las ecuaciones de conservacién de cantidad de

movimiento en forma vectorial, (2.5), mediante
dov
g = —Vp+pubvo+(u+A)V(V-0)+f (2.17)

Las ecuaciones en (2.17), se conocen como las ecuaciones de Navier-Stokes [1, Sec-
cién 5.1] . En el caso de fluidos incompresibles, tenemos que la densidad del flui-
do es constante, y por lo tanto, V - v = 0. El tensor de esfuerzos se transforma en
o = —pl +2uD. Si suponemos que u es una constante conocida, la ecuaciéon (2.17),
se escribe como

ov 1 1

g—F(U-V)U: —EVp+vAv+Ef. (2.18)

Aqui, v = E es una constante conocida como coeficiente de viscosidad cinemaética,

0
y u se conoce como el coeficiente de viscosidad dindmica [23].

En los fluidos newtonianos, el esfuerzo cortante depende linealmente del gra-
diente de velocidad [15]. Existen fluidos en los cuales la relacion entre el esfuerzo
cortante y el gradiente de velocidad, es no lineal. Estos fluidos se denominan no

newtonianos, y serdn descritos en la siguiente seccién.

2.3. Fluidos no newtonianos

En estos fluidos el esfuerzo cortante tiene una relacién no lineal con la veloci-
dad de deformacion, lo cual implica que la viscosidad varia de acuerdo a la fuerza
aplicada [15]. En algunos fluidos no-newtonianos la viscosidad también varia con el
tiempo. Los fluidos no newtonianos pueden clasificarse en tres categorias: indepen-

dientes del tiempo, dependientes del tiempo y fluidos viscoeldasticos.

Fluidos independientes del tiempo. En este tipo de fluidos la viscosidad no



depende del historial del esfuerzo cortante del fluido. Estos fluidos se clasifican en

fluidos dilatantes y fluidos pseudoplésticos.

En los fluidos dilatantes la viscosidad se incrementa cuando se incrementa el
esfuerzo cortante. Este comportamiento de los fluidos dilatantes depende del tama-
o, distribucién y forma de las particulas de la suspensién que constituye el fluido.
Las propiedades de estas suspensiones dependen de la teoria de Hamaker y de las
fuerzas de van der Waals [15]. Un ejemplo clasico de fluido dilatante es la mezcla de
maicena y agua, la cual fluye con facilidad cuando se agita lentamente y se comporta

como un fluido muy viscoso cuando se agita fuerte y rdpidamente.

Por otro lado, en los fluidos pseudoplésticos, la viscosidad disminuye cuando se

incrementa el esfuerzo cortante. Un ejemplo de fluido pseudoplastico es la sangre.

Algunos fluidos no newtonianos independientes del tiempo son los fluidos de
Bingham, los fluidos modelados por la ley de potencia, los fluidos de Herschel-

Bulkley, los fluidos de Casson y los fluidos de Powell-Eyring.

Los fluidos de Bingham son fluidos con una relacién lineal entre el esfuerzo cor-
tante y la velocidad de deformacién, y requieren superar un umbral de esfuerzo
para comenzar a fluir. La crema dental, las suspensiones de arcilla, la mayonesa, el

chocolate y la mostaza son algunos ejemplos de fluidos de Bingham [15, p. 75].

Los fluidos modelados por la ley de potencia, tienen una ley constitutiva que

define la viscosidad, y, en funcién del gradiente simetrizado D [3], [14]:

u(ID) = o (1+1D1%) 7, 2.19)

donde iy es un pardmetro positivo y p € (1,00). Definiendo T en (2.14), como
T = 2u(|D|)D, tenemos que si 1 < p < 2, la relacién (2.19) modela un fluido
pseudoplastico. Para p > 2, esta relacién constitutiva sirve para modelar fluidos

dilatantes.

En el caso particular de p > 2, notemos que gracias a (2.19), la correspondiente
relacién constitutiva es una relacién suave entre el tensor de esfuerzos y la velocidad
de deformacién. Ademas, la viscosidad, como funcién de la velocidad de deforma-
cién, definida en (2.19), debe satisfacer algunas condiciones de crecimiento [3]. En
otros modelos de fluidos dilatantes que usan la ley de la potencia se requiere incluso
que el tensor de esfuerzo cortante tenga un potencial C? [26]. En general, el anélisis
de estos modelos y otros modelos suaves de fluidos dilatantes requiere el uso de la

teoria de espacios de Banach. El modelo de fluido dilatante que consideraremos en



los siguientes capitulos tiene una relacién constitutiva en la cual el tensor de esfuer-
zos o depende de la velocidad de deformaciéon D mediante una funcién no-suave.
Como veremos més adelante, este modelo es méas simple que los modelos suaves,
pero tiene la ventaja de que puede ser formulado y analizado en el contexto de los

espacios de Hilbert [9].

Fluidos dependientes del tiempo. Estos fluidos dependen de la velocidad de de-
formacién y también del tiempo en el que se aplica la fuerza, es decir, la viscosidad
de estos fluidos va cambiando de acuerdo a los esfuerzos cortantes que soportan.

Estos fluidos se clasifican en fluidos reopécticos y tixotrépicos.

Los fluidos reopécticos, también conocidos como fluidos dilatantes que depen-
den del tiempo, incrementan su viscosidad con el tiempo. Es decir, estos fluidos se
espesan o solidifican cuando se los sacude. La tinta de impresora y la pasta de yeso

son ejemplos de fluidos reopécticos [15, p. 76].

Los fluidos tixotrépicos se conocen también como fluidos pseudoplésticos de-
pendientes del tiempo. Estos fluidos disminuyen su viscosidad con el tiempo, es
decir, mientras mas largo sea el tiempo en el cual estos fluidos soportan esfuerzos
cortantes, su viscosidad serd menor. Las pinturas, el yogurt, los geles de gelatina, el
lodo bentonitico y el aceite de castor hidrogenado son algunos ejemplos de fluidos
tixotrépicos [15, p. 76].

Fluidos viscoeldsticos. Estos fluidos tienen un comportamiento viscoso y elds-
tico. En otras palabras, los fluidos viscoeldsticos son fluidos viscosos que tienen la
propiedad de almacenar y liberar energia, la cual estd dada por su comportamiento
elastico [13]. Asi como otros materiales elasticos, los fluidos viscoelasticos estan re-
gidos por la ley de Hooke. Algunos ejemplos de fluidos viscoeldsticos son la crema

batida, algunos lubricantes y fluidos con grandes moléculas poliméricas.
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Capitulo 3

Planteamiento del problema

En este capitulo presentamos el problema de control 6ptimo no-suave a estudiar.
Primero, describiremos la ecuacién de estado del problema, la cual modela un fluido
dilatante. Ademads, presentaremos algunas notaciones y los espacios de funciones
usados en el anélisis del problema. Finalmente, plantearemos el problema de control

6ptimo asociado a la ecuacion del fluido dilatante.

Consideramos el modelo de un fluido dilatante de [9], el cual esta dado por las

ecuaciones de conservacion de la cantidad de movimiento y la masa:

—dive=u enQ) (3.1)
V-y=0 en(), (3.2)

donde O C RY es un dominio acotado tipo Lipschitz bidimensional o tridimensio-
nal, y es la velocidad del fluido y u es una fuerza externa. Ademads, el modelo consta

de una relacién constitutiva, dada por la definicién del tensor de esfuerzos o

—pl+2pey siley| < g,

—pI—i—2<y+v—V|§m) ey siley| > g.

o= (3.3)

Aqui, p > 0y v > 0son viscosidades, y ¢ es un parametro positivo. Adicionalmen-
te, € denota a la funcién que relaciona la velocidad del fluido con la velocidad de

deformacién por corte:
_1 T
sy—§<Vy—|— Vy )

Denotamos por |-| a la norma de Frobenius de los tensores de segundo orden, defi-
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nida de la siguiente manera:

Nl—=

Al = (A:A)2, VA cRN*N,

donde “:” es el producto escalar de tensores de segundo orden:
N N
A:B=1tr(ATB) =tr(AB") = Y Y a;by, VA,BeRN*N
=1

i=1j=1

Las ecuaciones (3.1), (3.2) y (3.3) modelan un fluido dilatante, el cual incrementa

su viscosidad cuando la velocidad de corte excede el pardmetro positivo g [9].

Notemos que el tensor de esfuerzos, definido en (3.3), puede ser escrito usando

la funcién méx(0, -), como sigue:

o= —pl+2uey+2vméx (0, ley| — g) % (3.4)

Asi, la formulacién variacional de las ecuaciones (3.1)-(3.3) es: dado u € L?>(Q)N,

encontrar y € Y que satisface
: 5 )Y = :
,u/Q:sy : svdx+v/()max (0, ley| — g) ey L Ev /Qu v, Yvey, (3.5)

donde Y es el espacio definido por
Y:{yeHl(Q)N:V-y:OenQ,y:OsobreF}, (3.6)

con I' = 9Q). La ecuacién (3.5) es la ecuaciéon de estado del problema de control

6ptimo no-suave que estudiaremos:
min () = 5 Iy =zl + 5 N0l
wanersu © 0 T g W EHloN Ty Il

sujeto a

/ y

T —vmax (0, |ey| — g) £

y
—— =0, ctp.en()
eyl P

Aqui, el espacio de estado es Y, definido en (3.6) y el espacio de control es U =

L2(Q)N. Adicionalmente, introducimos un tensor simétrico T, para escribir la ecua-

cién de estado. El funcional objetivo es un funcional tipo tracking, donde z; €
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L2(Q)N es el estado deseado del sistema y & > 0 es un pardmetro relacionado con

el costo del control.

La ecuacion de estado también puede ser escrita como
I3 :evdx—{—v/me :svdx:/u-vdx, Yo ey, 3.7
M /Q y ., M(ey) A (3.7)
donde la funcién m : RN*N — RN*N est4 definida por

max(0, |e| — g)i, sie #0,
m(e) = el
0, sie = 0.

Respecto a la existencia de soluciones para la ecuacién (3.7), de acuerdo a [9, Teo-
rema 2.1], para todo u € L?(Q)V, la ecuacién (3.7) tiene una solucién tnica y € Y.

Con esto podemos definir el operador solucién asociado a la ecuacién de estado.

DEFINICION 3.1 (Operador solucién) El operador S : U — Y, definido mediante
u— S(u) =y, dondey € Y es la solucioén tnica de la ecuacién (3.7) asociada a

u € U, se denomina operador solucién u operador control-a-estado.

La particularidad de la ecuacién de estado es que contiene la no linealidad m,
la cual es no-suave, es decir, no es diferenciable en los sentidos de Fréchet o Ga-
teaux. La presencia de la no linealidad no-suave es un obstdculo para determinar
las propiedades de diferenciabilidad del operador solucién de la ecuacién de estado
y plantear un sistema de optimalidad para el problema (P), usando el método del

célculo adjunto, como en [27].

En nuestro caso, la no linealidad es solamente direccionalmente diferenciable v,
ademds, involucra el gradiente simetrizado de y. En [20] y [7], se estudia las con-
diciones de optimalidad para problemas de control 6ptimo de ecuaciones diferen-
ciales parciales con no linealidades no-suaves, que dependen solo de la funcién en
el espacio de estado, mas no de su gradiente. En [24], se estudia una regularizacién
del problema (P), donde la funcién objetivo es la misma funcién del problema (P) y
la ecuacién de estado tiene un operador solucién Fréchet y Gateaux diferenciable,
pues involucra una regularizacién de la funcién maximo. Usando el célculo adjun-
to, se obtiene un sistema de optimalidad para el problema regularizado y mediante

paso al limite, también se obtiene un sistema de optimalidad para el problema (P).

En este trabajo de investigaciéon queremos analizar la diferenciabilidad direccio-

nal del operador solucién de la ecuacién de estado del problema (P) y extender los
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resultados sobre las condiciones de optimalidad fuertes, obtenidos en [20] y [7], a

nuestro caso.
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Capitulo 4

Diferenciabilidad del operador

solucion

En este capitulo analizaremos las propiedades de diferenciabilidad del operador
solucién de la ecuacion de estado del problema (P). Empezamos calculando la deri-
vada direccional de la no linealidad de la ecuacién de estado. Luego, usaremos estos
célculos para obtener la derivada direccional del operador de Nemytskii asociado
a la no linealidad. Finalmente, estableceremos que el operador solucion es direccio-

nalmente diferenciable.

Observemos que la funcién m : RN*N — RNXN eg la derivada de la funcién
convexa T — maéx (0, || — g)?, definida para todo T € RN*N. Consecuentemente,

la funcién m, es monoétona:
(m(e) —m(7)): (e—1) >0, Ve1eRVN (4.1)

Utilizaremos esta propiedad de monotonia en la demostracién del resultado sobre

la diferenciabilidad direccional del operador solucién de la ecuacién de estado.

Para calcular la derivada direccional del operador de Nemytskii asociado a m, el
cual es una funcién de L2 (Q; RNxN ) en L2 (Q; RN*N ) , nos basamos en la derivada
direccional de la funcién m. Por eso, primero, estudiamos la diferenciabilidad de la

no linealidad de la ecuacién (3.7).
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4,1. Calculo de la derivada direccional de la no lineali-
dad

De forma equivalente, podemos escribir la no linealidad m : RN*N — RNxN

como

e—gi, si le] > g,
H (4.2)

0, si le] <g.
En primer lugar, notemos que la funcién m es continua. Para el calculo de la deriva-

da direccional de m en ¢ € RV*N, consideramos tres casos: |e| < g, |e] > gy |e| =

Caso 1. Sea ¢ € RV*N tal que |¢| < g, entonces, m(¢) = 0. Existe una vecindad
dee, V(e), tal que
le+th| <g, VYheVl(e),

para t > 0 suficientemente pequefio. De esta manera, m(e +th) =0y

hmm(e +th) — m(e) = hrnu =0.
t—0 t t—0 f

Entonces,
m'(gh) =0, Vhe RN*N,

Caso 2. Sea ¢ € RN*N tal que |¢] > g, entonces m(e) = & — 877 Existe una

vecindad de ¢, V(¢), tal que

le+th| > g, VheVl(e),

e+th

para t > 0 suficientemente pequefo. Asi, m(e + th) = ¢ + th — Stexan Y

. m 1 e+ th e ro
%l—% ; —}1_1%? {th ’ _th—i—g‘ ’}—h gF (& h). (4.3)

Aqui F'(¢; h) es la derivada direccional de la funcién e — F(¢) = ‘ﬁ—‘, ene € RVXN

y

en la direccién h € RN*N,

Ahora, calculemos la derivada direccional de la funciéon F en e € RN*N tal que
le] > g.Sean h € RN*N y t > ( arbitrarios. Entonces,

1<s+th e) ) 1(s|s|-|—th|£|—e|s-|—th|)
m-(————— | =lim-

o0t \Je+th]  |e| ) ioot e + th| |e|
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v € le + th| — |e] n h
150 | le| e+ th t le 4 th|

—E Geh) + |’Z—|

o (4.4)

= lel,

)
)_w

e’

y ¢ # 0. Reemplazando el valor de G'(¢; 1) en la ecuacion (4.4),

donde G'(¢; ) es la derivada direccional de la funcién G, definida por G(e

para todos los ¢ € RN*N tales que ¢ # 0. En tal caso, tenemos que G'(¢; h

para todo h € RN*N

tenemos que
€

F/(e;h) = ’3(81}1)4—%.

E

Reemplazamos este valor en la ecuacioén (4.3), con lo cual obtenemos

m'(gh)=h—g (—%

(s:h)+£ , VheRN*N,
B €]

Caso 3. Sea ¢ € RV*N tal que |¢e| = g. En este caso, m(¢) = 0y dependiendo de

h € RN*N para t > 0 suficientemente pequefio, m(e + th) toma un valor distinto.

Si hestal que 0 < € : h, se tiene que para t > 0 suficientemente pequefio,

le + th| > gy entonces,

m(e+th) —m(e) . e+th

li =lim—— th| —
(50 t tl—r>%t|s—|—th| (je+th] =)
. e+th [|e+th| —|e
= lim
t—0 |e + th]| t
€
= —G'(gh)
el
= %e : h.

le]

Ahora, si h es tal que € : h < 0, tenemos que para ¢t > 0 suficientemente pequefio,

le + th| < g. En este caso,

fmEF A —m(e) _0-0
t—0 t t=0
Entonces, si |¢| = g,
%e h, sie:h>0,
m'(gh) =< &

0, sie:h<O.
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En sintesis, la derivada direccional de m en € y en la direccién / estd dada por

S &
m/(s;h) = ﬂ{|e\<g}0 +ﬂ{|€\>g} (h + ’f?(ﬁ : I’l) | |> —|—ﬂ{|€‘ g}max( § (S : h))?

Notemos que la derivada direccional de m en e € RN*N, m’(g;-), no es lineal con

respecto a la direccién, y por lo tanto, no puede ser la derivada de Gateaux de m.

Una propiedad importante de la derivada direccional de m es la Lipschitz conti-

nuidad global respecto a la direccién.

PROPOSICION 4.1 Sea ¢ € RN*N entonces, la derivada direccional de m en ¢ es

Lipschitz continua respecto a la direccion, es decir:
Im'(e; 1) —m'(g;s)| < |[h—s|, VhseRVN (4.5)

Demostracion. De acuerdo al calculo de la derivada direccional de m, tenemos que

ey M(&R),

S
m/(E;h) :ﬂ{|€|<g}0+]l{|£|>g} [h—g( | ‘ —E ! ]’l+| |)

donde M(g; 1) es la derivada direccional de m en ¢ y en la direccién & en el caso de

le| = g. Analizamos la Lipschitz continuidad de m’ en ¢ en cada uno de los casos:

el <8 lel > gy lef =
1. Si |e| < g, vemos que se verifica trivialmente (4.5).

2. Si |e] > g, tenemos que

Im’(;h) —m/(g5)| = h—l—g#s : h—g’— —
€

|- oo

Como (1 - %) > 0, la desigualdad anterior se transforma en

€
Im’(&;h) —m'(g5)| < (1—%) |h —s| —i—g||€—||3 le| |l —s|
=|h—s|.
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3. Consideramos el caso |¢| = g. Primero, tomamos / tal que 0 < & : €. Si s verifica

0 <s:¢, tenemos que

gizs:(h—s)
2

§|;—|2|h—s|

= |h—s|.

IM(g; 1) — M(g;s)| =

Por otro lado, si s verifica s : ¢ < 0, tenemos que

is:h‘zﬂlszlﬂ.

M(g; h) — M(g;s)| =
M) = Migs)| = | e =

Como —e:s > 0ye:h > 0,laecuacién anterior se transforma en

1 1
M(egh) —M(gs)| < —e:h——¢€:5s
IM(&; 1) — M(g;s))| g s

1
<=le:(h—s
gl (h—s)]

< |h—s|.

Ahora, tomamos h tal que verificah : € < 0. Sis es tal que 0 < s : ¢, tenemos

que

M(e; h) — M(g;s :‘——s:s:——ezs.
’ ( ) ( )’ gz 82’ |

Como —e:s+e:h < —e:s <0, tenemos que |—e:s| < |—e:s+¢e:h|.

Combinando esta desigualdad con la ecuacién anterior, obtenemos

M (&) — M(ess)| < §|—e cse:
< Lien—s|
g

=|h—s|.
Si, por otro lado, s verifica que s : € < 0, tenemos que

IM(g;h) —M(g;s)| =0 < |h—s].
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En resumen, si |e| = g,

IM(g; ) —M(g;s)| < |h—s|, Vh,s € RN*N,

En conclusién, para todo € € RN*N se tiene (4.5). O

OBSERVACION 4.2 La funcién m es globalmente Lipschitz continua [9, Seccién 2], en
consecuencia, también es localmente Lipschitz continua. Puesto que la funcién m es
direccionalmente diferenciable en todo ¢ € RN*N y localmente Lipschitz continua,
tenemos que m es Bouligand diferenciable en € [19, Detinicién 4.2.1]. De esta manera,
el resultado de la Proposicion 4.1, también se puede obtener de las propiedades de

las funciones Bouligand diferenciables [19, Proposicion 4.2.2].

4.2. Diferenciabilidad del operador de Nemytskii aso-

ciado a la no linealidad

Sea G el operador de Nemytskii asociado a la no linealidad m, es decir G :
L? (O RN*N) — L2 (; RN*N) es el operador que a la funcién z € L2 ((; RN*N)
asocia la funcién G(z) € L? ((; RN*N) definida por G(z)(x) = m(z(x)), para casi
todo x € RN.

Primero, verificamos que el operador G, en efecto, toma valores en 12 (Q JRN*N ) .
De acuerdo a la definicién de la norma en L? ((; RN*N), que notaremos por ||||2,

tenemos que
16@IE = [ 6@ P dx= [ m(z()* dx,

para todo z € L? ((0; RN*N) Entonces, de la definicién de m, se sigue que, si z(x) =

0, para casi todo x € (),
2 2
IG@IE = [ 1of dx =0

Por otro lado, si z(x) # 0, para casi todo x € (), tenemos que

GZZ:/‘méxO,zx— dx
IGEIE = | [max(0, (0] = 8) iy
< z(x)|* dx.
< [ k)
Entonces, para todo z € L? (0); RN*N) se tiene que el valor de la norma ||G(z) || 2 es
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finito, y por lo tanto, G(z) € L? ((; RN*N).

Ahora, mostraremos que el operador G es direccionalmente diferenciable de
L? (O; RN*N) en L2 ((; RN*N).

De acuerdo a la definicion de G, para casi todo x € RN y todoz, h € L? ((; RN*N)

arbitrarios, tenemos que

limG(Z +th)(x) —G(z)(x) _ limm(z(x) +th(x)) — m(z(x))'
t—0 t t—0 t

(4.6)

El limite del lado derecho de esta ecuacion es la derivada direccional de men z(x) y
en la direccion h(x), entonces, G'(z; h)(x) = m’(z(x); h(x)), c.t.p. x € Q. Como m es
direccionalmente diferenciable, tenemos la siguiente convergencia:

m(z(x) + th(x)) — m(z(x))

lim =m'(z(x);h(x)), ctp.xeQ.
t—0 t

Ademas, puesto que m es Lipschitz continua [9, Seccién 2] y, segtin la Proposicién
4.1, la derivada direccional de m es globalmente Lipschitz continua respecto a la

direccién, tenemos que

m(z(x) + th(x)) — m(z(x))
t

1
—m'(2(x); (%)) | <5 [2(x) + th(x) = 2(x)] + [h(x)]
<2|h(x)|,
c.t.p. x € Q). Por lo tanto, gracias al teorema de convergencia dominada de Lebesgue

[4, Teorema 4.2],

G(z 4 th) — G(z)
t

lim

t—0

—G/(z,h)

=0. (4.7)

4.3. Diferenciabilidad direccional del operador control-

a-estado

Para analizar la diferenciabilidad direccional del operador control-a-estado S,

dado h € U, estudiamos el siguiente limite:

lm S(u+th) — S(u).
t—0 t

PROPOSICION 4.3 Sea y € Y solucién de la ecuacién (3.7). Para todo h € L?(Q)V,
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la ecuacion
]/l/ €z : svdx+1// m’ (ey;€z) : evdx :/ h-vdx, Yvey, (4.8)
0 Q Q

tiene una tnica solucién z € Y. Aqui, m’ (ey; ez) denota la derivada direccional del

operador de Nemytskii asociado a la funcién m, en ey y en la direccion ez.

Demostracién. Mostraremos que para todo | € Y’, la ecuacion T(z) = I, donde el

operador T : Y — Y’ esta definido por
(T(z),v)y y = p(ez,ev) +v (m'(ey;€z),ev) Vv e,

tiene una tnica solucién. Para ello debemos verificar que el operador T es mono6-

tono, hemicontinuo y coercivo.

Primero, para demostrar que T es hemicontinuo, probaremos que para todo v €

Y, la funcién t — (T (z + tw), v)y y es continua para todo f € [0,1] y todo z,w € Y.

Sea (t7)yeN una sucesion en [0, 1] que converge hacia t € [0, 1]. En primer lugar,
notemos que el operador asociado a la forma j(ez, €-) es lineal y acotado, y por lo

tanto secuencialmente continuo. Entonces,

lim [ e(z+t,w):ev= / e(z + tw) : ev. (4.9)
0

n—oo O
Ahora, si |ey| < g, m'(ey; e(z + t,w))=0, para todo n € N, y entonces
m’(ey; e(z + thw)) : ev — m'(ey;e(z + tw)) :e0 =0, ctp.x € Q.

Ademas,
Im'(ey; e(z + tyw)) s ev| =0 <0

para todo n € IN. Como la funcién 0 € L}(Q)), por el teorema de convergencia

dominada de Lebesgue, tenemos que

nli_r>ro10/0]l{|£y<g}m’(ey;e(z +thw)) :ev = /()11{|sy<g}m’(sy;s(z +tw)) : ev.  (4.10)
Si |ey| > g, tenemos que

m/(Sl/;S(z + tnw)) = 5(2 + tn’(U) -9 (—iggy : g(z + tnw) + M) ,

ley| ley|
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para todo n € IN. De modo que, sin — oo,

m'(ey; e(z + thw)) 1 €0 — e(z +tw) 1 ev — g <_€_y3€y ez + tw) + e(z + tw)

ley| ley|

| €D,

(4.11)
c.t.p. x € Q). Adicionalmente, para todon € IN,

Im'(ey; e(z + tyw)) < ev| < |e(z + tyw) : €v]
+-8 ley : ev| ey : e(z + t,w)| + S le(z + thw) : ev].

ley|® ley]

Entonces,

Y o (e + el + (] + e e

Im’(ey; e(z + tyw)) : ev| < (|ez| + |ew]) ev| +

< 3(|ez| + |ew]) |ev] .
(4.12)

Veamos que la funcién x — 3(|ez(x)| + |ew(x)]|) |ev(x)| pertenece a L!(Q}). Para casi

todo x € (), tenemos que

lez(x)| |ev(x)| = ‘% (Vz(x + Vz(x

' x) + Vo(x ))

(1IV2(2)] + | v2(x) ‘)(sz )|+ Vo))

1

<1

= 1 2|V2()]) (2[Vo(x))
— [V2(x)| [Vo(x)].

Entonces,
/Q lez(x)| |ev(x)| dx < /Q |Vz(x)| |Vo(x)| dx. (4.13)
Ademas, la desigualdad de Holder implica que

/Q\Vz(x)l |Vo(x)|dx < (/Q’VZ(X)\zdx)% (/Q|V?J(x)|2,;lx>%

(ERL(s) ) (BEE() )

< zlim @ 2l o
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Combinando esta desigualdad con (4.13), obtenemos

| lez) e ()] dx < 2l [0l - (4.14)

De manera similar,

| @)l eo()] dx < ol [0l - (4.15)

Las integrales en (4.14) y (4.15) tienen un valor finito pues estamos usando la norma
de H'(Q)N en el espacio Y.

Entonces, por el teorema de convergencia dominada de Lebesgue, obtenemos

que

lim /Q]l{|£y>g}m’(ey;e(z + tyaw)) 1 ev = /Qll{|€y>g}m’(sy;s(z + tw)) : ev.  (4.16)

n—oo
Ahora, si |ey| = g, paratodon € N,

%sy re(z+tqw), sie(z+t,w) ey >0,
m’(ey; e(z + thaw)) = { 8

0, sie(z+ tqw) : ey < 0.
Puesto que €(z + t,w) : ey — €(z + tw) : ey, si n — oo, tenemos que,
m’ (ey; e(z + thw)) : ev — m'(ey; e(z + tw)) : ev,

ctp.x € ), sin — oo. Ademas, si 0 < ¢(z + t,w) : ey < g, tenemos que

Im’(ey; e(z + tyw)) : ev| = syg:zevgy :e(z + thw)
2
€ 417
< %]sv\(]sz!—ktn\ewn (4.17)
< |ev] (ez| + |ew]).
para todon € N.Sie(z+t,w) : ey < 0, se tiene que
|m’(ey; e(z + tyw)) : ev| = |0] <0, (4.18)

para todo n € IN. De acuerdo a las ecuaciones (4.17) y (4.18), vemos que la fun-

cién |m’(ey; e(z + t,w)) : ev| estd acotada por funciones en L' (Q), para todo n € IN.

24



Entonces, gracias al teorema de convergencia dominada de Lebesgue, se concluye

que

r}grgo/()ﬂ{|gy_g}m’(ey;s(z+ thw)) : v = /Qllﬂgy_g}m’(ey;e(z—k tw)) :ev.  (4.19)
Las ecuaciones (4.9), (4.10), (4.16) y (4.19) implican que para todov,z,w € Y
(T(z+tyw),v)y y = (T(z+tw),v)y y,

sin — oo, es decir, el operador T es hemicontinuo.

Para demostrar que T es mondtono, mostraremos que
(T(z) = T(w),z—w)yy >0, VzweY.
Como

(T(2) = T(w),z = w)yy =p (e(z — w),e(z — w)) (4.20)
+v (m'(ey;e2) — m'(ey; ew), e(z —w)), VzweY, (4.21)

analizaremos los términos en las ecuaciones (4.20) y (4.21) por separado. Primero,

analizamos el término de la ecuacion (4.21). Sean z, w € Y, entonces

v (m'(ey;ez) — m'(ey; ew), e(z —w)) = v /Q]l{sy|>g} [% (—e(z —w) :e(z—w)

n (sy : 8’;2/’; w))z) +e(z—ZU) :e(z—w)]

+1//Qll{|€y_g}(M(sy; ez) — M(ey; ew)) : e(z — w),

donde M(ey; ez) es la derivada direccional del operador de Nemytskii asociado a la
funcién m, en ey y en la direccién ez, en el caso |¢| = g, es decir:
e—%sy 1€z, siez:ey >0,
M(ey; ez) =
0, siez:ey <O0.

25



Siez:ey > Oyew: ey > 0, tenemos que

(M(ey;e2) — M(ey; cw)) : ez — w) = (syézsz)z B (ey : swézz(sy 1 €z) B (ey : szig;y L EW)
C :gEW)Z
1 2
:g_z (ey :e(z—w))”.
(4.22)
Siez:ey>0yew:ey <O,
(M(ey; ez) — M(ey;ew)) s e(z —w) = (e : e2)” G sw)z(ey i ez)' (4.23)

g? g

Siez:ey<Oyew:ey >0,

ey :ez)(ey : ew ey : ew)?
(M(ey; ez) — M(ey; ew)) = e(z — w) :—( Y )gzy )—|— ( yg2 ) : (4.24)
Siez:ey<Oyew:ey <O,

(M(ey;ez) — M(ey;ew)) e(z —w) =0, ctp.x € Q. (4.25)

De acuerdo a las ecuaciones (4.22)-(4.25), tenemos que en cualquier caso,

(M(ey;ez) — M(ey;ew)) e(z —w) >0, ctp.x € Q. (4.26)
Ahora, si |ey| > g, tenemos que 1 — @ > (0 y entonces
ol — )2
1- S e(z—w):e(z—w)+ (ey : ez —w)) > 0. (4.27)
ley] 2
& ey

Gracias a (4.26) y (4.27), tenemos que para todo z,w € Y:
v (m'(ey;ez) — m'(ey; ew), e(z — w)) > 0.
Entonces, para todoz,w € Y

(T(z) = T(w),z—w)yr y > u /Q e(z—w):e(z—w)

> uC ||z — wlfy, (4.28)
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donde C es una constante positiva dada por la desigualdad de Korn [22, Teorema
1.10]. De la ecuacién (4.28), concluimos que T es un operador monétono. Ademas, si

escogemos z # w en la misma ecuacién, tenemos que T es estrictamente mondétono.

Notemos que en la ecuacién (4.28), para el caso particular w = 0, obtenemos que

paratodoz € Y
(T(2),2)yy > 1C |27,
y entonces,

T /
fm LEENY S e e )], = foo,

Izl Mlzlly 7 el
por lo tanto, el operador T es coercivo.

Gracias al Teorema de Minty Browder [8, Teorema 2.7], la ecuacién
<T(Z)' U>Y’,Y = <l/ v>Y’,Y/ Vo ey,

con [ definido como
(,0)yry = / h-odx, YoevY,
Q

con h € L?(Q)N, tiene una tnica solucién z € Y. O

TEOREMA 4.4 El operador soluciéon S : U — Y de la ecuacion (3.7) es direccional-
mente diferenciable, y su derivada direccional 6 = S'(u;h) € Yenu € U y en la
direccion h € U, estd dada por la tinica solucién de la ecuacion (4.8), es decir, 6

satisface la ecuacion
y/ €l : svdx+1// m’ (ey;€d) : evdx = / h-vdx, VYvey,
Q Q Q
dondey = S(u).
Demostracion. Notamos por y; a la solucién de la ecuaciéon (3.7) asociada a u + th:

y/ﬂsyt:evdx—kv/ﬂméx(o,kyt]—g) %:svdx:/o(quth)mdx, Voey.
(4.29)

Restamos la ecuacién (3.7) de la ecuacién (4.29), con lo cual obtenemos:

ey —y) | z/ . LT AW
y/ﬂ—t .svdxjtiL o max (0, ley:| — g) e max (0, ley| — g) o] evdx

:/ h-vdx, YoeY. (430)
@)
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Sea z € Y la tnica solucién de la ecuacion (4.8) y sea z; := t;y . Restando la

ecuacion (4.8) de la ecuacion (4.30), obtenemos que

1 _ _
Pl/QSZtI&“U%—v/Q?(m(syt) —m(ey)) :sv—y/ﬁsz:sv—v/gm’(sy;ez) : sv(:s()l)

para todo v € Y. Ahora, reescribimos la ecuacién anterior como

V/QE(Zt —2Z): €U+V/Q%(m(eyt) —m(ey + tez)) : v

. / ( sy+tsz —m(ey) ’(sy;sE)) ce0=0, YoeY. (4.32)

Tomamos v = z; — z con lo cual obtenemos:

U /Qs(zt —Z):¢e(z —2) +1//Q %2 (m(ey + tezy) — m(ey + tez)) : te(zy — Z)
= —1// (m(sy—i— tez) —mley) _ m’(ey;ez)) ce(zp —7Z). (4.33)
0

t

De (4.1), tenemos que la funcién m es monétona, entonces,
(m(ey + tezy) — m(ey + tez)) : te(ze —z) > 0.
En consecuencia, de la ecuacién (4.33) se tiene que

(m(ey + tez) — m(ey) — m’(ey; SZ)) s e(zp —Z).

ez —2)% < —v [

O t

Usando la desigualdad de Cauchy-Schwarz en la ecuacién anterior, tenemos que

m(ey + tez) — m(ey)
t

12 _ _
plle(ze —2)[|72 < v —m’(ey; e2) UHd%—ZWy/

y esta ecuacion equivale a

m(ey + tez) — m(ey)
t

(4.34)

—m'(ey; €2)

plle(z —2) || <v
[2

Ahora, usando la desigualdad de Korn en (4.34), tenemos que existe una constante

C > 0 tal que

pC s =2l < v | IR ey

(4.35)

L2
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Gracias a la diferenciabilidad direccional del operador m : L2(Q; RN*N) — [2(0); RN*N),

en ey y en la direccién €z, dada por la ecuacioén (4.7), tenemos que si t — 0,

— 0.

H m(ey + tez) — m(ey)

; —m'(ey; €2)

L2

Por lo tanto, de la ecuacién (4.35), obtenemos que ||z; — Z||y — 0, y entonces,

Zzt—Z enY.
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Capitulo 5

Analisis del problema de control

En este capitulo analizaremos la existencia de soluciones para el problema (P) y
obtendremos una condicién de optimalidad primal para dicho problema. Ademas,
obtendremos un sistema de optimalidad, correspondiente al concepto de estacio-
nariedad débil. Finalmente, plantearemos un sistema de optimalidad relacionado a
un concepto de estacionariedad mds fuerte, el cual contiene informacién sobre los

signos de las variables duales del sistema de optimalidad.

5.1. Existencia de soluciones

A continuacién, establecemos la existencia de soluciones para el problema de

control 6ptimo (P).

PROPOSICION 5.1 Existe una solucion global para el problema de control éptimo

(P).

Demostracion. Puesto que el funcional | estd acotado inferiormente por 0, existe una

sucesion (Y, Un)pen en'’Y x U, cony, = S(u,) tal que

lim J(yn,un) = f  J(y,u):=]. (5.1)

n—o00 (yu)eyxu

Ahora, supongamos que la sucesion (Yn, Un)neN NO es acotada, entonces si n — oo,

tenemos que || (¥, Un )|y — ©°- En consecuencia, como

14
J(yn,ttn) = 5 llunll 2y

30



se sigue que

nli_{r(}o](yn/ un) = 0,

pero esto contradice (5.1). Por lo tanto, la sucesion (v, tn)neN €s acotada, es decir,

existe una constante C > 0 tal que para todon € IN,

| (Y, )|y < C. (5.2)

Entonces, gracias a [2, Teorema 1.2.10], existe una subsucesién notada de la misma

manera, yy € Yy u € U tales que
(Yn, un) — (7, %) enY x U. (5.3)
Como la inyeccion U < Y’ es compacta, tenemos que (5.3) implica que
u, - u enY'. (5.4)
Ahora, vemos que
p [ e(S(un) =S(@) : eo+v | (m(e(S(ma)) ~m(eS() : €0 = (=, 0)y.y, (55)

para todo v € Y. Tomando v = S(u,) — S(#) en (5.5), de la monotonia de la funcién

my la desigualdad de Cauchy- Schwarz, se sigue que
i lle(S(un) = S(@) 72 < llun =y 1S (un) = Sy

Usando la desigualdad de Korn en esta ecuacién, obtenemos que existe una cons-
tante C > 0 tal que

HC (1S (un) = Sy < Nun — Tl |1 () = S@) ]Iy,

de donde, .
1S (un) — Sy < iC [un — |y - (5.6)

Sin — oo, gracias a (5.4) y (5.6), tenemos que
yn — S(u), enY.

Como el limite débil de la sucesién y,, es tnico, tenemos que i = S(). Ahora, como

J es convexo y continuo respecto a las dos variables, es débilmente semicontinuo
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inferiormente, es decir:

J(5,@) < lm inf [ (yn, un) = J.

De esta manera, (7, %) es un 6ptimo global del problema (P). O

5.2. Condiciones de optimalidad de primer orden

En la siguiente proposicién obtenemos una condicién de optimalidad que se de-
duce de la diferenciabilidad direccional del operador control-a-estado S. De acuerdo
a los conceptos de las condiciones de optimalidad para MPECs, llamaremos a este

tipo de condicién de optimalidad, estacionariedad de Bouligand.

PROPOSICION 5.2 Sea (,%) € Y x U un 6ptimo local del problema (P), entonces
Iy, w)S' (#w:h) + Ju(y,u)h >0, Vh e U. (5.7)

Demostracién. Gracias a la Proposicion 4.4 y [18, Lema 3.9], el funcional f : U — R
definido por f(u) = J(S(u),u), para todo u € U, es direccionalmente diferenciable

en 1 y su derivada direccional estd dada por
£(@:h) = 15, 1)(S (@), h) = J, (7, 1)S' (@) + (7,0, Vhe U.
Como u es 6ptimo local del problema
min f(u) (5.8)

y h es una direcciéon admisible, tenemos que f'(i; 1) > 0, es decir,

J,(y,u)S' (i h) + Ju(y,u)h >0, VhelU.

La ecuacién (5.7), se escribe, en el caso de nuestro problema, como

(V —z4,S' (w; 1)) +a(u,h) >0, Vhel.
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5.2.1. Regularizacién y paso al limite

Estamos interesados en la derivacién de condiciones de optimalidad necesarias
de primer orden que contengan variables duales. Puesto que el operador solucién S
es no-suave, gracias a la presencia de la no linealidad m, no se puede usar el célculo
adjunto, en el cual se requiere la existencia de la derivada de Gateaux del operador
S. Entonces, usualmente se usan métodos de regularizacion. A continuacién, utili-

zaremos dicho método para obtener un sistema de optimalidad para el problema
(P).

Sea (y,7) € Y x U un minimizador local arbitrario del problema (P). Usamos
una técnica usada, por ejemplo, en [20] o [21]. Definimos el siguiente problema de

control 6ptimo regularizado:

. 1 2 LT 1 2
o Ky, u) =5 lly = zallizop + 5 lulliz)n + 5 4 = #llz2 )

sujeto a (Ps)

ceodx v [ cevdx = [ w-odx, todov € Y,
y/ﬁsy evdx va(g(sy) evdx= | u-vdx, paratodov

donde 6 > 0 es el pardmetro de la regularizacién y m; es una version regularizada

de la funcién m que satisface las siguientes hipétesis:

1. my € CH(RN*N, RN*N) para todo & > 0.

2. Paratodo T € RV*N

|ms(T) —m(7)| =0, sid—0. (5.9)

3. Existe una constante ¢ > 0 tal que para todo 7,e € RV*V,

(ms(T) —my(e) : T —¢e) > c|t —ef?. (5.10)

4. Existe una constante C > 0 tal que para todo T,e € RNV*N

Ims(T) —ms(e)| < ClT—¢f. (5.11)

5. m(s(O) =0

6. Existe una constante C > 0, que no depende de ¢, tal que |mj(e)i| < C|h|,

para todo ¢, h € RN*N
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7. Paratodo e € RN*N, t € RV*N y ;€ RN*N se tiene que

(mj(e)T — mj(e)h) : (T —h) > 0.

PROPOSICION 5.3 Para todo u € L?>(Q)N existe una tinica solucién y; € Y para la

ecuacion de estado del problema (P;):
:d+/ :d:/-d,VGY. 5.12
y/Qey(; evodx +v Qm(s(?,]/(g) evdx Qu vdx v (5.12)

Ademads, el operador solucion de esta ecuacion, S : LZ(Q)N — Y, es débilmente
continuo y Gateaux diferenciable. Su derivada en u € L*(Q)N y en Ila direccién

h € L2(Q)N estd dada por la tinica solucién w € Y de la ecuacién:

]/t/ ew : svdx+1// mj(eys)ew : evdx = / h-vdx, Yvey, (5.13)
0 0 0
donde ys = Ss(u).

Demostracion. Para probar la existencia de soluciones para la ecuacién (5.12), defini-

mos el operador A : Y — Y/, por

(A(y), 0)vy = uley,v) + v(ms(ey),ev) Vo e Y.

Mostraremos que para todo | € Y, la ecuacién (A(y),v)y y = (I,v)y y tiene una

solucién tnica.

Primero, mostraremos que el operador A es hemicontinuo, es decir que la fun-
cion t — (A(y),v)y y, definida para todo t € [0,1], es continua. Sea (t)rcn una
sucesion en [0,1], tal que t; — t, si k — oo, para algun t € [0,1]. Dados y,z € Y

arbitrarios, debemos probar que
u(ey + trez, ev) +v(mg(ey + trez), ev) — u(ey + tez, ev) + v(mg(ey + tez), €v),
para todo v € Y. Vemos que si k — oo,
u(ey + tyez, ev) — p(ey + tez,v), (5.14)

pues el operador asociado a la forma (ey, -) es lineal y acotado. Por otro lado, por la
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hipétesis 1, tenemos que
ms(ey(x) + trz(x)) : ev(x) — mg(ey(x) + tz(x)) : ev(x), ctp.x € Q,

si k — oo. Ademds, de la Lipschitz continuidad de ms, dada por la ecuacién (5.11),

obtenemos

ms(ey + tez) : ev| < |ms(ey + trez) — ms(ey) + ms(ey) —ms(0)] [ev]
< (Ims(ey + tkez) — ms(ey)| + [ms(ey) — m;(0)]) Jeo]
< (ley + trez —ey| + |ey — 0]) |eo]
< (lez| + leyl) lev],

c.t.p. x € Q. Como la funcién x — (|ez(x)| + |ey(x)|) |ev(x)| pertenece a L!(Q)), por

el teorema de convergencia dominada de Lebesgue, tenemos que
v(mg(ey + txz), ev) — v(ms(ey + tz), €v). (5.15)

En consecuencia, de (5.14) y (5.15), obtenemos que el operador A es hemicontinuo.

Ahora, probaremos que A es monétono. Sean y,z € Y, tenemos que

(A(y) — A2),y — 2)yry = 1 (e(y — 2),e(y — 2)) + v (ms(ey) — my(ez), ey — e2)
> p|le(y — 2)|I72 + ve le(y — 2) 17,

donde c es la constante positiva de (5.10). Gracias a la desigualdad de Korn, obtene-

mos que existe una constante postiva C tal que

(A(y) = A(2),y = 2)yiy = Clu+ve) |y — 2|3 - (5.16)

Esta ecuacion implica que A es monétono. Adicionalmente, si tomamos z = 0 en

(5.16), tenemos que

Ay),y)y
BINL 5 clptve) IR,

Y1l
por lo tanto
AWy
= lylly

Concluimos que el operador A es coercivo. Entonces, por el teorema de Minty-
Browder, la ecuaciéon A(y) = I, tiene una solucién. Ademads, tomando y # z en

(5.16), tenemos que A es estrictamente moné6tono. Como resultado, paracadal € Y/,
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la ecuacién A(y) = I, tiene una solucién tnica. Tomando (I, v)y y = (u,v), para to-
do v € Y, concluimos que la ecuaciéon (5.12), tiene una tnica solucién para cada
u € L2(Q)N.

De manera similar a la demostracién de la Proposicién 5.1, probaremos que
el operador Ss es débilmente continuo. Sea (uy)ren una sucesién en L2(Q)N que
converge débilmente hacia # € L2(Q)N. Definimos la sucesién (yi)ren por yi :=

Ss(uy), para todo k € IN. Entonces, se verifica que

evdvtv [ ceody = [ ugodx, Yoey,
y/ﬂsyk evdx +v Qmfs(asyk) evdx = | u-vdx, Vo

para todo k € IN. Tomando v = y; en esta ecuacién, gracias a (5.10), obtenemos que

2 2
# llevillzz +ve llevellzz < fluell 2 lvkll 2 -

Usando la desigualdad de Korn, y la inyeccién Y < L?(Q))Ntenemos que existen

constantes positivas C; y C; tales que

(n+ve)Cr llyilly < Co lluell 2y Iylly -

Esta ecuacién equivale a

C
1Yelly < m [tk L2 - (5.17)

Puesto que la sucesion (uy)ren es débilmente convergente, es una sucesion acotada.
Entonces, por (5.17), la sucesion (yi)xen también es acotada. Puesto que Y es refle-
xivo, existe una subsucesion de (i )xen, notada de la misma manera, que converge
débilmente en Y, hacia 7 € Y:

Yk — 7 enY.

Como la inyeccién L2(Q)N < Y’ es compacta y (uy)ren converge débilmente en
L2(Q)N, tenemos que
u, — i, enY. (5.18)

Por otra parte, de (5.22), que serd demostrado més adelante en la Proposicién 5.5,

tenemos que
156 (k) = Ss(@)ly < Cllu — [y,
donde C es una constante positiva. De esta ecuacion y (5.18), tenemos que S (k)

%
Ss(i1) en’Y, cuando k — co. Como el limite débil es tinico, concluimos que 7 = Ss(ii).
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Por lo tanto, Ss5 es débilmente continuo.

Ahora, mostraremos que la ecuacion (5.13) tiene una solucién tnica w € Y, para

todo h € L?(Q)N. Para ver esto, definimos una forma bilineala : Y x Y — R, por
a(w,v) = u(ew, ev) + vmj(ey)ew,ev, V(w,v) €Y x Y.
Entonces, la ecuacion (5.13), puede escribirse como
a(w,v) = (h,v), YveY.

Vemos que la forma bilineal a es continua, gracias a la hipétesis 6. En efecto, sea
(w,v) €Y xY

a(w,v)| = |p(ew, ev) + v(mj(ey)ew, ev)|
< p|(ew, ev)| + v |(mj(ey)ew, ev)|
< u |ew| |ev| + vC |ew] |ev|

< (u+vC) [[wlly [|ofly -

Ademés, la forma bilineal a es coerciva pues, si w € Y es arbitrario, gracias a la

hipétesis 7, tenemos que

a(w, w) = pu(ew, ew) + v(mj(ey)ew, ew)
> pt[|ew][72

2
> pCy flwlly,

donde C; es una constante positiva dada por la desigualdad de Korn. Puesto que la
forma bilineal a es continua y coerciva, y el lado derecho de (5.13) es una funcién
lineal y acotada sobre Y, concluimos que (5.13) tiene una solucién tnica, gracias al

teorema de Lax-Milgram [4, Corolario 5.8].

Ahora, demostraremos que Ss : L*(Q)N — Y es Gateaux diferenciable. Sean
u € L2(Q)N, h € L2(Q)N y t > 0 arbitrarios. Sean v, y, = Ss(u + th) y y, = Ss(u),

entonces, para todo v € Y, tenemos que

i (@i —eva) €040 [ (ms(eynn) = maleva)) : €0 = (th,0)
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Restamos (5.13) de esta ecuacion, con lo cual obtenemos:
V/ ( yu+th — Yu) sw) Cep — —1// (m5(8yu+th)t_ ms (eYu) . mé(gyu)sw) -
Q

ara todo v € Y. Notemos w; := 24 Con esto, = vy, + tw;. Reescribimos
P £ Yuvth =Y

la ecuacién anterior como

u(e(wr —w),ev) +v (m(s(syu + tewy) t— ms(eyu + tsw)’w>
+v (m(s(E}/u + tezf) - m(s(&?}/u) _ mg(syu)sw, gv) -0, Yoev.

Tomando v = w; — w en esta ecuacidén, obtenemos

u||ews — wl|7> + tlz (ms(eyu + tewr) — mg(eyy, + tew), te(wy — w))
ms(eyu + tew) — my(eyu)

<v mp(eya)ew|| le(or — )]z
t L2
Gracias a (5.10), esta ecuacion se transforma en
lew — wlify < ¥ || M ) Zel) o] eaon — )l
T ut+vC t 12

donde C > 0. Debido a desigualdad de Korn tenemos que

. (5.19)
L2

— mj(eyy, )ew

C1 [Jwe —wlly < — “m(s(eyu+t5w)—m5(8yu)

pu+vC t

donde C; es una constante positiva. Como el operador de Nemytskii asociado a m;
es Gateaux diferenciable de L? (0, RN*N) en L? (Q, RNV*N) [16, Teorema 8], tene-

mos que si t — 0, el lado derecho de (5.19) converge a cero, y por lo tanto,

wy —w enY.

O
Ahora estudiamos la convergencia del operador S; hacia S.
PROPOSICION 5.4 Sea u € U arbitrario, entonces, sié6 — 0
Ss(u) — S(u), enY. (5.20)
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Demostracion. Sea u € Uy definamos y := S(u) y ys := Ss(u). Restando (5.12) de

(3.7), tenemos que

,u/ﬂs(y DK evdx—kv/Q(m(ey) —ms(eys)) evdx =0 Yo ey,
lo cual equivale a
pt/ﬂs(y—y(g) :svdx—i—v/ﬂ(m(sy) —mg(ey)) : evdx+
v/()(m(;(ey) —ms(eys)) revdx =0 Yoey.

Tomamos v = y — y; en esta ecuacion, con lo cual obtenemos:

mlle(y — 3/5)”%2 +V/Q(m5(€y) —mg(eys)) : e(y —ys) dx =

v [ (mley) — ma(ey)) : ey — yi) dx.

Gracias a la hipétesis (5.10) y la desigualdad de Cauchy-Schwarz, tenemos que

(4 v) ey = ys)llzz < v Im(ey) — ms(ey) |2 le(y — o)l 12

de donde,
v

ptv

le(v —ys)llr2 < Im(ey) —ms(ey) |2 -

Ahora, usando la desigualdad de Korn [22, Teorema 1.10], sabemos que existe una

constante positiva C tal que

Clly —yslly < [m(ey) — ms(ey)]| 2 - (5.21)

v
p+v
Por otro lado, de la hipétesis (5.9),

Im(ey) —ms(ey)| = 0, ctp.xe Q.

Ademas, de (5.11) y la hipétesis 5, tenemos que

Im(ey) — ms(ey)| < [m(ey) —m(0)| +[m(0) — ms(0)| + |ms(0) — ms(ey)]
< 2ley|,

para casi todo x € Q). Por lo tanto, del teorema de convergencia dominada de Le-
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besgue, tenemos que

Im(ey) = ms(ey) |2 = O.

Finalmente, esta ecuacién junto a (5.21), implica (5.20). [

PROPOSICION 5.5 Sean uy,u; € Y'. Entonces,
156 (u1) = S5(uz)|ly < Cllur —uzllys, (5.22)
donde C es una constante positiva.

Demostracion. Sean ws := Ss(u1), zs := Ss(u). Restamos las ecuaciones satisfechas

por ws y z;:
i /Qe(w(g —25) 1 €0+ v/()(m(g(sw(g) —ms(ezs)) rev = (ug —Up, vV)yry, Yo €Y.

Tomando v = w; — zs5 en esta ecuacién y usando la monotonia de la funcién m;

tenemos que

2
plle(ws —z5)[|” < (uy — uz, ws — zs)yry-

Usando la desigualdad de Cauchy-Schwarz y la desigualdad de Korn en la ecuaciéon

anterior tenemos que
HC w5 — z4lly < [lur — w2y ws — zslly,
donde C; es una constante positiva. De aqui, concluimos que
155) = S5(02)ly < - s = il

]

LEMA 5.6 Sea (us)s~o una sucesion en U tal que us — u en U, entonces Ss(u5) —
S(u)enY,sid — 0.

Demostracién. Usando la desigualdad triangular tenemos que
155 (us) = S(u)lly < 155(uts5) = Ss(u) ly + [[Ss(u) = S(w)lly -
Ahora, de la Proposicién 5.5 deducimos que
I155(u5) = S(u)lly < L llus —ullyr +[1S5() = S(w)]ly,

40



donde L > 0 es una constante. Como U < Y’ es compacta, us — u en Y’, cuando

o — 0. Entonces, por (5.20) concluimos que
Sg(ug) — S(u) enY,
sido — 0. O

En la siguiente proposicién establecemos la existencia de soluciones para el pro-

blema de control 6ptimo regularizado (Py).

PROPOSICION 5.7 Sea (y,u) € Y x U un minimizador local arbitrario del problema

(P). Existe una solucién global para el problema de control 6ptimo (P;).

Demostracion. Puesto que el funcional K es acotado por abajo, por cero, existe una

sucesion (i, Ug) e €N Y X U tal que

K(y, in K(y,u) =: K.
(Vi ug) — o (y,u)

La sucesion (v, ug ), s acotada. En efecto, supongamos que no lo es, entonces,
| (v, u) || — oo, (5.23)
si k — co. Notemos que por la estructura del funcional K,
> Il 2oy < Ky ), Vk € N. (5.24)

De (5.23) y (5.24), concluimos que K(y, ux) — oo, si k — oo, lo cual es una contra-
diccién. Por lo tanto (yy, uy)ren €S acotada. Asi, existen una subsucesion, notada de

la misma forma, j € Yy @ € U, tales que

ykéyA enY

up — 1 enl.
Como la inyeccién U — Y’ es compacta, tenemos que
u, — 0 enY.

De (5.22), tenemos que
Yr = Ss(ur) — Ss(1).
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El limite débil de la sucesion (i )k es inico, entonces, J = Ss(11). Ademas, el funcio-
nal K es convexo y continuo, y por lo tanto, débilmente semicontinuo inferiormente.
En consecuencia,

K(9,1) < limkian(yk, ur) = K.

Por lo tanto, (7, 1) es un minimo global de (P;). O

TEOREMA 5.8 Sean u € U una solucién local del problema (5.8) y (ys,u5) € Y X
U una solucién local de (Ps5) y sea ps; € Y el estado adjunto asociado. Entonces,

us,Ys, ps satistacen el siguiente sistema de optimalidad:

:d+/ :d:/-d,VeY 5.25
“I/l/QS]/(s evdx vﬂmg(ey(;) evdx Qu(;vx v (5.25)

y/Qsp(; sevdx —|—1//Q[mg(sy5)]*£p5 revdx = /Q(W —zy)-vdx, YveY (5.26)

—ps = (a+1Dus—u, ctp.xeQ. (527)
Demostracién. Para todo u € U definamos el funcional
. 1 2 [ 2 1 2
Jo(u) = 5 155(1) = zalltz v + 5 [llizqpn + 5 11 = Hl[72 v -
Notemos que u; es una solucién local del problema
injs(u). 5.28
min j; (1) (5.28)

Por la regla de la cadena, tenemos que j; es Gateaux diferenciable y su derivada en

us y en direccion h € U esta dada por

Js(us)h = Jy(vs, us)Ss(us; 1t) + Ju(ys, us)h + (us — 1, h)
= (vs — 2a, Ss(us; 1)) + a(us, ) + (us — 4, h). (5.29)

Para todo z € Y’ la ecuacién

y/ eps evdx+1// [mj(eys)]*eps : evdx = (z,0), Vv €Y
0 0

tiene una tnica solucién. Entonces, la ecuacion (5.26), tiene una tinica solucién ps €

(Y')' = Y. Reemplazando, la ecuacion (5.26) en (5.29) tenemos que

75(us)h = u(eps, eSs(us; h)) +v([mj(eys)]eps, €Sh(us; b)) + a(us, h) + (us — 1, h)
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= u(eps, eSs(us; h)) + vieps, ms(eys)eSs(us; h)) + a(ugs, h) + (usg — 4, h).
(5.30)

Ahora, la ecuacion (5.25) puede ser escrita como e(ys, us) = 0,dondee: Y x U — Y’

estd dado por:

(e(ys, us),v)y y = uleys ev) +v(ms(eys), ev) — (us,0) =0, YoeV.  (531)

Como y;5 = Ss(us), podemos derivar la ecuacion anterior respecto a u:

0 = (ey(vs,u5)S5(us; h), vy y + (eu(ys, us)h, )y y
= 1(eS5(us; h), ev) + v(mg(eys)eSs(us; ), ev) — (b, v).

Entonces,
1 (eSs(us; h), ev) +v(mj(eys)eSs(us; h), ev) = (h,v).

Reemplazando esta ecuacién, con v = p;, en (5.30), tenemos que
]g(l/l(g)h = (p(g, h) + Oé(l/l(g,h) + (I/l(s — ﬁ,h), Vh e U. (532)

Debido a que u; es minimo local del problema (5.28), tenemos que j5(u5)h = 0, para
todo h € U. De esta manera, de (5.32), deducimos la ecuacién (5.27). O

PROPOSICION 5.9 Seau € U un minimizador local del problema reducido asociado
al problema (P). Entonces, existe una sucesion (us)s~o de minimizadores locales del
problema (Pj) tal que

us —u enl, (5.33)

sid — 0. Ademads,
S(g(u(s) — S(ﬂ) enY. (5.34)

Demostracion. Sea B(u,r) := By (u,r) la vecindad donde u es 6ptimo local, es decir:
f(@) < f(u), VueB(@r),

donde f es el funcional objetivo reducido del problema (P), definido en la demostra-

cién de la Proposicion 5.2. Consideremos el siguiente problema de control 6ptimo
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auxiliar:

min js (1)

s.a. (5.35)
u €B(u,r)

La existencia de minimizadores globales para el problema (5.35) puede ser probada
de manera similar a la demostracion de la Proposicion 5.1. Sea 1; un minimizador
global de (5.35). Como para todo 6 > 0, us € B(u,r), existe una subsucesion, que

denotaremos por el mismo simbolo, que converge débilmente a un elemento ii:
us — 1 enlU. (5.36)
Puesto que u es factible para el problema (5.35), tenemos que
J(Ss(us), us) < js(us) < js(u) = J(Ss(u), ). (5.37)

Por la Proposicion 5.4, tenemos que Ss(u) — S(u), si 6 — 0. Entonces, como ] es

continuo, tenemos que

J(Ss(u),u) — J(S(u),u) = f(u),
si & — 0. Entonces, de la ecuacion (5.37), obtenemos que

lim sup js(us) < f(u). (5.38)
6—0

Por otro lado, de (5.36), tenemos que
AR S ST
J(S(h), 1) + = ||0 —ul|” < lim inf js(us).
2 5—0

Puesto que # es minimizador local del problema (5.8), tenemos que f () < J(S(i1), i1).

Entonces, por la ecuacién anterior se obtiene:
FO) + £ [ =7, < Timinf (1) (5.39)
2 U = gL Jette): '
Combinando las ecuaciones (5.38) y (5.39), tenemos que

f(u) < lir(? iglf js(us) < limsup js(us) < f(u), (5.40)
- 6—0
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y ademas,
L —
f@) + 5 |l —ally < fn),

de donde, 1 = u.

De manera similar, de (5.37), obtenemos

lim sup J(Ss(us), us) < f(u).
6—0

Ademas, de (5.36) y el Lema 5.6, tenemos que

J(5(@), 1) < Tim inf J(S;(us), tis)-

Ahora, combinamos las dos tltimas ecuaciones, con lo cual se obtiene:

f(@) < lim iglf](s(s(u(s),ufs) < lim sup J(S5(us), us) < f(u).

o= 50
De esta ecuacion, tenemos que J(Ss(us),us) — f(u) y de (5.40), deducimos que

js(us) — f(#), cuando § — 0. Notemos que
1 2 )
5 lus —ully = js(us) — J(Ss(us), us).
Entonces, gracias a lo anterior,
1 —2
> s =7y >0,

cuando § — 0, es decir, concluimos (5.33). La convergencia de los estados asociados

de la ecuacion (5.34), se obtiene del Lema 5.6.

A continuacién, usamos un argumento de localizacién de [5] para mostrar que
para d > 0 suficientemente pequerio, u; es, en efecto, un minimizador local de (5.28).

Tomemos R = 5 y sea u € B(ugs, R), entonces,

’
|u —usly < 5 (5.41)
De (5.33), tenemos que existe § > 0, tal que para todo 6§ < 6,
_ r
s — il < 2. 6.42)

N
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Entonces, gracias a la desigualdad triangular,

[ =l < lu = uslly + llus —#lly

<r—i—r—r
_2 2_/

donde hemos usado (5.41) y (5.42). Por lo tanto, tenemos que u € B(i, ). Como g,

con § < 8, es minimizador global de (5.35), concluimos que

1

2 « 2 1 2 2
5 1S5 (1) —Zd\lLZ(Q)N+§ ||u5HL2(Q)N+§ Jus — |72y < 5 [1S6(1) = zall 72w

1
2
0 2 1 12

+ 5 lullizn + 5l = w2

para todo u € B(ug, R) N B(1u,r). O

En el siguiente lema establecemos la acotacién de las sucesiones de variables

duales.

LEMA 5.10 Sea (ps)s~0 la sucesion de estados adjuntos dada por la ecuacién (5.26)
y asociada a la sucesion de minimos locales (us)s~( de la Proposicion 5.9. Para todo
6 > 0, definimos

As = [mj(eys)] eps.

Entonces, existen constantes C1,C, > 0 tales que para todo 6 > 0:
Ipslly = Cu sl < Ca-
Aqui, W estd definido por
W= {wEL2 <Q,]RNXN> :EIyGY,wzey}. (5.43)

Demostracion. Como (As,ev) = (eps, mj(eys)ev), tomando v = p; en la ecuacién

(5.26), tenemos que

1 llepsllia < (vs —za, ps),s (5.44)

gracias a la hipétesis 7. Ahora, usando la desigualdad de Korn y la desigualdad de

Cauchy-Schwarz, tenemos que

ner pslly < llys — zall 2iqyn I1psll 2y

donde ¢; es una constante positiva. Ademds, la inyeccion Y — L2(Q)Y implica la
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existencia de una constante C > 0 tal que

uer pslly < C(Cllyslly + lzall 2y llpslly -

Adicionalmente, de (5.34), se tiene que (y5)s~0 es uniformemente acotada y por lo

tanto,

C
Ipslly < E(CZCjL 1zall 2w ).

con ¢y > 0 una constante.
Ahora, mostraremos que la sucesion (As)s~q es acotada. En primer lugar, usando la

desigualdad de Cauchy-Schwarz, tenemos que

[(As,€0)| < [[[m5(eys)]"eps]| [lev]] -

Puesto que el operador [m)(ey;)]* es lineal y acotado, la desigualdad anterior impli-

ca

|(As,€0)| < || [mi(eye)]"[| lleps]l [lev]
= [|mg(eys) | llepsll lle]l,

donde se ha usado el hecho de que la norma del operador m/(ey;) es igual alanorma
de su operador adjunto. Finalmente, gracias a la hipétesis 6, existe una constante

c > 0tal que
[(As,e0)| < c|[pslly llev]]-

Ahora, como la sucesion (ps)s~o es uniformemente acotada, tenemos que

sl = sup [(As,0)] <C,

lev]|=1

donde C es una constante positiva independiente de 9. O

En la siguiente proposicion establecemos un sistema de optimalidad para el pro-
blema (P).

TEOREMA 5.11 Sea (y,u) € Y x U una solucién local del problema (P). Entonces,

existen un tinico estado adjunto p € Y y un tinico A € W/, tales que
s_:svdx—H// ey :evdx:/ﬁ-vdx, YVoeY 5.45
M /Q v C A (5.45)
y/()ep cevdx + V(A ev)yw = /Q(y— zg)-vdx, YveY (5.46)
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—(p,h) =a(@h), Vhel (5.47)

Demostracion. Sea (us)s~0 la sucesion de la Proposicion 5.9 y (y5)s~0 la sucesion de

estados asociados.
Como los espacios Y y W' son reflexivos y se tiene el Lema 5.10, obtenemos que

existen subsucesiones de (ps)s~0 ¥ (As)s=0, notadas de la misma forma, p € Yy
A € W/, tales que

ps —p, eny,
As = A, enW.

Ahora, de la continuidad débil del operador en la ecuacién (5.26), pasando al limite
cuando 6 — 0, tenemos la ecuacion (5.46). Ahora, de la convergencia de la sucesién
(ps)s=0 ¥ la continuidad débil del operador del lado izquierdo de la ecuacion (5.27),
tenemos que —(ps,h) — —(p,h). Ademads, como el lado derecho de la ecuacién
(5.27), converge a «(u,h), si 6 — 0, obtenemos la ecuacién (5.47). El estado adjunto

p € Y es tnico, y por la ecuacion (5.46), A € W' también es tnico. O

Como el sistema de optimalidad dado por las ecuaciones (5.45)-(5.47) no contie-
ne ninguna condicién sobre el signo de p o A, este sistema puede considerarse como

una condicidon de estacionariedad débil.

5.2.2. Estacionariedad fuerte

El siguiente lema serd usado en la demostracion del teorema a continuacion.

LEMA 5.12 Sea (y,u) € Y x U una solucién local 6ptima del problema (P). EI con-
junto {S'(u;h) : h € U} esdensoenY.

Demostracién. Sea ¢ € Y. Probaremos que el conjunto A = {S'(w;h) : h € U} es

denso en Y, es decir, que existe una sucesion (h,),cn en U tal que
S'"(u;hy) — & enY.

Denotamos por §; : U — Y al operador solucién de la ecuacién linealizada (4.8).

Ahora, definamos z € U como el lado derecho de la ecuacion (4.8) satisfecha por ¢,
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es decir, z satisface

,u/s(_f:evdx—kv/ m’(ey;s(_";’):svdx:/z-vdx, Yoey.
0 0 0

Asi, £ = Sj(z). Por otro lado, como Id : Y — U es densa, existe una sucesion
(An)new en Y tal que
1d(h,) =z enl, (5.48)

si n — oo. Del Teorema 4.4, sabemos que S'(i;h) = S;(h), para todo h € U. En

particular, para h = Id(h,), tenemos que
S'(w; Id(hy)) = S;(1d(hy)), ¥n e N.
Considerando (5.48) y que S es Lipschitz continuo, tenemos que
Si(Id(hy)) = Si(z) =& enY,

es decir,
S'(w; Id(hy,)) — & en,

de donde concluimos el resultado. O]

TEOREMA 5.13 Sea (y,u) € Y x U una solucién local éptima del problema (P).

Entonces existe un tnico estado adjunto p € Y y un multiplicador A € W' tales que

u(ep,ev) +v(A ev)w w = (¥ —z4,v) Yo €Y, (5.49)
(A el)ww > /Q m’ (ey;€¢) : epdx, VE €Y, (5.50)
—p=au, ctp.xec. (5.51)

La ecuacién (5.50), se puede escribir como
Ne)ww=0, VEeY, silegy(x)|<g
A elwrw = (ep+g <|_y ) &y — g| > veeY, siley(x)]>g
((gy ) 8%5‘3) (A el)ww <0, VEeY, siley(x)|=g.

Demostracién. Sean p € Y y A € W' que satisfacen la ecuacién (5.46) y sea h € U

49



arbitrario. Tomando v = S§'(ii,h) € Y en (5.46), obtenemos

y/er €S (u,h)dx +v(A, eS' (T h))yw w = /Q(y—zd)-S’(ﬂ,h) dx = J,(y,u)S (i1, h).
(5.52)

Por otro lado, tomando v = p en la ecuacién linealizada (4.8), tenemos que
y/QSS'(ﬁ,h) :epdx +1//Q m’ (ey;€S' (i, h)) : epdx = /Qh - pdx. (5.53)
Ademas, de la Proposicién 5.11, tenemos que existe un tinico p € Y tal que
—p=au, ctp.xe.
Reemplazamos esta ecuacién en (5.53), con lo cual obtenemos

y/QsS'(E,h) :spdx+1//0m' (ev;€S' (W, h)) - epdx = —a/ﬂh ‘udx = —Ju(y, u)h.

(5.54)
Ahora, de la condicién de optimalidad (5.7), tenemos que ], (y, #)S' (1, h) > —J,(y, u)h,
para todo h € U, lo cual, gracias a (5.52) y (5.54), implica que

pt/Q.sp :eS'(u,h)dx +v(A, €S (W, h))w w > y/ﬂsS'(ﬁ,h) :epdx
—H//Qm’ (ev;€S' (W, h)) :epdx Vh e U.
Esta ecuacion equivale a
v(A, eS' (T, h)ywr w > 1//Q m' (ey;€S' (i, h)) : epdx, Vhe U. (5.55)

Sea ¢ € Y arbitrario, entonces por el Lema 5.12, existe una sucesion (h,),en en U
tal que S'(#,h,) — CenY, sin — oo. La ecuacion (5.55) se verifica, en particular,

para h = hy, es decir
v(A, €S (i, hy) )y w > 1// m’ (ey;€S' (4, hy)) : epdx, Vn € N. (5.56)
Q

Como la derivada direccional de m es Lipschitz continua respecto a la direccion y el

operador ¢ es continuo, pasando al limite cuando n — o en (5.56), deducimos que

(A el)ww > /Q m’ (ey;¢¢) 1 epdx, YEEY. (5.57)
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Definamos los siguientes conjuntos:

M ={xe€Q:|gy(x)] < g},
M = {x € Q:ey(x)| > g},
O3 = {x € Q:|ey(x)| = g}-

De acuerdo a la definiciéon de la derivada direccional de m, la ecuacién (5.57) puede

escribirse como

(A el)wr w > / 1q, cep+1o,M(ey;eC) cep, VEEY

(5.58)
donde M(ey; e¢) es la derivada direccional de m en €y y en la direccién ¢ en el caso

e§+g(€y sé)y g§
Evl €y

de [ey] =

Si |ey| < g, tomando —¢ en la ecuacién (5.58), tenemos que
—(A, e = 0. (5.59)
Combinando (5.58) y (5.59), obtenemos
AMe)ww=0, VieY.

Si |ey| > g. Testeando con —¢, en (5.58), obtenemos

_</\IEC>W’,W > (_€C+g <’ ]:/I/l : (_€§)> Sy g’ —{‘7{ )

que equivale a

(A el)ww < <e<§+g (fy_' eé) ey — g|f|, P> (5.60)

Combinando (5.58) y (5.60), obtenemos que

ey _ €
(A e)ww = €p+gTy3:8p8y_g_Er€§ , VGevY.
7| €y
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Consideramos el caso €| = g. Si €y : ¢ > 0, tenemos que

(A el)ww > ((;—z : €p> £7, sé) .

Testeando con —¢, tenemos que ¢ : ey < 0, y por lo tanto,

— <A, eC)W’,W 2 0.

Como ¢ es arbitrario, combinando las dos tltimas ecuaciones obtenemos:

((;—z : ep) 837,8{,‘) <Ael)ww <0, VZeY.
[

El resultado del Teorema 5.13 es més riguroso que el resultado del sistema op-
timalidad de la estacionariedad débil, en el sentido de que la condicién (5.50), que
podria considerarse como una condicion sobre el signo del multiplicador A, no esta

presente en el sistema de optimalidad dado por las ecuaciones (5.45)-(5.47).

Ademas, el Teorema 5.13 es equivalente a la estacionariedad de Bouligand, como

mostraremos en la siguiente proposicion.

PROPOSICION 5.14 Sean (y,u) € Y x U, p € Y y A € W tales que verifican las

ecuaciones (5.49)-(5.51). Entonces, también satisfacen la condicién de optimalidad
(5.7).

Demostracion. Sea h € U arbitrario. Sea z = S'(u; h). Testeamos la ecuacion (5.51),
con el & arbitrario:
—w (u,h) = (p,h), Vhel.

Ahora, reemplazamos la ecuacién (4.8), en el lado derecho de esta ecuacién, con lo

cual obtenemos:

—ua (1, h) :,u/ﬂsz:epdx—l—v/nm’(sy;sz) cepdx.

Reemplazamos, la ecuacion (5.49), en la ecuacién anterior:

—oc/Qﬁ-hdx: —<A,ez>w/lw—|—/0(y—zd)-zdx—|—1//0m’ (ey;ez) : epdx.
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Entonces, gracias a (5.50), esta ecuacién se transforma en

—tx/Qﬁ-hdxg/Q(y—zd)-zdx,

que es precisamente la condicién de optimalidad (5.7).
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Capitulo 6

Conclusiones

1. Se estudiaron las propiedades de diferenciabilidad de la no linealidad no-
suave presente en la ecuacion de estado del problema (P). Se estableci6 la di-
ferenciabilidad direccional de la no linealidad, como funcién de tensores de
segundo orden y también de su operador de Nemytskii asociado. Ademads, se
estableci6 la Lipschitz continuidad global de la derivada direccional de la no

linealidad con respecto a la direccién.

2. Se estableci6 la existencia de una solucién tnica para la ecuacion linealizada
asociada a la ecuacion de estado del problema (P). En esta ecuacion linealiza-
da aparece la derivada direccional del operador de Nemytskii asociado a la
no linealidad. Adicionalmente, se obtuvo que el operador solucién de la ecua-
cién de estado es direccionalmente diferenciable y su derivada direccional esté4

dada por la solucién de la ecuacién linealizada.

3. Usando el resultado de diferenciabilidad direccional del operador solucién se
obtuvo una condicién de optimalidad primal para el problema (P), relacionada
al concepto de estacionariedad de Bouligand. Luego, usando un método de
regularizacién y paso al limite, se obtuvo un sistema de optimalidad para el
problema de control 6ptimo (P), relacionado al concepto de estacionariedad
débil. En este sistema de optimalidad no se tiene ninguna informacién sobre

los signos de los multiplicadores.

4. Combinando el resultado del sistema de optimalidad relacionado al concepto
de estacionariedad débil, con la condicién de optimalidad primal se obtuvo un
sistema de optimalidad correspondiente a un concepto de estacionariedad mas

tuerte. De hecho, los controles, estados, estados adjuntos y multiplicadores
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que satisfacen este sistema de optimalidad, también satisfacen la desigualdad
variacional correspondiente al concepto de estacionariedad de Bouligand. De
esta manera, se tiene una equivalencia entre las condiciones de optimalidad

correspondientes a ambos conceptos de estacionariedad.
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