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Resumen

En este trabajo presentamos las nociones basicas de la matematica actuarial, el algebra
lineal y los procesos estocésticos; ademas de un breve resumen del método numérico
Runge Kutta de orden 4. Posteriormente, teniendo en cuenta la normativa de la se-
guridad social ecuatoriana, propondremos un seguro de invalidez congruente con las
condiciones econémicas y demograficas actuales de la Ecuador. Dicho seguro lo veremos
como una cadena de Markov de tres estados, por lo que plantearemos un sistema de
ecuaciones diferenciales ordinarias usando la ecuacién diferencial de Kolmogorov. Este
sistema lo resolveremos analiticamente mediante el uso del dlgebra lineal, y numérica-
mente a través de la aplicacion del método Runge Kutta de orden 4. Una vez resuelto
el sistema, dispondremos de las probabilidades de transicién del asegurado; necesarias
para cuantificar la prima del producto formulado, como una renta actuarial temporal.

Finalmente, comparamos las soluciones obtenidas con ambos métodos.



Abstract

In this work we present the basic notions of actuarial mathematics, linear algebra and
stochastic processes; in addition to a brief summary of the Runge Kutta numerical
method of order 4. Subsequently, considering the Ecuadorian social security regula-
tions, we will propose a disability insurance congruent with the current economic and
demographic conditions of Ecuador. We will see this insurance as a three-state Markov
chain, so we will propose a system of ordinary differential equations using the Kolmo-
gorov differential equation. We will solve this system analytically through the use of
linear algebra, and numerically through the application of the Runge Kutta method of
order 4. Once the system is solved, we will have the transition probabilities of the insu-
red; necessary to quantify the premium of the formulated product, as a term immediate

annuity. Finally, we compare the obtained solutions with both methods.



Notacion Actuarial

Antes de proceder con los conceptos y la metodologia, es necesario consolidar la nota-

cion que utilizaremos a lo largo del documento. Varios simbolos presentados, son parte

de la notacién actuarial aceptada a nivel internacional.

i(m)
X, 7
x

w
am
ST
i
-
tPx

Tipo de interés

Tipo de interés subperiodal.

Variable aleatoria a valores reales.

Edad de una persona.

Edad maxima que puede alcanzar cualquier persona.

Renta temporal constante inmediata pospagable.

Valor final de una renta temporal constante inmediata pospagable.
Renta temporal constante inmediata prepagable.

Valor final de una renta temporal constante inmediata prepagable.
Probabilidad de que un individuo de z anos permanezca vivo a la
edad de x +t.

Probabilidad de que un individuo de x edad fallezca dentro de t afios.
Numero de sobrevivientes a la edad x, tomando una cohorte inicial
de [y recién nacidos.

Numero de personas que fallecen entre las edades = y = + 1.
Seguro de vida temporal (caso continuo).

Seguro de vida temporal (caso discreto).

Seguro de vida entera (caso continuo).

Seguro de vida entera (caso discreto).

Renta actuarial temporal constante inmediata pospagable.

Renta actuarial temporal constante inmediata prepagable.

Cuadro 1: Notacion actuarial



Capitulo 1

Introduccion

1.1. Justificacion

La seguridad social ecuatoriana es un sistema piiblico que busca asegurar a la poblacion
una serie de prestaciones minimas que sirvan de proteccién en caso de suscitarse una
necesidad, producto de un accidente, una enfermedad, situaciéon de desempleo o jubi-
lacién. El Instituto Ecuatoriano de Seguridad Social (IESS), organismo perteneciente
a dicho sistema, otorga prestaciones y beneficios como: pensién por vejez, invalidez y
montepio, auxilios funerarios, riesgos de trabajo, asistencia por enfermedad y mater-
nidad, cobertura de salud para hijos menores de 18 anos, ampliacién de cobertura de

salud para cényuge o conviviente de hecho [12].

Segun el articulo 7 de la Ley Orgéanica de Discapacidades: "Se entiende por persona
con deficiencia o condicién discapacitante a toda aquella que, presente disminucién
o supresion temporal de alguna de sus capacidades fisicas, sensoriales o intelectuales
(...)" [1]. Cuando la incapacidad de un individuo afiliado al TESS persiste por méas de
26 semanas, el mismo puede solicitar a través de un tramite la calificacion o negacion
de su incapacidad [3]. Es preciso aclarar que el tiempo que demora dicho tramite para
confirmar la incapacidad del afiliado no es fijo, y puede durar un plazo maximo de hasta
2 afnos. La disponibilidad y eficiencia del médico calificador, médicos especialistas y la
Sala del Comité Nacional Valuador son factores que influyen en la culminacion de
esta diligencia. Culminadas las 26 semanas posteriores a la incapacidad, el asegurado
se halla imposibilitado de recibir un ingreso econémico minimo que lo ayude con sus
gastos, pues para hacerlo es necesario obtener la resolucién definitiva otorgada por la

Sala del Comité Nacional Valuador.

Antedicho este contratiempo por el que tiene que pasar un afiliado al incapacitarse de



realizar actividades laborales, propondremos un seguro de invalidez que salvaguarde
la situacién econdémica del afiliado durante los dos anos que dure la calificacion de su
incapacidad (ocasionada por enfermedad o accidente no laboral), a través de un ingreso
econémico minimo que le ayude con sus gastos hospitalarios y de hogar. En el caso de
suscitarse el fallecimiento del individuo, también ofreceremos una ayuda econdémica a

sus beneficiarios.

El calculo de la prima de nuestro seguro de invalidez va a depender del estado en el
que se encuentre la persona en el momento de contratacion y finalizaciéon del mismo.
El individuo, al inicio del contrato se puede encontrar en diferentes condiciones, y es
por esta razén que es necesario apoyarse en fenémenos basados en la aleatoriedad, que

cambian conforme el paso del tiempo.

La matematica actuarial hace uso de los procesos estocasticos, especificamente de las
cadenas de Markov, a tiempo discreto o continuo para calcular la probabilidad de que
un individuo se encuentre en algin estado de salud en cierto tiempo. A través del
calculo de estas probabilidades se logra establecer la equivalencia financiero-actuarial
entre primas (aportaciones) y prestaciones (reembolsos) de un colectivo en un horizonte

temporal determinado [10].

1.2. Objetivos

e Relacionar la ecuaciéon diferencial de Kolmogorov con el calculo de un modelo de

tarificacién basado en tres estados (Saludable, Incapacitado y Fallece).

e Emplear técnicas de la matematica actuarial y financiera para calcular la prima
del seguro propuesto y garantizar el equilibrio entre las aportaciones y prestacio-

nes que otorgara el mismo.

e Desarrollar un aplicativo web, empleando Shiny, que permita ejemplificar el calcu-

lo de la prima del seguro de invalidez planteado.

1.3. Software R

R es un ambiente de programacién gratuito y de codigo abierto formado por un conjunto
de herramientas disenadas para el analisis estadistico que pueden ampliarse facilmente
mediante paquetes, librerias o definiendo nuestras propias funciones. En la cuspide

de este estudio, usaremos ciertos paquetes para dar lectura a nuestras bases de datos,



modificarlas y depurarlas de ser el caso. Luego, una vez que tengamos planteado nuestro
modelo, crearemos funciones que nos permitan simplificar y automatizar el calculo de
las probabilidades de transicion por el método analitico y numérico; asi como cuantificar
la prima de nuestro seguro para ambos casos. Finalmente, usaremos el paquete Shiny

para crear una aplicacion web que interactiie graficamente con las variables y los datos.



Capitulo 2
Marco Teédrico

En este apartado expondremos fundamentos de la matematica actuarial y financiera, y
conceptos basicos de procesos estocasticos; que nos impulsaran a configurar de manera
adecuada nuestro seguro. Ademas, incluiremos formulaciones del algebra lineal y del

método Runge Kutta; que nos asistiran en la solucién de nuestro sistema de ecuaciones.

2.1. Fundamentos Financieros y Actuariales

El dinero es el instrumento de las economias monetarias, que cumple la funciéon de ser
medio de cambio, depésito de valor y unidad de cuenta. También es un activo financiero
liquido; activo porque permite mantener el valor de la riqueza y liquido porque su poder

de compra se lo realiza en cualquier momento.

El concepto de interés surge del comportamiento de los sujetos econémicos, al preferir
$100 el dia de hoy a $100 el ano que viene. Este comportamiento sigue la Ley de
subestimacion de las necesidades futuras que nos dice que la apreciacién de los bienes
econémicos disminuye a medida que el momento de su disponibilidad se aleja en el
tiempo. Por ello, el dinero tiene una doble dimensién: su cuantia y el momento al que
va referido, lo que lleva a hablar de capital financiero, es decir, de la medida de un bien

econdémico situado en un determinado momento del tiempo.

2.1.1. Regimenes de capitalizacion

Vamos a suponer un ambiente de certidumbre, es decir, que los agentes econémicos co-
nocen con total certeza el valor que en el futuro van a tomar las variables econémicas.

Pues bien, en este contexto, entendemos por interés el precio o recompensa a pagar por



la disposicion de capitales ajenos durante un determinado periodo de tiempo. Eviden-
temente, este precio va a depender de la cuantia del capital dispuesto y la amplitud

del intervalo de tiempo durante el cual se va a disponer de este capital .

En la practica, nos encontramos fundamentalmente con dos procedimientos o regimenes
para la determinacion del interés. El mas elemental consiste en aplicar el régimen de
capitalizacién simple que, a su vez, conduce de forma natural al segundo procedimiento,

el régimen de capitalizacion compuesta.
Régimen de capitalizacion simple

Bajo este régimen, el interés I a pagar por la disposicion de un capital de cuantia C' se
determina de forma proporcional al capital dispuesto y al perido de disposicion. De esta

forma, el interés de la operacion elemental se determina segiin la siguiente expresion:

I=C-in (2.1)

donde,
C': la cuantia del capital dispuesto en unidades monetarias (u.m.).

n : el perido de tiempo de la operacién expresado en unidades de tiempo (se supondra

que la unidad de tiempo es el ano siempre y cuando no se diga lo contrario).

¢ : el tipo de interés pactado, es decir, el precio a pagar al final de la operaciéon por

unidad de capital prestado y por unidad de tiempo.

Ejemplo 2.1 Un individuo toma prestado de una entidad financiera un capital de
$4000 durante un perido de 30 dias. La operacion ha sido pactada bajo el régimen de
capitalizacion simple y con un tipo de interés del 6 % anual. La cuantia de los intereses

a pagar por dicho individuo se la obtiene de la siguiente manera:

30
I=C-in=4000-006 -—— = $19.73
en 06 755 = $19,

Por consiguiente, la cuantia final acumulada en dicha cuenta al cabo de 30 dias si se

realiza un deposito inicial de 4000 délares es:

Cy=Co+1=Co(l+1i-n)=4000 (1 + 0,06 - 3?:305> = $4019,73

Observemos que al estar expresado el tipo de interés en tanto por ciento anual, el
periodo de tiempo que dura la operaciéon ha de venir expresado en esa misma unidad

de tiempo, es decir, en afios.



En este sentido, es practica habitual del mercado determinar n (la duraciéon de la
operacion) mediante dos procedimientos: con el ano natural o trabajar con el ano

comercial.

e Si se trabaja con el ano natural (o base 5),

numero de dias de la operacion
n = 65 (2.2)

e Si se trabaja con el ano comercial (o base 0),

numero de dias de la operacion
n= 360 (2.3)

Hay que poner en manifiesto que el tipo de interés bajo el régimen de capitalizacién
simple es una magnitud que depende inversamente de la unidad de tiempo con la que
se estd trabajando. Asi, si la unidad de tiempo escogida es equivalente a 1/m anos, el
tipo de interés i(m) expresado en la nueva unidad de tiempo equivalente a un tipo de

interés anual ¢ debera verificar que:

I=C-i'"™.n*=C-i-n (2.4)

siendo n* = n -m, el nimero de nuevas unidades de tiempo incluidas en n anos. Por

tanto,

i(m) —

(2.5)

0
n
siendo (™) el tipo de interés subperiodal bajo el régimen de capitalizacion simple.

De esta forma, y continuando con el ejemplo anterior, tenemos el tipo de interés semes-

tral, que bajo el régimen de capitalizacion simple es equivalente a un tipo de interés

anual del 6 %, sera:
' 0,06
@2 _59

= = 0,03
2 2 ’

Régimen de capitalizacién compuesta

Supongamos una operacion financiera por la cual un individuo deposita en una entidad
financiera un capital de cuantia Cy durante un periodo de dos anos. Si dicha operacion

se liquida bajo el régimen de capitalizacion simple, el interés que se genera sera:

I:OQ-i-n (2.6)



y la cuenta de depésito al cabo de dos anos sera:

Cy = Co(1+i-2) (2.7)

siendo 17 el tipo de interés pactado.

Ahora bien, una posible alternativa a esta inversion seria proceder a cancelar el depésito
una vez transcurra un ano, reinvirtiendo la cuantia resultando de la primera operacién
(Co mas los intereses generado en la primera operacion) en la misma o en otra entidad

financiera. De esta forma, la cuantia resultante al cabo de un ano seria:
Ci=Co(1+41i-1) (2.8)

Si este capital es de nuevo reinvertido durante un ano adicional al mismo tiempo de

interés anual i al cabo de dos anos de iniciada la operacion, la cuantia acumulada sera:

Cy =Ci(1+i-1)=Co(1+4)(1+i) = Co(1+i-2)+Coy-i* = Co(1+1i)* (2.9)

En concreto, la diferencia con respecto al anterior régimen es igual al término Cp - i2,
correspondiente a los intereses que durante el segundo ano han generado los intereses

que se liquidan al final del primer ano.

La idea fundamental de la capitalizacion compuesta es que los intereses generen, a su

vez, intereses.

Sea (), la cuantia que recibird un inversor al cabo de n afios tras la segunda operacion
descrita anteriormente. Esa cuantia seria igual a la que tuviese disponible un ano antes,

Ch—1, mas los intereses que durante ese afio hubiese generado dicha operacién, es decir:

Ch=Ch1+Cph_q1-1-1 :Cn_l(l—l—i) (2.10)

Como (4 (Cuantia que recibird el inversor si al cabo de un afio cierra la cuenta) es
igual a:

1 :Co(l—‘r-i) (2.11)

Lo que implica que en un periodo de n anos, el capital final sera igual a:

Cp = Co(1+ )" (2.12)

10



Esta tltima expresion es la que se utiliza para liquidar las operaciones financieras bajo

el régimen de capitalizacién compuesta.

Ejemplo 2.2 Supongamos que el tipo de interés al que una entidad financiera remune-
ra una cuenta de deposito es del 7% anual bajo el régimen de capitalizacién compuesta.
La cuantia acumulada en dicha cuenta al cabo de 5 anos si se realiza un depdsito inicial
de 2500 délares es:

Cs = Co(1+1)® = 2500(1 4 0,07)° = $3506,38

Al igual que el tipo de interés bajo el régimen de capitalizacién simple, i es una magni-
tud que depende de la unidad de tiempo con la que se esté trabajando. De esta forma,
si se escoge una unidad de tiempo equivalente a 1/m anos, el tipo de interés (M) ex-
presado en la nueva unidad de tiempo equivalente a un tipo de interés anual ¢ debera

verificar:

I=C [(1 + z<m>)"* - 1} =C[1+i)" —1] (2.13)

donde n* = n-m es el nimero de nuevas unidades de tiempo incluidas en n anos. Por

tanto,
i = (144)m —1 (2.14)
siendo (™) el tipo de interés subperiodal bajo el régimen de capitalizaciéon compuesta.

De esta forma, y continuando con el ejercicio anterior, un tipo de interés anual del
7% bajo el régimen de capitalizacion compuesta es equivalente a un tipo de interés
semestral i(2) = (1+ 0,07)% — 1 =0,034408 o, equivalentemente, a un tipo de interés
trimestral de i®) = (140,07)1 — 1 = 0,017059.

2.1.2. Rentas financieras

Una renta financiera es una serie de pagos realizados en intervalos de tiempo regulares,

durante un tiempo determinado.

Recordemos que un capital financiero posee dos dimensiones, la medida de un bien

econémico (cuantia) y el tiempo; por ende, puede ser identificado como (C ).

Segtin Navarro y Nave [15], las rentas podemos expresarlas como un conjunto de capi-

tales financieros con vencimientos regulares, es decir, un conjunto de capitales,

A= {(Cl,tl),(Cz,tg),...,(cn,tn)} (2.15)

11



con tj4q1 —t; =t constante, para j € 1,2,...,n— 1.
donde,

[C},t;] : Término de la renta.

[tj,tj+1] : Perfodos de maduracién de la renta.

t : Amplitud de los periodos de maduracién (constante).

(Cl7t1) (027t2) e (Cnatn)
| Cuantia

0 —

t  Tiempo

Figura 2.1: Conjunto de capitales financieros

Explicaremos a continuacion las rentas temporales, constantes e inmediatas; las mismas

que son una serie de pagos con cuantias constantes, en donde su vencimiento corre

a partir del primer periodo y el nimero de periodos es finito. En funcién de este

vencimiento, dicha renta se puede dividir, a su vez, en prepagable o pospagable. Si el

origen de la renta se sitia en t1, hablamos de una renta prepagable; mientras que si se

sitia en tg = t; — t, hablamos de una renta pospagable.

Renta temporal constante inmediata pospagable

Una renta temporal constante inmediata pospagable puede describirse graficamente

como sigue:

C C C C
I | | | | |
' | | | | '
to ty to tn—1 tn tn+1
AN AN
Origen Final

Figura 2.2: Renta temporal constante inmediata pospagable

Sin pérdida de generalidad, consideramos a la cuantia C' = 1. El valor actual de la renta

es el valor de las cuantias descontadas al momento ty con un tipo de interés efectivo i.
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A este valor actual se lo denota como agp;.

1 1 1 1 1—(144)™" (216)

S i S A S e L (R ¥ i

Se realiza un proceso similar para determinar el valor final de la renta, el cual es el

valor de las cuantias capitalizadas al momento ¢, con un tipo de interés efectivo 1.

1+i)" =1
sm:1-(1+z')”—1+1-(1+z‘)”—2+---+1-(1+z)+1:(HZ.) (2.17)

Renta temporal constante inmediata prepagable

Una renta temporal constante inmediata prepagable puede describirse graficamente

como sigue:

C C C C
I | | | | |
! | | | '
to 1 to tn—1 tn tn+1
A A
Origen Final

Figura 2.3: Renta temporal constante inmediata prepagable

Sin pérdida de generalidad, consideramos a la cuantia C' = 1. El valor actual de la renta
es el valor de las cuantias descontadas al momento ¢; con un tipo de interés efectivo i.
A este valor actual se lo denota como dgp;.

1 1 1 I— (144"

imi = 1+ - oo = (L 44)

14+i  (1+41)2 (1+4)n1 ; (2.18)

Se realiza un proceso similar para determinar el valor final de la renta, el cual es el

valor de las cuantias capitalizadas al momento ¢,,+1 con un tipo de interés efectivo .
. : N . _ A(I42)" =1
Smi=1- (144" +1-(1+0)" T+ 1 (144> + (1414) = (1+z)¥

" (2.19)
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2.1.3. Modelo biométrico

Segun Dickson y Hardy, los modelos biométricos nos permiten representar el tiem-
po de vida futura de un individuo como una variable aleatoria y mostrar como las

probabilidades de muerte o supervivencia pueden ser calculadas bajo esta estructura .
Funcién de fallecimiento

Sea X una variable aleatoria llamada edad de fallecimiento. La funcién de distribucién

F(z) de esta variable aleatoria se define de la siguiente manera:

F(z)=P(X <z), para x >0 (2.20)

Esta funcion representa la probabilidad de que un individuo fallezca antes de cumplir

la edad z y se la denomina funcién de fallecimiento.

Propiedades
e F(x) es una funcién mondtona no decreciente y continua por la derecha.
e F(0)=0.
e F(o) =10 F(w) =1.

Funcién de supervivencia

La funcién S(z) se la denomina de supervivencia y representa la probabilidad de que

un inviduo sobreviva hasta cumplir la edad z.

S(z)=1—F(z) = P(X > ) (2.21)

Propiedades

e S(x) es una funcién mondtona decreciente y continua por la derecha.
e S(0)=1.
e S(c0) =00 S(w)=0.

Vida residual

T(x) es una variable aleatoria denominada vida residual y representa los afios que le

restan por vivir a una persona que alcanza la edad z. Esta variable se expresa de la

14



siguiente forma:
T(x)=X—xz, con X >z (2.22)

y toma valores en el intervalo [0, w — z].

F,(t) es la funcién de distribucién de la variable T'(x) y representa la probabilidad de

que un indivuo fallezca dentro de t anos, dado que sobrevivié a la edad x.

Fo(t) = P(T(z) <)
=P(X —x <t|X > 2)
_ Pla<X<ax+1t)
N P(X > 1) (223)
_ Fy(z+1t) — Fo(z)
1—F0(:C)

En este sentido, S(x) representa la probabilidad de que un individuo sobreviva ¢ anos,

dado que sobrevivio a la edad z.

Sy(t) = 1— F(a)
_ F()(l’ + t) — F()(l’)
1-— F()(SL’)
_1—-Fp (ZE + t)
= T F()(:E) (2.24)
B So(x + t)
N So(x)

=1

Notacion Actuarial

Para expresar las probabilidades sobre T'(z) a partir del International Actuarial Con-

gress en 1898, usamos la siguiente notacién:

o gz =P(T(z) <t)=Fy(t), t > 0.

o pr =1—14q: = P(T(x) >1t) = Si(t), t > 0.
Si el individuo es recién nacido (x = 0), tenemos que:

o 10 =P(X—-0<1t)=P(X <t)=Fy(), t>0.

e po=P(X—-0>t)=P(X >t)=5(t), t >0.

15



Por facilidad, si ¢ = 1 se omite el prefijo en las pentltimas expresiones: 1p, = p. ¥
19z = qz-
Ademas, podemos expresar la probabilidad de que un inviduo de x anos fallezca dentro

de las edades x4+t y « +t + u, denotada por 4,,g,-
tlulder = tPzx = t+uPz = tPx " uldz+t (2.25)

Fuerza de mortalidad

Consideramos la probabilidad que una persona fallezca entre las edades © y x + Ay,

dado que sobrevive a la edad z:

F(z 4 Ay) — F(x)

Plx<X<z+A;|X >z)= = F(2)

(2.26)

Y si Ay — 0,

P _ @A,
1-F(x) 1-F(x)

Plx < X <24 Ay X > x) (2.27)

La fuerza de mortalidad, denotada por u,, es en definitiva una medida de la intensidad
de la mortalidad a la edad x y constituye un coeficiente de proporcionalidad entre la
probabilidad que una persona fallezca entre las edades x y x 4+ Az, y la duraciéon de

ese instante A,.

I 1 C) R €
Y 1-F(x) S(x)
_ —;‘;(zn S(z)) (2.28)

d
=2 (in 1(x))

Con [, representando el niimero de personas sobrevivientes a la edad z.

Ahora, escribamos la funcién de densidad de la variable aleatoria T'(x) de la siguiente

manera:

d
= s
_dl _S(a:—|—t)]
dt S(x)



_ _S’(x+t)

S()
_ S(z+1) S(x+1)
B S(z)  S(z+1t)
_ S(z+1) [_S’(xﬂ)]
TS5 | S+t
= tPx U+t

Teorema 2.3 La fuerza de mortalidad u, satisface la propiedad:

z+n n
nPr =€ fx uadr — e fU Ugt-tdt

Demostracion. De (2.28) sabemos que,
d
Uy = —a(ln S(x))

Integrando esta expresion de x a x + n obtenemos,
T+n T+n
—/ uzdx :/ d(ln S(x))
T x
m S(x+n)
S(x)

=1In pps

Entonces,

x+n
nPr =€ J uada

Hipédtesis para edades no enteras

(2.29)

(2.30)

(2.31)

(2.32)

(2.33)

Ahora, analizaremos las funciones de distribucién de la mortalidad y la supervivencia

asociadas a edades fraccionarias; es decir, analizaremos lo que sucede entre dos edades

enteras consecutivas x y x + 1.

Distribucion uniforme de la mortalidad

En esta hipotesis se supone que las defunciones se distribuyen uniformemente a lo largo
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del ano; es decir, l;4++ es una medida ponderada de I y l,41.
lovt = (1 =)l + tlpiq (2.34)
De esta manera la hipotesis de distribuciéon uniforme implica que [;4¢ se calcula por

medio de interpolacion lineal entre los valores I v l;41.

Teorema 2.4 Bajo la hipétesis de distribucion uniforme de las defunciones se cumple

que:

) 1qe = tqy

ii) lyy¢ = lp — tdy, con d representando el nimero de personas que fallecen entre

las edades x y = + 1.

i) U = 1
Demostracion. 1) 1qr = tqy
[
tqz = 1 — it
ly
—1_ (1 - t)la: + tlaz-i—l
Iz
- lm—|—1
—1—1+t—t (2.35)
Iz
— ¢ (1 i lm—|—1>
Iz
= tqx

ii) ly4t = lp — tdy, con dy representando el niimero de personas que fallecen entre

las edades z v x + 1.

lx+t =ly— t(lac - la:Jrl)

— 1, —td, (2.36)
i) upie = 77
Ug+t = _it—l?
_ _%Si ;did“f) (2.37)
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_%(lx - tlﬂc%c)
ly — tlqy
o l2qx
lm(l - t%c)
4z
B 1- g

Este tultimo literal lo usaremos en la aplicacion del seguro como proceso estocas-

tico con el método Runge Kutta.

Fuerza de mortalidad constante

Bajo esta hipotesis se supone que la fuerza de mortalidad es constante a lo largo del

ano entre las edades enteras x y x + 1; es decir que uy4; = u, para todo 0 <t < 1.

Teorema 2.5 Bajo la hipétesis de fuerza de mortalidad constante se cumple que:
e =1 —e " (2.38)

Demostracion. Del teorema 2.3 tenemos que:

1
P = e~ Jo urredt (2.39)
Pero como uy4+t = uy,
1
py = e Jo uwdt (2.40)
=e " 0 uy =—In(py)

Por tanto,
e =1—e" (2.41)
Finalmente, para ¢ € [0, 1],
e = 1 — e tat (2.42)
]

2.1.4. Seguros de vida

Un seguro de vida es un contrato cuya funcién es proteger a los individuos frente al

riesgo de fallecimiento.
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Los modelos para la tarificacién de los seguros dependen tinicamente del momento del
fallecimiento, es decir, el modelo considerado dependerd de la variable aleatotia vida
residual T(z) = T,.

Utilizaremos las siguientes notaciones, provenientes de las matematicas financieras:

e ¢ : tipo de interés efectivo anual.

e 6 =In(1+1) = tipo de interés instanténeo.

L - = factor de descuento financiero. Es claro que, v = e 0,

./U:ﬁ

Seguro de vida temporal

En este caso, la asguradora garantiza el pago de un capital solo si el asegurado fallece

dentro de los n anos de vigencia del contrato.

Primero, consideraremos el caso continuo, donde el pago de la indemnizacion se realiza
inmediatamete luego del fallecimiento del asegurado. El capital asegurado serd igual
a una unidad monetaria para facilitar la formulacion. Definamos la variable aleatoria

"valor actual de la prestacion', denotada por Z, como sigue:

TmT<
{U r = (2.43)

0 Tx>n

La prima pura de la operacién, denotada por AL, constituye la esperanza mateméatica

de la variable aleatoria Z para el caso continuo.
n
- / oTo f dt
0
n
- / e=0Ts f . dt
0

L
:/0 € "tPy Ugtt dl

(2.44)

Por otro lado, consideramos el caso discreto, donde el pago de la indemnizacién no
se realiza inmediatamete luego del fallecimiento del asegurado, sino luego del afio de
fallecimiento. Usaremos la variable aleatoria vida residual entera, K (x) = K, en lugar

de T,. La variable aleatoria Z se define ahora como sigue:

Ketl g o€{0,1,---,n—1
Z:{U T {a? , I }’ (245)

0 caso contrario
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La prima pura de la operacién, denotada por Al.z, constituye la esperanza matemética

de la variable aleatoria Z para el caso discreto.
Apm = E[Z]

n—1
=S v TP(K, = k)
k=0

n—1 1

_ +

- § v kPx Qx+k
k=0

(2.46)

Seguro de vida entera

En este caso, la aseguradora garantiza el pago de un capital con independencia del

momento de fallecimiento del asegurado.

De igual manera que en el seguro de vida temporal, consideremos el caso continuo;
donde el pago de la indemnizacion se lo realiza inmediatamente luego del fallecimiento
del asegurado. El capital asegurado sera igual a una unidad monetaria para facilitar la

formulacion. Asi, definimos la variable aleatoria Z como sigue:

Z=v" T,>0 (2.47)

La prima pura de la operacién, denotada por A,, constituye la esperanza matemaética

de la variable aleatoria Z para el caso continuo.

00
Am = E[Z] = /O 6&15]955 Ug+t dt (248)

Por otro lado, consideramos el caso discreto, donde el pago de la indemnizacién no
se realiza inmediatamente luego del fallecimiento del asegurado, sino luego del ano de

fallecimiento. La variable aleatoria Z se define ahora como sigue:

Z=of K, e{0,1,---,w} (2.49)

La prima pura de la operacién, denotada por A,, constituye la esperanza matematica

de la variable aleatoria Z para el caso discreto.
w—(z+1)

Ay = E[Z] = Z vk+1kpa: dx+k (250)
k=0
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2.1.5. Rentas actuariales

Las rentas actuariales son un tipo de seguro que garantiza una serie de pagos peridédicos

al asegurado mientras permanezca vivo.

Explicaremos a continuacion las rentas actuariales temporales, constantes e inmedia-
tas; las mismas que son una serie de pagos con cuantias constantes C', en donde el
vencimiento de las cuantias correra a partir del primer periodo y cada periodo sera de

un ano hasta la muerte del asegurado.
Renta actuarial temporal constante inmediata pospagable

El pago de la cuantia unitaria se lo realiza al final de cada uno de los siguientes n anos,

mientras viva el asegurado.

A C C EE C C
I ] ] ] ] I
I | | | | !
Edad T z+1 x+2 r+n—1lzx+nzx+n+1
Probabilidad 1Pz 2Pz s n—1Pz nPx
V. Actual 'Ul 1)2 cee ,Un—l "

Figura 2.4: Renta actuarial temporal constante inmediata pospagable
La prima pura de esta operacion se denota por a,.7 y la expresamos como sigue:
n—1 1 n f
Ag:m) = Z Ol k+1Pz = Z U kPz (2.51)
k=0 k=1

Renta actuarial temporal constante inmediata prepagable

El pago de la cuantia unitaria se lo realiza al inicio de cada uno de los siguientes n

anos, mientras viva el asegurado.
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A

C C C C

1 | | | 1
! | | | !
X

Edad z+1 T+ 2 z+n—1 z+n
Probabilidad 0Pz 1Pz 2Pz cee n—1Px
V. Actual 0 vl v2 c. o1

Figura 2.5: Renta actuarial temporal constante inmediata prepagable

La prima pura de esta operacion se denota por dg.7 y la expresamos como sigue:

n—1

g = Z oF epe (2.52)
k=0

2.2. Fundamentos de Algebra Lineal

Valores y vectores propios

Los valores y vectores propios son usados en un sin niimero de aplicaciones relacionadas
con: aerodinamica, fisica nuclear, reconocimiento facial, biologia, ecuaciones diferen-
ciales, etc. En esta seccion explicaremos ciertos conceptos basicos relacionados a este

topico y la manera en como calcularlos.

Definicién 2.6 Sea A una matriz de n x n. El niimero real \ es un valor propio
(también conocidos como valores caracteristicos, autovalores o incluso eigenvalores) de

A si existe un vector distinto de cero en R"™ tal que:

Ax = Az (2.53)

Todo vector x distinto de cero que satisfaga la ecuacion anterior es un vector propio

de A, asociado con el valor propio .

Observacion: Notemos que el problema consiste en encontrar vectores x, tales que x

y Ax sean paralelos.

Ejemplo 2.7 Sea
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0 1/2
“\1/2 0

Entonces,

N —

De modo que,

es un vector propio de A asociado al valor propio A\ = 5. Por otro lado,

D[

IRCERIURE
()

es un vector propio de A asociado al valor propio Ao

N | —

—%. La figura 2.6 muestra el

hecho de que x es un vector propio de A y, por lo tanto, x y Az son paralelos.

Figura 2.6: Vectores propios
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Anteriormente encontramos los valores y los vectores propios asociados a una matriz por
medio de simple inspeccién y maniobras algebraicas muy sencillas. Ahora, detallaremos
el método sistematico que se usa para cuantificarlos; sin antes, especificar un corolario

que nos ayudara en esta tarea.

Corolario 2.8 Si A es una matriz de n X n, el sistema homogéneo Ax = 0 tiene una

solucién no trivial si y sélo si det(A) = 0.

Notemos que la ecuacion Ax = Az puede verse como (A — Al)x = 0. Por tanto,
tomando en cuenta el corolario anterior, podemos afirmar que el sistema homogéneo
(A—AI)z = 0 tiene una solucién no trivial si y sélo si det(A — AI') = 0. Asi, podemos
encontrar las soluciones asociadas a este sistema, que en definitiva es lo que intentamos
hallar.

Método sistematico para el calculo de valores y vectores propios
1. Encontrar el polinomio caracteristico p(\) = det(A — ).

2. Se encuentran las raices A, ..., Ay, de p(\) = 0.

3. Para cada valor propio A; con ¢ = 1,..,m se resuelve el sistema homogéneo
(A= XNTI)v=0.

Ejemplo 2.9 Sea

()

Buscamos encontrar los valores propios de A y sus vectores propios asociados. Por
consiguiente, vamos a determinar todos los nimeros reales A y todos los vectores no

nulos x:

Tales que,
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Procedemos a encontrar el polinomio caracteristico p(\) y sus raices:

p<A>=det((_12 i)”((l) 2)):

— (A= 1)(A—4)+2=0

1—A 1
-2 4=

M5 4+6=AN=3)(A=-2)=0
Por ende,

A =2y =3 (2.54)

son los valores propios de A.

Finalmente, debemos encontrar los vectores propios asociados a cada valor propio for-

mando el sistema (A— X\I)v=0parai=1,2ywv e R?, no nulo.

Con \1 = 2,
() G-
-2 4 01 ) 0
(-1 1 1\ 0
S \=2 2/ \z) o
—x1+22=0
—2x14+ 229 =0

Todas las soluciones de este sistema estan dadas por:

Ir1 = X9

ro =1, conr € R

. 7/ 71
Por tanto, todo los vectores asociados con Ay = 2 estan dados por ( ), con r es
r

cualquier niimero real distinto de cero. En particular,
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es un vector propio asociado a Ay = 2.

Analogamente, con \o = 3,

(A~ Ty = ((_12 i) - (cl) (1))) (2) ) (8>

—2x1+ 29 =0
—2r1+ 29 =0

Todas las soluciones de este sistema estan dadas por:

1
Tl = 522
r9 =r,conr € R
ir
Por tanto, todo los vectores asociados con A\ = 2 estan dados por |2 |, con r es
r

cualquier niimero real distinto de cero. En particular,

()

es un vector propio asociado a Ao = 3.

2.3. Meétodo de Runge Kutta

En nuestro estudio, nos sera de mucha ayuda resolver una ecuacion diferencial ordinaria
9

que satisface una condicién inicial dada. Las ecuaciones diferenciales ordinarias nos

permiten modelar fenémenos que involucran el cambio de una variable respecto de

otra.
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En varias ocasiones, es muy complicado resolver estas ecuaciones de manera exacta.
Los métodos analiticos estan sujetos a particularidades y formas que deben adoptar
las ecuaciones para ser resueltas. Es por ello que se recurre a los métodos numeéricos,

pues no presentan estas limitaciones.

Los métodos de Runge Kutta son un conjunto de métodos iterativos que se usan par

aproximar la solucion de ecuaciones diferenciales ordinarias.

2.3.1. Método de Euler

El més simple de los métodos Runge Kutta es el método de Euler; el cual es poco usado
en la practica, pero se lo usa para ejemplificar las técnicas que utilizan métodos mas

avanzados.

Dado un problema de valor inicial,

{ffli = f(zy) (2.55)

y(zo) =yo w0 < <y

se obtienen aproximaciones de la solucién y(x) en varios valores (no de manera conti-

nua) del intervalo [xg, zf|.

Procedimiento

1. Se divide el intervalo [xo, z¢] en N subintervalos de ancho h. A h se lo denomina

tamano de paso.

)
h=——— 2.56
- (256)

2. Se obtiene un conjunto discreto de N + 1 puntos: xg, x1, ..., TN
x; = x9 +ih, paracada i =0,1,....N (2.57)
h = Ti+1 — T4 (258)

3. Mediante el polinomio de Taylor se aproxima polinémicamente la funcién y(x),
suponiendo que tiene una derivada continua en [z, x|, de modo que para cada
1=20,...,N—1.

y(tiv1) = y(zi) + (wip1 — )y (2:) (2.59)
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4. Construir u; ~ y(z;) para cada i = 1,..., N. Asi,

uo = Yo
(2.60)

wit+1 = u; + hf(x;,u;) paracada i =0,...,N —1

2.3.2. Derivacion del método Runge Kutta

Mostraremos la obtencién del método de Runge Kutta de segundo orden simple. En
este caso, el incremento en y es un promedio ponderado de las estimaciones ky y ko del

incremento. Asi, para el problema a valor incial (2.55).

Ynt+1 = Yn + b1k1 + b2ko,
ki = hf(n, yn), (2.61)
ko = hf(xn + cah, yn + c2k1)

Notemos que el método de Runge Kutta siempre usa la estimacion de Euler simple

como la primera estimacion de Ay, kj.

El problema principal consiste en en establecer un esquema para elegir los parametros
b1, b2, co; y para ello haremos que la ecuacién (2.61) coincida lo mejor posible con el

desarrollo de Taylor.

2
Y1 = Y+ by (20) + " (wn) + .
h?
Yn+1 = Yn + hf(xmyn) + ?f(xnayn) + .. (2~62)

Para los siguientes desarrollos tomemos en cuenta la siguiente notacion:

T 2f(x
=ty =00 T

o & f(2,y)
W drdy

Como df /dx = fr + fy dy/dx = f, + f,f, la ecuaciéon anterior puede expresarse como

Yn+l = Yn T+ hfn + h2 <;fx + ;fyf>n (263)

Donde todas las derivadas de la ecuacion (2.63) se calculan en el punto (zy,, yn). Ahora,
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volvemos a escribir la ecuacién (2.61) sustituyendo las estimaciones ky y ka:
Yn+1l = Yn T blhf(xna yn) + thf(xn + coh, yn + Cth(xm yn)) (2'64)

Para que el ultimo término de la ecuacién (2.64) sea comparable con el de la ecuacién
(2.63), se desarrolla en serie de Taylor en términos de x, y ¥y, reteniendo sélo los
términos de la primera derivada:

f(xn + c2h, yn + Cth(xna yn)) = f(zm yn) + coh (df(mdr;i yn) + df(mdrz yn) f(xna yn))

= (f+ cohfe + cohfyf),
(2.65)
Al sustituir la ecuacién (2.65) en la ecuacion (2.64), tenemos
Yn+1 = Yn +01hf(Tn, yn) + b2h (f + cohfr + C2hfyf)n
= yn + (b1 + b2) A fn 4 B> (c2bafe + c2bof fy)n (2.66)
La ecuacion anterior se asemeja a la ecuacion (2.63) si
1
bi +bs =1, coby = 5 (2.67)

Formando asi un sistema de dos ecuaciones con tres incégnitas, que pueden elegirse
de manera arbitraria. Por ejemplo, tomando by = %, las otras variables son by = %,
Cco = % Con otras opciones se tienen otros conjuntos de parametros que coinciden con

el desarrollo en serie de Taylor.
Runge Kutta de cuarto orden

Los métodos de Runge Kutta de cuarto orden se deducen de una manera similar a la

expuesta para el caso de segundo orden y estd determinado por las formulas siguientes.
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1
Ynt1 = Yn + g(k‘l + 2ko + 2ks + k4),

kl - hf(x’ruy’rb)a

h k

k2 = hf (o + 590+ ), (2.68)
h k

ks = hf(en+ 5 yn + 52),

ky = hf(zn + h,yn + k3)

Ejemplo 2.10 [9] Resolver por un método de Runge Kutta de cuarto orden el

problema de valor inicial:

%:x2—3y
y(0)=1 ,0<2z<04,h=0,1

y comparar las aproximaciones con los valores exactos dados por

25 1 2 2
y(z) = o7 &XP -3z + 3 <a:2 —3tt 9>

2

Tenemos que z9 =0, yo = 1 y f(x,y) = 2= — 3y.

Para x1, la ordenada correspondiente sera:

0,1

=1
Y1 +6

(k1 + 2ko + 2k3 + ky)
con,

ki = f(zo,y0) =0 =3 x1= -3

h k 0,1 0.1
by = flwo+ om0+ ) = (04 25)° = 3(1+ - (=3)) = ~2,5475
h k 0,1 0.1
ks = [ (o + 5,0 + 52) = (0+ =) = 3(1 + - (~2,5475)) = —2,6154

ki = f(xzo+ h,yo +k3) = (04 0,1)% = 3(1 4+ 0,1(—2,61538)) = —2,2054

Obteniendo y; = 0,741148.

De manera analoga se determinan los puntos:

(z2,92) = (0,2;0,551151)  (x3,y3) = (0,3;0,413894) (z4,y4) = (0,4;0,317435)

31



T Yi y(zi) y(z:) — yil
0 1 1 0.000000
0.1 | 0.741148 | 0.741127 | 0.000021
0.2 ] 0.551151 | 0.551121 0.00003
0.3 | 0.413894 | 0.413860 | 0.000034
0.4 | 0.317435 | 0.317402 | 0.000033

Cuadro 2.1: Método Runge Kutta de orden 4

Para nuestra investigacion, usaremos el método de Runge Kutta de cuarto orden apli-

cado a un sistema de dos ecuaciones diferenciales ordinarias.

Runge Kutta de cuarto orden para un sistema de dos ecuaciones diferen-

ciales ordinarias de primer orden

Dado el sistema de ecuaciones diferenciales,

{fﬁfzf(t,w,y) {ff;’zg(t,x,y)

x(to) = x

La solucion del mismo esta dada por:

dx
=T — f(t
dt f(?x7y)
kl = hf(t>$ay)
h k1 I
ko=hf|t+ = — —

B h ko o
ks = hf <t+2,az+ 2,y+ 2)
ks =hf(t+h,x+ks,y+13)

1
z(t+h) =xz(t) + 6 (k1 4 2ko + 2k3 + ky)

—_— = t

0 g(t,z,y)

ll - hg(t,x,y)

B h kq I
l2—hg <t+2,x—|—2,y—|—2)
h ko lo

l = —_ -
3 hg<t+2,x+2,y+2)

Iy :hg(t+h,$+k3,y+lg)
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1
y(t+h)=y(t)+ 5 (k1 + 2kg + 2k3 + k4) (2.73)

Observacion: A partir del valor de x en el instante ¢, se determina el valor de x en el
instante ¢ + h, y a partir del valor de y en el instante ¢ se determina el valor de y en el
instante ¢ + h mediante las formulas (2.71) y (2.73).

2.4. Procesos Estocasticos

Los procesos estocasticos son fendémenos aleatorios que no se pueden predecir; es decir,
que se mueven a través del azar. En este sentido, nos sera de mucha importancia para
este trabajo conocer ciertos detalles de este tema para abordar, sin ningin inconve-

niente, su enfoque en las ciencias actuariales.

Definicién 2.11 Un proceso estocastico es una coleccion de variables aleatorias
{Xt,t € T} indexadas por T, llamado espacio parametral, en donde las variables alea-

torias toman valores en un conjunto S Illamado espacio de estados.

Observacion
e SiT = 1IN, se dice que el proceso es discreto.
X (w)

X
..

J\—O o

Figura 2.7: Proceso estocastico discreto [17]

e SiT =[0,00), se dice que el proceso es continuo.
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Xil(w)

Figura 2.8: Proceso estocastico continuo [17]

e Considerando que S es un subconjunto de R, tomaremos la o-algebra de Borel
de R restringida a S (SN B).

Procesos de Markov

Son procesos donde suponiendo conocido el estado presente del sistema, los estados
anteriores no tienen influencia en los estados futuros del sistema. Esta propiedad es

conocida como propiedad de Markov y se expresa de la siguiente manera:

Para cualesquiera estados xg, x1, ..., p—1 (pasado), z, (presente), z,4+1 (futuro):

P(Xn—H = $n+1/X0 = xo,Xl =T, ...,Xn = a:n) = P(Xn—H = xn—l—l/Xn = iL‘n)
(2.74)
Observacién: De esta forma la probabilidad del evento futuro (X,4+1 = zp+1) s6lo

depende del evento (X, = z,), mientras que la informacién correspondiente al evento

pasado (Xo = zo, X1 = 21, ..., Xpn—1 = 2p—1) es irrelevante.

2.4.1. Cadenas de Markov

La cadenas de Markov fueron introducidas por el matematico ruso Andrey Markov
alrededor de 1905. El éxito del modelo propuesto por Markov radica en su compleji-
dad y simplicidad. Complejidad debido a que es lo suficientemente complicado para
describir ciertas caracteristicas no triviales de ciertos sistemas; y simplicidad por su

maniobrabilidad y sencillez en el andlisis matematico. [17]
Cadena de Markov a tiempo discreto

Es un proceso estocéstico a tiempo discreto {X,, : n = 0,1,...}, con espacio de estados

discreto y que cumple con la propiedad de Markov. Es decir que, para cualquier entero
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n > 0, y que para cualesquiera estados xg, ..., Tn+1 se cumple que:

p(x’l’bJrl/'r(b R xn) - p($n+1/$n) (275)

Dado que,

e P(X,, = x,) se lo escribe como p(zy,).

o P(Xpt+1 = 2441/ X, = xp)se lo escribe como p(zz+1/xy), andlogamente como

en el literal anterior.

Si al tiempo n + 1 se le considera como un tiempo futuro, al tiempo n como el presente
y a los tiempos 0, 1, ...,n — 1 como el pasado, entonces la condicién (2.75) establece que
la distribucién de probabilidad del estado del proceso al tiempo futuro n + 1 depende
unicamente del estado del proceso al tiempo n, y no depende de los estados en los

tiempos pasados 0,1, ...,n — 1.
Probabilidades de transicién

Sean 7 y j dos estados de una Cadena de Markov. A la probabilidad:
P(Xp+1=7/X,=1) (2.76)

se la denota por p;;j(n,n+ 1) y representa la probabilidad de transicién del estado i en
el tiempo n al estado j en el tiempo n 4 1. A estas probabilidades se las conoce como

probabilidades de transiciéon a un paso.

Observacién: Cuando los nimeros p;;(n, n+ 1) no dependen de n se dice que la cadena
es estacionaria u homogénea en el tiempo. Por simplicidad se asume tal situaciéon, de

modo que las probabilidades de transicion a un paso se escriben como p;;.
Matriz de probabilidades de transiciéon

Variando los indices i y j, por ejemplo, sobre el conjunto de estados {0,1,2,...} se

obtiene la matriz de probabilidades de transicién a 1 paso:

boo Po1 Po2

p— pio P11 p12 - (2.77)

P20 P21 P22

La entrada (i,7) de la matriz P es la probabilidad de transicién p;;, es decir, la pro-
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babilidad de pasar del estado ¢ al estado j en una unidad de tiempo.

La matriz P = (p;j) cumple con las siguientes propiedades:
a) pij > 0.
b) Y52opij = 1.

Ejemplo 2.12 (Cadena de racha de éxitos)

Sea &1,&9,... una sucesion de ensayos independientes Bernoulli con probabilidad de

éxito p, y probabilidad de fracaso ¢ = 1 — p. Definamos,
X, : el numero de éxitos consecutivos anteriores al tiempo n, incluyendo el tiempo n.

Se dice que una racha de éxitos de longitud r ocurre al tiempo n si en el ensayo n —r
se obtiene un fracaso y los resultados de los ensayos n —r + 1 al n son todos éxitos.

Graficamente, esta situacion se ilustra de la siguiente manera:

r-éxitos
A

Figura 2.9: Ejemplo de una cadena de Markov a tiempo discreto

La coleccion de variables aleatorias {X,, : n = 1,2,...} es una cadena de Markov a
tiempo discreto con espacio de estados {0,1,...}. Las probabilidades de transicién y

la matriz correspondiente se muestran a continuacion:

g p 00
p, sij=1+1
. g 00p O
pij =14q, sij=0 , P=

g 00 p
0, otro caso o

Ahora bien, cuando los niimeros p;;(n,n + 1) dependen de n; es decir que, las proba-
bilidades de transiciéon no son las mismas sobre intervalos sucesivos, se define ij, para
k = 0,1,..., como la probabilidad de que un proceso en el estado 7 al tiempo k, esté
en el estado j al tiempo £+ 1. En este caso de no homogeneidad del proceso, existiran

diferentes matrices de transicién Py, sobre el (k + 1)-ésimo intervalo de tiempo.
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Por tanto, el siguiente paso es introducir la probabilidad a multiples pasos; la cual es
la probabilidad condicional que el proceso esté en el estado j al tiempo n + r, dado

que estuvo en ¢ al tiempo n.
rpg = P(Ynir = j/Yn =) (2.78)

Cadena de Markov a tiempo continuo

Un proceso de Markov a tiempo continuo {X; : ¢ > 0} cumple con los siguientes

postulados:

a) El espacio de estados es el conjunto discreto S = {i1, 12, i3, ...}
b) El tiempo de estancia asociado al estado i es la variable aleatoria T;.

¢) Los momentos en donde el proceso tiene saltos son los tiempos w, = T1 + T +
... + T, para todon > 1.

De esta manera, el proceso {X; : t > 0} puede escribirse de la siguiente manera:

11 te [O,wl],
12 1€ |wy,wal,
X, =17 oy, 2] (2.79)
13 t € [w27(,g)3],
Xil(w)
1 | —
1 o :
i1 ] : E
! L iy
T —
} } } t
| Tl'l | TI'-; | TI':; Ti'.l

Figura 2.10: Cadena de Markov a tiempo continuo [17]

Probabilidad de salto

Se denota por p;; a la probabilidad de que la cadena pase del estado ¢ al estado j al

efectuar un salto.
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Las probabilidades de salto cumplen con las siguientes condiciones:

a) pij > 0.
b) pii = 0.

C) Zjoo bij — 1.
En forma de matriz, las probabilidades de salto constituyen una matriz estocastica de

la siguiente forma:

0 po1 po2
0
p— P10 P12 (2.80)
p20 p21 O

Ejemplo 2.13 Un ejemplo de una cadena de Markov a tiempo continuo es el proceso

de Poisson {X¢,t > 0} con pardmetro \, el cual cumple con las siguientes propiedades:

e Tiene incrementos independientes y estacionarios.

e Para todo s,t >0 y 0 <1 < j, las probabilidades de transicién son:

e M) =)

P(Xt+szj/Xs:i)_ (j—l)'

Proceso de Poisson

Figura 2.11: Ejemplo de una cadena de Markov a tiempo continuo
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Anélogamente como en el caso discreto, la probabilidad condicional de que el proceso
no homogéneo esté en el estado j al tiempo t + r, dado que estd en el estado ¢ al tiempo
t es

PP =P(Yiye =j/Y; =) (2.81)

2.4.2. La ecuacién diferencial de Kolmogorov

La ecuacién de Chapman-Kolmogorov para el caso discreto nos permite expresar la
probabilidad de transicién ,p” como una suma de probabilidades de las trayectorias

que van de 7 a j y que atraviesan por un estado k cualquiera.

Proposiciéon 2.14 Para cualquier entero r y n tales que 0 < r < n y para cualesquiera

estados i y j se cumple:

W27 =3" % (2.82)
k

Demostracion. Por el teorema de probabilidad total y la propiedad de Markov,

W= P(X, =j/Xo=1)
P(X, =7, X, =k, Xo=1)

- Z,; P(Xo =)
 — P(Xp = /X, =k, Xo = i)P(X, = k, Xo = i)
= ; PO = (2.83)
, P(X, =k, Xo=1i)
— S P(Xp=j/X, =k :
Ek: (Xn =134/ ) % = 1)
=Y P(X, =j/X, = k)P(X, = k/Xo = i)
k
= Zn—?"pkjr Zk:
k
O

Luego, para el calculo de las probabilidades de transicion, es necesario plantear la
ecuacion diferencial de Kolmogorov; pero antes de ello es necesario conocer ciertas

definiciones y suposiciones.

Supuesto 2.1 Asumimos que para cualquier estado i y j, y cualesquiera tiempos t y
t + s donde s > 0 la probabilidad condicional P(X;1s = j/X; = i) estd bien definida

en el sentido de que su valor no depende de ninguna informacion antes del tiempo t.
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Intuitivamente, esto significa que las probabilidades de eventos futuros son completa-
mente determinadas por los actuales estados del proceso. Recordamos que esta propie-
dad de que las probabilidades de eventos futuros dependen del presente pero no del

pasado, es conocida como la propiedad de Markov.

Supuesto 2.2 Asumimos que para cualquier intervalo positivo de tiempo h,

P[Dos o més transiciones durante un periodo de tiempo de tamaiio h] = o(h).
(2.84)

Recordemos que para cualquier funcién de h, por ejemplo f(h), se dice que es o(h) si

lim f(hh) =0 (2.85)

Intuitivamente, la funcién converge a cero mas rapido que h.

Notacion Para estados ¢ y j en un modelo de estados multiples y para z,t > 0,

definimos

tp;j = P(Yert =j/Yy = 1) (2.86)
P = P(Yyrs =14 paratoda s€/[0,t]/Y, =1i) (2.87)

° tpfrj es la probabilidad de que una persona que esta con vida a la edad x en el

estado i este en el estado j a la edad x + ¢, donde j puede ser igual a 1.

° tpii es la probabilidad de que una persona de edad x que esta en el estado ¢
continue en el estado ¢ durante todo el periodo de tiempo de las edades z a la

T +t.

Definicién 2.15 Para ¢ # j definimos la fuerza de transicion entre los estados i y j
a la edad x. B
.. , plj

ut = hlgg1+ th (2.88)

Supuesto 2.3 Para todos los estados i y j, y para cualquier edad x > 0, nosotros

asumimos que ,p.; es una funcién diferenciable de t.

El supuesto 2.3 es una hipdtesis necesaria que asegura que el proceso matematico

posterior fluya.
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Otra forma de expresar la fuerza de transicion es
Wb = bl + o(h) (2.80)
De esta, podemos decir que para pequenos valores positivos de h
WD huld (2.90)

Observaciéon 2.16 Podemos ver que tpf;i es la probabilidad de que el individuo no
deje el estado i entre las edades x y x + t, mientras que ;p% es la probabilidad de que
el individuo esté en el estado © a la edad x + t, en ambos casos dado que esta en el
estado i a la edad z. La importante diferencia entre las mismas es que ,p2 incluye la
posibilidad de que el proceso deje el estado i entre las edades x y x + t, previsto que

vuelva al estado © a la edad x 4 t.
= 0+ o(t) (2.91)
Lo que da origen a nuestra siguiente desigualdad,
<l (2.92)

Observacién 2.17 Notemos también que 1 — hpii es la probabilidad de que la persona
deje el estado © en algin momento entre las edades x y x + h, con la posibilidad de

regresar

n

1_hp;lnz: Z hp?

j—OJ#i
=h Z ” + o (2.93)
Jj= 073751
hpx =1-h Z Z] + 0
J=0,j#i

La probabilidad , hpx la podemos expresar a través de una multiplicacion como sigue:
W o__ 7i
t+hPx = tPx " hPz+t

= (1 S S o<h>) (2.94)

=0,j#i
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- - n ..
= tpzvl —h HO;;Z ( Z U?th + O(h)>

J=0,j#i
Reordenando la ecuacion previa obtenemos,
. hpi_i _ tpi_i _n N O(h)
Bt S =g > (2.95)

= — Pz 1’+t +
h j=0.j#i h

Y dejando que h — 0 tenemos,

d -
%tp;:l_ tpx Z ux+t (296)
J=0,j#1
Por tanto,
d
log ) = Z Uy (2.97)
J=0,j#1

Integrando la ecuacién (2.97) sobre el intervalo (0,t) nos da,
log(;p) — log(pp) = / Z u, . d (2.98)
J=0,57i
Entonces, al exponenciar ambos lados la ecuacién (2.98), logramos la expresion deseada,

1
tpfri = Qﬂz{(&%’p ( / Z uaz—i—s )

J=0,5#i

tp§i=exp( / Z udd ) (2.99)

J=0,j#i

Con lo que conseguimos una expresion para la probabilidad de no dejar el estado i en

términos de las fuerzas de transicion entre los estados i y 7, con i # j.

Teorema 2.18 Sean i y j dos estados no necesariamente distintos en un modelo

multiestado con n + 1 estados posibles. Para x,t > 0

d . n+1  n+l "

7 7

i = 0 ek -l Yl (2.100)
k=0,k#j k=0,k#j

ij
i , p .y . -
Donde, u¥ = limj,_,o+ th es la fuerza de transicion de i a j en un pequeno instante

de tiempo.
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Demostracion.

n
Y e N VAT S SO AN A
k=0,k#j
(3
:tpa:J L—h Z Ufr:+t—0(h) +h Z D “m%rt"‘O(h)
k=0k] k=0.k£j

n
=5 —h Y (tp;}] Uy — tp;lr:kuxzkt) +O(h)
k=0,k]

Luego, ordenemos los términos de la ecuaciéon anterior,

1 TN - ij, ik ik ki \ . O)
E(thx —wi) == > (tpa: Uptt ~ tPx “x+t) + o
k=0,k#j
Cuando h — 0,
T
7 7.
%tpxj = X (tp;: gy = 1P “gcht)
k=0,k+#j
n+1 _ Lokl
7
= Z (415 uﬂcj+t) _tpac] Z Ug:th-
k=0,k#j k=0,k#j
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Capitulo 3
Marco Metodolégico

En esta secciéon introduciremos la normativa legal de la seguridad social ecuatoriana
para establecer los lineamientos que poseera nuestro seguro. Finalmente, usaremos la
ecuacién diferencial de Kolmogorov para plantear un sistema de ecuaciones que repre-
sentara nuestro modelo de tarificacion basado en tres estados (Saludable, Incapacitado

y Fallece).

3.1. Lineamientos del seguro

“El sistema de salud de Ecuador estd compuesto por dos sectores, publico y privado.
El sector publico comprende al Ministerio de Salud Publica (MSP), el Ministerio de
Inclusién Econémica y Social (MIES), los servicios de salud de las municipalidades y
las instituciones de seguridad social (IESS, ISSFA e ISSPOL). El MSP ofrece servi-
cios de atenciéon de salud a toda la poblacion. E1 MIES y las municipalidades cuentan
con programas y establecimientos de salud en los que también brindan atencion a la
poblacién no asegurada. Las instituciones de seguridad social cubren a la poblacion
asalariada afiliada. El sector privado comprende entidades con fines de lucro (hospita-
les, clinicas, dispensarios, consultorios, farmacias y empresas de medicina prepagada) y
organizaciones no lucrativas de la sociedad civil y de servicio social. Los seguros priva-
dos y empresas de medicina prepagada cubren aproximadamente a 3 % de la poblacién
perteneciente a estratos de ingresos medios y altos. Ademads, existen cerca de 10 000
consultorios médicos particulares, en general dotados de infraestructura y tecnologia
elementales, ubicados en las principales ciudades y en los que la poblacion suele hacer

pagos directos de bolsillo en el momento de recibir la atencién.” [19]

Las instituciones mencionadas en el parrafo anterior son las encargadas de ofrecer a los
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ciudadanos ecuatorianos coberturas en caso de darse alguna enfermedad o accidente

que los imposibilite fisica o mentalmente; o en el caso mas extremo, la muerte.

La razén fundamental por la cual queremos proponer un seguro accesible y complemen-
tario al ofrecido por el IESS es debido a que, como exhibié Ruth Lucio en su articulo,
s6lo una pequena parte de la poblacién tiene acceso a una cobertura otorgada por

instituciones privadas.

Recordemos que segtn el articulo 7 de la Ley Organica de Discapacidades: “Se entiende
por persona con deficiencia o condicién discapacitante a toda aquella que, presente
disminucién o supresion temporal de alguna de sus capacidades fisicas, sensoriales o
intelectuales (...) limitando el desemperio de sus capacidades; (...)” [1]. Esta Ley ampara
a las personas con discapacidad ecuatorianas o extranjeras que se encuentren en el
territorio ecuatoriano; asi como, a las y los ecuatorianos en el exterior; sus parientes
dentro del cuarto grado de consanguinidad y segundo de afinidad, su conyuge, pareja en
unién de hecho y/o representante legal y las personas juridicas piblicas, semiptiblicas y
privadas sin fines de lucro, dedicadas a la atencion, proteccion y cuidado de las personas
con discapacidad. La misma busca la prevencién, detecciéon oportuna, habilitacién y

rehabilitacion de la discapacidad [1].

El articulo 17 de la Ley de Seguridad Social del 2018 dice que “El IESS tiene la mision
de proteger a la poblaciéon urbana y rural con relaciéon de dependencia laboral o sin ella,
contra las contingencias de enfermedad, maternidad, riesgos del trabajo, discapacidad,

cesantia, invalidez, vejez y muerte (...)" [5].

De esta manera, si una persona se incapacita laboralmente; significa que, segun la
normativa C.D. IESS 553 del 2017, esta en una situacién de enfermedad comiin o general
que le impide de manera transitoria o definitiva, realizar actividades profesionales u
ocupacionales. Cuando una persona se incapacita por una enfermedad pasajera; puede

solicitar un subsidio transitorio por enfermedad, cuya cobertura es de hasta 6 meses [3].
Subsidio transitorio por enfermedad (segun la Ley de Seguridad Social del 2018)

Requisitos

1. Tener un certificado médico de reposo, (registrarlo en la Unidad Médica el TESS

donde realice el tramite).

2. Tener 6 meses de aportacién continua, anteriores al inicio de la enfermedad.

Beneficios
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1. Asistencia médica, quirirgica, farmacéutica y de rehabilitacion, con sujecion a los
protocolos de diagnéstico y terapéutica elaborados por los especialistas médicos

del TESS y aprobados por la administradora de este Seguro; y

2. Un subsidio monetario de duracién transitoria (75 % promedio de tres ultimos
sueldos), cuando la enfermedad produzca incapacidad en el trabajo. Los familiares

del afiliado no tendran derecho al subsidio.

Ademas, se pagara desde el cuarto dia de incapacidad producida por enfermedad no

profesional hasta un maximo de 185 dias (6 meses).

Nota: En el caso de que la enfermedad o incapacidad persista por mas de 6 meses, el
asegurado puede solicitar: el subsidio transitorio por incapacidad o la jubilacién por

invalidez.

En este sentido, la normativa C.D. IESS 553 del 2017 establece los requisitos y dicta-
mina el subsidio transitorio por incapacidad y la jubilacién por invalidez. El médico
calificador de la incapacidad (MCI) y la Sala del Comité Nacional Valuador, a través
de la historia clinica del solicitante, son los encargados de determinar una de las tres
resoluciones, siempre y cuando el afiliado retna los requisitos contemplados en la Ley

de Seguridad Social, siguiendo el orden de prelacién:

a. Readaptacion el puesto de trabajo.
b. Concesién de subsidio transitorio por incapacidad.

c. Determinacion de la jubilacion por invalidez.

Caso a (Readaptacién): Se notifica al empleador para que realice su adaptacion al

puesto de trabajo.
Caso b (Subsidio transitorio por incapacidad)

Requisitos (segun la Ley de Seguridad Social del 2018)

1. El asegurado registre no menos de 60 imposiciones mensuales, de las cuales no

menos de 6 deberan ser inmediatamente anteriores a la incapacidad.

2. La contingencia haya afectado a la actividad principal que priva al asegurado de

la obtencién de la mayor parte del ingreso necesario para el sustento.

3. Se haya verificado que el asegurado interrumpio6 el desempeno de su labor o debié

concluir la relacion laboral que cumplia.
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4. La incapacidad no esté amparada por el Seguro General de Riesgos del Trabajo.

Beneficios (segin la Ley de Seguridad Social del 2018 y la normativa C.D. 553 del
2017)

La cuantia del subsidio dependera del grado de incapacidad laboral remanente, de la
remuneracion imponible y de la edad del afiliado. De exceder por 6 meses el periodo de
incapacidad, El IESS cancelara al beneficiario el subsidio transitorio por incapacidad
sobre el 100 % del valor de la pensién que reciba y el empleador cancelard el aporte
correspondiente sobre el 100 % del tltimo sueldo percibido durante el tiempo que se
otorgue la prestacién, el cual puede ser maximo de un afio (contado desde la fecha
de la incapacidad o desde el vencimiento de la cobertura del subsidio transitorio por
enfermedad que otorgue el Seguro General de Salud del IESS). La duracién y cuantia

de la prestacion la resuelve la Sala del Comité Valuador.

Nota: Si dentro del periodo de otorgacion del subsidio por incapacidad, ésta deviniere

en absoluta y permanente, se acreditara derecho a la pension de jubilacién por invalidez.
Caso ¢ (Jubilacién por invalidez)

Requisitos (segun la Ley de Seguridad Social del 2018)

1. La incapacidad absoluta y permanente del asegurado para todo trabajo, sobre-
venida en la actividad o en periodo de inactividad compensada, cualquiera sea la

causa que la haya originado.

2. El asegurado registre no menos de 60 imposiciones mensuales, de las cuales no

menos de 6 deberan ser inmediatamente anteriores a la incapacidad.

3. Si el asegurado se encuentra cesante, su incapacidad debe estar sobrevenida den-
tro de los 2 afios siguientes al cese, y siempre que cuente con un minimo de 120
imposiciones mensuales; y no fuere beneficiario de otra pensién jubilar, salvo la

de invalidez que proviene de la misma contingencia.

Beneficios (segin la Ley de Seguridad Social del 2018 y la normativa C.D. TESS 554
y C.D.100 del 2017)

Para obtener la pension que la persona jubilada se haria acreedora se debe proceder

con el siguiente calculo:

1. Calculamos el promedio anual de las remuneraciones de todos los anos.
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2. Una vez obtenidos los promedios anuales de las remuneraciones historicas, toma-

mos los cinco (5) afios con promedios mas altos.

3. Calculamos el promedio de las 60 remuneraciones de los cinco (5) anos con pro-
medios mas altos seleccionados en el paso 2. Este valor constituye la base de

calculo.

Remuneracién 1 + - - - + Remuneracion 60

60

Base de calculo =

4. A continuacién procedemos a identificar el coeficiente de acuerdo a los afios de

aportaciones en la siguiente tabla:

Anos de imposiciones | Coeficiente | Anos de imposiciones | Coeficiente
5 0.4375 23 0.6625
6 0.4500 24 0.6750
7 0.4625 25 0.6875
8 0.4750 26 0.7000
9 0.4875 27 0.7125
10 0.5000 28 0.7250
11 0.5125 29 0.7375
12 0.5250 30 0.7500
13 0.5375 31 0.7625
14 0.5500 32 0.7750
15 0.5625 33 0.7875
16 0.5750 34 0.8000
17 0.5875 35 0.8125
18 0.6000 36 0.8325
19 0.6125 37 0.8605
20 0.6250 38 0.8970
21 0.6375 39 0.9430
22 0.6500 40 1.0000

Cuadro 3.1: Coeficientes de acuerdo a los afios de aportacién [4]

5. Luego, multiplicamos el coeficiente obtenido por la base de calculo:

Pension calculada = Coeficiente x Base de calculo (3.1)
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Nota: Desde los 41 anos de aportes en adelante, se incrementa 0.0125 por cada

ano de imposiciones adicionales.

6. Finalmente, comparamos este resultado con la pensiéon minima y pensién maxima

que entregd el IESS en el 2019 de acuerdo a los afios de aportaciones de la siguiente

manera;
Anos de imposiciones | Pensién minima
Hasta 10 $197.00
11-20 $236.40
21-30 $275.80
31-35 $315.20
36-39 $354.60
40 y més $394.00
Cuadro 3.2: Pensién minima 2019 [4]
Anos de imposiciones | Pensién maxima
10-14 $985.00
15-19 $1,182.00
20-24 $1,379.00
25-29 $1,576.00
30-34 $1,773.00
35-39 $1,970.00
40 y mas $2,167.00
Cuadro 3.3: Pensién méxima 2019 [4]
Pensién 1 = Méximo(Pensién minima, Pensién calculada) (3.2)
Pensién a recibir = Minimo(Pensién méxima, Pensién 1) (3.3)

Es preciso aclarar que el tiempo que demora el tramite para confirmar la incapacidad
del afiliado no es fijo, y puede durar hasta aproximadamente 2 anos. El procesamiento
de la solicitud de calificacion; y la disponibilidad y eficiencia del médico calificador,
médicos especialistas y la Sala del Comité Nacional Valuador son factores que influyen

en la culminacién del tramite mencionado.
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En este sentido, propondremos una cobertura para los afiliados del IESS que se encuen-
tren saludables para que en caso de sufrir una enfermedad o accidente no profesional,
reciban el 80 % del promedio del tltimo afio de remuneracién durante el tiempo de du-
racion el contrato (2 anos). Asi, intentaremos proporcionar ingresos al asegurado para
que no pierda su poder adquisitivo durante el periodo que demore la calificacion de la
incapacidad, que como ya expusimos, es extenso y puede durar hasta aproximadamente

2 anos.

En caso de fallecimiento, la seguridad social ecuatoriana ofrece el seguro de muerte

montepio.

Seguro de muerte montepio (segin el Reglamento interno del régimen de transicién
del seguro de Vejez y Muerte del 2017)

Requisitos

El afiliado activo fallecido tenia, al momento de su muerte, abonadas por lo menos 60
imposiciones mensuales (5 afios de aportes) o si se hallaba en el periodo de proteccién

del seguro de muerte.
Beneficiarios

Tienen derecho a este monto en este orden (a falta del primer beneficiario, el segundo

tiene derecho):

1. Viudas o viudos (Cényuges o parejas que demuestren convivencia). Si la convi-
vencia es menor a dos anos, la existencia de un hijo es suficiente prueba. Los
hijos menores de 18 anos o con discapacidad también tienen un derecho a un

porcentaje de este monto.

2. Padres que hayan estado a cargo de la persona fallecida.

Beneficios

El viudo o la viuda o el o la sobreviviente de la unién de hecho, legalmente declarada,
cuando sea tinico o Unica beneficiaria de la pension de viudedad, percibira el 60 % de la
renta que le corresponde al causante. En caso de que exista grupo familiar se entregara
a la viuda el 60 % y 40 % restante se dividird de manera proporcional para el nimero de
hijos o hijas menores de edad habientes que tuvieren derecho, igual porcentaje recibiran

los padres con derecho a pensiéon de montepio.

La duracion de esta renta es de un periodo igual a la décima parte del tiempo cubierto

por imposiciones a la fecha de su cesantia.
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Nota: El monto de esta renta no puede ser menor a USD 200 ni mayor a USD 1800
para este 2020.

Se entrega también auxilios por funerales, el cual es un reembolso en dinero que se
entrega al fallecimiento del pensionista de jubilacién, pensionista de montepio y del
afiliado que tuviere registrados seis aportes mensuales, dentro de los tltimos doce meses

anteriores a su fallecimiento. El valor para el ano 2020 es de USD 1 357,73.

Por esta razon, en caso de producirse la muerte del afiliado del IESS ocasionada por
una enfermedad o accidente no profesional, plantearemos que sus beneficiarios reciban
el promedio de su ultimo ano de remuneraciéon mensualmente durante el tiempo de

duracion el contrato (2 afios).
En resumen, detallamos a continuacién los lineamientos del seguro propuesto.
Lineamientos

Un trabajador de edad x afiliado al IESS que se encuentra saludable contrata un seguro

de invalidez con las siguientes condiciones:

e Si el individuo se encuentra saludable y muere por una enfermedad o accidente
no profesional, sus beneficiarios reciben mensualmente el promedio de su ultimo

ano de remuneracion durante el tiempo de duracion del contrato.

e Siel individuo se incapacita por una enfermedad o accidente no profesional, recibe
menusalmente el 80 % del promedio de su ultimo ano de remuneracién durante

el tiempo de duracién del contrato.
e La cobertura es iinicamente por un periodo de 2 anos.

e El tipo de interés efectivo anual del 5 %.

3.2. Planteamiento de estados y ecuaciones diferen-
ciales mediante la ecuacién diferencial de Kol-

mogorov

Emplearemos la ecuacion diferencial de Kolmogorov para el caclulo de las probabilida-
des de transicion. De esta manera en el capitulo 4 presentaremos dos casos, el primero
soluciona el sistema de ecuaciones planteado de manera analitica, y el segundo lo apro-
xima a través del método Runge Kutta de orden 4. Para ambos casos, dicho sistema

estd basado en las ideas subsiguientes.
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El problema se presenta en el siguiente esquema:

11

I } Ussr

Estado 1: Saludable ‘

1z 13

LV . Uyse

22

Uyrs™ Uy
{ aH
S | /)
| Estado 2: Incapacitado | ‘l Estado 3: Fallece |

23
uI‘H:

Figura 3.1: Representacion grafica del seguro con tres estados

La ecuacién diferencial de Kolmogorov para el caso de tres estados 1(Saludable), 2(In-
capacitado) y 3(Fallece), se usa para plantear dos ecuaciones diferenciales. Notemos
que por la forma en que calcularemos la prima, nos sera de ayuda las probabilidades de
transicién del estado 1 al estado 1 (;pl!) y las probabilidades de transicion del estado

1 al estado 2 (;p}2). De la ecuacién diferencial de Kolmogorov tenemos:

Parai =7 =1,

d 11 > 1k k1 11 > 1k
@tpm = Z (tpx ux+t) — Py Z Ugp1¢
k=1,k#1 k=1,k#1 (3.4)

12 21 13 31 11, 12 13
= (Pz Uit + 100 Upi) — Do (Upty + uzhy)

Parai1 =1y 5 =2,

d 12 > 1k | k2 12 > 2k
%tpw = Z (tpx uac+t) — P2 Z qurt
k=1k+#2 k=1k+#2 (3.5)

1112 1332 12, 21 23
= (1pp Uy + 0p Upy) — 1D (U + Uz )

Ademaés, debemos considerar los siguientes supuestos:

1. La persona se encuentra saludable al inicio del proceso.
2. Si el individuo sufre un accidente o se enferma, no puede mejorar (u2l, = 0).

3. El estado 3(Fallece) es un estado absorbente (u3l, =0y u3%, =0).

Sabemos que una vez que se llega al estado 3(Fallece) no se puede volver a ningin otro

estado. Ademads, segiin nuestro modelo, no es posible regresar del estado 2(Incapacita-
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do) al estado 1(Saludable), bajo el supuesto de que el individuo estara tramitando su

calificacion de incapacidad en el IESS hasta el final de los 2 anos.

En este sentido, el modelo propuesto esta dado por las siguientes ecuaciones:

d 1 11/ 12 13

%tpx = —{Px (ux—l—t + U:c+t)

d 49 1112 12 23 (3.6)
%tpx = Py Ugpyt — Py Ugpty
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Capitulo 4

Resultados

En este capitulo explicaremos detalladamente el proceso analitico y numérico para
encontrar las probabilidades de transicion. Ademas, con ellas calcularemos la prima del
seguro. Finalmente, realizaremos una comparacion entre las dos soluciones obtenidas

por los procesos antes mencionados.

4.1. Solucion analitica

Como suponemos que las fuerzas de transiciéon son constantes en al menos un intervalo
de tiempo; las ecuaciones de Kolmogorov, con su respectiva condicién incial, quedan

de la siguiente manera:

d 11 _ 11/,,12 13
Etp:r = —Px (uw + Uy )

11
d g 1 (4.1)
s =y —ppuy  po= |0 L] =
0Pz 0

Matricialmente tenemos lo siguiente:

/
05 uy? —ui’) \ipy” 0

La solucién es de la forma P(t) = Ci1VieMt 4+ CyVae??t: con O, Cy constantes; Vi, Va

vectores propios y A1, A9 valores propios de la matriz.

Primero, encontremos los valores propios de la matriz usando el polinomio caracteris-
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tico.

T

|—(u9152 +tu’)=A 0

ul? —u2 — )\

oM = (0’ + )

Ahora, procedemos a calcular los valores propios para Ai:

0 0 vy (0
w2 —uZ w2+ ul3 ) \wy 0

urvy + (—u® +ul? 4+ uP)ve =0

Por ende,

Despejando vy,

<ug,3 —ul2 - u;3>
V1 = V2

12
ul‘

Con vg = u}?, obtenemos el vector propio:

23 .12 .13

Voo [ T
1= 12
ux

De la misma manera, procedemos a calcular los valores propios para Ao:
u? —ul? —ul? 0\ (v (0
ul? 0/ \v2 0
0
Vo =
1

Al sustituir A, A2, V7 v V5 en la soluciéon tenemos:

11 23 12 13
u —u—u 12, 13 0 23
tpglc2 - x 9152 x e—(uz +ug” )t + Oy e Uzt
tPx Uz 1

Por consiguiente,

= (—(u 4 ) =) (- = 3) =0

(4.3)

(4.4)

(4.8)

(4.9)

(4.10)

Finalmente, usemos la condicién inicial para encontrar las constantes Cy y Co. Es claro

que esta condicion, asi como las fuerzas de transicion, se modifican afio tras afio.
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Para el primer ano, tenemos:

1 23 12 .13 0
o [T T g (4.11)

12
Uy 1

En este sentido, se obtienen las siguientes ecuaciones:

1=Cy(u —ul? —ul?) (4.12)
0= Crul? + Cy (4.13)

Resolviendo el sistema obtenemos:

1 12
Cy = — Y (4.14)

Ch
u23 —yl2 —yl3

23— yl2 —yl37

Reemplazando C y C3 en la solucién final (4.10),

11 23 12 13 12
e | 1 Uy — Uyt — uy 6—(ui2+uglsg)t B Uy, 0 e—u?f’t
0,23 12 13 23 12 13
tpg U™ — Up™ — Uy U}UQ Uz™ — Up™ — Uy 1
(4.15)

Por ende, la solucién para cualquier tiempo ¢ tal que 0 <t < 1 es:

Pl = o~ (u? +ui®) (4.16)
12
P2 — Uy (e—(u£2+Ui3)t _ e—uigt), (4.17)

u23 —yl2 — 13

Realizamos el mismo procedimiento para encontrar las probabilidades para el segundo

ano (1 <t < 2); pero tomando como condicién incial el sistema evaluado en t = 1, es

11
. p , . .
decir p1 = 1 ‘f2 . Asi, obtenemos como solucién lo siguiente:
1Pz
il = o~z uz’) o= (updy gy ) (t-1) (4.18)
19 ef(u;2+ualv3)u%}%}le*(u;il—’_u;il)(t*l)
tPy = W23 a2 1B (4.19)
41 41 41
12 —(ul?+ud?), 12
U’x — u12+u13 —’LL23 € i i ul’+1 —’LL23 t—1
+ (6 ( x m)_e x )_ 53 v i3 e m+1( )

23 12 13
U™ — U™ — Uy Uzpr1 — ugc—|—1 - u:r—|—1

Recordemos que el sistema de ecuaciones generalmente tiene una soluciéon analitica

cuando las fuerzas de transicion son constantes en un intervalo de tiempo. De esta
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manera, para el siguiente ejemplo usaremos las probabilidades obtenidas por "La va-

loracién actuarial del Instituto Ecuatoriano de Seguridad Social al 31 de diciembre de

2018". Aplicando el supuesto exponencial a las mismas (u, = —In(p;)) obtendremos

las fuerzas de transicion, necesarias para el calculo deseado.

Entonces, consideremos a una persona de género femenino de 45 afios. Las fuerzas de

transicion para la misma, para el primer y segundo ano, son las siguientes:

Primer atio

Segundo afio

uj? = 0,0006376872

uj = 0,001037538

23 _

uzs = 0,033914660

uj% = 0,000781475

uld = 0,001105611

23 _

uzg = 0,033271410

Cuadro 4.1: Fuerzas de transiciéon para una mujer de 45 afios para el método analitico

Usando las las fuerzas de transicién encontradas en las ecuaciones anteriormente des-

critas, encontramos las probabilidades de transicion para el primer y segundo afio. Nos

ayudamos de ciertas funciones implementadas en RStudio para dicha tarea.
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t

11
tPx

12
tPx

0
1/12
2/12
3/12
4/12
5/12
6/12
7/12
8/12
9/12
10,12
11/12
12/12
13/12
14/12
15/12
16/12
17/12
18/12
19/12
20,12
21/12
22/12
23,12
24/12

1
0.999860407636615
0.999720834759257
0.999581281365207
0.999441747451746
0.999302233016153
0.999162738055710
0.999023262567698
0.998883806549400
0.998744369998096
0.998604952911070
0.998465555285605
0.998326177118984
0.998169195518384
0.998012238602325
0.997855306366924
0.997698398808302
0.997541515922577
0.997384657705871
0.997227824154303
0.997071015263996
0.996914231031072
0.996757471451653
0.996600736521863
0.996444026237826

0
0.000053061874134534
0.000105966588356549
0.000158714587241626
0.000211306314110509
0.000263742211032647
0.000316022718829719
0.000368148277079157
0.000420119324117665
0.000471936297044712
0.000523599631726030
0.000575109762797083
0.000626467123666565
0.000689651336546641
0.000752650398295893
0.000815464823161673
0.000878095123967266
0.000940541812115794
0.001002805397594180
0.001064886388977040
0.001126785293430610
0.001188502616716660
0.001250038863196350
0.001311394535834130
0.001372570136201600

Cuadro 4.2: Probabilidades de transicion para una mujer de 45 anos obtenidas por el

método analitico

Asi, calculamos el costo de la cobertura planteada. Primero, procedemos a determinar
el costo para cubrir la invalidez:
24 N

Costo Invalidez = > (0,80) (Promedio remuneracién) (., p;2)(1,05)” 12
=1 12

(4.20)

Tomando una remuneraciéon promedio del Gltimo ano de $1500 y usando los datos de
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las tablas anteriores obtenemos:

Costo Invalidez = (0,80)(1500) <(1p}1§)(1,05)_112 4+ (Mp}lg)(1,05)—?3)
12 12

= (0,80)(1500) ((0,000053)(1,05)112 + et (0,001373)(1,05)%3>
= 518,51
Asi también,
24
Variabilidad del Costo Invalidez = ;(0,8 X 1500)2(%21)}1;)(1,05)*2% — (18,51)2
) (4.21)
= (0,8 x 1500)2 ((0,000053)(1,05)_2112 + -
+(o,001373)(1,05)2?3) — (18,51)?
= $220439,54
Ahora, calculamos el costo del seguro en caso de fallecimiento.
13 _

Las fuerzas de transicion del estado 1(Saludable) al estado 3(Fallecimiento) son uyz =
0,001037538 y uip = 0,001105611 para el primer afio y segundo aifio de cobertura,
respectivamente. Asi, la probabilidad de que un individuo fallezca si se encuentra en

buen estado de salud es:

12
—/ U45dt .
1—e JO si 0<t<11
= 1 (4.22)

/12 13

— | uggdt

l1—e J0 si 11 <t <23
Por tanto, el costo del seguro en caso de fallecimiento es:

23
Costo Fallecimiento = Z(Promedio remuneracién)(l,OE))_%( Lyt ) (4.23)
t=0
11 ) L
= (1500) >_(1,05) 12 (1 — e~ I 0,001087538dt
t=0
23 . L
+ (1500) 3~ (1,05)" 12 (1 — e~ Jo 0,001105611dt
t=12

= $3,07
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Asi también,

23
C . - 2 -2t 2
Variabilidad del Costo Fallecimiento = ;(1500) (1,05)"“12 (%q45+%) —(3,07)
(4.24)
I t —
_ (1500)2 2(1705)—2ﬁ(1 _ e Jo 0,001037538dt)
t=0
23 . le
+ (1500)2 Z (1705)721—(1 _ e Jo 0,001105611dt)
t=12
—(3,07)?
— $24382,14 (4.25)
De esta forma, el costo total de la cobertura es:
Costo Total = Costo Invalidez + Costo Fallecimiento (4.26)

= $18,51 + $3,07 = $21,57

Y la variabilidad total de la cobertura es la suma de la variabilidad del Costo de

Invalidez y la variabilidad del Costo de Fallecimiento.

Variabilidad del Costo Total = $224821,68

El valor total de la cobertura debe coincidir con el valor presente de los pagos mensuales

anticipados realizados por el asegurado.

23
_ -5 11
Valor Presente Pagos = P ;}(1,05) 12 (&p%)] (4.27)
= P[1+ (1,05)712(0,999860) + - - - + (1,05)™ 12 (0,996601)]
= 22 88P.

Debido al principio de equivalencia actuarial, el cual consistente en igualar los flujos
de caja a lo largo de la vida del seguro, ponderados por la probabilidad de ocurrencia;

tenemos,

Valor Presente Pagos = Costo Total (4.28)
22,88P = $21,57
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P =$094

En definitiva, una mujer de 45 anos que esté saludable pagaria $0,94 mensuales por el
seguro propuesto. En el caso de invalidez recibe $1200 mensualmente y en el caso de

fallecer sus beneficiarios reciben $1500 mensualmente, durante los 2 afios de cobertura.

Usando nuestra Shiny App, obtenemos precisamente el mismo resultado al ingresar los

datos de nuestro ejemplo propuesto y seleccionando el método analitico.

Proyecto de Titulacidn

Seguro de invalidez: Una aplicacion al caso ecuatoriano

Proponente: Mateo Sebastian Pavon Valencia

Nombre:

Janina Valencia

Edad: Género: Método: Interés(%):

45 Mujer - Analitico - 5
Ultimo afio de remuneracion:

Remuneracién Remuneracion Remuneracion Remuneracion Remuneracion Remuneracion
18): 3(8): 5(%): 7(8): 9(s): 11(8):

1500 1500 1500 1500 1500 1500
Remuneracion Remuneracion Remuneracion Remuneracién Remuneracion Remuneracion
2($): 4(s): B($): 8($): 10($): 12($):

1500 1500 1500 1500 1500 1500

| calcular ‘

Resultados

Janina Valencia , de 45 afios, debe realizar pagos mensuales de $ 0.94 para recibir: $ 1500 mensuales en caso de fallecimiento o § 1200
mensuales mientras se encuentre incapacitada (durante los 2 afios de plazo del contrato)

Figura 4.1: Resultados programa Shiny app mediante el método analitico

4.2. Solucién numérica

Aqui consideramos el caso en el que las fuerzas de transicién son conocidas pero depen-
den del tiempo. Por ende, para el siguiente ejemplo practico cosideramos el supuesto
de distribucién uniforme de las muertes para las fuerzas de transicion. Asi, usando
las probabilidades obtenidas de "La valoraciéon actuarial del Instituto Ecuatoriano de
Seguridad Social al 31 de diciembre de 2018", como en el caso anterior, y el supuesto
antes mencionado; las fuerzas de transicién se calculan de la siguiente de la siguiente

manera:

4z

—, 0<t< 1L 4.29
1—tq,’ - (4.29)

Ugp+t =

Escojamos, de igual forma que en el método anterior, una persona del género femenino
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de 45 afios. Las fuerzas de transicion para la misma, para el primer y segundo afio, son

las siguientes:

Primer ano Segundo afio

wl2 = 0,000637484 wl2 = 0,0007811697
45 = 1-0,000637484 46 — 1-0,0007811697 ¢

413 — _0,001037 13 — 0001105
45 = 1—0,001037¢ 46 — 1—0,001105¢

423 — _0.033346 23 — _0,032724
45 = 1—0,033346¢ 46 — 1-0,0327241

Cuadro 4.3: Fuerzas de transiciéon para una mujer de 45 anos para el método Runge
Kutta

Usamos la ecuacién de Kolmogorov y las fuerzas de transicion anteriores y planteamos

el sistema para el primer ano,

d 1 _ B 0,000637484 n 0,001037 11
dttpl” - 1 —0,000637484¢t 1 —0,001037¢ tPe (4.30)
d 19 0,000637484 1 0,033346 12 '
i tPr = tPr — \ 7 anazanns | tPx
att® 1 —0,000637484¢ 1 —0,033346t¢
Y para el segundo ano de cobertura,
d 4 0,0007811697 0,001105 11
Pz = — tPz
dtt" 1—0,0007811697¢t 1 —0,001105¢ (4.31)

d 4, (00007811697 . 0,032724 »
4’ = \ 1200007811697 ) =~ \1-0,032724¢ ) t'*

Como lo habiamos mencionado antes, usaremos el método Runge Kutta de orden 4 para
solucionar las ecuaciones diferenciales previas, con tamano de paso h = 1—12, y tomando
en cuenta la condicion incial de que el individuo se halla saludable al momento de la

adquisicion del seguro.

d 1 0,000637484 0,001037 1
atte = (1 ~0,000637484 T 1 0,001037t> Pz
b L l_ ( 0000637484 0,001037 ) tp“]
12 1—0,000637484t ' 1—0,001037¢t ) “*
by L l_ ( 0,000637484 N 0,001037 ) <p11 Lk )]
12 1—0,000637484(t + &) 1 —0,001037(t +5) ) \"'" 2
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L 0,000637484 N 0,001037 o ke
ST I2 1= 0,000637484(t + &) ' 1—0,001037(t + ) ) \"* 7 2

e L 0,000637484 N 0,001037 (ot + k)
4= 1= 0,000637484(t + &) ' 1—0,001037(t + %)) W= T

1
t+%pi1 = pit 4= 5 (k1 + 2ko + 2k3 + ky) (4.32)

d 1 0,000637484 . 0,033346 -
arthe = ( —0,000637484t> N (1 —0,033346t>
o L [(_ 0.000637484 1 0,033346 b
1= 92 |\ 1=0,000637484¢ ) P= — \ 1-0,033346¢ ) 1=
Lo L [ ( 0,000637484 ( )
12 |\ 1-0,000637484(t + &)
_( 0,033346 ) ( 2, )]
—0,033346(t + o)
K 0,000637484 ) ( )
12 [ \1-0,000637484(¢ + %)

B 0,033346 +
1—0,033346(t + 5;) 2

L1 0,000637484 (1) + 1)
712 |\1—0,000637484(t + L) ) \Pe T

B 0,033346 (12 1)
1— 0,033346(t + %) Zag

1
b = tpi? + 6(11 + 2ly + 213 + 1g) (4.33)

Y para el segundo ano de cobertura,

d 0,0007811697 0,001105 1
artfs =7 (1 —0,0007811607 1= 0,00110515)
g L B ( 0,0007811697 0,001105 ) 11]
12| \1-0,0007811697¢ = 1 —0,001105¢
[ 0,0007811697 0,001105 u ok
=3 (1 —0,0007811697(t + ;) 1 —0,001105(¢ + 1)) (f et 2)1
L ’ 24 ’ 24
b L B ( 0,0007811697 N 0,001105 ) <p11 N k:gﬂ
12 | \1-0,0007811697(t + ;) 1 —0,001105(¢t +55) ) \"* = 2
1 0,0007811697 0,001105 1
T B (1 —0,0007811697(t + ) Tz 0,001105(t + 15)) (2" + k?’)]
t+%ﬁil = + é(kl + 2ko + 2k3 + ky) (4.34)
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d 45 ( 0,0007811697 0 (0032724 -
at’* = \ 1200007811697 ) =~ \1-0,032724¢ ) tP*
;L [(_00007811697 \ . (_0,032724 b
"= 12 [\1=0,0007811697¢ ) P= ~ \1—-0,032724¢ ) P
1 0,0007811697 ki
b= N
12 [\ 1 —0,0007811697(¢ + 5;) 2
- 0,032724 o, b
1-0,032724(t + &) ) \** " 2
1 0,0007811697 0k
I3 == Py + &
12 [\ 1 —0,0007811697 (¢ + 5;) 2
0,032724 12 l2
(1 —0,032724(t + 214)> (ﬂ% * 2)1
1 0,0007811697
l = — ’ 11 k:
1T [(1 ~0,0007811697(t + 15)) (i3 +1s)
0,032724 b
- l
(1 —0,032724(1 + 112)> (e02” + 3)]
12 12 1
t—l—l—lsz =Py t 6([1 + 2l + 213 + l4) (4.35)

Asi, con la ayuda de ciertas funciones implementadas en RStudio, encontramos las

probabilidades de transiciéon para el primer y segundo anio de cobertura,
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t

11
tPx

12
tPx

0
1/12
2/12
3/12
4/12
5/12
6/12
7/12
8/12
9/12
10,12
11/12
12/12
13/12
14/12
15/12
16/12
17/12
18/12
19/12
20,12
21/12
22/12
23,12
24/12

1
0.999860453971328
0.999720917125478
0.999581389462449
0.999441870982240
0.999302361684853
0.999162861570287
0.999023370638541
0.998883888889617
0.998744416323514
0.998604952940232
0.998465498739770
0.998326053722130
0.998168976796035
0.998011911863150
0.997854858923477
0.997697817977016
0.997540789023765
0.997383772063726
0.997226767096898
0.997069774123281
0.996912793142875
0.996755824155681
0.996598867161698
0.996441922160926

0
0.000053050101994811
0.000105947170512974
0.000158690802456019
0.000211280592459995
0.000263716132876323
0.000315997013752426
0.000368122822812140
0.000420093145435901
0.000471907564640713
0.000523565661059876
0.000575067012922493
0.000626411196032733
0.000689588713119879
0.000752575836024180
0.000815372057495823
0.000877976867392227
0.000940389752653225
0.001002610197275960
0.001064637682289510
0.001126471685729190
0.001188111682610560
0.001249557144903190
0.001310807541504010
0.001371862338210470

Cuadro 4.4: Probabilidades de transicion para una mujer de 45 anos obtenidas por el

método Runge Kutta

Asi, calculamos el costo de la cobertura planteada tomando una remuneracién promedio
del dltimo ano de $1500. Primero, procedemos a determinar el costo para cubrir la
invalidez:

24 N

Costo Invalidez = > (0,80) (Promedio remuneracién) (; pi*)(1,05)” 12
t=1 2

(4.36)

= (0,80)(1500) ((lpﬁ)(l,%)‘fz +o <24p1§)(1,05)‘?3)
12 12
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= (0,80)(1500) ((0,000053)(1,05)—112 ot (0,001372)(1,%)-%3)

— $18.50
Asi también,
24
Variabilidad del Costo Invalidez = ;(0,8 X 1500)2(%1)}5)(1,05)—2% — (18,51)?
) (4.37)
= (0,8 x 1500)2 ((0,000053)(1,05)2112 +--
+(0,001372)(1,05)—2?3) — (18,50)?
= $220435,06
Ahora, calculamos el costo del seguro en caso de fallecimiento.
Las fuerzas de transicion del estado 1(Saludable) al estado 3(Fallecimiento) son ujs =

% y u}lg = % para el primer y segundo afio de cobertura, respectiva-

mente. Asi, la probabilidad de que un individuo fallezca si se encuentra en buen estado

de salud es:

Lyt (4.38)

Pero, por el supuesto de distribucién uniforme de las muertes,

1
L5+ 4 5Pas = s = oW (4.39)
Lo que implica que,
1
12445
T12q45+% — 1— 1%(]45 (440)
Por ende, tenemos que:
0,001037
12 .
W si0<t<11
12
= 4.41
%q45+% 0,001105 ( )
12 :
W si 11 <t <23
12
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Por tanto, el costo del seguro en caso de fallecimiento es:

23
L : . ot
Costo Fallecimiento = tEZO(Promedlo remuneracién)(1,05) 12 15yt ) (4.42)

w“*

1 0001037

o — 12

= (1500) > _(1,05)"1 (1_0001037t>
12

t=0
23 , 0,001105
+(1500) 3 (105) % (—ofbos
=12 S P
= $3,07
Asi también,
2 2 24 2
Variabilidad del Costo Fallecimiento = ;}(1500) (1,05) “12 (%q45+%) —(3,07)
(4.43)
) 11 ot 0,001037
— (1500)2 3" (1,05) 212 (1 03501037t)
t=0 12
23 . 0,001105
2 -25 12
+ (1500)° > (1,05) %12 (1_ 0’00110&)
t=12 12
— (3,07)?
= $%4384,87 (4.44)
De esta forma, el costo total de la cobertura es:
Costo Total = Costo Invalidez + Costo Fallecimiento (4.45)

= $18,50 + $3,07 = $21,57

Y la variabilidad total de la cobertura es la suma de la variabilidad del Costo de

Invalidez y la variabilidad del Costo de Fallecimiento.

Variabilidad del Costo Total = $224819,93

El valor total de la cobertura debe coincidir con el valor presente de los pagos mensuales

anticipados realizados por el asegurado.

23

Z(1a05)_1t2(1tzpi§)] (4.46)

t=0

Valor Presente Pagos = P
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1

= P[1+ (1,05)712(0,999860) + - - - + (1,05)™ 12 (0,996599)]
— 22 88P.

Debido al principio de equivalencia actuarial,

Valor Presente Pagos = Costo Total (4.47)
22,88P = $21,57
P = $0,94

En definitiva, una mujer de 45 anos que esté saludable pagaria $0,94 mensuales por el
seguro propuesto. En el caso de invalidez recibe $1200 mensualmente y en el caso de

fallecer sus beneficiarios reciben $1500 mensualmente, durante los 2 afios de cobertura.

Usando nuestra Shiny App, obtenemos precisamente el mismo resultado al ingresar los

datos de nuestro ejemplo propuesto y seleccionando el método numeérico.

Proyecto de Titulacién

Seguro de invalidez: Una aplicacion al caso ecuatoriano

Proponente: Mateo Sebastian Pavon Valencia
Nombre:

Janina Valencia

Edad: Género: Método: Interés(%):

45 Mujer - Numérico ¥ 5]

Ultimo afio de remuneracion:

Remuneracion Remuneracion Remuneracién Remuneracion Remuneracion Remuneracién
1($): 3(8): 5(8): 7($): 9($): 1($):

1500 1500 1500 1500 1500 1500
Remuneracion Remuneracion Remuneracién Remuneracion Remuneracion Remuneracién
2(%): 4(8): 8(S) 8(%): 10(8): 12($):

1500 1500 1500 1500 1500 1500
| Calcular |

z Resultados

Janina Valencia . de 45 afios, debe realizar pagos mensuales de $ 0.94 para recibir: $ 1500 mensuales en caso de fallecimiento o $ 1200
mensuales mientras se encuentre incapacitada (durante los 2 afios de plazo del contrato)

Figura 4.2: Resultados programa Shiny app mediante el método Runge Kutta

Es claro que obtuvimos los mismos resultados a través del método analitico y numérico.
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4.3. Comparacion

Para verificar la exactitud de la aproximacién del método Runge Kutta prodecemos a

visualizar las probabilidades de transicion obtenidas con ambos métodos.

11
® Dy

Probabilidades de transicién con el método analitico y numérico
1.000

0.999
Metodo
'>;<_ analitico
0.998 — Rk
0.997

)]

]

20 2
Meses

n

Fuente: Valoracién actuarial del IESS 2018

Figura 4.3: Probabilidad de transiciéon de Saludable a Saludable de una mujer de 45
anos

12
® Dy
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Probabilidades de transicion con el método analitico y numérico

1e-03

px12

5e-04

Qe+00

Metodo

analitico
RK

0 5 10 15 20 75
Meses
Fuente: Valoracion actuarial del [ESS 2018

Figura 4.4: Probabilidad de transicién de Saludable a Incapacitada de una mujer de 45

anos

Observamos que existe una ligera variaciéon a partir del mes 22, pero es insignificante

y no genera grandes cambios en los costos del seguro.

Por otro lado, consideremos un individuo del género masculino de 50 anos. Vamos a
utilizar 10 salarios mensuales, obtenidos del Boletin Estadistico Nro. 25 del TESS del

ano 2020, y comparar las primas obtenidas con cada uno de los métodos.

Ingreso mensual | Prima Runge Kutta | Prima Analtico
461.13 0.5988102 0.5986723
495.35 0.6432473 0.6430992
541.59 0.7032932 0.7031313
571.11 0.7416271 0.7414563
582.28 0.7561321 0.7559580
614.74 0.7982837 0.7981000
683.99 0.8882098 0.8880052
695.35 0.9029616 0.9027536
709.96 0.9219337 0.9217214
1127.79 1.4645158 1.4641785

Cuadro 4.5: Comparacion de primas mensuales para un hombre de 50 afios con distintos

salarios
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Primas mensuales con el método analalitico y numérico

1.50
1.25
® Metodo
W
E Primas.Analitico
& 1.00 )
— Primas.RK
075

600 800 1000
Ingresos
Fuente: Valoracidn actuarial del IESS 2018 y Boletin estadistico IESS 2020

Figura 4.5: Comparacion de primas mensuales para un hombre de 50 anos con distintos

salarios
Finalmente, también podemos tomar como referencia el salario basico unificado de

un ecuatoriano segtin el Ministerio del Trabajo en el afio 2020 ($400) y comparar las

primas obtenidas con ambos métodos segun diferentes edades (de 40 a 70 afos).
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Edad | Prima Runge Kutta

Prima Analfico

40
41
42
43
44
45
46
47
48
49
20
o1
52
23
o4
25
56
57
o8
29
60
61
62
63
64
65
66
67
68
69
70

0.1505043
0.1634688
0.1791756
0.1984992
0.2225024
0.2522946
0.2888242
0.3330463
0.3858789
0.4479504
0.5194285
0.5997552
0.6873189
0.7791670
0.8708931
0.9566652
1.0297803
1.0849173
1.1206154
1.1373750
1.1371352
1.1241552
1.1051088
1.0866740
1.0736320
1.0686674
1.0730996
1.0878088
1.1139037
1.1526332
1.2045224

0.1504988
0.1634588
0.1791610
0.1984795
0.2224770
0.2522624
0.2887846
0.3329963
0.3858134
0.4478625
0.5193089
0.5995923
0.6871003
0.7788815
0.8705335
0.9562317
1.0292817
1.0843655
1.1200210
1.1367446
1.1364662
1.1234312
1.1043012
1.0857446
1.0725359
1.0673513
1.0715009
1.0858517
1.1114955
1.1496611
1.2008498

Cuadro 4.6: Comparacion de primas mensuales para un hombre con un ingreso mensual

de $400 con distintas edades
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Primas mensuales con el método analalitico y numérico

125
1.00
w 075 Metodo
W
g Primas.Analitico
o — Primas.RK
0.50
025

40 50 &0 70
Edades

Fuente: Valoracion actuarial del IESS 2018 y Ministerio del Trabajo

Figura 4.6: Comparaciéon de primas mensuales para un hombre con un ingreso mensual

de $400 con distintas edades
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Capitulo 5
Conclusiones y Recomendaciones

A través del estudio de los procesos estocasticos y los conceptos basicos de la matema-
tica actuarial y financiera, pudimos formular una cadena de Markov de tres estados que
contribuyé a la fidelidad de nuestro producto actuarial y permitio establecer una equi-
valencia financiero-actuarial entre primas y prestaciones de un colectivo de individuos

en un horizonte temporal determinado.

Ademas, mediante el andlisis de las resoluciones y normativas dictadas por la Ley de
Seguridad Social, el Consejo Directivo del IESS y la Ley Organica de Discapacidades;
planteamos una serie de lineamientos que encajan con las necesidades de los afiliados
que posiblemente requeriran adquirir nuestro seguro de invalidez, con el objetivo de no

mermar la capacidad econémica de su ntcleo familiar durante 2 anos.

Enfocandonos en nuestro ejemplo, con ambos métodos obtuvimos que una persona del
género femenino de 45 anos cuya remuneracion promedio del ultimo ano es de $1500
tendria que pagar $0,94 mensuales, cantidad no significativa en relacién a su ingreso,
para recibir $1200 mensualmente en el caso de invalidez y en el caso de fallecer sus
beneficiarios reciben $1500 mensualmente, durante los 2 anos de cobertura. En el caso
de invalidez, la cantidad recibida por el asegurado le permitiria no mermar su poder

adquisitivo durante el tramite para la calificacion o la negacién de la incapacidad.

Matematicamente hablando, el uso de los métodos, analitico y numérico en nuestro
ejemplo, nos permitié observar que las fuerzas de transiciéon no son constantes en un
intervalo de tiempo; y por tanto dependen de este factor. Es asi que, en el ejemplo
presentado resuelto por Runge Kutta se uso el supuesto de la distribucion uniforme de

las muertes y se llegd a una aproximacion adecuada al resultado.

Por los puntos expuestos anteriormente, demostramos claramente nuestra hipotesis

principal: un seguro de invalidez planteado como un proceso estocastico y apoyado de
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técnicas actuariales, constituye un seguro accesible para todos los trabajadores afiliados

al Instituto Ecuatoriano de Seguridad Social.

Ademas, hemos establecido un punto de partida para estructurar en un futuro formula-
ciones actuariales y financieras mas complejas, que empleen metodologias de procesos

estocasticos; y por ello contribuyan a mejorar la seguridad social del Ecuador.

Como recomendacién, para mejorar el seguro propuesto, podriamos incluir a los inte-
grantes del nucleo familiar del afiliado anadiéndoles cierto beneficio, lo que a su vez

generaria un modelo con mas estados a considerar.
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Apéndice A

Tablas de mortalidad
Fuente: Valoracion actuarial del IESS al 31 de diciembre de 2018.

Tabla de mortalidad de afiliados

Mujeres Hombres

X Ly (o Pz ey X L Az Pz ey

15 | 100000.00 | 0.000398 | 0.999602 | 70.83 | 15 | 100000.00 | 0.000795 | 0.999205 | 67.19
16 | 99960.23 | 0.000398 | 0.999602 | 69.86 | 16 | 99920.49 | 0.000928 | 0.999072 | 66.24
17 | 99920.41 | 0.000400 | 0.999600 | 68.89 | 17 | 99827.78 | 0.001059 | 0.998941 | 65.30
18 | 99880.46 | 0.000402 | 0.999598 | 67.91 | 18 | 99722.06 | 0.001184 | 0.998816 | 64.37
19 | 99840.28 | 0.000406 | 0.999594 | 66.94 | 19 | 99604.03 | 0.001298 | 0.998702 | 63.45
20 | 99799.79 | 0.000410 | 0.999590 | 65.97 | 20 | 99474.75 | 0.001398 | 0.998602 | 62.53
21 | 99758.91 | 0.000415 | 0.999585 | 64.99 | 21 | 99335.64 | 0.001483 | 0.998517 | 61.62
22 | 99717.53 | 0.000421 | 0.999579 | 64.02 | 22 | 99188.35 | 0.001550 | 0.998450 | 60.71
23 | 99675.57 | 0.000428 | 0.999572 | 63.05 | 23 | 99034.64 | 0.001599 | 0.998401 | 59.80
24 | 99632.92 | 0.000436 | 0.999564 | 62.07 | 24 | 98876.28 | 0.001631 | 0.998369 | 58.89
25 | 99589.48 | 0.000445 | 0.999555 | 61.10 | 25 | 98714.97 | 0.001649 | 0.998351 | 57.99
26 | 99545.15 | 0.000455 | 0.999545 | 60.13 | 26 | 98552.23 | 0.001653 | 0.998347 | 57.09
27 | 99499.82 | 0.000467 | 0.999533 | 59.16 | 27 | 98389.37 | 0.001646 | 0.998354 | 56.18
28 | 99453.35 | 0.000480 | 0.999520 | 58.18 | 28 | 98227.43 | 0.001631 | 0.998369 | 55.27
29 | 99405.64 | 0.000494 | 0.999506 | 57.21 | 29 | 98067.21 | 0.001611 | 0.998389 | 54.36
30 | 99356.54 | 0.000510 | 0.999490 | 56.24 | 30 | 97909.18 | 0.001589 | 0.998411 | 53.45
31| 99305.91 | 0.000527 | 0.999473 | 55.27 | 31 | 97753.60 | 0.001567 | 0.998433 | 52.53
32 | 99253.59 | 0.000546 | 0.999454 | 54.30 | 32 | 97600.42 | 0.001547 | 0.998453 | 51.61
33 | 99199.42 | 0.000567 | 0.999433 | 53.33 | 33 | 97449.40 | 0.001533 | 0.998467 | 50.69
34| 99143.22 | 0.000589 | 0.999411 | 52.36 | 34 | 97300.03 | 0.001525 | 0.998475 | 49.77
35 | 99084.79 | 0.000614 | 0.999386 | 51.39 | 35 | 97151.61 | 0.001527 | 0.998473 | 48.84
36 | 99023.93 | 0.000641 | 0.999359 | 50.42 | 36 | 97003.28 | 0.001537 | 0.998463 | 47.92
37 | 98960.41 | 0.000671 | 0.999329 | 49.45 | 37 | 96854.23 | 0.001555 | 0.998445 | 46.99
38 | 98893.97 | 0.000704 | 0.999296 | 48.48 | 38 | 96703.64 | 0.001581 | 0.998419 | 46.06
39 | 98824.36 | 0.000740 | 0.999260 | 47.52 | 39 | 96550.76 | 0.001615 | 0.998385 | 45.14
40 | 98751.26 | 0.000779 | 0.999221 | 46.55 | 40 | 96394.81 | 0.001657 | 0.998343 | 44.21

Cuadro 5.1: Tabla de mortalidad de afiliados para ambos sexos
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Mujeres Hombres

X 1y o Pz e; | X I Qa Pz ey
41 | 98674.36 | 0.000821 | 0.999179 | 45.59 | 41 | 96235.05 | 0.001708 | 0.998292 | 43.28
42 | 98593.31 | 0.000868 | 0.999132 | 44.62 | 42 | 96070.71 | 0.001766 | 0.998234 | 42.35
43 1 98507.71 | 0.000920 | 0.999080 | 43.66 | 43 | 95901.03 | 0.001833 | 0.998167 | 41.43
44 | 98417.13 | 0.000976 | 0.999024 | 42.70 | 44 | 95725.23 | 0.001909 | 0.998091 | 40.50
45 1 98321.10 | 0.001037 | 0.998963 | 41.74 | 45 | 95542.51 | 0.001993 | 0.998007 | 39.58
46 | 98219.10 | 0.001105 | 0.998895 | 40.79 | 46 | 95352.07 | 0.002087 | 0.997913 | 38.66
47 | 98110.55 | 0.001180 | 0.998820 | 39.83 | 47 | 95153.06 | 0.002190 | 0.997810 | 37.74
48 1 97994.82 | 0.001262 | 0.998738 | 38.88 | 48 | 94944.65 | 0.002303 | 0.997697 | 36.82
49 | 97871.20 | 0.001352 | 0.998648 | 37.93 | 49 | 94725.97 | 0.002427 | 0.997573 | 35.90
50 | 97738.91 | 0.001451 | 0.998549 | 36.98 | 50 | 94496.09 | 0.002562 | 0.997438 | 34.99
51 | 97597.08 | 0.001561 | 0.998439 | 36.03 | 51 | 94254.01 | 0.002710 | 0.997290 | 34.08
52 | 97444.75 | 0.001682 | 0.998318 | 35.08 | 52 | 93998.57 | 0.002873 | 0.997127 | 33.17
53 | 97280.85 | 0.001816 | 0.998184 | 34.14 | 53 | 93728.49 | 0.003053 | 0.996947 | 32.26
54 | 97104.19 | 0.001964 | 0.998036 | 33.20 | 54 | 93442.35 | 0.003251 | 0.996749 | 31.36
55 1 96913.43 | 0.002129 | 0.997871 | 32.27 | 55 | 93138.53 | 0.003471 | 0.996529 | 30.46
56 | 96707.11 | 0.002312 | 0.997688 | 31.34 | 56 | 92815.23 | 0.003715 | 0.996285 | 29.57
57 | 96483.56 | 0.002515 | 0.997485 | 30.41 | 57 | 92470.40 | 0.003987 | 0.996013 | 28.67
58 | 96240.94 | 0.002741 | 0.997259 | 29.48 | 58 | 92101.73 | 0.004290 | 0.995710 | 27.79
59 | 95977.19 | 0.002992 | 0.997008 | 28.56 | 59 | 91706.64 | 0.004629 | 0.995371 | 26.90
60 | 95690.01 | 0.003273 | 0.996727 | 27.65 | 60 | 91282.16 | 0.005009 | 0.994991 | 26.03
61 | 95376.81 | 0.003587 | 0.996413 | 26.74 | 61 | 90824.97 | 0.005436 | 0.994564 | 25.16
62 | 95034.72 | 0.003938 | 0.996062 | 25.83 | 62 | 90331.26 | 0.005917 | 0.994083 | 24.29
63 | 94660.50 | 0.004331 | 0.995669 | 24.93 | 63 | 89796.74 | 0.006460 | 0.993540 | 23.43
64 | 94250.55 | 0.004772 | 0.995228 | 24.04 | 64 | 89216.64 | 0.007072 | 0.992928 | 22.58
65 | 93800.81 | 0.005267 | 0.994733 | 23.15 | 65 | 88585.73 | 0.007759 | 0.992241 | 21.74
66 | 93306.76 | 0.005824 | 0.994176 | 22.27 | 66 | 87898.41 | 0.008531 | 0.991469 | 20.90
67 | 92763.35 | 0.006451 | 0.993549 | 21.40 | 67 | 87148.58 | 0.009396 | 0.990604 | 20.08
68 | 92164.92 | 0.007158 | 0.992842 | 20.53 | 68 | 86329.75 | 0.010364 | 0.989636 | 19.27
69 | 91505.16 | 0.007957 | 0.992043 | 19.68 | 69 | 85435.02 | 0.011446 | 0.988554 | 18.46
70 | 90777.03 | 0.008860 | 0.991140 | 18.83 | 70 | 84457.12 | 0.012653 | 0.987347 | 17.67
71 | 89972.72 | 0.009883 | 0.990117 | 18.00 | 71 | 83388.50 | 0.013996 | 0.986004 | 16.89
72 | 89083.53 | 0.011042 | 0.988958 | 17.17 | 72 | 82221.43 | 0.015486 | 0.984514 | 16.12
73 | 88099.86 | 0.012358 | 0.987642 | 16.36 | 73 | 80948.11 | 0.017137 | 0.982863 | 15.37
74 | 87011.12 | 0.013854 | 0.986146 | 15.55 | 74 | 79560.87 | 0.018960 | 0.981040 | 14.63
75 | 85805.69 | 0.015556 | 0.984444 | 14.77 | 75 | 78052.38 | 0.020966 | 0.979034 | 13.90
76 | 84470.91 | 0.017496 | 0.982504 | 13.99 | 76 | 76415.91 | 0.023168 | 0.976832 | 13.19
77 | 82993.04 | 0.019708 | 0.980292 | 13.23 | 77 | 74645.51 | 0.025590 | 0.974410 | 12.49
78 | 81357.39 | 0.022235 | 0.977765 | 12.49 | 78 | 72735.36 | 0.028265 | 0.971735 | 11.80
79 | 79548.37 | 0.025125 | 0.974875 | 11.76 | 79 | 70679.48 | 0.031237 | 0.968763 | 11.13
80 | 77549.71 | 0.028433 | 0.971567 | 11.05 | 80 | 68471.68 | 0.034555 | 0.965445 | 10.48
81 | 75344.77 | 0.032222 | 0.967778 | 10.36 | 81 | 66105.62 | 0.038283 | 0.961717 | 9.83
82 | 72917.01 | 0.036568 | 0.963432 | 9.69 | 82 | 63574.91 | 0.042494 | 0.957506 | 9.20
83 | 70250.59 | 0.041556 | 0.958444 | 9.04 | 83 | 60873.34 | 0.047282 | 0.952718 | 8.59
84 | 67331.28 | 0.047284 | 0.952716 | 8.41 | 84 | 57995.12 | 0.052759 | 0.947241 | 7.99
85 | 64147.57 | 0.053868 | 0.946132 | 7.80 | 85 | 54935.38 | 0.059062 | 0.940938 | 7.41
86 | 60692.09 | 0.061437 | 0.938563 | 7.21 | 86 | 51690.80 | 0.066361 | 0.933639 | 6.84
87 | 56963.35 | 0.070142 | 0.929858 | 6.65 | 87 | 48260.55 | 0.074865 | 0.925135 | 6.29
88 | 52967.83 | 0.080153 | 0.919847 | 6.12 | 88 | 44647.53 | 0.084832 | 0.915168 | 5.76
89 | 48722.27 | 0.091666 | 0.908334 | 5.61 | 89 | 40860.01 | 0.096579 | 0.903421 | 5.25

Cuadro 5.2: Tabla de mortalidad de afiliados para ambos sexos
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Mujeres Hombres

X 1y o Pz e; | X Ly Qa Pz ey
90 | 44256.11 | 0.104897 | 0.895103 | 5.12 | 90 | 36913.78 | 0.110502 | 0.889498 | 4.76
91 | 39613.76 | 0.120093 | 0.879907 | 4.66 | 91 | 32834.74 | 0.127085 | 0.872915 | 4.29
92 | 34856.42 | 0.137523 | 0.862477 | 4.23 | 92 | 28661.93 | 0.146926 | 0.853074 | 3.84
93 | 30062.88 | 0.157481 | 0.842519 | 3.83 | 93 | 24450.76 | 0.170751 | 0.829249 | 3.41
94 | 25328.55 | 0.180283 | 0.819717 | 3.45 | 94 | 20275.76 | 0.199438 | 0.800562 | 3.01
95 | 20762.25 | 0.206257 | 0.793743 | 3.10 | 95 | 16232.00 | 0.234016 | 0.765984 | 2.64
96 | 16479.90 | 0.235733 | 0.764267 | 2.77 | 96 | 12433.46 | 0.275654 | 0.724346 | 2.29
97 | 12595.05 | 0.269026 | 0.730974 | 2.47 | 97 | 9006.13 | 0.325598 | 0.674402 | 1.97
98 | 9206.65 | 0.306409 | 0.693591 | 2.20 | 98 | 6073.76 | 0.385024 | 0.614976 | 1.69
99 | 6385.66 | 0.348080 | 0.651920 | 1.95 | 99 | 3735.22 | 0.454756 | 0.545244 | 1.43
100 | 4162.94 | 0.394118 | 0.605882 | 1.73 | 100 | 2036.60 | 0.534786 | 0.465214 | 1.20
101 | 2522.25 | 0.444430 | 0.555570 | 1.53 | 101 | 947.46 | 0.623561 | 0.376439 | 1.01
102 | 1401.29 | 0.498683 | 0.501317 | 1.35 | 102 | 356.66 | 0.717131 | 0.282869 | 0.84
103 | 70249 | 0.556249 | 0.443751 | 1.19 | 103 | 100.89 | 0.808558 | 0.191442 | 0.71
104 | 311.73 | 0.616142 | 0.383858 | 1.05 | 104 19.31 0.888450 | 0.111550 | 0.62
105 | 119.66 | 0.676990 | 0.323010 | 0.93 | 105 | 2.15 | 0.947678 | 0.052322 | 0.55
106 38.65 0.737054 | 0.262946 | 0.83 | 106 0.11 0.982154 | 0.017846 | 0.52
107 | 10.16 | 0.794310 | 0.205690 | 0.74 | 107 | 0.00 | 0.996212 | 0.003788 | 0.50
108 2.09 0.846635 | 0.153365 | 0.67 | 108 0.00 0.999607 | 0.000393 | 0.50
109 0.32 0.892075 | 0.107925 | 0.61 | 109 0.00 0.999986 | 0.000014 | 0.50
110 | 0.03 |0.929172 | 0.070828 | 0.50 | 110 |  0.00 | 1.000000 | 0.000000 | 0.50

Cuadro 5.3: Tabla de mortalidad de afiliados para ambos sexos
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Tabla de mortalidad pensionistas de invalidez

Mujeres Hombres

be Ly (o P e | X Ly [P Px [

20 | 100000.00 | 0.007903 | 0.992097 | 27.46 | 20 | 100000.00 | 0.007903 | 0.992097 | 26.55
21 | 99209.65 | 0.010739 | 0.989261 | 26.68 | 21 | 99209.65 | 0.010739 | 0.989261 | 25.75
22 | 98144.28 | 0.014085 | 0.985915 | 25.96 | 22 | 98144.28 | 0.014085 | 0.985915 | 25.03
23 | 96761.96 | 0.017866 | 0.982134 | 25.32 | 23 | 96761.96 | 0.017866 | 0.982134 | 24.38
24 | 95033.23 | 0.021960 | 0.978040 | 24.78 | 24 | 95033.23 | 0.021960 | 0.978040 | 23.81
25 | 92946.33 | 0.026205 | 0.973795 | 24.32 | 25 | 92946.33 | 0.026205 | 0.973795 | 23.34
26 | 90510.66 | 0.030420 | 0.969580 | 23.96 | 26 | 90510.66 | 0.030420 | 0.969580 | 22.95
27 | 87757.36 | 0.034417 | 0.965583 | 23.70 | 27 | 87757.36 | 0.034417 | 0.965583 | 22.66
28 | 84736.98 | 0.038028 | 0.961972 | 23.52 | 28 | 84736.98 | 0.038028 | 0.961972 | 22.45
29 | 81514.64 | 0.041111 | 0.958889 | 23.43 | 29 | 81514.64 | 0.041111 | 0.958889 | 22.31
30 | 78163.48 | 0.043570 | 0.956430 | 23.42 | 30 | 78163.48 | 0.043570 | 0.956430 | 22.25
31| 74757.92 | 0.045352 | 0.954648 | 23.46 | 31 | 74757.92 | 0.045352 | 0.954648 | 22.24
32 | 71367.49 | 0.046452 | 0.953548 | 23.55 | 32 | 71367.49 | 0.046452 | 0.953548 | 22.27
33 | 68052.34 | 0.046903 | 0.953097 | 23.68 | 33 | 68052.34 | 0.046903 | 0.953097 | 22.33
34 | 64860.47 | 0.046772 | 0.953228 | 23.82 | 34 | 64860.47 | 0.046772 | 0.953228 | 22.41
35 | 61826.83 | 0.046146 | 0.953854 | 23.96 | 35 | 61826.83 | 0.046146 | 0.953854 | 22.48
36 | 58973.75 | 0.045128 | 0.954872 | 24.10 | 36 | 58973.75 | 0.045128 | 0.954872 | 22.54
37 | 56312.40 | 0.043821 | 0.956179 | 24.21 | 37 | 56312.40 | 0.043821 | 0.956179 | 22.59
38 | 53844.72 | 0.042330 | 0.957670 | 24.30 | 38 | 53844.72 | 0.042330 | 0.957670 | 22.60
39 | 51565.49 | 0.040748 | 0.959252 | 24.35 | 39 | 51565.49 | 0.040748 | 0.959252 | 22.58
40 | 49464.29 | 0.039162 | 0.960838 | 24.36 | 40 | 49464.29 | 0.039162 | 0.960838 | 22.51
41 | 47527.19 | 0.037644 | 0.962356 | 24.33 | 41 | 47527.19 | 0.037644 | 0.962356 | 22.41
42 | 45738.09 | 0.036257 | 0.963743 | 24.27 | 42 | 45738.09 | 0.036257 | 0.963743 | 22.27
43 | 44079.74 | 0.035056 | 0.964944 | 24.16 | 43 | 44079.74 | 0.035056 | 0.964944 | 22.09
44 | 42534.47 | 0.034084 | 0.965916 | 24.02 | 44 | 42534.47 | 0.034084 | 0.965916 | 21.87
45 | 41084.71 | 0.033346 | 0.966654 | 23.85 | 45 | 41084.71 | 0.033346 | 0.966654 | 21.62
46 | 39714.69 | 0.032724 | 0.967276 | 23.66 | 46 | 39714.69 | 0.032909 | 0.967091 | 21.35
47 | 38415.07 | 0.032035 | 0.967965 | 23.44 | 47 | 38407.70 | 0.032907 | 0.967093 | 21.06
48 | 37184.45 | 0.031567 | 0.968433 | 23.20 | 48 | 37143.82 | 0.033005 | 0.966995 | 20.76
49 | 36010.64 | 0.031288 | 0.968712 | 22.94 | 49 | 35917.87 | 0.033196 | 0.966804 | 20.45
50 | 34883.92 | 0.031171 | 0.968829 | 22.66 | 50 | 34725.56 | 0.033468 | 0.966532 | 20.14
51 | 33796.57 | 0.031189 | 0.968811 | 22.38 | 51 | 33563.35 | 0.033814 | 0.966186 | 19.82
52 | 32742.48 | 0.031322 | 0.968678 | 22.08 | 52 | 32428.43 | 0.034225 | 0.965775 | 19.50
53 | 31716.93 | 0.031546 | 0.968454 | 21.78 | 53 | 31318.55 | 0.034692 | 0.965308 | 19.17
54 | 30716.39 | 0.031841 | 0.968159 | 21.47 | 54 | 30232.05 | 0.035206 | 0.964794 | 18.84
55 | 29738.35 | 0.032184 | 0.967816 | 21.16 | 55 | 29167.70 | 0.035757 | 0.964243 | 18.51
56 | 28781.25 | 0.032554 | 0.967446 | 20.85 | 56 | 28124.76 | 0.036334 | 0.963666 | 18.18
57 | 27844.30 | 0.032927 | 0.967073 | 20.53 | 57 | 27102.86 | 0.036929 | 0.963071 | 17.84
58 | 26927.47 | 0.033278 | 0.966722 | 20.21 | 58 | 26101.99 | 0.037528 | 0.962472 | 17.51
59 | 26031.37 | 0.033583 | 0.966417 | 19.89 | 59 | 25122.45 | 0.038119 | 0.961881 | 17.17
60 | 25157.16 | 0.033815 | 0.966185 | 19.57 | 60 | 24164.81 | 0.038690 | 0.961310 | 16.83
61 | 24306.48 | 0.033948 | 0.966052 | 19.23 | 61 | 23229.87 | 0.039227 | 0.960773 | 16.49
62 | 23481.33 | 0.033980 | 0.966020 | 18.89 | 62 | 22318.64 | 0.039720 | 0.960280 | 16.14
63 | 22683.43 | 0.033934 | 0.966066 | 18.54 | 63 | 21432.13 | 0.040182 | 0.959818 | 15.79
64 | 21913.69 | 0.033831 | 0.966169 | 18.17 | 64 | 20570.95 | 0.040628 | 0.959372 | 15.43
65 | 21172.32 | 0.033696 | 0.966304 | 17.79 | 65 | 19735.21 | 0.041076 | 0.958924 | 15.06

Cuadro 5.4: Tabla de mortalidad pensionistas de invalidez para ambos sexos
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Mujeres Hombres

X 1y [oF P eg X 1y A Pz ey
66 | 20458.90 | 0.033551 | 0.966449 | 17.40 | 66 | 18924.56 | 0.041546 | 0.958454 | 14.69
67 | 19772.48 | 0.033419 | 0.966581 | 16.98 | 67 | 18138.32 | 0.042056 | 0.957944 | 14.30
68 | 19111.71 | 0.033321 | 0.966679 | 16.55 | 68 | 17375.49 | 0.042628 | 0.957372 | 13.91
69 | 18474.89 | 0.033281 | 0.966719 | 16.11 | 69 | 16634.81 | 0.043282 | 0.956718 | 13.50
70 | 17860.03 | 0.033320 | 0.966680 | 15.64 | 70 | 15914.83 | 0.044042 | 0.955958 | 13.09
71 | 17264.94 | 0.033461 | 0.966539 | 15.16 | 71 | 15213.91 | 0.044933 | 0.955067 | 12.67
72 | 16687.25 | 0.033727 | 0.966273 | 14.67 | 72 | 14530.30 | 0.045983 | 0.954017 | 12.24
73 | 16124.43 | 0.034146 | 0.965854 | 14.17 | 73 | 13862.16 | 0.047223 | 0.952777 | 11.81
74 | 15573.84 | 0.034746 | 0.965254 | 13.65 | 74 | 13207.55 | 0.048688 | 0.951312 | 11.37
75 | 15032.72 | 0.035559 | 0.964441 | 13.12 | 75 | 12564.50 | 0.050419 | 0.949581 | 10.93
76 | 14498.17 | 0.036625 | 0.963375 | 12.59 | 76 | 11931.01 | 0.052464 | 0.947536 | 10.48
77 | 13967.17 | 0.037990 | 0.962010 | 12.05 | 77 | 11305.06 | 0.054879 | 0.945121 | 10.03
78 | 13436.56 | 0.039710 | 0.960290 | 11.50 | 78 | 10684.66 | 0.057731 | 0.942269 | 9.59
79 | 12902.99 | 0.041841 | 0.958159 | 10.96 | 79 | 10067.82 | 0.061090 | 0.938910 | 9.14
80 | 12363.12 | 0.044418 | 0.955582 | 10.42 | 80 | 9452.77 | 0.064995 | 0.935005 | 8.71
81 | 11813.97 | 0.047481 | 0.952519 | 9.88 | 81 | 8838.39 | 0.069475 | 0.930525 | 8.28
82 | 11253.03 | 0.051079 | 0.948921 | 9.34 | 82 | 8224.34 | 0.074562 | 0.925438 | 7.86
83 | 10678.24 | 0.055268 | 0.944732 | 8.82 | 83 | 7611.12 | 0.080288 | 0.919712 | 7.45
84 | 10088.08 | 0.060111 | 0.939889 | 8.31 | 84 | 7000.04 | 0.086680 | 0.913320 | 7.06
85 | 9481.67 | 0.065682 | 0.934318 | 7.81 | 85 | 6393.27 | 0.093762 | 0.906238 | 6.68
86 | 8858.90 | 0.072057 | 0.927943 | 7.32 | 86 | 5793.83 | 0.101550 | 0.898450 | 6.32
87 | 8220.56 | 0.079321 | 0.920679 | 6.85 | 87 | 5205.47 | 0.110046 | 0.889954 | 5.97
88 | 7568.50 | 0.087564 | 0.912436 | 6.40 | 88 | 4632.63 | 0.119239 | 0.880761 | 5.65
89 | 6905.77 | 0.096877 | 0.903123 | 5.96 | 89 | 4080.24 | 0.129101 | 0.870899 | 5.35
90 | 6236.76 | 0.107352 | 0.892648 | 5.55 | 90 | 3553.47 | 0.139578 | 0.860422 | 5.07
91 | 5567.23 | 0.119076 | 0.880924 | 5.16 | 91 | 3057.49 | 0.150594 | 0.849406 | 4.81
92 | 4904.30 | 0.132130 | 0.867870 | 4.79 | 92 | 2597.05 | 0.162042 | 0.837958 | 4.57
93 | 4256.30 | 0.146579 | 0.853421 | 4.44 | 93 | 2176.22 | 0.173788 | 0.826212 | 4.36
94 | 3632.41 | 0.162470 | 0.837530 | 4.11 | 94 | 1798.02 | 0.185664 | 0.814336 | 4.17
95 | 3042.26 | 0.179822 | 0.820178 | 3.82 | 95 | 1464.19 | 0.197474 | 0.802526 | 4.01
96 | 2495.19 | 0.198622 | 0.801378 | 3.54 | 96 | 1175.05 | 0.208995 | 0.791005 | 3.87
97 | 1999.59 | 0.218815 | 0.781185 | 3.30 | 97 929.47 | 0.219978 | 0.780022 | 3.76
98 | 1562.05 | 0.240301 | 0.759699 | 3.08 | 98 725.01 | 0.230157 | 0.769843 | 3.68
99 | 1186.69 | 0.262929 | 0.737071 | 2.90 | 99 558.14 | 0.239257 | 0.760743 | 3.64
100 | 874.67 | 0.286494 | 0.713506 | 2.75 | 100 | 424.60 | 0.246996 | 0.753004 | 3.62
101 | 624.09 | 0.310737 | 0.689263 | 2.66 | 101 | 319.73 | 0.253101 | 0.746899 | 3.65
102 | 430.16 | 0.335351 | 0.664649 | 2.63 | 102 | 238.80 | 0.257316 | 0.742684 | 3.71
103 | 285.91 | 0.359985 | 0.640015 | 2.70 | 103 | 177.36 | 0.259410 | 0.740590 | 3.83
104 | 182.98 | 0.384255 | 0.615745 | 2.94 | 104 | 131.35 | 0.259191 | 0.740809 | 3.99
105 | 112.67 | 0.407753 | 0.592247 | 3.46 | 105 97.30 0.256516 | 0.743484 | 4.22
106 | 66.73 | 0.000000 | 1.000000 | 4.50 | 106 | 72.34 | 0.000000 | 1.000000 | 4.50
107 66.73 0.000000 | 1.000000 | 3.50 | 107 72.34 0.000000 | 1.000000 | 3.50
108 66.73 0.000000 | 1.000000 | 2.50 | 108 72.34 0.000000 | 1.000000 | 2.50
109 66.73 0.000000 | 1.000000 | 1.50 | 109 72.34 0.000000 | 1.000000 | 1.50
110 66.73 0.000000 | 1.000000 | 0.50 | 110 72.34 0.000000 | 1.000000 | 0.50

Cuadro 5.5: Tabla de mortalidad pensionistas de invalidez para ambos sexos
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Tabla de decrementos miiltiples para afiliados

Mujeres Hombres

X 1y di df}y. d? X 1 df dj di.

15 | 100000.00 |  0.0000 0.2625 | 39.7689 | 15 | 100000.00 | 0.0000 2.3500 79.5059
16 | 99959.97 0.0000 0.2852 | 39.8183 | 16 | 99918.14 0.0000 2.4671 92.7124
17| 99919.87 0.0000 0.3187 | 39.9539 | 17 | 99822.96 0.0000 2.6256 | 105.7066
18 | 99879.59 0.0000 0.3652 | 40.1762 | 18 | 99714.63 0.0000 2.8288 | 118.0281
19 | 99839.05 0.0000 0.4280 | 40.4863 | 19 | 99593.78 0.0000 3.0811 | 129.2650
20 | 99798.14 0.0000 0.5115 | 40.8858 | 20 | 99461.43 0.0000 3.3878 | 139.0864
21 | 99756.74 0.0000 0.6218 | 41.3772 | 21 | 99318.96 0.0000 3.7554 | 147.2628
22| 99714.74 0.0000 0.7665 | 41.9631 | 22 | 99167.94 0.0000 4.1909 | 153.6754
23 | 99672.01 0.0000 0.9557 | 42.6471 | 23 | 99010.07 0.0000 4.7021 | 158.3128
24| 99628.41 0.0000 1.2017 | 43.4333 | 24 | 98847.06 0.0000 5.2965 | 161.2597
25 | 99583.77 0.0000 1.5197 | 44.3265 | 25 | 98680.50 0.0000 5.9816 | 162.6788
26 | 99537.93 0.0000 1.9274 | 45.3323 | 26 | 98511.84 0.0000 6.7634 | 162.7901
27 | 99490.67 0.0000 2.4447 | 46.4570 | 27 | 98342.29 0.0000 7.6459 | 161.8498
28 | 99441.77 0.0000 3.0925 | 47.7080 | 28 | 98172.79 0.0000 8.6300 | 160.1318
29 | 99390.97 0.0000 3.8906 | 49.0932 | 29 | 98004.03 0.0000 9.7120 | 157.9128
30 | 99337.98 0.0000 4.8542 | 50.6219 | 30 | 97836.40 0.0000 10.8822 | 155.4617
31| 99282.51 0.0000 5.9897 | 52.3043 | 31 | 97670.06 0.0000 12.1234 | 153.0334
32| 99224.21 0.0000 7.2907 | 54.1519 | 32| 97504.90 0.0000 13.4121 | 150.8675
33 | 99162.77 0.0000 8.7569 | 56.1777 | 33 | 97340.62 0.0000 14.7426 | 149.1902
34 1 99097.83 0.0000 10.4018 | 58.3958 | 34 | 97176.69 0.0000 16.1293 | 148.2201
35| 99029.04 0.0000 12.2464 | 60.8223 | 35 | 97012.34 0.0000 17.5946 | 148.0983
36 | 98955.97 0.0000 14.3221 | 63.4750 | 36 | 96846.65 0.0000 19.1700 | 148.8013
37 | 98878.17 0.0000 16.6754 | 66.3736 | 37 | 96678.68 0.0000 20.8981 | 150.2949
38 | 98795.12 0.0000 19.3722 | 69.5402 | 38 | 96507.48 0.0000 22.8346 | 152.5563
39 | 98706.21 0.0000 22,5049 | 72.9991 | 39 | 96332.09 0.0000 25.0518 | 155.5721
40 | 98610.71 0.0000 26.2022 | 76.7774 | 40 | 96151.47 0.0000 27.6442 | 159.3364
41| 98507.73 0.0000 30.6422 | 80.9052 | 41 | 95964.49 0.0000 30.7360 | 163.8501
42| 98396.18 0.0000 36.0735 | 85.4157 | 42 | 95769.90 0.0000 34.4926 | 169.1189
43 | 98274.69 0.0000 42.8450 | 90.3457 | 43 | 95566.29 0.0000 39.1377 | 175.1522
44| 98141.50 0.0000 51.4516 | 95.7354 | 44 | 95352.00 0.0000 44.9780 | 181.9619
45| 97994.31 0.0000 62.4698 | 101.6293 | 45 | 95125.06 0.0000 52.3446 | 189.5606
46 | 97830.21 0.0000 76.4220 | 108.0759 | 46 | 94883.16 0.0000 61.5022 | 197.9605
47 | 97645.71 0.0000 93.8469 | 115.1281 | 47 | 94623.69 0.0000 72.7154 | 207.1716
48 | 97436.74 0.0000 115.2515 | 122.8439 | 48 | 94343.81 0.0000 86.2280 | 217.2011
49 | 97198.64 0.5348 141.0156 | 131.2861 | 49 | 94040.38 1.1503 102.2166 | 228.0861
50 | 96925.81 0.5663 171.2576 | 140.5235 | 50 | 93708.92 1.2519 120.7293 | 239.9143
51| 96613.46 0.8073 | 205.6661 | 150.6321 | 51 | 93347.03 1.7298 141.6085 | 252.7887
52 | 96256.35 1.4743 243.3180 | 161.6950 | 52 | 92950.90 2.9190 164.4051 | 266.8230
53 | 95849.87 3.2826 282.5240 | 173.8047 | 53 | 92516.75 5.7867 188.3015 | 282.1442
54 | 95390.26 8.4804 | 320.7588 | 187.0636 | 54 | 92040.52 12,9648 | 212.0617 | 298.8925
55 | 94873.95 | 24.1915 | 354.7375 | 201.5801 | 55 | 91516.60 | 31.5764 | 234.0352 | 317.2128
56 | 94293.44 | 72.5082 | 380.6721 | 217.4457 | 56 | 90933.78 | 80.4102 | 252.2288 | 337.2240
57 | 93622.82 | 217.1865 | 395.1905 | 234.6533 | 57 | 90263.92 | 205.8447 | 264.7314 | 358.9270
58 | 92775.79 | 617.6109 | 397.3144 | 252.8575 | 58 | 89434.41 | 508.8798 | 270.7901 | 381.9776
59 | 91508.01 | 1579.7421 | 386.7271 | 270.8547 | 59 | 88272.76 | 1165.1609 | 269.9897 | 405.2459
60 | 89270.68 | 3429.3311 | 362.8255 | 285.9273 | 60 | 86432.37 | 2363.9797 | 261.7962 | 426.2826

Cuadro 5.6: Tabla de decrementos multiples para afiliados para ambos sexos
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Mujeres Hombres

< | L & & & | x| b & & &

61 | 85192.60 | 5946.7257 | 325.8320 | 294.1582 | 61 | 83380.31 | 4058.8286 | 245.8758 | 441.4116
62 | 78625.88 | 7981.1224 | 279.4520 | 293.0181 | 62 | 78634.19 | 5708.3608 | 223.1520 | 447.4887
63 | 70072.29 | 8617.7852 | 230.8670 | 283.8489 | 63 | 72255.19 | 6707.3256 | 196.3402 | 444.0643
64 | 60939.79 | 7921.8651 | 186.9476 | 270.9496 | 64 | 64907.46 | 6833.8023 | 168.9762 | 433.7057
65 | 52560.03 | 6571.5448 | 151.2505 | 258.6912 | 65 | 57470.98 | 6284.7102 | 143.9531 | 420.4120
66 | 45578.54 | 5190.9829 | 124.0608 | 249.6178 | 66 | 50621.90 | 5427.4077 | 122.7740 | 407.6344
67 | 40013.88 | 4092.4896 | 103.9811 | 244.3199 | 67 | 44664.09 | 4564.9845 | 105.6997 | 397.2356
68 | 35573.09 | 3354.9204 | 89.2525 | 242.0825 | 68 | 39596.17 | 3864.1465 | 92.2757 | 389.4442
69 | 31886.83 | 2907.3168 | 78.3756 | 241.6242 | 69 | 35250.30 | 3368.8420 | 81.7841 | 383.3145
70 | 28659.52 | 2619.1406 | 70.0961 | 241.7871 | 70 | 31416.36 | 3012.5361 | 73.4048 | 377.5606
71 | 25728.49 | 2409.1041 | 63.5153 | 241.8054 | 71 | 27952.86 | 2735.3327 | 66.4748 | 371.1719
72 | 23014.07 | 2225.1563 | 58.0819 | 241.2501 | 72 | 24779.88 | 2498.2364 | 60.5586 | 363.4744
73 | 20489.58 | 2032.6382 | 53.4681 | 240.0350 | 73 | 21857.61 | 2275.2725 | 55.3733 | 354.1177
74 | 18163.44 | 1811.3802 | 49.5022 | 238.4476 | 74 | 19172.85 | 2050.1412 | 50.7451 | 343.0873
75 | 16064.11 | 1556.5502 | 46.1203 | 237.1417 | 75 | 16728.87 | 1814.8648 | 46.5808 | 330.7031
76 | 14224.29 | 1290.7558 | 43.2988 | 236.9298 | 76 | 14536.72 | 1571.6822 | 42.8403 | 317.5675
77 | 12653.31 | 1044.9180 | 40.9833 | 238.4414 | 77 | 12604.63 | 1336.3164 | 39.4964 | 304.4479
78 | 11328.97 | 834.5896 | 39.0717 | 241.9876 | 78 | 10924.37 | 1121.2359 | 36.5070 | 291.9511
79 |10213.32 | 663.8127 | 37.4327 | 247.6207 | 79 | 9474.68 | 932.6160 | 33.8161 | 280.4300
80 | 9264.45 | 530.1710 | 35.9229 | 255.2014 | 80 | 8227.82 | 772.0744 | 31.3593 | 270.0291
81 | 8443.16 | 428.4855 | 34.4003 | 264.4461 | 81 | 7154.35 | 638.3696 | 29.0704 | 260.7337
82 | 7715.83 | 352.7261 | 32.7588 | 274.9542 | 82 | 6226.18 | 528.7458 | 26.8926 | 252.4128
83 | 7055.39 | 294.7130 | 30.9505 | 286.2741 | 83 | 5418.13 | 439.3355 | 24.7848 | 244.8635
84 | 6443.45 | 247.5368 | 28.9591 | 297.9823 | 84 | 4709.15 | 364.8868 | 22.7175 | 237.8882
85 | 5868.97 | 207.0539 | 26.7938 | 309.6897 | 85 | 4083.65 | 301.5090 | 20.6767 | 231.3457
86 | 5325.43 | 170.9003 | 24.4827 | 321.0114 | 86 | 3530.12 | 246.7411 | 18.6603 | 225.1356
87 | 4809.04 | 137.9301 | 22.0664 | 331.5352 | 87 | 3039.58 | 199.0702 | 16.6743 | 219.1699
88 | 4317.51 | 107.8560 | 19.5926 | 340.7868 | 88 | 2604.67 | 157.6051 | 14.7297 | 213.3454
89 | 3849.27 | 81.1447 | 17.1110 | 348.1785 | 89 | 2218.99 | 121.8408 | 12.8403 | 207.5134
90 | 3402.84 59.2452 14.6684 | 352.9141 | 90 | 1876.80 91.5478 11.0202 | 201.4451
91 | 2976.01 | 42.5905 | 12.3078 | 353.9500 | 91 | 1572.78 | 66.6898 9.2834 | 194.7884
92 | 2567.16 | 30.5670 | 10.0729 | 350.1025 | 92 | 1302.02 | 46.9683 7.6440 | 187.0449
93 | 2176.42 | 22.1946 8.0087 | 340.2243 | 93 | 1060.36 | 31.8496 6.1189 | 177.5933
94 | 1805.99 | 16.5133 6.1575 | 323.4055 | 94 | 844.80 20.6778 4.7285 | 165.7501
95 | 1459.92 | 12.7426 4.5542 | 299.1924 | 95 | 653.65 12.7561 3.4963 | 150.8839
96 | 1143.43 | 10.3133 3.2206 | 267.8017 | 96 | 486.51 7.4027 2.4456 | 132.5998
97 | 862.09 8.8436 2.1618 | 230.2863 | 97 | 344.06 3.9881 1.5949 | 110.9947
98 | 620.80 8.1018 1.3651 | 188.5872 | 98 | 227.48 1.9599 0.9515 | 86.9342
99 | 422.74 7.9747 0.8015 | 145.3985 | 99 | 137.64 0.8581 0.5066 | 62.2184
100 | 268.57 0.0000 0.4384 | 105.7476 | 100 | 74.05 0.0000 0.2336 | 39.5250
101 | 162.38 0.0000 0.2219 | 72.1093 | 101 | 34.30 0.0000 0.0892 | 21.3487
102 | 90.05 0.0000 0.1012 | 44.8768 | 102 | 12.86 0.0000 0.0265 9.2072

103 | 45.07 0.0000 0.0409 | 25.0584 | 103 3.62 0.0000 0.0056 2.9266
104 19.98 0.0000 0.0143 12.3019 | 104 0.69 0.0000 0.0008 0.6138
105 7.66 0.0000 0.0042 5.1833 | 105 0.08 0.0000 0.0001 0.0729

Cuadro 5.7: Tabla de decrementos multiples para afiliados para ambos sexos
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Apéndice B

Cdédigo de aplicativo web Shiny

Como bien sabemos, una aplicacién Shiny posee dos clases de archivos: uno llamado wui
que contiene la interfaz grafica de la aplicacién y otro denominado server que incluye
la parte funcional de la aplicacién. En nuestro caso, incluimos también un archivo
denominado global que envuelve todas las funciones y algoritmos para la lectura de

datos, manejo de objetos y resolucién de ecuaciones.
Ui

library (shiny)
shinyUI (fluidPage (

titlePanel ("Proyecto de Titulacion"),

h3("Seguro de invalidez: Una aplicacional casoecuatoriano"),

#Autor

p("Proponente: Mateo Sebastian Pavon ,Valencia"),

hr (),

HTML ("<style>_ body,{background -image: jurl (’https://
LuuuuStatic3.depositphotos.com/1000635/120/1i/950
uuuu/depositphotos_1208368-stock-photo-white-paper
uuuu-seamless -background. jpg’);

Uuuuuuuuuubackground -size:cover;r</style>"),

#Ingreso de datos

textInput (inputId="nomb",label = "Nombre:",value=", "),

fluidRow (

column (width=3,

numericInput (inputId "edad",
label = "Edad:",value =20,
min = 20, max = 105)

),
column (width=3,
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selectInput (inputId = "genero",

label = "Genero:",

choices c("Hombre","Mujer"))

),
column (width=3,

selectInput (inputId "metodo",

label = "Metodo:",

choices c("Analitico","Numerico"))

),
column (width=3,
numericInput (inputId = "interes",
label = "Interes(%):",
value = O,min = 0, max = 100),

span (textOutput ("indl"),

style="color :#89200A"),
span(textOutput ("warningl"),
style="color :#14890A,,")

)
),
strong(“Ultimouanoudeuremuneracion:”),
fluidRow (

column (width=2,

numericInput (inputId = "reml",
label =
"Remuneracion 1($):",value = O,min = 0),
span (textOutput ("warning2"),
style="color :#14890A,,"),
numericInput (inputId = "rem2",
label =
"Remuneracion_ 2($):",value = O,min = 0),
span (textOutput ("warning3"), style="color :#14890A")
),
column (width=2,
numericInput (inputId = "rem3",
label =
"Remuneracion;;3($):",value = O,min = 0),
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span (textOutput ("warning4"), style="color
numericInput (inputId =

label =

nrem4n,

"Remuneracion_ 4($):",value =
span(textOutput ("warning5"), style="color
),
column (width=2,

numericInput (inputId = "remb5",
label =
"Remuneracion 5($):",value =
span (textOutput ("warning6"), style="color
numericInput (inputId = "rem6",

label =

"Remuneracion  6($):",value =
span(textOutput ("warning7"), style="color
),
column (width=2,

numericInput (inputId = "rem7",
label =
"Remuneracion 7($):",value =
span (textOutput ("warning8"), style="color
numericInput (inputId = "rem8",

label =

"Remuneracion  8($):",value =
span(textOutput ("warning9"), style="color
),
column (width=2,

numericInput (inputId =

label =

nremgn,

"Remuneracion 9($):",value =
span (textOutput ("warningl0"),
numericInput (inputId =

label =

"rem10",

"Remuneracion ;10($):",value
span(textOutput ("warningll"),
),
column (width=2,
numericInput (inputId =

label =

"reml1l",
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:#14890A") ,

O,min = 0),

:#14890A")

O,min = 0),

:#14890A") ,

O,min = 0),

:#14890A")

O,min = 0),

:#14890A") ,

O,min = 0),

:#14890A")

O,min = 0),

style="color :#14890A"),

O,min =

0),
style="color :#14890A")



))

"Remuneracion ;11($):",value = O,min = 0),

span(textOutput ("warningl2"), style="color :#14890A"),

numericInput (inputId = "reml12",
label =
"Remuneracion 12($):",value = O,min = 0),

span (textOutput ("warningl3"), style="color :#14890A")

),

#Boton de calculo

actionButton (inputId="botonl",
label="Calcular", style=

"color : #07167F; background-color :#84E2DC"),
HTML ("<Center>"),

p(strong("Resultados")),

# display text output

textOutput ("mensual")
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Server
source("global .R")
library (shiny)

shinyServer (function (input, output) {

#Advertencia Interes
output$warningl<-renderText ({
if (input$interes<0){

"Error: El_ interes tiene  que ser positivo.
}3}
)
#Advertencia Salarios
output$warning2<-renderText ({

if (input$rem1 <0){

"Error: Laremuneraciontiene queser positiva.

}3}
)
output$warning3<-renderText ({

if (input$rem2<0){

"Error: Lagremuneraciontiene queser positiva.

13}
)
output$warningd<-renderText ({

if (input$rem3<0){

"Error: Lagremuneraciongtiene queserpositiva.

13}
)
output$warningb<-renderText ({

if (input$remd <0){

"Error: Lagjremuneraciongtiene queserpositiva.

}3}
)
output$warning6<-renderText ({

if (input$rem5<0){

"Error: Lagremuneraciongtiene queserpositiva.

}3}
)
output$warning7<-renderText ({

if (input$rem6<0){

"Error: Lagjremuneraciongtiene queserpositiva.
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+3}
)
output$warning8<-renderText ({

if (input$rem7<0){

"Error: Lagremuneraciontiene queser positiva.

33
)
output$warning9<-renderText ({

if (input$rem8<0){

"Error: Lagjremuneraciontiene queser positiva.

3}
)
output$warninglO<-renderText ({

if (input$rem9<0){

"Error: Lagremuneraciontiene que ser positiva.

+}
)
output$warningli<-renderText ({
if (input$rem10<0){

"Error: Lagremuneraciontiene queser positiva.

+}
)
output$warningl2<-renderText ({
if (input$rem11<0){

"Error: Lagremuneraciontiene queser positiva.

+}
)
output$warningl3<-renderText ({
if (input$rem12<0){

"Error: Lagremuneraciontiene queser positiva.

+}

#Guardo los input del action button
vals <- eventReactive (input$botonl, {
i<-input$interes
age<-input$edad
salaryl<-input$reml

salary2<-input$rem2
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salary3<-input$rem3
salary4<-input$remd
salary5<-input$remb
salary6<-input$rem6
salary7<-input$rem?
salary8<-input$rem8
salary9<-input$rem9
salaryl10<-input$remlO
salaryll<-input$remll
salaryl2<-input$reml?2
#Cambiar el valor del genero
if (input$genero=="Hombre"){

gender<-1

}

else{
gender<-0

}

#Cambiar el metodo

if (input$metodo=="Analitico"){

method<-1

}

if (input$metodo=="Numerico"){
method<-2

}

#Asigno los inputs a vals
vals<-c(i,age,
salaryl ,salary2,salary3,salary4,salary5,salary6
,salary7 ,salary8,salary9,salaryl0,salaryll,salaryl2
,gender ,method)
B

valsl <- eventReactive (input$botonl, {
if (input$genero=="Hombre"){

aux="incapacitado"

3

elseq
aux="incapacitada"

b

valsl=c(input$nomb,aux)
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1))

#Pago mensual
output$mensual <-renderText ({
#Action button 1
interes=vals () [1]/100
edad=vals () [2]
salariol=vals () [3]
salario2=vals () [4]
salario3=vals () [5]
salario4=vals () [6]
salariob=vals () [7]
salario6=vals () [8]
salario7=vals () [9]
salario8=vals () [10]
salario9=vals () [11]
salariol0=vals () [12]
salarioll=vals () [13]
salariol2=vals () [14]
genero=vals () [15]
metodo=vals () [16]
#Action button 2
nombre=vals1 () [1]
auxiliar=vals1 () [2]
#E1 salario es el promedio del ultimo ano de remuneracion
salario=mean(c(salariol ,salario2,salario3,
salario4 ,salariob,salario6,salario7 ,salario8,
salario9,salariol0,salarioll ,salariol2))
#nombre=vals () [6]
if (metodo==1){#Metodo Analitico
paste (nombre, ", de.",edad, "anos, debe
LuuuuuuuuuuuTrealizar pagos mensuales de ",
"$",round (pago_an(genero ,edad, interes,salario) ,2),
"parayrecibir:
UuuLuLuLULLULULLULULLLS ", round (salario ,2),

"mensuales en casode, fallecimiento o, $",

round (0.80*salario,2),

"mensuales
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LULUUULLLUUULLLLUuuuumientras  seyencuentrey”,
auxiliar,
"(durante los 2,anos
uuuuuuuuuuuuuuuuuuuuudeuplazoudeluContrato).")
}elseq{
paste (nombre, ", de_ ",edad,"anos, debe
LuuuLuuuuuuuuTrealizar  pagos mensuales de ",
"$" ,round (pago_pr(genero ,edad,interes,salario),2)
,"paragjrecibir:
UuuuuLLULULLLULUUULLULS", round(salario ,2),

"mensuales en_caso_de, fallecimiento o $",

round (0.80*salario ,2),
"mensuales

LUULLLLLLLLLLLLuuuuuumientras  se encuentrey”,
auxiliar, "(durante,_los 2 ,anos

LuuLLLLLLLULLLLLuuuuunde plazodel jcontrato) . ")

}
b
i)
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Global

#Librerias
library (shiny)
library (dplyr)
library(tidyverse)
library (ggplot2)
library(plotly)
library(rio)
library(rstanarm)
library (datos)
library (see)
library(pls)
library(tidyr)

### Lectura de tablas ###
#Afiliados

afiliados <- read.csv("afiliados.txt", sep="")

#Pensionistas invalidez

invalidez <- read.csv("pensionistas_invalidez.txt", sep="")
#Decrementos
decremento<- read.csv("decrementos.txt", sep="")
#px y gqx para el decremento de invalidez
decremento=decremento /%> %mutate (qxm=dx4m/lxm,
pxm=1-qxm,qxh=dx4h/1xh,pxh=1-q9xh)
#### CASO ANALITICO ####
## Fuerzas de transicion (O:mujer,l1:hombre)
#Vivo-invalidez
ux12_an=function(binario,edad){
if (binario==0){
ux12_an=-log(decremento [decremento$xm ==edad,"pxm"])
}
elseq
uxl1l2_an=-log(decremento[decremento$xh ==edad,"pxh"])
}

return (ux12_an)
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}

#Vivo-muerto

ux13_an=function(binario,edad){
if (binario==0){

uxl1l3_an=-log(afiliados[afiliados$xm ==edad,"pxm"])

}
elsed{
ux13_an=-log(afiliados[afiliados$xh ==edad,"pxh"])
}
return(ux13_an)

#invalidez —-muerto
ux23 an=function(binario,edad){

if (binario==0){

ux23_an=-log(invalidez[invalidez$xm ==edad,"pxm"])
}
elseq{

ux23_an=-log(invalidez[invalidez$xh ==edad,"pxh"])
}
return (ux23_an)

# Para el primer y segundo ano
tpxll_an=function(binario,edad){
x=vector (length = 25)
x[1:13]=exp(-(ux12_an(binario,edad)+ux13_an(binario,edad))*
seq(0,12/12,by=1/12))
x[14:25]=exp(-(ux12_an(binario,edad)+ux13_an(binario,edad)))*
exp(-(ux12_an(binario,edad+1)+ux13_an(binario,edad+1))*
(seq(13/12,24/12,by=1/12)-1))

return (x)

tpx12_an=function(binario,edad){
x=vector (length = 25)
x[1:13]=(ux12_an(binario,edad)/

(ux23_an(binario,edad)-ux12_an(binario,edad) -
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ux13_an(binario,edad))) *
(exp(-(ux12_an(binario,edad)+ux13_an(binario,edad)) *
seq(0,12/12,by=1/12)) -

exp (-ux23_an(binario,edad)*seq(0,12/12,by=1/12) ) )
x[14:25]=(C ( exp(-(ux12_an(binario,edad)
+ux13_an(binario,edad)))*ux12_an(binario,edad+1) *
exp(-(ux12_an(binario,edad+1)+
ux13_an(binario,edad+1)) *
(seq(13/12,24/12,by=1/12)-1) ) )
/(ux23_an(binario,edad+1) -
ux12_an(binario,edad+1) -
ux13_an(binario,edad+1)) ) +
#suma
( (ux12 _an(binario,edad)/
(ux23_an(binario,edad)-ux12_an(binario,edad) -
ux13_an(binario,edad))) *
(exp(-(ux12_an(binario,edad)+ux13_an(binario,edad))) -
exp (-ux23_an(binario,edad) ) )-
( exp(-(ux12_an(binario,edad)+
ux13_an(binario,edad)))*ux12_an(binario,edad+1) )/
( ux23_an(binario,edad+1)-uxl12_an(binario,edad+1)-
ux13_an(binario,edad+1) ) )=x*
exp (-ux23_an(binario,edad+1) *
(seq(13/12,24/12,by=1/12)-1))

return (x)

# Tabla con prob. transicion en los dos anos
tpx_an=function(binario,edad){
analitico=data.frame("tiempo"=seq(0,24/12,by = 1/12),
"tpxl1l"=tpxll_an(binario,edad)
,"tpx12"=tpx12_an(binario,edad))

return (analitico)

#E1 salario es el promedio del ultimo ano de remuneracion

#Costo invalidez: renta actuarial temporal pospagable

costoi_an=function(binario,edad,interes,salario){
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x=0.80*salario*tpx12_an(binario,edad) [2:25]*
(1+interes) " (-seq(1/12,24/12,1/12))
x=sum (x)

return (x)

# Costo fallecimiento: renta actuarial temporal prepagable
tq_xmast=function (binario,edad){
x=vector (length = 24)
x[1:12]=1-exp(-ux13_an(binario,edad)/12)
x[13:24]=1-exp(-ux13_an(binario,edad+1)/12)
return (x)
}
costos_an=function(binario,edad,interes,salario)q{
x=salario*tq_xmast (binario,edad)*(l+interes)”~(-seq(0,23/12,1/12))
x=sum (x)

return (x)

#Costo total

costo_total_an=function(binario,edad,interes,salario){
x=costoi_an(binario,edad,interes,salario)+
costos_an(binario,edad, interes,salario)

return (x)

#Pago Mensual
pago_an=function(binario,edad,interes,salario){
x=costo_total an(binario,edad, interes,salario)/

sum( (l+interes)”(-seq(0,23/12,1/12)) %

tpx11l_an(binario,edad) [1:24])

return (x)
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#### CASO NUMERICO ####

## Fuerzas de transicion(O:mujer ,1:hombre)

#t en[0,1]

#Vivo-invalidez
ux12_pr=function(binario,edad,t){

if (binario==0){

uxl2_pr=decremento[decremento$xm ==edad,"qxm"]/
(1-t*decremento [decremento$xm ==edad,"qxm"])

}

elseq
uxl2_pr=decremento[decremento$xm ==edad,"qxh"]/
(1-t*decremento [decremento$xm ==edad,"qxh"])

}

return (ux12_pr)

}
#Vivo-muerto
ux13_pr=function(binario,edad,t){
if (binario==0){
ux13_pr=afiliados[afiliados$xm ==edad,"qxm"]/

(1-t*afiliados[afiliados$xm ==edad,"qxm"])

}

elsed{
ux13_pr=afiliados[afiliados$xm ==edad,"qxh"]/
(1-txafiliados[afiliados$xm ==edad,'"qgxh"])

}

return (ux13_pr)

#invalidez —muerto
ux23_pr=function(binario,edad,t){

if (binario==0){

ux23_pr=invalidez[invalidez$xm ==edad,"qxm"]/
(1-t*invalidez[invalidez$xm ==edad,"qxm"])

}

elseq
ux23_pr=invalidez[invalidez$xm ==edad,"qgxh"]/

(1-t*invalidez[invalidez$xm ==edad,"qxh"])
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return (ux23_pr)

#Para el primer ano
tpx_anol_pr=function(binario,edad){
13)

13)

x=vector (length

y=vector (length
#Inicializando
tpxil=1
tpx12=0
i=2
#Vectores donde se guardan las probabilidades
x[1]=tpx11l
y[1]1=tpx12
#Runge Kutta
for (t in seq(1/12,12/12,1/12)) A
#1
k1=(1/12)*(-(ux12_pr(binario,edad,t)+
ux13_pr(binario,edad,t))*tpxil)
11=(1/12) *(ux12 _pr(binario,edad,t)*
tpx11l-ux23_pr(binario,edad,t)*tpxl2)
#2
k2=(1/12)*(-(ux12_pr(binario,edad,t+1/24)+
ux13_pr(binario,edad,t+1/24)) *x(tpx11+kl/2))
12=(1/12) *(ux12 _pr(binario,edad,t+1/24) *
(tpx11+k1/2)-ux23_pr(binario,edad,t+1/24)*(tpx12+11/2))
#3
k3=(1/12)*(-(ux12_pr(binario,edad,t+1/24)+
ux13_pr(binario,edad,t+1/24)) *(tpxl11+k2/2))
13=(1/12) *(ux12_pr(binario,edad,t+1/24) *
(tpx11+k2/2)-ux23_pr(binario,edad,t+1/24) *(tpx12+12/2))
#4
k4=(1/12)*(-(ux12_pr(binario,edad,t+1/12)+
ux13_pr(binario,edad,t+1/12)) *(tpx11+k3))
14=(1/12) *(ux12 _pr(binario,edad,t+1/12) %
(tpx11+k3)-ux23_pr(binario,edad,t+1/12)*x(tpx12+13))
#Resultado
tpx11=tpx11+(k1+2%xk2+2*k3+k4)/6
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tpx12=tpx12+(11+2%12+2*13+14)/6

x[i]=tpx11

y[il=tpx12

i=i+1
}
resultado=data.frame("tiempo'"=seq(0,12/12,1/12),
"tpxll"=x,"tpx12"=y)

return(resultado)

#Para el segundo ano
tpx_ano2_pr=function(binario,edad){
13)

13)

x=vector (length

y=vector (length

#Inicializando

tpxll=tpx_anol_pr(binario,edad) [13,2]

tpx12=tpx_anol_pr(binario,edad)[13,3]

i=2

#Vectores donde se guardan las probabilidades

x[1]=tpx11

y[11=tpx12

#Runge Kutta

for (t in seq(13/12,24/12,1/12)) {
#1
k1=(1/12)*(-(ux12_pr(binario,edad+1,t)+
ux13_pr(binario,edad+1,t))*tpxll)
11=(1/12)*(ux12_pr(binario,edad+1,t) *
tpx11l-ux23_pr(binario,edad+1,t)*tpx12)
#2
k2=(1/12)*(-(ux12_pr(binario,edad+1,t+1/24)+
uxl13_pr(binario,edad+1,t+1/24))*(tpx11+k1/2))
12=(1/12)*(ux12_pr(binario,edad+1,t+1/24) *
(tpx11+k1/2)-ux23_pr(binario,edad+1,t+1/24)* (tpx12+11/2))
#3
k3=(1/12)*(-(ux12_pr(binario,edad+1,t+1/24)+
uxl13_pr(binario,edad+1,t+1/24))*(tpx11+k2/2))
13=(1/12)*(ux12_pr(binario,edad+1,t+1/24) *
(tpx11+k2/2)-ux23_pr(binario,edad+1,t+1/24)* (tpx12+12/2))
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#4
k4=(1/12) *(-(ux12_pr(binario,edad+1,t+1/12)+
ux13_pr(binario,edad+1,t+1/12)) *(tpx11+k3))
14=(1/12)*(ux12 _pr(binario,edad+1,t+1/12) *
(tpx11+k3)-ux23_pr(binario,edad+1,t+1/12)*(tpx12+13))
#Resultado
tpxll=tpx11+(k1+2*k2+2%xk3+k4)/6
tpx12=tpx12+(11+2%12+2*13+14)/6
x[i]=tpx11
ylil=tpx12
i=i+1
}
resultado=data.frame("tiempo'"=seq(12/12,24/12,1/12),
"tpx11"=x,"tpxl12"=y)

return(resultado)

# Tabla con prob. transicion en los dos anos
tpx_pr=function(binario,edad){
duplicado=tpx_ano2_pr(binario,edad)[-1,]
row.names (duplicado)=c(1:12)
tpx_pr=rbind (tpx_anol_pr(binario,edad),duplicado)
return (tpx_pr)

#Costo invalidez: renta actuarial temporal pospagable
costoi_pr=function(binario,edad,interes,salario){
x=0.80*salario*tpx_pr(binario,edad)[-1,3]*
(1+interes) " (-seq(1/12,24/12,1/12))
x=sum (x)

return (x)

# Costo fallecimiento: renta actuarial temporal prepagable
tq_xmast_l1=function(binario,edad){

x=vector (length = 24)

if (binario==0){
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for (t in 1:12) {
x[t]l=(afiliados[afiliados$xm ==edad,"qxm"]1/12)/(1-(t/12)*
afiliados[afiliados$xm ==edad,"qxm"])

}

for (t in 13:24) {
x[t]l=(afiliados[afiliados$xm ==edad+1,"qxm"]/12)/
(1-(t/12)*afiliados[afiliados$xm ==edad+1,"qgxm"])

}
}
elseq{
for (t in 1:12) {
x[t]l=(afiliados[afiliados$xm ==edad,"qxh"]1/12)/(1-(t/12)*
afiliados[afiliados$xm ==edad,"qxh"])
}
for (t in 13:24) {
x[t]l=(afiliados[afiliados$xm ==edad+1,"qxh"]1/12)/(1-(t/12)*
afiliados[afiliados$xm ==edad+1,"qgxh"])
}
}
return (x)

costos_pr=function(binario,edad,interes,salario){
x=salario*tq_xmast_1(binario,edad)x*
(1+interes) " (-seq(0,23/12,1/12))
x=sum (x)

return (x)

#Costo total

costo_total_pr=function(binario,edad,interes,salario){
x=costoi_pr(binario,edad, interes,salario)+
costos_pr(binario,edad,interes,salario)

return (x)
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#Pago Mensual
pago_pr=function(binario,edad,interes,salario){
x=costo_total _pr(binario,edad,interes,salario)/
sum( (l+interes)”(-seq(0,23/12,1/12)) %
tpx_pr(binario,edad) [-25,2])

return (x)
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