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Resumen

Se presenta una construccién del célculo en el &mbito de los niimeros hipercom-
plejos, que permite definir una teoria analoga a la de las funciones holomorfas o
analiticas en el plano complejo, estableciendo las similitudes y diferencias con la
misma. Para ello, se utilizan representaciones matriciales de nimeros hipercomple-
jos, permitiendo clasificarlos y usar herramientas del dlgebra lineal. Por otro lado, se
considera una breve introduccién al célculo fraccionario, en especifico, se formula
el concepto de integral y derivada fraccionaria de Riemann-Liouville y sus propie-
dades basicas. Con estos preliminares, se estudian funciones fraccionarias analiticas
hipercomplejas, siendo de especial interés el caso particular de los niimeros comple-
jos generalizados. Finalmente, se realiza una exploracién de sucesiones de polino-
mios fraccionarios analiticos, que cumplan con la propiedad de «bajar» de grado al
aplicarles un operador adecuado que reemplace a la derivada en este contexto; y se
expone condiciones suficientes para poder rescatar el caso con derivadas ordinarias

como caso limite del desarollado con derivadas fraccionarias.

Palabras claves: ntiimeros hipercomplejos, cdlculo fraccionario, funciones frac-

cionarias analiticas, sucesiones de polinomios.
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Abstract

For the context of hypercomplex numbers, a construction of calculus is presen-
ted, which allows to define an analogous theory to the one of holomorphic or analy-
tic functions in the complex plane, stating similarities and differences. In order to
achieve this task, a matrix representation of a hypercomplex number is used, allo-
wing to use tools from standard linear algebra and to classify them. Furthermo-
re, an introduction to fractional calculus is considered, specifically the Riemann-
Liouville integral and derivative are studied and their basic properties. Taking into
account these preliminaries, fractional hypercomplex analytic functions are intro-
duced, being of special interest the particular case of generalized complex numbers.
Finally, series of fractional analytic polynomial are explored, with the additional
property of having one degree less when a substitute of the derivative for this con-
text, is applied. Sufficient conditions will be given to address the theory developed

for ordinary derivatives as the limit case for the theory with fractional derivatives.

Key words: hypercomplex numbers, fractional calculus, fractional analytic fun-

ctions, series of polynomials.
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Capitulo 1

Introduccion

Los niimeros hipercomplejos o dlgebras hipercomplejas, casos particulares de dlgebras
asociativas sobre R" que van a ser descritas en el capitulo dos, parten de una larga
tradiciéon en busca de generalizaciones relevantes para los cuerpos R y C. Histérica-
mente, uno de los primeros ejemplos se da en 1843 con el fisico Sir William Rowan
Hamilton, que describe con su nombre moderno a los cuaterniones H, un algebra so-
bre R*. Los cuaterniones ocupan un lugar especial en la fisica, ya que describen con
facilidad los movimientos de objetos en un espacio tridimensional [1, pag. 135-140].
Ademas, junto al campo real y complejo, son los tinicos ntimeros hipercomplejos
que son algebras de division, es decir, que todo niimero distinto de cero tiene inver-

so [18, Teo. 18.12]; este hecho fue descubierto por Frobenius en 1877.

Es un hecho conocido que el dlgebra de los cuaterniones tiene el inconveniente
de no ser conmutativa, porque xy = yx no siempre es cierto para todo x,y € H.
Esta propiedad es preservada para toda una familia de dlgebras hipercomplejas en
R", conocidas como dlgebras de Clifford ¢'¢,, las cuales también tiene profundas re-
laciones con ramas de la fisica como la mecanica cudntica, véase [1] y [7]. Debido a
esta relevancia, la teorfa concerciente para estas dlgebras hipercomplejas no conmu-

tativas estd muy avanzada, con respecto a sus contrapartes conmutativas.

Dos de los ejemplos mds importantes de dlgebras hipercomplejas conmutativas,
después de R y C, son el dlgebra de los niimeros complejos generalizados C, g y el
algebra de los bicomplejos BC. El dlgebra C, g se define sobre R?, depende de dos es-
calares reales a y 8, y el vector i = (0,1) cumple que i> = —Bi — «, englobando a los
nameros complejos, ya quesia = 1y = 0, entonces C, g es isomorfa a C. En gene-
ral, para otros valores de a y f, esto no se cumple y C, g no es un dlgebra de division.

Los ntimeros complejos generalizados fueron clasificados, usando como criterio el



signo del namero B% — 4a, por L. Yaglom en [26, Cap. 1] y son tiles para describir
geometrias no euclidianas en el plano ([11] y [27]). En cambio, los ntimeros bicom-
plejos son definidos sobre R* y son la versién conmutativa de los cuaterniones, por
tanto, por el teorema de Frobenius, tampoco todos los elementos son invertibles; su
importancia también radica en su capacidad para representar movimientos y gene-
ralizar geometrias no euclideanas a dimensiones superiores [16, Cap. 3]. Todos los
ntmeros hipercomplejos, conmutativos o no, han sido ya clasificados para R" con
n = 2,3,4 por [25], y para dimensiones superiores sigue siendo una rama activa de
investigacion. El andlisis hipercomplejo busca estudiar las derivadas para una funcién

definida en un 4lgebra hipercompleja.

El cdlculo o andlisis fraccionario es también una rama de la matematicas que bus-
ca generalizar conceptos tradicionales, pero esta vez con respecto a los operadores
diferenciales usuales, haciendo que la operacién de derivar n veces: %, tenga sen-
tido incluso si n no es un ntimero natural. Distintos operadores fraccionarios di-
ferenciales han sido propuestos, como son el caso de la derivada de Caputo y la
de Griinwald-Letnikov ([9] y [15]), entre otras; para este trabajo, sin embargo, se
considera una de las més simples: la derivada de Riemann-Liouville [17, Sec. 2.3].
Propiedades anélogas a la teoria del calculo clasico, como la linealidad y la regla del

producto, también son ciertas para el calculo fraccionario considerando esta deriva-
da.

Propuestas para unir ambas ramas, el andlisis hipercomplejo y el andlisis fraccio-
nario, han dado lugar a las funciones fraccionarias hipercomplejas. Uno de los primeros
estudios se dio en [14] donde se describe funciones fraccionarias en dlgebras de Clif-
ford, para la derivada fraccionaria de Caputo. Otros ejemplos son, el estudio de las
funciones fraccionarias con respecto a la derivada de Riemann-Liouville sobre el 4l-
gebra de los nimeros complejos [5], nimeros bicomplejos [6] y dlgebras de Clifford
[10].

Este trabajo se divide en 5 capitulos, siendo el primero la presente introduccion.

El segundo capitulo se basa en los preliminares necesarios para el desarollo de
los capitulos posteriores. En primer lugar, se discuten las distintas estructuras alge-
braicas usadas: anillos, dlgebras sobre espacios vectoriales y dlgebras hipercomple-
jas. En la seccion de anillos se asume la existencia de una identidad, y se recuerda los
resultados bésicos acerca de ideales principales que permiten asegurar, en el capitu-
lo cuatro, cudndo C, g es un cuerpo. En la seccion de dlgebras sobre espacios vectoriales

se postula la definicién de producto bilineal de un algebra y se demuestra que es



enteramente determinada por un arreglo de escalares reales, conocidos como cons-
tantes de estructura, ademas se determina la relacién de las dlgebras con los anillos.
Para la seccién de dlgebras hipercomplejas se postula condiciones necesarias y suficien-
tes para que un algebra sea hipercompleja, basadas en hipétesis sobre las constantes
de estructura, més atin se describen detalladamente los tipos mds importantes de al-
gebras hipercomplejas. Finalmente, usando las constantes de estructura se describen
representaciones matriciales .# y .#’, por la derecha e izquierda respectivamente;

las cuales son homomorfismos inyectivos
nxn
V — R"™",

donde V es un algebra hipercompleja sobre R"”. Dado que .# y .’ son iguales
cuando el dlgebra es conmutativa, se trabaja por facilidad solamente en ese caso y
los ejemplos se concentran para el caso de nimeros complejos generalizados y bi-
complejos. La representaciéon matricial de un namero x, es la matriz .#(x), a la que
también se le da el nombre de caracteristica, y de la cual se pueden deducir dis-
tintas propiedades. En efecto, se puede describir una magnitud |x|y (ver definicién
2.12) en funcién del determinante de esta matriz, a las conjugaciones del niimero
como soluciones de la ecuacion caracteristica det(.# (x) — Id - t) y a los elementos

invertibles como todos aquellos que tienen una matriz caracteristica singular.

La segunda parte del capitulo dos, se basa en una exposicion breve del calculo
fraccionario, centrandose en la integral y derivada de Riemann-Liouville y citando
los resultados més importantes para el trabajo, los cuales que se encuentran en [9],
[15], [17], [20], entre otros.

El tercer capitulo habla de la teoria del andlisis hipercomplejo, el cual cabe re-
calcar se simplifica gracias a que se ha asumido conmtutatividad del dlgebra hiper-
compleja, caso contrario la exposiciéon es mds detallada y laboriosa (ver [8] y [22]).
Se hace un recuento de las principales caracteristicas de la teoria para cuando el &l-
gebra a tratar es C, que no es otra cosa que el andlisis complejo. Luego de ello, se
postula el resultado principal para caracterizar a una funcién hipercompleja que ad-
mite una derivada, a las que se les bautiza como analiticas u holomorfas, enumerando
las propiedades de esta derivada, que se conoce como hipercompleja. Estas condi-
ciones son conocidas como condiciones de Scheffers y fueron demostradas en [21], la
exposicion presente formula estas condiciones de forma novedosa, usando la re-
presentacion matricial .# para afirmar asi que toda funcién hipercompleja analitica
tiene como jacobiano a una matriz caracteristica. Se demuestra que las condiciones

generalizadas de Cauchy-Riemann (véase [3]) son equivalentes a las de Scheffers,



en la version presentada, y como su nombre lo indica tienen como caso particular a
las condiciones de Cauchy-Riemann en C. En la dltima parte del capitulo se descri-
be un resultado original que permite afirmar que las componentes de una funcién
hipercompleja analitica, suficientemente regulares, admiten ser soluciones de n — 1
ecuaciones diferenciales ordinarias: Ag) =0,conl =1,...,n—1,donde V es un
algebra hipercompleja sobre R"” y 1 es un niimero natural; esto con analogia al he-
cho de que las componentes de una funcién holomorfa en C, son soluciones de la
ecuacion de Laplace A = 0. Ademas, en este resultado se ilustra la importancia de
las conjugaciones de un nimero hipercomplejo, ya que permiten factorizar a los

(1)

operadores diferenciales Ay,

En el capitulo cuarto se hace una discusioén detallada de los ntimeros hipercom-
plejos generalizados, clasificindolos y aplicando todos los conceptos de la teorfa
general, determinando asi su magnitud, determinante y conjugados. Se propone un

operador de Cauchy-Riemann:

o .d
—_— l_,
dy  ox
que tiene en su nticleo a todas las funciones analiticas definidas en C, g. Se considera

las diferencias presentadas con respecto al operador de Cauchy-Riemann usual que

1 24_1'1
2\ox dy/)’

Adicionalmente, se determina el operador conjugado de Cauchy-Riemann y se lo

se estudia en el andlisis complejo:

propone como un sustituto de la derivada hipercompleja, ya que es su multiplo. El
énfasis en los nimeros complejos generalizados se da para ilustrar la teorfa y como
podria generalizarse para los nimeros bicomplejos y otros ntimeros hipercomplejos

conmutativos.

Para terminar, el capitulo final se centra en definir funciones fraccionarias analiti-
cas sobre un dominio cuadrangular Q) en C, g, usando como modelo lo realizado en
[5]: definir un operador de Cauchy-Riemann fraccionario, que dependa de constan-
tes rg y r1 en el intervalo (0, 1) y estudiar las funciones que son parte de su ntcleo. Al
igual que en [14], lo cual motivé los estudios en [5] y [6], es de especial interés encon-
trar sucesiones de funciones polinomiales (Z"),cN, que consten de funciones frac-
cionarias analiticas y que al aplicarles el operador conjugado de Cauchy-Riemann,
bajen de grado, similarmente a como pasa con los polinomios ’fq—n, Los resultados

de este capitulo construyen los polinomios deseados y ademds permiten discernir

que, cuando B% — 4a = 0, no siempre es posible encontrar polinomios con estas ca-

4



racteristicas que no sean todos iguales a cero. Este afan se da para que en trabajos
futuros, funciones fraccionarias elementales y fraccionarias trigonométricas puedan
ser definidas, en Calﬁ, como series de potencias en los polinomios Z", trabajo que ya

ha sido realizado en [6] para el dlgebra BC.



Capitulo 2

Preliminares del analisis y el algebra

2.1. Fundamentos algebraicos

Se revisa conceptos preliminares acerca de estructuras algebraicas como son los
anillos, dlgebras hipercomplejas y de matrices; conceptos claves para la formulacién
tedrica en los capitulos posteriores. Muchas de los resultados no tienen demostra-
cién, a menos que sean originales o se quiere recalcar su importancia. Durante todo
este trabajo se entiende que [[1, n] es el intervalo discreto {1,2,3,...,n}y INT repre-

senta el conjunto de los ntimeros naturales 1,2, 3, . ..

2.1.1. Anillos

Se hard uso de algunos resultados de la teorfa de anillos en los capitulos siguien-
tes. Las definiciones y demostraciones de los resultados se pueden encontrar en de-
talle en [13, Cap. 3].

DEFINICION 2.1. Un anillo unitario es un conjunto R armado de dos operaciones

binarias
+:VxV —V

(x,y) — x+y

VXV —V
(x,y) — x-y,

tal que R con la operacién + es un grupo abeliano, esto es, cumple:

1. Asociatividad: (x +y) +z = x+ (y + z) para todo x,y,z € R.



2. Conmutatividad: x +y = y + x para todo x,y € R.
3. Existencia de neutro aditivo: Existe 0 € R tal que x + 0 = x para todo x € R.

4. Existencia de inverso aditivo: Para todo x € R existe —x tal que x + (—x) = 0.
Por otro lado, la operacién - cumple:

1. Asociatividad: x - (y-z) = (x - y) - z para todo x,y,z € R.

2. Distributividad por la derecha e izquierda: x - (y+z) = x-y+x-2z, (y+z) -x =
y-x+z-x para todo x,y,z € R.

3. Existencia de unidad: Existe un elemento1 € R talquel-a = a-1 = a para todo
a e R.

A la operacion + se le llamard adicion. En cambio, la operacion - se conocerd como
multiplicacion. Un anillo unitario se dice conmutativo si x -y = y - x para todo x, vy, €
R.

DEFINICION 2.2. Un ideal en un anillo unitario R es un subconjunto U tal que:

1. Es un subgrupo de R con respecto a la adicién, es decir u +v € U y también

—u € U, paratodou,v € U.
2. Se cumple queux € U y xu € U, paratodou € Uy x € R.

PROPOSICION 2.1. Dado un anillo unitario R y un ideal U se define el anillo cociente
como el conjunto R partido por la relacién de equivalencia x ~ y si y solo si x +

(—y) € U. Es decir, es el conjunto
R/U:={x+U : x € R},

donde x +U = y+ U six —y € U. Ademds, se definen la adicién y el producto
como
(x+U) + (X+U)=(x+x)+ U,

(x+U) - (¥ +U)=(x-x)+U.

Estas operaciones estdn bien definidas.

Demostracion. Véase [13, Lema 3.6]. H



DEFINICION 2.3. Un ideal U C R, en un anillo unitario R, se dice que es maximal si

para cualquier otro ideal W C R se tiene que U C W C R implicaW = RoW = U.

PROPOSICION 2.2. Sea R un anillo unitario conmutativo y U un ideal en R, entonces

U es un ideal maximal si y solo si R/U es un cuerpo.
Demostracion. Véase [13, Teo. 3.B]. O

El siguiente ejemplo es importante para discusiones futuras.

EJEMPLO 1. Dado un cuerpo K entonces el conjunto de polinomios, con coeficientes

en K, en una variable x:

n .
K[x] := {Zkixl :n€N, k; € K};
i=0

es un anillo unitario con la operacién de suma de dos polinomios
n . m .
p(x) =) aix', q(x) =) bix’;
i=0 i=0
p(x)+q(x) = fo(;( (n.m) (a; + b;)x' y la multiplicacion estard dada por
nm ]
p(x)-q(x) =} cix,
i=0

donde ¢; = Z;c:o a;b;_x. La unidad estd dada por el elemento neutro multiplicativo
del cuerpo K, visto como polinomio constante. Més atin, es un anillo conmutativo y

se conocerd como anillo polinomial.

PROPOSICION 2.3. Dado un anillo polinomial K[x], entonces si p(x) € K|x], se tiene
que

(p(x)) := {kp(x) : k€ K}
es un ideal.

Adicionalmente, (p(x)) es un ideal maximal si y solo si p(x) es irreducible en K, esto

quiere decir que no existe elemento a € K tal que p(a) = 0.
Demostracion. Véase [13, Lema 3.22]. H

Combinando la proposiciéon 2.2 y la proposicién 2.3, se obtiene:



PROPOSICION 2.4. Dado un cuerpo K, entonces el anillo cociente

Klx]/{p(x)) = {q(x) + (p(x))) : 9(x) € K[x]}

es un cuerpo si y solo si p(x) es irreducible en K.

2.1.2. Algebras sobre espacios vectoriales

DEFINICION 2.4. Sea K un cuerpo, un dlgebra sobre K es un K-espacio vectorial V,

armado de una operacion binaria

®:VxV —YV
(x,y) — xOy

que cumple las siguientes propiedades:

1. Distributiva por la izquierda: Para todo x,y,z € V, se tiene que x © (y +z) =
XOY+x0z.

2. Distributiva por la derecha: Para todo x,y,z € V se tiene que (x +y) ®z =
xOz4+yOz.

3. Compatible con la multiplicacion por escalar: Para todo x,y € V ya € K se tiene

quea(x ©y) = (ax) Oy = x © (ay).
A la operacion @ se le dice producto bilineal o, simplemente, producto del dlgebra V.

DEFINICION 2.5. Sean V, W, dlgebras sobre K. Un homomorfismo de dlgebras es una
aplicacion K-lineal T : V. — W tal que

T(xovy) =T(x) Ow T(y)

para todo x,y € V;donde ®y y ®w son los productos de V' y W, respectivamente.

Un dlgebra V se dice isomorfa a otra dlgebra W (notado por V = W), si es que existe

un homomorfismo de 4lgebras T : V. — W, que sea biyectivo.

DEFINICION 2.6. Una subdlgebra de un dlgebra V sobre K, es un K-subespacio vec-
torial U, tal que

xoOyed,
cuando x,y € V.

DEFINICION 2.7. Un producto ®, en un dlgebra V, se dice

9



e Asociativo: Si para todo x,y,z € V se tiene quex® (y ®z) = (x O y) O z.

e Conmutativo: Si para todo x,y € V se tienequex ©y =y © x.

Respectivamente, se dird que V es un dlgebra asociativa o conmutativa.

Un elemento e € V se dice una unidad sie ©x = x ©e = x paratodox € V. Si es

que existe una unidad en V entonces se dird que esta es un dlgebra unitaria.

Dada un dlgebra unitaria V, entonces un elemento x € V se dice que tiene un inverso
a la derecha (resp. a la izquierda) si es que existe y € V tal que x ©y = e (resp.
y ©® x = e). Un elemento x € V se dice invertible si es que tiene un mismo inverso a

la derecha como a la izquierda, es decir, existey € V talquex Oy =y O x = e.

OBSERVACION. De las definiciones, se observa que toda dlgebra asociativa unitaria
es un anillo unitario, donde la adicién es la suma del espacio vectorial sobre el que
estd definido el dlgebra, y la multiplicacién es el producto ©. De esta manera, todos
los resultados de la subseccion anterior son también ciertos para este tipo de algebra.
Un tratamiento mds completo de la relacién entre dlgebras y anillos lo realiza Roman
en [18].

Se puede comprobar facilmente lo siguiente.

LEMA 2.5. 5i V es un dlgebra y tiene una unidad e, entonces esta es tinica.

Six € V es invertible entonces tiene un tnico inversoy € V. Se le llamard el inverso

de x, y se lo escribe como x 1.

Si es que V tiene dimension finita entonces se fijard una base de la misma:
B =A{v1,...,0n},

con n = dim(V). Asi, cada elemento x € V es de la forma x =}/’ ; x;v;, con x; € K

para todo i € [1,n].
EJEMPLO 2.

e El espacio vectorial R? es un dlgebra sobre R, con el producto cruz de vectores
x . Este producto no es asociativo ni conmutativo y tampoco tiene unidad. Su

dimension es 3.

e Dado un cuerpo K, entonces el espacio vectorial K"*" de matrices cuadradas
n x n con coeficientes en K, es un 4lgebra sobre K. El producto de esta algebra

estd dado por la multiplicacién usual de matrices. Es asociativo, tiene unidad
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(dada por la matriz identidad), pero no necesariamente es conmutativo. Su

dimensién es 12.

Dado un cuerpo K, el conjunto de polinomios con coeficientes en K, en una

variable x:
n .
K[x] = {Zkixl :neN, k; € K};
=0

es un algebra sobre K. El producto esta dado por el producto entre polinomios,
considerando la regla x' ® ¥/ = x'*/. ES asociativo, tiene unidad (dado por el
elemento neutro multiplicativo del cuerpo K, visto como polinomio constante)

y conmutativo. Es de dimensién infinita.

Dado un K-espacio vectorial V, entonces el espacio de los operadores K-lineales
L:V — V, denotado por Zk(V), es un algebra sobre K. El producto esta da-
do por la composicién de operadores. El operador identidad i : V — V, con
i(x) = x para todo x € V, serd la unidad. Es asociativo pero no conmutativo.

Es de dimension infinita.

En el espacio vectorial R? podemos definir un estructura de 4lgebra sobre R,

por medio del producto

(x1,x2) ©® (y1,¥2) = (x1y1 — X2Y2, X1Y2 + X2U1).

El producto es asociativo, tiene unidad (dado por el vector (1,0)) y es conmu-
tativo. La dimensién de esta dlgebra es 2 y serd conocida como dlgebra de los
niimeros complejos, denotada por C. Usualmente a un dupla (x1,x,) € R? se
la escribe como x1 + ix; (de esta manera: i = (0,1), > = —(1,0) = —1) y el

producto se leera como

(x1 +ix2) (y1 +iy2) = X351 — x2y2 + i(x1y2 + X201).

Por todas las propiedades anteriores y dado que todo elemento distinto de

cero tiene un inverso, se puede concluir que C es también un cuerpo.

DEFINICION 2.8. [19] Sea K un anillo unitario. Una matriz de matrices n X n en K es

una familia de escalares { Hyjx} C K coni,j,k € [1,n] tal que para cadai € [1,n] se

tiene que (Hijk)jk e K,

LEMA 2.6. Sea V un K-espacio vectorial de dimension n € Nt, Z = {vy,...,0,}

una base de V y H = {H;jx} una matriz de matrices n X n, entonces existe un tinico
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producto ® que hace de V un dlgebra y tal que verifica
0; QU = Z Hjjog Vi, j € [1,n] (2.1)

Demostracién. Supongamos que existe otro producto ® que hace de V un 4lgebra y

que cumple (2.1), entonces se puede ver que para todo x,y € V:

N (m (2ij,->) 3w (),
h : j=1
=) Y xy(wi@v) = Y xiyHiox,

donde hemos usado (2.1) y las tres propiedades del producto bilineal, repetidamen-

te. De manera analoga, también se cumple:

n
xOy =Y xyHjvg (2.2)
ijk=1
por tanto ® y ® coinciden.

Se ha probado asi que toda matriz de matrices H y toda base % determinan un
tnico producto bilineal ® en V tal que cumple (2.1). Més atn, se sigue que todo
producto bilineal definido en un espacio vectorial de dimension finita es descrito

por una ecuacién de la forma (2.2). O

OBSERVACION. A los escalares H;j; € K que determinan el producto bilineal en V,

por medio de (2.1) se les llamara constantes de estructura.

OBSERVACION. Toda élgebra sobre K, de dimensién finita 7, es isomorfa (como es-

pacio vectorial) a K", por medio de la aplicacion K-lineal:

n n
Z Xivj — Z Xi€i,
i=1 i=1

donde e; es el i-ésimo vector canénico en IR":

i-ésima posicién

En adelante, se asumird por defecto a K" (junto con la base canénica) para referirnos

a una algebra sobre K de dimensién n. Por convencién, se asume que el primer
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vector de la base canénica:
(1,0,...,0)

es la unidad, si es que esta existe, y se representara por el simbolo 1. Ademas, para
simplificar la notacién, al producto x © y se lo escribird como la yuxtaposicién xy,

siempre que no haya riesgo de confusion.

EJEMPLO 3. Por el lema 2.6, un 4lgebra de dimensién finita se puede describir sola-
mente sabiendo como es el producto en los elementos de la base, por medio de la

ecuacion (2.1).

e En el espacio vectorial R* se construye un dlgebra sobre R. Para ello, se escribe

una cuadrupla (x1, xp, x3,x1) € R* como
x1 + ixp + jx3 + kxg.

Es decir 1 = (1,0,0,0),i = (0,1,0,0), j = (0,0,1,0) y k = (0,0,0,1). Ya que 1

debe ser la unidad, se satisface:

ij=k ji=—k

Para extender el producto a todos los elementos x = x1 + ixy + jx3 + kxg, se
asume la propiedad distributiva. Esto define un producto asociativo y no con-
mutativo. Se verifica que todo elemento tendra un inverso. La dimensién del
algebra es 4 y serd conocida como dlgebra de los cuaterniones, denotada por IH.

Como no es conmutativo, no es un cuerpo.

e En IR?, por otro lado existe otra estructura de dlgebra muy similar, conocida
como dlgebra de los bicomplejos, denotada por BC, la cual cumple en cambio

que
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Esto define un producto que es asociativo y conmutativo. Sin embargo, no

todos los elementos son invertibles y tampoco es un cuerpo.

2.1.3. Algebras hipercomplejas

El siguiente concepto, como se lo presenta, se puede encontrar en [19], [23] y [25].

DEFINICION 2.9. Un dlgebra V sobre el cuerpo R, que sea unitaria, asociativa y de
dimension finita se dice que es un sistema de niimeros hipercomplejos o dlgebra hiper-

compleja.
Se presenta un criterio para verificar que un dlgebra es hipercompleja.

PROPOSICION 2.7. Un dlgebra de dimension n, determinada por una matriz de ma-
trices H = {H;j }, es un dlgebra hipercompleja si y solo si para todo i, j,m,l € [1,n]

se cumple que

Hyje = 0jk,
Hjx = di, (2.3)
Yk—1 HimkcHint = L= Hijt Hmi-

Demostracion. Como se habia convenido, se puede suponer que un algebra hiper-
compleja es R”, junto con la base canénica {e,...,e,}. Es sencillo, usando esta
base, notar que e; es la unidad y el producto es asociativo si y solo si para todo

i,j,mée[l,...,n] setiene que

616]' = 6]',
e;eq = ¢, (24)
ei(ejem) = (eiej)em.

Luego, usando (2.1) tenemos que
n
e1ej = Z Hyjrex = ej,
k=1

por tanto Hyjx = dj. De forma similar se obtienen la segunda y tercera condicion.

]

El siguiente resultado es inmediato.

LEMA 2.8. Un dlgebra hipercompleja es conmutativa si cumple (2.3) y se tiene que
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para todoi,j, k € [1,n]:

Hijx = Hjj. (2.5)

EJEMPLO 4.

e Usando las ecuaciones (2.3) o (2.4) se puede verificar que C, H y BC son &l-
gebras hipercomplejas. Por ejemplo, en C se tiene que 1i = i, il = 1, 1(1i) =
(11)i, 1(ii) = (1i)i, (i1)i = i(ii), lo cual prueba (2.4).

Alternativamente, C es determinada por una matriz de matrices 2 x 2, que
consta de 23 = 8 ntimeros. A saber:

Hii1 =1, Hj;2=0, Hi;z1=0, Hi»n=1,

Hz11 =0, Hyp=1, Hyi=-1, Hxp=0;
de donde se deduce (2.3). Los casos para H y BC son similares.

e Fijando dos escalares reales « y B, se considera a IR? como un &lgebra sobre IR,

determinada por las constantes de estructura:
Hin=1 Hi2=0, Hin=0 Hxn=1

Hp;1 =0, Hyip=1, Hy; =—«, Hy =§.

Es decir, la unidad es (1,0) y el vector i := (0,1) cumple que
i = —a— Bi.

Al igual que antes, se comprueba que IR? con este producto es un algebra hi-
percompleja y es ademds conmutativa. Se los conoce como niimeros complejos
generalizados, o también niimeros complejos en 2 dimensiones y denotados por

Cop-

El nombre se debe a que el dlgebra de los niimeros complejos es un caso par-
ticular de los nimeros complejos generalizados, pues C = Cygcona = 1y
B = 0. Seran el 4lgebra en el que este trabajo se centrard y serdn explorados a

fondo mas adelante.

e Las dlgebras de Clifford son famosas por sus aplicaciones a la fisica, véase [1],
son una generalizacién de las dlgebras ya vistas. Se construyen de la siguiente

. . n
manera: dado n € IN, se considera el espacio R?%", en donde cada elemento de

la base candnica, se lo nombra como e4, donde A = @ o0 A = {ay,a,...,a}
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cons € [1,n],a; € [1,n] y a; < ajy1 para todo indice i. Es decir, la base esta

escrita como

€y, €1, €2, «.. ,€pn, €12, €13, -+ , €u—1ns --- , €12..1-

En lo anterior, se ha simplificado la notacion con0 =@y

aray...as = {ay,az,...,a,}.
El producto esta definido como

(_1)\AQB| (_1)p(A,B)

éaep = €ANAB/

donde | - | es la cardinalidad de un conjunto, A es la suma simétrica de con-
juntosy p(A,B) = Y cp|{i € A : i > I}|. Se comprueba que son élgebras
hipercomplejas pero no necesariamente son conmutativas. En particular, se

tiene que ¢y es la unidad y que para todo i,j € [1,n]:

eiej = —eje;, paratodoi # j.

Ademas, e;,¢€q4, . .. €4, = €4yay..a, Paral < a; < ap < ...as < n. Las édlgebras de
Clifford se denotan como 7, 0 ¢/, y verifican que &) = R, @4 = Cy o, = H.
Para mas informacién acerca de las dlgebras de Clifford se puede revisar [4] y

[7].

DEFINICION 2.10. Un elemento x € V, con x # 0, se dice un divisor de cero por la
izquierda (resp. a la derecha), si xy = 0 (resp. yx = 0) para algtiny # 0. Es un divisor

de cero, si lo es por la derecha e izquierda.

LEMA 2.9. En un 4dlgebra hipercompleja, un nimero distinto de cero es invertible si

y solamente si no es un divisor de cero.

Demostracién. Primero se prueba una afirmacion preliminar: en un &lgebra hiper-
compleja, un elemento es un divisor de cero por la izquierda si y solo si es un divisor

de cero por la derecha; por tanto, si y solo si es un divisor de cero.

En efecto, sea V un algebra hipercompleja y x € V tal que no es un divisor de cero
por la izquierda. Se considera la aplicacién lineal T : V. — V, tal que T(y) = xy
para todo y € V. Se observa que T(y) = 0 implica que y = 0, pues x no es divisor

de cero por la izquierda, por tanto T es inyectiva. Ya que V es de dimensién finita
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se tiene que T es sobreyectiva. Por tanto, como V es unitaria, existe u € V tal que
xu = 1, donde 1 es la unidad de V. Se concluye entonces que x no es un divisor de
cero por la derecha, porque si bx = 0, entonces b = bxu = 0. El reciproco se prueba

de manera analoga, probando la afirmacién.

Para demostrar el enunciado del lema, se supone a € V es invertible y que ab =
0. Entonces, b = a~'ab = 0, por tanto no es un divisor de cero por la izquierda;

luego, por la afirmacién demostrada antes, no es un divisor de cero.

Para probar la direccién opuesta, sea ahora 2 un elemento de V que no es un divisor
de cero, esto es equivalente a que no es un divisor de cero por la izquierda. De esta
manera, ab = 0 implica que b = 0. Por reduccién al absurdo, supongamos que a no

es invertible. Se considera el conjunto
2 3 n
{1,a,a%,a°,...,da"},

donde 7 es la dimensién de V. Es linealmente dependiente en V, por tanto existen

constantes reales ko, . . ., k,, no todas iguales a cero, tales que
ko + kia + koa® + - - - + ka" = 0.

Es decir, a es raiz del polinomio p(t) € R[t], con p(t) = ko + kit + kot? + - - - + knt".
Seaq(t) =rg+rit+---+rut™ € R[t], con m < n, el polinomio de menor grado tal
que g(a) = 0. El polinomio minimal existe pues se demuestra que es un factor del

polinomio p(t). Se tiene que rg = 0, porque si no fuera asi entonces

1
——(r+ra- Frpa™ )
1o

es un inverso para 4, lo cual contradice el hecho de que a no es invertible. Por tanto
q(t) = ts(t), para algan polinomio s(t). Asi 0 = as(a) y por hipétesis, dado que a no
es divisor de cero por la izquierda, se tiene que s(a) = 0. Esto es una contradiccién
pues s(f) es un polinomio de menor grado que 4(t), tal que a es una de sus raices.

Se concluye que lo supuesto era falso y a es invertible. O

Por el lema 2.9, para cualquier dlgebra hipercompleja se tiene que la operacion

division:
X 1

=Xy
y Y

solo estd bien definida si y es distinto de cero y no es un divisor de cero.
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2.1.4. Representacién matricial

DEFINICION 2.11. Dada V' un dlgebra sobre K, se define una representacion de V.como

un homomorfismo de 4lgebras
H: V — gK(V)

Se dice que la representacion es fiel si es que tal homomortismo es inyectivo. Por
otro lado, se dice que V tiene una representacion matricial si es que existe un homo-

morfismo de dlgebras inyectivo
MV — KT,

para algiann € IN.

LEMA 2.10. Toda dlgebra hipercompleja tiene una representacion fiel y una repre-

sentacion matricial.

Demostracion. Para probar la existencia de la representacion fiel, se considera la fun-
cion
H: V = g}[{(V) ’

dada por p(x) = py, donde uy(y) = xy para todo y € V. Es claro que y, € ZR(V)
para todo x € V, ademads por la bilinealidad del producto en V, se verifica que y es
una aplicacion R-lineal. La propiedad py, = px o jiy s consecuencia inmediata de
la asociatividad del producto. Por lo tanto, 4 es un homomorfismo de algebras. Se
tiene que y inyectiva ya que si py = p, entonces, en particular x1 = x’1yasi x = x'.
Cabe notar que se puede definir otra representacion fiel y’ : V — Zr(V), donde

ahora /. (y) = yx.

Para la existencia de representaciones matriciales, sea n la dimensién de V' y se

considera la funcién inyectiva
it R(V)— R,

dada por i(T) = [T|¢, donde [T]y es la matriz asociada a la aplicacién lineal T con
respecto a la base candnica ¥ = {ey, ..., e, }. Especificamente, si es que T(e;) =
Y.i—1 Tije;, entonces [Ty es la matriz (Tij)} io1-La aplicacion i es lineal y un homo-
morfismo. De esta manera, .# :=iouy .#' :=iou’ sonrepresentaciones matricia-
lesde V. O

Al homomorfismo .#, descrito en la anterior demostracion, se lo conoce como
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representacion matricial por la izquierda y a .#' como representacién matricial por la dere-

cha. El siguiente resultado da una descripcién explicita de estas representaciones.

PROPOSICION 2.11. Sea V' un dlgebra hipercompleja de dimension n. La represen-

tacion matricial por la derecha:
MV — R,
estd dada por
M (x) = (ij)x,jzl; (2.6)
donde x = Y3, xie; y Xij = Xioq Hijpxi-

Alternativamente, para la representacion matricial por la izquierda, se tiene que
/ / .
M (x) = (Xyi)k =15 (2.7)

donde x =Y.'y xje; y X = Yty Hijirxi.

Demostracion. Fijamos un elemento x € V' y se define la matriz A(x) = (Xy;)y i1

Sea ahora y € V cualquiera, de la ecuacién (2.2) se deduce que

xy = A(x)y,

donde la multiplicacién anterior es de una matriz con un vector. Ahora, yy(y) = xy,
por lo tanto se satisface que .# (x)y = iou,(y) = A(x)y. Puesto que y es arbitra-
rio, .# (x) cumple la ecuacion (2.6). Similarmente se tiene para .#’, notando que si
B(x) = (X,’(j)]’j,jzl, entonces
yx = B(x)y.
O

OBSERVACION. Obsérvese que si V es un dlgebra hipercompleja conmutativa, en-

tonces las dos representaciones matriciales coinciden, es decir, .# = .Z’.

De ahora en adelante se asumird que todas las dlgebras hipercomplejas son conmu-

tativas y a ./ se la dird la representacion matricial del dlgebra.

Dado que .# es un homomorfismo de élgebras inyectivo entonces, si .# (V) es su

imagen directa, se tiene que V' es isomorfo a ella:
v (V),

por medio de la asignacién x +— .#Z(x). El conjunto .# (V) es una subalgebra de
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R" "y sus elementos se llamaran matrices caracteristicas.

Si no se asume conmutatividad, los conceptos a continuacion tienen versiones
similares usando la representacion por la derecha y por la izquierda, como por ejem-

plo se presenta en [22].

DEFINICION 2.12. Dado un elemento x en un dlgebra hipercompleja V, entonces se

define su magnitud como el niimero
x|y = | det(a ()",
donde det es el determinante y n es la dimensién de V.

La representacion matricial permite caracterizar a los elementos invertibles.

PROPOSICION 2.12. Para cualesquier elementos x, y en un dlgebra hipercompleja V,
se cumple que
[xyly = [xlv|ylv. (2.8)

Ademéds, un elemento x es invertible cuando |x|y # 0. También se tiene que x es un
divisor de cero, o es igual a cero, si |x|y = 0.
Adicionalmente, si x es invertible, su inverso estard dado por
-1 _ x!

|x|" sgn(det(.2(X)))’

X (2.9)

donde x’ es tal que .# (x') es la matriz adjunta adj(.# (x)) y sgn es la funcién signo.

Demostracion. Como el determinante es una funciéon multiplicativa, es decir det(AB) =
det(A) det(B) para todo A, B € R"*"; y como .# es un homomorfismo de élgebras,

se deduce directamente 2.8.

Para probar (2.9), se recuerda que .# (xy) = .# (x).# (y), por ser homomorfismo
de élgebras, de donde se tiene que .# (1) = Idy .#(0) = Oguxn. Aqui Id es la
matriz identidad. Sin pérdida de generalidad, se asume que x # 0, si x es invertible,
entonces existe xx 1 = 1; por tanto |x|y|x|;,! = 1y |x|y # 0.Si |x|y = 0 entonces x

no es invertible y, por el lema 2.9, es un divisor de cero.

Por dltimo, para probar la férmula (2.9), si se supone que .# (x) es una matriz in-

vertible, entonces su inversa estara dada por

1
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Luego, como la inversa es tnicay .# : V — .# (V) es un isomorfismo, se obtiene:

M(x71) = madj(./// (x)), de donde se deduce de forma directa lo requerido.
0

La anterior proposicién prueba que todas los elementos invertibles tienen como re-
presentacién matricial, una matriz invertible o no singular, por otro lado todos los
divisores de cero estardn representados por una matriz singular. Por esta razén al

conjunto de los divisores de cero, junto al cero, se lo puede escribir como
Singy.
De forma directa de la proposicién 2.12 se sigue el siguiente resultado.

LEMA 2.13. Dados V un dlgebra hipercompleja, x € Singy,y € V; entonces
xy € Singy.

EJEMPLO 5. Sea C el dlgebra de los nimeros complejos y z = x 4 iy en C, entonces

por la ecuacién (2.6) se cumple que

;)
y o x

y por consiguiente |z|c = /X2 + y? = ||z||. Es asi como en el caso de los nameros
complejos, la magnitud y el médulo coinciden. Més atn, como el médulo es una

norma, no existen divisores de cero y Singc = {0}.

Ademads, para cada ntimero z = x + iy existe su conjugado z definido como x — iy y

cumple la importante propiedad:

7z =72z =x*+y* = |x|&

Por tanto, Z = z’ usando la notacién de la ecuacion (2.9), la cual a su vez toma la

familiar forma: 3

_ z

z7l = T

(el
En el anterior ejemplo se ve que el conjugado de un ntimero complejo coincide con
aquel nimero que tiene como representacién matricial a la matriz conjugada. Sin
embargo, para generalizar a una dimensién mayor a dos, se hara uso del siguiente

resultado, cuya demostracion se encuentra en [3, Teorema 2.8].

TEOREMA 2.14. Dado x un elemento de un dlgebra hipercompleja V, entonces su
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polinomio caracteristico Py (t) € R[t], estd definido como
Py(t) :=det(A#(x) —1d - t), (2.10)

donde Id - t es la matriz diagonal:

0 0
0 t 0
0 0 t

Ademés, existen n soluciones en .# (V) para la ecuacién Py(A) = 0. En particular,
por el teorema de Cayley-Hamilton: Py(.# (x)) = 0; las otras n — 1 soluciones se lla-
mardn conjugaciones principales, notadas como .# (*x), conk € [1,n — 1], y cumplen
con que

() (%) (?%) ... (" 1%) = det( (x)).
OBSERVACION. Es evidente que también se tendra
() (%) (%) ... ("7'%) = |2} sgn(det(.# (x))).

EJEMPLO 6. Dado un ntimero z = a + bi + c¢j + dk en el dlgebra de los ntimeros

bicomplejos BC, su representacion matricial estd dada por

a —b —c d
b a —-d —c

M(z) = R (2.11)
d ¢ b a

El determinante es:

det(.7(z)) =|z|pc sgn(det(.#(x))),
—a* + 24%b% + 24%¢% — 2a%d? + Sabcd+
bt — 20%c% + 20%d% + ¢* + 2c%d% + d*.

En [16, Sec. 1.3] se definen tres conjugaciones para un nimero bicomplejo:
Z=a—bi+cj—dk,
z' = a+bi—cj—dk,

z¥ =a—bi—cj+dk.
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Se puede comprobar que, en efecto: z Z z' z* = det(.#(z)).

2.2. Calculo fraccionario

El calculo fraccionario es una generalizacion del calculo ordinario, en donde los

operadores diferenciales

d
dxm

estan definidos solo para n € IN. La idea general es extender este operador tanto

para valores reales positivos, como negativos, siempre y cuando se considere el tipo
correcto de funciones. Para lograr lo propuesto se establece en primer lugar una

integral fraccionaria.

2.2.1. Integral fraccionaria de Riemann-Liouville

Durante esta seccién se hace referencia a las funciones Riemann-integrables,
Lebesgue-integrables, espacios de Lebesgue L y espacios de funciones n veces con-
tinuamente diferenciables C". Su tratamiento mds detallado se puede encontrar en

cualquier libro de anélisis real, como en [12].

Sea f una funcién Riemann-integrable en un intervalo real finito [xo, x1]. Enton-

ces se define el operador integral:

Laf(x) = [ (o

para todo x € [xg, x1]. Notese que este operador depende de un punto base xj.

El n-ésimo operador integral I} es definido inductivamente como
="y, L=, I =Id

donde Id es la aplicaciéon identidad f — f.

La férmula de Cauchy para integrales iteradas permite tener una expresion para
Iy, aplicada a funciones continuas, la cual se demuestra fécilmente por induccién y

usando la formula integral de Leibniz (véase [20, Ec. 2.16]).

LEMA 2.15. Si f € C[xo, x1], entonces se tiene para todo x € [xg, x1]:

B () = g [ =" (0

0
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donde T'(n) = (n —1)! para todon € IN*; Aqui T es la funcién gamma, definida

para todo z € C con parte real positiva, como
T(z) = / £ letdr,
0
Usando el anterior lema y la funcién gamma, se motiva el siguiente concepto,
usado en [9], [15], [17] y [20].

DEFINICION 2.13. Dada una funcién f : [xg, x1] — R Riemann-integrable, se define

la integral fraccionaria de Riemann-Liouville de ordenr € R™, como

X

B0 = g7 [ =00,

0

y x € [xg,x1].

Algunas propiedades de la integral fraccionaria de Riemann-Liouville se enun-

cian a continuacién y sus demostraciones se pueden encontrar en [9].

LEMA 2.16. Si f € L'[x, x1], entonces para todo r > 0 se tiene que I} f(x) existe
para c.t.p. x € [xo,x1], ademds I, f € L'[xo, x1].

Demostracion. En [9, Teo 2.1]. O

Por lo anterior, para todo r > 0 el operador
I, : LY[x0, x1] — L[x0, x1]
estd bien definido y es rutinario comprobar que es lineal.
LEMA 2.17. Sir,s > 0y f € L[xq, x1], entonces se cumple que
L

c.t.p. en [xg, x1]. Si f € C[xp, x1], entonces la igualdad es para todo punto en [xg, x1].

Demostracion. En [9, Teo 2.4]. [

EJEMPLO 7. Sea f(x) = (x — xg)° cons > —1y x # xo. Entonces para todo r > 0 se

tiene que
I'(s+1)

Lo f(x) = m(x —x)"". (2.12)
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Para comprobarlo, se observa que

L f0) = 7 [ =0 =),

0

t—x
X—Xp

de donde, usando la sustitucién y = + 1, se cumple que

I’ _ 1 ! r—1 s
wf (X)) = W/o (T=y)(x —x0))" ((y)(x — x0))*(x — x0)dy

= (x_r(—xf)ws /0 1y lydy,

Adicionalmente se tiene, como s > —1, que

1 _ [(r)T(s+1)
1— r—1 sd — ,
/0 (=y)"ydy I'(r+s+1)
lo cual permite obtener (2.12).
Nétese que como g(x) = (x — xg)! con I > —1 es continuo en [xg, x1], entonces

pertenece a L! [x0,x1], con lo cual el lema 2.17 se cumple. Esto también se puede

calcular directamente de la ecuacién (2.12). En particular, tomando xg = 0,7 = s = %

y | = 1 se tiene que

dondeT (3) = 3y/my

TEOREMA 2.18. Sear > 0y (fu),eN una sucesion convergente en C|xg, x1] (converge

uniformemente), entonces (I,VCO fn)nen converge en Clxg, x1| y ademds

(1;0 <lim fn>> (x) = <lim I;Ofn> (x)

n—00 n—00

para todo x € [xg, x1].

Demostracion. En [9, Teo 2.7]. H

TEOREMA 2.19. Sea f € LP[xp, x1] con1 < p < o0 y (ry),eN una sucesion de nume-

ros no negativos, con limite r. Entonces

lim Ifcgf = I;Of

n—o00

en LP|[xg, x1].
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Demostracion. En [9, Teo 2.9]. H

OBSERVACION. El teorema anterior no necesariamente se cumple con convergencia

en C[xp, x1]. Por ejemplo, sea f = 1,7, = 1/nyr = 0. Entonces se cumple que

L f(x0) =0,

para todo n € IN. Pero I} f(xo) = 1, por lo tanto L f no converge puntualmente;

luego, tampoco converge en C[xg, x1].

2.2.2. Derivada fraccionaria de Riemann-Liouville

Hasta ahora se ha generalizado el operador integral, para hacer lo mismo con el

operador derivada se nota que si f € C"[xg, x1], entonces:
Di’lf — Dmlgf(l)—n ’

n . L. .
paratodom,n € INt con m > n, donde D" = 517/ es decir, es la n-ésima derivada.

Esta es la inspiracién para definir la derivada de orden arbitrario de la siguiente

manera.

DEFINICION 2.14. Dada una funcién f : [xo, x1] — R Riemann-integrable, se define

la derivada fraccionaria de Riemman-Liouville, de ordenr € R™, como

DL (x) = D' () = goar | (=7 (0

X0

donde n = [r], es decir es el nimero natural mds pequefio que es mayor ar, y

x € [xo, x1)-

4 _ _ _ 0 _ d
OBSERVACION. Cuando r € N, entonces n = [r| = ry D, = D'I; = g Por
tanto, la derivada de Riemann-Liouville coincide con la derivada ordinaria cuando

tiene orden natural.

Los resultados a continuacién que no son demostrados, se pueden encontrar en
[15] y [20].

EJEMPLO 8. Usando el ejemplo 7, se tiene un analogo de la ecuacion (2.12), para
derivadas de polinomios. Especificamente, si f(x) = (x — xp)° cons > —1y x # xo,

entonces para todo r > 0:

DL () = ot (= 30 @.13)

Gri-7)
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Para su demostracién ver [15, Propiedad 2.1]. En particular, tomando s = 0, se puede

ver que D} 1 = % (x —xp)" # 0. Esta es una diferencia importante con respecto a

la derivada ordinaria, en el sentido de que la derivada de Riemann-Liouville de una
constante no es necesariamente igual a 0. Sin embargo, hay funciones no constantes

que si se anulan con el operador Dy, .

LEMA 2.20. Sear > 0 yn = [r]. Entonces
D;Of =0

si y solamente si existen constantes reales cy, con k € [1,n] tales que

n
fx) =Y er(x —x0)F,
k=1
para todo x € [xg, x1].
Demostracion. En [15, Cor. 2.1] H

Al igual que en el lema 2.16, la existencia de la derivada de Riemann-Liouville
se puede caracterizar, en casi todo punto. Antes de presentar este resultado, se con-

sidera un espacio funcional clave.

DEFINICION 2.15. Una funcién f : I — R, donde I es un intervalo de R, se dice

absolutamente continua si es que para todo € > 0 existe un é > 0 tal que

n
> f(w) = f)] <e,
i=1
para toda familia de intervalos disjuntos (I;,u;) C I, coni =1,...,n que cumplan
n
Z(ui — li) < 0.
i=1

Al espacio de estas funciones se le denotard por AC(I). Por otro lado, se dird que f
pertenece a AC"(I) si es que f € C"1(I) (tiene derivadas continuas hasta el orden
n — 1)y se tiene que D"~ f € AC(I).

Sea ahora I = [x(, x1] un intervalo compacto.

LEMA 2.21. Una funcién f : [xo, x1] — R se encuentra en el espacio AC![xg, x1] si y
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solo si existe una funcién ¢ € L[xo, x1] tal que:

Flx) = c + /x:qo(t)dt

para todo x € [xop,x1]. En particular, f tiene una derivada para c.tp x € [xg,x1]:
f'(x) = ¢(x) y e = f(x0).

Una funcion f : [xo, x1] — R se encuentra en el espacio AC"[xy, x1] si y solo si existe

una funcién ¢ € L'[xg, x1] y constantes c; conk € [0,n — 1] tales que

n—1
f(x) = (L) (x) + ;;o ce(x —a)f,

para todo x € [xp, x1]. Ademads, f tiene una n-ésima derivada para c.t.p x € [xg, x1]:

dr d
ﬁr(x) = (P(x) V= %ﬁ parak S [[O,n - 1]]

Demostracion. En [15, Lem. 1.3] ]

La primera parte del anterior resultado también es conocido como teorema fun-
damental del calculo integral de Lebesgue [12, Teo. 3.5], y afirma que toda fun-
cién absolutamente continua tiene una derivada que es Lebesgue-integrable y es-
ta definida para casi todo punto. De forma general: C"[xp, x1] C AC"[xp,x1] C
C" xo, x1].

El siguiente lema hace uso de esta derivada.

LEMA 2.22. Sea f € AC'[xg,x1] y 0 < r < 1. Entonces D} f existe para c.tp x €
[x0, x1]. Mds atin D" f € L'[xg, x1] y

Dif) =y (oo + o oy )

De manera general, sir € R yn = [r]. Entonces para todo f € AC"[xo, x1] se tiene

que D}, f existe para c.t.p x € [xo,x1]. Mds aun D" f € L'[xo, x1] y

n—1 (x . xo)k—r dkf 1 x 1 dnf
o _ / t)dt.
xof(x) k;) I—v(l + k _ 7’) dxk (XO) + I—.(n - 7") % (x o t)r_n+1 dxn ( )
Demostracién. En [20, Sec. 2] y [15, Lem. 2.2]. H

Por los anteriores resultados, se satisface que D : AC"[xo,x;] — L![xg, x1] es

un operador bien definido, es claro que es lineal.
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En general, no se cumple un andlogo al lema 2.17 para la derivada de Riemann-
Liouville, es decir
D, D3, = D3, D,

r s __ r+s
onon = on

no son necesariamente ciertas. En las secciones 2.3.6 y 2.3.7 de [17] y [10, Ec. 2.6] se
da un resultado que permite inferir condiciones suficientes para que eso se satisfaga,

Como se enuncia a continuacion.

TEOREMA 2.23. Seanr,s > 0 yn = [s] + 1, donde [s] es la parte entera del ntiimero

s.Si f € AC"[xp, x1], y ademds
d*f
dxk (x0) =0,

para todo k € [0,n — 1], entonces D" f existe y cumple con que

EJEMPLO 9. La funcién f(x) = (x — x)! con I > 0, cumple con estar en AC![xg, x1];
ademas, sir,s € (0,1) entonces n = [s]+1 = 1, con lo cual ya que f(xp) = 0, se tiene
que satisface las condiciones del teorema 2.23. Esto se puede notar directamente del

ejemplo 8, porque

D2, D%, f(0) = Dl (i (= x0) )
. T(-s+1) T(+1)
S T(l—s+1-7r)T(I+1-5)
T(l+1)

= ST (x — x0)! "6+ = DLF £ ().

(x . xo)l—s—r

En particular, tomando xg = 0,7 = s = % y | =1, se tiene

dondeT (3) = 3y/7my

1 1

El anédlogo del teorema 2.19 se da en [9, Teorema 2.20]. La convergencia solo se

da en un sentido débil, pero puede mejorar con una hipétesis extra.
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TEOREMA 2.24. Si f € C"[xg, x1]| para algtin n € IN. Entonces,

lim D} f(x) = 2L (x)

r—n- ~dxn
para todo x € (xg,x1].
Adicionalmente, si se cumple la siguiente hipétesis:

HO: Existen constantes positivas €,9, M, tales que
0<|x—x9| <8 = |f(x)] < M(x—xp)""c.

Entonces,

n
lim D) f = i

r—n— dxm

en C[xg, x1].
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Capitulo 3
Analisis hipercomplejo

El analisis hipercomplejo es la generalizacién que existe del andlisis complejo,
para determinar qué funciones f : O C V — V, con V dalgebra hipercompleja,

admiten una derivada, a las cuales se les conoce como holomorfas o analiticas.
Para ello, se considera como modelo base, el algebra compleja C.
OBSERVACION. De ahora en adelante a cualquier dlgebra hipercompleja V, de di-

mension 1, se le armaré de la topologia usual de IR”. Esto quiero decir que estara

inducida por la norma

I#ll = a2+ +-- + 2.

Otros tipos de andlisis se pueden hacer, haciendo uso de la magnitud |x|y para defi-
nir una topologia (no necesariamente metrizable) en V; véase, por ejemplo, [11] para

el cason = 2.

3.1. El caso complejo

Se referencia algunos resultados cldsicos del analisis complejo. Las demostracio-

nes se pueden encontrar en [24].

DEFINICION 3.1. Sea () un conjunto abierto del dlgebra compleja C. Sea f : () C
C — C una funcién compleja. Se dird que f es analitica u holomorfa en un punto

z € (), si es que el limite

h—0 h

existe, z + h € (). Ademds a este limite se le conocerd como la derivada compleja de f

en el punto z, y notada por f'(z), ya que no depende de h.
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Si la funcién f es analitica en todo punto z € (), se dice que es analitica en Q).

El siguiente resultado es fundamental en el anélisis complejo y justifica, en este
caso, el nombre de funcién andlitica. Sin embargo, como veremos mds adelante, esto

no se cumple generalmente para algebras hipercomplejas

PROPOSICION 3.1. Sea f una funcién analitica en un abierto (2 C C. Sea D una bola
abierta con centro zg tal que la clausura de D estd contenida en (), entonces f se

puede expandir como una serie centrada en zy:
(o)

Z (z—zo)"

para todo z € D, para algunas constantes reales a, conn € IN.

Por otro lado, el hecho de que una funcién sea analitica u holomorfa, se puede
caracterizar por medio de relaciones entre las derivadas parciales de sus componen-

tes.

PROPOSICION 3.2. Sea f una funcién compleja en un abierto Q) C Q, con f(x,y) =
fi(x,y) +if2(x,y), donde fi, f son funciones real valuadas sobre Q). Entonces f es

analitica en () si y solo si

ofi _ 9f ofi _ _9fa (3.1)

ax oy 2 oy ox
en Q).

El sistema de ecuaciones (3.1) se conoce como condiciones de Cauchy-Riemann

Notemos que una funcién f : ) C C — C se puede ver simplemente como una
funcién f : Q C R? — R?, si la vemos solamente como una funcién entre espacios

vectoriales. Por tanto, tiene sentido calcular su jacobiano en un punto z € ()

9f1 9f1
z) =(z
]f(z) = <8f2 Ez; %};/2 (Z;> .

Si es que f es analitica en (), usando (3.1), se obtiene que
) )
J1(2) = <a; ) _aﬁ_jz(z)) -
((2) %)

Por tanto, por el ejemplo 5, se tiene que J¢(z) es una matriz caracteristica.
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PROPOSICION 3.3. Sea f una funcién compleja en un abierto () C C, con f(x,y) =
fi(x,y) +if2(x,y), donde fi, f son funciones real valuadas sobre Q). Entonces f es

analitica en () si y solo si

J5(z) € 4(C) (3.2)

para todo z € ), donde .# es la representacion matricial.

Por dltimo, en el andlisis complejo son de especial relevancia, los siguientes ope-

o _1(a 0
9z 2 \dx 9y

9.9 _ 1 9 ;9
9z 0z 2 \ox ay

conocidos como operador de Cauchy-Riemann y operador conjugado de Cauchy-

radores:

Riemman, respectivamente. Su importancia se muestra en el siguiente resultado.

PROPOSICION 3.4. Si f es analitica en zy, entonces se cumple que

P =0 y L) =fla).

3.2. El caso general

Dada V un dlgebra hipercompleja de dimensién n, una funcion hipercompleja es
una funcién f : O C V — V, donde ) es un abierto en R". Se la puede escribir

como
n

f(z) = Zfi(xl,...,xn)

i=1
dondez =Y }' ; x;e; = (x1,...,x,) ylas funciones f;, coni = [1, n], son real valuadas
sobre (). Asumiremos ademads, que todas las funciones f; tienen derivadas parciales

3fz

continuas, con i,j € [1,n].

DEFINICION 3.2. Sea V un dlgebra hipercompleja, O C Vy f:Q CV — V una
funcioén hipercompleja. Se dird que f es analitica u holomorfa en un puntoz € (), sies

que el limite

f/(z) — }llz% f(Z—|—h2[ —f(Z)
h¢Singy

existe, conz + h € (), y no depende de h. Ademads, a este limite se le conocerd como

la derivada hipercompleja de f en el punto z, y notada por f'(z).
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Si la funcién f es analitica en todo punto z € (), se dice que es analitica en Q).

OBSERVACION. Notese que en la definicién anterior siempre es posible hacer i1 — 0,
con h ¢ Singy. A saber, se puede tomar un escalar real suficientemente pequefio tal

que z+h € V,con h # 0; entonces no es divisor de cero y la divisién estd bien
definida.

Por otro lado, el dominio () no tiene que ser abierto para definir la derivada hi-
percompleja, basta que para todo punto z € (), exista al menos una sucesiéon de
escalares reales h, tal que z + h, € Qy h, — 0. Por ejemplo, sies que V = R" y se

considera ;
Q= H[ai/ bl]
i=1

donde cada [a;, b;] C R es un intervalo finito, entonces en una funcién f : Q C V —
V se puede definir la derivada hipercompleja. Este tipo de dominio serd usado en el

capitulo 4.

Directamente de la definicién anterior, se tiene el siguiente resultado.

LEMA 3.5. Una funcién hipercompleja f : (3 C V — V es analiticaenz € (), siy

solo si, existe una funciéneys, : V — V, tal que

lim efr,(h) =0;
h—0 ’
h¢Singy

y ademads
flz+h) = f(z) = f(2)h+epz(W)h, (33)
paratodoh & Singy.

COROLARIO 3.6. Si una funcién hipercompleja f : (2 C V — V es analitica en z,

entonces se tiene que

lim f(z+h) = f(z).
h—0
h¢Singy

Demostracion. En primer lugar se nota que si f y ¢ son funciones hipercomplejas

definidas en Q) y zg € Q) son tales que lim,_,,, f(z) y lim,_,, g(z) existen, entonces

lim f(z)g(z) = lim f(z) lim g(z).
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En efecto,

n
lim f(z)g(z) = lim ) fi(z)g;(z)Hijrer = Z (21520 ) filz)g)(z ukek>

ijk=1 k=1 i,j=1

i lim f;(z) lim g]( z)H ijkex = lim f(z) lim g(z).

Z—Z Z*}Z Z—2Z Z—Z
ijk=1 0 0 0 0

Ahora, por lo anterior y tomando el limite 7 — 0 en (3.3) se obtiene el resultado. [

El 4ltimo corolario prueba que una funcién analitica estd «muy cerca» de ser una

funcion continua. Si es que Singy = {0}, esto es, cuando V es un cuerpo, entonces

toda funcidn analitica es continua.

La derivada hipercompleja tiene propiedades similares a su contraparte comple-

ja.

TEOREMA 3.7. Sean f,g : ) C V — V dos funciones hipercomplejas, c € V y sea

z € (), entonces:

L (f+8)(z) = f'(z) +§'(2).

2. (cf)'(z) = cf'(2).

3. (f8)'(z) = f(2)8(2) + &' (2)f (2).

4. Sig es continua enz y g(z) ¢ Singy, entonces se tiene que

o FEs6) - f08(@)
(§> &=""""%wr

Demostracion. Gracias al lema 3.5 se tiene que existen dos funciones € ,, €g,; :

V, tales que

heéS?ngV h¢Singy

fz+h) = f(z) = f(2)h+epz()h,

g(z+h) —8(z) = g'(2)h + €gz(h)h,

(3.4)

(3.5)

para todo i € Singy. De esta manera, sumando (3.4) y (3.5), luego tomando el limite

deh — Oconh ¢ Singy, obtenemos 1. Si es que multiplicamos (3.4) por c y tomando

el mismo limite, obtenemos 2.
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Por otro lado, se observa que

flz+m)g(z+h) =f(2)g(2) + (f(2)8(2) + f(2)8'(2))h
+ (f(2)efz(h) +8(2)egz(h))h
+(f'(2)8'(2) + f'(2)egz(h) + &' (2)ep () + ef. (h)egz(h) )12,

Por tanto, si se define

€fgz(h) :=f(2)€fz(h) + 8(2)egz () + (f'(2)8' (2)
+ f/(2)egz(h) + §'(2)€p,2(h) + €f,.(h)egz(h))h,

se obtiene que
lim ef,.(h) =0,

h—0
h¢Singy

pues €5, y €y tienden a cero y asi f(z +h)g(z+h) = f(z)g(z) + (f'(z)g(z) +
f(2)8'(z))h + €f,,2(h), 1o cual, por el lema 3.5, permite deducir 3.

Finalmente, para probar 4, se nota que Singy es un conjunto cerrado de R". En efec-
to, es la imagen inversa de un conjunto cerrado, a través de una funcién continua; a
saber: Singy = (det o .#)~1({0}). De lo anterior, se deduce que si g es continua en
zy §(z) ¢ Singy, entonces g(w) ¢ Singy para todo w en alguna vecindad de z, en
Q). En particular, para h suficientemente pequerio, se tiene que g(z + &) es invertible.

Luego:
fz+h)  f(z) _ flz+h)g(z) —g(z+h)f(2)
glz+h)  g(z) 8(z+h)g(z) ’
de donde, si es que usamos (3.4) y (3.5), obtenemos que
fz+h)  f(z) _ (f(2)8(z) =&'(2)f(2)h + (8(2)ep(h) + f(2)egz(h))h
glz+h)  g(z) 8(z+h)g(z) '

Ahora, se tiene que

1im =
WE. glz+h)  g(z)

gracias a que g es continua y los limites se conservan también con la divisiéon de

1 fzth) _ f(z)

numeros hipercomplejos. Asi, si e(h) := R sth) — () esigual

— ﬁ, entonces

a

(f'(2)g(z) — &' (2) f(2))h + (g(2)ef . (h) + f(2)eg2(h))h
g(2)?

(1+g(z)e(h)).
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Por tanto, si es que se define
8(z)esz(h) + f(2)€gz(h)
€r/or(h) =
f/g, ( ) g(z)z

(f'(2)8(z) — &'(2)f(2)) + 8(2)€s.(h) + f(z)eg(h)
g(z)

+e(h)

7

entonces se obtiene que

lim €/.(h) =0

h—0
h¢Singy
’ fz+h)  f2) _ f'(2)8(z) = f(2)8'(2)
sGHn) g@ - GEp et
De nuevo por el lema 3.5, se prueba lo requerido. O

Condiciones necesarias y suficientes para que una funcién hipercompleja sea
analitica se presentaron por primera vez en [21] y son conocidas como condicio-
nes de Scheffers. La version presentada a continuacion es similar a las de [23] y [19]
pero hace uso de la representacién matricial, generalizando la proposicién 3.3 en el

contexto de cualquier algebra hipercompleja.

TEOREMA 3.8 (Scheffers). Sea f : (0 C V — V una funcién hipercompleja. Entonces

f es analitica en Q) si y solo si

J¢(z) € #(V), (3-6)
para todo z € (), donde .# es la representacion matricial.

Demostracién. Consideremos z € (0 y un h ¢ Singy cualquiera tal quez+h € Q), h

serd de la forma (hy, ..., h,). Supongamos que f es analitica. Notemos que
flz+h) = f(z) = }_(fi(z +h) = fi(2))ei. (3.7)
i=1

Paratodoi € [1,n], f; es real valuada y, como sus derivadas parciales son continuas,

es Frechet-diferenciable, es decir

i 12+ 1) = £i(z) = DRiA _ 58)

h—0 |||

donde Df;(z)(h) es igual a Vfi(z) - h con Vfi(z) = (g—g)n v Por consiguiente, el
]:
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limite (3.8) se puede reescribir como

filz+h) = fi(z) = i‘, (g_zhj> +ei(h) ||l (3.9)

j=1

donde limy,_.g€;(h) = 0. De (3.7) y (3.9) se deduce:

fu+m—ﬂm=z<z<g;)+anw0% (3.10)

i=1 \j=1 \ 9%

Por el lema 3.5, como se supuso que f es analitica, se tiene que existe una funcién

€rz:V — Vitalque

fz+h) = f(z) = f(2)h+epz()h.

Si es que

entonces

=) ( )3 fléthkji> e + €z (h)h. (3.11)

Igualando (3.10) y (3.11), luego tomando el limite cuando i — 0 con h ¢ Singy, se

£ )£ ()

Asi, paratodo i, j € [1,n], se tiene que

sigue que

afl Z fr(z)Hyji. (3.12)

]

Comparando la ecuacién (3.12) con (2.6), se obtiene que

eﬂ@@»—<%<0 — J1(2),
ij=1

ax]

donde f'(z) = (fi(2))f_;. Esto permite afirmar que J¢(z) € .Z (V).

Para el reciproco, se considera que J¢(z) € .#(V'), entonces existe w(z) = (w;(z)),
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tal que .# (w) = J¢(z). Luego, por (2.6):

afl

]

n
Z wk Hk]l

La férmula (3.10) sigue siendo vélida, entonces
flz+h) = Z ( Y wi(z)hiHyji + €i(h )||h||> e (3.13)
jk=1

dondee¢; : V — Vestal quee;(h) — 0,sih — 0con h ¢ Singy. Por tanto:

f(z+h)— f(h) =w(z)h+ eflz(h)h

con €f,(h) — 0sih — 0conh ¢ Singy. Por el lema 3.5 podemos concluir que f

tiene derivada hipercomplejaen z y f'(z) = w(z), por tanto es analitica. O

La derivada hipercompleja de una funcién analitica se puede calcular facilmente.

COROLARIO 3.9. Si f es analitica en z, entonces f'(z) = aa;l( ).

Demostracion. Gracias al teorema 3.8, se tiene que
dfi 1
o =Y fi(z)Hyji,
] k=1

para todo 7,j € [1,n]. En particular, para j = 1, y usando la proposicién 2.7, se

cumple que

i) = Y Ao = £(2).

8x1 k=1

Se concluye que

]

De manera alternativa, algunos autores, como en [3], han buscado generalizar
las condiciones de Cauchy-Riemann en (3.1) y el operador de Cauchy-Riemann que,
como se ve en proposicion 3.4, contiene en su nucleo a todas las funciones analiticas.

Para ello se introduce las condiciones de Cauchy-Riemann generalizadas.

TEOREMA 3.10 (Condiciones de Cauchy-Riemann generalizadas). Sea f : Q C V —
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V una funcién hipercompleja. Entonces f es analitica en () si y solo si

Y2y =62 (), (3.14)

z) =e;
ax] T9x,

paratodoz € Qyj € [1,n].

Demostracién. Como f es analitica en (), sabemos por el teorema 3.8 que es condicién

necesaria y suficiente que

afl Z fk Hk]u

]
paratodoi,j € [1,n] y z € Q). Ahora, por el corolario 3.9, se cumple que

aﬁ dfx k(
Bx] Z ax1 2)Hi

De esta manera af Y of
— k — .0

0= 1 (FE@H) ok )
Para el reciproco se fija j € [1, 1], se nota que (3.14) implica

aﬂ 9fx E(
ax] Z 8x1 2)Hji

al analizar la i-ésima componente de cada lado de la expresién, coni € [1,n]. Luego,

Jf(z) = A (g(z)), con g(z) = (%(z)); por tanto f es analitica en z, por el teorema

axl

3.8. U

Por el teorema anterior, una funcién hipercompleja es analitica si pertenece al

nucleo de todos los operadores
d d
—_— e]_,
0x; 0x1
conj € [1,n].

EJEMPLO 10. Cuando V = C, se puede rescatar el caso complejo de los anteriores

resultados. En efecto, tomando e; =i, x; = x, x =y, n = 2 vemos que

si y solo si f es analitica. Ademads, multiplicando por 5 la anterior ecuacion, se ob-
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tiene que
1/0 af
0= <8x + @) f= 0z’

Adicionalmente, si esto se cumple entonces

T2 i) =

EJEMPLO 11. Cuando V = BC, se obtiene que f(z) = f1(z) +ifa(z) +jf3(z) + kfa(2)

es analitica en su dominio () si y solo si
J(f) € #(BC),

en todo punto z € (). Usando la representacién matricial (2.11), lo anterior se tradu-

ce en las condiciones

oh _ o _ s _ Of
axl - 8x2 - aX3 - aX4 4
_9h _ oA _ _9fs _ 9fs
E)xl - E)x2 - E)x3 - 8X4 4
_9fs . _9fs _  Ofi _ 9fr
Tox;  oxp ox3  oxy’
ofy _ _9ofs _ _9dfr _ Ofi
oxy  ox,  Ox3  oxg

para todo punto en ().

En el dlgebra C, sea una funcién f : Q C C — C analitica, tal que todas sus deri-
2f
a2’
sus componentes f1 y f, son funciones arménicas, lo que quiere decir que

vadas parciales de segundo orden y a =—7 existen en () y son continuas. Entonces

Afi (Z) = 0,

para todo z € ), con Af = SZ + il f . En efecto, por el teorema de Schwarz para

derivadas mixtas, se tiene que
*f  9*f
0xdy  dyodx

gracias a las hipotesis; més atn ajj = 0 por la proposicion 3.4, de donde

0 d d .d d .d 82 82

Este resultado puede ser generalizado para otras dlgebras hipercomplejas, para ello

se introduce la notaciéon de los multi-indices:
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Un multi-indice n dimensional es un vector

Y=Y, Tn)

donde cada 1; pertenece a N U {0}. Se define su valor absoluto como

Yl=m+r2t e
Un vector z € R” puede ser elevado a la potencia de un multi-indice:

S ) Tn.
zVi=z"2,% ... z,";

La magnitud en C, y las de las otras 4lgebras hipercomplejas como se verd en el si-
guiente teorema, se puede escribir como una suma usando multi-indices. En efecto,

sicoo =1 cq1) =0, co2) =1yz=x+1iyentonces

2|2 = 2+ y? = Z cyz’.
lv|=2

Por otro lado, se puede definir operadores diferenciales por medio de multi-indices

gr.. 9ror am
0x10xy Ox,’
de esta manera
02 02
A= 0’ = — 4+ —.
|7|2:2 “ ox2 " dy?

TEOREMA 3.11. Dada un dlgebra hipercompleja V de dimensién n con n > 2. Si
Z1 = Xp — epX1, entonces
21| = ) cyz] (3.15)
[v[=n
para algunas constantes reales c.,. Adicionalmente, si se define el operador diferen-
cial
AV = Z nya’y
[v[=n
ysif:Q CV =V esun funcién hipercompleja analitica tal que todas sus deriva-

das parciales de orden n:

J"f ,
T iel,n]

1

existen y son continuas en (); entonces se cumple que

Ayfi=0,
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en (), para todoi € [1,n].

Demostracion. Primero hay que verificar que la férmula (3.15) es vélida. Nétese que
para un z € V arbitrario, |z|}, y det(.#(z)) son iguales salvo por un signo. Por otro
lado,

M (2) = (Xji)jk=1

donde Xj = YL Hixi y z = (x1,...,%y). Se sabe que el determinante de una

matriz A € R"*" se puede escribir como

det(A Z SUHA

oES, j=1

donde S, es el conjunto de todas las permutaciones de {1,...,n}, es decir todas las
funciones biyectivas o : {1,...,n} — {1,...,n}, donde sy es 1 0 —1. Por lo tanto,

tomando A = .#(z), se observa que para cada o € Sj:
[ 1Xe9
j=1

es un polinomio de orden n en las variables x1, . . ., x,,. Multiplicando por s, suman-
do para todas las permutaciones ¢ y multiplicando por —1 si es necesario, se obtiene
(3.15).

Por el teorema 2.14, se sabe que si 'z7 es la i-ésima conjugacién principal, entonces

(z1 H 71 = det( A (z1)). (3.16)

Se puede asumir que z; es un nimero invertible, de lo contrario |z1|}, = 0, Ay =0

y el teorema se vuelve evidente. De esta manera se cumple que
M (z1)adj(A (z1)) = det( A (z1))1d

y la matriz adjunta es la tinica con esta propiedad, luego de (3.16):

n—1
M (]‘[ iE) = adj(A (z1)). (3.17)

i=1

Seay = [T/} 'z1, se prueba que

y=) | X A (3.18)
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(1)

para algunas constantes a,’. En efecto, de (3.17) y la definicién de matriz adjunta:

A (y) = (=) My) iy,

donde M;; es el determinante de . (z1) cuando se le quita la k-ésima fila y j-ésima
(j.k)

columna. Como .#(z1) = (Y14 Hijkxi)]f.lkzl, entonces existen constantes b’ tales

que
M (y) = (1) M)y = ( Y oY z1> . (3.19)
|y|=n—1 k=1

Sies quey =Y.' y;e;, entonces por (3.19):

n
Y Hipyi= ), bv 2,

=1 7|=n-1

para todo j, k € [1, n]. En particular, tomando j = 1 y usando la proposicién 2.7:

Yi= Z bv z{,

lv|=n—1

para todo i € [[1, n]. Definiendo agi) = b(vl’i) se ha verificado (3.18).

Para concluir, notemos que de (3.15), (3.16), (3.18) y como z; = xp — epx7:

lv|=n

(Z ( Z a?z?) ei> (xp — epxq) = det( A =s Z cyzl, (3.20)
i=1 \ |y|=n-1

donde s = sgn(det(.#(z1))). Ahora definimos dos operadores:

0 d
Dyi=— —ep—o
1 8x2 aX1’

Dy = (li; ( |:Z:1 g,(yi)87> 31’) .

Gracias a que las derivadas parciales de f de orden n existen y son continuas; y ha-
ciendo uso repetidamente del teorema de Schwarz para derivadas mixtas, tenemos
que
2~ 9y
axi axi

para todo multi-indice y con |y| = n — 1. Por consiguiente, comparando con (3.20),
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se obtiene:
(D1Dy)f = (DaD1)f =s | ) @7 | f =sAvf.
[y|=n
Al ser f analitica en (), obtenemos que Dif = 0 en (), por las condiciones de
Cauchy-Riemann generalizadas (3.14), por lo tanto Ay f = 0 en (). Como Ay tie-

ne solo coeficientes reales, entonces Ay f; = 0 para todo i € [1, n]. O

OBSERVACION. Notese que el teorema anterior sigue siendo cierto si en lugar de

z1 = Xy — exx1, se considera cualquiera de los nimeros:

2] = X141 — €141%1

con!l € [1,n—1]. Asi, con [z|[; = X}, c%l)

z], y para las mismas hipétesis sobre f,
se tiene que

AVf =0

en (), para todo i € [1,n], con

W= ¥
[y|=n
Esto se debe a que, por las condiciones de Cauchy-Riemann generalizadas (3.14),

cualquiera de los operadores

0 )

= e [
X141 I+ dxq

Dgl) :

cumple que Dgl)f =0, paral € [1,n].

De esta manera toda funcion hipercompleja analitica, que tenga suficiente regulari-
dad en sus componentes, hace que los mismos satisfagan al menos n — 1 ecuaciones

diferen(:iales parCialeS lineales:
vV 7 7 .

Esto generaliza el hecho de que una funcién compleja analitica tiene componentes

que satisfacen la ecuacion de Laplace: Au = 0.
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Capitulo 4
Numeros complejos generalizados

Como se habfa dicho en el capitulo 2, existe un dlgebra hipercompleja sobre R?:
Cop={x+iy : i*=—Ppi—a},

para a, B escalares reales arbitrarios. Veremos a profundidad las propiedades de es-
tos ntiimeros hipercomplejos. Utilizando los resultados del capitulo 2, se tiene que

para todo z = x + iy en C, g, su representacion matricial estd dada por

M (z) = (x Y ) 4.1)
y x—Py

y su magnitud estara dada por:

zlc, s = \/|x2 — Bxy + ay?|. (4.2)

Para acortar la notacion se escribird en adelante |z, en lugar de |z|c, -
Un nombre alternativo al de nimeros complejos generalizados es niimeros hiper-

complejos en dos dimensiones, la razén se da a continuacion.

LEMA 4.1. Si V es un dlgebra hipercompleja con dim (V') = 2, entonces V es conmu-

tativay V = C, g para algunos escalares a, € R.

Demostracién. Dado que, por convencion, V tiene la unidad 1 = (1,0) = ey, solo
tenemos otro elemento de la base: i = (0,1) = e, con el cual debe conmutar, por

definicion de unidad: 17 = i1 = i. Aparte, la ecuacién (2.1) nos dice que

2
i? =ii =Y Hyyey.
k=1
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Luego, tomando Hyy; = —a y Hppp = —f3, obtenemos lo requerido. O

4.1. Clasificacion

Para poder clasificar a C, g en clases isomorfas, se recuerda que toda algebra
hipercompleja conmutativa es un anillo unitario conmutativo, por tanto se puede

usar los resultados de la teoria de anillos para obtener:

TEOREMA 4.2. Dados «, 8 € R, se cumple que
Clx,ﬁ = R[X]/<X2 ‘I‘ ‘BX + lX>/

donde R[X] es el anillo de polinomios reales en una variable arbitraria X. Mds aun,

Cy,p es un cuerpo siy solosi A <0, con A := p? — 4.
Demostracion. Se debe hallar un homomorfismo biyectivo de algebras
T:Cup — R[X]/(X* + BX + ).
Para ello, para todo z = z + iz1 en C, g se define
T(z) == zo + Xz1 + (X* + BX + ).

Es claro que T(cz +2z') = c¢T(z) + T(z') para todo z,z' € C, gy ¢ € R. Por otro lado,

tenemos que

T(z2) = T(2020 — az121 + (2071 + 2071 — B7121))

= zozh — az12) + (202 + 2hz1 — Bz12}) X + (X2 4+ BX 4 «)

T(2)T(z') = (20 + Xz1)(z0 + X21) + (X* + BX + @)
= z0zh + (202} + 2120) X + 212y X% 4 (X% 4+ BX + «).

Luego, T(zz') = T(z)T(Z') porque
(202 — az12] + (20z] + zhz1 — Bz12y) X] — [202h + (202) + 212) X + 2121 X?]
= 212) (X2 + BX + ) € (X2 4 BX +a).

Por tanto es un homomorfismo de dlgebras. Para probar que T es inyectivo, se con-
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sidera la ecuacion T(z) = T(2'), la cual implica que
204+ Xz1 + (X? + BX + o) = z{ + X2} + (X® + BX + a),
de donde se obtiene
20—z + X(z21 — 2}) € (X> + BX + &)

y asfzo —z{ + X(z1 — z}) = k(X?+ BX +a) paraalgtin k € R. Pero lo dltimo implica
que k = 0, pues el lado izquierdo de la ecuacién no tiene término que acomparie a
X2 Asizg =z yz = z].

Para probar que es sobreyectivo, se nota que todo elemento de R[X] /(X% + BX + &)
es de la forma p(X) + (X? + BX +a) donde p(X) es un polinomio de grado menor a
2. Larazén es que si p(x) = ko + k1 X + ko X?, entonces p(x) + (X? + BX +a) = ko +
k1 X — BX — aX + (X? 4+ BX + a); similarmente para potencias superiores de X. Por
consiguiente, si se tiene un elemento arbitrario p(x) = ko + k1 X + (X2 + BX + «),
entonces T' (ko + ik1) = p(x).

Se puede usar entonces la proposicién 2.4 y el isomorfismo que se acaba de demos-
trar, para deducir que C, g es un cuerpo siy solo si X? + BX + a es irreducible en RR.
Esto se dard cuando X% + BX + « no tenga raices reales, es decir, cuando su discri-

minante A = B2 — 4a es negativo. [

El hecho de que C es un cuerpo, es un caso particular del anterior teorema, ya
que Cy g5 = C,cuandoa =1, f = 0y entonces A = —4 < 0. A C, 4, cuando A < 0,

se le conoce como dlgebra de los niimeros elipticos.

Para otros valores de « y 3, se tiene que C,,p N0 €s un cuerpo y por tanto no todo
numero tiene inverso, con lo cual necesariamente existiran divisores de cero. Dos de

los ejemplos mas importantes, véase [26], son:

e El adlgebra C_; o, conocida como niimeros dobles o split-complex. Cada elemento
se escribe como x + ey, donde e2 =1.En general, el dlgebra C, g, con A > 0, es

conocida como algebra de ntimeros hiperbdlicos.

e El algebra Cp, conocida como niimeros duales. Cada elemento se escribe como
x + ey, donde €2 =0.En general, el dlgebra Cyp, conA =0, es conocida como

algebra de ntiimeros parabdlicos.

PROPOSICION 4.3. Se tienen los siguientes isomorfismos:
Cyp=C siy solamentesi A <0,
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Cup=C_10 siysolamentesi A >0,

Cuyp=Coo siysolamentesi A=0.
Demostracion. Si A < 0, entonces se define la aplicacién lineal
T1 :C — Ctx,ﬁ ,

por

Ti(z) = Ti(x,y) = x +

B .2
+1 .
V —Ay V —Ay
Para probar que es un homomorfismo, se puede ver que para todo z,z" € C:
Ty(22') = Ty (e — gy, xy/ + ) = 3! — gy + — P (e y) +i

NN

2 / /
\/_—A(xy +yx'),

y ademads que

Ti(z)Th(Z') = (x+ \/%_Aeri\/i_Ay) (x’ + \/%—Ay’ﬂLi\/i—A!/)

de donde, usando que i> = —pBi — &, se deduce que Ty(zz') = Ty(z)Ty(2'). Para
la biyectividad, al ser una aplicacion lineal entre espacios vectoriales de dimension
finita, basta con probar que es inyectiva y para ello, se prueba que T(z) = 0 implica
z = 0. En efecto, si T(z) = 0 entonces x + \/%y =0y \/%jy = 0, con lo cual
x =y = 0. Es asi como se obtiene el isomorfismo requerido para A < 0.

De manera andloga, si A > 0, se considera
Tz : C—l,O — C,x/[;,
dado por

B2
val A

y se comprueba que es el isomorfismo requerido. De igual manera, si A =0

Tr(z) = Ta(x +ey) = x +

T3 : C0,0 — sz,ﬁ/

dado por
T3(z) = T5(x +ey) =x+ §y+ iy,
se comprueba que es un isomorfismo.

Para probar la necesidad en cada caso, como la relacién = es una relacién de

equivalencia, bastan con probar que C, C_;1 9 y Cpo no son isomorfos. Para ello se
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nota que no es posible C = C_; 90 C = Cp pues ambas adlgebras de nimeros duales
o dobles, tienen divisores de cero. Luego, de existir un isomorfismo T, se tendria que
T(a) es divisor de cero en C, para todo divisor de cero a, en C_1 0 Cyy, lo cual es
una contradiccién. Por otro lado, tampoco se tiene que C_1 9 = Cpp. En efecto, por

reduccién al absurdo, se supone que existe un isomorfismo T : Cpg — C_1 9, luego

por tanto T(e) es un elemento de C_  tal que al elevarse al cuadrado es cero. Sin
embargo, sia + be = T(e€), con e2 = 1, entonces a2 + b% 4 2abe = 0, luegoa =b = 0.

Pero entonces T(€) = 0y esto no es posible pues € # 0y T debe ser inyectivo. [

Por la proposicion anterior, existen tres clases de dlgebras, ninguna isomorfa a la
otra, en C, g: nimeros hiperbdlicos (A > 0), nameros elipticos (A < 0) y numeros
parabdlicos (A = 0).

La razén de estos nombres se debe a que el conjunto {z € Cpp : |z|op = 1} es
una curva y una conica; respectivamente, sera una hipérbola, una elipse y un par de

rectas (parabola degenerada). Véase por ejemplo [11].

Otros subconjuntos de C, g, también cambian con respecto al signo del discrimi-

nante A.

PROPOSICION 4.4. Sea
Singa.p

el conjunto de los divisores de cero, incluido el cero, en sz,ﬁ- Se verifican los siguien-

tes enunciados:

e SiA <0, entonces Sing, s = {0}.

e Si A > 0, entonces Sing, s es la unién de dos rectas que pasan por el origen.

Cuando & = 0 estas rectas son x = 0 y y = 5. Cuando a 7 0 estas rectas son

y— BB (VA

e Si A > 0, entonces Sing, s = {0} es una sola recta que pasa por el origen:
y.

N

X =
Demostracion. Por la proposicion 2.12, se cumple

Singup =1z € Cap : |z]ap = 0}.
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Cuando A < 0, entonces el teorema 4.2 afirma que no hay divisores de cero y asi
Sing,p = {0}.
Si A > 0y tomando en cuenta la ecuacion (4.2), se cumple z = x + iy estd en Sing, g

siy solo si
x? — Bxy +ay* =0 (4.3)

Cuando a = 0, entonces B # 0, ademads se cumple que x(x — fy) = 0,asi x = 0
oy = % Cuando a« # 0, se usa la formula cuadrética en (4.3), viéndola como una

ecuacion de segundo grado en y, luego:

_ Bx £/ (B? —4a)x?
B 2w ’

Yy

lo que prueba lo requerido.

2
Si A = 0, entonces &« = %, con lo cual (4.3) se convierte en

(x— §y>2 =0,

g

lo cual permite concluir que x = 5y como se requeria.

]

Usando el teorema 2.14, se puede calcular las conjugaciones principales en C, g.

LEMA 4.5. Si z = x + iy es elemento de C, g, entonces x — fy — iy cumple con ser

solucion de la ecuacion caracteristica (2.10):
P.(t) = det(A#(z) —1d-t) = 0.

De esta manera, x — By — iy es una conjugacién principal de z y no existen mds

soluciones de (2.10) ademds de z. Se escribird como z y cumple 2z = |z|%. 8

Demostracién. Se considera z = x 4 iy, y sit = x — By — iy, entonces

///(z)—ld.t:<x _“y>_<x‘5y—iy 0 )Z(ﬁyﬂ'y —ay)
y x— Py 0 x— By —iy y 1y

Luego
P:(t) = (iBy* + (—pi — a)y?) +ay* = 0.
Para probar que es la unica, se nota que para t € C, g arbitrario:

P(t) =0 < 2 +t(By — 2x) + x> — Bxy +ay®> =0
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que debe tener dos soluciones:

_ —By+2x+tyu

t ,
2

(4.4)

donde u es tal que u?> = A. Se puede comprobar que (B + 2i)?> = A, por tanto,

reemplazando en (4.4) se tienen las soluciones
th=x+iy =z, th=x—By—iy =2z

Gracias al teorema 2.14, estas son todas las soluciones y satisfacen zz = det(.#(z)) =
2
|Z | a,ﬁ . D

OBSERVACION. Dado el ntimero z € C, g, a su tnica conjugacion principal z, se la

llamard simplemente el conjugado de z.

LEMA 4.6. La magnitud
| lap : Cop = RTU{0}

es una norma cuando A < 0. Caso contrario, es una seminorma.

Demostracion. Para todo z, w € Cyp se considera la cantidad

cumple las siguientes propiedades:

e Para todo z,w € Ca,ﬁ/ <z,w>a,l3 es un ntimero real. En efecto, siz = x +iyy

w = x" + iy’ entonces

Z=x—Py—iy=x—Py+py+iy=z

zw = xx’ — ayy’ +i(xy’ +yx' — Byy’)
= xx' —ayy' + By — B(xy +yx') —i(xy' +yx' — Byy)
= (x = By —iy)(x' — By’ —iy’)

w.

N

Por tanto, si y = zw = y; + y»i entonces
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e Simetria: Para todo z,w € Cy g, (2, W) s = (W, 2)a,p-

e Bilinealidad: Para todo z,z,w € C, g y ¢ € R se verifica que (c(z +2'), w)yp =
c(z,0)up + (2, W

¢ No negatividad: Para todo z € Cy g, (2,2)ap > 0.

Sies que A < 0, entonces 0 = (z,z), 5 = |2 i,ﬁ siy solosiz = 0, por tanto (-, -) es un

producto interno realen Co gy | - |4, = 4/ (", *)a, €S Una norma. Para los otros casos
se tiene que (z,z),p = 0 cuando z es un divisor de cero, en consecuencia | - |, g solo

puede ser una seminorma. O

Se observa que, por lo anterior, C,X,[; es un espacio de Hilbert real si y solo si
A <O0.

4.2. Funciones analiticas en ntimeros complejos gene-

ralizados

Gracias a las condiciones de Scheffers, introducidas en el capitulo 3, se tiene que

una funcién
f Q) C C,x,ﬁ — Ca,ﬁ

tal que f1, f» tienen derivadas parciales continuas, es analitica si y solo si
X
Jx 9y

Comparando la anterior matriz anterior con la ecuacién (4.1), esto se traduce en que

of _ of

oy Yax (45)
dfi _,9f2  9f

o Pax Ty (4.6)

Por otro lado, las ecuaciones de Cauchy-Riemann generalizadas se transforman en

(55 735) F =0 47)
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En el dlgebra C, g, al contrario de C, no siempre se cumple que

o .0 1/0 .0

Para comprobar lo dicho, se considera el caso cuando « = —1y B = 0. De esta

manera se cumple que i2 = 1. Sea ahora
floy) =x+iy

entonces (% - i%) f =0, pero % <% + i%) f = 1. Por otro lado, si se tiene
gl y) =x—1iy

entonces (% — i%) g= —Ziy% <% + i%) f=0o.
Considerando lo anterior, es claro que el operador de Cauchy-Riemann en C, g ten-

dra que ser

d Jd .0
e (48)
y su correspondiente operador conjugado siendo
d d Jd .0
— + P +is—. (4.9)

OBSERVACION. En [3, Sec. C.7.1] también se ha definido un operador de Cauchy-

Riemann en C, g. Se lo notara como

L. S-p2 12
T 25 9x  Soy
Su respectivo conjugado es
—. S+po 19
9z = 25 ox | Say’

donde en ambos casos se ha definido S := B + 2i. Al igual que con el operador a%,

se tiene que una funcién hipercompleja f es analitica si y solo si
ozf =0.

Esto se puede comprobar rdpidamente observando que como % = %( B+ 2i), enton-

ces ,
_B+2i0

9= 122

A 0z
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con A = b? — 4a. Adicionalmente, se cumple que

A 0z

La ventaja del operador de Cauchy-Riemann presentado en este trabajo es que esta
definido en C,X,[;, para todos los valores de a, 8 € RR; lo cual no es el caso de los

operadores 95 y 9z que solo estan definidos cuando A # 0.
OBSERVACION. Se puede mirar a los operadores a% y g en el contexto del teorema
3.11.
En efecto, si z; = y — ix, entonces |z; |iﬁ = y? + Bxy + ax? y por tanto
02 d 8 02
A(l) = —
Cap ™ 9y2 a2 Pax dx ay “ox2

Mas atin, se cumple quesi f : O C Cy 5 — Cypesanaliticaen Qy fi, f2 € C2(Q)

(sus derivadas parciales de segundo orden existen y son continuas), entonces

2 2 o

(1) 0 d 8 d (00 9 9
A — ) f=|== =

Cw,ﬁf < dy? TPox dx ay “ox2 f 0z 0z f= 0Z 0z f=
en (). El operador A&)ﬁ es una generalizaciéon del operador laplaciano % + aa_yZ'
tomando & = 1y B = 0. Ademds, otros resultados similares se pueden lograr cam-
biando los pardmetros a y . Sies que « < 0y B = 0, estamos en el caso de los
numeros hiperbdlicos, y las componentes f; y f» de una funcién hipercompleja ana-

litica, satisfacen la ecuacién de tipo onda:

I\ _ 2%
a2 ) ~ © ox
con c =/ —u.

El operador conjugado de Cauchy-Riemman se relaciona con la derivada hiper-

compleja.

LEMA 4.7. Sea f : Q) C C, g — C, g una funcién hipercompleja analitica, entonces

d

=f=(B+20)f, (4.10)

en ().

of

Demostracién. Como f es analitica se sabe que a% f =0y f" = 5 por el corolario 3.9.
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De la primera ecuacién se deduce que

Reemplazando esto en (4.9), se obtiene que

9, of
a—z —(ﬁ—FZZ)g/

demostrando lo requerido O

OBSERVACION. El ntimero 8 + 2i es invertible si y solo si A # 0. De la ecuaciéon

(4.10), se tiene que o
B+2i0 ,
roa =S
para todo f funcién hipercompleja analitica si y solo si A # 0. Caso contrario, es
decir para los nimeros parabdlicos, la derivada hipercompleja no es un mdaltiplo

del operador conjugado.

EJEMPLO 12. Los polinomios z", conn € N y z = x + iy, son analiticos en C, g. La

prueba es por induccion:

e 1 = 1: Se cumple que

d Jd .0 , .
52 = (@—z£> (x+iy)=i—i=0

2 2

e 1 = 2: Se observa que z2 = x? — ay® + 2xyi — By?i, por tanto

a 2 - a . a 2 2 . 2.
557 = ( 18x> (x* — ay” 4 2xyi — By~i)
= —2ay — 2Byi + 2xi — i(2x — 2yi)

= —2ay — 2Byi + 2yi* = 0

e n = k. Se asume que 2zF!

= 0. Se debe probar que a%zk = 0. Para ello se
nota que si dos funciones hipercomplejas son analiticas, entonces su producto
también lo es. En efecto, sean f, ¢ : () C C, g — C, g son tales que a% f= a% g =

0 en ), entonces:

5 @) = (5:76)) 86+ 7 (5280

Lo anterior se puede comprobar para cualquier dlgebra hipercompleja. Simi-
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larmente para la derivada con respecto a y. Luego

S = (553 52+ 1) (55802))

(( ) 2416 (5559)) )
P o)+ % f(z) =0

Como z y z~! son analiticas, se concluye que su producto z* lo es también.

Debido a que todas las funciones z" son analiticas, entonces por el corolario 3.9 se
tiene que (z") = %z”, al igual que antes se puede comprobar por induccién que
(z") = nz"~! para todo n € IN*, haciendo uso de la regla del producto para la
derivada hipercompleja en el teorema 3.7. Por tltimo, usando el lema 4.7 se cumple

que

0 , :
?z” = (B+2i)(z") = (B +2i)nz""1.
z
OBSERVACION. Como se habia dicho antes, la proposicién 3.1 que es valida en C, no
necesariamente lo es para un 4lgebra hipercompleja arbitraria V. El siguiente enun-
ciado se puede encontrar en [2], junto con su demostracién, y da un contraejemplo
en el dlgebra de los ntimeros dobles C_1 :
PROPOSICION 4.8. Sea V = C_ el dlgebra de los ntiimeros dobles y
>:
= .—"
j=0 /"
entonces ¢ : V — V es un funcioén analitica u holomorfa. Ademds, la funcion

1 X 2
e 2 si [z]21y #0,
o l ! _% : 2 —
8(2) s(1£i)e »2  si|z[2,=0, peroz #0,
0 si z=0.
es también analitica en todo V. Sin embargo, para todo zg € Sing_1, se cumple

que g(zp) no puede ser expresada como una serie de potencias centrada en zy y que

converja para alguna vecindad de z.
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Capitulo 5

Funciones analiticas fraccionarias

En [5] y [6] se desarrolla la nocién de funcién analitica fraccionaria, en el &mbito
de las algebras C y BC, respectivamente. Estas funciones cumplen las condiciones
de Scheffers o condiciones de Cauchy-Riemann generalizadas cuando los operado-
res diferenciales ordinarios son reemplazados por operadores fraccionarios, especi-

ficamente por la derivada fraccionaria de Riemann-Liouville.

Mas atin, en los mismos trabajos, se construyen los cimientos para definir funciones
analiticas fraccionarias que sean andlogas a las funciones elementales usadas en el
célculo, por ejemplo la funcién exponencial y las funciones trigonométricas. La idea

principal se da al observar que, en el caso complejo, las funciones
e*,cos(z), sin(z)

pueden ser expresadas de la forma

Z z

Ck—,
n!

k=0 ’

. . . n
para algunas constantes reales ci. En este sentido, los polinomios Z" := %; son de

especial importancia y cumplen dos propiedades centrales:

%z” =0 (5.1)

d
—7"=(z") =z7""%. 2
7= (2") 52)
El objetivo de este capitulo es definir y entender las propiedades de las funciones

analiticas fraccionarias en el dlgebra C, g y construir polinomios fraccionarios Z 4
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que cumplan las propiedades (5.1) y (5.2) para el operador de Cauchy-Riemann y su

conjugado, respectivamente.

5.1. Funciones fraccionarias analiticas en dos dimen-
siones
Sea el dominio
Q= [xOle] X [y()/yl]/

donde [xo, x1] y [v0, y1] son intervalos reales acotados y sean dos escalares reales po-
sitivos rg y r1. De aqui en adelante, estos elementos serdn fijos y de ellos dependerdn

todos los conceptos presentados.

Utilizando la ecuacion (4.7) se define el operador fraccionario de Cauchy-Riemann

fraccionario de orden r := (rg,71) en C, g como
ro._ ph in’o
D’ := Dy, — iDy,,

su conjugado sera
D7, := D}l + BDIY, +iD}).

DEFINICION 5.1. Una funcién hipercompleja
f:QCCup— Cup
se dird fraccionaria analitica en (), si es que D', f existe y ademads
D' f=0, (5.3)

en Q). Una funcién f : O C C, g — R se dird que pertenece a AC"(Q)) si es que para
caday € [yo, 1], la funcion

x = filxy)
pertenece a AC"[xo, x1]; y para cada x € [x, x1] la funcién
y = filvy)
pertenece a AC"[yo, y1].
OBSERVACION. Cuando ryp = 1y r; = 1 se tiene que el operador D', coincide con

el operador de Cauchy-Riemann aa_z- Similarmente, para los respectivos operadores
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conjugados.

Por otrolado, si f = f1 +if, y cumple (5.3), entonces como las derivadas de Riemann-

Liouville son lineales, se cumple que

Dy fi = —aD3 fo (5.4)
Dy fi = BDY f2 + Dy fo. (5.5)

que justamente coinciden con las ecuaciones (4.5) y (4.6) cuandorg =1y r; = 1.

Ademas, por facilidad al calcular, asi como se hizo para el caso de las dlgebras C y

BC en [5] y [6], en adelante se asumira que g, 71 € (0,1).

A continuaci6n estudiamos la linealidad de los operadores D', y D’,..

TEOREMA 5.1. Para cada par de funciones hipercomplejas f,¢ : 3 C Cy 5 — Cyp
conf = fi+ifa yg = g1 +igo tales que f;, gj € AC'(Q) paraj € [1,2], se tiene que:

D.(f+g)=D.Lf+Dlg,

DL(f+g)=DLf+DLg.

Ademas, para todo k € C, g se cumple que
DL (kf) =kDL(f) y  Di(kf) =kDL(f).

Demostracion. Gracias a la hip6tesis en las componentes f; y g; y la definicién de
AC™(Q)), se tiene que estas funciones son absolutamente continuas cuando se las
ve como funciones de una sola variable, es decir, que las funciones x — fj(x,y)
pertenecen a AC"[x, x1] y las funciones y + f;(x,y) pertencen a AC"[yo,y1] para
todoj e [1,2]yx,ye Q.

Luego, por el teorema 2.22, se tiene que las derivadas Dy} fiy Dy fj existen para
j € [1,2]; conlo cual D, f y D', g estén bien definidas. M&s atin, como AC![xq, x1] y
ACyo, y1] son espacios vectoriales, entonces AC!(Q)) también loes y asi D', (f + g),
D' (f + g) existen.

Luego, calculando

r _ Dyt (fi+g1) +aDY (f2+&2)
Dif+e) = ( —Dyy(fi +81) + Dy (f2 + &2) + BD (f2 + £2) )

_ Dy fi +aDx f2 N Djig1+aDPg)
—Dxfi + Dy fo + BDxy f —Dy81 + Dyyg2 + BD g
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= DL f+Dlg.

Similarmente se prueba que D’ (kf) = kD’ (f). Para probar las propiedades con

D', se nota que

D' f =D f. (5.6)

En efecto,

D%, f = (Dy, + D3 +iD) (fo — Bfr — if1)
= Djufo — PO+ BDNfo + (& = )DL + (D fo — Dfy — Do)

D', f = D} fo+aD3 fi +i(Dy, f1 + BD fr — DY fo)
= Dyb fo — BDy fr + BDY fo + (« — B2) D f1 + (D3 fo — Dys fr — BDS f1).

Luego D', f = D, f y como ? = f, se prueba (5.6). Como z + w = Z + W para todo

z,w € Cy g, se cumple que

Di(f+g)=Dif+g=D\(f+g) =D\ f+ D\ g=Df+Dig=D\f+D’g

y

DL(kf) = D kf = DYk f =K DI f = kD.f = kD ().
]

OBSERVACION. Cuando A # 0, usando el lema 4.7 se tiene que el operador con-
jugado a% es un multiplo de la derivada hipercompleja. Los resultados del teorema
anterior para el operador fraccionario conjugado D', son asi anlogos, en el dambito

fraccionario, a los hechos en el teorema 3.7 para la derivada hipercompleja.

TEOREMA 5.2. Si es que una funcién hipercompleja
f Q) C sz,,B — Ca,[}

con f = f1 +if,, cumple la siguiente hipétesis:

H1: Para j € [1,2] se tiene que f; € AC*(Q)) y para todo x € [xo,x1], y € [yo,y1] se

cumple

fi(x,y0) = f2(x0,y) = 0.
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Entonces D', f, D', f existen y ademds
DD’ f = DD .

Demostracién. Por el teorema 2.23 y de la definicién de AC?(Q)) se obtiene que Dyt fi,

DY) f; existen para j € [1,2] y ademas conmutan:

Dy, Dxyfj = DxyDyofi,

Dy, Dy fi = sz]’

D D3t fj = D fr-
De donde, D', y D_fF existen y también conmutan, con:

DID.f = D!, D.f = (D21 + BDX DI} 4 aD20) .

OBSERVACION. Noétese que el operador

2r1 + IBDrO Dr1 + [XDZrO

es la version fraccionaria del operador Ag ) 5y coinciden cuando r = (rp, 1) = (1,1).

Es claro, por el teorema anterior, que una funcién fraccionaria analitica f : O C

Cyp — Cyp que cumpla H1 satisface la ecuacion en derivadas fraccionarias:
(Dyt + BDY Dy, +aDF0) f =0,

al igual que sus componentes fi, f>. Esto es un andlogo al teorema 3.11 cuando V =
Cyp y las derivadas ordinarias son reemplazadas por derivadas fraccionarias de

Riemann-Liouville.

5.2. Polinomios fraccionarios analiticos

En concordancia con el trabajo de [5], para s € (0,1) y un ndmero natural n se

define el polinomio fraccionario real de Riemann-Liouville de orden 1, como:

(x _ xo)(n—i-l)s—l
L(s)T((n+1)s)’

XM = (5.7)

definido para todo x € [xp, x1]. Las propiedades de las funciones X" se resumen a

continuacion.
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LEMA 5.3. Pararg € (0,1) se cumple que

DY X0 =0 (5.8)
yparan € NT:
DY X0 = Xron—1, (5.9)

Demostracién. Por el ejemplo 8, se tiene, para todo n € INT, que

D+ Dn—1+1)
T((n+tDrg—1+1—rg) " 0

DY (x — xo) "o~ = ()0 —1-70

Multiplicando a ambos lados por m se obtiene:

(X o xo)nro—l B

Do xTon — — ro,n—l'
0 I'(ro)T (nro)
Para probar (5.8), se usa el lema 2.20, notando que [rg] = 1y asi DY f = 0siy solo
si
flx) = er(x —xp)0 !
para alguna constante real c;. Eligiendo ¢; = W se obtiene que
B 1 B (x — xO)(OJrl)sfl
=c1(x —xp)0 1t = x —xg) 0! = = X0,

) (OIS (GE= Ty

probando lo requerido. O

Se puede pensar en los polinomios X"*" como la versioén fraccionaria de los poli-
nomios reales £ y a X" 1 poli i tant la derivada fracci i
Tya como el polinomio constante para la derivada fraccionaria

D;% En efecto, cuando xg =0y rg — 17 en (5.7), se tiene que

x(n+1)-1 X"
lim X" = ——— = —
ro—1- r(H)r(n+1) n!

yaqueI'(n) = (n —1)!y es continua en su dominio.
OBSERVACION. Se usara la notaciéon Y"1 para referirse a la funciéon

(]/ _ yo)(n+1)rl—1
L(r)T((n+1)r1)

A partir de los polinomios fraccionarios reales, el siguiente objetivo es crear po-
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linomios fraccionarios hipercomplejos

Z;’/’é 1 QCChp— Cup,

conr = (rp,r1) y n € N, que sean analiticos, es decirm se busca

DI Z% = 0. (5.10)

para todo n € IN. Como sustituto de la derivada hipercompleja, se usard el opera-
dor D, ya que para A # 0 es un multiplo de la misma. De esta manera se pide
adicionalmente que

DLz = Zuy, (5.11)

para todo n € INT, en concordancia con las condiciones (5.2) y (5.9). Cabe pregun-
tarse si exigir la condicién (5.11) es vélido para cuando A = 0; como se verd, estd

condici6n hace que Z;'Z3 = 0 para todon € N.

En primer lugar, se toma en cuenta el anillo C, g[x, y] de todos los polinomios con

coeficientes en C, 5 en las variables x e y. Es evidente que todos tendran la forma

L ¢ I 1=k k

2: 2:‘Akmx:7 y

[=0k=0
donde Af{/n € C,p para todo k,n,1 y n es el grado del polinomio. Esto motiva la
siguiente definicion.
DEFINICION 5.2. Una polinomio fraccionario hipercomplejo de gradon € IN es una
funcién Z;"Z;, con

rn .
Za,ﬁ Q) C Ca”g — C&,ﬁ'

de la forma:
n 1
Z Z A;(nxro,l—kyﬁ,k.
1=0k=0

OBSERVACION. Para facilitar los cédlculos, se acortara la notacién con las siguientes

convenciones:
n .__ yron
X" .= X"
n .__ r1,n
Y" .=y
n._ orn
VARES ZMS,

donde, como se ha dicho antes, g, 71 € (0,1) son constantes fijas y r = (g, 71).
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TEOREMA 5.4. Sea (Z"), <N una sucesion de polinomios fraccionarios hipercomple-

jos tal que satistace las condiciones (5.10) y (5.11). Entonces:
Z"=0 para todon € N
implica que A = B — 4a = 0.

Demostracién. Supéngase que A # 0, se debe hallar una sucesién de polinomios
fraccionarios hipercomplejos (Z"),ecn no todos igual a cero, tal que cumplan (5.10)
y (5.11). Témese

n
z" =Y i*(B+2i) X" RY, (5.12)
k=0

donde (B +2i)™" = +2i)~h)n + 2i es invertible porque A # 0. Entonces
y porq

n n—1
Dy, Z" = Dy} (2 i*(B + 2i)‘”X”_kYk> = (Z B+ 21')—"x”—k—1yk> ,
k=0

k=0

pues D% Yk = yk-1 y D;BYO = 0. Similarmente
n—1
DRZ" = | Y i*(B+2i) "X YR
k=0
De donde, D', (Z") = Dy} (Z") —iD3(Z") = 0. Por otro lado
D' (Z") = Dyl (Z") 4+ BD3> (Z") +iD (Z")

n—1
— Z(ik-‘rl + [Blk + l‘k-‘rl)(‘B +2i)—nxn—k—1yk>
k=0

= f i*(B+2i)(B+ Zi)_”X”‘k‘lY">

k=0

n—1
— Z lk(‘B + 21‘)—(71—1)Xn—k—1yk)

k=0
— Z?’l—l

De esta manera los polinomios Z)|_; definidos por (5.12) son distintos de cero, cum-

plen con (5.10) y (5.11); el enunciado del teorema se consigue por contrapositiva. [

De esta manera, cuando A # 0 se asegura la existencia de polinomios fracciona-
rios hipercomplejos Z", con n € IN usando la ecuacién (5.12). Estos polinomios no
todos son iguales a 0, son analiticos y cumplen que D', Z" = Z"~!. Cuando A = 0

polinomios fraccionarios hipercomplejos con las anteriores propiedades no pueden
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construirse, como lo ilustra el siguiente ejemplo.

EJEMPLO 13. Sea V = (g es decir el dlgebra de los niimeros duales. Entonces A =
0,i* =0, D", = Dy} —iDy y D', = Dy} +iD. Supéngase que existe una sucesién

de polinomios fraccionarios hipercomplejos que cumpla (5.10) y (5.11). Por lo tanto

(Dy, —iD%)Z" =0,
(D, +iD9)z" = Z" 1,

para todon € N*. Sies que Z" = Z' 4 iZ}}, entonces lo anterior se traduce en

Dy, Z{ +iDy 23 — iDRZ} = 0
Dy\Z{ +iDZ3 +iDRZ} = Z" 1.

Restando estas ecuaciones se deduce que
iy n . n—1
2iDRZY = 7",

Sin embargo, se observa que D)) Z# es un ntimero real, por lo tanto Z"~! no tiene
parte real, es decir, Zi’_l =0y Z’Z“_1 = 2iD;% Z7. Pero por el mismo razonamiento,
usando 7 + 1, se tiene que Z} = 0, de donde Zg_l =210 = 0. Asi,

zZ" =0

paratodon € N™.

5.2.1. Caso limite

Como se ha visto en todo el capitulo, cuando ry = r; = 1 se recupera el caso hi-
percomplejo con derivadas ordinarias y se observé que los polinomios fraccionarios
reales X*" convergen a los polinomios % Cabe preguntarse bajo que condiciones,
para un funcién hipercompleja arbitraria, se puede asegurar la convergencia cuando

ro—1"yr—1".

TEOREMA 5.5.5ea f : ) C Cyp — C,p una funcién hipercompleja tal que es

fraccionaria analitica en () para una sucesion de pares

n = (VO,n/ rl,n)

conr;, € (0,1), parai € [1,2] y todon € N. Ademds, supéngase que f; € C}(Q) y
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tin — 17, parai € [1,2]. Entonces,
f : Q/ C Ctx,,B — Cﬂé,ﬁ

es analitica, con

Q' = (xo, x1] x (yo, y1]-

Demostracién. Dado que C'(Q) C AC!(Q) entonces del teorema 5.1 se tiene que en

efecto D" f estd bien definido. Aplicando el teorema 2.24, se tiene que

dfi

To,n g 1

(D) filxy) = 52 (xy)

cuando n — o0, x € (x9,x1], Y € [yo,y1] y i € [1,2]. Similarmente,

(D) i) = Loty

cuando n — oo,y € (yo,y1), x € [x0,x1] y i € [1,2]. Como D f(x) = 0 para todo

n € Ny x € (); aplicando las convergencias anteriores, se tendra que

0= DIEf(x) = 2 (x)

para todo x € (). O
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Capitulo 6

Conclusiones y trabajo futuro

6.1.

Conclusiones

La representacién matricial .# de un algebra hipercompleja V, permitié ca-
racterizar de manera sencilla al conjunto de sus divisores de cero, justificando
completamente asf la definicién de derivada hipercompleja y sus propiedades
generales. Ademds, justificé la definiciéon de conjugado, usando la ecuacién

caracteristica.

La formulacion de las condiciones de Scheffers, por medio de la representacién
matricial, como se ilustra en el teorema 3.8, permiti6 la demostracién de las
condiciones de Cauchy-Riemann generalizadas, sin necesidad de usar formas
diferenciales como en [3]. Esto tuvo ventajas al momento de definir el operador

de Cauchy-Riemann a% y en la demostracion del teorema 3.11.

El operador conjugado de Cauchy-Riemann a% en C, g es un multiplo de la

derivada hipercompleja y como tal puede ser usado como sustituto, ademas

tiene la ventaja, junto con el operador de Cauchy-Riemann de ofrecer una fac-
(1)

torizacién de un operador diferencial de grado superior: A’ , que es una ge-
p

neralizacién del operador de Laplace.

El operador conjugado de Cauchy-Riemann no puede considerarse un buen
sustituto de la derivada hipercompleja en C, g, cuando B% — 4a = 0. Como lo
ilustra el teorema 5.4, polinomios fraccionarios hipercomplejos que satisfagan
(5.10) y (5.11) solo pueden ser construidos por medio de la férmula (5.12) pa-
ra nimeros hiperbdlicos y elipticos, imposibilitando la creacién de funciones

elementales fraccionarias para los ntimeros parabolicos .
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6.2. Trabajo futuro

e Generalizar el concepto de funciones fraccionarias analiticas para algebras de
mayor dimensién a la de los nimeros complejos generalizados C, g, usando

para el efecto las ecuaciones de Cauchy-Riemann generalizadas.

e Estudiar una generalizacién del teorema 3.11 que pueda ser aplicado para fun-
ciones fraccionarias analiticas, esto también permitird tener operadores lapla-

(1)

cianos fraccionarios, similares a los operadores Ay,’.

e Utilizar los polinomios fraccionarios hipercomplejos descritos en el teorema
5.4 para definir funciones analiticas fraccionarias elementales, es decir que
sean sustitutos de la funcién exponencial y funciones trigonométricas en C, g,

de la forma:
o0
Y C.Z"
n=0
donde C,, son constantes reales.

e Establecer qué operador en lugar de D', es necesario usar cuando A = 2 —
4n = 0 para obtener polinomios fraccionarios hipercomplejos que cumplan

con ser analiticos y sean adecuados para aplicaciones.
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