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Resumen

La dependencia espacial en datos medio ambientales es un criterio influyente en proce-
sos de agrupacion, dado que los resultados obtenidos brindan informacion relevante. Como
los métodos clasicos no consideran la dependencia espacial, al considerar esta estructura
se producen resultados inesperados, proporcionando agrupaciones de curvas que pueden
no ser similares en forma y/o comportamiento. En este trabajo se realiza la agrupacién
mediante el método k-medias modificado para datos funcionales correlacionados espacial-
mente aplicado a datos del Indice de Vegetacién de Diferencia Normalizada (NDVT) de los
paramos del Ecuador. Para esto se implementan indices de calidad que permitan obtener
el nimero adecuado de grupos. Con base en la metodologia desarrollada en el método
de clasificacion jerarquico para datos funcionales con correlacion espacial, y dado que
los datos funcionales pertenecen al espacio de Hilbert de funciones cuadrado-integrables;
se desarrolla el analisis considerando la distancia entre curvas a través de la norma £2
obteniendo una representacion reducida de los datos a través de una base finita de tipo
Fourier. Luego, se calcula el variograma empirico y se ajusta a un modelo tedérico para
asi ponderar la matriz de distancia entre las curvas por el trazo-variograma y variograma
multivariado calculado con los coeficientes de las funciones base, y esta matriz se utiliza
para la agrupacion de datos funcionales correlacionados espacialmente. Para la validacion
del método se realizaron varios escenarios de simulacién, obteniéndose buenos resultados
de correcta clasificacién y se complementa con un caso de aplicacién a datos del NDVI,
donde se obtuvieron cinco regiones distribuidas latitudinalmente.
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Capitulo 1

Introduccion

Los métodos de agrupacién tienen por objetivo identificar grupos homogéneos de ob-
servaciones que representan la realizacién de alguna variable aleatoria X [Jacques, 2014],
y en los cuales los miembros dentro de los grupos tienden a ser similares y distintos de
otros miembros de otros grupos [Romano et al., 2015]. Estos métodos también son co-
nocidos como métodos de clasificaciéon no supervisada, pues las observaciones no tienen
asociadas ninguna etiqueta de grupo o categoria de forma previa [Jain, 2010]; por lo cual,
este tipo de métodos se utilizan con frecuencia para detectar patrones especiales en una
base de datos, los cuales pueden tener interpretaciones convenientes por parte del usuario
[Jacques, 2014].

Uno de los métodos més populares de agrupacion es el algoritmo k-medias, pues desde
1955 se ha venido utilizando y adaptando a miles de problemas en diferentes campos de
las ciencias [Jain, 2010]. Muchas de estas adaptaciones asumen que las observaciones de
tipo escalar, espacial y multivariante, pueden ser representadas como puntos en un espacio
Euclideo de dimension finita, pero cuando la dimension del objeto es sumamente grande
las realizaciones de la variable aleatoria X pueden tomar valores en un espacio infinito
dimensional [Jacques, 2014]; este dltimo tipo de dato es muy comun, ya que hoy en dia se
pueden realizar mediciones en cada instante de tiempo y es conocido como dato funcional.
Es asi que, este problema se puede abordar desde el analisis de datos funcionales, pues su
objetivo es inferir la estructura de los datos trabajando con su naturaleza de dimension
infinita sobre espacios de Hilbert [Luz Lépez Garcia et al., 2015].

Dado que el campo de aplicacion es amplio para el uso de estos métodos, nos centra-
remos en el drea medioambiental, pues en esta area se trabaja con datos temporales,
los cuales segin [Romano et al., 2017], también son considerados como datos funcio-
nales. Aplicar un método de agrupaciéon, omitiendo su estructura espacial, dara como
resultado grupos en los cuales las curvas pueden no ser similares en forma y/o compor-
tamiento [Romano et al., 2017]. Para abordar este problema, hasta el momento se han
propuesto métodos de agrupacién como el jerarquico [Giraldo et al., 2012] y el dindmico
[Romano et al., 2017], los cuales usan el trazo-variograma como medida de dependencia
espacial, con la diferencia de que en el método jerarquico se realiza el calculo de ma-
nera global, mientras que en el método dinamico se lo realiza de manera local; asi, el
método jerarquico usa la distancia euclidiana entre las curvas, mientras que el método
dindmico usa la distancia euclidiana al cuadrado entre las curvas dentro de cada grupo
[Romano et al., 2015]. Al notar la escasez de opciones de métodos, asi como la no imple-
mentacién del método k-medias, contar con mas opciones de agrupacion que trabajen con
este tipo de datos seran de gran ayuda; es por ello que en este trabajo se implementara el
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método k-medias para datos funcionales con correlacion espacial, para lo cual se usara la
metodologia aplicada en [Giraldo et al., 2012], y para evaluar el desempeno del método
propuesto, se realizaran varios escenarios de simulacién, y posteriormente aplicar este
método a los datos del NDVI de los paramos del Ecuador.

1.1. Objetivos

1.1.1. Objetivo General

Adaptar el método K-medias para datos funcionales correlacionados espacialmente con
aplicacion a datos del Indice de Vegetacion de Diferencia Normalizada de los paramos del
Ecuador.

1.1.2. Objetivos Especificos

1. Adaptar el método funcional espacial de agrupacion jerarquico para la generacién
de la metodologia del algoritmo K-medias.

2. Simular varios escenarios para poner a prueba el método K-medias modificado.

3. Aplicar indices de calidad para poder conocer el nimero de grupos con el que se
deberia trabajar.

4. Comparar los resultados de clasificacion de las simulaciones del método jerarquico
funcional espacial con el método k-medias modificado.

5. Aplicar el método K-medias modificado a los datos de Indice de Vegetacién de
Diferencia Normalizada de los paramos del Ecuador.

1.2. Justificacion

El analisis de agrupacion funcional tiene como objetivo construir grupos homogéneos
dentro de un conjunto de curvas. Teniendo en cuenta la naturaleza de los datos y que la
implementacion de los métodos probabilisticos es compleja, esta técnica se vuelve com-
plicada [Pérez, 2018]. Los métodos clésicos de agrupacion no consideran la dependencia
espacial; por ende, pueden agrupar miembros con errores en cuanto a la ubicacion espacial
de los mismos. Resulta interesante considerar la estructura de la correlacién espacial en un
contexto de agrupacion funcional ya que puede llegar a producir resultados inesperados
[Romano et al., 2017].

Para clasificar datos funcionales con dependencia espacial se utiliza el variograma
como una medida de correlacién espacial e indica la forma en que un punto tiene influencia
sobre otro punto dependiendo de su distancia [Giraldo et al., 2012]. Entonces, como los
datos funcionales con los que se trabaja pertenecen al espacio de Hilbert de funciones
cuadrado-integrables, se desarrolla el analisis considerando la distancia entre curvas a
través de la norma £2. Después se obtiene una representacién reducida de los datos
a través de una base finita, que puede ser de tipo: Fourier, B-splines, Wauvalets, entre
otras. Luego, se calcula el variograma empirico y se ajusta un modelo tedrico para asi
ponderar la matriz de distancias entre las curvas por el trazo-variograma o variograma
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multivariado calculado con los coeficientes de las funciones de la base. El proceso de
agrupacion de datos funcionales correlacionados espacialmente se lleva acabo mediante
la matriz ponderada, utilizando como funcién de peso el trazo-variograma o variograma
multivariado y la distancia entre las curvas [Giraldo et al., 2012].

Los métodos de agrupacién para datos funcionales con correlacion espacial son de
gran utilidad en la practica y sus aplicaciones son variadas, en [Giraldo et al., 2012],
se hizo uso del método de agrupaciéon jerarquico aplicado a datos de temperaturas del
aire de Canada y se logro clasificar e identificar zonas en las cuales las temperaturas y
ecosistemas fueron similares. En [Haggarty et al., 2015] se aplic6 el método de agrupacion
jerarquico funcional para conocer los niveles de contaminacién por nitrato en el rio Tweed
en Escocia y se consigui6 identificar grupos de estaciones de monitoreo de caracteristicas
espacio-temporales similares.

En [Giraldo et al., 2012] se menciona que tener métodos alternativos para realizar este
andlisis de agrupacién de datos funcionales correlacionados espacialmente, es de gran
ayuda ya que se contarian con herramientas adicionales para el investigador; por esta
razon se propone una adaptacion del método k-medias para tratar este tipo de datos, asi
como indicadores de calidad para conocer el nimero de grupos que se deberia considerar
e indices de correlacion espacial y temporal para medir la consistencia de los mismos.
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Capitulo 2

Marco Teodrico

En el presente capitulo se dan a conocer conceptos fundamentales para el desarrollo
del presente trabajo de titulacion; asi, en la seccion 2.1 se definen los principales conceptos
de estadistica espacial; en la seccion 2.2 se tratan conceptos de analisis de datos funcio-
nales; en la seccién 2.3 se definen tres métodos de agrupacion, los cuales son: agrupacion
de datos funcionales, agrupacion de datos espaciales y agrupacion de datos funcionales
con correlacion espacial; y en la seccion 2.4 se introducen indices de calidad para datos
multivariantes.

2.1. Estadistica espacial

La estadistica clasica trabaja bajo el supuesto de independencia de los valores ob-
servados; estas observaciones son consideradas como realizaciones independientes de la
misma funciéon aleatoria; sin embargo, cuando los datos observados estan sujetos a una
zona geografica, la hipotesis de independencia no se cumple[Montero et al., 2015]; adicio-
nalmente, la primera ley de la geografia establece que: "todo esta relacionado con todo lo
demads, pero cosas cercanas estdn mas relacionadas que las cosas distantes”[Tobler, 1970].

2.1.1. Preliminares

2.1.1.1. Funcién Aleatoria

Dado un dominio D C R™ y un espacio de probabilidad (€2, .4, P), una funcién aleato-
ria es una funcién de dos variables Z(x,w) tal que para cada z € D, Z(z,.) es una variable
aleatoria en (2, A, P). Por otro lado, Z(.,w), definido en D como la seccién de la funcién
aleatoria en w € () es una realizacion de la funcién aleatoria. La funcién aleatoria Z(x,w)
se denota como Z(z) y una realizacién es representada por z(z) [Jean Paul Chiles, 2012].

2.1.1.2. Proceso Estocastico

Segun [Jean Paul Chiles, 2012], una funcién aleatoria es llamada proceso estocéstico
cuando z varia en un espacio unidimensional como el tiempo; por otro lado, si x varia en
mas de una dimensiéon es conocido como campo aleatorio.

7
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2.1.1.3. Proceso Espacial

Sea Z la variable aleatoria de interés y s su ubicacion espacia. El proceso espacial es
el proceso estocastico

{Z(s):se€ D}

donde D C R? es el conjunto formado por todas las ubicaciones espaciales [Bohorquez, 2020].

2.1.1.4. Proceso Temporal

Sea Z la variable aleatoria de interés y ¢ el tiempo. El proceso temporal es el proceso
estocastico

(Z(t):t € D}

donde D C R es el conjunto formado por todos los instantes de tiempo [Bohorquez, 2020].

2.1.1.5. Proceso Espacio Temporal

Sea Z la variable aleatoria de interés, s su ubicacién espacial y t el tiempo de ocu-
rrencia. Un proceso espacio-temporal es un proceso estocastico

{Z(s,t): (s,t) € Dx D'}

donde el conjunto D C R? es el conjunto de todas las ubicaciones espaciales y el
conjunto D’ C R es el conjunto de todos los instantes de tiempo. Los conjuntos D y D’
pueden ser continuos o discretos, fijos o aleatorios [Bohorquez, 2020).

2.1.2. Clases de Datos Espaciales

Dependiendo de las caracteristicas del dominio espacial D del proceso estocastico
de interés, se tienen los siguientes tipos de datos espaciales principales, los cuales son
geoestadistica, datos de area o lattice, procesos o patrones espaciales puntuales y datos
georreferenciados.

2.1.2.1. Geoestadistica

Es el conjunto de métodos aplicados a datos espaciales, donde las ubicaciones espa-
ciales s provienen de un conjunto continuo y fijo D C R%; cabe resaltar que el propédsito
de la geoestadistica es la interpolacién. Ademas, si el conjunto D no es continuo se puede
llegar a obtener predicciones carentes de sentido, y se considera D fijo pues los puntos
en el espacio se seleccionan a conveniencia o bajo un esquema de muestreo probabilistico

[Giraldo, 2008].

2.1.2.2. Datos de Area

En este tipo de datos las ubicaciones espaciales pertenecen a un conjunto discreto
contable y fijo D C R?. Las ubicaciones pueden estar espaciadas regular o irregularmente,
usualmente son irregulares pues sus separaciones no siguen un patrén predecible.[Cressie, 1991].
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2.1.2.3. Patrones Puntuales

En este caso, las ubicaciones espaciales pertenecen a un conjunto discreto o continuo
y aleatorio D C R%. Con este tipo de dato se realizan analisis con el propésito de deter-
minar si la distribucion de las mediciones en la regién es aleatoria, agregada o uniforme

[Giraldo, 2008].

2.1.2.4. Datos Georreferenciados

En este caso, las variables de interés tienen asociadas las coordenadas de las ubi-
caciones donde fueron medidas, las que pueden ser geograficas, planas o cartesianas
[Giraldo, 2008].

2.1.3. Geoestadistica

La palabra geoestadistica fue establecida por Hart en el afio de 1954. El significado
de esta palabra se lo puede deducir a partir de su prefijo geo, que hace referencia a
la tierra; por lo tanto, la geoestadistica es una rama de la estadistica enfocada en el
andlisis y la modelizacién de la variabilidad espacial de fenémenos que ocurren dentro de
una zona geografica; ademas, es considerada como una disciplina hibrida entre Geologia,
Matemaética, Estadistica y Minerfa de datos [Cressie, 1991].

2.1.3.1. Variable Regionalizada

Una variable regionalizada es un proceso estocastico con dominio continuo contenido
en un espacio euclidiano d-dimensional {Z(s) : s € D C R4}

En el caso de que las mediciones sean realizadas en una superficie; es decir, d = 2,
Z(s) puede asociarse a la variable aleatoria ligada a ese punto del plano, s representa
las coordenadas geograficas y Z la variable en cada una de ellas. La medicién de esta
variable aleatoria puede representar la magnitud de una variable ambiental medida en un
conjunto de coordenadas en la region de estudio [Giraldo, 2008].

Un proceso estocastico espacial se caracteriza por su distribucion de probabilidad
de dimensién finita; es decir, la distribucion de probabilidad conjunta de un conjunto
de variables Z(s1), ..., Z(s;) para todo k& € N y para todos los puntos sq,...sp € D
[Bohorquez, 2020].

2.1.3.2. Funcién de Distribucién Conjunta

Considérese una funciéon/campo aleatorio Z = {Z(s) : s € D} y k ubicaciones es-
paciales si,...,sp € D. El vector aleatorio {Z(s;), ..., Z(s;)} estd caracterizado por su
funcion de distribuciéon conjunta:

Fo  su(z1,.,22) = PlZ(s1) < 21, .., Z(Sk) < 21

2.1.3.3. Funcién de Media

La esperanza o el momento de primer orden de un campo aleatorio o proceso estocas-
tico espacial Z(s), es una funcién no aleatoria de s
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E[Z(s)] = u(s) donde pu(s;))=FE(Z(s;))i=1,...k

En cada sitio s dado, pu(s) representa la media alrededor de la cual se distribuyen
los valores tomados por las realizaciones de la funciones aleatoria [Giraldo, 2008]. Si la
esperanza del campo aleatorio varia con la ubicacién espacial, se le conoce como deriva o
drift del campo aleatorio.

En geoestadistica existen tres elementos de segundo orden, los cuales son: varianza,
convarianza y variograma.

2.1.3.4. Funcién de varianza

La varianza de un campo aleatorio o proceso estocastico espacial Z(s) respecto a pu(s),
esta definida por:

V(s) = 0*(s) = Var[Z(s)] = BE[(Z(s) — u(s))?] donde V(s;) =0%(s;) =V (Z(s;))i=1,..

2.1.3.5. Funcién de Covarianza

Sean Z(s;) v Z(s;j) dos variables aleatorias de un proceso estocéstico espacial, la
covarianza es una funcién de separacién espacial de s; y s; y esta definida por:

C(si, 55) = Cs; — 5;)
Csiy s5) = C(Z(si), Z(s5))
Csiys5) = E[(Z(s1) — pu(s5))(Z(s5) — p(s;))]
C(siys5) = E[Z(s:)Z(s5)] — p(si)uls;)
Nétese que:
C(s,s) = C(0) = o*(s)

2.1.3.6. Funcién de correlaciéon o Correlograma

La correlacién lineal de dos variables aleatorias de un proceso estocastico espacial
Z(s;) y Z(s;), esta definida por:

C(si,S5)

P50 %3) = Sr)ots))
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2.1.3.7. Funciéon de semi-variograma

El semi-variograma entre dos variables aleatorias de un proceso estocastico espacial
Z(s;) y Z(s;) esta dado por:

Y(sir55) = 2(5i = 83) = SVIZ(s1) — Z(s,)], Vs, € D

2.1.3.8. Estacionariedad de Funciones Aleatorias

Una variable aleatoria regionalizada vista como una realizacién de un proceso esto-
castico espacial o funcion aleatoria {Z(s) : s € D}, probabilisticamente adquiere sentido
cuando es posible inferir toda o parte de la ley de probabilidad del proceso estocastico
o campo aleatorio. Es claro que inferir la ley de probabilidad cuando solo se tiene una
realizacion del proceso estocastico espacial o funcion aleatorio seria imposible; para poder
hacer inferencia consistente, se necesitan de varias realizaciones, pero en la realidad solo
existe una, inclusive solo una parte de las realizaciones esta disponible en las ubicaciones
de la muestra; para dar solucion a este problema, se introduce el supuesto de estaciona-
riedad, que significa que la ley de probabilidad espacial del proceso estocastico espacial o
funcion aleatoria, o parte de este, es invariante respecto a traslaciones; es decir, las pro-
piedades probabilisticas de un conjunto de observaciones no dependen de las ubicaciones
donde fueron medidas, solo dependen de su separacion; ademas, como se menciond, las
realizaciones no son independientes [Montero et al., 2015]. Asi, se distinguen tres tipos
de estacionariedad:

» Estacionariedad fuerte o de primer orden.
= Estacionariedad débil o de segundo orden.

» Estacionariedad intrinseca .
Estacionariedad Fuerte o de primer orden

Este supuesto se refiere a que el proceso alcanza un estado de equilibrio. Formalmente,
una variable regionalizada es estacionaria si su funcion de distribucién no varia con la
traslacion del vector h; esto es, si para:

se tiene que:

FZ17---7Z7L (81, cees Sn) = FZl,...,Zn((Sl + h), ceey (Sn —f- h))

Notese que esta condiciéon es muy restrictiva, por lo que normalmente se relaja a
condiciones de segundo orden, las que limitan el supuesto de estacionariedad a los dos
primeros momentos del proceso estocastico o campo aleatorio [Montero et al., 2015].
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Estacionariedad de Segundo Orden

Sea {Z(s) : s € D} un proceso estocéstico o campo aleatorio, se dice débilmente
estacionario o de segundo orden si tiene momentos de segundo orden finitos; es decir, que
la covarianza existe y se verifica que:

= [a esperanza existe, es constante a través del dominio D, y no depende de la
ubicacién s; es decir:

» La covarianza existe para todo par de variables aleatorias, Z(s) y Z(s + h), y solo
depende del vector de separacion h entre las ubicaciones s y s+ h; es decir, depende
de la direccion y la distancia de separacién, y no de sus ubicaciones absolutas y se
tiene que:

Cov(Z(s),Z(s+h))=C(h),Yse Dy h

La estacionariedad de la covarianza implica que la varianza Var(Z(s)) existe, es
finita y no depende de s; es decir:

Var(Z(s)) = o*(s) = O(s,s) = O(s — s) = C(0) = o*

La estacionariedad de segundo orden implica la siguiente relacion entre entre la funcién
de semivarianza y la de autocovarianza:

v(h) = ;V(Z(s +h) — Z(s)), cony(h)=-(s+h,s)

_ ;(V(Z(s + 1)) + V(Z(s)) + 2C(Z(s + h), Z(s)))

= L(C0) + O(0) +20(h)

= C(0) — C(h)

Noétese que si un proceso estocastico o campo aleatorio es estacionario de segundo or-
den, entonces también sera un proceso estocastico estacionariamente fuerte; sin embargo,
esto no ocurre en el sentido contrario.

Se debe tener en cuenta que la estacionariedad de segundo orden implica la exis-
tencia de la varianza del proceso estocastico o campo aleatorio. Existen fenémenos con
varianza infinita lo que imposibilita su modelizacién utilizando procesos de este tipo. Sin
embargo, existen casos en los que los incrementos, Z(s + h) — Z(s), tienen varianza fi-
nita y que ademas son un proceso estacionario de segundo orden; este tipo de proceso
estocastico o campo aleatorio se conoce como un proceso con estacionariedad intrinseca
[Montero et al., 2015].
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Estacionariedad Intrinseca

Sea {Z(s) : s € D} un proceso estocéstico o campo aleatorio; se dice que es un proceso
con estacionariedad intrinseca, si:

= Z(s) tiene esperanza finita y constante para todo punto en el domino, lo cual implica
que la esperanza de los incrementos sea cero.

E(Z(s+h)—Z(s))=0

= Para cualquier vector h, la varianza del incremento esta definida y es una funcion
unica de la distancia.

V(Z(s+h) — Z(s)) = E(Z(s + h) — Z(s)) = 27(h)

2.1.3.9. No estacionariedad de Funciones Aleatorias

Sea {Z(s) : s € D} un proceso estocastico o campo aleatorio para el cual la media
y/o la funcién de covarianza depende de la ubicacién espacial; es decir, no son traslacio-
nalmente invariantes; se dice que Z(s) es una funcién aleatoria no estacionaria.

Cuando el proceso estocéstico o campo aleatorio {Z(s) : s € D} tiene media no cons-
tante y varia con la ubicacién espacial, y sus incrementos de primer orden Z(s+h)— Z(s)
son no estacionarios, se dice que la funcion aleatoria es no intrinseca [Montero et al., 2015].

2.1.3.10. Isotropia

Identificar la estacionariedad en un campo temporal es facil, ya que solo existe una
direccion de variacién. Por otro lado, en el campo espacial existen multiples direcciones,
por lo que se debe asumir que el fenémeno es estacionario en todas ellas. Cuando la
esperanza de la variable cambie respecto a las direcciones o cuando la covarianza o co-
rrelaciéon dependan del sentido en el que se determinen, entonces se dird que no se tiene
estacionariedad [Giraldo, 2008].

Ahora bien, si C'(h) y/o (h), son funciones tnicas de la magnitud | ||

Cov(Z(s), Z(s+ h) = C(||h]]))
;v@rms +h) = Z(s)) = (||h])

el proceso posee funcién de covarianza y/o semivarianza isotrépica. La estacionariedad
posibilita combinar pares de datos con la misma diferencia en magnitud de separaciéon de
las coordenadas, y si los vectores de diferencias tienen la posibilidad de ser reemplazados
con distancias escalares, entonces el campo se dice isotrépico [Bohorquez, 2020]. Si la
correlacion entre los datos no es dependiente de la direccién en la que esta se calcule se
plantea que el fenémeno es isotropico [Giraldo, 2008]; en caso opuesto un campo aleatorio
que es estacionario pero no isotropico se desenvuelve de forma distinta segtn las diferentes
direcciones del espacio; por lo cual, no es suficiente conocer cuanto permanecen distan-
ciadas las ubicaciones, sino ademas es necesario conocer la orientacién de esa distancia;
a dichos campos se los conoce como campos aleatorios anisotrépicos [Bohorquez, 2020].
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2.1.3.11. Correlacion Espacial

El analisis estructural es la primera etapa en el desarrollo de un anélisis geoestadistico;
a partir de este se puede expresar la estructura de dependencia espacial o correlacion que
existe entre los datos medidos de una variable mediante funciones como el variograma
y/o covariograma [Giraldo, 2008].

Covariograma

Como se definié anteriormente, la funcién de covarianza de un proceso estocastico
espacial o campo aleatorio esta dada por:

C(si,s5) = C(Z(si), Z(s5))
= E((Z(s:) — u(s:))(Z(s5) — u(s5))), Vsi,s5 € D

Bajo la hipdtesis de estacionariedad de segundo orden, la funcién de covarianza tiene
las siguientes propiedades:

= Solo depende del vector de separacion h entre las ubicaciones espaciales:

C(h)=E(Z(s+h)—u)(Z(s) —p)), Vs,s +he D C R

donde p es la media constante del proceso estocastico espacial o campo aleatorio.
El covariograma muestra el comportamiento de la correlacion entre Z(s) y Z(s+h).

Cuando la funcién de covarianza solo depende de la distancia entre las ubicaciones
sy s+ h se conoce como proceso isotropico. Cuando depende de la distancia y de
la direccion del vector de separacion h se conoce como un proceso anisotrépico.

» Estd acotado por la varianza del proceso estocastico espacial o campo aleatorio en
el origen; es decir:

|C(h)] < C(0) = Var(Z(s))

= Es una funcién par; es decir:

» Es una funcién definida positiva, en términos de diferencia entre coordenadas s; —
S5 = h:

ZZ AiXN;C(s; — s5) > 0,Vn € N* VA, ..., A\, € R)Vsy,...,s, € D C R?
i=1j=1

Esta condicion es la mas importante y necesaria para que una funciéon de covarianza
esté bien definida [Montero et al., 2015].
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» Si Cx(h),Vk € N son funciones de covarianza en R? y:

lim Cy(h) = C(h),Yh € R*

k—o00

entonces, C'(h) es una funcién de covarianza en R?, teniendo en cuenta que este
limite existe Vh.

= Toda combinacién lineal de funciones de covarianza con coeficientes positivos, tam-
bién es una funcién de covarianza.

= El producto de funciones de covarianza es también una funciéon de covarianza.

Semivariograma

El semivariograma es el instrumento més usado para describir la dependencia espacial
de variables regionalizadas, pues este cubre un mayor espectro de estas variables en
comparacion de la funcién de covarianza, incluyendo la estacionariedad intrinseca de
funciones aleatorias, en donde la covarianza no puede ser definida [Montero et al., 2015].

Como se definié anteriormente, el semivariograma esta dado por:

1
(s — s5) = §Var(Z(si) — Z(s;j)),Vsi,s; € D

Bajo el supuesto de estacionariedad de segundo orden o de hipétesis intrinseca (sin
media/drift), se escribe como:

1(h) = SVar(Z(s + h) ~ Z(s)) = S E(Z(s + h) — 2(5))")

la cual muestra como la disimilitud entre Z(s + h) y Z(s) se desenvuelve con la
distancia h.

Como se vio anteriormente, bajo el supuesto de estacionariedad de segundo orden, el
semivariograma y el covariograma verifican la siguiente relacién:

En la practica se utiliza el semivariograma en lugar del covariograma puesto que este
no necesita conocer la media de la funcién aleatoria [Montero et al., 2015].

Para que una funcién de semivariograma sea valido necesita verificar las siguientes
propiedades tedricas:

» Por definicién v(0) = 0, aunque es comin que presente una discontinuidad en el
origen; esta discontinuidad se la conoce como efecto pepita.

= Es una funcién par; es decir:
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Siempre toma valores mayores o iguales que cero:

v(h) >0

Bajo estacionariedad intrinseca, es una funciéon condicionalmente negativa; es decir:

ZZAZAny(SZ - Sj) S O,Vn € N*,V)\l, ,)\n eR: Z)\z = O,Vsl, ., Sp € D C Rd

i=1j5=1 =1

El semivariograma de una proceso estocastico o campo aleatorio estacionario de
segundo orden es finito; es decir, su comportamiento tiende a una linea horizontal
a medida que se incrementa la separacion de las coordenadas; sin embargo, el de
una funcién aleatoria intrinsecamente estacionaria sin media o drift puede crecer al
infinito; es decir, el semivariograma no se estabiliza; en este caso el semivariograma
puede ser al menos intrinsecamente estacionario si crece mas lento que una ecuacion
de segundo grado; es decir:

P

Bl oo |h|?

=0

El semivariograma de un proceso estocastico espacial estacionario de segundo orden

depende de los siguientes pardmetros (ver Figura 2.1 ):

= Silla: Es la asintota superior del semivariograma. Solamente los procesos estaciona-

rios de segundo orden tienen silla; en estos casos la silla es de C'(0) = 0.

Rango: Es la distancia sobre la cual los puntos ya no ejercen influencia sobre otros; es
decir, son independientes. Los puntos que se encuentran separados por una distan-
cia menor o igual al rango se consideran espacialmente correlacionados, mientras
que los puntos separados por una distancia mayor se consideran independientes
[Bohorquez, 2020].

Efecto Pepita: Es una discontinuidad en el origen, v(h) — ¢o cuando h — 0.

Existen dos causas principales para que se produzca este efecto. La primera es
la existencia de error de medicion (EM); sucede una vez que no es viable repetir
una medicién en la ubicacion s sin error, evidenciando su variabilidad. La segunda
causa es el efecto de micro-escala (MS); el cual se produce ya que existe un proceso
espacial que opera a distancias mas pequenas de las que fueron consideradas en
el muestreo. Si ES y MS son diferentes de cero, el semivariogrma presentard una
discontinuidad puntual en el origen, conocido como efecto pepita y representado de
la siguiente manera [Bohorquez, 2020]:

9 9
Co=O0pn T Oug
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» Silla Parcial: Si un semivariograma tiene efecto pepita ¢q y silla C'(0), la diferencia
¢, = C(0) — ¢ es la silla parcial del semivariograma, la cual representa la varianza
de la variable Z(s) sin el efecto pepita.

La relacion entre el covariograma y el semivariograma se modifica para tomar en
cuenta el efecto pepita de la siguiente manera:

v(h) = co+ 7' (h)

_Jep(=4/(h)) sih>0
O(h>_{ o+ ¢p sih=0

donde +'(h) es el modelo de variograma, ¢, es la silla parcial y ¢ es el efecto pepita
[Bohorquez, 2020].

Silla parcial

Silla total

Varianza

Pepita

0 Alcance

[

4 6 8
Distancia

Figura 2.1: Partes de un variograma

A partir de este punto se omitira el prefijo “semi” y se tratara al semi-variograma solo
por variograma.

2.1.4. Variograma

En la practica, se trabaja con las realizaciones del proceso estocastico o campo aleato-
rio en estudio; es decir, se cuenta con un conjunto de datos georeferenciados en un dominio
dado. Utilizando estos datos, se puede inferir la estructura de dependencia espacial del
fenémeno [Montero et al., 2015].

Por lo general, la descripcion de la distribucion espacial se limita a los primeros mo-
mentos. La esperanza o el momento de primer orden involucra un solo sitio a la vez y
no proporciona informacién sobre la dependencia espacial. Por otro lado, la covarian-
za, correlograma y variograma o momentos de segundo orden estan definidos mediante
un par ubicaciones; asi, estos momentos proporcionan informacion de la continuidad y
dependencia espacial de la variable regionalizada [Emery, 2013].
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2.1.4.1. Disimilitud contra Separacion

La variabilidad de una variable regionalizada Z(s), se mide en diferentes escalas y se
calcula a través de la disimilitud entre los valores z5; y 25 ubicados en los puntos s; y s
del domino espacial D. La medida de disimilitud 4 de estos valores esta dada por:

(Zsl - 252)2
2

Los dos puntos s; y s en el espacio geografico pueden unirse por un vector h = s; — s
como se muestra en la Figura 2.2.

’?(517 52) -

Figura 2.2: Distancia

Si 4 es dependiente de la separacion y orientacion del par de ubicaciones descritos por
el vector h, se tiene que [Wackernagel, 2003]:

4(0) = 5(=(51 + h) = 2(s2))?

La disimilitud es simétrica con respecto de h, pues es una cantidad al cuadrado, por
lo que, su representacion serd mostrada utilizando todos los pares de datos de la muestra
en el conjunto D. El grafico de la disimilitud 4 contra la separacién espacial absoluta h,
es llamado nube del variograma [Wackernagel, 2003].

La disimilitud con frecuencia se incrementa con la distancia, pues los puntos cercanos
tienden a ser similares [Wackernagel, 2003] (ver Figura 2.3).

Disimilitud

0.0 05 1.0 15 2.0
Distancia

Figura 2.3: Disimilitud respecto de h.

2.1.4.2. Variograma Empirico

Teniendo en cuenta que el variograma 7y(h) es la varianza de la variable de incrementos
Z(s+ h)— Z(s), el estimador clasico se basa en la estimacién de esta varianza mediante
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el método de momentos y estd definido para un vector de separacion h de la siguiente
manera:

Z (s+h)—Z(s))? heR?
N(h)

donde:

N(h) = {(Siasj) 18— sj=h,i,j =1, wyn}

siendo N (h) el conjunto de todos los pares de ubicaciones cuya separacién corresponde
a un vector h y |N(h)| es la cardinalidad de N(h). Notese que N(—h) # N(h), aunque
A(—=h) = 4(h), y la media p no necesita ser estimada.

Al ser un estimador de la varianza muestral es sensible a datos atipicos; es por ello que
[Cressie, 1991] propuso estimadores resistentes a datos atipicos, asumiendo normalidad
marginal del campo aleatorio [Bohorquez, 2020]; sin embargo, la diferencia entre estos
estimadores es pequena [Cressie, 1991].

Tolerancia en los parametros de calculo

En la practica, los datos estan distribuidos irregularmente en el dominio espacial D,
por lo que el nimero de pares | N (h)| que se utilizan en el cdlculo del variograma empirico,
4(h) para un vector h dado, es por lo general escaso; dando como resultado una estima-
cion del variograma empirico errénea, provocando que sea imposible de interpretarlo y
modelarlo. Para corregir esto, se suelen anadir algunas tolerancias de cédlculo sobre las
distancias y direcciones, teniendo asi que:

T = v T @+ -2

donde N* = {(s;,s;): s, —s; € T(h)} = |J N()
h'eT(h)
Siendo T'(h) una regién de tolerancia alrededor de h; es decir, T'(h) = [h— Ah, h+ Ah]

en el caso unidiminesional. En el caso de dimension dos o tres, existen tolerancias sobre
la longitud de h y sobre su orientacion [Emery, 2013] (véase Figura 2.4):

AN
N
P S

Ancho de banda

Figura 2.4: Regién de tolerancia T'(h) alrededor del vector h.
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El ancho de banda limita la division del cono de tolerancia a una expansién maxima.
En el espacio de tres dimensiones, se introducen dos anchos de banda, horizontal y ver-
tical [Emery, 2013].

Propiedades del variograma empirico

» El variograma empirico 4(h) es un estimador insesgado del variograma tedrico
[Montero et al., 2015]:

E(y(h)) = ~(h)

s La varianza relativa es un indicador de robustez:

Var(y(h))
(v(h))?

A medida que mas alta sea dicha varianza, mas susceptible es el variograma empi-
rico de fluctuar en torno a su valor esperado, y mas dificil se vuelve la inferencia
estadistica.

Los principales factores que influyen en la varianza relativa son [Emery, 2013]:

o Norma del vector h: la varianza relativa crece cuando la distancia aumenta.

o La irregularidad de la malla de muestreo, tiene la posibilidad de causar grandes
variaciones en el calculo del variograma empirico, incluso a distancias peque-
nas.

o A medida que mas reducido es el niimero de pares de datos, mas grandes son
las variaciones.

o La existencia de datos atipicos, puesto que en el calculo del variograma empi-
rico, se elevan los valores al cuadrado.

= Las direcciones de calculo del variograma empirico deben tener en consideracion
la anisotropia de la variable regionalizada; en la situacién de isotropia, donde los
variogramas direccionales son semejantes, se puede tener en cuenta un variograma
omnidireccional, determinado por:

1
o = S — Z(s))?
v (h) = 2|N+(h)| N;h)(z( +h) = Z(s))

donde: [Nt (h)| = {(si, ;) : i — s; = h} [Montero et al., 2015].

= Si el variograma presenta comportamiento anisotropico es necesario realizar trans-
formaciones de las coordenadas que permitan obtener variables regionalizadas anis-
trépicas a partir de los modelos isotropicos [Wackernagel, 2003].
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Nube variografica

Teniendo presente que bajo el supuesto de estacionariedad, los valores 4(s;, s;) son
estimadores insesgados de los valores que corresponden 7(s;, s;). La recopilacién de pares
de distancias y sus correspondientes valores de variograma, {(h,v(h)) : h = s; — s;}, es
conocido como variograma empirico y su grafico como nube variografica. Para mejorar
la conducta del variograma empirico como un estimador del variograma teérico y(h) es
necesario aplicar un tipo de suavizacién, puesto que se espera que la funciéon ~(h) varie
suavemente en funcién de A, por lo cual se disminuye la varianza sin anadir sesgo llevando
a cabo un promedio de los valores de 4 sobre rangos o bins adecuados de distancia entre
puntos s;, s; [P.J. Diggle, 2007].

Si el diseno de muestreo es una grilla regular la suavizacién puede ser lograda sin
introducir sesgo, simplemente promediando todos los valores 4(h) para cada h diferente.
Sin embargo, si el disefio es irregular, para un rango de ancho m se define un variograma
Yk, Para un entero positivo k, como el promedio de todos los 4(h) para el cual la respectiva
distancia h satisfaga (k—1)m < h < km; entonces, 7y es aproximadamente una estimacién
insesgada de 7(hg); por conveniencia se adopta hy = (k — 0,5)m, que es el punto medio
del intervalo respectivo [P.J. Diggle, 2007].
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Figura 2.5: Variogramas

2.1.4.3. Estimacién del variograma

Se sabe que no se puede utilizar de manera directa el variograma empririco, puesto que
esta definido para ciertas distancias y direcciones. Por otro lado, debido a los parametros
de tolerancia, esta sujeto a aproximaciones, puesto que en el proceso de cédlculo se utiliza
un nimero limitado de datos. Para dar solucion a esto, se ajusta un modelo tedrico de
variograma a partir del variograma empirico, siendo esta etapa la mas significativa de
todo andlisis geoestadistico, puesto que nos da informacion de la continuidad espacial de
la variable en estudio [Emery, 2013].

Una funciéon de variograma tedrico es ajustada a la sucesion de disimilitudes medias;
noétese que este ajuste involucra una interpretacion del comportamiento en el origen y
el comportamiento para largas distancias, mas alld del rango del variograma empirico.
El ajuste puede llevarse a cabo de manera empirica mediante criterio experto, puesto
que en la mayoria de casos préacticos no es fundamental el que tan bien la funcién de
variograma se ajuste a la secuencia de puntos; lo mas relevante es el tipo de continuidad
que se asume para la variable regionalizada y la hipotesis de estacionariedad asociada
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al proceso estocastico espacial o campo aleatorio; estas suposiciones sirven de guia en la
seleccion de una funcién de variograma teérico [Wackernagel, 2003].

Comportamiento en el origen
Si las distancias son cercanas a cero; es decir, la variable regionalizada es regular en
el espacio, mas regular sera el variograma en el origen. Generalmente, se suelen dife-

renciar tres tipos de comportamiento para el variograma en el origen (ver Figura 2.6)
[Emery, 2013]:

= Parabdlico: Corresponde a una variable regionalizada bastante regular en el espacio.
= Lineal: Corresponde a una variable regionalizada continua, pero no tan regular.
= Discontinuo: Corresponde a una variable regionalizada mas erratica; es decir, con

discontinuidades en la distribucion espacial de sus valores. La diferencia entre dos
datos bastante cercanos es grande, lo que provoca el efecto pepita.

Variable regionalizada Variable regionalizada Variable regionalizada

Variograma parabdlico Variograma lineal Variograma efecto pepit:
0.4
0.6 1.5+
0.37 © ©
] N
~N E 0.4 c 1.0
S o2 S 8
P = 5
S > 0.2 > 057
0.01; I I I I 0.0 I I I I 0.0, I I I I
0.00 025 050 075 1.00 0.0 0.5 1.0 1.5 2.0 0.0 0.5 1.0 1.5 2.0
Distancia Distancia Distancia

Figura 2.6: Comportamientos del variograma en el origen.

Comportamiento para distancias muy grades

El variograma habitualmente crece a partir del origen y se estabiliza a partir de una

distancia ¢, alrededor de una silla 0?; en este caso se conoce que esa silla es igual a la

varianza a priori C'(0) = o2,

Como se vio anteriormente, las variables aleatorias Z(s) y Z(s + h) estan correlacio-
nadas, si la longitud del vector de separacién h es inferior a la distancia ¢ o alcance; mas
alla de |h| = ¢, el variograma es constante e igual a su silla, y las variables Z(s) y Z(s+h)
son independientes. Los variogramas con silla, se denominan modelos de transicion (ver

Figura 2.7) [Emery, 2013].
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Variograma con silla Variograma sin silla

N
o
@

Varianza
Varianza
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w
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Figura 2.7: Lado izquierdo: Variograma con silla y alcance. Lado derecho: Variograma sin
silla y alcance.

Existen casos en los cuales el variograma crece infinitamente una vez la distancia se
incrementa y no posee ni silla ni rango; en este caso, la varianza es infinita C'(0) = oo y
no existe la funcién de covarianza ni el correlograma. Cuando se tiene ausencia de silla,
es posible que sea una consecuencia del efecto de micro-escala [Emery, 2013].

Criterios para la estimacion y ajuste del variograma
Tendencia:

Es fundamental verificar que los datos no presenten tendencia, puesto que cuando la
media del proceso p(s) no es constante; es decir, el proceso no es estacionario, el vario-
grama empirico calculado a partir de las observaciones es erréneo; este comportamiento
de tendencia se puede comprobar mediante un grafico de dispersiéon de la variable de
respuesta frente a cada coordenada espacial (ver Figura 2.8). En caso de que se evidencie
tendencia se sugiere que se incluya un modelo de superficie de tendencia para la media
que varia espacialmente, cuando una superficie de tendencia es incluida en el modelo,
las dos coordenadas espaciales deben contribuir en este, puesto que la orientacion de la
region de estudio es arbitraria. En la practica; al trabajar con datos geograficos de gran
escala, se puede esperar que ciertas variables relacionadas a un ambiente fisico muestren
dependencia en la latitud [P.J. Diggle, 2007].
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Figura 2.8: Tendencia de los valores con respecto a las coordenadas.

Cuando la funcién de media no es constante, el variograma empirico atribuye de ma-
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nera erréonea la variacion inducida por esta a la estructura de convarianza de gran escala
en el proceso no observado Z(s). Una solucion es estimar ju(s) mediante un modelo de
superficie de tendencia o, si la informacion de la covariable estd disponible, mediante un
modelo general de regresion, y utilizar los residuos R; = Z; —[i(s;) en lugar de las observa-

ciones para el célculo del variograma empirico [P.J. Diggle, 2007]. Este comportamiento
se puede visualizar en la Figura 2.9.
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Figura 2.9: Tendencia de los residuos con respecto a las coordenadas.

Establecer la variable correcta:

En la estimacion del variograma influye la distribucién de los datos, pues estos pueden
estar sesgados o tener valores extremos altos o bajos y por tanto su variograma calculado
suele presentar un comportamiento erratico. Para abordar este problema es recomenda-

ble transformar los datos a un espacio Normal o Gaussiano [Gringarten & Deutsch, 1999].
Ver Figura 2.10.
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Figura 2.10: Arriba: Variograma empirico calculado a partir de los datos originales. Abajo:
Variograma empirico calculado a partir de los residuos.

Verificacion de isotropia:

Como bien se conoce, se debe verificar la estacionariedad de los datos, puesto que este
influye de manera directa en la estimacion del variograma empirico; teniendo en cuenta
que un proceso espacial puede estar definido en varias direcciones, este criterio se debe
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verificar para todas estas. No obstante, en la practica la isotropia se estudia por medio
del calculo de funciones de autocovariaza o de semivarianza muestrales en algunas direc-
ciones que habitualmente son: 0°,45°,90° y 135°, ver Figura. 2.11.
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Figura 2.11: Comportamiento del variograma direccional.

Con la verificacién de los puntos anteriores, se procede al célculo del variograma
empirico y su posterior ajuste de un modelo teérico por medio de los métodos que se
exponen a continuacion.

2.1.4.4. Meétodos de estimacién tedrica mas utilizados

Métodos con base en la funcién de verosimilitud
Los parametros de la funcién de covarianza pueden ser estimados por medio de los
métodos de Maxima Verosimilitud (ML) y Maxima Verosimilitud restringida (REML),

los cuales requieren la especificacion de la distribucion del vector Z = (Z(sy1), ..., Z(sn));
generalmente, se asume normalidad multivariada. Para el caso ML, se tiene que:

Z ~ No (X, %(0))

donde X(0) = Cov(Z) es una matriz de dimensién n x n y X es una matriz de
dimensién n X ¢ con ¢ < n, de variables explicativas, dentro de las cuales comtinmente se
encuentran las coordenadas geograficas; de donde el negativo de la funcién de logverosimil
es:

L(5,60) = 2 log(2m) + 5 log[S(6]) + 5(Z — XS (6)(Z ~ X5)

El elemento i, de la matriz X(6) corresponde a la covarianza espacial entre las va-
riables Z(s;) v Z(s;); esto es:

Cov(Z(s:), Z(s,):0)) = Cls; — 5,:6) = C(h;6)

El estimador 6 es sesgado pero asintéticamente eficiente; no obstante, al trabajar con
una muestra grande se debe tener en consideracién que debido a su conducta iterativa,
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se realizaran grandes cantidades de operaciones computacionales debido al calculo del
determinante y de la inversa de la matriz de covarianza [Bohorquez, 2020].

Estimador REML

El estimador REML es una modificacion del estimador ML propuesto para disminuir
el sesgo, el cual reemplaza la maximizacion de la verosimilitud del vector Z, por la del
vector A’Z tal que: F(A'Z) = 0, donde A es una matriz de dimensién n x (n — p), de
rango columna completo.

Con esta modificaciéon y dado que

Var(A'Z) = A'S(0)A

el negativo de la funciéon de logverosimil queda:

L(9) = glog(27r) + ;log |A'S(0)A| + ;Z’(A’E(@)A)_IA’Z

Esta funcion es dependiente tinicamente de #; de esta manera este método no usa la
modelizacion de la superficie de tendencia, sino que se basa directamente en un vector de
incrementos de media 0. No obstante, pese a minimizar el sesgo en las estimaciones de 0,
aun interviene un costo computacional elevado [Bohorquez, 2020].

Verosimilitud Compuesta (CL)

El método CL que se utiliza para estimar 6, involucra la suma de componentes in-
dividuales de funciones logverosimilitud, correspondiente a las distribuciones marginales
de las variables de interés. Por consiguiente, la distribucion multivariada de Z no es ne-
cesaria, puesto que se basa en las distribuciones marginales f(Z(s;);0) y se asume la
existencia del gradiente y de la matriz Hessiana de f.

Ahora bien, se suponen conocidas f(Z(s;);0), excepto el pardmetro ; entonces:

log(Z(s:);0) = In(f(Z(s:); 0))

es una funciéon logverosimil y la funcién de verosimilitud compuesta esté definida por:

CL) = Y log(Z(s:):6)

Al gradiente de CL, VCL = C'S(0), se le conoce como funcién de score compuesta.
Asi, los valores estimados de 6 se determinan resolviendo el siguiente sistema de
ecuaciones:

CS(0) = Zn:ng(Z(si); 0)=0

Una de las razones principales para usar las funciones de verosimilitudes marginales
es que aunque al inicio no se cumpla el supuesto requerido, es posible aproximarse a este
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por medio de alguna transformacién [Bohorquez, 2020].
Minimos cuadrados ponderados

Este método utiliza la matriz de ponderacién W (0) y suele ser expresado en términos
del variograma o de la covarianza, gracias a su equivalencia en procesos estacionarios de
segundo orden. Para el caso espacio-temporal, se estima # para un variograma minimi-
zando la siguiente expresion:

(29 = 29(0)) W (6)(29 — 2v(0))

donde la matriz de ponderacién W (6) estd dada por:

W(0) = Diag(Var(29(hy))) ~ Diag (W>

con:

N(he) = {(i,J) : si — 85 = ha}

Para las ubicaciones i,j = 1,...,n, que producen los primeros k rezagos espaciales
k =1,..., K; generalmente se utilizan los rezagos espaciales hasta la mitad de la distan-
cia maxima entre cualquier par de ubicaciones, debido a que para ubicaciones bastan-
te separadas disminuye notoriamente la cantidad de puntos incluidos en la estimacion
del variograma. La aproximacién de Var(29(hg|0)), se obtiene bajo el supuesto de que
Z(s) ~ N(u;0?),Vs € R y que por consiguiente:

(Z(s+h) = Z(5))* = 2v(h)xi

El inconveniente que presenta este método es la necesidad de definir clases de rezagos
para realizar una estimacién empirica de la covarianza o del variograma, pues si no se
poseen muchos datos la cantidad de estos en cada una de las clases disminuye, de tal
forma que para los primeros rezagos se pueden tener suficientes datos para la estimacion
de cada 4(hg); sin embargo, para los tltimos rezagos podrian no existir suficientes datos
para la estimacién [Bohorquez, 2020].

Modelo lineal de regionalizacion

En la préactica, puede suceder que el variograma empirico no presente una apariencia o
forma simple de ser modelizado por un modelo tedrico; no obstante, esto no es un incon-
veniente, puesto que existe la posibilidad de combinar modelos teéricos de variograma,
obteniendo nuevos modelos mas complejos.

Teniendo presente que un fenémeno regionalizado podria ser considerado como la suma
de diversos subfenémenos independientes, el modelo lineal de regionalizacién construye
un campo aleatorio Z(s) como una combinacién lineal de L campos aleatorios indepen-
dientes, cada uno con media 0 y funcién de covarianza C;(h), mutuamente independientes
[Bohorquez, 2020].
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Asi, sea Y] un subcampo aleatorio de Z para todo [ = 1, ..., L, se tiene que:

L

Z(s) = ;alYl(s + 1)

con:

E(Z(s))
E(Yi(s))

I
0

o~

Ci(h)  sil=1

0 en otro caso.

Cov(Yi(s),Yr(s+h)) = {

Esto implica que la funcién de covarianza de Z(s) es una combinacién lineal de las L
funciones C;(h) y bajo el supuesto de independencia entre los Y, se tiene que:

por lo tanto, el modelo de convarianza C'(h) es:

L
C(h) =>_bCy(h), con b, =aj >0
1=0

De esta forma, como b, > 0 es siempre positivo, y es la silla del modelo basico de
covarianza Cj(h). Las condiciones suficientes para que C(h) sea un modelo véalido de
covarianza son:

» Las funciones Cj(h) son modelos de convarianza vélidos.
u bl > 0, Vl = 1,...,L

En términos de variogramas, se tiene que:

v (h) sil=1

E[(Yi(s) = Yi(s + 1)) (Ye(s) = Yu(s + h))] = { 0 en otro caso.

Entonces,

) = GBI+ 1) = ZG)F = S b

con by = (al)2 > 0, donde b; es la contribucion en varianza del correspondiente vario-
grama 7y,(h) [Bohorquez, 2020].
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2.1.4.5. Modelos tedricos de variograma

En esta seccién se presentan las funciones de variograma mas comunes, que se definen
para el caso isotrépico de funciones aleatorias. Para la representacion grafica de la funciéon
de variograma se hace uso de la relacion v(h) = C(0) — C(h). Estas funciones se pueden
clasificar de la siguiente manera:

» Variogramas con silla o variogramas de transicion.
= Variogramas con silla y efecto hueco.

» Variogramas sin silla.

Variogramas con silla

» Modelo esférico

Este modelo es valido solo en R!, R?, R3, y est4 definido por:

o (1,5@ 05 (%)3> si [Ih]l < o

o? si ||h]| > ¢

v(IR11;6) :{

con = (02, ¢), donde o? = C(0) es el valor del variograma donde alcanza la silla,
y ¢ es el rango.

Este variograma presenta un comportamiento lineal cerca del origen, lo cual sugiere
continuidad pero con cierto grado de irregularidad en el proceso estocastico espacial
o campo aleatorio. Sin embargo, referente a su comportamiento en distancias largas,
alcanza su silla en ||h|| = ¢. El uso habitual de este modelo en la practica es
gracias a su rango bien definido, su representacién polinomial simple y su validez
en R',R? R3. La principal razén para el uso de este es que se comporta de forma
casi lineal hasta que alcanza su silla, y presenta estabilidad en una gran variedad
de observaciones.

Variable regionalizada Variograma Esférico
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Figura 2.12: Izquierda: Variable regionalizada. Derecha: Variograma esférico.
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= Modelo de efecto pepita puro

Este variograma refleja la ausencia de dependencia espacial en el proceso estocéstico
o campo aleatorio; este modelo puede ser visto como un caso particular del modelo
esférico si ¢ — O:

v Jo* si|lh]]=0
UR A

con @ = o2,

Se debe tener en cuenta que el modelo esférico corresponde a una funciéon aleatoria
continua, mientras que el modelo de efecto pepita puro, a una discontinuidad.

Variable regionalizada Variograma Pepita Puro
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Figura 2.13: Izquierda: Variable regionalizada. Derecha: Variograma pepita puro.

= Modelo exponencial

Este modelo es vélido en RY, d > 1, y esta definido por:

00 = o? (1= (<IA)) 0 02,0

El modelo exponencial refleja un comportamiento lineal cerca del origen, lo cual
indica continuidad pero con un cierto grado de irregularidad en la funcién aleatoria.
Por otro lado, en cuanto a su comportamiento en largas distancias, este alcanza su
silla solo asintéticamente cuando ||h|| — co. El valor del rango es igual a la distancia
para el cual el variograma toma un valor igual al 95 % de la silla.
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Variable regionalizada Variograma Exponencial

2.0

0.5

0.0

0.0 0.5 1.0 15 2.0 0.0 0.5 1.0 15 2.0
Distancia

Figura 2.14: Izquierda: Variable regionalizada. Derecha: Variograma exponencial.

» Modelo Gaussiano

Este modelo es vélido en RY, d > 1, y esta definido por:

A(I1]:0) = o (1 . (—”ZL'Q)) 0=(o0)

La principal caracteristica de este modelo es su forma parabdlica cerca al origen; la
dependencia espacial se desvanece solo en una distancia que tiende a infinito; por
consiguiente, este modelo es considerado poco realista en la practica.

Variable regionalizada Variograma Gaussiano
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Figura 2.15: Izquierda: Variable regionalizada. Derecha: Variograma Gaussiano.

» Modelo Cubico

Este modelo es valido en R', R? R3; generalmente es similar al modelo Gaussiano,
puesto que también presenta un comportamiento parabdlico cerca del origen. Sin
embargo, este modelo alcanza una silla plana a una distancia ¢, y esta definido por:

2 3 5 7 )
ey = {77 (706 = B0 + Tk - 3F) sio<hl <o
o’ si ||h]| > ¢

con 0 = (02, ).
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Variable regionalizada Variograma Cubico
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Figura 2.16: Izquierda: Variable regionalizada. Derecha: Variograma ctbico.

» Modelo Estable
Este modelo es vélido en RY, d > 1 y esta definido por:

v(|[hl; 0) = o (1 — exp <— (@)OL)) , 0<a<?2 0=(0%0)

Notar que para a = 1, se obtiene el modelo exponencial y con o = 2, se convierte
en un modelo Gaussiano.

Variable regionalizada Variograma Estable
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Figura 2.17: Izquierda: Variable regionalizada. Derecha: Variograma estable.

= Modelo de Cauchy Generalizado
Este modelo es valido en RY, d > 1, y esta definido por:

)

Si a = 1 es conocido como el modelo de Cauchy.

v(||h]l;0) =0 | 1 — , 0=(0%09)

Este modelo muestra un comportamiento parabdlico cerca del origen y si a@ < 2
alcanza la silla lentamente.
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Variable regionalizada Variograma Cauchy generalizado
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Figura 2.18: Izquierda: Variable regionalizada. Derecha: Variograma Cauchy generalizado.

= Modelo de K-Bessel o Matérn
Este modelo es véalido en RY, d > 1, y esta definido por:

2100:0) = (1= gy (B0) m (1)) as000- 020

donde K, es la funcién de Bessel modificada de segundo tipo de orden «, y que
estd definida por:

Kalv) = m @) k!F(—a1+ k+1) <g)2k_a - 2 kT (o +1 k+1) <g>2k+a>

El modelo K-Bessel puede tener cualquier tipo de comportamiento cerca del origen.
Para o = 1/2, se obtiene el modelo exponencial.

Variable regionalizada Variograma Matérn
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Figura 2.19: Izquierda: Variable regionalizada. Derecha: Variograma Matérn.

Variogramas con efecto hueco

En la practica la dependencia espacial puede no crecer mondétonamente, incluso esta
podria ser negativa o presentar alternaciones entre dependencia espacial positiva y negati-
va. Estos modelos se llaman modelos de efecto hueco y se utilizan para definir oscilaciones
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que involucran un significado fisico. Presentan un comportamiento lineal o parabdlico cer-
ca del origen, pueden tener o no tener silla, y pueden ser o no periédicos o pseduperiédicos.

= Modelo J-Bessel

Este modelo esta definido por:

sitalio = o7 (1= (£8) rar v (1)) o020

donde « es el parametro de forma, ¢ es el pardmetro de escala, I' es la funcién de
Euler, y J, es la funciéon J — Bessel del primer tipo de orden a dada por:

Jalv) = <%>2 > k!F(a_nle: 1) (g)%

k=0

y es valido para R% d < 2(a + 1).

Figura 2.20:

Variable regionalizada Variograma J-Bessel
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Izquierda: Variable regionalizada. Derecha: Variograma J-Bessel.

» Modelo seno cardinal

Este modelo es una particularizaciéon del modelo J-Bessel para o = 1/2, y es uno
de los pocos modelos de efecto hueco validos en R3, y estd definido por:

situioy=o? (1= s (1)), o= %0
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Variable regionalizada Variograma Seno Cardinal

0.507

Varianza

0.5
0251

0.0

0.0 0.5 1.0 15 2.0 0.0 0.5 1.0 15 2.0
Distancia

Figura 2.21: Izquierda: Variable regionalizada. Derecha: Variograma seno cardinal.

Variogramas sin silla

Estos modelos corresponden a procesos estocasticos espaciales o campos aleatorios
que son intrinsecamente estacionarios, pero no son estacionarios de segundo orden. Es-
tos modelos son no acotados y corresponden a un proceso estocéastico espacial o campo
aleatorio con capacidad ilimitada para la dispersion espacial y, por consiguiente, ni su
covarianza, ni su varianza pueden ser definidas.

» Modelo Potencia

Este modelo es vélido en RY,d > 1 y est4 definido por:

YR = (AN 0 <a <2,

Este variograma no posee ni silla ni rango, sino que crece indefinidamente. Si « es
cercano a cero, se dice que es un variograma de efecto pepita, si « es cercano a dos
tiene un comportamiento parabodlico y si o es igual a uno presenta un comporta-

miento lineal. Para o > 2 la condicion limy,_, 722” = 0 no se satisface; es decir, el
modelo no es intrinsecamente estacionario.
Variable regionalizada Variograma Potencia
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Figura 2.22: Izquierda: Variable regionalizada. Derecha: Variograma potencia.

s Modelo lineal
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Este modelo es un caso especial del modelo potencia si a = 1, y esta asociado con
la estacionariedad intrinseca, pero no con la estacionariedad de segundo orden y
estd definido por:

{0 sifm=0
V(R = {Hhu si [h]] >0

Variable regionalizada Variograma Lineal
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Figura 2.23: Izquierda: Variable regionalizada. Derecha: Variograma lineal.

2.1.4.6. Caso Multivariante

El variograma multivariado fue formalizado en 1991 como una aplicacién a procesos
estocasticos espaciales o campos aleatorios estacionarios. Para un vector de p variables
regionalizadas estacionarias y para toda métrica M, el covariograma multivariado y el
variograma multivariado son definidos como:

» Covariograma multivariado:

» Variograma multivariado:

L'(h)=E[(Z(s)— Z(s+ h))M(Z(s) — Z(s+ h))']

donde Z(s) es un vector fila de p procesos estocasticos espaciales o campos alea-
torios estacionarios de segundo orden, p = E[Z(s)] y M es una matriz simétrica de-
finida positiva de tamano p x p utilizada como métrica en el cdlculo de similaridades
[Bourgault et al., 1992].

Asumiendo estacionariedad de segundo orden, la funcién de autocovarianza multiva-
riada esta relacionada con el variograma multivariado por medio de:
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donde I'(c0) es la silla del variograma multivariado. Si I'(0) = 0 entonces K(0) = I'(h).

El variograma multivariado representa la esperanza matematica de una medida de di-
similitud cuadratica, y la funciéon de autocovarianza multivariada representa la esperanza
mateméatica de una medida de similaridad multivariante [Bourgault et al., 1992].

La estimacion del variograma multivariado se realiza promediando las disimilitudes
multivariadas al cuadrado, de forma similar al variograma tradicional; es decir:

I*(h) = &,
NG M2

donde d;; es la disimilitud entre las muestras ¢ y j calculadas con una métrica dada y
N (h) como se defini6 anteriormente [Bourgault et al., 1992].

Ahora bien, para realizar el ajuste de los modelos tedricos de variogramas y variogra-
mas cruzados, se utiliza el Modelo Lineal de Coregionalizacion.

Modelo lineal de coregionalizacién (MLC)

Para el calculo del MLC es necesario introducir las siguientes medidas:

s Covarianza cruzada:

Crrr(h) = [E(Z:(s) = E(Z(s))] [E(Zy (s + h) = E(Zy(s + h)))]

Correlacion cruzada

Variograma cruzado

Bee(h) = 5B [Zu(s + 1) = Zy(9)] [Ze(s + 1) = Zs(s)]

El pseudo variograma cruzado

¢rr’ = ;E {ZT‘<S + h’) - Zr’(‘s)]Q

Co-dispersion
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Al igual que en el caso univariante, el variograma cruzado posee las siguientes propie-
dades: es invariante bajo traslacién, v,,+(0) = 0, v, (h) = 4 (—h). Ademads, esta medida
es la mas utilizada en las aplicaciones geoestadisticas.

Ahora bien, sea Z = (Zi, ..., Z,) un proceso estocastico o campo aleatorio espacial
multiavariante; se tiene que el MLC es una suma proporcional de modelos de covarianza
o variogramas. En notacién matricial donde C'(h) = [C;;(h)] es una matriz de covarianza
de dimensién p x p y de manera similar I'(h) = [[';;(h)], con

C(h) = i B.Cy(h)

[(h) = Z: By (h)

donde cada By se conoce como matriz de coregionalizacion y:

L
k=1

M =

Lij(h) =Y bi(i,j)w(h) Vi,j=1,..p

>
Il
—

El MLC asume que todos los variogramas simples y cruzados pueden ser expresados
como una combinacién lineal de modelos basicos (exponencial, Gaussiano, esférico, entre
otros) idénticos indexados por k. Una condicién suficiente para que el modelo sea valido
es que cada una de las matrices By sean definidas positivas.

Por construccion del modelo, todos las covarianzas cruzadas son simétricas, y los va-
riogramas cruzados son modelos de variograma validos.

Ajuste del MLC

El ajuste del MLC puede ser realizado mediante el método de minimos cuadrados, al
igual que en el caso univariante, teniendo en cuenta que la tinica diferencia es que la silla
de cada elemento es reemplazada por una matriz de sillas.

El ajuste es llevado a cabo por el algoritmo propuesto por Goulard (1989) quienes
implementaron este algoritmo de manera iterativa para asegurar la positividad de los
coeficientes Bj,.

Se definen matricialmete el variograma empirico y variograma tedrico multivariado
como sigue:

L(h) = [vi;(h)] = ; Byyi(h)

el criterio de bondad de ajuste es la suma de cuadrados ponderados (SCP) de todos
los términos de la matriz de errores I'(h) —I'(h) y se suman sobre el conjunto de retardos
J utilizados para el ajuste; es decir:
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SCP =Y w(h)traza { V(P(R) - r(h))f}

keJ

Los ponderadores w(h) son positivos y usualmente iguales al nimero de pares utiliza-
dos para la estimacién del variograma en el retardo h. La matriz V' es definida positiva y
disenada para equilibrar la influencia de las variables; por lo general es la diagonal de la
matriz o inversa de la matriz de varianzas o la matriz identidad. La idea es minimizar el
criterio optimizando un By a la vez y repitiendo esto hasta que no haya mejora alguna.
El residuo para el ajuste actual menos el k—ésimo término es:

dUi(h) =T(h) = 3" Buya(h)
u#k

En ausencia de restriccion de positividad, el ajuste éptimo de dI'y, por Bgyi(h) se
obtiene por medio de la cancelacion de la derivada de SCP en relacién a By,

oSCP
0B,

Como V' es no singular se tiene que:

By = 1 S w(h)y (h)dTx(h)

Ak ey
donde

ay =Y w(h)u(h)®

heJ

La solucién restringida B,j > 0 es la matriz definida positiva cercana a By, de acuerdo
a la norma definida por V. Dado que es simétrica, la matriz By tiene descomposicién de
la siguiente forma

By = UViU, con U VU, =1,

donde Uy es una matriz de vectores propios de ByV y V. es la matriz diagonal de sus
valores propios.
Por tanto, la solucion restringida es

B, = Uy ViU,

donde V' es la matriz Vi en el cual los valores propios negativos son reemplazados
por ceros. Este algoritmo iterativo siempre converge y la solucién no depende del punto
de partida [P.J. Diggle, 2007].
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2.2. Anadlisis de datos funcionales (FDA)

Los objetivos fundamentales del FDA son los mismos que la estadistica convencional
e incluyen: (a) Representar y transformar los datos de manera que faciliten el andlisis
posterior. (b) Mostrar los datos de manera que se destaquen las variables en estudio. (c)
Estudiar fuentes relevantes de patrones y variacién de los datos. (d) Explicar la varia-
ciéon de una variable resultante o dependiente utilizando la informacion de la variable
independiente [Ramsay & Silverman, 2001].

En la estadistica elemental las observaciones son escalares, pero en la estadistica mul-
tivariante las observaciones son vectores que pertenecen al espacio Euclideo R?, donde d
es la dimension de los vectores observados. Sin embargo, en el FDA las observaciones son
funciones o curvas y aunque estas pueden ser medidas en puntos discretos se las pueden
pensar como funciones en espacios infinitos dimensionales [Kokoszka, 2017].

Los datos funcionales por tanto son una generalizacion natural de datos multivarian-
tes, pasando de una dimensién finita a una dimension infinita [Zhang, 2013]. La alta
dimensionalidad de los datos, representa un reto para la teoria y para el cdlculo compu-
tacional, donde estos retos varian dependiendo de como se tomaron las muestras. Sin
embargo, la alta o infinita dimensionalidad de los datos, son una fuente rica en infor-
macion, lo que conlleva a poder realizar investigaciones y analisis de datos mas robustos
[Wang et al., 2016].

La extensa variedad de aplicaciones y herramientas hacen que definir de forma precisa
el FDA sea de cierta manera dificil. El FDA surge cuando una variable de interés, en
un conjunto de datos, puede ser naturalmente vista como una curva o funcién suave;
entonces el FDA puede pensarse como un analisis de alto nivel estadistico sobre muestras
de curvas [Kokoszka, 2017]. En la practica, los datos funcionales son obtenidos por medio
de observaciones sobre el tiempo, espacio u otros dominios continuos; los datos funcionales
resultantes pueden ser curvas, superficies u objetos complejos [Zhang, 2013].

Las funciones o curvas pueden ser vistas como realizaciones de un proceso estocastico
uno dimensional; usualmente se asume que estas realizaciones pertenecen al espacio de
Hilbert.

2.2.1. Espacios de Hilbert

El espacio de Hilbert generaliza la nocién de espacio euclidiano, extendiendo las pro-
piedades de dimensién finita para dimension infinita.
El Espacio L?

El espacio L? = L?[0,1] es el conjunto de funciones reales medibles de Lebesgue f
definidas en [0, 1], tales que satisfacen [Young, 2014]:

/01 fA(t)dt <

Este espacio se le conoce como el FEspacio de Funciones Cuadrado Integrables.
Si f,g € L?, la igualdad f = g, significa que [Kokoszka, 2017]:

i) = gl =0
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Las funciones cuadrado integrables forman un espacio vectorial; esto significa que, si
f,g € L?, entonces se cumple que, para cualquier escalar a, b::

af 4+ bg € L*
(af +bg)(t) = af(t) +bg(t), t €[0,1]

Se debe tener en cuenta que los elementos de L? y operaciones sobre estos no nece-
sitan estar definidos para todo punto ¢, sino que estan definidos para casi todo punto t

[Kokoszka, 2017].
Para funciones f,g € L?, se define el producto interno de dos funciones como:

(fg) = [ Tyt
El producto interno permite entender la nocién de ortogonalidad, lo cual hace que la
estructura geométrica del espacio L? sea intuitivamente muy similar al espacio euclidiano

finito dimensional.
Se dice que dos funciones f, g son ortogonales si:

(frg) =0

El producto interno permite definir la nocién de distancia entre funciones a través de
la norma:

11 =77 = { [ )

Por otro lado, la distancia entre dos funciones en el espacio L? es la norma de su
diferencia; es decir:

d(f,g9)=f -4l

Un conjunto de funciones {ey, ez, e3,...} es una base en L? si toda funcién f € L?
admite una tnica expansion de la forma:

f(t) = i aje;(1)

y se dice que {ey, e, €3, ...} es una base ortonormal, si:

(ej ey =0, J# 7y llell =1

Para una base ortonormal, como por ejemplo la base de Fourier, se tiene que:

a; = <f7€j>



42 CAPITULO 2. MARCO TEORICO

y tenemos la igualdad de Parseval:

[ P =171 =3 450 = S [ stwyesoyir)

J=1 J=1

Funciones Aleatorias Cuadrado Integrables

Dado que Z denota una funcion aleatoria en R. Asi, como una variable aleatoria,
una funcién aleatoria es definida en un espacio de probabilidad, digamos €2; para cada
w € Q, Z(w) es una funcién deterministica. Se asume que cada una de las realizaciones
Z(w),w € Q, son elementos del espacio L? de funciones cuadrado integrables, lo que
significa que para cada w € €2, se verifica que:

1212 = [{Z@)®)} < o0

La funcién ||Z(w)|| es por tanto una variable aleatoria; si esta variable aleatoria tiene
momento de segundo orden finito; es decir, E||Z||* < oo, por consiguiente Z es una
funcion aleatoria cuadrado integrable.

Es importante notar la diferencia entre una funcién cuadrado integrable determi-
nistica, donde la integraciéon se define en el intervalo [0,1], y las funciones aleatorias
cuadrado integrables, donde la integracion esta definida en el espacio de probabilidad 2
[Kokoszka, 2017].

Estimacion de la funcién de media y covarianza

En la practica, se observa una muestra que consiste de N curvas Zi, Zs, ...Zy; se pue-
de ver cada curva como una realizacién de una funcion aleatoria Z, o como un elemento
aleatorio de L? con la misma distribucién de Z. Comtinmente se asume que los Z; son in-
dependientes, en particular si las curvas surgen de mediciones sobre sujetos seleccionados
aleatoriamente de una poblacién grande.

Ahora bien, suponiendo que Z;, Zs, ..., Zy son 4id en L?, y que tienen la misma distri-
bucién de Z, la cual se asume de cuadrado integrable. De esta forma se define lo siguiente:

= Funcién de media:

s Funcién de media estimada:

s Funcién de covarianza:

c(t,s) = E[(Z(t) — u(t))(Z(s) — p(s))]
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s Funcién de covarianza estimada:

olt,5) = o S — AONZ(s) — )

= Operador de covarianza:

C=E[(Z—p),)Z—p)

» Estimacion del operador de covarianza:

>

1 N
Nz z_ﬂ)a Z€L2

Noétese que C proyecta el espacio L? en un subespacio finito dimensional generado
por Zi, Zs, ..., Zn, mostrando las limitaciones de la inferencia estadistica para observacio-
nes funcionales; una muestra finita puede cubrir un objeto infinito dimensional solo con
reducida exactitud [Young, 2014].

2.2.2. Reduccion de Dimensionalidad

Como se menciond, un dato funcional es intrinsecamente infinito dimensional, incluso
si un gran nimero de datos son medidos de manera discreta sobre un conjunto finito de
cualquier intervalo la dimensionalidad es alta, produciendo dificultades en el analisis de
datos [Kokoszka, 2017], como la ralentizacién de algoritmos estadisticos convencionales o
incluso produciendo que algunos de estos sean inviables. En algoritmos de clasificacion,
el costo computacional y la precision de clasificacion pueden ser mejorados de manera
significativa utilizando un subconjunto de mediciones representativas; una razoén es que
instantes en el tiempo consecutivos usualmente estan altamente correlacionados, inclu-
yendo redundancias que pueden incrementar el nivel de ruido y ocultar informacion ttil
acerca de la estructura de los datos [Tian, 2010].

Para tratar el problema de alta dimensionalidad, se hace uso de funciones base, las
que constituyen una herramienta para almacenar informacién acerca de las funciones y
da la flexibilidad para combinar el poder computacional para ajustar cientos y miles
de observaciones. Ademads, permite expresar los calculos requeridos mediante matrices
[Ramsay J., 2005].

El conjunto de datos mas simple, en el contexto de FDA, es una muestra de la forma:

Zn(tjﬂ) S R, tjﬂ S [Tl,TQ], n = 1, ...,N, j = 1, ceey Jn

es decir, tenemos N curvas que son observadas en un intervalo comun [77,73]. Los
valores de las curvas nunca son conocidos en todos los puntos t € [T7,T5], pues solo
estdn disponibles en puntos especificos ¢;,,, los cuales pueden ser diferentes para curvas
z, diferentes. Algunas aplicaciones relevantes del FDA, tratan con situaciones donde el
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nimero de puntos {¢;,}, por curva son pequetios. La idea fundamental del FDA es que
los objetos en estudio sean curvas suaves:

(o)t € [T, To),n=1,..,N}

para los cuédles los valores z,(t) existen en todo punto t, pero solo son observados en
puntos especificos t;.

El enfoque principal en el FDA es la forma de las funciones observadas o de las fun-
ciones que resumen las propiedades de los datos en un sentido especifico [Kokoszka, 2017].

Bases de expansion

En la préctica se trabaja con funciones con caracteristicas que pueden ser imprede-
cibles y complicadas, por lo que se requiere de estrategias para construir funciones que
trabajen con parametros que sean faciles de estimar y que puedan ser lo mas cercano
posible a cualquier caracteristica de la curva.

Se utiliza un conjunto de bloques funcionales ¢, k = 1, .., K llamados funciones base,
los cuales son combinados linealmente; es decir, una funcién z(t) definida en este sentido
es expresada de la siguiente forma:

K
2(t) =D crg(t) = Co(t)
k=1

conocido como expansion en funciones base. Los parametros ¢y, ...c; son coeficientes
de la expansion. La expresion matricial usa ¢ para referirse al vector de K coeficientes
y ¢ para denotar al vector de tamano K que contiene las funciones suaves de base que
comparten las mismas propiedades. [James Ramsay, 2009].

Usualmente se considera una muestra de funciones de tamano N:

K
Zz(t) = Zczk¢k<t>7 L= ]-7 7N
k=1

en este caso, la notacién matricial esta dada por:

z(t) = Co(1)

donde z(t) es un vector de tamafio N conteniendo las funciones z;(t), y la matriz de
coeficientes C' tiene N filas y K columnas [James Ramsay, 2009].

Lo ideal, es que las funciones base tengan caracteristicas que coincidan con las carac-
teristicas de las funciones que se estan estimando, lo que permite la obtenciéon de una
aproximacién adecuada utilizando un niimero mas pequeno que K de funciones; cudnto
menor sea K y mejor reflejen las funciones base ciertas caracteristicas de los datos: se
tendra mas grados de libertad para realizar pruebas de hipdtesis y calcular intervalos de
confianza mas precisos, menos calculo computacional es requerido y es factible que los
mismos coeficientes logren describir los datos [Ramsay J., 2005].

El concepto de sistemas de bases no es nuevo; por ejemplo, un polinomio de cual-
quier orden, no es mas que una combinaciéon lineal de las funciones base monomial
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{1,¢,* .....t"}; no obstante, los polimonios no son muy ttiles cuando se trabajan con
formas funcionales complejas, por lo que, sistemas de base de tipo splines y Fourier son
ampliamente utilizados en la practica [James Ramsay, 2009].

Bases de Fourier

Probablemente la expansion de base méas conocida esta dada por las series de Fou-
rier. Esta serie es especialmente 1util para funciones extremadamente estables; es decir,
funciones en las que no hay caracteristicas locales fuertes y donde la curva tiende a ser
del mismo orden en todas partes. Estas series suelen dar lugar a expansiones uniformes,
sin embargo son inadecuadas en cierto grado para los datos que se sospecha que tienen
discontinuidades en la funcién o en las derivadas de bajo orden[Ramsay J., 2005]. En algu-
nas ocasiones, es necesario que las funciones se puedan repetir sobre un cierto periodo de
tiempo T'; por ejemplo, pueden ser requeridos para expresar comportamiento estacional
en series de tiempo extensas. La serie de Fourier, estd dada por [James Ramsay, 2009]:

donde la constante w esta relacionado con el periodo T por la relacion:

27
w=—

T

Se observa que, después de la primera funcion base constante, las funciones base de
Fourier son ordenadas de forma sucesiva en pares de seno/coseno, los dos con argumentos
en cualquier par que se multiplique por uno de los enteros 1, 2, ... hasta un limite superior
m. Si las series contienen ambos elementos de cada par, como es usual, el niimero de
funciones base es K = 1+ 2m, puesto que, de la forma en que se definié w, cada funciéon
base se repite por si misma después de 1" unidades de tiempo transcurrido.

Para definir una base de tipo Fourier, solo son necesario dos parametros: el nu-
mero de funciones base K y el periodo T; no obstante, este ultimo valor usualmen-
te puede ser por defecto el rango de los valores ¢t en los cuales estan definidos los
datos[James Ramsay, 2009].

Estimacion de curvas utilizando sistemas de bases por minimos cuadrados
Se tiene por objetivo ajustar observaciones discretas y;, 7 = 1,...,n utilizando el mo-

delo y; = z(t;) + €; y se utiliza una base de funciones para la expansién de z(t) de la
forma:

x(t) = z_: ckdr(t) =c'¢
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donde el vector ¢ de tamano K contiene los coeficientes ¢, y ¢ la matriz de orden
n x K que contiene los valores ¢ (t;).

El suavizamiento basico se obtiene si se determinan los coeficientes de la expansion
¢, minimizando el criterio de minimos cuadrados:

K

SMSSE(yle) = 3ly; — - cudulty)

j=1 k=1

en términos matriciales la expresion anterior esta dada de la siguiente manera:

SMSSE(yle) = (y — @c)'(y — @) = [ly — Oc|®

luego, tomando el criterio de derivada de SMSSE(y|c) con respecto a ¢ tenemos:

209'c — 20’y =0

resolviendo para c tenemos la estimacién ¢ que minimiza la solucion de minimos
cuadrados:

e=(9'P) 'y

asi, el vector g de valores estimados es:

§ =0 =d(P'P) Py

Este método bésico de aproximaciéon es adecuado cuando se asume que los residuos €;
sobre la curva verdadera son independientes e idénticamente distribuidas con media cero
y varianza o? constante.

Ajuste por minimos cuadrados ponderados

En la practica se trabaja con errores no estacionarios y/o autocorrelacionados, por lo
que se usa el método de minimos cuadrados ponderados como una extensiéon del método
anterior de la forma:

SMSSE(ylc) = (y — &)W (y — Pc)

donde W es una matriz simétrica definida positiva que permite la ponderaciéon de
cuadrados y producto de los residuos.
Si la matriz de varianza-covarianza . para los residuos €; se conoce, entonces:

W=yx!

en aplicaciones donde una estimacién completa de X, no es factible, los valores de la
covarianza de los errores son usualmente asumidos iguales a cero, entonces W es diagonal
con los reciprocos de la varianza de los errores asociados con los y;.
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La estimacion ¢ de los coeficientes del vector ¢ esta dada por:

¢ = (PW) Wy

Suavizamiento de datos funcionales mediante el uso de bases de Fourier

Una funcién f continua a trozos en el intervalo de [—m, 7], puede ser representada en
un sistema de tipo Fourier de la siguiente manera:

flz) = 24 > (ay cos kz + by sin kx)

2 O
donde, para todo k se tiene que:

1 s

ar = —/ f(z) cos kxdx
T J—7
1 ™

by = —/ f(z)sin kzdx
T J—7

esta representacion de f se conoce como la expansion en series de Fourier en el in-
tervalo [—m, 7| y donde ag, by, son conocidos como los coeficientes de Euler-Fourier de f
[Kreider, 1971.] y este tipo de expansion se utiliza para aproximar datos periédicos.

El suavizamiento de datos, utilizando una base de Fourier, siempre implica que se
tenga mas puntos de los necesarios para modelizar la suavidad de la funciéon en estudio.
En la préctica, la frecuencia de la serie no sobrepasa una frecuencia de corte; es decir,
que a partir de cierto término, digamos m, todos los coeficientes, ay, by, de Fourier seran
practicamente cero; por lo tanto, la ecuacién anterior, puede escribirse de la siguiente
manera:

flx :@—l— ay, cos kx + by sin kx
2
k=1

esta ecuacion se conoce como la expansién de Fourier truncada y es la funcion suavi-
zada de nuestros datos.

Curvas originales Curvas suavizadas

20 20

Temperatura
Temperatura

20 204

1 100 200 300 1 100 200 300
Dia Dia

Figura 2.24: Suavizacién de curvas.
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Usualmente, el intervalo donde una funcion esté definida no es [—m, 7] o [0, 7]; también
podria ser un intervalo [a, b] arbitrario, por lo cual la expansién en serie de Fourier queda
de la siguiente formas:

2 b 2kmx
ak—b_a_/CLf(x)cosb_adx

2 b 2kmx
bk:b_a/(lf(ac)sn —ad

2.2.3. Deteccion de atipicos

El tratamiento de datos atipicos es un aspecto importante en cualquier anélisis es-
tadistico, pese a que los datos atipicos influyen de manera significativa en metodologias
estadisticas en varios sentidos, su analisis en datos funcionales ha sido poco abordado
[Febrero-Bande & de la Fuente, 2012].

De manera intuitiva, se podria pensar en la estadistica multivariante para tratar casos
de datos atipicos en muestras de datos funcionales. Desafortunadamente, hay varios moti-
vos por las que la estadistica multivariante falla en el caso funcional. La primera es que los
datos funcionales son realizaciones de un proceso aleatorio suave medido en un conjunto
discreto de tiempo, por lo cual la estructura de correlaciéon temporal es ignorada cuando
se utilizan métodos de estadistica multivariante. La segunda es que por la naturaleza
infinto-dimensional, los métodos de estadistica multivariante son afectados por la alta di-
mensionalidad; es decir, los métodos no son capaces de manejar las situaciones en donde el
numero de mediciones de una o méas variables es més grande que el nimero de individuos
en la muestra. La tercera es que pocas asunciones sobre la distribucién son impuestas
sobre los conjuntos de datos funcionales, mientras que los métodos mutlivariantes estan
implicitamente sujetos a poblaciones Gaussianas [Febrero-Bande & de la Fuente, 2012].

Los datos atipicos en un conjunto de datos funcionales pueden surgir principalmente
por dos razones. La primera es que las curvas pueden tener graves errores de medicion,
registro o de digitacion; estos errores deben ser identificados y corregidos siempre que sea
posible. La segunda es que los datos atipicos pueden ser curvas de datos que expresan
la realidad, en el sentido de que no tienen errores graves; sin embargo, no se comportan
como el resto de curvas. Por tanto, se considera que una curva es un dato atipico si ha
sido generado por un proceso estocastico con diferente distribucion que el resto de curvas,
las cuales se asumen que son idénticamente distribuidas. Una curva puede ser un dato
atipico si esta estd significativamente alejada del proceso estocastico o si tiene diferente
forma y/o comportamiento del resto de curvas [Febrero-Bande & de la Fuente, 2012].

Para identificar datos atipicos en un conjunto de datos funcionales, se hace uso de
la profundidad funcional. Este concepto fue originalmente introducido en el analisis mul-
tivariante para medir la centralidad de un punto en relaciéon con la nube de puntos; es
decir, la profundidad da una forma de ordenar los puntos en un espacio Euclideo desde
el centro hacia el exterior; asi, los puntos cercanos al centro tendran una profundidad
mas grande [Di Blasi et al., 2013]. Por otro lado, para datos funcionales, si una curva
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es un dato atipico, esta curva tendrda una profundidad baja, por lo que para detectar
la presencia de datos atipicos funcionales basta analizar las curvas con profundidades
mas bajas [Febrero-Bande & de la Fuente, 2012]. Existen tres medidas principales pa-
ra calcular la profundidad funcional, las cuales son: Profundidad de Fraiman y Muniz,
Profundidad H-modal, y Profundidad de proyeccion aleatoria. Para mayor detalle revisar
[Febrero et al., 2008].

Para la visualizacién de datos atipicos se han desarrollado varias herramientas graficas,
principalmente propuestas para el caso univariante; sin embargo, para el caso multiva-
riante han sido poco desarrolladas [Dai & Genton, 2017].

2.2.3.1. Grafico de Magnitudes y Formas

Una de la herramientas gréaficas usadas es el MS-Plot o Grafico de Magnitudes y
Formas propuesto por [Dai & Genton, 2017], el cual se basa en el marco de la periferia
funcional direccional, que mide la centralidad de los datos funcionales considerando el
nivel y la direccién de sus desviaciones de la region central.

Periferia Funcional Direccional

Teniendo en cuenta que la externalidad es la medida, grado o cualidad de ser atipico;
a este concepto se anade el de direccion, ya que la direccion de externalidad es crucial
para describir la centralidad de datos funcionales multivariantes.

De manera formal, la externalidad direccional de un dato escalar esta definida por:

1

Oaﬂ%%:{ﬂxF@—1

}v, d(Y,Fy) >0

donde Fy es la distribucién de una variable aleatoria, d es una medida convencional
de profundidad, y v es el vector unitario que va desde la mediana de Fy a Y. Asumiendo
que Z es la unica mediana de Fy para la medida de profundidad d, v puede expresarse
como:

Y -7
V=

1Y — 2]

donde ||.|| es la norma L.

Ahora bien, si X es una funcién p-dimensional definida en un dominio Z, a partir
de la distribucién de los datos funcionales Fx, para cada punto fijado ¢t € Z, Fx() es la
funcién de distribucién de X (¢) con dimension p. De esta forma, se definen tres medidas
de externalidad direccional para datos funcionales:

1) Media de externalidad direccional:

MO(X, Fy) = /I O(X (1), Fx)w(t)dt
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2) Variacion de externalidad direccional:

VO, Fx) = [O(X(®), Fx) = MO(X, Fx)|u(t)dt

3) Externalidad direccional funcional:

FOCX, Fy) = [OCX(®), Fx)Pw(t)dt

donde w(t) es una funcién de peso definida en Z, la cual puede ser constante o propor-
cional a la variacién local en cada punto de disefio; en particular, se usa w(t) = {\(Z)} 1,
donde A(.) es la medida de Lebesgue.

Las tres medidas anteriores de externalidad pueden escribirse en una sola ecuaciéon de
la siguiente manera:

FO = |MO|*+VO

La ecuacién anterior realiza una descomposicion total de la externalidad funcional
(FO) en dos términos: la magnitud de externalidad (||MO)||) y la cantidad de variacién
de externalidad direccional (VO). Esta descomposicion permite una gran flexibilidad pa-
ra describir la centralidad de un conjunto de datos funcionales y para identificar curvas
potencialmente atipicas [Dai & Genton, 2017].

MS-Plot

El MS-Plot es un gréfico de dispersién de puntos, (M0, VO)’, para un grupo de
datos funcionales. Cuando la dimensién es més grande que dos, se usa (||MO|,VOY,
la cual representa la magnitud general de externalidad y la forma de externalidad sin
informacion de la direccion [Dai & Genton, 2017].

De las definiciones de MO Y VO, se esperaria que:

» Las curvas centrales se asignen a la regién central baja del MS-Plot; es decir, ||[MO||
pequeno y VO pequeiio.

» Valores atipicos desplazados se sitian en la regién inferior; es decir, | MO|| grande
y VO pequeno, y las diferentes direcciones de MO indican las diferentes direcciones
de sus desplazamientos.

= Los valores atipicos aislados, que estan en una pequena parte del espacio de soporte,
se asignan a la regién superior central; es decir, || MOl pequenio y VO grande.

= Los puntos en la regién superior exterior corresponden a las curvas que son sustan-
cialmente atipicas tanto en magnitud como en forma; es decir, || MO|| grande y VO
grande.
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2.2.4. ANOVA Para datos funcionales

En la préactica se vuelve un problema decidir si existen o no diferencias en el proceso de
interés cuando varian condiciones que pueden afectarlo. Este problema se suele abordar
mediante un modelo que supone la existencia de una funcién base que describe la evolucion
tipica del proceso estudiado, suponiendo que los datos con los que se trabaja se han obte-
nido agregando variaciones aleatorias a esta funcién. Entonces, este problema se convierte
en un tipo de problema de ANOVA funcional [Cuesta-Albertos & Febrero-Bande, 2010].

Existen varios procedimientos para tratar problemas de tipo ANOVA. En el presente
trabajo se tratara el problema de one-way ANOVA para datos funcionales univariantes,
conocido también como el problema de la prueba de k-muestras.

2.2.4.1. One-Way ANOVA

Este problema puede ser formulado de la siguiente manera:

w Sea Z;j(t), Zio(t), .., Zin,(t), © = 1,..., k, donde k hace referencia a los k grupos de
funciones aleatorias definidas sobre un intervalo finito 7' = [a, b] dado.

= Sea SP(m,~y) un proceso estocéstico con funcién de media m(t), t € T y funcién
de covarianza (s, t), st,t € T.

» Asumiendo que Z;(t), Zia(t), .., Zin,(t) son SP(m;,v),i=1,... k iid.

Es interesante comprobar la igualdad de las k funciones de media; es decir:
Hy:my(t)=....=my(t), teT
Hy:mq(t) # ... #my(t), t€T

A continuacién se presentan varias pruebas para este tipo de ANOVA.

CS-Test

El siguiente estadistico fue propuesto en [Cuevas et al., 2004]:

Bajo la hipotesis nula y la asunciéon de que :

1 .
ni,n —oo talque — —p;>0,1=1,..k
n

se demuestra que la distribucion aproximada de V,, es la del estadistico:

v= 3 ni/T<§7;(t)— ]%Yj(t)>2dt

1<i<j<k pj
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donde Yi(t), ..., Yi(t) son procesos Gaussianos independientes de media cero y fun-
cién de covarianza y(s,t). El valor critico empirico se calcula mediante remuestreo sobre
Yi(t),i = 1,..,k de un proceso Gaussiano con media cero y funciéon de covarianza 4,
definida por:

Y 2(8) - ZUZ(0) ~ Zih)

’?(Sat) =

Para el caso heterocedastico y mediante el calculo del valor critico empirico, el va-
lor p de V,, puede calcularse como en el caso anterior, mediante procesos Gaussianos
independientes con funciones de covarianza dadas por:

L SN Z(s) - Zu(s)) (Z(0) — Z(1))

=1

Ai 7t:
Ji(s,1) 1

Prueba basadas en la norma £?

Este test usa el siguiente estadistico:

S, = /T SSR,(t)dt

donde:

SSR.(t) = ;m(Z(t) — Z(t))?

_ 1
Z(t) = 5;;%@)
Zi0) = =3 Z4(0)

Bajo la hipdtesis nula, se tiene que S, ~ Sx% aproximadamente, donde:

_ tr(0®)
tr(v)
d= (k- 1)k,
()
tr(v#2)’

P2 s.1) = [ (s, 0w )du

Esta distribucién aproximada es usada para calcular el p-valor de S,; es decir, P(x3 >
S,/) o su valor critico Bx%(1 — ). Los pardmetros 3 y  son estimados con base en los
datos funcionales por el método de naive o el método de reduccion de sesgo.

Utilizando el método naive, y con el estimador 4(s,t), se tiene que:
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5 tr3®)
TG
1= (k—1),
4o t’I"Q(j/)
tr(v#?)

— (n — k)?

2\ __ 2 ®2 tTQ(/?)
A Al oy a3 iy Sy (””®)_ n—k:)’

- Rm k1) (e 2
”W)_(n—k—n(n—mz)(t””)_n—kH)'

Prueba F

Este test usa el estadistico:

B Jr SSR,(t)dt/(k —1)
~ Jp SSE,(t)dt/(n — k)

SSE,(t) = Zi(zw(t) — Zi(t))

i=1j=1

Fy

Bajo la hipétesis nula, se tiene que F,, ~ Fy, 4, aproximadamente, donde d; = (k—1)x
y do = (n — k)k. De manera similar, la distribuciéon aproximada de la prueba F' puede
ser usada para calcular el p-valor de F), o su valor critico; y el pardmetro s puede ser
estimado por el método naive o el método de reduccién de sesgo.

Cuando las muestras nos son Gaussianas o son pequenas, estas pruebas no son utili-
zadas; en este caso, las versiones bootstrap de estas pruebas son usadas para calcular el
p-valor de S, y F,, [Gérecki & Smaga, 2015].

Prueba basada en representacion de funciones base

Se puede utilizar una funcién de representacion de base para obtener una prueba mas
robusta.

Asumiendo que se trabaja con k grupos de un proceso estocastico Z;; € Lo(T'),i =
l.,k,j=1,..,n; ysea {¢} una base ortonormal de Ly(T).

Esta prueba usa el siguiente estadistico:
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= T nllZ - Z))?

F= , L
ﬁ > il Ziy — Zil|?

donde el proceso estocastico, la media funcional muestral y media funcional grupal,
escrita en notacion matricial a partir de la representacién en la base ¢, estan definidos
de la siguiente manera:

Zij(t) = ci;o(t),

k ny
Z(t):lZZC;j(ﬁ(t), VteT
=1 j=1
Zit) = =3 ol

n; )
para todo t € T.

El numerador del estadistico F, mide la variabilidad externa entre las diferentes mues-

tras, mientras que el denominador mide la variabilidad interna dentro de las muestras
[Cuevas et al., 2004].

2.3. Agrupaciéon

De manera empirica, agrupacion significa encontrar grupos en un conjunto de datos.
La primera agrupacién en la historia fue de tipo jerarquico, cuando Aristoteles clasifico a
los seres vivos. El andlisis de agrupacion ha sido desarrollado en diferentes campos y con
diversas aplicaciones [Hennig et al., 2015].

En el analisis de agrupacion el objetivo es examinar datos que no contienen etiquetas,
para luego encontrar agrupaciones de los datos; se debe tener en cuenta que se desconoce
el nimero de grupos. Esta metodologia es una forma de aprendizaje no supervisado; es
decir, no se utilizan datos de entrenamiento. [Andrew B. Lawson, 2002].

Formalmente, si se tiene un conjunto de datos, D = {z1, zs, ..., 2, }, el cual contiene
n datos, la tarea de los métodos de agrupacion es asignarlos a K subconjuntos disjuntos
de D, denotados por Cy, Cs, ..., Ck [Hennig et al., 2015]. Estos métodos con frecuencia se
utilizan como un paso preliminar en la exploracion de datos para identificar patrones que
tengan una interpretacion ttil para el usuario [Jacques, 2014].

2.3.1. Agrupaciéon de Datos Funcionales

Como se menciono, el objetivo principal del analisis de agrupacion es construir grupos
homogéneos de observaciones que representen realizaciones de alguna variable aleatoria 7,
y se busca que las observaciones asignadas a los grupos sean similares entre ellas y lo mas
diferente posible de las observaciones asignadas a otros grupos [Tarpey & Kinateder, 2003].
En el espacio finito dimensional, Z es un vector aleatorio con valores en RP, Z =
(Z1,...,Z,),p > 1. Un caso particular es cuando las variables aleatorias toman valores
en un espacio infinito dimensional, usualmente un espacio de funciones definidas en algiin



2.3. AGRUPACION 55

conjunto continuo 7T; de esta forma los datos son representados por medio de curvas y la
variable aleatoria que corresponde a los datos es un proceso estocastico Z = {Z(t),t € T }.
En la actualidad este tipo de datos son mas faciles de observar y se han desarrollado he-
rramientas para poderlos almacenar y procesar [Jacques, 2014].

Se conocen cuatro metodologias para la agrupacién de datos funcionales, las cuales
son:

= Métodos de datos en bruto: Estos métodos consisten en agrupar directamente las
curvas sobre la base de sus puntos de evaluacion.

= Métodos de filtrado: Estos métodos realizan la aproximacion de las curvas en alguna
base de funciones y luego realizan la agrupacion utilizando los coeficientes de la
expansion en la base.

= Métodos adaptativos: Estos métodos consideran que la representaciéon de un dato
funcional depende del grupo, y se realiza simultaneamente la reduccién de dimension
y la agrupacion.

= Métodos con base en distancias: Estos métodos usan algoritmos de agrupacion con
base en distancias especificas para datos funcionales.

En el presente trabajo se hara uso de los métodos de filtrado y los métodos basados
en distancias.

2.3.1.1. Meétodos de filtrado

Este método consiste de dos etapas para la agrupacion de datos funcionales. La pri-
mera hace referencia al método de filtrado, el cual reduce la dimension de los datos, pues
consiste generalmente en aproximar las curvas utilizando una base finita de funciones;
esta base puede ser de tipo B-splines, Fourier o Wavelets; otra técnica de reduccion de di-
mension es el andlisis de componentes principales funcionales (FACP). La segunda etapa
consiste en que a partir de los coeficientes de la base de expansion o de los scores de los
componentes principales, se aplican algoritmos habituales de agrupacién para determinar
los grupos [Jacques, 2014].

Se debe tener en cuenta que el método de filtrado tiene algunos inconvenientes; uno
de ellos es que si las curvas son medidas en diferentes puntos de tiempo, la varianza de
la estimacién de los coeficientes de base es distinto para cada individuo. Para conjuntos
de datos dispersos, varios coeficientes de base podrian tener varianza infinita, haciendo
imposible obtener estimaciones razonables [James & Sugar, 2003].

2.3.1.2. Meétodos con base en distancias

Estos métodos también son conocidos como métodos no paramétricos y se dividen en
dos categorias, la primera agrupa los métodos que hacen uso de distancias o disimilitudes
especificas, mientras que la segunda hace uso de heuristicas.

Métodos que usan distancias

Estos métodos aplican técnicas de agrupacién no paramétrica como el método k-
medias o el método jerarquico, los cuales consideran distancias especificas o disimilitudes
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entre curvas. Para este propésito se utiliza una métrica basada en derivadas que mide la
proximidad en las curvas z; y 2/ mediante la siguiente expresién:

Ayl 20 = [ (200) = =0(0)) at

donde 2@ denota la g-ésima derivada de z y do(z,0) es la norma £2 [Hall, 2007]. Si el
calculo de dj se lo realiza utilizando las observaciones discretas de la curva, los métodos
no paramétricos son equivalentes a los métodos de agrupacion de datos brutos. Por otro
lado, si el calculo de dj se lo realiza mediante la representacion de las curvas en una base
finita, estos métodos son equivalentes a los métodos de filtrado [Jacques, 2014].

Métodos Heuristicos

Estos métodos proponen usar heuristicas para la agrupacion de datos funcionales. En
[Hébrail et al., 2010] se desarrollaron dos algoritmos de programacién dindmica que rea-
lizan la agrupacion y la estimacion de los centros de cada grupo simultaneamente. Por
otro lado, en [Yamamoto, 2012] se desarrollé un procedimiento para identificar simulta-
neamente grupos 6ptimos de funciones y subespacios 6ptimos para la agrupaciéon; para
esto se define una funcién objetivo como la suma de las distancias entre las observaciones
y sus proyecciones mas las distancias entre las proyecciones y las medias de los grupos
[Jacques, 2014].

2.3.2. Agrupacion de Datos Espaciales

El incremento de los datos espaciales y el uso extendido de bases de este tipo de
datos ponen en evidencia la necesidad de generar procesos que permitan la extracciéon de
informacioén espacial; en este sentido se ha desarrollado la mineria de datos espaciales,
debido a que esta permite descubrir patrones interesantes y previamente desconocidos
pero potencialmente ttiles [Sumathi et al., 2008]. A medida que se dispone de més y mas
datos sobre un area espacial es deseable identificar las diferentes funciones y papeles que
desempenan las distintas partes de esta area; en particular, un objetivo bastante deseable
es identificar regiones homogéneas y descubrir sus caracteristicas, creando resimenes de
alto nivel para los datos en estudio y obteniendo informacion valiosa para planificadores,
cientificos, entre otros [Cesario et al., 2020].

Los datos espaciales poseen dos atributos distintos: uno espacial y otro no espacial. Los
atributos espaciales de este tipo de datos incluyen informacién relacionada a la ubicacion
espacial como longitud, latitud, elevacién, forma, entre otros. Por otro lado, los atributos
no espaciales se utilizan para describir caracteristicas como nombre, poblacién, tasa de
desempleo, entre otros. Se debe tener en cuenta que la informacién espacial referente a
las relaciones entre los datos, tales como la influencia de los datos con los de sus vecinos,
usualmente esta implicita; por lo cual, para capturar esta informacién se hace uso de
técnicas o instrumentos que la incorporen [Shekhar et al., 2003]. Para este propdsito se
hace uso de las siguientes técnicas:

s Generalizaciones basadas en descubrimiento de conocimiento.
= Métodos de agrupacion.

= Medidas de proximidad agregada.
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» Reglas de asociacién espacial.

El presente trabajo se enfocard en los métodos de agrupaciéon. Este clase de méto-
dos han sido desarrollados por la estadistica a lo largo del tiempo, en primera instancia
se trabajo en una dimensién, y se centraron en la busqueda de medidas de tendencia,
variabilidad o dispersion. Luego se extendié para dos dimensiones, que tratan atributos
con media o propiedades modales y variabilidad o dispersion, estos atributos son bidi-
mensionales; en el caso de datos espaciales estas cantidades tiene interpretaciéon como la
ubicacion del centro del grupo y la dispersién del grupo [Andrew B. Lawson, 2002].

Los métodos clasicos de agrupacion utilizados para particionar un conjunto de datos
espaciales dan como resultado grupos que espacialmente estdn mezclados o carecen de
sentido [Ambroise & Dang, 1997]; para dar solucién a este problema, se han desarrollado
métodos que toman en cuenta la informacion espacial de los datos; la aplicacion de estos
incluyen la identificacion de areas con caracteristicas o factores similares y el objeto de
estudio depende del campo de aplicacion.

Una solucion que ha sido utilizada a lo largo de los anos es ponderar las disimilitudes
entre las muestras mediante la funcién de variograma; es decir:

& = iy (h)

donde y(h) es el variograma ajustado al variograma empirico J(h); d;; es la disimilitud
entre las muestras i y j [Bourgault et al., 1992].

Por otro lado, en el caso multivariante, en cuanto a similaridad, se tiene que la pon-
deracion esta realizada mediante la funcién de autocovarianza multivariada; es decir:

Si2 = LK (h)

Esta ecuacion es mas robusta en el sentido de que favorece a la formacién de grupos
que son espacialmete homogéneos.

Por otro lado, en cuanto a disimilitud y utilizando la funcién de variograma multiva-
riado se tiene que:

*2 2
dij = dijr(h>

Se debe tener en cuenta que esta tltima ecuacion es un poco més general ya que permi-
te variogramas multivariados sin silla. Ambas ecuaciones se desempenan adecuadamente
cuando el efecto pepita estd presente [Bourgault et al., 1992].

Una vez que los célculos son realizados para todos los ¢ y j el resultado es una matriz
de disimilitud modificada D* con elementos d;;. Esta matriz se utiliza por una amplia
variedad de estrategias de clasificacién; por ejemplo, el método jerarquico opera direc-
tamente en esta matriz, agrupando primero aquellos individuos para los cuales d}; es la
menor y luego la menos similar segiin las reglas del algoritmo en uso. Por otro lado, la
agrupacion dinamica es més apropiada para agrupar individuos de poblaciones que no
presentan estructura jerarquica [Oliver & Webster, 1989)].

A partir de esta ponderacién se pueden aplicar algunos métodos de agrupacion que
se clasifican de la siguiente forma:
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= Métodos jerarquicos.

Este método agrupa los datos en forma de arboles y generalmete se clasifican en
dos tipos de enfoque, uno aglomerativo y otro divisivo.

x El enfoque aglomerativo:

Utiliza una estrategia ascendente para agrupar los objetos; se fusionan los gru-
pos mas pequenos en grupos cada vez mas grandes hasta que todos los objetos

hayan sido agrupados en uno solo. Los métodos més utilizados son AGNES y
DIANA.

x El enfoque divisivo:
Utiliza una estrategia descendente para agrupar los objetos, en este caso los
grupos mas grandes se dividen en grupos mas pequenos hasta que cada objeto
forme un grupo por si mismo. Los métodos mas utilizados son: CURE, BIRC

Y CHAMALEON [Chauhan et al., 2010].

= Métodos de particionamiento.

Los algoritmos de particion organizan los objetos en grupos tales que la dispersion
total de cada objeto con respecto a su centro de grupo se minimice. Inicialmen-
te, cada objeto se clasifica como un tnico grupo; en los siguientes pasos, todos
los puntos de datos se reasignan iterativamente a cada grupo hasta que se cum-
pla un cierto criterio de parada. Bajo este criterio existen los siguientes métodos
[Sumathi et al., 2008]: algoritmo del vecino méas cercano, algoritmo K-medioides,
algoritmo K-medias.

= Métodos con base en grillas.

Los algoritmos de agrupaciéon con base en grillas primero cuantifican el espacio
de agrupaciéon en un numero limitado de celdas y luego realizan las operaciones
necesarias en la estructura de la grilla, las celdas que contienen méas de un cierto
numero de puntos se tratan como densas, la principal ventaja de este enfoque es su
rapido tiempo de procesamiento ya que el tiempo es independiente del nimero de
objetos de datos pero depende del ntimero de celdas. Los métodos mas utilizados
de este tipo son: STRING, Wave Grupo, Cliqué [Sumathi et al., 2008].

» Métodos con base en densidades.

El método considera los grupos como regiones densas de objetos separadas por
regiones de baja densidad, que representan el ruido; a diferencia de los métodos de
particion se pueden descubrir grupos de manera arbitraria. Los métodos con base en
densidades pueden utilizarse para filtrar el ruido y los valores atipicos. Los métodos
més utilizados de este tipo son: DBSCAN y OPTICS [Sumathi et al., 2008].

2.3.3. Agrupacion de datos funcionales con correlacién espacial

Como se ha visto a lo largo de este capitulo, los métodos de agrupacion se han ido
adaptando a las necesidades para tratar los problemas del mundo real. Puesto que se ha
ido generalizando esta técnica para trabajar con datos puntuales, luego datos espaciales
y datos funcionales; ahora la nueva problematica es extender aun més estos métodos
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de agrupacion para datos funcionales con dependencia espacial. Este es el caso cuando
las muestras son funciones observadas en diferentes sitios de una regiéon o cuando estas
funciones son observadas sobre un conjunto discreto de tiempo. Si los datos funcionales
son espacialmente dependientes, los métodos bésicos de agrupacion de FDA fallan, ya que
la estructura espacial es ignorada dando como resultado grupos en donde las curvas no son
similares en forma o comportamiento. Es asi que, ademas de considerar las caracteristicas
individuales en cada una de las curvas, se debe considerar la ubicacién espacial de la curva
y asi agrupar aquellas curvas que son homogéneas no solo con respecto a su forma sino
también con respecto a su ubicacién espacial [Romano et al., 2015].

Para agrupar datos funcionales con correlacion espacial se han desarrollado métodos
como el dindmico y jerarquico, asi como varias formas de capturar la dependencia espa-
cial. En [Giraldo et al., 2012] se propuso el método jerarquico y en [Romano et al., 2013]
el método dinamico; ambos métodos utilizan una medida de asociacion espacial para re-
saltar y distinguir la dependencia espacial entre las curvas; esta medida estda dada por
la funcion trazo-variograma. Ambos métodos tienen en cuenta la dindmica funcional de
las curvas en términos de tiempo y sus relaciones espaciales. El método jerarquico toma
en cuenta la dinamica funcional a través de la distancia entre las curvas mediante la
norma £2, mientras que el método dindmico la considera a través de la distancia eucli-
diana al cuadrado entre las curvas calculando la funciéon de variograma en cada grupo.
No obstante, la dependencia espacial influye de manera diferente en el proceso de agru-
pacién; en el caso jerarquico, la dependencia espacial es considerada por la funcién de
trazo-variograma y en el caso dindmico, esta dependencia es considerada también por el
trazo-variograma, pero calculado dentro de cada grupo [Romano et al., 2015]. Por otro
lado en [Romano et al., 2017] presentan un método para este tipo de datos tomando en
cuenta la contribucién de cada curva a la variabilidad espacial; de esta forma se define
una funcién de dispersién espacial asociada a cada curva y llevan a cabo la agrupacion
utilizando el algoritmo k-medias; este algoritmo se basa en la optimizacion de un criterio
de ajuste entre las funciones de dispersion espacial asociadas a cada curva y el represen-
tante o centro de los grupos. En el trabajo realizado por [Romano et al., 2011] se extiende
la estrategia de agrupacion con base en modelos para datos funcionales con correlacion
espacial; esta estrategia se enfoca en clasificar curvas espacialmente dependientes y obte-
ner un modelo funcional espacial base para cada grupo; el ajuste de estos modelos implica
estimar la funcién trazo-variograma, por lo que proponen un estimador de variograma de
kernel.

Ahora bien, dado que el objetivo de este trabajo es adaptar el método k-medias para
datos funcionales espacialmente correlacionados, se hard uso de la metodologia planteada
en [Giraldo et al., 2012].

2.3.3.1. Meétodo jerarquico para datos funcionales con correlacion espacial.

Suponiendo que X (), ..., X,,(¢) es una muestra de curvas definidasen t € T' = [a, b] C
R y que ademas pertenecen al espacio de Hilbert de funciones cuadrado integrables defi-
nidas en [a, b]; es decir:

LQ(T):{f:T%R:/Tf(t)2<OO}.

De igual manera, se asume que las funciones son expandidas en términos de alguna
base de funciones como sigue:



60 CAPITULO 2. MARCO TEORICO

K
Xz(t) = ZailBl(t> = azTB(t>7 L= 17 s T
=1

El andlisis de agrupaciéon jerarquico funcional es desarrollado como en el enfoque
clasico, pero considerando la distancia entre las curvas X;(t) y X;(t) a través de la norma
L2, es decir:

&y = ¢ [ (Xl = X0y

de donde, utilizando la representaciéon de la curva en la base de funciones, se tiene:

& = ¢ [ (0= 0" BOBO" 0: — 0y

diy = /(a; — a;)TW (a; — a;)
donde:

W = B(t)B(t)"dt
[a,b]

donde a; y a; son vectores de coeficientes de la base para las curvas ¢ y j. Al utilizar
bases ortonormales como la de Fourier, la matriz W es la identidad. Una vez calculada
la matriz de disimilitud, el proceso estandar aglomerativo o divisivo es aplicado.

Cuando la estructura espacial es tomada en cuenta, y se considera el entorno geoes-
tadistico, la agrupaciéon permite encontrar grupos de sitios cercanos con caracteristicas
similares. Sea {Z(s) = (Z1($), ..., Zm(s)) : s € D} un proceso espacial m multivariante
definido sobre un dominio D C R%. Cuando m = 1, el proceso de agrupacién pondera las
disimilitudes d;; entre curvas por:

d; = dijy(h)

donde ~y(h) es el variograma calculado para las distancias entre las ubicaciones i, j.
Por otro lado, si m > 1 la ponderacién es llevada a cabo por:

Yy = dyT(h)

donde T'(h) es el variograma multivariado definido por:

1
I'(h) = 5E[Z(:c) — Z(x + W' M[Z(z) — Z(x + h)]
con M una matriz simétrica definida positiva usada como métrica. En particular si

M = I, el variograma multivariado esta dado por:
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E[Z)(x) — Zj(x + h)]?

N | —

XOEDS

() =S k)

donde ~;(h) es el variograma de la [-ésima variable. Una alternativa a la matriz M es
la inversa de la matriz de varianzas-covarianzas. En este caso el variogrma multivariado
es una suma ponderada de los variogramas y variogramas cruzados.

Ahora bien, en el contexto de datos funcionales con correlacion espacial, se con-
sidera {Z,(t),s € D C R} un proceso aleatorio funcional estacionario isotrépico y
Z(t), ..., Z,(t) una realizacion de este proceso aleatorio observado en n sitios con coor-
denadas s1, ..., s, respectivamente. Es asi que, para realizar el andlisis de agrupacion la
estructura espacial se la considera a través del trazo-variograma, definido por v, de la
siguiente manera:

1) = 58| [ 050 = X0t = - )

y la ponderacion de las distancias entre las curvas esta dada por:

df} = dij'Y(h)

Utilizando el método de momentos la estimacién de y(h) es la siguiente:

00 =gy [ (E = 2,07

5i,5;€N(h)

donde N(h) = {(si, ) : ||si — sj|| = h} es el nimero de elementos distintos en N (h).
Luego de estimar el trazo-variograma para una secuencia de P puntos h,, se ajusta un
modelo paramétrico y(h;6) a los puntos (hy,J(hy,)), p = 1,..., P; este ajuste se lo hace
usualmente mediante minimos cuadrados ordinarios o ponderados. Este trazo-variograma,
es un variograma valido debido a que tiene las mismas propiedades que las de un vario-
grama paramétrico ajustado a partir de un conjunto de datos espaciales univariante.

Por otro lado, una segunda alternativa para la agrupacion de este tipo de datos, es
estimar los variogramas simples y variogramas cruzados a partir de los coeficientes de las
funciones base obtenidos en la suavizacion.

Asumiendo que la curva para cada ubicacién de muestra ¢ = 1, ..., n se la ha expandido
utilizando los coeficientes de las funciones base, se tiene la siguiente matriz de coeficientes:

11 Q2 - 1K
Q21 Q22 -+ A2k

A:

Qp1 Ap2 -°° Anpg (nzK)
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que forman una realizacién de un campo aleatorio de K-variables { A(s) = (A41((s), .., Ax(s)) :
s € D C R} con E(Ai(t)) = v, y la matriz de variogramas y variogramas cruzados es
de la siguiente forma:

Y1(h)  y2(h) o mk(h)
T(h) = 721'(h) 722:(h) 725(h)
Yr1(h) vr2(h) -+ YrK(h) (KzK)

donde vy = $E[Ai(s1) — Ag(s;)?], Lg=1,..., K, h = ||s; — s;||; para estimar la matriz
anterior se hace uso del modelo lineal de coregionalizacién (LMC), este método permite
modelizar los variogramas y variogramas cruzados de dos o mas variables de modo que
la varianza de cualquier combinacion lineal posible de estas variables es siempre positiva.
A partir del modelo estimado de LMC, se calcula el variograma multivariado utilizando
los coeficientes de las funciones base.

K
Yig(h) =D bjge(h) Vi, q
k=1

donde los bfq son las sillas o pendientes de los gx(h) y:

(h) Sik=FK =10

1 ) a
§E [Awi(s) = Ap(s + h)] [Apr (s) — Apr(s + R)] = { 0 En otro caso

y matricialmente se tiene que:

y finalmente se tiene que:

d% = di;T(h)

ij

2.4. Indices

2.4.1. Selecciéon de nimero de grupos.

Se debe tener en cuenta que la agrupacién producida por los algoritmos de clasifi-
cacion o modificaciones de estos no es perfecta; puesto que no trabajan bajo la misma
metodologia, incluso los parametros de entrada pueden ocasionar diferentes grupos o
generar estructuras de grupos diferentes [Arbelaitz et al., 2013]. Sin embargo, es funda-
mental conocer el nimero de grupos K, puesto que varios algoritmos de agrupacion lo
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requieren como parametro de entrada. El nimero de grupos puede ser obtenido aplican-
do el algoritmo varias veces a partir de un posible valor K,,;, hasta un valor maximo
K,.s. para luego analizar la secuencia de estructuras resultantes, las cuales seran evalua-
das por medio de indices y la solucién serd aquel K con el mejor indice [Rui Xu, 2008];
considerando que mientras mayor sea el K mas separados y mas diferenciados seran los
grupos[Kogan et al., 2006].

Luego de haberse evaluado un indice en particular para un cierto rango de niimero de
grupos, se tiene que decidir con que niimero de grupos trabajar. En el caso mas simple,
se puede considerar como una soluciéon aquel nimero de grupo donde el indice toma el
valor maximo o minimo; no obstante, este criterio no se aplica en la mayoria de los casos.
En la préactica, el nimero de grupos se determina de manera visual por medio del grafico
de la curva de valores del indice; usualmente se elige el valor donde la curva presenta una
forma de codo; es decir, un salto positivo o negativo de la curva del indice o pico local
[Dimitriadou et al., 2002].

Las medidas de validacion para los grupos formados se clasifican en validacion externa
y validacion interna; la principal diferencia radica en el uso o no de informacién externa
para la validacién de los grupos. La validacion externa usa informacion que no esta
presente en los datos para evaluar hasta que punto la estructura del grupo coincide
con alguna estructura externa, ya que en este caso se conoce previamente el niimero de
grupos; asi, estas medidas pueden utilizarse para la eleccion de un algoritmo de agrupacion
optimo en un conjunto de datos especifico. Por otro lado, las medidas de validacién interna
evalian la calidad de una estructura de agrupacién sin tener informacion adicional; asi,
estas medidas pueden ser utilizadas para elegir el mejor algoritmo de agrupacién asi
como el nimero 6ptimo de grupos. En la practica, la informaciéon externa no siempre
esta disponible, por lo cual las medidas de validacion interna son la tinica opcion para la
validacion de los grupos [Charu C. Aggarwal, 2013].

Para cumplir con los objetivos planteados, en esta seccién se trabajard tnicamente
con medidas de validacién interna, las cuales estan basadas en los criterios de cohesién y
separacion.

s Criterio de Cohesion

Mide el grado de la relacion entre los miembros de un grupo; es decir, se evalta
la compacidad de los grupo en funcion de la varianza, puesto que un valor menor
de varianza indica que los grupos formados son més compactos [Liu et al., 2013].
La medida bésica de este tipo es la Suma de cuadrados intra grupos (SSW); esta
medida de cohesion se utiliza frecuentemente como funcién objetivo a minimizar
en problemas de clasificacién no supervisada, debido a que se relaciona la varianza
con el nimero grupos. Graficamente se puede elegir el nimero 6ptimo de grupos
observando un codo en la curva de la funcién [Pérez, 2018]. Este indice esta dado
por:

53 ey o

j=1 IECJ'

SSI/V:l
n

donde K es el nimero de grupos, c; es el centroide del grupo j y n es el tamaiio del
conjunto de datos.
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= Criterio de Separaciéon

Mide lo distinto o bien separado que estd un grupo de los demés grupos. La Suma
cuadrdtica de las distancias entre grupos (SSB) se define como el promedio de las
distancias de los centroides de cada grupo al centroide del conjunto de datos; esta
medida de separacién usualmente se usa como funcién objetivo a maximizar y esta
dada por la siguiente expresion:

1 & o
SSB = - anch — x|
j=1

donde K es el nimero de grupos, n; es el nimero de miembros que contiene el grupo
J, ¢; es el centroide del grupo j,  es el centroide del conjunto de datos y n es el
tamano del conjunto de datos.

2.4.2. Indices con base en la suma de cuadrados

Los indices presentados a continuacion estan desarrollados con base en la suma de
cuadrados; es decir, en las medidas presentadas previamente.

= Ball y Hall

SSW
K
donde K es el nimero de grupos.
» Calinski y Harabasz
K—-1S5SB
n—KSSW

donde n es el nimero de datos y K el niimero de grupos.

= Hartigan

SSW
dlog( In? )

donde n es el nimero de datos y d la dimension de los datos.
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2.4.2.1. Otros Indices

Existen indices de validacion interna que no se basan en la suma de cuadrados y son
los siguientes:

» Davies-Bouldin(DB)

1 . ,
DB =— méx<02+aj>
K i=1,i#£j d(ci, ¢;)

Donde K es el nimero de grupos, o; es la distancia promedio entre cada punto en
el grupo i y el centroide del grupo, y d(c;, ¢;) es la distancia entre los centroides de
los grupos ¢ y j.

s Coeficiente de Silueta

b(i) — a(i)
mx(afi), b1

Donde a(7) es la media de las distancias del individuo ¢ con los miembros del grupo;
b(i) es la distancia media entre el individuo ¢ y todos los miembros del grupo més
cercano al que no pertenece. El valor de s(i) puede variar entre —1 y 1, donde —1
significa un mal agrupamiento, 0 es indiferente, y 1 buen agrupamiento.

s(i) =

El coeficiente de silueta para un grupo i:

donde n; es el nimero de miembros en el grupo .

» Indice de Dunn

; ; d(cj7 Ct)
Dunn = min min y
1<K | 1<K 5 \ max; << d(cp)

Donde K es el nimero de grupos, d(c;, ¢;) es la distancia entre los centroides de los
grupos j y t, d(ci) es el didmetro del grupo; es decir, la maxima distancia entre dos
de sus puntos.

2.4.3. Validacién de grupos

Una vez que los grupos han sido obtenidos a través del algoritmo de clasificacion,
es importante medir la robustez de los mismos; para esto se hace uso de indices que
consideran la correlacion temporal y espacial.
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2.4.3.1. Correlaciéon temporal

Como se mencion6 un dato funcional también puede verse como una serie temporal,
por lo que se puede utilizar una medida de correlaciéon temporal. Es asi que, el célculo de
esta correlacion se convierte en otra forma de medir que tan bien que estan formados los
grupos. Esta correlacion esta dada por:

CORT(Xr, Yr) = TV Xy — X)) (Yigr — V5
| \/Zth_l1 (Xe1 — Xt)Q\/Zf:_ll (Y1 — V)2

donde CORT (X7, Yr) recae en el intervalo [—1, 1]; el valor CORT (X7, Yr) = 1 signifi-
ca que en cualquier periodo [¢;,t;11], las series X1 y Y} crecen o decrecen simultdneamente;
es decir, que tienen el mismo comportamiento. El valor CORT(Xr,Yr) = —1 significa
que en cualquier perfodo [t;,¢;11], la serie Xr crece y Y; decrece o viceversa; es decir,
que tienen comportamiento opuesto. Finalmente, cuando el valor de CORT (X7, Yr) =0
significa que no existe monotonicidad entre las series X1 y Yr [Montero & Vilar, 2014].

2.4.3.2. Indices de correlacién espacial

La teoria de la autocorrelacién espacial ha sido un elemento clave en el analisis geo-
grafico [Chen, 2013], puesto que como establece la primera ley de la Geografia “todas las
cosas estan relacionadas entre si, pero las cosas mas préximas en el espacio tienen una
relacion mayor que las distantes” El término “auto” indica que la correlacion se realiza
con la misma variable pero medida en distintos lugares del espacio [Ramirez, 2015].

Caracteristicas socioeconémicas y ambientales propias de la geografia, tienden a mos-
trar cierto grado de similitud, ya que a menos que existan factores de ruptura o de disconti-
nuidad muy marcados, se espera evidenciar cierta homogeneidad espacial [Celemin, 2009].
Asi, este criterio permite entender la variacién de un fenémeno en un area geografica de
analisis. Si el fendmeno analizado tiende a agruparse en regiones o forma grupos, entonces
se evidencia autocorrelacion positiva; por otro lado, si el fenémeno tiende a estar disper-
so, la autocorrelacion espacial es negativa, y si el fendmeno muestra comportamiento
aleatorio y no estructurado, se dice que no existe autocorrelacion espacial; es decir, la
presencia o ausencia de un atributo en un lugar determinado no influye en la medida de
dicho atributo en puntos cercanos [Siabato & Guzméan-Manrique, 2019].

Por lo tanto, la autocorrelacion espacial se interpreta entonces con un indice estadistico
descriptivo que mide las formas y las maneras de como se distribuyen los fenémenos
analizados en el drea espacial [De Bellefon et al., 2018].

Para capturar esta correlacion de tipo espacial, existen varios indices,de los cuales los
indices de Moran y de Geary son los més utilizados; el primero es una generalizacion del
coeficiente de correlacion de Pearson, y el segundo es similar al estadistico de Durbin-
Watson. A diferencia del coeficiente de Geary, el indice de Moran es mas significativo
para el andlisis espacial [Chen, 2013].

2.4.3.2.1 Indice de Moran

El indice de Moran solo tiene en cuenta los valores de las unidades de anélisis deter-
minadas a partir del criterio de vecindad; es decir, la contigiiidad fisica y la distancia:

» Contigiiidad fisica
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Este criterio toma en cuenta la contigiiidad espacial de orden n para un area espacial
dividido en unidades espaciales cuadradas y distribuidas uniformemente, ver Figura
2.25.

(a) Contigtiidad tipo lineal. (b) Contigiiidad tipo lineal bidireccional.

(c) Contigiiidad tipo alfil. (d) Contigtidad tipo reina.

Figura 2.25: Tipos de contigiiidad de primer orden.

= Contigiiidad por distancia

Este criterio establece el concepto de vecino a través de una distancia limite d
previamente definida por el usuario; asi, es habitual considerar d entre los centroides
de las unidades espaciales, ver Figura 2.26 [Siabato & Guzméan-Manrique, 2019].

1 2 3 4 5
1 0 1 0 1 1
1
2 1 0 1 1 1
" 5
4 3 0 1 0 0 1
. 4 1 1 0 0 0
5 1 1 1 0 0

(a) Mapa.
(b) Matriz de contigtiidad.

Figura 2.26: Contigiiidad por distancia.

Por lo consiguiente, en este indice la diagonal de la matriz de contigiiidad no se
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considera para el cdlculo, puesto que se estable la restriccion de que una unidad de analisis
no es vecina de ella misma. Su naturaleza global se deriva de comparar de manera directa
los valores de cada unidad de anélisis con la media global del fenémeno, como se muestra
en la siguiente ecuacion:

I = : ==t n ’ Z % .]
> Wi > (z—2)°
i=1j=1 i=1

[ Covarianza ponderada

Varianza de los valores

Donde n es el nimero de unidades de andlisis y >2i” ) >%_; w;; corresponde al nimero
total de vecindades.

Este indice tiene como dominio el intervalo [—1,41], donde si I < 0 se evidencia
correlacion espacial negativa, si I > 0 se evidencia correlacion espacial positiva y si I =0
el fenémeno se distribuye aleatoriamente [Siabato & Guzman-Manrique, 2019].

2.4.3.2.2 Indice de Geary

El indice de Geary permite evaluar la asociacion espacial. El indice de Geary es similar
al coeficiente de Moran; no obstante, el indice de Moran no puede ser sustituido por el
coeficiente de Geary y viceversa, debido a que el indice de Moran se calcula a partir
de una muestra, mientras que el indice de Geary se calcula a partir de la poblacion
[De Bellefon et al., 2018]. A diferencia del indice de Moran, el coeficiente de Geary si
incluye el valor de la unidad central en el andlisis de autocorrelacién. Este indice esta
definido en el intervalo [0,2]. Cuando ¢ € [0, 1], existe autocorrelacién positiva, si ¢ €
(1,2], indica autocorrelacién negativa, y si ¢ = 1, indica ausencia de autocorrelacién y
este indice estd dado por la siguiente expresién [Siabato & Guzmén-Manrique, 2019].

Zn: Zn: wij(zi — 2)?

n—1 i=1j=1

i=1 i=1j5=1

, 1F]

Noétese que el primer término es un factor de normalizacién y el numerador del segundo
término establece las diferencias entre la unidad de anélisis y sus vecinos. Por otro lado,
este término no se compara con el valor medio global, sino con el valor medido de cada
vecino; por consiguiente, cuanto mas grande sea la diferencia entre la unidad de analisis
central y sus vecinos, mas grande sera el numerador [Siabato & Guzman-Manrique, 2019].



Capitulo 3

Metodologia

En este capitulo se estudia el algoritmo K-medias y se desarrolla la metodologia con
la cual se va a trabajar.

3.1. Algoritmo K-medias

El algoritmo K-medias es un método de particionamiento, puesto que genera una
particion sencilla de los datos en un intento de recuperar los grupos naturales presentes
en los datos [Anil K. Jain, 1988]; este método utiliza la matriz de disimilitud entre los
objetos como punto de partida [Bourgault et al., 1992]. Los métodos de particionamiento
se utilizan frecuentemente en aplicaciones de ingenieria donde las particiones simples son
de interés, puesto que ofrecen una representacion eficiente y compacta de grandes bases
de datos [Anil K. Jain, 1988].

El problema de particionamiento de grupos formalmente establece que: dado n objetos
en un espacio métrico d—dimensional, determinar una particiéon de patrones en K grupos,
tal que los objetos en un grupo son mas similares entre si que los objetos de los demas
grupos [Anil K. Jain, 1988].

La solucion a este problema es facil de ver, puesto que se basa en elegir un criterio y
evaluar cada una de las probables particiones que contienen £k grupos y después seleccio-
nar la particion que optimice dicho criterio; este razonamiento presenta dos problemas.
El primero es encontrar un criterio que abarque la nociéon de grupo por medio de una
expresion matematica que depende principalmente de los parametros del problema, los
cuales por motivos computacionales deben ser simples, pero suficientemente complejos
para reflejar la estructura de los datos. La segunda dificultad es el gran ntimero de par-
ticiones, incluso para un nimero de objetos moderado, por lo cual evaluar un criterio
sencillo sobre todas las particiones no es factible [Anil K. Jain, 1988]. Ademaés, este pro-
blema se ha catalogado como NP-duro, por lo que el uso de heuristicas son alternativas
para encontrar una solucion [Pérez-Ortega et al., 2020].

Para evitar el problema combinatorio, una funcién de criterio es evaluada solo en
conjuntos pequenos de particiones razonables. Para esto, el procedimiento méas comin
es optimizar la funciéon de criterio utilizando una técnica iterativa. Se empieza con una
particién inicial, los objetos se mueven de un grupo a otro en un intento de mejorar el valor
de la funcién de criterio; de esta forma, cada particion es una modificacion del anterior;
ademas, solo un nimero pequeno de particiones son examinados. Este procedimiento hace
que los algoritmos sean computacionalmente mas eficientes y usualmente convergen a un
minimo local de la funcién de criterio [Anil K. Jain, 1988].

69
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Con base en el procedimiento anterior, el algoritmo K-medias empieza escogiendo K
puntos representativos como los centroides iniciales. Un simple método de inicializacion
es el propuesto por MacQueen, en el que se toma K centroides aleatoriamente. Luego
cada punto se asigna al centroide més cercano con base en una medida de proximidad
escogida; usualmente estas medidas son la distancia de Manhattan (norma L;), distan-
cia Euclidiana (norma L), y la del coseno; en general, el algoritmo K-medias trabaja
con la distancia Euclidiana. Una vez que los grupos estan formados, los centroides de
cada grupo se actualizan, luego el algoritmo repite estos dos procesos iterativamente has-
ta que los centroides no cambian o ningtin otro criterio de convergencia se encuentra
[Charu C. Aggarwal, 2013].

La funcién de criterio que utiliza este algoritmo es la suma de errores cuadrdticos
(SEC) o la suma de los residuos cuadraticos (SRC). De esta forma el problema de op-
timizacién se define de la siguiente manera: dado un conjunto de datos D = {z1, ..., z,,}
de n puntos, sea C = {C1,...,Ck} los grupos obtenidos luego de aplicar el algoritmo
K-medias, entonces el SEC es:

SEC(C) =33 |lex — 2l

k=1 z,€C}

Z cC,. %
ck; — Zi k

|C

donde, ¢, es el centroide del grupo Cj. El objetivo es encontrar la agrupacion que
minimice el valor de SEC; para esto, la asignacion iterativa y los pasos de actualizacion
del algoritmo son los que logran minimizar el valor del SEC para un conjunto de centroides
dado [Charu C. Aggarwal, 2013].

Por otro lado, la razén de elegir la media de los datos en un grupo como un prototipo
de representacion del grupo es la siguiente: sea C, el k—ésimo grupo, z; un punto en Cy,
y ¢ es la media del grupo k. De esta forma, resolviendo para el representante de C; el
cual minimiza el valor del SEC de la siguiente manera, se obtiene que:

K

SEC(C) = Z Z (cr — z)?
k=1 Zq;ECk
0 0 &
—SEC = — (cr — 2)?
dc; dc; kzz:lzieCk
K
0
= (¢ — z)?
kz:lZiGCj ac] ’
= Q(Cj — Zl) = 0

ZiECj

Por tanto:
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> 2(c;—z)=0

ZiECj

ICile; = > =

er‘ECj

> @
e = 2;€Cj
(@1
Asi, el mejor representante para minimizar el valor del SEC de un grupo es la media
de los puntos en el grupo. En el algoritmo K-medias, el valor del SEC disminuye con cada
iteracion, por lo que este comportamiento monoétonamente decreciente eventualmente
converge a un minimo local [Charu C. Aggarwal, 2013].
El algoritmo de K-medias referencial es el siguiente [Oyelade et al., 2010]:

Algorithm 1 Algoritmo K-medias referencial.

Require: N:={z;,...,z,}. K: Namero de grupos.

1: SEC=1e%

2: Seleccionar K centroides iniciales de los grupos {c¢;}
3: do

4: OldSEC = SEC

5: SEC1 =0

6: for j=1to K do

T n; = 0

8: end for

9: fori=1tondo

10: for j=1to K do

11: Célculo de la distancia d?(z;, ¢;)

12: end for

13: Encontrar el centroide mas cercano c; a z;
14: c;=¢j+z

15: n; = ny +1

16: SEC1=SEC1 + d?(z;,¢;)

17: end for
18: for j=1to K do

19: n; = max(n;, 1)
20: cj = cj/nj
21: end for

22: SEC = SEC1
23: while (SEC < OIdSEC)

3.2. Algortimo K-medias funcional espacial

Ahora bien, con base en la metodologia desarrollada en el método de clasificacion
jerarquico presentado en la subseccion 2.3.3 para datos funcionales con correlacion es-
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pacial, y dado que los datos funcionales pertenecen al espacio de Hilbert de funciones
cuadrado-integrables, se desarrolla el algoritmo considerando la distancia entre curvas a
través de la norma £2. Esta distancia se obtiene utilizando una representacién reducida
de los datos mediante una base finita de tipo Fourier. Luego, se calcula el variograma
empirico y se ajusta a un modelo tedrico para asi ponderar la matriz de distancia entre
las curvas por el trazo-variograma y variograma multivariado calculado con los coeficien-
tes de las funciones base; a partir de esta matriz se lleva acabo la agrupaciéon de datos
funcionales correlacionados espacialmente (Ver Algoritmo 2). La implementacién de este
algoritmo se encuentra en el apéndice B.

Algorithm 2 Algoritmo K-medias para datos funcionales con correlacién espacial.

Require: N:={z;(t),...,z,(t)}. D:={si,...,sn} conjunto de ubicaciones.
K: Ntmero de grupos.
1: SEC=1e*
2: Célculo de trazo-variograma(y) o variograma multivariado(I").
3: Seleccionar K centroides iniciales de los grupos {c;(t)}

4: do

5: OIldSEC = SEC

6: SEC1 =0

7: forj=1to Kdo

8: n; = 0

9: end for

10: fori =1tondo

11: forj=1to K do

12: Célculo de la distancia d*2(z;(t), ¢;(t))
13: end for

14: Encontrar el centroide mas cercano ¢;(t) a z;(t)
15: c;i(t) = ¢i(t) + zi(t)

16: n; =n; + 1

17: SEC1=SEC1 + d**(z(t), ¢;(t))

18: end for

19: for j=1to K do
20: n; = max(n;, 1)
21: ¢;(t) = ¢(t)/n;
22: end for

23: SEC = SEC1
24: while (SEC < OIdSEC)

d*(2i(t), ¢ (1)) = d(zi(t), ¢;(t)) i3 (h)

d;: distancia entre las curvas z;(t) v z.(¢).

3.3. 1Indices de calidad: caso funcional

A continuacién se presentan los distintos indices y criterios con un enfoque funcional
con base en la metodologia presentada en la seccién 2.4.
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3.3.1. Seleccion de nimero de grupos.

Tomando como punto de partida lo expuesto en la secciéon de indices con base en
la suma de cuadrados 2.4.2, se extienden estos conceptos bajo un enfoque funcional,
considerando (Z;, (1), ..., 2, (t)) parat € T CRy s; € D parai = 1,...,n un conjunto
de observaciones funcionales georeferenciadas y se asume que cada funcién pertenece al
espacio de Hilbert de funciones cuadrado integrables.

= Criterio de Cohesiéon

La medida bésica de este tipo es la Suma de cuadrados dentro de los grupos (SSW),
este indice esta dado por:

SSW=135" 3 [ () — =)

" j=1 2. (hec;

donde K es el nimero de grupos, ¢; es el centroide del grupo j y n es el tamaiio del
conjunto de datos.

= Criterio de Separaciéon

La Suma cuadrdtica de las distancias entre grupos (SSB) esta dada por la siguiente
expresion:

SSB = i;nj [ teitt) =02

donde K es el nimero de grupos, n; es el nimero de miembros que contiene el grupo
J, ¢; es el centroide del grupo j, Z(t) es la media funcional del conjunto de datos y
n es el tamaiio del conjunto de datos.

3.3.1.1. Otros Indices

Existen indices de validacién interna que no se basan en la suma de cuadrados y son
los siguientes:

» Davies-Bouldin(DB)

5= e 5 min () e - (oo - o)

Donde K es el nimero de grupos, o; es la distancia promedio entre cada punto en
el grupo i y el centroide del grupo, y ¢;(t) es el centroide del grupo i.

s Coeficiente de Silueta
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Este coeficiente tiene la misma expresion dada en la parte multivariante, salvo que
las distancias utilizadas para su calculo se realizan a través de la norma £2. Asi,
a(i) es la media de las distancias del individuo i con los miembros del grupo; b(i) es
la distancia media entre el individuo ¢ y todos los miembros del grupo mas cercano
al que no pertenece.

» Indice de Dunn

El indice de Dunn en su version funcional estda dado por la siguiente expresion:

Dunn — mm{ min ( UCIORA0) )}

1<G<K 1<K l# \ méx <g<x d(cx(t))

dtes(t). ) = ( [(es0) — ctyiar)

donde K es el nimero de grupos, ¢;(t) es el centroide del grupo j y d(ck(t)) es el
diametro del grupo; es decir, la maxima distancia entre dos de sus datos funcionales.

3.3.2. Validacién de grupos

Para validar los grupos formados se hace uso de indices de correlacion espacial de
Moran y de Geary con su extension al campo funcional. Considerando (Z;, (), ..., Z;, (t))
parat € T C R, s; € D para ¢ = 1,...,n un conjunto de observaciones funcionales
georeferenciadas y se asume que cada funcion pertenece al espacio de Hilbert de funciones
cuadrado integrables.

3.3.2.1. Indice de Moran

El indice de Moran en el caso funcional estd dado por la siguiente expresion:

n n

XDy [ () = ), () — 20
I=wa g A
;;wij z:l/teT(ZSi(t) — zZ(t))?dt

donde w;; define la relaciéon entre las ubicaciones geogrédficas en una regién. Este
indice servira para analizar la correlacién espacial entre los grupos y dentro de ellos. Para
el primer caso, se considera zg,(t) como el centroide del grupo ¢ y zZ(t) como la media
funcional de todo el conjunto de datos y n corresponde al niimero de grupos; mientras
que en el segundo caso, para algin grupo k, se considera z, (t) como los datos funcionales
que pertenecen a este grupo, zZ(t) como el centroide de este grupo y n corresponde a los
datos funcionales que contiene el grupo k. Se debe considerar que dependiendo del célculo
que se quiera realizar con el indice, w;; estard definida de manera diferente.
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3.3.2.2. Indice de Geary

El indice de Geary en el caso funcional esta dado por la siguiente expresion:

owy [ (2 0) = 2, (1) de

n n
=1j=1

n—1 i

S [G0-s0ra 23S,

i=1j=1

C

, 1F]

donde w;; define la relacién entre las ubicaciones geograficas en una region. Este indice,
al igual que en el caso anterior, servirda para analizar la correlacion entre los grupos y
dentro de ellos. Para el primer caso, se considera z,, () como el centroide del grupo 1,
Z(t) como la media funcional de todo el conjunto de datos y n corresponde al nimero de
grupos; mientras que en el segundo caso, para algin grupo k, se considera zg, (t) como
los datos funcionales que pertenecen a este grupo, z(t) como el centroide de este grupo
y n corresponde al nimero de datos funcionales que pertenecen a este grupo. Se debe
considerar que dependiendo del célculo que se quiera realizar con el indice, w;; estard
definida de manera diferente.
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Capitulo 4

Validacion y Aplicaciéon

4.1. Estudio de Simulacion

Con base en la metodologia presentada en la subseccion 2.3.3 y una vez realizada la
implementacion en el software R del algoritmo desarrollado en el seccion 3.2, se procede
a realizar un estudio de simulacion con el objetivo de validar el mismo.

Para poner a prueba el comportamiento del algoritmo bajo escenarios practicos, es
necesario evaluar los procedimientos en datos de los cuales se tiene la respuesta. De esta
manera se consideraron varias medias funcionales definidas sobre ubicaciones espaciales
particulares y modelos de covarianza espacial. Por consiguiente, se generaron aleatoria-
mente 30 puntos fijos en cada cuadrante como se ve en la figura 4.1, para un total de
120 puntos y se simularon conjuntos de datos funcionales con correlacién espacial bajo el
siguiente modelo:

Zi=pw(t)+ (), j=1,...,120, i=1,2. (4.1)

Donde p;(t) denota la media funcional constante, y €(t) ~ MNj20(0, ) para cada ¢ con
t=1,2,...,365. Cada Z;; representa una curva medida en la ubicacién j y con media
constante p;. Se asume que las curvas son mediciones tomadas por dia a lo largo de un
ano. Este estudio se realizo en este sentido para su aplicaciéon a los datos del NDVI de
los paramos del Ecuador en la siguiente seccion. La estructura espacial de los datos fue
dada en términos de la matriz . Para incrementar el nimero de estructuras y escenarios
posibles, se consideraron cuatro modelos de covarianza espacial: Gauassiano, Esférico,
Matérn (k = 0,2) y Matérn (k = 2). Adicionalmente, se consideraron dos niveles de
variabilidad, 02 = 2 y ¢ = 4, y dos niveles de correlacién espacial, ¢ = 1,8 y ¢ = 2,5.
El comportamiento de estos modelos se muestra en la figura 4.2. Tres escenarios fueron
considerados para p;(t) y pe(t); en todos los casos, las ubicaciones en los cuadrantes I y
IIT tienen media funcional 4 (t), mientras que las ubicaciones en los cuadrantes II y IV
tienen media funcional ps(t). En este sentido, las curvas ubicadas en los cuadrantes Iy
[T deberian tener un comportamiento similar al igual que las curvas que estan ubicadas
en los cuadrantes II y IV; esto debe ser detectado por el algoritmo. Asi, se define una
variedad de escenarios a través de las medias funcionales. El primer escenario considera
las medias p;(t) = 5y pe(t) = 6. El segundo escenario las medias u1(t) = 5y po(t) =
10 y el escenario final considera las medias p1(t) = 5y pe(t) = 15. Cada escenario
descrito previamente considera todas las combinaciones de los parametros expuestos.
Dos simulaciones se muestran en la figura 4.3, donde se puede apreciar las similaridades

77



78

y disimilitudes de las curvas en funciéon de su media funcional. Para cada conjunto de
datos funcionales simulados, las observaciones fueron suavizadas utilizando una base de
tipo Fourier de 65 funciones base. Para cada escenario de simulacion, se aplicaron los
algoritmos: k-medias funcional con ponderacion mediante el trazo variograma y k-medias
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funcional con ponderacién mediante el variograma multivariado.

Si se toma en cuenta la correlacion espacial, se aplica la metodologia expuesta y el
algoritmo k-medias funcional mediante la ponderacién de la matriz de distancias por
la funciéon de correlacion espacial, el algoritmo deberia clasificar las ubicaciones en cua-
tro grupos; es decir, que cada grupo debe estar formado por sitios dentro del mismo
cuadrante con medias funcionales iguales y espacialmente cercanos, a pesar de que las

medias funcionales indiquen que solo existen dos grupos.
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Figura 4.1: Distribuciéon de puntos en el plano.
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Figura 4.2: Modelos de covarianza.
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10 12

simulados

Valores

Dia

(a) Medias funcional uq(t) = 5, ua(t) = 6.

200

300

200
Dia

300

(b) Medias funcional u;(t) = 5, ua(t) = 10.

Figura 4.3: Curvas simuladas.

En la figura 4.3, se observa la simulacion de 120 datos funcionales; en ambos casos el
modelo de correlacién espacial utilizado fue el modelo gaussiano con parametros o2 = 0,2

y ¢ =1,5.

4.1.1.

Resultados método k-medias funcional espacial

Para cada escenario planteado previamente 1.000 simulaciones fueron realizadas y se

aplicaron las dos variantes del algoritmo k-medias en cada caso, WTV: ponderacion de
la matriz de distancias mediante el trazo-variograma y WMV: ponderacion de la matriz
de distancias mediante el variograma multivariado. La clasificacién de estos métodos se
puede visualizar en las figuras 4.4 y 4.5 respectivamente.

Modelo gaussiano
u1=5, u2=15, pardmetros=(2,1.8)

Modelo esférico
u1=5, u2=15, parémetros=(2,2.5)

. R
. ‘- ® N
w *%eee .
- - .
.

Modelo matém k=0.2
u1=5, u2=15, pardmetros=(4,1.8)

-2 -1

Modelo matérn k=2
u1=5, u2=15, parémetros=(4,2.5)

Figura 4.4: Clasificacion WTV: media funcional py(t) = 5, pus(t) = 15.



Modelo gaussiano
u1=5, u2=15, parémefros=(2,1.8)
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Modelo esférico
u1=5, u2=15, parémetros=(2,2.5)

Modelo matérn k=0.2
u1=5, u2=15, parametros=(4,1.8)

Modelo matern k=2
u1=5, u2=15, parametros=(4,2.5)

Figura 4.5: Clasificacion WMV: media funcional p4(t) = 5, us(t) = 15.

En las siguientes tablas se presentan los valores de porcentaje de correcta clasificacion
(PCC). Se puede observar que cada método clasifica las ubicaciones en cuatro grupos.
Asi, el PCC muestra la estructura de dependencia espacial que existe entre las ubicaciones.

» Escenario 1: 02 =2, ¢ = 1,8

Modelo Método pi(t) =5 wm(t)=5 pi(t)=5
pa(t) =6 po(t) =10 po(t) =15

Gaussiano  WTV 93,76 96,65 96,85
WMV 93,02 96,29 96,45

Esférico WTV 90,44 93,14 93,01
WMV 88,12 93,13 92,22

Matérn WTV 90,47 92,37 89,49
k=0,2 WMV 92,50 91,46 89,28
Matérn WTV 98,63 98,81 98,10
k=2 WMV 98,63 98,43 97,45

Cuadro 4.1: PCC: Escenario 1.

» Escenario 2: 02 =2, ¢ =25
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Modelo Método pi(t) =5 m(t)=5 i (t)=5
po(t) =6 pa(t) =10 po(t) =15

Gaussiano WTV 97,37 99,29 98,37

WMV 97,05 98,69 98,64
Esférico WTV 92,01 95,08 94,49

WMV 91,99 95,28 94,78
Matérn WTV 90,66 92,99 89,92
k=0,2 WMV 93,41 92,83 90,86
Matérn WTV 99,29 99,24 97,75
k=2 WMV 99,06 99,03 97,36

Cuadro 4.2: PCC: Escenario 2.

» Escenario 3: 02 =4, ¢ = 1,8

Modelo Método py(t) =5 m(t)=5 w(t)=5
pa(t) =6 po(t) =10 pe(t) =15

Gaussiano WTV 92,60 96,45 97,13

WMV 92,07 96,27 96,43
Esférico  WTV 86,93 94,32 93,05

WMV 84,97 93,75 92,66
Matérn ~ WTV 87,93 93,04 90,86
k=02 WMV 91,20 91,41 91,23
Matérn ~ WTV 98,04 98,95 98,52
Ko=2 WMV 98,74 98,51 98,01

Cuadro 4.3: PCC: Escenario 3.

» Escenario 4: 02 =4, ¢ =25

Modelo Método pi(t) =5 m(t)=5 w(t)=>5
pa(t) =6 po(t) =10 po(t) =15

Gaussiano  WTV 95,94 98,25 99,03

WMV 96,14 98,54 98,62
Esférico WTV 90,83 96,35 96,28

WMV 90,12 95,72 94,88
Matérn WTV 88,83 93,56 91,56
k=02 WMV 91,70 93,87 91,31
Matérn WTV 99,39 99,40 98,73
k=2 WMV 98,99 98,43 98,28

Cuadro 4.4: PCC: Escenario 4.

De los resultados mostrados en las tablas 4.1-4.4, se observa que el PCC aumenta
ligeramente cuando la distancia entre las medias funcionales se incrementa, tanto para el
método WTV como para el método WMV; mostrando resultados en general superiores
al 84 % y obteniéndose los valores de PCC mas altos en el método Gaussiano. Por otro
lado, a pesar de que el método WMV realice el proceso de agrupacion utilizando mas
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informacion de los datos, los valores de PCC no presentan una diferencia notable con
respecto al método WTV, tinicamente logrando diferenciarse por décimas, salvo en el
modelo Matérn k = 0,2 del escenario 2 (tabla 4.2) donde se aprecia una diferencia del
2,75 % para las medias u1(t) = 5y ua(t) = 6. Con respecto al modelo Matérn se observa
que en todos los escenarios, al utilizar el método WTV | los valores de PCC crecen al
considerar las medias funcionales pi(t) = 5y po(t) = 6 a ui(t) = 5y pe(t) = 10y
decrecen en las medias funcionales p1(t) = 5y pa(t) = 10 a py(t) =5y pe(t) = 15. Por
otro lado, en el método WMV se tiene un comportamiento decreciente para todo par de
medias funcionales; no obstante, la diferencia entre los valores de PCC no es significativa.

En el apéndice A se encuentra de manera complementaria un caso adicional en donde
se simularon datos bajo el modelo 4.1 y se realiz6 la clasificacién en ocho grupos; y otro
escenario en el cual se increment6 el valor de variabilidad.

4.1.1.1. Ruido blanco

Para resaltar la importancia de considerar la dependencia espacial en el proceso de
clasificacion, se presentan los siguientes escenarios.

4.1.1.2. Clasificacion considerando coordenadas

En este caso, se simularon datos sin dependencia espacial; es decir, en el modelo 4.1
se tiene que €(t) ~ Niog(0,0%1); sin embargo, para la clasificacién se tomé en cuenta la
ubicacién espacial de los puntos, obteniendo los siguientes resultados:

Modelo Método py(t) =5 wi(t)=5 wm(t)=5 pw(t)=5

po(t) =5 po(t) =6 pa(t) =10 po(t) =15
Ruido WTV 40,48 78,06 77,72 76,85
blanco WMV 69,00 85,29 77,90 76,94

Cuadro 4.5: PCC: Datos simulados sin correlacion espacial.

Se puede observar que pese a que no existe correlaciéon espacial entre las ubicaciones
los resultados obtenidos son relativamente buenos. Es asi que a medida que las medias
se alejan el método tiende a clasificar erréneamente; esto se debe a que no existe una
estructura espacial definida en los datos que ayude a distinguir los grupos cuando estos
se ubican en cuadrantes con la misma media funcional. Para el caso de medias funcionales
iguales, el PCC es cercano al 41 % y 70 % con los métodos WTV y WMV, respectivamente,
puesto que las formas de las curvas son similares y las coordenadas de las ubicaciones no
tienen asignadas una forma funcional especifica.

4.1.1.3. Clasificacion sin considerar coordenadas

Al igual que en el caso anterior, en el modelo 4.1 se tiene que €(t) ~ Njg(0,0%I).
En este caso no se consideraron las ubicaciones espaciales para su clasificacion; es decir,
unicamente se aplico el algoritmo k-medias funcional obteniendo los siguientes resultados:
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Modelo pi(t) =5 wmE)=5 wt)=5 w({t)=5
pa(t) =5 po(t) =6 pa(t) =10 po(t) =15
Ruido blanco 32,83 54,63 54,32 54,52

Cuadro 4.6: PCC: Clasificacion K-medias funcional base.

En este caso, se observa que los valores de PCC no sobrepasan el 55 %. El algoritmo
base de k-medias funcional al basarse mas en la forma de la curva en el proceso de
agrupacion, no es capaz de diferenciar que tipo curvas estan originadas en las ubicaciones
espaciales.

En resumen, los resultados de las simulaciones indican que si existe una estructura de
dependencia espacial entre las curvas es importante considerar esta informacion adicional
en los procesos de agrupacion. El algoritmo k-medias modificado muestra un éptimo com-
portamiento en los distintos escenarios, en donde se obtuvieron buenos valores de PCC,
en particular cuando la distancia entre las medias funcionales se incrementa. Por otro
lado, al comparar los valores de PCC obtenidos entre los algoritmos k-medias modificado
y k-medias funcional base se observo que el primero gener6 valores superiores al trabajar
con este tipo de datos.

4.1.2. Resultados método jerarquico funcional espacial

De manera similar al caso del método k-medias funcional espacial, y para cumplir
otro de los objetivos planteados, 1.000 simulaciones fueron realizadas para cada escenario
mencionado previamente y las dos variantes del algoritmo jerarquico funcional espacial
mencionados en [Giraldo et al., 2012]. Para cada caso se aplicé: WTV: ponderacién de la
matriz de distancias por medio del trazo-variograma y WMV: ponderacion de la matriz
de distancias por medio del variograma multivariado. La clasificacién de estos métodos
se puede visualizar en las figuras 4.6 y 4.7 respectivamente.

Modelo esférico
u1=5, u2=15, parémetros=(2,2.5)

Modelo gaussiano
u1=5, u2=15, pardmetros=(2,1.8)
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Modelo matém k=0.2
u1=5, u2=15, pardmetros=(4,1.8)

Modelo matérn k=2
u1=5, u2=15, parémetros=(4,2.5)

Figura 4.6: Clasificacion WTV: media funcional puy(t) = 5, pue(t) = 15.
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Modelo gaussiano Modelo esférico
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Figura 4.7: Clasificacion WMV: media funcional p4(t) = 5, us(t) = 15.

En las siguientes tablas se presentan los valores de PCC, en las cuales cada método
clasifica las ubicaciones en cuatro grupos. Asi, el PCC muestra la estructura de depen-
dencia espacial existente entre las ubicaciones.

» Escenario 1: 02 =2, ¢ = 1,8

Modelo Método pi(t) =5 wm(t)=5 pi(t)=5
pa(t) =6 po(t) =10 po(t) =15

Gaussiano  WTV 93,94 98,34 98,24

WMV 95,23 98,59 98,72
Estérico WTV 84,29 98,05 98,39

WMV 89,29 96,95 97,02
Matérn WTV 97,54 100 100
k=02 WMV 97,97 100 100
Matérn WTV 98,10 100 100
k=2 WMV 97,49 100 100

Cuadro 4.7: PCC: Escenario 1.

» Escenario 2: 02 =2, ¢ =25
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Modelo Método pi(t) =5 m(t)=5 i (t)=5
po(t) =6 pa(t) =10 po(t) =15

Gaussiano WTV 96,39 99,93 99,95

WMV 98,25 99,94 99,93
Esférico WTV 90,94 97,55 97,57

WMV 92,55 96,56 96,31
Matérn WTV 98,72 100 100
k=0,2 WMV 98,60 100 100
Matérn WTV 98,65 100 100
k=2 WMV 98,79 100 100

Cuadro 4.8: PCC: Escenario 2.

» Escenario 3: 02 =4, ¢ = 1,8

Modelo Método py(t) =5 m(t)=5 w(t)=5
pa(t) =6 po(t) =10 pe(t) =15

Gaussiano  WTV 92,19 08,37 98,36

WMV 94,13 98,55 98,16
Esférico ~ WTV 77,31 97,23 97,98

WMV 84,62 96,69 97,11
Matérn ~ WTV 97,54 100 100
k=0,2 WMV 98,45 100 100
Matérn ~ WTV 08,13 100 100
k=2 WMV 98,28 100 100

Cuadro 4.9: PCC: Escenario 3.

» Escenario 4: 02 =4, ¢ =25

Modelo Método pi(t) =5 m(t)=5 w(t)=>5
pa(t) =6 po(t) =10 po(t) =15

Gaussiano  WTV 96,19 99,97 99,96

WMV 96,64 99,99 99,96
Esférico WTV 87,79 97,14 97,38

WMV 92,04 96,47 96,81
Matérn WTV 98,72 100 100
k=0,2 WMV 92,04 100 100
Matérn WTV 98,79 100 100
k=2 WMV 99,26 100 100

Cuadro 4.10: PCC: Escenario 4.

De los resultados mostrados en las tablas 4.7-4.10, se observa que el PCC incrementa
ligeramente cuando la distancia entre las medias funcionales se incrementa, tanto para el
método WTV como para el método WMV | mostrando resultados en general superiores
al 80 %, a excepcién del escenario 3 (tabla 4.9) cuando el modelo es esférico, puesto que
se obtuvo un valor de PCC del 77,31 % siendo el mas bajo. Por otro lado, se observa
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que ambas ponderaciones dan resultados similares mostrando que no existe una notable
diferencia entre estos.

4.1.2.1. Ruido blanco

Para resaltar la importancia de considerar la dependencia espacial en el proceso de
clasificacion, se presentan los siguientes escenarios.

4.1.2.2. Clasificacion considerando coordenadas

En este caso, se simularon datos sin dependencia espacial; es decir, en el modelo 4.1
se tiene que €(t) ~ Niag(0,0%1), sin embargo, para la clasificacién se tomé en cuenta la
ubicacién espacial de los puntos obteniendo los siguientes resultados:

Modelo Método puy(t) =5 pi(t)=5 wm(t)=5 pi(t)=5

po(t) =5 pa(t) =6 pa(t) =10 po(t) =15
Ruido  WTV 44,54 84,73 87,44 87,34
blanco WMV 79,65 99,21 88,60 88,62

Cuadro 4.11: PCC: Datos simulados sin correlacion espacial.

Se puede observar que pese a que no existe correlacién espacial entre las ubicaciones
los resultados obtenidos son buenos, puesto que se tiene que a mayor distancia de sepa-
racion de las medias los valores de PCC aumentan en el caso de la ponderacion realizada
mediante el trazo-variograma (WTV). Este comportamiento se debe a que el algoritmo
al momento de tomar las coordenadas como un parametro de entrada, en el proceso de
agrupacion, toma las ubicaciones que estan mas cercanas y que al mismo tiempo tengan
una forma similar de las curvas. Por otro lado para el caso de ponderaciéon mediante el
variograma multivariado, los valores de PCC son superiores a los de la primera pondera-
ciéon; sin embargo, se puede notar que a medida que las medias se alejan el método tiende
a clasificar erroneamente; esto se debe a que no existe una estructura espacial definida en
los datos que ayude a distinguir los grupos cuando estos se ubican en cuadrantes con la
misma media funcional. Para el caso de medias funcionales iguales, el PCC es cercano al
50% vy 80 % en el método WTV y WMV respectivamente, puesto que las formas de las
curvas son similares y las coordenadas de las ubicaciones no tienen asignadas una forma
funcional especifica.

4.1.2.3. Clasificacion sin considerar coordenadas

Al igual que en el caso anterior, se tiene que €(t) ~ Ni(0,021); sin embargo, en este
caso no se consideraron las ubicaciones espaciales para su clasificacion; es decir, solo se
aplicé el algoritmo jerarquico funcional.
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Modelo pi(t) =5 wmE)=5 wt)=5 w({t)=5
pa(t) =5 po(t) =6 pa(t) =10 po(t) =15
Ruido blanco 33,02 59,06 58,48 58,54

Cuadro 4.12: PCC: Clasificacion jerarquico funcional base.

En este caso, salvo para el caso de medias funcionales iguales donde el valor de PCC
es el peor, se observa que estos valores no sobrepasan el 60 %. Al igual que el algoritmo
k-medias funcional no es capaz de diferenciar qué tipo curvas estan originadas en las
ubicaciones espaciales.

4.2. Caso de aplicacion

En esta seccién se aplicara el algoritmo K-medias modificado sobre una base de da-
tos del Indice de Vegetacién de Diferencia Normalizada (NDVI). Como se ha mencio-
nado, la dependencia espacial de los datos ambientales es un criterio influyente en los
procesos de agrupacion, debido a que los resultados obtenidos proporcionan informa-
cion relevante, especialmente para la caracterizacion de las zonas geograficas resultantes
[Zapata-Rios et al., 2021]. Por otro lado, los estudios de NDVI son importantes puesto
que se utilizan principalmente para evaluar la salud de los cultivos, ayudar a predecir las
zonas de peligro de incendio, medir la biomasa, evaluar los efectos de la transpiracion
de las plantas en los balances de agua y energia de la superficie [Jiang et al., 2006] y
otros. Este indice se calcula a partir de la luz visible e infrarroja cercana reflejada por la
vegetacion.
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Figura 4.8: Fuente: climatedatalibrary.cl

En la figura 4.8, la vegetacién sana (izquierda) absorbe la mayor parte de la luz visible
que incide sobre ella y refleja una gran parte de la luz infrarroja cercana. Y la vegetacion

poco saludable o escasa (derecha) refleja més luz visible y menos luz infrarroja cercana
[KheirkhahZarkesh et al., 2014].


https://n9.cl/cb6zk

88 CAPITULO 4. VALIDACION Y APLICACION

4.2.1. Datos

Los datos fueron proporcionados por el proyecto PI1J-17-05 desarrollado por la Escuela
Politécnica Nacional sobre "Los patrones climaticos globales y su influencia en la respuesta
temporal y espacial de indices espectrales de la vegetacién del paramo en el Ecuador'.
La base de datos cuenta con 10.000 pixeles distribuidos a través de la cordillera de los
Andes; en cada ubicacién se tiene como observaciones 365 promedios diarios del NDVI
desde 2001 hasta 2018. En la figura 4.9 se observa el comportamiento de este conjunto
de datos.

Series de tiempo NDVI

indice NDVI
02 03 04 05 06 07 0.8

0 100 200 300
Dia

Figura 4.9: Mediciones del NDVI.

En la figura 4.10 se muestra un mapa de calor de un dia de observaciones, donde
las zonas azules corresponden a un valor bajo de este indice, indicando zonas aridas y
las zonas rojas corresponden a un valor alto, indicando zonas de gran vegetacién. Sin
embargo, existen sectores en donde a distancias pequenas se presenta un cambio brusco
de estos valores; este fenémeno aporta variabilidad a los datos. Esta variabilidad existente
puede tener dos razones de ser: la primera propia de errores de medicion y la segunda
propia de la zona geogréfica, puesto que el Ecuador es un pais megadiverso y existen
ecosistemas que son diferentes en una misma area [Zapata-Rios et al., 2021].
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Figura 4.10: Mapa de calor.

4.2.2. Metodologia

Siguiendo la metodologia presentada en los capitulos previos y utilizando el método
MS-Plot con la distancia de proyecciéon de profundidad se procede a depurar la base de
datos; para esto se identificaron los datos atipicos los cuales representan el 16,23 % de la
informacion; por lo que se procedié a retirarlos pues no se considera como una pérdida
significativa de datos. Es asi que se trabajé con informaciéon de 8.377 pixeles.

Magnitude Shape Plot Magnitude Shape Plot
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Figura 4.11: Deteccion y eliminacién de curvas atipicos.

Ahora, para tratar el problema de la alta dimensionalidad de esta base de datos se
hizo uso de 65 bases de expansion de tipo Fourier. Este nimero de bases fue obtenido
aplicando la funcién optim.basis de la libreria fda.usc.

Luego, se verifica que los datos no presenten tendencia alguna; en este caso, se corrigié
la tendencia presente mediante una regresion de segundo orden dada por la siguiente
ecuacion:

. A A 9 A 9 A ]
Z; = G+ [rongitua; + Povatitua; + /BgLongitudZ- + ﬁ4Laticudi + BsLongitud; * Latitudj, & = 1,..., N
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donde N es el tamano del conjunto de datos, &, Bk; k =1,..,5 son los coeficientes de
la regresion, Longitud representa la coordenada x y Latitud representa la coordenada y.
Los coeficientes de la regresién son los siguientes:

Coeficiente

B Ba B3 By Bs Be

Valor

-201309,49 | -5124,89 | -2199,00 | -32,58 | 1,52 | -27,95

Cuadro 4.13: Coeficientes del modelo de regresion.

En la figura 4.12 se puede apreciar que la base de datos no presenta tendencia ni en
las coordenadas x ni en las coordenadas y.
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Figura 4.12: Tendencia de los datos.

Después se verifica un aspecto fundamental que es el criterio de isotropia. En la figura
4.13 se observa que para los diferentes angulos considerados el variograma se encuentra

acotado; por lo tanto,

este requerimiento se cumple.
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Figura 4.13: Angulos para el criterio de isotropia: 8 = 0°,45°,90°, 135°.

Ahora bien, dado que el algoritmo requiere la estimacién del variograma, se ajusto
un variograma tedrico utilizando las funciones eyefit v variofit del software estadistico
R y se obtuvieron los siguientes parametros: un modelo "powered.exponential" como
modelo de covarianza, un efecto pepita de 300,09, una silla de 200,06, un rango de 1,93,
la distancia maxima de 2 y finalmente el parametro kappa igual a 1,89. Este variograma
se observa en la figura 4.14

Variograma teérico
Modelo: Powered Exponential

400

300

N
[}
=

Varianza

0.0 0.5 1.0 1.5 2.0
Distancia

Figura 4.14: Variograma teérico.

Coémo se ha mencionado, el algoritmo K-medias requiere como argumento de entrada
el nimero de grupos; por tanto, se hizo uso de los indices expuestos en la subseccion 3.3.1
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Figura 4.15: Seleccién del nimero de grupos.

De los resultados obtenidos mostrados en la figura 4.15 y conjunto con el criterio
experto, proporcionado por la MSc. Sandra Torres investigadora medioambiental del Ins-
tituto Nacional de Meteorologia e Hidrologia (INAMHI), se tom¢ la decisién de trabajar
con H grupos.

Una vez verificados los criterios y obtenidos los pardmetros iniciales se procede a
aplicar el algoritmo K-medias modificado validado en la seccién 4.1.

4.2.3. Resultados

Ahora se presentan los resultados obtenidos una vez aplicado el algoritmo K-medias
funcional y el algoritmo k-medias funcional espacial. Estos resultados muestran los grupos
distribuidos sobre el mapa de demarcaciéon hidrografica del Ecuador, puesto que es natural
pensar que la disponibilidad de agua en las zonas tiene cierta influencia con el NDVI. Por
otro lado, se conoce que una cuenca hidrografica se define como una unidad territorial
en la cual el agua que cae por precipitacion se relne y escurre a un punto comun o que
fluye al mismo rio, lago, o mar [CNRH, 2002]. Ademads, se muestran las correlaciones
temporales y espaciales resultantes.

Estos resultados fueron obtenidos mediante el uso del software R y los recursos compu-
tacionales proporcionados por el Laboratorio Nacional de Calculo Cientifico HPC MO-
DEMAT.

4.2.3.1. K-medias funcional

Se muestran los resultados obtenidos al aplicar el algoritmo K-medias funcional sobre
el mapa de demarcaciéon hidrografica del Ecuador, imagen izquierda en la figura 4.16. Se
puede observar claramente que no existe un patrén claro en la distribucion espacial de
los grupos. También se presentan las correlaciones temporales y espaciales. En cuanto
a las correlaciones temporales se obtuvieron valores positivos y altos al comparar cada
centroide con sus respectivos miembros y entre los miembros de cada grupo; esto debido
a la naturaleza del algoritmo. Por otro lado, se calcul6 el indice global de Moran que
resulto ser de 0,127, indicando que existe correlacién espacial positiva y baja; es decir,
los grupos podrian estar solapandose, lo que efectivamente sucede; esto se aprecia en el
grafico 4.16. Ademas, se midié la correlacion espacial dentro de cada grupo mediante el
indice de Geary, obteniéndose valores positivos y cercanos a cero, lo que indica un indicio
de correlacion espacial positiva.
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Figura 4.17: Curvas de desviaciones estandar.

Para tener una mejor visualizacién de los resultados obtenidos se presentan los grupos
en el espacio y su respectivo conjunto de curvas. En la figura 4.18 se observa que el
grupo uno, con 1.789 miembros, se encuentra disperso en el mapa. El grupo dos, con
4.543 miembros, presenté un patron espacial, debido a que esta conformado por la mayor
parte del conjunto de datos. El conjunto de curvas del grupo uno tienen mayor similitud
que las del grupo dos, lo que se verifica en la figura 4.17 puesto que los valores de la
curva de desviacion estandar del grupo uno son menores que los del grupo dos. Este
comportamiento se mantiene en las correlaciones temporales, pues la correlaciéon entre
el centroide y miembros fue de 0,87 y 0,81; la correlaciéon entre miembros fue de 0,75 y
0,66 para el grupo uno y dos respectivamente (ver figura 4.18). Ademés, se observa que
espacialmente el grupo dos estd mejor formado que el grupo uno, pues su correlaciéon es
la més cercana a cero.
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Figura 4.18: Clasificacion: Grupo 1 y Grupo 2.

Los grupos tres y cuatro, con 1.005 y 951 miembros respectivamente, se observan en
la figura 4.19. En cuanto a la ubicacién espacial de los grupos, como se puede observar
en el mapa, se encuentran dispersos y no hay gran diferencia en los valores de correlacion
espacial de los mismos. Por otro lado, el conjunto de curvas del grupo tres es menos
compacto que el conjunto de curvas del grupo cuatro, lo que se evidencia en la figura 4.17.
Por otro lado, el grupo cuatro es mas homogéneo que el grupo tres pues la correlacion
temporal entre el centroide y los miembros fue de 0,9 y 0,8; la correlacién entre miembros
fue de 0,81 y 0,64 respectivamente.
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Figura 4.19: Clasificacion: Grupo 3 y Grupo 4.

Ahora, en la figura 4.20 se observan los resultados del grupo cinco con 89 miembros.
En este caso los valores de la curva de desviacion estandar de manera general son los mas
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bajos (ver figura 4.17). Sin embargo, los valores de las correlaciones temporales son los
mas altos. De manera similar que los demas grupos no existe un patron espacial claro y
su correlacion espacial es la mas alejada de cero.
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Figura 4.20: Clasificacion: Grupo 5.

Finalmente, para comprobar que los centroides de los grupos resultantes no sean
iguales se calcul6 un ANOVA funcional. Como se puede observar en la figura 4.21 el
grafico de densidad indica un p valor de 0; por lo tanto, se rechaza la hipotesis de que
los grupos tengan centroides iguales. A partir de este resultado y en conjunto con las
correlaciones temporales obtenidas se valida la formaciéon de los cinco grupos.

Density plot for bootstrap resamples
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Figura 4.21: ANOVA funcional.

4.2.3.2. K-medias funcional espacial

En este caso, como la base de datos solo dispone de la variable NDVI se utiliz6 el
método de ponderacién mediante el trazo-variograma. Asi, se obtuvieron los siguientes
resultados.
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En la figura 4.22 se presenta la distribucion de los grupos sobre el mapa hidrografico
del Ecuador y las respectivas correlaciones temporales y espaciales.
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Figura 4.23: Curvas de desviaciones estandar.

A diferencia de los resultados obtenidos bajo el algoritmo K-medias funcional, al con-
siderar la estructura espacial es notorio el cambio en la obtencién de grupos, pues en el
mapa hidrografico se puede identificar claramente que los grupos formados se encuentras
distribuidos latitudinalmente sobre las principales cuencas hidrograficas. Se observa que
las correlaciones temporales del centroide y los miembros como las correlaciones entre
miembros de cada grupo son altas y positivas, indicando que los grupos son homogéneos.
Con respecto a la correlacién espacial, el valor del indice global de Moran indica una
correlacion espacial negativa y alta; es decir, que los centroides de los grupos estan dis-
persos e indica que de cierta manera los grupos no se estarian solapando. Por otro lado,
se calculd la correlaciéon espacial dentro de cada grupo mediante el indice de Geary; estos
valores nos indican que existe correlacion espacial positiva dentro de cada grupo.
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Figura 4.24: Clasificacion: Grupo 1 y Grupo 2.

A continuacién, se presentan varios graficos en los que se puede observar de mejor
manera la distribucién espacial de los grupos obtenidos y su conjunto de curvas co-
rrespondiente. En la figura 4.24 se observa que la mayor parte del grupo uno, con 829
miembros, se encuentra sobre las cuencas hidrografica de los rios Santiago y Guayas. Por
otro lado, el grupo dos, con 1.156 miembros, se encuentra sobre las cuencas hidrograficas
de los rios Pastaza y Guayas. Se observa en la figura 4.23 que la curva de desviacion
estandar de este dltimo presentd valores més bajos que la curva del grupo uno, por lo
cual el grupo dos es menos disperso que el grupo uno; este comportamiento también se
evidencia en los valores de correlacion temporal, pues la correlacion entre el centroide y
los miembros fue de 0,77 y 0,82; la correlacién entre miembros fue de 0,59 y 0,67 para los
grupos uno y dos, respectivamente. La correlacion espacial del grupo dos es més cercana
a cero debido a que este grupo espacialmente es mas compacto que el grupo uno.



98 CAPITULO 4. VALIDACION Y APLICACION

Clasificacion: Demarcacion Hidrografica Gru po 3
-
[DHMIRA |
=
=
006
04 Cuenca <
DHES
How oo
[ Jonw
-11 [ orma
DHMI 1 100 200 300
DHNA Dia
5] R
- DHFC Grupo 4
DHSA 0.8
34 % Grupo 074
?
L] _
= 06
[a
41 =
0.5
0.44
81 80 79 78 771 76 75 ! 100 200 o0

Dia

Figura 4.25: Clasificacion: Grupo 3 y Grupo 4.

Por otro lado, en la figura 4.25 se presenta la distribucién geografica del grupo tres
y cuatro sobre el mapa de demarcacién hidrografica. Se observa que el grupo tres, con
3.803 miembros, se encuentra principalmente sobre las cuencas hidrograficas de los rios
Esmeraldas y Napo; el grupo cuatro, con 1.435 miembros, geograficamente se encuentra
sobre las cuencas hidrograficas de los rios Napo, Pastaza y Guayas. A diferencia de los
grupos anteriores los valores de la curva de desviaciéon estandar de este tltimo grupo son
mas altas, por lo que los miembros de este grupo presentan mas dispersion que el grupo
tres (ver figura 4.23). La correlacién temporal entre el centroide y los miembros fue de
0,79 y 0,81; la correlacion temporal entre los miembros fue de 0,65 y 0,63 para los grupos
tres y cuatro, respectivamente. En cuanto a la correlacion espacial, el grupo tres tiene el
valor mas pequeno de todos los cinco grupos, por lo que espacialmente es el mas compacto
(ver figura 4.22).
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Figura 4.26: Clasificacion: Grupo 5.

En la figura 4.26 se tiene al grupo cinco con 1.154 miembros. Este grupo espacialmente
se encuentra sobre las cuencas hidrograficas de los rio Mira, Esmeraldas y una pequena
porcién sobre la cuenca hidrografica del rio Santiago. Los valores de la curva de desviacion
de este grupo son los més bajos de todos los cinco grupos obtenidos, indicando que este es
el grupo mas compacto en cuanto a forma; ademas, en cuanto a correlacion temporal entre
el centroide y los miembros, asi como la correlacion entre miembros son las més altas con
valores de 0,87 y 0,76, respectivamente. Adicionalmente, tiene correlaciéon espacial con
valor de 0,00282, siendo el tercer grupo espacialmente mas compacto de los cinco grupos
obtenidos.
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Figura 4.27: ANOVA funcional.

Finalmente, se calcul6 un ANOVA funcional para comprobar que los centroides de
cada grupo no sean iguales. Como se ve en el grafico de densidad de la figura 4.27 se
obtuvo un p valor de 0, con lo cual se rechaza la hipdtesis de trabajar con centroides
iguales y con los resultados de correlacién temporal y espacial que se obtuvieron se valida
la formacion de los cinco grupos.



100 CAPITULO 4. VALIDACION Y APLICACION



Capitulo 5

Conclusiones y recomendaciones

5.1. Conclusiones

Las conclusiones se enfocan en dos aspectos principales; la primera en cuanto a la
metodologia utilizada y el desempeno del algoritmo K-medias modificado, y la segunda
en cuanto a los resultados obtenidos en el caso de aplicacién a los datos del NDVI.

= La metodologia utilizada para la modificacion del algoritmo k-medias es adecuada
para la agrupacion de datos funcionales con correlacion espacial, puesto que co-
mo se evidencié en la seccion de simulaciones 4.1, los resultados obtenidos en la
mayoria de casos superan el 84 % de PCC. Por otro lado, el método de WT'V pon-
deracién mediante el trazo-variograma arrojo los mejores resultados a pesar de que
no considerar toda la informacion de los datos y por esto su costo computacional
es menor. Sin embargo, se evidencié que ambas ponderaciones son sensibles a la
ubicacién de las medias funcionales, pues al incrementarse la distancia entre las
medias funcionales los valores de PCC aumentan.

= Kl algoritmo k-medias modificado presenta un clara ventaja sobre el algoritmo k-
medias funcional tradicional, puesto que los resultados obtenidos con esté tltimo
algoritmo no sobrepasan el 55 % de PCC, obteniéndose grupos con distribucién es-
pacial casi aleatoria. Por otro lado, pese a que no se presente una estructura espacial
clara en los datos simulados, el algoritmo k-medias modificado fue capaz de identi-
ficar grupos espaciales homogéneos con medias funcionales iguales, pues los valores
de PCC sobrepasan el 75 % a excepcion del caso en donde las medias funcionales
son iguales. Por tanto, cuando el algoritmo considera informacion adicional dada
por la estructura espacial presente en los datos produce una mejor clasificacion, lo
que posibilita una caracterizaciéon mas completa de las zonas espaciales resultantes.

= Al comparar el algoritmo jerarquico funcional espacial con el algoritmo k-medias
modificado en los escenarios de simulacion, se observo que el primer algoritmo man-
tiene una ligera ventaja sobre el algoritmo modificado, pues en algunos escenarios
los valores de PCC alcanzaron el 100% y no bajaron del 77 %; esto debido a la
naturaleza del algoritmo jerarquico. Por otro lado, el algoritmo modificado tuvo
un valor maximo de PCC de 99,40 % y estos valores no bajaron del 84,7 %. Por
lo tanto, la agrupacion de este tltimo algoritmo resulta ser igual de 6ptima que el
algoritmo jerarquico funcional para datos con dependencia espacial.

101
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= Los datos del NDVI con los cuales se trabajo presentaron una alta variabilidad, lo

que dificulté la clasificacion espacial para el método. Se observé en la figura 4.10
que la distribucién espacial con respecto a los valores del NDVI no presentan un
patrén en particular y de la misma manera esto se vio reflejado en la estimacion
tedrica del variograma 4.14. Se debe tener en cuenta que la estimacién adecuada
del variograma tedrico es de suma importancia en cualquier proceso de estadistica
espacial, en particular en la metodologia presentada pues este influye directamente
en los resultados obtenidos. Asi, se evidencié la presencia del efecto pepita con un
valor de 300,09, llegando a su silla de valor 200,06, un alcance de 1,93 y la maxima
distancia con la que se trabajé fue de 2, por lo que el comportamiento tanto de los
datos como del variograma es muy irregular.

Los indices SSB y SSW, propuestos en la seccién de indices funcionales, tienden a
comportarse bajo lo esperado. El primero indica que a mayor niimero de grupos su
valor aumenta; sin embargo, teniendo en cuenta que los valores de este indice son
pequenos se evidencié que los grupos formados son compactos con respecto a su
forma funcional. El segundo indice indica que a medida que el nimero de grupos
aumenta su valor disminuye, evidenciando que los grupos estan separados entre ellos
pero no lo suficiente puesto que sus valores también son pequenios. En ambos casos,
el nimero optimo de grupos puede ser de 4 a 12, asi en conjunto con el criterio
experto se tomo la decision de trabajar con cinco grupos.

Las correlaciones temporales tanto para el método k-medias funcional base como
para el método k-medias modificado presentan resultados similares, altos y positi-
vos, pese a que la clasificacién de curvas arrojados por el primer algoritmo pareciera
ser mas compacta; esto debido a la naturaleza del algoritmo.

Se utilizaron dos indices para medir la correlacion espacial entre los grupos formados
y dentro de los mismos. Para el primer caso, se empled el indice global de Moran, que
arrojé un valor de 0,127 en el caso del algoritmo k-medias funcional base, indicando
una baja correlacion, lo que muestra que los grupos podrian estar solapandose. En
el caso del algoritmo k-medias funcional espacial, el valor de la correlacion fue de
—0,64, indicando que los grupos se encuentran dispersos sobre el area geografica.
Para el segundo caso, se empleo el indice de Geary, el que arroja el valor a través
de una comparacién de curva a curva dentro de cada grupo formado; en ambos
algoritmos empleados se obtuvieron valores cercanos a cero, que indican correlacion
positiva; no obstante, se puede observar una minima diferencia que indica una
mayor correlacién espacial en los grupos obtenidos al aplicar el algoritmo k-medias
funcional espacial. En el caso funcional, la distribucion espacial de los grupos no es
tan diferenciada, puesto que se observd que todos los grupos estan distribuidos a
lo largo de la zona de estudio de forma regular, y por la naturaleza del indice de
Geary, los resultados arrojados indican correlacién espacial fuerte.

Al aplicar el algoritmo k-medias funcional espacial a la base de datos del NDVI,
los resultados obtenidos fueron cinco grupos distribuidos latitudinalmente sobre
las principales cuencas hidrograficas del Ecuador. Se debe tener en cuenta que
pese a que el variograma estimado no presenté una dependencia espacial fuerte, el
algoritmo pudo formar grupos homogéneos desde un punto de vista espacial.
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= Los resultados obtenidos en cuanto al caso de simulacion y aplicacion muestran que
el método K-medias modificado da buenos resultados y altos porcentajes de correcta
clasificacion, por lo que puede ser utilizado como herramienta de clasificacién para
datos funcionales con correlacion espacial.

= En los tltimos anos se han desarrollado tecnologias para recolectar datos, lo que
ha posibilitado que se puedan obtener bases de datos de alta dimensionalidad, y
trabajar con esta informacion es de cierta manera dificil; en estas situaciones hacer
uso del analisis funcional es clave puesto que al pasar de un campo de dimension
infinita a uno de dimension finita se puede hacer uso las herramientas de la esta-
distica clasica conocidas. Del mismo modo, considerar la estructura espacial de los
datos genera resultados mucho mas completos. Por lo tanto, el analisis funcional y
la estadistica espacial resultan herramientas necesarias en la actualidad.

5.2. Recomendaciones

Las recomendaciones se enfocan en dos aspectos principales; la primera en cuanto a la
metodologia utilizada y el desempeno del algoritmo K-medias modificado, y la segunda
en cuanto a los resultados obtenidos en el caso de aplicacion a los datos del NDVI.

= Dado el costo computacional del método de ponderaciéon mediante el variograma
multivariado, para su aplicacién se recomienda contar con hardware de alto desem-
perno.

= Se debe considerar la posibilidad de adaptar el cdédigo del algoritmo k-medias mo-
dificado para su paralelizaciéon mediante GPU.

= En futuros estudios se podrian considerar otros tipos de bases de expansion, asi
como de la implementaciéon de distintos algoritmos con base en la metodologia
presentada y la posterior creacién de un paquete en el CRAN (Comprehensive R
Archive Network).

= Para la seleccién del nimero de grupos, no es suficiente la informacion que propor-
cionan los indices SSB y SSW, por lo que es recomendable contar con el criterio
experto de un profesional en el campo en el cual se esté desarrollando la investiga-
cion.

= Bajo los resultados obtenidos, los futuros estudios que se pueden realizar desde un
punto de vista ambiental, son: la caracterizacién de los grupos obtenidos, encontrar
variables medioambientales que estén influenciando la formacion de los grupos, co-
nocer si efectivamente la disponibilidad de agua estd directamente correlacionada
con el NDVI, entre otros.



104 CAPITULO 5. CONCLUSIONES Y RECOMENDACIONES



Bibliografia

[Ambroise & Dang, 1997] AMBROISE, CHRISTOPHE, & DANG, VAN Mo. 1997. Cluste-
ring of spatial databythe em algorithm. geoenv i-geostatistics for environmental appli-
cations, 9(12).

[Andrew B. Lawson, 2002] ANDREW B. LAwsoON, DAVID G.T. DENISON. 2002. Spatial
cluster modelling (monographs on statistics and applied probability). 1 edn.

[Anil K. Jain, 1988] ANIL K. JAIN, RICHARD C. DUBES. 1988. Algorithms for cluste-
ring data. Prentice Hall Advanced Reference Series : Computer Science. Prentice Hall
College Div.

[Arbelaitz et al., 2013] ARBELAITZ, OLATZ, GURRUTXAGA, IBAI, MUGUERZA, JA-
VIER, PEREZ, JESUS M., & PERONA, INIGO. 2013. An extensive comparative study
of cluster validity indices. Pattern recognition, 46(1), 243-256.

[Bohorquez, 2020] BOHORQUEZ, MARTHA. 2020. Estadistica espacial y espacio-temporal
para campos aleatorios escalares y funcionales. Departamento de Estadistica, Facultad
de Ciencias, Universidad Nacional de Colombia.

[Bourgault et al., 1992] BOURGAULT, G., MARCOTTE, D., & LEGENDRE, P. 1992. The
multivariate (co)variogram as a spatial weighting function in classification methods.
Mathematical geology, 24, 463-478.

[Celemin, 2009] CELEMIN, JUAN. 2009. Autocorrelacion espacial e indicadores locales de
asociacién espacial: Importancia, estructura y aplicaciéon. 18(01), 11-31.

[Cesario et al., 2020] CESARIO, EUGENIO, VINCI, ANDREA, & ZHU, XIAOTIAN. 2020.
Hierarchical clustering of spatial urban data. Pages 223-231 of: SERGEYEV, YAROS-
LAav D., & Kvasov, DMITRI E. (eds), Numerical computations: Theory and algo-
rithms. Cham: Springer International Publishing.

[Charu C. Aggarwal, 2013] CHARU C. AGGARWAL, CHANDAN K. REDDY. 2013. Data
clustering: Algorithms and applications. 0 edn. Chapman Hall/CRC Data Mining and
Knowledge Discovery Series. Chapman and Hall/CRC.

[Chauhan et al., 2010] CHAUHAN, RiTU, KAUR, HARLEEN, & ALAM, M.AFSHAR.
2010. Article:data clustering method for discovering clusters in spatial cancer da-
tabases. International journal of computer applications, 10(6), 9-14. Published By
Foundation of Computer Science.

[Chen, 2013] CHEN, YANGUANG. 2013. New approaches for calculating moran’s index
of spatial autocorrelation. Plos one, 8(07), e68336.

105



106 BIBLIOGRAFIA

[CNRH, 2002] CNRH, CoNsEJO NACIONAL DE RECURSOS HiDRICOS. 2002. Memoria
técnica: Division hidrogrdfica del ecuador, propuesta del cnrh y el grupo interinstitu-
cional para oficializar en el ministerio de relaciones exteriores.

[Cressie, 1991] CRESSIE, NOEL. 1991. Statistics for spatial data. Revised edition edn.
Probability and Mathematical Statistics. Wiley-Interscience.

[Cuesta-Albertos & Febrero-Bande, 2010] CUESTA-ALBERTOS, J. A., & FEBRERO-
BANDE, M. 2010. A simple multiway anova for functional data. Test, 19, 537-557.

[Cuevas et al., 2004] CUEVAS, ANTONIO, FEBRERO, MANUEL, & FRAIMAN, RICARDO.

2004. An anova test for functional data. Computational statistics data analysis, 47(1),
111-122.

[Dai & Genton, 2017] DA1, WENLIN, & GENTON, MARC. 2017. Multivariate functio-
nal data visualization and outlier detection. Journal of computational and graphical
statistics, 27(03).

[De Bellefon et al., 2018] DE BELLEFON, MARIE-PIERRE, LOONIS, VINCENT, FONTAI-
NE, MAELLE, & COSTEMALLE, VIANNEY. 2018. Handbook of spatial analysis with r
1nsee-eurostat.

[Di Blasi et al., 2013] D1 Brasi, J.I. PINEIRO, MARTINEZ TORRES, J., GARCIA NIE-
TO, P.J., ALONSO FERNANDEzZ, J.R., Diaz MuNiz, C., & TABoADA, J. 2013.
Analysis and detection of outliers in water quality parameters from different automa-
ted monitoring stations in the mino river basin (nw spain). Fcological engineering, 60,
60-66.

[Dimitriadou et al., 2002] DIMITRIADOU, EVGENIA, DOLNICAR, SARA, & WEINGES-
SEL, ANDREAS. 2002. An examination of indexes for determining the number of clus-
ters in binary data sets. Psychometrika, 67(02), 137-159.

[Emery, 2013] EMERY, XAVIER. 2013. Geoestadistica. Departamento de Ingenieria de
Minas, Facultad de Ciencias Fisicas y Matematicas, Universidad de Chile.

[Febrero et al., 2008] FEBRERO, MANUEL, GALEANO, PEDRO, & GONZALEZ-
MANTEIGA, WENCESLAO. 2008. Outlier detection in functional data by depth measu-
res, with application to identify abnormal nox levels. Environmetrics, 19(4), 331-345.

[Febrero-Bande & de la Fuente, 2012] FEBRERO-BANDE, MANUEL, & DE LA FUENTE,
MANUEL OVIEDO. 2012. Statistical computing in functional data analysis: The r
package fda.usc. Journal of statistical software, 51(4), 1-28.

[Giraldo et al., 2012] GIRALDO, R., DELICADO, P., & MATEU, J. 2012. Hierarchical
clustering of spatially correlated functional data. Statistica neerlandica, 66(4), 403-421.

[Giraldo, 2008] GIRALDO, RAMON. 2008. Introduccion a la geoestadistica: Teoria y apli-
cacion. Departamento de Estadistica, Facultad de Ciencias, Universidad Nacional de
Colombia, pg:8-9.

[Gringarten & Deutsch, 1999] GRINGARTEN, EMMANUEL, & DEUTSCH, CLAYTON V.
1999. Methodology for variogram interpretation and modeling for improved reservoir
characterization.



BIBLIOGRAFIA 107

[Gérecki & Smaga, 2015] GORECKI, TOMASZ, & SMAGA, L.UuKASz. 2015. A comparison

of tests for the one-way anova problem for functional data. Computational statistics,
30(01).

[Haggarty et al., 2015] HAGGARTY, R. A., MILLER, C. A., & ScorTt, E. M. 2015.
Spatially weighted functional clustering of river network data. Journal of the royal
statistical society. series c (applied statistics), 64(3), 491-506.

[Hall, 2007] HALL, PETER. 2007. F. ferraty and p. vieu, nonparametric functional data
analysis: Theory and practice, springer series in statistics, springer, berlin (2006) isbn
978-0-387-30369-7, p. xx, 268pp 29 illus., hardcover. Computational statistics data
analysis, 51(9), 4751-4752.

[Hennig et al., 2015] HENNIG, C., MELA, M., MurTaGH, F., & Roccr, R. 2015.
Handbook of cluster analysis.

[Hébrail et al., 2010] HEBRAIL, GEORGES, HUGUENEY, BERNARD, LECHEVALLIER,
YVES, & Rossi, FABRICE. 2010. Exploratory analysis of functional data via clus-
tering and optimal segmentation. Neurocomputing, 73(03), 1125-1141.

[Jacques, 2014] JAcQuUEs, J., PREDA C. 2014. Functional data clustering: a survey.
Advances in Data Analysis and Classification, 8(3), 24.

[Jain, 2010] JaiN, ANIL K. 2010. Data clustering: 50 years beyond k-means. Pattern
recognition letters, 31(8), 651-666. Award winning papers from the 19th International
Conference on Pattern Recognition (ICPR).

[James & Sugar, 2003] JAMES, GARETH, & SUGAR, CATHERINE. 2003. Clustering spar-
sely sampled functional data. Jasa. journal of the american statistical association,

98(06).

[James Ramsay, 2009] JAMES RAMSAY, GILES HOOKER, SPENCER GRAVES (AUTH.).

2009. Functional data analysis with r and matlab. 1 edn. Use R. Springer-Verlag New
York.

[Jean Paul Chiles, 2012] JEAN PAUL CHILES, PIERRE DELFINER(AUTH.), WALTER A.
SHEWHART SAMUEL S. WILKS(EDS.). 2012. Geostatistics: Modeling spatial uncer-
tainty, second edition. Wiley Series in Probability and Statistics.

[Jiang et al., 2006] JIANG, ZHANGYAN, HUETE, ALFREDO R., CHEN, JIN, CHEN,
YUNHAO, L1, JING, YAN, GUANGJIAN, & ZHANG, XI1AOYU. 2006. Analysis of ndvi

and scaled difference vegetation index retrievals of vegetation fraction. Remote sensing
of environment, 101(3), 366-378.

[KheirkhahZarkesh et al., 2014] KHEIRKHAHZARKESH, MIR MASoOUD, DARVISHI,
MEHDI, AKBAR ABKAR, ALI, & AHMADI, GHOLAM REZA. 2014. Estimation of

rice vegetation indices with multitemporal radar and optic images. Physical geography
research quarterly, 45(4), 85-96.

[Kogan et al., 2006] KOGAN, JAcOB, NICHOLAS, CHARLES, & TEBOULLE, MARC.
2006. Grouping multidimensional data. recent advances in clustering.



108 BIBLIOGRAFIA

[Kokoszka, 2017] KOKOSZKA, PIOTR; REIMHERR, MATTHEW. 2017. Introduction to

functional data analysis. 1st edn. Chapman Hall/CRC texts in statistical science
series. Chapman Hall / CRC.

[Kreider, 1971.] KREIDER, DONALD L. 1971.. Introduccion al andlisis lineal /. Bogotd
:: Fondo Educativo Interamericano,.

[Liu et al., 2013] Liu, YAaNcHI, L1, ZHONGMOU, XIONG, Hul, GAOo, XUEDONG, WU,
J., & Wu, SEN. 2013. Understanding and enhancement of internal clustering valida-
tion measures. leee transactions on cybernetics, 43, 982-994.

[Luz Lépez Garcia et al., 2015] Luz LOPEZ GARcia, MARIA, GARCIA-RODENAS, RI-
CARDO, & GONZALEZ GOMEZ, ANTONIA. 2015. K-means algorithms for functional
data. Neurocomputing, 151, 231-245.

[Montero et al., 2015] MONTERO, JOSE, FERNANDEZ- AVILES, GEMA, & MATEU, JOR-
GE. 2015. Spatial and spatio-temporal geostatistical modeling and kriging.

[Montero & Vilar, 2014] MONTERO, PABLO, & VILAR, JosE. 2014. Tsclust : An r
package for time series clustering. Journal of statistical software, 62(11), 1-43.

[Oliver & Webster, 1989] OLIVER, MA, & WEBSTER, R. 1989. A geostatistical basis
for spatial weighting in multivariate classification. Mathematical geology, 21(1), 15-35.

[Oyelade et al., 2010] OYELADE, O. J., Orapipupo, O. O., & OBAGBUWA, I. C.
2010. Application of k means clustering algorithm for prediction of students academic
performance.

[P.J. Diggle, 2007] P.J. DiGGLE, PAULO JUSTINIANO RIBEIRO. 2007. Model-based geos-
tatistics (springer series in statistics). 1 edn. Springer Series in Statistics. Springer.

[Pérez, 2018] PEREZ, ANDRES. 2018. Métodos avanzados de datos funcionales (tesis de
maestria). Universidad de cddiz.

[Pérez-Ortega et al., 2020] PEREZ-ORTEGA, JOAQUIN, ALMANZA-ORTEGA, NEL-
VA NELY, VEGA-VILLALOBOS, ANDREA, PAZOS-RANGEL, RODOLFO, ZAVALA-
Diaz, CrisPiN, & MARTINEZ-REBOLLAR, ALICIA. 2020. The <em>k</em>-means
algorithm evolution. Chap. 5 of: SUD, KESHAV, ERDOGMUS, PAKIZE, & KADRY,
SEIFEDINE (eds), Introduction to data science and machine learning. Rijeka: IntechO-
pen.

[Ramirez, 2015] RAMIREZ, LILIANA. 2015. AutocorrelaciOn espacial: Analoglas y dife-
rencias entre el Indice de moran y el Indice getis y ord. 09.

[Ramsay & Silverman, 2001] RamsAy, J.O., & SiLvERMAN, B.W. 2001. Functional
data analysis. Pages 5822-5828 of: SMELSER, NEIL J., & BALTES, PAuL B. (eds),
International encyclopedia of the social behavioral sciences. Oxford: Pergamon.

[Ramsay J., 2005] RAMSAY J., SILVERMAN B.W. 2005. Functional data analysis. 2ed
edn. Springer Series in Statistics. Springer.



BIBLIOGRAFIA 109

[Romano et al., 2011] ROMANO, ELVIRA, VERDE, ROSANNA, & C0ZzZA, VALENTINA.
2011. Clustering spatial functional data: A method based on a nonparametric vario-
gram estimation. Pages 339-346 of: INGRASSIA, SALVATORE, Rocci, ROBERTO, &
VicHI, MAURIZIO (eds), New perspectives in statistical modeling and data analysis.
Berlin, Heidelberg: Springer Berlin Heidelberg.

[Romano et al., 2013] ROMANO, ELVIRA, BALZANELLA, ANTONIO, & VERDE, ROSAN-
NA. 2013. A regionalization method for spatial functional data based on variogram

models: An application on environmental data. Berlin, Heidelberg: Springer Berlin
Heidelberg. Pages 99-108.

[Romano et al., 2015] ROMANO, ELVIRA, MATEU, JORGE, & GIRALDO, RAMON. 2015.
On the performance of two clustering methods for spatial functional data. AStA ad-
vances in statistical analysis, 99(4), 467-492.

[Romano et al., 2017] ROMANO, ELVIRA, BALZANELLA, ANTONIO, & VERDE, ROSAN-
NA. 2017. Spatial variability clustering for spatially dependent functional data. Statis-
tics and computing, 27(3), 645-658.

[Rui Xu, 2008] Rur Xu, DoN WUNSCH. 2008. Clustering. illustrated edition edn. IEEE
Press Series on Computational Intelligence. Wiley-IEEE Press.

[Shekhar et al., 2003] SHEKHAR, SHASHI, ZHANG, PUSHENG, HUANG, YAN, & VATSA-
VAI, RANGA RAJU. 2003. Trends in spatial data mining. Data mining: Next generation
challenges and future directions, 357-380.

[Siabato & Guzman-Manrique, 2019] SIABATO, WILLINGTON, & GUZMAN-
MANRIQUE, JHON. 2019. La autocorrelacion espacial y el desarrollo de la geografia
cuantitativa. Cuadernos de geografia: Revista colombiana de geografia, 28(1), 1-22.

[Sumathi et al., 2008] SumATHI, N, GEETHA, R, & BAMA, S SATHIYA. 2008. Spatial
data mining-techniques trends and its applications. Journal of computer applications,
1(4), 28-30.

[Tarpey & Kinateder, 2003] TARPEY, THADDEUS, & KINATEDER, KIMBERLY. 2003.
Clustering functional data. J. classification, 20(05), 093-114.

[Tian, 2010] T1AN, T1AN SivA. 2010. Functional data analysis in brain imaging studies.
Frontiers in psychology, 1, 35.

[Tobler, 1970] TOBLER, W. R. 1970. A computer movie simulating urban growth in the
detroit region. Economic geography, 46, 234-240.

[Wackernagel, 2003] WACKERNAGEL, HANsS. 2003. Multivariate geostatistics: An intro-
duction with applications. 3 edn. Springer-Verlag Berlin Heidelberg.

[Wang et al., 2016] WANG, JANE-LING, CHiOU, JENG-MIN, & MULLER, HANS-

GEORG. 2016. Functional data analysis. Annual review of statistics and its application,
3(1), 257-295.

[Yamamoto, 2012] YAMAMOTO, MIcHIO. 2012. Clustering of functional data in a low-
dimensional subspace. Advances in data analysis and classification, 6(3), 219-247.



110 BIBLIOGRAFIA

[Young, 2014] YOUNG, G. ALASTAIR. 2014. Inference for functional data with appli-
cations by lajos horvath and piotr kokoszka. International statistical review, 82(1),
155-156.

[Zapata-Rios et al., 2021] ZAPATA-RIOS, XAVIER, LOPEZ-FABARA, CARMEN, NAVA-
RRETE, ABIGAIL, TORRES, SANDRA, & FLORES, MIGUEL. 2021. Spatiotemporal
patterns of burned areas, fire drivers, and fire probability across the equatorial andes.
Journal of mountain science, 18(04), 952-972.

[Zhang, 2013] ZHANG, JIN-TING. 2013. Analysis of variance for functional data. Chap-
man Hall/CRC Monographs on Statistics Applied Probability. Chapman Hall / CRC
Press.



Apéndice A

Resultados adicionales

A.1.

A continuacién se presenta de manera grafica los resultados obtenidos al aumentar el
numero de grupos, teniendo en cuenta que los datos se simularon siguiendo el modelo 4.1.
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Figura A.1: Clasificacion WTV: media funcional p;(t) =5, ps(t) = 15.
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Caso de simulacién: 8 grupos
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u1=5, u2=15, parametros=(4,2.5)

. v
. S
.

... . ’ .
w *tege .

- J L
.
* * -

*

.‘. - ..

Modelo matérn k=2
u1=5, u2=15, parametros=(4,2.5)

s o,
. .
.
MR .,
w e .
- 3 .
.
.
.® *®
.
. .

Grupo

® N oUW N

Grupo

* o o o
L N RSN



112 APENDICE A. RESULTADOS ADICIONALES
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Figura A.2: Clasificacion WMV: media funcional p;(t) = 5, pa(t) = 15.

En las figuras anteriores se puede apreciar que el algoritmo k-medias modificado logra
clasificar los grupos adicionales dentro de cada cuadrante. Este comportamiento se debe
a la manera en que los datos son generados, pues los grupos existentes dentro de cada
cuadrante tienen la misma media funcional.

A.2. Caso de simulacién: 02 =6

A continuacion se presentan los resultados obtenidos para el caso de simulacién con-

siderando un mayor valor para el pardmetro o?.

» Escenario 1: 02> =6, ¢ = 1,8

Modelo Método pi(t) =5 wm(t)=5 pi(t)=5
pa(t) =6 po(t) =10 po(t) =15

Gaussiano  WTV 91,36 96,34 96,55

WMV 92,16 95,76 96,42
Esférico WTV 78,41 91,26 91,59

WMV 81,57 92,09 92,76
Matérn WTV 86,70 93,15 92,08
k=0,2 WMV 89,18 91,89 88,01
Matérn WTV 98,04 98,75 98,86
k=2 WMV 98,09 96,55 91,74

Cuadro A.1: PCC: Escenario 1.

» Escenario 2: 0> =6, ¢ = 2,5
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Modelo Método pi(t) =5 m(t)=5 i (t)=5
po(t) =6 pa(t) =10 po(t) =15

Gaussiano WTV 95,44 98,29 98,77

WMV 96,01 98,20 98,75
Esférico WTV 86,34 94,82 95,13

WMV 88,46 94,45 93,90
Matérn WTV 89,19 93,29 92,18
k=0,2 WMV 92,01 93,44 87,65
Matérn WTV 98,98 99,47 99,25
k=2 WMV 99,00 96,31 86,96

Cuadro A.2: PCC: Escenario 2.

En las tablas, A.1 y A.2, se evidencia un comportamiento similar al que se obtuvo
en las tablas de la secciéon 4.1 en cuanto a los valores de PCC, a pesar de que se haya
incrementado el valor del pardmetro o2. Esto ocurre debido a que el pardmetro o2 afecta
la variabilidad de las curvas; bajo los escenarios propuestos y la metodologia planteada
la clasificacién es obtenida considerando principalmente la dependencia espacial.
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Apéndice B

ANEXOS

B.1. Cébdigo del algoritmo k-medias funcional espa-
cial

B.1.1. Librerias

library(sp)
library(operators)
library(fda.usc)
library (mvtnorm)
library(sp)
library(gstat)
library(geoR)
library(ggplot2)
library(plyr)
library(parallel)
library(data.table)
library(geofd)
library(TSclust)
library(rgl)
library(£dANOVA)
library(npsp)
library(rnaturalearth)
library(rnaturalearthdata)
library(rgeos)
library(plotly)
library(fdaoutlier)
library(lattice)
library(tidyr)
library(ggpubr)
library(grid)
library(gridExtra)
library(tidyverse)
library(patchwork)
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B.1.2. Distancia L2

M12 dist<-function(data,nbasis=65){
nbasis<-nbasis
n <- dim(data) [1]
s <- dim(data) [2]
argvals<-seq(l,n, by=1)
range <- c(1,n)
period <- n
basis <- create.fourier.basis(range, nbasis, period)
datafd <- Data2fd(data,argvals,basis)

L2norm<-matrix(0,nrow=s,ncol=s)
coef<-datafd$coef
M<-fourierpen(basis,Lfdobj=0)
for (i in 1:(s-1)){
coef.i<-coef[,1i]
for (j in (i+1):8){
coef.j<-coef[,]j]
L2norm[i, jl<-t(coef.i-coef.j)%*/M/*% (coef.i-coef.j)
L2norm[j,i]l<-L2norm[i, j]
}
}

names<-names (data.frame(data))
dimnames (L2norm)<-1list (names,names)
return(L2norm)

B.1.3. Asignacion de centroides iniciales

kmeans.center.inil2<-function (fdataobj,Vmdist=FALSE,coord=NULL, ncl = 2,
cov.model="spherical", Kappa=NULL,

multivgm=multivgm, method = "exact",
max.iter = 10000, max.comb = 1e+06,
par.metric = NULL, ...){

if ('is.fdata(fdataobj))
fdataobj = fdata(fdataobj)
if (is.null(par.metric))
par.metric = list()
par.metric$fdatal <- fdataobj
z <- fdataobj[["data"]]
if ('isTRUE(Vmdist) && is.null(coord)){
mdist<-M12 dist(t(z),nbasis = 65)
}
else{
mdist<-MVari(t(z),coord,nugget.fix=NULL, max.dist.variogram=NULL,
cov.model = cov.model,Kappa = Kappa,multivgm = multivgm)
print("entro al variograma con el cov.model")
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print(cov.model)

3

tt <- fdataobj[["argvals"]]
rtt <- fdataobj[["rangeval']]
names <- fdataobj[["names"]]
nr = nrow(fdataobj)
nc = ncol(fdataobj)
if (is.vector(ncl)) {
len.ncl = length(ncl)
ngroups = ncl
max.combn <- choose(nr, ngroups)
if (len.ncl == 1) {
ind = 1
if (method == "exact") {
if (max.combn > max.comb)
warning(pasteO(max.combn, " samples are required,
it has been limited to a random sample of size ",
max.comb))
method = "sample"
+
if (method == "sample") {
max.iter <- min(max.iter, max.combn)
vec <- array(NA, dim = c(ngroups, max.iter))
vec.d <- rep(NA, nc)
for (i in 1:max.iter) {
vec[, i] <- sample(l:nr, ngroups, replace = FALSE)
vec.d[i] <- sum(mdist[vec[, i], wvecl[, ill)
}
ind.max <- which.max(vec.d)
lxm <- vec[, ind.max]
+
else if (method == "exact") {
co <- combn(l:nr, ngroups)
nco <- ncol(co)
vec <- rep(NA, nco)
for (i in 1:nco) {
vec[i] <- sum(mdist[col, il, col, ill)
}
max.vec <- which.max(vec)
lxm <- col[, max.vec]
+
else stop("Center initialization method unknown")
xm = z[lxm, ]
}
else stop("Argument 'ncl' is expected the number of groups to detect")

3

else stop("Argument 'ncl' is expected the number of groups to detect")
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d = rbind(mdist, mdist[lxm, ])

centers = fdata(xm, tt, rtt, names)

out <- list(centers = centers, lcenters = lxm, z.dist = mdist,
fdataobj = fdataobj)

class(out) <- "kmeans.fd"

return(invisible(out))

B.1.4. Calculo de matriz de distancia ponderada

MVari<-function(data,coord,nugget.fix=NULL, max.dist.variogram=NULL,
multivgm=multivgm,nbasis=65,cov.model="spherical",
Kappa=NULL) {
dia=1:length(datal,1])
fourier.basis=create.fourier.basis(
rangeval = range(dia), nbasis = nbasis
)
temp2fd=Data2fd(argvals = dia,
y=data,
basisobj = fourier.basis)

M2d=dist (t (temp2fd$coefs)) 2

Eu.d <-as.matrix(dist(coord,method="euclidian"))
if (isFALSE(multivgm)){

if (is.null(max.dist.variogram))
if (is.null(Kappa)){
data=cbind(coord,value=apply(temp2fd$coefs,2,sum))
coordinates(data) = ~x+ty
emp.trace.vari=variogram(value~1, data,dX=0,cutoff=3)
plot(emp.trace.vari)
sigma2.0=quantile(emp.trace.vari$gamma,0.75)
phi.O=quantile(emp.trace.vari$dist,0.2)
nt=mean(emp.trace.vari$gamma) /4
trace.vari = fit.variogram(emp.trace.vari, vgm(sigma2.0, cov.model,

phi.0,nt))

print("con vgm")
g=plot(emp.trace.vari,trace.vari)

show(g)

}

else{
data=cbind(coord,value=apply(temp2fd$coefs,2,mean))
coordinates(data) = ~x+ty

emp.trace.vari=variogram(value~1, data,dX=0,cutoff=3.5)
plot(emp.trace.vari)
sigma2.0=quantile(emp.trace.vari$gamma,0.75)
phi.O=quantile(emp.trace.vari$dist,0.2)
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nt=mean (emp.trace.vari$gamma) /4

trace.vari = fit.variogram(emp.trace.vari, vgm(psill = sigma2.0,
model = cov.model,
range = phi.O,
nugget = nt,

kappa = Kappa),
fit.kappa = TRUE)
g=plot(emp.trace.vari,trace.vari)
show(g)
print("matern con kappa")
}
sigma2=trace.vari$psill[2]
nugget=trace.vari$psill[1]
tra.vari.mat <- sigma2+nugget - cov.spatial(Eu.d,
cov.model=tolower (trace.vari$model[2]),
cov.pars=c(sigma2,trace.vari$range[2]),
kappa=trace.vari$kappal2])

weig.mat<-sqrt(as.matrix(M2d))*tra.vari.mat

}

else{
multvariogram=multiv(Eu.d,coord,temp2fd$coefs,cov.model,3,Kappa)

L2norm<-M2d
weig.mat<-sqrt(as.matrix(L2norm))*multvariogram
print("matriz multivariograma")

¥

return(weig.mat)

}

B.1.5. Actualizacion de centroides

kmeans.centers.update=function(out,group
,dfunc=func.trim.FM,
,par.dfunc=list(trim=0.05)
s 04
if (class(out)!="kmeans.fd")
stop("Error: incorrect input data")
z = out$fdataobj[["data"]]
tt = out$fdataobj[["argvals"]]
rtt <- out$fdataobj[["rangeval"]]
names = out$fdataobj[["names"]]
mdist = out$z.dist
centers = out$centers
centers[["data"]]
nr = nrow(z)
nc = ncol(z)

grupo = group

Xm
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ngroups = length(unique(group))
d = out$d
ncl = nrow(xm)
for (j in 1:ngroups){
jgrupo <- grupo==j
dm=z[jgrupo,]
ind=which(jgrupo)
if (is.vector(dm) || nrow(dm)==1) {
k=]
stat=dm
}
else A
par.dfunc$fdataobj<-centers
par.dfunc$fdataobjddata<-dm
stat=do.call(dfunc,par.dfunc)
}
if (is.fdata(stat)) xm[j,]=stat[["data"]]
else =xm[j,]=stat
}

centers$data=xm
row.names (centers$data) <- paste('center ",1:ngroups,sep="")

return(list("centers"=centers,"cluster'"=grupo))

B.1.6. Asignacién de curvas a los grupos

kmeans.assig.groups=function(out,...){
if (!is.null(out$lcenters))
lxm=out$lcenters else  1lxm=NULL
nr = nrow(out$fdataobj)
nc = ncol(out$fdataobj)
xm = out$centers[["data"]]

grupo = rep(0,nr)
d = out$d

ngroups=nrow(d) -nrow(out$fdataobj[["data"]])

grupo <- apply(d[(nr+1): (nr+ngroups),],2,which.min)
return(list("centers'"=out$centers, "cluster"=grupo))
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B.1.7. k-medias funcional espacial
kmeans.fdas<-function (fdataobj, ncl = 2,Vmdist=FALSE, coord=NULL,
cov.model="spherical", Kappa=NULL,
multivgm=multivgm, dfunc = func.trim.FM,
max.iter = 10000, par.metric = NULL,
par.dfunc = list(trim =
method = "sample", cluster.size
if (!is.fdata(fdataobj))
fdataobj = fdata(fdataobj)
nasl <- is.na(fdataobj)
if (any(nasl))
stop("fdataobj contain ", sum(nasl), " curves with some NA value \n")

z <- fdataobj[["data"]]

tt <- fdataobj[["argvals"]]

rtt <- fdataobj[["rangeval']]

nr = nrow(z)

nc = ncol(z)

if (is.vector(ncl)) {

len.ncl = length(ncl)
if (len.ncl == 1) {
par.ini <- 1list()
par.ini$fdataobj = fdataobj
par.ini$method = method
par.ini$ncl = ncl
par.ini$draw = draw
par.ini$max.comb = 1e+06
par.ini$max.iter = max.iter
par.ini$Vmdist = Vmdist
par.ini$coord = coord
par.ini$cov.model=cov.model
par.ini$Kappa=Kappa
par.ini$multivgm=multivgm
if (!is.null(par.metric))
par.ini$par.metric <- par.metric

par.ini$... <- par.metric

outl = do.call(kmeans.center.inil2, par.ini)

lxm <- outl$lcenters

out1$d = rbind(outi1$z.dist, outl$z.dist[lxm, ])

print("entro al que debe")
}
else {
ngroups <- length(ncl)
lxm <- ncl
xm <- z[1lxm, ]
outl <- list()
outl$fdataobj <- fdataobj
outl1$ncl <- len.ncl
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if (is.null(par.metric))
par.metric <- list(p = 2, w = 1)

par.metric$fdatal <- fdataobj

if (1isTRUE(Vmdist) && is.null(coord)) {
mdist<-M12 dist(t(z))

+

elsed{
mdist<-MVari(t(z),coord,nugget.fix=NULL,
max.dist.variogram=NULL,cov.model = cov.model)
print("entro al cov.model")

+

outl$z.dist <- mdist

outl1$d <- rbind(mdist, mdist[lxm, ])

outl$centers <- fdataobj[ncl, ]

outi$lcenters <- ncl

class(outl) <- "kmeans.fd"

}

}

else if (is.fdata(ncl)) {
1xm = NULL

xm = ncl[["data"]]

if (is.null(par.metric))
par.metric = list(p = 2, w = 1)

par.metric$fdatal <- fdataobj

if (1isTRUE(Vmdist) && is.null(coord)){
mdist<-M12 dist(z)
}
else{
mdist<-MVari(t(z),coord,nugget.fix=NULL, max.dist.variogram=NULL)
}
par.metric2 <- par.metric
par.metric2$fdata? <- ncl

if (!isTRUE(Vmdist) && is.null(coord)){
mdist<-M12 dist(z)

}

else{
mdist<-MVari(t(z),coord,nugget.fix=NULL, max.dist.variogram=NULL)

+

outl = 1list()

outl$fdataobj <- fdataobj

outl$centers = ncl

outl$lcenters <- NULL

ngroups = nrow(ncl)

ncl = nrow(ncl)

out1$d = rbind(mdist, t(mdist2))

class(outl) = "kmeans.fd"
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}
ngroups = nrow(outl$centers[["data"]])
a=20
aa <- i <=1
same_centers = FALSE
if (is.null(colnames(out1$d))){
cnames <- colnames(out1$d) <- 1:NCOL(out1$d)}
else{ cnames <- colnames(outi$d)}
while ((i < max.iter) && (!same_centers)) {
iterar <- FALSE
out3 = kmeans.assig.groups(outl, draw = draw)
names (out3$cluster) <- cnames
tab <- table(out3$cluster)
imin <- which.min(tab) [1]
if (cluster.size > tab[imin]) {
warning(paste0(" One of the clusters only has ",
tab[imin], " curves and the minimum cluster size is ",
cluster.size, ".\n The cluster is completed with the

}

closest curves of the other clusters."))
iclust <- out3$cluster == imin
dist.aux <- outl1$d[imin, ]

icambios <- as.numeric(names(sort(outi$d[imin, ])[1:cluster.size]))

out1$d[imin, icambios] <- 0

out1$z.dist <- outl$d

out3$cluster[icambios] <- imin

out2 <- out3

outl$cluster <- out3$cluster
par.dfunc$fdataobj <- fdataobjlc(icambios)]
outl$centers[imin] = do.call(dfunc, par.dfunc)
iterar <- TRUE

i=1+1

print("entro al out3")

3

out2 = kmeans.centers.update(outl, group = out3$cluster,

dfunc = dfunc, par.dfunc = par.dfunc)

if (literar) {
same_centers <- out2$centers$data == out3$centers$data
outl$centers <- out2$centers
i=1i+1

out <- list(cluster = out2$cluster, centers = out2$centers)
return(out)
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B.1.7.1. Calculo del variograma multivariado

multiv<-function(Eu.d,coord,data,cov.model="Gau" ,max.dist=3,Kappa=NULL){
k=dim(data) [1]
n=nrow(coord)
varis=matrix(0,nc=n,nr=n)
for (i in 1:k) {
dat=cbind(coord,value=datali,])
coordinates(dat) = ~x+ty
emp.trace.vari=variogram(value~1, dat,dX=0,cutoff=max.dist)

sigma2.0=quantile(emp.trace.vari$gamma,0.75)
phi.O=quantile(emp.trace.vari$dist,0.2)
nt=mean(emp.trace.vari$gamma) /4

if (is.null(Kappa)){
trace.vari = fit.variogram(emp.trace.vari, vgm(sigma2.0, cov.model,

phi.O,nt))

+

else{

trace.vari = fit.variogram(emp.trace.vari, vgm(psill = sigma2.0,model =
cov.model,range = phi.O,
nugget = nt,kappa = Kappa),
fit.kappa = TRUE)
+

sigma2=trace.vari$psill[2]

nugget=trace.vari$psill[1]

tra.vari.mat <- sigma2+nugget - cov.spatial(Eu.d,
cov.model=tolower (trace.vari$model [2]),
cov.pars=c(sigma2,trace.vari$range[2]),
kappa=trace.vari$kappal[2])

varis=varist+tra.vari.mat

return(varis)

}

B.2. Seleccién del niimero de grupos

B.2.1. Indice SSB

# a es el resultado de aplicar la funcion kmeans.fdas
SSBindex1<-function(a){
centros<-t(a$centers$data)
xmean<-func.mean(fdata(t(data))) ##estaba con t
centros<-cbind(centros,t(xmean$data))
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distancias<-M12 dist(centros,nbasis = 65)
njs<-data.frame(table(a$cluster))
ni<-length(distancias[,1])
dnj<-sum(distancias[nl,1:(n1l-1)]*njs$Freq)/length(data)
return(dnj)

B.2.2. Indice SSW

# a es el resultado de aplicar la funcion kmeans. fdas y data es la original
SSWindex<-function(a,data){
s1<-c()
for(i in 1:max(a$cluster)){
b<-which(a$cluster==1i)
c<-datal,b]
cj<-a$centers$datali,]
c<-cbind(c, (cj))

distancias<-M12 dist(c,5)
ni<-length(distancias[,1])
dnj<-sum(distancias[ni,1:(n1-1)])
s1[i]<-dnj

}

ss<-sum(sl)/length(data)

return(ss)

3

B.2.3. Grafico de los indices SSB y SSW

testf<-function(ncl=5){
a<-kmeans.fdas(fdataobj = t(data),ncl = ncl,Vmdist = TRUE,coord = coord,
cov.model = cov.model,Kappa = Kappa,multivgm = multivgm)
ssb<-SSBindex1(a)
ssw<-SSWindex(a, (data))

r=cbind(ssb,ssw)
res=rbind(data.frame(),r)
}
##
data=t(data) #ubicaciones en filas y dias en columnas
cl <- parallel::makeCluster(detectCores())
#functions.R contiene las funciones de seccion A.1.
clusterEvalQ(cl, source("functions.R"))
ncl=seq(2,20)
clusterExport(cl = cl, varlist = c("data","coord","cov.model",
"Kappa","multivgm","ncl"))
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system. time ({
results <- parallel::parLapply(cl,ncl,testf)
b

res=do.call(rbind,results)
parallel: :stopCluster(cl)

ggplot(data.frame(x=c(2:20),y=res$ssb) ,aes(x=x,y=y) )+

geom_line(size=2,col="blue")+geom_point(size=4,col="red")+
theme bw()+
scale_x_continuous(breaks = c(2:20),labels = c(2:20))+
labs(x="Cluster",y="SSB Index",

title = "SSB Index")+
theme (axis.text=element text(size=15),

title = element text(size=15,face='bold'))

B.3. Validacién de grupos

B.3.1. Correlacion temporal

corrtemporderl <- function (x, y) {
p <- length(x)
sum((x[2:p] - x[1:(p - 1)I) *
(yl2:p] - yli:(p - D))/ (sqrt(sum((x[2:p] —x[1:(p - 1)1)"2)) *
sqrt (sum((y[2:p] - y[1:(p - 1)1)72)))

B.3.2. Correlacién temporal entre centroide y miembros

# a es el resultado de aplicar la funcion kmeans.fdas
tcorc<—function(a){
cort<-c()
centros<-a$centers$data
for (i in 1:length(centros([,1])) {
b<-which(a$cluster==1i)
c<-datal,b]
centrosi<-t(c)
corrc<—c()
for (j in 1:length(centrosi[,1])) {
corrc[jl<-as.numeric(corrtemporderl(centros[i,],centrosi[j,]))

¥

cort[i]<-mean(corrc)

}

return(cort)

}
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B.3.3. Correlacion temporal entre miembros

dcorcurvas<-function(curvas){
corr<-matrix(NA,nrow = length(curvas[,1]),ncol = length(curvas[,1]))
for (i in 1:length(curvas[,1])) {
for (j in 1:length(curvas[,1])) {
corr[i,jl<-corrtemporderl(curvas([i,],curvas([j,])
}
}
return(corr)

}

# a es el resultado de aplicar la funcion kmeans.fdas
correm<-function(a){
res=c()
for (i in 1:length(a$centers$datal,1])) {
b<-which(a$cluster==1i)
c<-datal,b]
curvas<-t(c)
m=round (dcorcurvas(curvas) ,?2)
res[i]=mean(m)

return(res)

}

B.3.4. Indice de Moran

MoranGfda<-function(b,weig.mat,data,coord,tipo="entre"){
centros<-b$centers
n<-length(b$centers$datal,1])
if (tipo=="entre"){
xmean<-func.mean(fdata(t(data)))
ss<-c()
s2<-0
for (i in 1:n) {
s=0
for (j in 1:n) {
num<-(centros[i,]-xmean$data)*(centros[j,]-xmean$data)

integral<-int.simpson(fdata(num$data))
numerador<-weig.mat[i,j]*integral
s=s+numerador

ssl[il<-s
den<-(centros[i,]-xmean$data) "2
integral2<-int.simpson(fdata(den$data))
s2<-s2+integral?2
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}
IMoran<-(n*sum(ss))/(sum(sum(weig.mat))*s2)
+
else{

IMoran<-c()

for (i in 1:length(centros$datal,1]1)) {
centroide<-centros$datali,]
miembros<-which(b$cluster==i)
miembros<-datal[,miembros]
ss<-c()
s2<-0
#Adya
coords<-coord[which(b$cluster==i),1:2]
Eu.d <-as.matrix(dist(coords,method="euclidian"))
weig.mat<-1/Eu.d
diag(weig.mat)<-0

for (j in 1:length(miembros[1,])) {
s=0
for (k in 1:length(miembros([1,])) {
num<-(miembros[, j]-centroide)* (miembros[,k]-centroide)

integral<-int.simpson(fdata(num))
numerador<-weig.mat[j,k]*integral
s=s+numerador

ss[jl<-s
den<-(miembros[, jl-centroide) "2
integral2<-int.simpson(fdata(den))
s2<-s2+integral2

+

IMoran[i]<-(n*sum(ss))/s2

¥

return(IMoran)

}

B.3.5. Indice de Geary

GearyGfda<-function(b,weig.mat,data,coord,tipo="entre"){
centros<-b$centers
n<-length(b$centers$datal,1])
if (tipo=="entre"){
xmean<-func.mean(fdata(t(data)))
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ss<-c()
82<-0
for (i in 1:n) {
s=0
for (j in 1:n) {
num<-(centros[i,]-centros[j,]) 2

integral<-int.simpson(fdata(num$data))
numerador<-weig.mat[i,j]*integral
s=s+numerador

ss[il<-s
den<-(centros[i,]-xmean$data) "2
integral2<-int.simpson(fdata(den$data))
s2<-s2+integral?2

}

IGeary<-((n-1)*sum(ss))/(2+xsum(weig.mat) *s2)

+
elseq{

IGeary<-c()

sss<-c()

for (i in 1:length(centros$datal,1]1)) {
centroide<-centros$datali,]
miembros<-which(b$cluster==1i)
miembros<-datal[,miembros]
ss<-c()
82<-0
#Adya
coords<-coord[which(b$cluster==i),1:2]
Eu.d <-as.matrix(dist(coords,method="euclidian"))
weig.mat<-1/Eu.d
diag(weig.mat)<-0

for (j in 1:length(miembros([1,])) {
s=0
for (k in 1:length(miembros([1,])) {
num<-(miembros[, j]- miembros[,k]) "2

integral<-int.simpson(fdata(num))
numerador<-weig.mat[j,k]*integral
s=s+numerador

}

ss[jl<-s

den<-(miembros[, j]-centroide) "2
integral2<-int.simpson(fdata(den))
s2<-s2+integral?2
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b

sss[i]<-sum(ss)
IGeary[i]<-((n-1)*sss[i])/(2*s2*sum(weig.mat))
}

return(IGeary)

b

B.4. Simulacion

B.4.1. Porcentaje de correcta clasificaciéon

metod=function(datat,metodo="tvm"){

metodo=ifelse(metodo=="tvm", "mtv","tvm")
nsin=unique(datat$simu)

res=1list()

for (i in nsin) {
z0=datat 7>}, dplyr::filter(simu==i) 7>, dplyr::select(-metodo)
names (z0) [1]="Grupo"

z1=20 7%>%
dplyr: :group_by(simu,Grupo,cuad) %>% dplyr::summarise(n=n()) %>’
mutate (perc=round(n/30%100,2)) 7%>%
dplyr: :group_by(simu,cuad) 7>’ dplyr::summarise(perc=max(perc))

z1.1=20 7>,
dplyr: :group_by(simu,Grupo,cuad) %>% dplyr::summarise(n=n()) %>%
mutate (perc=round(n/30%100,2)) 7%>%
dplyr: :group_by(cuad)

z1.2=merge(z1,z1.1,by=c("cuad","perc"))
z1.2=21.2[,-c(3,4)]
z1.2=21.2 >% distinct(cuad, .keep_all = TRUE)

z1.2.1=z1.2 7>%, group_by(Grupo) %>, summarise(perc=max(perc))
z1.2.1=merge(z1.2.1,21.2,
by=c("Grupo","perc")) %>} distinct(Grupo, .keep_all = TRUE)

inde=z1.2.1%cuad
indg=z1.2.1$Grupo

indl=which(1:4 %!in% inde)
ind2=which(1:4 %'in% indg)
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if (sum(1:4 %in’% z1.2%$Grupo)<4){

for (j in ind2) {
w=z1.1 7>% dplyr::filter(Grupo==j)
w=wl,-1]
w=w %>% filter(cuad %in% indl)
ind1.1=which(w$perc==max(w$perc))
w=wl[ind1l.1[1],]
indl=ind1[-which(indl==w$cuad)]
w=wl,c(2,4,1,3)]
ind2.1=which(w$cuad==z1.2%cuad)
z1.2[ind2.1,]=w

}

res[[i]l]==z1.2[,1:2]

}
else{
z1.2= z1.1 %>%, dplyr::group_by(cuad) 7>% dplyr::summarise(perc=max(perc))
res[[i]]=z1.2
}
}
return(res)

}

B.4.1.1. Generacion de datos

Datsim=function(Eu.d,cov.model="Exp",cov.pars=c(0.5,1.5) ,Kappa=NULL,
media=c(5,6)){

if (is.null(Kappa)){
cov.model=tolower (cov.model)
Sigmal=cov.spatial(Eu.d,cov.model = cov.model,cov.pars = cov.pars)
siml=rmvnorm(365,mean=c(rep(medial1],30),rep(medial2],30),

rep(media[2],30) ,rep(medial1],30)), sigma=Sigmal)

}

else{
cov.model=tolower (cov.model)
Sigmal=cov.spatial(Eu.d,cov.model = cov.model,cov.pars = cov.pars,

kappa = Kappa)

siml=rmvnorm(365,mean=c(rep(medial1],30),rep(medial2],30),

rep(media[2],30) ,rep(medial1],30)), sigma=Sigmal)
}

return(siml)

3

B.4.2. Proceso de simulacion

# functions.R contiene las funciones de la seccidn A.2.
source("functions.R")
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set.seed(123)
cl=c(runif(30,-2,-0.5),runif(30,-2,-0.5), runif(30,0.5,2), runif(30,0.5,2))
c2=c(runif(30,-2,-0.5),runif(30,0.5,2), runif(30,-2,-0.5), runif(30,0.5,2))

coord=data.frame(cbind(cl,c2))
names (coord)=c("x","y")
Eu.d <-as.matrix(dist(coord,method="euclidian"))

## gemeracion de simulaciones

simus=function(Eu.d=NULL,nsim=10,cov.model="exponential",cov.pars=c(0.5,1.5),
Kappa=NULL,media=c(5,15),coord=NULL) {

res=1ist()

datalist=1list()

for (i in 1:nsim) {
datalist[[i]]=t(Datsim(Eu.d,cov.model = cov.model,
cov.pars = cov.pars,media = media,Kappa = Kappa))

}

cl <- parallel::makeCluster(detectCores())

clusterEvalQ(cl, source("functions.R"))

a<- parallel::parLapply(cl,datalist,kmeans.fdas,ncl = 4,Vmdist=TRUE,
coord=coord, cov.model=cov.model ,Kappa=Kappa,
multivgm=FALSE)

b<- parallel::parLapply(cl,datalist,kmeans.fdas,ncl = 4,Vmdist=TRUE,
coord=coord, cov.model=cov.model ,Kappa=Kappa,
multivgm=TRUE)

parallel: :stopCluster(cl)

for (i in 1:nsim) {
c=cbind(tvm=al[[i]]$cluster,mtv=b[[i]]$cluster)
c=data.frame(c)
c$simu=1i
c$x=coord$ci
c$y=coord$c2
c$cuad=c(rep(3,30),rep(2,30) ,rep(4,30) ,rep(1,30))
c=arrange(c,tvm)

res[[i]]=c

}
datat=do.call(rbind,res)

zl=metod(datat,metodo = "tvm")
zl=do.call(rbind,z1) %>}, summarise(tvm=mean(perc))
z2=metod(datat,metodo = "mtv")
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z2=do.call(rbind,z2) %>}, summarise(mtv=mean(perc))

return(data.frame(z1,z2))

}

system. time(
k1<- simus(Eu.d,nsim = 100,cov.model = "Mat",cov.pars = c(4,2.5),
Kappa = 2,media = c(5,15),coord = coord)

B.5. Aplicacién

# carga de datos
load("./1 Datos MF/NDVI cluster_ 2.RData")
load("./1 Datos MF/Ubicacion NDVI cluster.RData")

data=Data_cluster
coord=ubicacion

ubicacionrnd<-ubicacion
ubicacionrnd$ind=row.names (ubicacionrnd)
Data_cluster$ind=row.names(Data_cluster)

# emparejamiento de coordenadas Yy curvas
datal=merge(ubicacionrnd,Data_cluster,by="ind")
datal$ind=as.numeric(datal$ind)

# seleccion de datos y coordenadas
data=datall[,4:368]
coord=datall,2:3]

set.seed(666)
data2=datal[sample(nrow(datal),10000,replace=FALSE),]

# base provisional
data=data2[,4:368]
coord=data2[,2:3]

# depuracidn de atipicos
data=t(data)
out=msplot(t(data))

# base final
data=datal,-out$outliers]
coord=coord[-out$outliers,]
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# verificacidn de tendencia
datap=cbind(coord,valor=apply(data, 2,sum))
plot(as.geodata(datap),trend="cte")

# vertficacion de isotropia
emp.trace.varil<-variog(coords=coord, data=apply(data,2,sum),
option="bin" ,message=FALSE,dir=0,
tolerance = pi/8,trend = "2nd",max.dist = 2)
emp.trace.varil=data.frame(u=emp.trace.varil$u,v=emp.trace.varil$v)

emp.trace.vari2<-variog(coords=coord, data=apply(data,2,sum),
option="bin" ,message=FALSE,dir=pi/2,
tolerance = pi/8,trend="2nd",max.dist = 2)

emp.trace.vari2=data.frame(u=emp.trace.vari2$u,v=emp.trace.vari2$v)

emp.trace.vari3<-variog(coords=coord, data=apply(data,2,sum),
option="bin",message=FALSE,dir=pi/4,
tolerance = pi/8,trend="2nd",max.dist = 2)

emp.trace.vari3=data.frame(u=emp.trace.vari2$u,v=emp.trace.vari2$v)

emp.trace.vari4<-variog(coords=coord, data=apply(data,2,sum),
option="bin",message=FALSE,dir=3*pi/4,
tolerance = pi/8,trend="2nd",max.dist = 2)

emp.trace.varid4=data.frame(u=emp.trace.vari3$u,v=emp.trace.vari3$v)

# graficos
isol=ggplot(emp.trace.varil)+
geom_point(aes(x=u,y=v),size=3)+
y1im(0,450)+theme_bw()+
theme (axis.text=element text(size=15),
title = element text(size=15,face='bold'))+
labs(title="Angulo=0°",x="Distancia",y="Varianza")

iso2=ggplot(emp.trace.vari2)+
geom_point (aes(x=u,y=v),size=3)+
y1lim(0,450) +theme_bw()+
theme (axis.text=element text(size=15),
title = element text(size=15,face='bold'))+
labs(title="Angulo=45°",x="Distancia",y="Varianza")

iso3=ggplot(emp.trace.vari3)+
geom_point(aes(x=u,y=v),size=3)+
y1im(0,450) +theme _bw()+
theme (axis.text=element text(size=15),
title = element text(size=15,face='bold'))+
1abs(tit1e=”Angulo=90°”,X="Distancia”,y=”Varianza")

isod4=ggplot(emp.trace.varid)+
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geom_point(aes(x=u,y=v),size=3)+
y1lim(0,450) +theme _bw()+
theme (axis.text=element text(size=15),

title = element text(size=15,face='bold'))+
labs(title="Angulo=135°",x="Distancia",y="Varianza")

grid.arrange(arrangeGrob(isol,is02,is03,is04,ncol=2,nrow = 2))

# estimacidn del wvariograma

emp.trace.vari<-variog(coords=coord, data=apply(data,2,sum),option="bin",
message=FALSE,trend = "2nd",max.dist = 2)

plot(emp.trace.vari)

eyefit(emp.trace.vari)

# aplicacion del algoritmo k-medias funcional espacial
b=kmeans.fdas(fdataobj = t(data),ncl = 5,Vmdist = TRUE,coord = coord,
cov.model = "powered.exponential',Kappa = 1.5,multivgm = FALSE)

# grafico de los resultados sobre el mapa hidrogrdafico
shp=read0GR(dsn = "./data/ShapesRellenos/Shapefiles/
demarcacion_hidrografica_250k_2014 geo.shp")

spdf <- spTransform(shp, CRS("+proj=longlat +datum=WGS84"))
spdf<- tidy(spdf)

spdf=spdf 7>}, filter(long>=-81)

dh_simbol=as.character(shp@datal[["dh_simbol"]])
dh_simbol=data.frame(dh_simbol,id=c(0:8))
spdf=merge (spdf,dh_simbol,by="id")

names (coord) [3]="Grupo"
names (spdf) [8]="Cuenca"

# data para nombres de cuencas

cuenca=c ("DHESMERALDAS", "DHGUAYAS" , "DHJUBONES", "DHMANABI", "DHMIRA", "DHNAPQ",
"DHPASTAZA", "DHPUYANGO-CATAMAYQ", "DHSANTIAGO")

x=c(-79.3,-79.8,-79.7,-80.3,-78,-77.5,-77,-79.7,-78)

y=c(0.5,-1.8,-3.3,-1,0.7,-0.5,-2,-4.1,-2.7)

dfc=data.frame(cuenca,x,y)

ggplot() +

geom_point(data = coord,aes(x,y,color=Grupo),alpha=1,size=3)+

geom_polygon(data = spdf, aes( x = long, y = lat, group = group,fill=Cuenca),
alpha=0.2,color="black")+

scale fill viridis_d(option = "turbo",direction = -1,begin = O,end = 1)+

labs(x="",y="",title = "Clasificacidén: Demarcacién Hidrografica'")+theme_bw()+

theme (axis.text=element text(size=15),

panel.grid = element_blank())+
geom_label (data=dfc,aes(label=cuenca,x=x,y=y,fontface=2))+
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scale_y_continuous(breaks = c(2,1,0,-1,-2,-3,-4),labels = c(2,1,0,-1,-2,-3,-4))
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