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Resumen

En el presente trabajo se estudia un problema multi-periodo de calendarizacién
de maquinas paralelas que estd motivado por el problema de asignacién de perso-
nal a ventanillas de servicio al cliente en las distintas agencias del Sistema de Rentas
Internas del Ecuador (SRI). Los funcionarios a cargo de cada una de las agencias de-
ben decidir cudntas ventanillas (médquinas) de servicio deben estar activas en cual-
quier momento para atender el flujo entrante de clientes (trabajos) y minimizar el
numero total de horas-hombre necesarias para atender cada una de las ventanillas.
Asumiendo como conocida la hora de llegada de los clientes, el tiempo de duracién
de cada uno de los trdmites (procesamiento del trabajo) y un pardmetro de calidad
impuesto por el SRI definiendo que los usuarios no pueden esperar méas de 20 mi-
nutos para ser atendidos, se proponen dos modelos de programacion lineal entera
junto con cotas inferiores y familias de desigualdades validas para ambas formu-
laciones. Asi, la primera formulacién consiste en una versién continua en la que
cada trabajo se procesa dentro de una ventana de tiempo definida por su hora de
llegada y su ultima hora de inicio permitida y la segunda formulacién consiste de
una version discretizada de las ventanas de tiempo en la que los conjuntos de inter-
valos de trabajo se dan explicitamente. Finalmente, se reportan extensos resultados

computacionales usando instancias del mundo real.

Palabras clave: Programacion entera, calendarizacién, maquinas paralelas, flujos

sobre redes, instancias del mundo real.



Abstract

In the present work, a multi-period problem of scheduling on parallel machines
is studied. The problem is motivated by personnel assignment to customer service
counters in the different agencies of the Internal Revenue System of Ecuador (SRI).
The officials in charge of each of the agencies must decide how many service coun-
ters (machines) must be active at any time to serve the incoming flow of customers
(jobs) and minimize the total number of man-hours that are necessary to serve such
counters. Each job is characterized by an arrival time, a latest processing start time,
and a processing time. Two integer linear programming models together with lower
bounds and several families of valid inequalities for both formulations are provided.
Moreover, the SRI has imposed a quality parameter defining that users cannot wait
more than 20 minutes to be served. Thus, the first formulation consists of a conti-
nuous version in which each job is processed within a time window defined by its
arrival time and its last allowed start time, and the second formulation consists of
a discretized version of the time window in which the sets of work intervals are
given explicitly. Finally, extensive computational results using real-world instances

are reported.

Keywords: Integer Programming, scheduling, parallel machine, network flows,

real-world instances.
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Notaciones

Conjunto de trabajos.

Conjunto de maquinas.

Conjunto de periodos de tiempo.
Conjunto de trabajos compatibles.
Conjunto de nodos.

Conjunto de arcos.

Conjunto de eventos.

Numero de trabajos(|]]).

Numero de maquinas (|M]).

I
=
=

Grafo dirigido.

TOUSTOx<0TE =

A

|

[y
~—

Arco donde el nodo v; es el predecesor del nodo v;.
oy = {(vj,v;) : (vj,v;) € A} Conjunto de arcos entrantes al nodo v; € V.

6y = {(vi,v;) : (v;,v;) € A} Conjunto de arcos salientes del nodo v; € V.

XII



Capitulo 1

Introduccion

En la sociologia, ciencias administrativas y administracién ptblica es comn en-
contrarse con el término «burocracia». En su andlisis sociolégico, Weber consider6
a la burocracia como el modelo de organizacién eficiente por excelencia, donde se
realza la precision, velocidad, claridad, regularidad exactitud [19]. El Servicio de
Rentas Internas del Ecuador (SRI) en su afdn de estar a la vanguardia y aplicar la
definiciéon de Weber, ha adoptado el objetivo estratégico de fortalecer una de las

areas fundamentales de su institucién: el servicio al cliente.

Diariamente a las oficinas del SRI ubicadas en distintos puntos del pais, acuden
miles de clientes a realizar tramites de declaracién de impuestos u otras obligaciones
fiscales que demandan una gran cantidad de recursos materiales y humanos para su
atencioén. Esto ha generado una problematica de toma de decisiones para los altos
funcionarios responsables de cada agencia, pues deben gestionar la apertura o no de
ventanillas de servicio en cualquier momento para brindar atencién a los clientes,
garantizando altos estdndares de calidad en atencién y reducir el uso del recurso

humano durante un dia de trabajo.

En cada jornada laboral, las ventanillas de servicio en cualquier agencia pueden
ser dindmicamente abiertas o cerradas (periodos) dependiendo del flujo de clientes.
Para simplificar la planificacién, los funcionarios de administracién han decidido
dividir la jornada laboral en periodos de una hora. Si la ventanilla se encuentra
abierta en un periodo, el oficial atenderd a los clientes sin importar el tipo de trami-
te, caso contrario puede dedicarse a otras actividades de la agencia. La institucién
considera que un pardmetro de calidad es que los usuarios no pueden esperar mas
de 20 minutos para ser atendidos. Asi, cada agencia buscara atender a los clientes

minimizando el nimero de periodos de trabajo de los operadores y respetando el



criterio de calidad de la atencién de los clientes, es decir, las diferentes agencias se
enfrentan constantemente a un problema de optimizacién en linea que permita de-
terminar el nimero 6ptimo de ventanillas abiertas en cada periodo, manteniendo

un limite maximo de tiempo de espera de cada cliente.

En este trabajo de titulacion se considera una versién offline de este problema. Si
se asume como conocida la hora de llegada de los clientes y el tiempo de duracién
de cada uno de los trdmites, entonces la asignacién de personal puede ser enfren-
tada desde el punto de vista deterministico. Asi, esta toma de decisién se la puede
tratar como una versién multi-periodo del problema de calendarizacién de maqui-
nas paralelas sin interrupcién de los trabajos [26], donde se dispone de un conjunto
de clientes (trabajos) y un conjunto de ventanillas de servicio (maquinas) que deben
atender (procesar) a los clientes dentro de un horizonte de tiempo dado y la jornada
de trabajo se divide en periodos de tiempo de una hora. Cada trabajo se caracteriza
por una hora de llegada, un plazo para el inicio del procesamiento y un tiempo de
procesamiento. Todas las mdquinas son idénticas y cada maquina puede estar acti-
va (ventanilla abierta) o inactiva (ventanilla cerrada) en cada periodo. El objetivo es
decidir qué méaquinas deben estar activas en qué periodos y programar todos los tra-
bajos a las maquinas activas disponibles, tal que el ntimero de periodos-méquina (es
decir, la suma del ntimero de periodos activos en todas las mdquinas) sea minimi-
zado, mientras que el procesamiento de cada trabajo comienza dentro de su plazo.

Una vez iniciado el procesamiento de un trabajo este no debe ser interrumpido.

En los dltimos 50 afios, la calendarizacién ha recibido gran atencién por parte
de la comunidad cientifica en el campo de la optimizacién combinatoria. La inves-
tigacion ha sido motivada por diversas preguntas que han surgido en dreas como
la planificacién de la produccion [5], simulacién integrada e inteligencia artificial
para la fotografia [2], informadtica e ingenieria industrial [13], defensa naval [16], en-
tre otras. Todos estos trabajos se enfocan en un proceso de asignacién de recursos
a tareas durante periodos de tiempo determinados, tal que una o varias activida-
des sean optimizadas. Entre los objetivos de la optimizacién se puede mencionar
la minimizacién del tiempo de finalizacion de la dltima tarea, la minimizacién del
numero de tareas completadas después de sus respectivas fechas de vencimiento o

la minimizacién de los recursos necesarios para procesar las tareas [25].

En [7] los autores consideran el problema de calendarizacién sin interrupcién
de los trabajos considerando tiempos de inicio y tiempos limite de ejecucién en un
nimero minimo de méquinas (idénticas) (SRDM). Si los tiempos son iguales para

todas las tareas, los autores reportan que el problema puede ser resuelto usando un

2



algoritmo tipo Bin Packing, mientras que cuando se permite que los trabajos tengan
holguras como maximo uno, el problema se puede resolver de manera eficiente a
través de una formulacién basada en flujo. La holgura de un trabajo se define como
la diferencia entre su tiempo de inicio y el dltimo tiempo posible en que se puede
iniciar sin dejar de cumplir su plazo de inicio. En la literatura se han descrito va-
rias variantes de SRDM. En [27], se propone un algoritmo de aproximacién 2 y un
algoritmo de aproximacién 6 para los casos especificos en los que todos los trabajos
tienen un tiempo de liberacién comtin y cuando todos los trabajos requieren el mis-
mo tiempo de procesamiento, respectivamente. Una variante del problema central
de esta propuesta consiste en incluir capacidades de carga de trabajo sobre las ma-
quinas [24]. Los autores abordan el problema considerando restricciones de tiempo
de ejecucion de manera continua y discreta. En la version continua cada tarea debe
ser ejecutada dentro de una ventana de tiempo y en la versioén discreta se tendra ex-
plicitamente conjuntos de intervalos de procesamiento de cada una de las tareas. En
este trabajo se proponen varias heuristicas basadas en el problema de Bin Packing
y un método exacto tipo Branch & Price. En [22] se propone un modelo entero mix-
to para el problema con una sola mdquina con tiempos iniciales de procesamiento
para los trabajos, el articulo es complementado con la presentacién y discusion de
cotas inferiores, varias clases de familias de desigualdades validas y algoritmos de

separacion.

En [3], la programacién de oficiales de servicio de atencién al cliente en un cen-
tro de atencion telefénica es reportado, los autores proponen un enfoque de soluciéon
que combina simulacién con programacién entera. En [1] se centran en el problema
de atencion al cliente desde el punto de vista de la economia y enriquece la literatu-
ra mostrando distintas perspectivas y dreas de aplicacién del problema estudiado.
En un estudio reciente presentado en [17] se busca mejorar la atencién por parte de
los oficiales de ventanilla a los clientes de un banco. El problema se centra en la ca-
lendarizacién de turnos de ventanilla de oficiales en la seccion de servicio al cliente,
considerando como estocéstico el tiempo de llegada del cliente y la duraciéon del
servicio, tal que la pérdida relacionada con la espera del cliente y el costo generado
por los oficiales de servicio sea minimizado; para resolver este problema de manera

eficiente, se utiliza un algoritmo adaptado de optimizaciéon de ondas de agua [28].

Con todos estos antecedentes se procede a recapitular la propuesta que se hace
en este proyecto de titulacién: abordar el problema como una versién multi-periodo
del problema de calendarizacién de maquinas paralelas sin interrupcién de los tra-

bajos, de tal manera que el nimero de periodos activos totales sea minimizado, res-



petando el criterio de calidad de atencién al cliente impuesto por el SRI. El problema
es modelizado usando distintos enfoques (tiempo de atencién continuo y tiempo de
atencién discreto) y se han comparado los resultados obtenidos. Ademas, se en-
contraron cotas inferiores y varias familias de desigualdades validas, junto con un

algoritmo exacto tipo Branch & Cut para la solucién del problema estudiado.

El presente trabajo de titulacion se encuentra organizado de la siguiente forma:
en el Capitulo 2 se presentan las definiciones bésicas necesarias para abordar el pro-
blema. En el Capitulo 3 se proporcionan dos formulaciones de programacion entera
para el problema de calendarizacion multi-periodo sin interrupcién de los trabajos
con méquinas paralelas. La primera es una versién continua en la que se permite que
el procesamiento de un trabajo comience dentro de una ventana de tiempo, mientras
que la segunda corresponde a una formulacién basada en flujos considerando una
discretizacion de las ventanas de tiempo. Algunas cotas inferiores y desigualdades
validas para ambas formulaciones son expuestas en el Capitulo 4. En el Capitulo 5 se
presentan ampliamente los resultados computacionales y finalmente en el Capitulo

6 se exponen las conclusiones obtenidas del trabajo realizado.



Capitulo 2

Definiciones Preliminares

2.1. Programacion Lineal Entera

En esta seccion se repasan los conceptos mds importantes para el desarrollo de

este trabajo de titulacion. Las definiciones han sido tomadas de [14].

DEFINICION 2.1. Sean A € R™*" una matriz, b € R™ y ¢ € R" dos vectores. Un
problema de programacion lineal (LP) consiste en encontrar x € R" tal que Ax < b
y c'x sea maximizado, o decidir que {x € R" : Ax < b} es vacio, o decidir que para

todoa € R hayunx € R" con Ax <byc'x > a.

Aqui ¢ x denota el producto escalar entre vectores y se lo denomina funcién
objetivo y Ax < b,x > 0 representan el conjunto de restricciones. A menudo se

escribe un programa lineal de las siguiente manera:

Una solucion factible de un LP méx{cx : Ax < b} es un vector x con Ax < b. Una

solucion factible que alcanza el maximo se llama solucién 6ptima.

La programacion lineal se ocupa de maximizar o minimizar una funcién objetivo
lineal de un ntimero finito de variables sujetas a un niimero finito de desigualdades

lineales. Entonces, el conjunto de soluciones factibles es la intersecciéon de un ntiime-



ro finito de semiespacios. Tal conjunto se llama poliedro:

DEFINICION 2.2. Un poliedro en R" es un conjunto P = {x € R": Ax < b} para
alguna matriz A € R™*" y algun vector b € R™. S5i A y b son racionales, entonces P

es un poliedro racional. Un poliedro acotado se llama politopo.

DEFINICION 2.3. Dado un politopo P y dos vectores a y B. Si se satisface para todo
x € P la desigualdad de la forma ax < p, entonces esta es una desigualdad vélida

para P.

Si se imponen restricciones de integrabilidad sobre las variables del LP, entonces
se tendran los problemas de programacién lineal entera. Si se dispone de variables
enteras y continuas, entonces aparecen los problemas de programacion lineal mix-
tos. Finalmente, cuando las variables enteras estdn restringidas exclusivamente a

dos posibles valores {0, 1}, entonces surge la programacion binaria.

DEFINICION 2.4. Un programa lineal entero (IP) es un problema de programacién
lineal, sujeto a la restriccion adicional de que las variables de decisién x tomen va-

lores enteros:

S.I.
Ax <b
x>0
xeZ"

En 1947 George Dantzig [21] introdujo la programacién lineal y el algoritmo Sim-
plex como un método que podria usarse para resolver problemas del mundo real.
El éxito del algoritmo condujo a una amplia gama de especializaciones y generali-
zaciones que han dominado la investigaciéon de operaciones durante més de medio
siglo. Este algoritmo permite resolver LPs de forma eficiente en la préactica, pero se
pueden construir ciertas instancias donde este algoritmo no trabaja adecuadamente.
En 1979, L. Khachiyan present6 por primera vez que los problemas de programa-
cién lineal podrian ser resueltos en tiempo polinomial adoptando el método de la

elipsoide usado para resolver problemas no lineales. Desafortunadamente la apli-



cabilidad computacional fue muy limitada e inaplicable en la préctica. Unos afios
después, en 1984, Karmarkar [12] present6 el Método de Punto Interior que resuel-
ve problemas lineales en tiempo polinomial y ademds present6 una implementaciéon
computacional competitiva con el Simplex. El articulo de Karmarkar condujo a un
notable incremento de trabajos asociados a la programacion lineal y muchas otras

areas relacionadas como la programacién convexa.

Para los IP, de manera general, no existe un algoritmo que los resuelva en tiempo
polinomial puesto que la Programacion Lineal Entera es un problema NP-Completo.
Sin embargo, muchos trabajos han aportado en la generacién de algoritmos de solu-
cién. Asi, en [8] se estudi6 el Problema del Agente Viajero, donde los autores presen-
taron el Algoritmo de Planos Cortantes que consiste en cortar iterativamente ciertas
caras del poliedro relajado sin perder las soluciones enteras. En 1958, Gomory [11]
demuestra la gran importancia de los planos cortantes para resolver problemas ge-
nerales de la programacion entera, describiendo un procedimiento que identifica
una secuencia correcta de planos cortantes que garantiza una solucién entera en
finitas iteraciones (aunque exponencial). Un par de afios més tarde, en [10] se pro-
pone el algoritmo fraccionario de Gomory que consiste en resolver el problema sin
considerar las restricciones de integrabilidad de las variables y se propone afadir
desigualdades vélidas que reducen el conjunto de soluciones del problema lineal

continuo asociado, sin excluir ninguna solucién entera.

Por otra parte se tiene el algoritmo Branch & Bound [15] que consiste en linea-
lizar el modelo de Programacién Entera, es decir, resolver éste como si fuese un
modelo de Programaciéon Lineal y luego generar cotas en caso que al menos una
variable de decision entera adopte un valor fraccionario. Finalmente, se tiene el mé-
todo Branch & Cut [18] que consisten en una combinacién del algoritmo de planos
cortantes y el algoritmo Branch & Bound. El método resuelve el programa lineal
sin restricciones enteras utilizando el algoritmo simplex. Cuando se obtiene una so-
lucién 6ptima, y esta solucién tiene un valor no entero para una variable que se
supone que es entera, se puede usar un algoritmo de planos cortantes para encon-
trar restricciones lineales adicionales que se satisfacen con todos los valores enteros

factibles, pero que se violan con la regla.



2.2. Teoria de Grafos

La segunda formulacién de este trabajo de titulacion estd basado en flujos, por
lo que es fundamental conocer ciertos conceptos bésicos de Teoria de Grafos. Las

definiciones para esta seccién han sido tomadas de [14, 20].

DEFINICION 2.5. Un grafo no dirigido G = (V,E) es un par ordenado compuesto
por un conjunto finito de puntos V.= {vy,..,v2} llamados nodos o vértices y un
multiconjunto, de pares desordenados de V, E = {{v;,v;} : v;,v; € V} llamados

aristas.

El conjunto de nodos de un grafo G también es notado como V(G) y el conjunto
de aristas como E(G). Ademads, se notard a |V| = n como el nimero de nodos y

|E| = m como el namero de aristas del grafo G.

Si dos aristas tienen los mismos extremos se dicen aristas paralelas y una arista
que conecta un nodo consigo mismo se llama lazo. Un grafo simple es aquel que no

tiene aristas paralelas ni lazos. En la Figura 2.1 se puede apreciar un grafo simple.

U1

0O
/\,

85,/ \ €1

/ €6 \

U5~y y V2

€10 €1 —
\\ it \\,./-/"// /"J
\.\\ /\ ,//
\ Vo /
€A\ / €
. \'\\ 69 68 ,"” .
\\ \ /
y S
V4 €3 U3

Figura 2.1: Grafo simple.

Un grafo simple en el que cada par de nodos se encuentran conectados por una

arista se llama grafo completo.

DEFINICION 2.6. Sea G = (V,E) un grafo no dirigidob W C VyF C E.SiH =
(W, F) es un grafo, se dice que H es un subgrafo de G.
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Figura 2.2: Subgrafos obtenidos mediante la eliminacién de una arista y un nodo.

En la Figura 2.2 se puede apreciar un grafo y dos subgrafos obtenidos al eliminar

una arista y un nodo respectivamente.

DEFINICION 2.7. Sea G = (V, E) un grafo no dirigido. Se dice que los nodos v;, v; €

V son adyacentes si {v;,v;} € E. Los nodos adyacentes son conocidos como vecinos.

DEFINICION 2.8. EI conjunto de todos los nodos vecinos a un cierto nodo v; € V se

denomina vecindad, esto es:

N(UZ') = {?)] : {Ui, U]} S E}

DEFINICION 2.9.Sea G = (V,E) un grafo no dirigido. El conjunto de todas las

aristas incidentes a cierto nodo v; € V es representado por:

(S(Ui) = {{vi,vj} : {Ui,U]'} c E}

La cardinalidad de 6(v;) se conoce como el grado del nodo y corresponde al
numero de aristas incidentes al nodo v;. Un nodo de grado 0 se denomina nodo

aislado.

2.2.1. Grafos Dirigidos

Aunque muchos problemas se pueden abordar con teoria de grafos, el concepto
de grafo que se introdujo anteriormente a veces no es del todo adecuado. Cuando se
trata de problemas de flujo de trafico, por ejemplo, es necesario saber qué caminos
de la red son de un solo sentido y en qué direccién se permite el trafico. En este caso
un grafo no dirigido no es de mucha utilidad. Claramente lo que se necesita en esta
situacion es un grafo en el que a cada arista se le asigne una direccién, es decir, un

grafo dirigido.



DEFINICION 2.10. Un grafo dirigido D = (V,A) es un par ordenado compuesto
por un conjunto finito de puntos V. = {vy,...v,} llamados nodos o vértices y un
multiconjunto de pares ordenados de nodos A = {(v;,vj) : v;,v; € V} llamados

arcos.

En un grafo dirigido se tiene que (v;,v;) # (vj, v;). Por otra parte, dado un arco
a = (v;,v;), se dice que v; es el predecesor de v; 0 que v; es el sucesor de v;. Ademds,
se llama a v; como el nodo inicial del arco a y a v; como el nodo final. En la Figura

2.3 se puede apreciar un grafo dirigido.

Y/ A

Figura 2.3: Grafo dirigido.

DEFINICION 2.11. Sean a; y ap dos arcos del grafo dirigido D. Se dice que a; y a;
son arcos paralelos si tienen los mismos nodos iniciales y finales. Por otro lado, a1 y
ay son antiparalelos si el nodo inicial de a; es el final de a; y el nodo inicial de a; es

el final de a.

DEFINICION 2.12. Un arco se dice que es un lazo si su nodo inicial y final es el

mismo.

DEFINICION 2.13. Un grafo dirigido simple es aquel que no tiene arcos paralelos ni

lazos.

Para las nociones de vecindad y grado de los nodos es necesario precisar las

direcciones en que acttian los arcos. Asi, se tienen las siguientes definiciones:
DEFINICION 2.14. La vecindad predecesora de un nodo v; € V se define como:
N+(Ui) = {U] : (Z)]', UZ') € A}
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DEFINICION 2.15. La vecindad sucesora de un nodo v; € V se define como:
N~ (v;) = {v; : (v;,vj) € A}

DEFINICION 2.16. EI conjunto de arcos entrantes para un nodo v; € V se define

como:

5+ (v1) = {(v;,0) : (v, 0;) € A}

DEFINICION 2.17. El conjunto de arcos salientes para un nodo v; € V se define

CcOomo:
6~ (vi) = {(v;,v)) : (vi,v)) € A}

En cuanto a la cardinalidad de estos conjuntos de arcos se define a |5 (v;)| como

el grado entrante de v; € V y a |6~ (v;)| como el grado saliente de v; € V.

Una observacion importante es que todo grafo no dirigido puede ser transfor-

mado en un grafo dirigido dividiendo cada arista en arcos antiparalelos.

Finalmente, se procedera a definir qué es un camino.

DEFINICION 2.18. Un camino P = (V,E) es un grafo no vacio de la forma V =

{v1, ..., vx}, E = {{v1, 02}, ..., {vk_1,vr} } donde los elementos de V son distintos.

Losnodos v7 y vk son llamados nodos extremos del camino y losnodos vy, ..., v
son llamados nodos internos. El ntimero de aristas del camino es la longitud del
mismo. A menudo es usual encontrar en la literatura que un camino es una secuen-
cia de nodos P = v1,vy,..., Uk 0 que es una secuencia alternada de nodos y aristas

P = vy,e1,0y,...,6x_1, Uk que va desde el nodo v hasta el nodo vy.

2.2.2. Redes de flujo

DEFINICION 2.19. Una red capacitada R = (V, A, u) consiste en un grafo dirigido

D = (V, A) y una funcién no negativa de capacidades sobre los arcos u : A — R;..

Ademés, se trabajard con dos nodos especificos s y t, denominados nodo fuente
y nodo sumidero, respectivamente. Adicionalmente, se supondré que 6 (s) = Qy

0~ (t) = @, es decir, no existen arcos entrantes a s o salientes de ¢.

DEFINICION 2.20. Un flujo de s a t (st — flujo) sobre una red capacitada es una

funcién x : A — R4 que satisface las siguientes dos propiedades:

11



e 1. Conservacion de flujo

Y. %~ ) %i=0,

(i,j)ed~ (i) (joi)ed™ (i)
para todoi € V\{s,t}.

e 2. Limite de capacidades
0 < xjj < ujj

para todo (i,j) € A.
Con la definicién anterior se puede introducir una medida de discrepancia sobre
el flujo que se mueve sobre el conjunto de arcos.

DEFINICION 2.21. Sea x : A — R,.. El flujo neto de s a t en la red capacitada R =

(V,A,u) estd dado por:

x| = 2x(67(s)) = x(07(s)) = ). xi— ). s

(si)eA (is)€A

Toda red tiene al menos un flujo factible, pues tomando x;; = 0 para todo (i,j) €

A, se satisface la definicién de conservacion de flujo y capacidad.

En la figura 2.4 se presenta un ejemplo de un flujo. Sobre cada arco del digrafo

se presenta la informacién relacionada al flujo y a la capacidad.

(2.3) (0.9)

q '
(4.9) 0,7) (3.3)
(2,6) \\\\ (1,1) / ,
N (0,4)
€T o (- : o)
WiNe b,
\ (67
(24) AN CE) ORI (4.5)
2,3) -

(1,9)

Figura 2.4: Red de flujo.
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2.3. Calendarizacién de maquinas

En esta seccién se presenta la notacion sobre calendarizacion de maquinas que
se usard a lo largo de este trabajo y se define formalmente el problema a estudiar.

Los fundamentos y notacién de este apartado se pueden encontrar en [6, 24, 9].

Sean | = {1,...,n} un conjunto de trabajos y M = {1,...,m} un conjunto de
maquinas. Cada trabajo i € | tiene asociada una hora de llegada 2; € Ry y un
tiempo de procesamiento t; > 0. El procesamiento del trabajo debe comenzar a lo
sumo en y € Z, unidades de tiempo una vez que el trabajo ha llegado. La tltima
hora de inicio permitida de procesamiento de un trabajo i es denotado por b; :=
a; + 7. El horizonte temporal se divide en un conjunto finito P de periodos de tiempo
de igual duracién L. Una mdquina puede estar activa o inactiva en cada periodo y
puede procesar un trabajo solo mientras estd activa. Ademads, una méquina activa
puede procesar como méximo un trabajo al mismo tiempo y no hay limite en la

cantidad de trabajos que puede procesar una maquina.

El problema multi-periodo de calendarizacién de méquinas paralelas (MPCM)
consiste en decidir qué maquinas deben estar activas en cada periodo y programar
todos los trabajos en las mdquinas activas, de manera que el procesamiento de los
trabajos se realice dentro de los plazos correspondientes. El objetivo del problema
apunta a minimizar la cantidad total de periodos-mdaquina, es decir, la suma del na-
mero de méquinas activas durante todos los periodos. Para una mejor compresion

del problema MPCM se presenta el siguiente ejemplo:

EJEMPLO 1. Consideremos una jornada que consta de 3 periodos, cada uno con una
longitud de L = 5 unidades. Se deben programar cinco trabajos dentro de este hori-
zonte en tres mdquinas paralelas. La informacién del tiempo de llegada y el tiempo
de procesamiento de cada uno de los trabajos se encuentra en las columnas 2 y 3 del
Cuadro 2.1 respectivamente. El tiempo maximo de espera para el inicio del procesa-

miento es v = 1 unidad.
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Cuadro 2.1: Informacién de tiempos e intervalos de atencion.

ifa; |t [a,a+t] | [a+1,a+1+1]
110 |2 [0, 2] [1, 3]

2 2| [1,3] 2, 4]

3 3 [6,9] [7,10]

4 5] 16, 11] [7,12]
50122 12 14] [13,15]

Por lo tanto, cada trabajo puede ser procesado en dos posibles intervalos de tiem-
po que estdn indicados en las dos tltimas columnas del Cuadro 2.1. En la Figura 2.5
se pueden observar los intervalos de tiempo de atencién de los cinco trabajos, en el

horizonte de tiempo con los tres periodos.

O0—1 i —————— | [ —
a; +1 a; +1+t az +1 az+1+1t; as +1 as +1+ts
a; a; +t; as as +ts as as +ts
® & @ @
0 L 2L 3L
a; +1 a,+1+¢, ag +1 az+1+t,
as a, +t; ay ag + 1ty

Figura 2.5: Intervalos de atencién en el horizonte de tiempo para el Ejemplo 1.

En la Figura 2.6 se puede observar la soluciéon 6ptima para este problema. Se
han usado dos mdaquinas: la maquina 1 estard activa durante los tres periodos y
procesaré los trabajos 1, 2, 4 y 5, mientras que la maquina 2 estara activa durante un
solo periodo y procesara el trabajo 3. La tercera mdquina no es usada en la solucién.
Asi, el valor 6ptimo para el ejemplo del problema MPCM es la suma de los periodos

activos de las dos méquinas, es decir, el valor es 4.
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M1: 1 2 4 5

M2: 3

Figura 2.6: Solucién 6ptima para el Ejemplo 1.

El problema propuesto esta estrechamente relacionado con los problemas de ca-
lendarizacién de mdquinas paralelas sin interrupcién de los trabajos con restriccio-
nes de intervalo. Estos problemas se pueden clasificar en términos generales en dos
grupos: (i) una versién discreta en la que los conjuntos de intervalos de trabajo se
dan explicitamente y (ii) una versién continua en la que cada trabajo se procesa den-
tro de una ventana de tiempo definida por su hora de llegada y su tltima hora de

inicio permitida [6].
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Capitulo 3

Calendarizacion de maquinas en

paralelo

Para este trabajo de titulacién se asume como conocida la hora de llegada de
los usuarios (trabajos) y el tiempo de duracién de cada uno de los tramites (pro-
cesamiento del trabajo), entonces la asignacién de personal (asignacion de trabajos
a maquinas) se la puede tratar como una versién multi-periodo del problema de

calendarizacién de mdquinas paralelas.

Como se mencioné en capitulos anteriores, este problema se abordara con dos

modelos de programacién enteros mixtos.

3.1. Primera formulacion

En [9] se estudia el Problema del Agente Viajero (TSP) con ventanas de tiem-
po (TSPTW) que puede ser formulado de la siguiente forma: dado un conjunto de
ciudades, una ventana de tiempo sobre cada ciudad y las distancias entre cada par
de ciudades. El problema consiste en encontrar la ruta de distancia minima visitan-
do cada ciudad exactamente una sola vez. Ademaés, el servicio en una ciudad debe
comenzar dentro de la ventana de tiempo, es decir, no se permite que un vehiculo
llegue a una ciudad después de la tltima hora para comenzar el servicio. Sin em-
bargo, si un vehiculo llega demasiado pronto, se le permite esperar hasta que la
ciudad esté lista para el inicio del servicio. Este tipo de problemas se pueden encon-
trar en una variedad de aplicaciones del sector industrial y de servicios. El modelo
formulado para TSPTW, ha servido como punto de partida para formular el mode-

lo continuo de calendarizacién de méquinas sin interrupcién de los trabajos, donde
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el procesamiento del trabajo i € | debe comenzar dentro de la ventana de tiempo
[a;; b;].

Para describir este primer modelo se define el grafo dirigido D = (V,A). Se
dispone de un conjunto de nodos V := JU {0} U {d} que contiene todos los trabajos
del conjunto | mds un nodo origen y un nodo de depésito. Para definir el conjunto

de arcos, se introduce la siguiente definicion:

DEFINICION 3.1. Un par ordenado de trabajos (i,j) € ] x ] se llaman compatibles si
el trabajo j puede ser procesado después del trabajo i en la misma mdquina, es decir,

si se cumple que a; +t; < b;.

El conjunto C C | x | denotara al conjunto de trabajos compatibles y el conjunto
de arcos del digrafo D estd dado por A := CU ({o} x J) U (] x {d}).

La formulacién de este modelo considera variables enteras, binarias y continuas.
Se define x;; como una variable de decisién binaria que toma el valor de uno si el
arco (i,j) € A es usado en la solucién y serd cero en caso contrario. Esta variable
intenta determinar el orden de procesamiento de los trabajos, ya que si x;; = 1
implica que el trabajo j es procesado inmediatamente después del trabajo i. Para
cada nodo i € ] se define la variable continua T; € R} que indica el inicio de
procesamiento del trabajo i. Ademds, se definen las variables enteras y; € P que
representa el periodo en el que el trabajo i inicia su procesamiento y y7 € P denota el
periodo en el que el trabajo i finaliza su procesamiento. Finalmente, para cada par de
trabajos compatibles (i,j) € C, se define la variable binaria z;; que es igual a uno si
las siguientes condiciones se satisfacen: (i) el trabajo j es procesado inmediatamente
después del trabajo i en la misma maquina; (ii) el trabajo i finaliza en un periodo gy
el trabajo j empieza en un periodo r tal que r > g. Caso contrario esta variable toma

el valor de 0.

El modelo continuo de calendarizacién de maquinas (CMC) viene dado por:

min) xi+ Y (V7 -y + Y z (3.1)
ie] ic] (i,j)eC

Z Xij = 1, Vie], (3.2)
(i,j)eA

Z Xji — Z Xij = 0, Vie], (3.3)
(ji)eA (i,j)eA
Zxoi < |M‘/ (34)
ief
T+t — T; < K(1 - x;5), V(i j) € C, (3.5)
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L2 >Ti+t—L, Vie], (3.6)
Ly! <T, Vi, (3.7)
[Plzij > (y} —y7) = |P|(1 = xy), v(i,j) €C, (3.8)
a; <T; < b Vi€, (3.9)
x;; € {0,1}, (i, j) € A,
z;j € {0,1}, V(i,j) €C,
T; € Ry, Y}, yi € Z+, vie].

donde K es un ntiimero suficientemente grande.

La funcién objetivo minimiza el nimero total de periodos-maquina. Las restric-
ciones (3.2) aseguran que cada trabajo sea procesado por exactamente una sola méa-
quina y (3.3) son restricciones de conservacion de flujo asegurando que la solucién
se forme de un conjunto de caminos dirigidos de 0 a d, de modo que cada nodo
i € ] esté contenido exactamente en un camino. Cada uno de estos caminos repre-
senta la secuencia de trabajos procesados en una maquina especifica. La restricciéon
(3.4) limita el nimero de dichos caminos para que sean menores o iguales al ntimero
de méquinas disponibles. Las restricciones (3.5) establecen los tiempos de inicio de
procesamiento de acuerdo con las secuencias de trabajo asignadas a cada méqui-
na. Las restricciones (3.6) y (3.7) determinan los periodos de inicio y finalizacién de
cada trabajo. Las restricciones (3.8) cuentan la cantidad de veces que dos trabajos
compatibles consecutivos comienzan y terminan en periodos diferentes, es decir, si
(y} —y?) > 0y x;; = 1, entonces z;; = 1. Finalmente, las restricciones (3.9) son
restricciones de ventana de tiempo para la hora de inicio del procesamiento de ca-
da trabajo. Tanto el niimero de variables como el ntimero de restricciones tienen un

orden igual a O(n?).

El valor de la constante K puede ser calculada de forma adecuada dependiendo

de la instancia de entrada. Se tiene el siguiente resultado:
PROPOSICION 3.1. La restriccién (3.5) puede ser reescrita como:

Ti +1ti— T] < I<l](1 - xij)/ V(l,]) €eC
donde Kl‘]‘ = max {bl 4+t — a]-,O} , (Z,]) e C.

Demostracion. Puesto que los trabajos i,j € | son compatibles, entonces existen dos
escenarios: (i) para una misma mdaquina el trabajo j s6lo puede procesarse después

del trabajo i, es decir, (i,j) € Cy (j,i) ¢ C; o, (ii) para una misma maquina cual-
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quiera de los dos trabajos puede procesarse primero, es decir, (i,j) € Cy (j, i) € C.
Para el primer escenario se tiene que b; +t; < a; y por consecuencia K;; = 0. Con
esto T; + t; < Tj, lo cual siempre es cierto pues para una misma mdquina se debe
procesar primero el trabajo i. En cuanto al segundo escenario existen dos posibles
casos. Si el arco (i, ]) es seleccionado en la solucion, entonces x;; = 1y por tanto
T; +t; < Tj, lo cual es cierto pues el trabajo j se procesara después del trabajo i. Por
otro lado, si el arco (i, j) no es seleccionado en la solucién, entonces x;; = 0y asi
Ti+t;—T; < bj+t; —a;. Deesto se tienequea; —T; < b; — T, yaque T; > a;y
b > T;. O

3.2. Segunda formulacién

En esta seccién se presenta una version discretizada del problema de calenda-
rizaciéon de méaquinas sin interrupcién de los trabajos, en la que se discretizan los
intervalos de tiempo asociados a los trabajos y se definen explicitamente conjuntos
de intervalos de tiempo en los que pueden ser procesados los trabajos. Para esto se
hard uso del término «evento» el cual representa el inicio o final del procesamiento
de un trabajo, asi como también el inicio o final de un periodo de tiempo. Para cada
trabajo i € J, el conjunto Q] contiene todos los puntos de tiempo (discretos) en los
que puede iniciar o terminar el procesamiento del trabajo i, es decir, todos los tiem-
pos posibles a;,a; +1, ..., b; donde puede comenzar el procesamiento de los trabajos
i, junto con todos los tiempos posibles a; 4 t;,a; +t; +1,...,b; + t; en los que pue-
de finalizar el procesamiento del trabajo. Ademas, se define Q? := {0,L,...,|P|L}
como el conjunto de puntos en el tiempo en las que los periodos pueden comen-
zar o terminar. En el caso en el que existan eventos que se ejecuten en el mismo
tiempo, entonces los valores a;, t; y b; tendrdn una pequefia perturbacion sin afec-
tar la solucién 6ptima del problema, esto serd, a; + € * i, t; +€*xiy b, + € xi con
e > 0. Finalmente, se define el conjunto de eventos como Q = U;c; Q} U Q? con
|IQ| = 2(v+ 1)|J| + |P| + 1. Asi, el problema de calendarizacién discretizado se

puede formular como una instancia del problema de flujo de costo minimo.

Sea D = (V, A) undigrafo que asocia un nodo para cada evento y dos nodos adi-
cionales que representan el origen y el depdésito, es decir, V = {1,...,|Q|} U {o,d}.
Ademds, sea h una funcién que asigna a cada nodo j € {1,...,|Q|} el tiempo
h(j) € Q del evento representado por j. Los nodos asociados a Q han sido etiqueta-

dos de forma que j < I'siy solosih(j) < h(l).
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El conjunto de arcos del digrafo D es la unién de 3 subconjuntos Ay, A, A3, don-
de:

Av=1{(,j+1):1 <) < QI U{(0,1), (1QL,d), (0,d)}
Az = {(G1) = h(j),h(1) € Q2 h(l) = h(j) + L}
A = UsejAl, con A = {(j,1) = h(j),h(1) € Q) h(1) = h(j) + ;.

Ademads, se tiene que |Az| = (y+1)|J]|.

Por otra parte, se define la funcién de costo sobre los arcos ¢ : A — R;. Todos
los arcos en A; de la forma (j,j + 1), donde k(j) € Q? tienen costos iguales a uno,
los arcos restantes en A tienen costos 1guales a cero. Todos los arcos en A, tienen
costos iguales a cero, mientras que el costo de cada arco (j,1) € A3 se establece como
cjp = L’%J — L%J Ademés, la capacidad uj; de un arco (j,!) se define como |M], si
(j,1) € AfU Ay, yesigual aunosi (j,1) € As. Finalmente la demanda de los nodos

se establece en la siguiente funcién:

—|M|, ifj =o,
8 = IM| ifj=d,
0,sijeV\{od}.

El modelo discreto de calendarizacién de maquinas (C.MD) viene dado por:

min ) cjxj (3.10)
(jeA

Y, xi=1, Vie ], (3.11)
(j) AL

2 Xij— 2 Xj = §8j» V] eV, (3.12)
(Lj)eA (jl)eA
xﬂ < u]-l, V(],l) € A, (3.13)
Xl e”Zy, V(],l) €A

La funcién objetivo busca la minimizacién del namero total de periodos-méquina.
Las restricciones (3.11) aseguran que cada trabajo se procese en solo uno de sus in-
tervalos dados. Las restricciones (3.12) y (3.13) son de conservacién de flujo y capa-

cidades de los arcos, respectivamente.

Para facilitar la comprensién de cémo se construye el grafo anteriormente des-
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crito, se propone el siguiente ejemplo:

EJEMPLO 2. Consideremos una jornada que consta de 2 periodos, cada uno con una
longitud de L = 7 unidades de tiempo. Se deben programar dos trabajos dentro de
este horizonte en tres maquinas paralelas: el primer trabajo llega en el tiempo a; = 1
y requiere un tiempo de procesamiento de f; = 5 unidades de tiempo, mientras que
el tiempo de llegada del segundo trabajo es a, = 4 y su tiempo de procesamiento es
de t; = 6 unidades. El tiempo méximo de espera para el inicio del procesamiento es
7y = 1 unidad. Por tanto, el primer trabajo debe procesarse en uno de los intervalos
[1;6] 0 [2;7], mientras que el procesamiento del segundo trabajo debe ocurrir en uno
de los intervalos [4;10] o [5;11]. En la Figura 3.1 se pueden observar los intervalos

de tiempo de atencién de los dos trabajos, en el horizonte de tiempo con los dos

periodos.
ap +1 ay+1+h
Fomememmeen-- |
aq ap +4
I |
@ & 9
0 L 2L
as as +ty
F—— - - - - —
as+1 as +1+1ty
F———— = - 4

Figura 3.1: Intervalos de atencién en el horizonte de tiempo para el Ejemplo 2.

Ahora, dado que ya se conocen los intervalos de atencién de cada uno de los
trabajos se exponen los conjuntos relacionados a cada uno de estos. Se tienen los
conjuntos Q% ={1,2,6,7}, Q% ={4,5,10,11} y Q* = {0,7,14}. Notar que el evento
7 aparece tanto en Q% como en Q2. En consecuencia, todos los eventos relacionados
al inicio y al final del evento en conflicto son perturbados, esto es, Q1 = {1+ € x
1,2+e€ex*x1,6+€x%1,7+4 € x1}. Asi, se tiene el conjunto ordenado temporalmente
Q={01+ex1,2+€ex1,4,56+€%1,7,7+€x1,10,11,14}. Ahora, dado que
Q| =2(y+1)|J| +|P|+1=11,entonces V = {1,...,11} U{o,d} y se tienen los
valores asociados a la funcién ki : h(1) = 0,h(2) = 1+¢,...,h(11) = 14. Finalmente,
considerando los criterios de construccion de arcos, costos y capacidades se tiene la
Figura 3.2 donde las etiquetas (c;j, u;;) en los arcos indican el costo y capacidad,

respectivamente.
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Figura 3.2: Grafo de eventos discretizados del ejemplo 1.

Si se disponen de tres mdquinas, una solucién factible consiste en procesar cada
trabajo en el primer momento posible en una maquina diferente. El costo de la solu-
cién es tres, ya que la maquina que procesa el primer trabajo esta activa durante el
primer periodo, mientras que la méquina que procesa el segundo trabajo debe estar
activa durante los dos periodos. Esta solucién se representa en la Figura 3.2 como

los caminos:

P; :0,1,2,6,7,8,11,d.
P, :0,1,2,3,4,9,10,11,d.
PO :O,d.

Los caminos P; y P, indican la secuencia de trabajos procesados por las dos primeras
maquinas, mientras que el camino P; sefiala que la tercera maquina no tiene ningdn
trabajo asignado en la solucién. Los costos de los caminos corresponden al nimero

de periodos activos de las maquinas: 1, 2 y 0 para los tres caminos dados.

Como se observa en el ejemplo 1, cualquier solucién factible para CMD se puede
descomponer en | M| caminos en D. Para cualquier camino P, los arcos en A(P) N A3

determinan la secuencia de trabajos que debe procesar una de las maquinas.
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Capitulo 4

Desigualdades validas y cotas

inferiores

En este capitulo se presentan varias cotas inferiores y desigualdades validas para
los modelos CMC y CMD asociados al problema MPCM. Algunas desigualdades
validas seran incorporadas en el nodo raiz y otras en un algoritmo tipo Branch &
Cut.

4.1. Cotas inferiores para el problema MPCM

A continuacién se exponen algunas definiciones y resultados preliminares aso-
ciados al problema MPCM, que permitiran obtener cotas inferiores y desigualdades

validas para los modelos.

DEFINICION 4.1. Sea S C ], se define la longitud del conjunto S por [(S) = fs — ag,
con fs = max;es{b; + t;} yas = min;jes{a;} .

DEFINICION 4.2. Sea S C ], se llama tiempo de procesamiento del conjunto S a
t(S) = Liesti.

TEOREMA 4.1.Sea S C ] y |S| > 2. 5il(S) < t(S) entonces los trabajos en S deben

ser procesados por al menos 2 maquinas.

Demostracién. Supongamos que los trabajos se procesan en una sola maquina. Sin
pérdida de generalidad asumimos que el primer trabajo inicia su procesamiento en
el tiempo ag y que una vez finalizado un trabajo el siguiente sera ejecutado inmedia-

tamente después. Asi, se tiene que ag + t(S) < fg, pues fs es el tiempo maximo de
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finalizacion de los trabajos en S. Claramente lo anterior genera una contradiccion,
pues se tiene que t(S) < fs —ag = I(S). En consecuencia, los trabajos deben ser

procesados por al menos 2 méquinas. O

La idea de compatibilidad de trabajos (Definicién. 3.1) puede ser expuesta de

forma equivalente por el siguiente resultado:

TEOREMA 4.2. Seani, j dos trabajosen |. Sivy > aj —a; +tj o7y > a; — a; + t; entonces
los trabajos i y j pueden ser procesados por una sola mdquina y serdn llamados

trabajos compatibles.

Demostracion. Las expresiones v > a; —a; +tjy v > a; — a; + t; son equivalentes
ab; > aj+tjybj > a;+1t; respectivamente. La primera expresion implica que el
trabajo j debe ser procesado primero, ya que al menos uno de sus tiempos de fina-
lizacién es menor o igual que uno de los tiempos de inicio del trabajo i, es decir, el
trabajo i puede ser procesado por la misma maquina después del trabajo j. Ademas,
se verifica que si b; = a; + t; y se procesa primero la tarea j, entonces solo existe una
forma de procesar los trabajos y es atender uno inmediatamente después del otro.
Para el caso discreto si, b; > a; + t;, entonces existen al menos b; — a; + t; + 1 formas
de procesar los trabajos. En la segunda expresion se tiene el mismo anélisis, pero

primero se procesa el trabajo i. O

El resultado anterior permite obtener un par de corolarios que seran los cimien-

tos para la construccion de varias familias de desigualdades vélidas.

COROLARIO 4.3. Sean i,j dos trabajos en |. Si vy < aj—a;+tjy vy < a; —a;+t;,
entonces los trabajos i y j no pueden ser procesados por una sola mdquina y serdn

llamados trabajos incompatibles.

Demostracion. El resultado se obtiene al negar el teorema anterior, por consecuencia

queda demostrado. O

COROLARIO 4.4.Sean S C | con |S| > 2 y t € S un punto de tiempo. Si para todo
trabajoi € S se tiene que b; < t ya; +t; > t, entonces S es un conjunto de trabajos

incompatibles.

Demostracién. La demostracion es un resultado inmediato del corolario anterior. [
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A partir del concepto de incompatibilidad es posible encontrar cotas inferiores
para el nimero de mdquinas en cada uno de los periodos de trabajo del sistema.

Para esto primero se presentan las siguientes definiciones:

DEFINICION 4.3. Sea p € P. Se define ]’19 ={ie]:Lp<a;<b;<L(p+1)} como

el conjunto de trabajos que deben iniciar su procesamiento en el periodo p.

DEFINICION 4.4. Sean p € P y un tiempo t € [Lp, L(p + 1)). Se llamardn conjuntos
de inicializacién de mdquinas en un tiempo t a los W;; C ];, tal que todo par de

trabajos distintos i, j € W;, son incompatibles en dicho tiempo t.

DEFINICION 4.5. Sea p € P. Se define el conjunto minimo de inicializacién de ma-

quinas para trabajos incompatibles de un periodo p por:

Wp = méXe 1y 1(p41) A Wp -

TEOREMA 4.5. Para cada p € P se necesitan al menos |W,| maquinas.

Demostracion. Puesto que W), contiene trabajos que deben empezar en p y ademas
ningan par de trabajos en W), puede ser atendido en una misma maquina, entonces
cada trabajo deberd ser procesado por una méquina distinta. Asi, se necesitan al

menos |W,| maquinas para procesar estos trabajos en el periodo p. O

COROLARIO 4.6. El niimero minimo de mdquinas necesarias para procesar todos

los trabajos de una jornada con |P| periodos es igual a max,cp|Wp|.

Demostracion. Por el teorema anterior se tiene que en cada p € P se necesitan al
menos |W,| méaquinas para procesar los trabajos. Por consecuencia, el méximo de
dichos valores es el minimo nimero de maquinas necesarias para procesar todos

los trabajos de una jornada con |P| periodos . O

Usando el mismo criterio de incompatibilidad y considerando la finalizacién del
procesamiento de un trabajo en lugar de la inicializacién, se plantean dos nuevas
cotas inferiores para el nimero de méquinas. Primero se introducen las siguientes

definiciones:

DEFINICION 4.6. Se define ]’% ={ieJ:Lp<aj+t;<bi+t;<L(p+1)} comoel

conjunto de trabajos que deben ser finalizados en el periodo p € P.

DEFINICION 4.7. Sean p € P y un tiempo t € [Lp, L(p + 1)). Se llamardn conjuntos
de finalizacién de mdquinas en un tiempo t a los Fé C ];%, tal que todo par de trabajos

distintos i,] € F;; son incompatibles en dicho tiempo t.
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DEFINICION 4.8. Sea p € P. Se define el conjunto minimo de finalizacién de mdqui-

nas para trabajos incompatibles de un periodo p por:

— mé t
Fy = méxgeqrp,1(p1)) {Fp -
Con esto se proponen dos resultados adicionales:

TEOREMA 4.7. Para cada p € P se necesitan al menos |F,| mdquinas.

Demostracion. Puesto que F, contiene trabajos que deben finalizar en p y ademas
ningdn par de trabajos en F, puede ser atendido en una misma méaquina, entonces
cada trabajo deberd ser procesado por una méquina distinta. Asi, se necesitan al

menos |Fy| mdquinas para procesar estos trabajos en el perfodo p. [

COROLARIO 4.8. El niimero minimo de mdquinas necesarias para procesar todos

los trabajos de una jornada con |P| periodos es igual a max,cp|Fp|.

Demostracién. En el teorema anterior se demostré que para cada p € P se necesitan
al menos |F,| madquinas para procesar los trabajos. Por consecuencia, el maximo de
dichos valores es el minimo nimero necesario de maquinas para procesar todos los

trabajos de una jornada con |P| periodos . O

Los siguientes resultados se enfocan en el comportamiento del sistema sobre ca-

da uno de los periodos de trabajo. Se introducen las siguientes definiciones:

DEFINICION 4.9. Seap € P.Sedefinea ], ={i€ J:Lp <a; <b;+t; <L(p+1)}

como el conjunto de trabajos que deben ser procesados en el periodo p.

DEFINICION 4.10. Sea p € P. Se detine el conjunto de trabajos que se procesan en el
periodo p como 0, = |, U ]rl’ U ]5.

16p]

DEFINICION 4.11. Se define Ny = (W

| como el nimero minimal de maquinas para

el periodop € P.

Con todas estas definiciones y teoremas anteriores se procede a plantear los si-

guientes resultados:

TEOREMA 4.9.Sean S C |, Wg y F; los conjuntos minimos de inicializacion y fi-
nalizacién de mdquinas en un periodo p € P usando los trabajos en el conjunto S,
respectivamente. Ademads, sean | rSJ el subconjunto de tareas de S que deben ser pro-

cesadas en el periodo 5 el niimero minimal de maquinas de un periodo ara
p PYip q p P
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el conjunto S. El nimero minimo de periodos-mdquinas necesarios para procesar

los trabajos en S es:

Vfﬂ t(Js
max [@—‘ ;Y | max {\Wps\, ’F;’,ﬂ;, {%} }

=17

Demostracion. Se tiene que p € [|£], L%J J. Puesto que W es el conjunto de traba-
jos no compatibles 2 a 2 en el periodo p considerando trabajos en S, entonces |W’§|
es una cota inferior para el nimero de maquinas necesarias para procesar los tra-
bajos de S en dicho periodo. Andlogamente, |Fr§| también es una cota inferior para
el nimero de méquinas para procesar los trabajos de S en dicho periodo. Por otra
parte, es claro que 175 es el nimero minimo de maquinas necesarias en el periodo p,
pues si se debe procesar al menos un trabajo de S en dicho periodo, entonces 17, =
y en el caso de que no se procese ningdn trabajo en dicho periodo se tendra 175 =0.
Ademas, es facil notar que para procesar los trabajos del conjunto ]g, las méaquinas
necesarias deben cubrir al menos el tiempo de procesamiento de dichos trabajos lo
que implica que la suma de los tiempos de procesamiento de los trabajos sobre este
conjunto son una cota inferior para el niimero de maquinas necesarias para procesar
los trabajos de S en cada periodo p. Por consecuencia, al ser todas cotas minimas en
un periodo p, el méximo de estos valores es la mejor cota inferior para dicho periodo
y al sumarlos se tendra una cota inferior del niimero de periodos-médquinas necesa-
rios para procesar los trabajos en S. Finalmente, si todas las maquinas procesan los
trabajos en S sin tener tiempos inactivos, entonces P(TS)W corresponde a una segun-
da cota inferior valida. Por tanto, el mayor de estos dos valores es una cota para el
6ptimo del problema MPCM.

DEFINICION 4.12. Sean i y j dos trabajos en ]. Se define a S = {i,j} como el con-
junto generador de trabajos compatibles si i es compatible con j, pero j no lo es con

1.

DEFINICION 4.13. Se define S, C ], con |S,| = n > 3, como el conjunto bésico
de trabajos compatibles, si contiene al menos un conjunto generador de trabajos

compatibles {i,j} y ademds a; + t; < ay + t; y by < b; paratodok € Sy, \ S».

TEOREMA 4.10. Sean S, y un conjunto generador de trabajos compatibles S; =
{i,j} C Sy. Si se satisface que:

® Nkes,\, [ bl N [ai + 1, bj] = [I, b] # @,
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o Ih— 11 >t(5:\52),
entonces todos los trabajos en S,, pueden ser procesados por una sola mdquina.

Demostracion. El intervalo [a; +t;, b;] es el espacio de tiempo que se genera al pro-
cesar primero el trabajo i y al final el trabajo j. Claramente existe un espacio de
tiempo mayor a 0, ya que de no ser el caso, la interseccién de la primera condicién
seria vacfa. Este intervalo marca el espacio de tiempo donde podran ser procesados
el resto de trabajos. Por otra parte, al realizar (ieg,\ s[4, bx] se tendrd una ventana
de tiempo comun de inicios de procesamiento para los trabajos k. Asi, la expresion
Mkes\s, [k O] N [a; +t;,b;] = [I1, b] # @ indica que existe un espacio de tiempo
entre el procesamiento de los trabajos en S;, donde los trabajos en S;, \ S, pueden ini-
ciar su procesamiento. Finalmente, basta con garantizar que el tamafio del intervalo
(en términos de tiempo) sea mayor o igual a la suma de los tiempos de procesamien-
tos de los trabajos, esto es I, — I1 > #(S, \ S2). Asi, todos los trabajos en S, pueden

ser procesados por una sola maquina. O

El resultado anterior abre paso al estudio de cotas inferiores para el problema
MPCM. Por ejemplo, si se considera |S,| = 3 y su conjunto generador de trabajos
compatibles S, = {i,j} C S,y I, — 1 < t, entonces para este conjunto se necesi-
tardn al menos 2 periodos-méquinas para el procesamiento de los trabajos. Podran
darse varios enfoques acorde a la cardinalidad del conjunto bésico de trabajos com-
patibles o al tiempo de procesamiento de los trabajos que no estan en su conjunto

generador de trabajos compatibles. Asi, se presenta el siguiente resultado:

TEOREMA 4.11. Sean S, C ] y S, = {i,j} C S, un conjunto generador de trabajos
compatibles. Si para todo k € S, \ S, se tiene que b; — (a; + t;) < t;, entonces se

necesitan al menos [ 5| periodos-mdquina para procesar los trabajos de Sj,.

Demostracion. Notar que en el mejor de los casos todo par de trabajos distintos [, 1
en € S, \ Sy pueden ser compatibles. Asi, entre este par de trabajos se genera un
intervalo de tiempo [a; + t;, b,] donde pueden ser procesados otros trabajos. Puesto
que a; +t; < ap +t, by <bjyb; — (a; +t;) <ty paratodok € S, \ Sy, entonces by, —
(a;+ 1) < ty paratodo ! # h # k. De lo anterior, ningtin subgrupo de trabajos de
cardinalidad mayor a 2 puede ser procesado por una sola méquina y ningtn trabajo
k € S, \ Sy puede ser procesado por la misma maquina que procesa los trabajos
i,j. Puesto que se ha asumido el mejor escenario, la compatibilidad de trabajos, se

concluye que al menos se necesitardn |5 | maquinas para procesar los trabajos en
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S,. Claramente, si es una cota inferior para el nimero de maquinas también lo sera

para el nimero de periodos-méquina. O

TEOREMA 4.12. Para cada p € P se necesitan al menos {@W madquinas.

Demostracion. Puesto que el conjunto [, contiene todos los trabajos que deben ser
procesados en el periodo p entonces el nimero de mdquinas necesarias para proce-

sar estos trabajos deben cubrir al menos su tiempo de atencién. O

COROLARIO 4.13. El ntimero minimo de mdquinas necesarias para procesar todos

los trabajos de una jornada con |P| periodos es igual a méaxycp { [@—‘ }

Demostracién. En el teorema anterior se demostré que para cada p € P se necesitan
t (. . . o

al menos [@W maquinas para procesar los trabajos. Por consecuencia, el maximo

de dichos valores es el minimo ntimero necesario de maquinas para procesar todos

los trabajos de una jornada con |P| periodos . O

4.2. Desigualdades validas y cotas inferiores para CMC

En esta seccion se presentan desigualdades validas y cotas inferiores para el pro-
blema MPCM en su versién continua. Algunos resultados son consecuencia de lo

reportado en la Seccion 4.1.

TEOREMA 4.14. El valor 6ptimo del modelo CMC satisface la siguiente desigualdad:
t(J)
Yo Xoi + Y (Wi -yt Y oz > { i —‘
ic] ic] (i,j)eC

Demostracion. El resultado es inmediato puesto que el nimero total de periodos-
maquina en el horizonte de tiempo deben cubrir al menos la suma de los tiempos

de procesamiento de todos los trabajos en . O

TEOREMA 4.15. La desigualdad:

Y (i—y) =0

icJ

es vdlida para CMC

Demostracion. El resultado es inmediato, pues el periodo en el que finaliza el proce-
samiento de un trabajo i € | debe ser siempre mayor o igual al periodo en el que

llega el trabajo. O
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Los siguientes resultados permiten identificar el periodo en el que un trabajo

inicia y finaliza su procesamiento.
TEOREMA 4.16. Dado un trabajoi € | talque |a;/L| = |b;/ L], entonces la ecuacién:

-1

es vdlida para el modelo CMC.

Demostracién. Dado que a; < T; < b; y por la restriccion (3.7), se prueba el resultado.
O

Este teorema indica que el trabajo serd procesado exactamente en el mismo pe-

riodo que lleg6.

TEOREMA 4.17. Sea i € | un trabajo tal que | (a; +t;)/L| = | (b; +t;)/L], entonces

la ecuacion:

-2

es vdlida para el modelo CMC.

Demostracién. Dado que a; < T; < b; y ademas se tiene la restriccién (3.6), entonces

el resultado es inmediato. ]

El siguiente resultado identifica los trabajos que inician y terminan en el mismo

periodo. Es consecuencia de los dos teorema anteriores.

TEOREMA 4.18. Dado un trabajo i € | tal que |a;/L| = [(b; +t;)/L], entonces la

ecuacion:
12 V_J
yl yl L

es vdlida para CMC.

Ahora se presentardn resultados que reducen el namero de variables binarias.

TEOREMA 4.19. Dados dos trabajos i,j € ], tal que (i,j) € Cy |a;/L| = [b;/L],
entonces

yj —y; <0

Ademads, la ecuacion:

Zi]':O

se cumple para la solucién éptima de CMC.
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Demostracién. Dado que |a;/L] = [b;j/L], el procesamientos de los trabajos i y j
empiezan en el mismo periodo. Por otra parte, se tiene que a; < T; +t; y por la

restriccion (3.6) se tiene que:

d <)< Z) =13 <[] <t

Ademas, dado que el lado derecho de (3.8) es menor o igual a cero, z;; = 0 se cumple
para la solucién 6ptima de CMC. O

Algunas combinaciones de arcos en D representan soluciones infactibles, por lo

que deben ser eliminadas del modelo. Asi, se presentan los siguientes resultados.

TEOREMA 4.20. Sean i, j € | dos trabajos compatibles, entonces se tiene la siguiente
desigualdad vdlida para CMC:

Zjj < Xij
Demostracion. El resultado es inmediato pues si el arco (i,j) € C no es seleccionado
en la solucion, entonces por definicién x;; = z;; = 0. O

TEOREMA 4.21. Dados dos trabajos i,j € ], tal que (i,j),(j,i) € C, entonces las
desigualdades
zij+zi <1, xjj+x; <1

son vdlidas para el modelo CMC.

Demostracion. De (3.5) se tiene que x;; y xj; no pueden tomar el valor de uno simul-
taneamente. Por consecuencia y por el teorema anterior, z;; y zj; no pueden tomar el

valor de uno simultdneamente. ]

Ahora, se presentan los resultados derivados del teorema 4.5 y el corolario 4.6.

TEOREMA 4.22. Para todo periodo p € P, la desigualdad

). xij = |Wy|
jery:
i]}

es vdlida para el modelo CMC.

COROLARIO 4.23. La desigualdad

Xoi > max |W,|
; oi peb p
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es valida para CMC.

Ademas, se tienen los casos particulares para el conjunto minimo de finalizacién

de un periodo p obtenidos en el teorema 4.7 y corolario 4.8.

TEOREMA 4.24. Para todo periodo p € P, la desigualdad

Y xij > |Fy
jer:
i3

es vdlida para el modelo CMC.

COROLARIO 4.25. La desigualdad

X,; > max |F
Lt = mix|F

es vdlida para CMC.

A continuacién se presentan los resultados derivados del teorema 4.12 y el coro-
lario 4.13:

TEOREMA 4.26. Para todo periodo p € P, la desigualdad

e

J€Ip:
i¢]p

es vdlida para el modelo CMC.

COROLARIO 4.27. La desigualdad

()

ie]

es vdlida para CMC.

4.3. Desigualdades validas y cotas inferiores para CMD

A continuacion se presenta un resultado derivado del teorema 4.14:
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TEOREMA 4.28. La desigualdad
t
> CijXij > [%w
(ij)eA

es vdlida para CMD.

Ahora se reportardn los resultados derivados del teorema 4.12 y del corolario

4.13, para esto es necesario introducir la siguiente definicion:

DEFINICION 4.14. Se defineaV, = {j € V\ {o,d} : Lp < h(j) < L(p+1)} comoel

conjunto de nodos que representan eventos que ocurren dentro del periodo p € P.

TEOREMA 4.29. Para cada periodo p € P, la desigualdad

t(Jp)
). Xjl + Xk k+1 [—Lp w
(jl)eAs:
JEVplEV,

es vdlida para el modelo CMD. El nodo k representa el inicio del periodo p, es decir,

h(k) = Lp € Q2.

COROLARIO 4.30. La desigualdad

([

es vdlida para el modelo CMD.

A continuacion se presentan las desigualdades vélidas a partir del conjunto mi-

nimo de inicializacién que se obtuvieron en el teorema 4.5 y corolario 4.6.

TEOREMA 4.31. Para todo periodo p € P, la desigualdad

Yo X+ Xk > Wy
(j,l)EA3:
JEVpIEV)

es vdlida para el modelo CMD.

COROLARIO 4.32. La desigualdad
X,1 > max |W.
ol = peP | p’

es vdlida para el modelo CMD.
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Asi, se presentan las desigualdades vélidas a partir del conjunto minimo de fi-

nalizaciéon para CMD obtenidas en el teorema 4.7 y corolario 4.8.

TEOREMA 4.33. Para todo periodo p € P, la desigualdad

Y. X+ X1 > |Fyl
(j/l)EAS:
JEVp eV

es vdlida para el modelo CMD.

COROLARIO 4.34. La desigualdad
> max |F
Yol = péalgq p|

es vdlida para el modelo CMD.
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Capitulo 5

Resultados Computacionales

En este capitulo se reportan los resultados de 100 experimentos computaciona-
les llevados a cabo con las formulaciones CMC y CMD propuestos en el Capitulo 3.
Se estudia el impacto que tienen en los modelos la inclusién de las desigualdades
validas descritas en el Capitulo 4. Se presentan los resultados del modelo continuo
con desigualdades validas incluidas en un algoritmo exacto tipo Branch & Cut. Fi-
nalmente, se presentan resultados computacionales sobre instancias reales de dias

completos para el modelo discreto con la eleccién de la mejor estrategia de solucion.

Los modelos de programacion entera se resolvieron utilizando el solver de opti-
mizacion Gurobi 9.1.1 [23] y la interfaz del lenguaje de programacién Python. Todos
los experimentos se realizaron en un computador portétil Intel Core i7 2.7GHz con
16 GB de RAM bajo el sistema operativo Windows 10 Home.

5.1. Instancias

Los experimentos computacionales se realizaron sobre un conjunto de instancias
de prueba considerando datos del mundo real (anonimizados) proporcionados por
el SRI desde su base de datos. Se consideraron varias agencias representativas del
pais y se seleccionaron varios dias del mes de octubre de 2017 y abril y junio de
2018. Las primeras 11 instancias se obtuvieron muestreando un ntimero parcial de
clientes de estos dias, las siguientes 9 instancias son modificaciones de las instancias
de prueba muestreadas que incluyen conjuntos de clientes que satisfacen el Teorema
4.9 y las altimas 6 son instancias de pruebas completas, es decir, abarcan toda la
jornada laboral de las agencias. Los datos incluyen tiempos de llegada de clientes,

tiempos de espera y tiempos de procesamiento.

35



El Cuadro 5.1 describe las caracteristicas de las primeras 11 instancias. La pri-
mera columna de la tabla hace referencia al nombre abreviado de la instancia que
se usard en los experimentos, las columnas 2 y 3 indican el niimero de clientes y
la cantidad de periodos, respectivamente. El resto de columnas indican el nombre
de la agencia, afio, mes, dia y ntimeros de periodo de los cuales se han tomado los

datos.

Cuadro 5.1: Informacion de instancias muestreadas

Instancia ]I [P Agencia Afno Mes Dia Periodos
L 30 1  Plataforma Gubernamental Amazonas 2018 06 01 8a9
L 50 9  Plataforma Gubernamental Amazonas 2018 06 01 8alé6
I3 100 4 Centenario 2018 06 01 8all
Iy 100 5 Chone 2018 06 01 8al2
I5 100 4 Guayaquil Centro 2018 06 01 8all
Is 248 9  Plataforma Gubernamental Amazonas 2018 06 01 8al6
I; 287 4  Plataforma Gubernamental Amazonas 2018 06 01 8all
Ig 372 9  Plataforma Gubernamental Amazonas 2018 06 01 8alé6
Iy 457 5  Plataforma Gubernamental Amazonas 2018 06 01 13a17
Lo 507 6  Plataforma Gubernamental Amazonas 2017 10 01 8al3
Iy 556 6  Plataforma Gubernamental Amazonas 2017 10 01 8al3

El cuadro 5.2 presenta las 9 instancias modificadas con la inclusién de clientes

que satisfacen el Teorema 4.9 y tiene la misma estructura que el cuadro 5.1.

Cuadro 5.2: Informacion de instancias modificadas

Instancia ]I [Pl Agencia Ano Mes Dia Periodos
154 35 1  Plataforma Gubernamental Amazonas 2018 06 01 8a9
IS, 75 9  Plataforma Gubernamental Amazonas 2018 06 01 8al6
1S3 95 9  Plataforma Gubernamental Amazonas 2018 06 01 8al6
IS, 100 4 Centenario 2018 06 01 8all
IS5 100 5 Chone 2018 06 01 8al2
IS¢ 100 4 Guayaquil Centro 2018 06 01 8all
1S, 155 9  Plataforma Gubernamental Amazonas 2018 06 01 8al6
ISg 205 9  Plataforma Gubernamental Amazonas 2018 06 01 8al6
ISg 305 9  Plataforma Gubernamental Amazonas 2018 06 01 8al6

En el Cuadro 5.3 se muestra la informacién de las instancias de prueba conside-

rando dias completos y tiene la misma estructura que los dos cuadros anteriores.
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Cuadro 5.3: Informacién de instancias completas

Instancia ]I [P Agencia Ao Mes Dia Periodos
IC; 499 9 Centenario 2018 04 02 8alé6
IC, 533 10 Manta 2018 04 02 8al7
IC3 598 9 Salinas y Santiago 2018 04 02 8al6
ICy 697 10 Galo Plaza 2018 04 02 8al7
IC5 853 10 Plataforma Gubernamental Amazonas 2018 04 02 8al7
ICq 931 9 Cuenca 2018 04 02 8al6

Considerando los estandares de calidad y la informacién de las agencias propor-
cionada por el SRI se tiene que: (i) el tiempo de espera es de veinte minutos, por
consecuencia v = 20/60 horas, (ii) el ntimero promedio de periodos en los que las
agencias ofrecen servicio al cliente es |P| = 12, (iii) la duracién de cada uno de estos
periodos es L = 1 hora y (iv) el nimero méximo de ventanillas disponibles en la

jornada (maquinas activas en cada periodo) es de |M| = 25.

5.2. Experimentos computacionales usando CMC

El objetivo de esta seccion es estudiar el desemperfio del modelo CMC y el impac-
to de la inclusion de las desigualdades validas estudiadas en el capitulo 4. Para esto
se han considerado 4 escenarios: (i) CMC, que es la experimentacién computacional
del modelo continuo sin incluir desigualdades validas, (ii)) CMC + BDC1, que con-
sidera el modelo continuo junto con las desigualdades obtenidas de los Teoremas
4.14, 4.15, 4.20 y 4.21, (iii) CMC + BDC2, que corresponde al modelo continuo con
la inclusién de las desigualdades obtenidas de los Teoremas 4.14, 4.18, 4.19, 4.26 y
4.25y (iv) CMC + BDC3, que contiene todas las desigualdades de los bloques BDC1
y BDC2.

En el Cuadro 5.4 se presentan los resultados de los experimentos computaciona-
les considerando las instancias del Cuadro 5.1. Las primeras tres filas contienen la
informacién de cada una de las instancias. Cada escenario contiene un bloque de
filas incluyendo el valor de la funcién objetivo, la mejor cota inferior, la brecha de
optimalidad en porcentaje (GAP), el tiempo de computo en segundos, la cantidad
de nodos explorados por el algoritmo Branch and Bound, la cantidad de variables
y el ntimero de restricciones. El tiempo de cdlculo se limit6 a 3600 segundos para
cada instancia y se us6 la configuracion por defecto de Gurobi. Todas las instancias

consideran 25 méquinas idénticas.
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Se puede observar un mal comportamiento del primer escenario, ya que en todos
los casos el GAP supera el 58 % e incluso en la instancia I1o se supera el 97 %. En los
siguientes 3 escenarios, la inclusién de las desigualdades validas genera una dréstica
reduccién del GAP en todas las instancias (en promedio 68,96 % ). Se puede observar
que en las instancia I;1, el GAP del primer escenario en relacién al cuarto escenario
se reduce en més de un 88 %. Finalmente, podemos afirmar que el escenario 4 es el
mejor de todos los escenarios considerados, ya que se obtienen mejores resultados,
principalmente en las instancias de gran tamafio. De esta forma, se ha comprobado
computacionalmente el efecto positivo de la inclusién de desigualdades vélidas en
CMC.

Cuadro 5.4: Soluciones de CMC

Instancia Il 12 13 I4 I5 16 I7 Ig 19 110 Ill
1]l 30 50 100 100 100 248 287 372 457 507 556
IPI 1 9 4 5 4 9 4 9 5 6 6

Obj 7 12 28 15 27 44 52 69 98 103 104

Cota 1 5 9 2 7 4 5 7 7 3 4

GAP(%) | 85.71 58.33 67.86 86.67 74.07 90.91 90.38 89.86 92.86 97.09 96.15
CMC | Tiem. (S) | 3600.33 3600.19 3600.08 3600.13 3600.24 3600.18 3600.14 3600.28 3600.17 3600.21 3600.16
#Nodos | 146331 128087 5533 64518 3242 2211 277 104 1 1 1

# Var 1572 2920 11334 11800 11120 65496 91639 146374 227165 282553 337016
# Res 1603 2971 11435 11901 11221 65745 91927 146747 227623 283061 337573

Obj 7 12 28 14 26 43 49 69 81 87 94
Cota 6 8 24 12 25 37 44 56 68 68 75
CMC | GAP(%) | 14.29 33.33 14.29 14.29 3.85 13.95 10.2 18.84 16.05 21.83 20.21

+ Tiem. (S) | 3600.24 3600.05 3600.12 3600.06 3600.08 3600.17 3600.31 3600.14 3600.18 3600.4 3600.61
BDC1 | #Nodos | 652330 172252 41383 50828 51144 1416 1216 401 1250 89 277
# Var 1572 2920 11334 11800 11120 65496 91639 146374 227165 282553 337016
# Res 2846 4481 16854 17553 16533 100661 145006 225245 340065 423072 504693

Obj 7 12 27 14 27 42 49 66 81 80 96
Cota 6 8 24 12 25 37 44 56 68 68 75
CMC | GAP(%) | 14.29 33.33 11.11 14.29 741 11.9 10.2 15.15 16.05 15 21.88

+ Tiem. (S) | 3600.15 3600.11 3600.15 3600.07 3600.08 3602.11 3600.15 3605.37 3600.22 3600.27 3600.22
BDC2 | #Nodos | 448353 209720 68441 120371 90312 2624 1626 1674 1976 1876 52
# Var 1572 2920 11334 11800 11120 65496 91639 146374 227165 282553 337016
# Res 1606 2982 11441 11908 11227 65757 91934 146759 227631 283069 337582

Obj 7 12 28 14 27 42 49 63 78 80 91
Cota 6 8 24 12 25 37 44 56 68 68 75
CMC | GAP(%) | 1429 33.33 14.29 14.29 7.41 11.9 10.2 11.11 12.82 15 17.58

+ Tiem. (S) | 3600.05 3600.26 3600.06 3600.18 3600.12 3600.06 3600.14 3600.13 3600.89 3600.27 3600.79
BDC3 | #Nodos | 813901 189518 35892 95529 49442 3590 2623 1825 1537 1195 914
# Var 1572 2920 11334 11800 11120 65496 91639 146374 227165 282553 337016
# Res 2848 4491 16859 17559 16538 100672 145012 225256 340072 423079 504701
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5.2.1. Algoritmo Branch & Cut

En esta seccion se estudia el desempefio de CMC con la inclusion de desigualda-
des asociadas a los Teoremas 4.9 y 4.14. Para la experimentacién computacional se

usan las instancias reportadas en el Cuadro 5.2.

En el Cuadro 5.5 se presentan los resultados de este escenario. En dicho cuadro,
las tres primeras columnas contienen la informacién de cada una de las instancias.
En las siguientes columnas se expone el valor de la funcién objetivo, la cota inferior,
la brecha de optimalidad en porcentaje (GAP), el nimero de desigualdades asocia-
das al Teorema 4.9, el tiempo de computo en segundos, la cantidad de nodos explo-
rados por el algoritmo B&B, la cantidad de variables y el ntimero de restricciones.
El tiempo de cédlculo se limit6 a 3600 segundos para cada instancia y se desactivaron
los planos cortantes que usa Gurobi para el proceso de optimizacioén en su configu-

racion por defecto. Todas las instancias consideran 25 maquinas idénticas.

La rutina de separacion es ejecutada sobre cada nodo dependiendo de la solu-
cién fraccionaria de CMC y generando una enumeracion exhaustiva de conjuntos
de tamafio 3, 4 y 5 nodos. Para cada conjunto S, se verifica si la desigualdad asocia-

da al Teorema 4.9 es violada. Si es el caso, la restriccién correspondiente es incluida
enel LP.

Se puede observar que en todas las instancias existe al menos una desigualdad
vdalida ingresada al LP y que entre mas grande es la instancia se necesita explorar
una menor cantidad de nodos. Podemos observar que la instancia IS¢ es la de mejor
GAP (7,14 %), en donde se exploran 12336 nodos en el algoritmo Branch & Bound
y se ingresan dos desigualdades validas al LP. E1 GAP promedio de todas las ins-
tancias es de 13,18 % que es un buen indicador y denota el beneficio de incluir las

desigualdades asociadas al Teorema 4.9 y la desigualdad del Teorema 4.14.

La presente estrategia no fue considerada dentro de los experimentos anteriores
ya que el algoritmo de separaciéon usado genera altos tiempo de calculo y no es

competitiva con las otras estrategias.
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Cuadro 5.5: Soluciones de CMC con la inclusién de desigualdades asociadas a los
Teoremas 4.9y 4.14

CMC + Planos

Instancia ]I IP| Obj Cota GAP(%) Planos Tiem.(S) #Nodos #Var #Res
1S, 35 1 8 7 12.50 1 3600.04 1386813 2061 2098
1S, 75 9 16 14 12.50 3 3600.06 91766 6489 6566
1S3 95 9 19 16 15.79 3 3604.26 73249 9977 10074
IS4 100 4 28 25 10.71 1 3601.97 112764 11140 11242
IS5 100 5 19 16 15.79 3 3600.48 68903 11446 11548
IS¢ 100 4 28 26 07.14 2 3602.04 128336 10950 11052
1S, 155 9 33 28 15.15 2 3604.16 4881 26403 26560
ISg 205 9 44 37 15.91 1 3605.14 1667 45319 45526
1S9 305 9 61 53 13.11 1 3601.71 3710 99707 100014

5.3. Experimentos computacionales usando CMD

Al igual que en la seccién anterior se han realizado 4 escenarios para estudiar
el modelo CMD y el efecto producido por la inclusion de desigualdades vélidas. Se
tienen los 4 siguientes escenarios: (i) CMD, que corresponde a la experimentacién
computacional del modelo discreto sin incluir desigualdades vélidas, (ii) CMD +
BDD1, que corresponde al modelo discreto con la inclusién de las desigualdades
obtenidas de los Teoremas 4.29 y 4.30, (iii) CMD + BDD2, relacionado al modelo
discreto junto con la inclusién de desigualdades obtenidas del teorema 4.28 y (iv)
CMD + BDD3, que contiene todas las desigualdades de los bloques BDD1y BDD?2.

En el Cuadro 5.6 se presentan los resultados de los experimentos computacio-
nales considerando las instancias del Cuadro 5.1. Las primeras tres filas contienen
la informacién de cada una de las instancias. Cada escenario contiene un bloque
de filas incluyendo el mejor valor de la funcién objetivo, la brecha de optimalidad
en porcentaje (GAP), el tiempo de computo en segundos, la cantidad de nodos ex-
plorados en el proceso de optimizacién, la cantidad de variables y el nimero de
restricciones. El tiempo de cdlculo no se ha limitado para ninguna instancia y se usé
la configuracién por defecto de Gurobi. Todas las instancias consideran 25 méquinas

idénticas.
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Cuadro 5.6: Soluciones de CMD

CMD

CMD

BDD1

CMD

BDD2

CMD

BDD3

Instancia

171
P

Obj
GAP(%)
Tiem. (S)
# Nodos

# Var

# Res

Obj
GAP(%)
Tiem. (S)
# Nodos

# Var

# Res

Obj
GAP(%)
Tiem. (S)
# Nodos

# Var

# Res

Obj
GAP(%)
Tiem. (S)
# Nodos

# Var

# Res

I
30

0.05

1235
634

0.16

1235
636

0.11

1235
635

0.05

1237
637

I
50

0.39

2535
1490

12

0.43

2535
1500

12

0.30

2535
1491

12

0.49
19
2535
1501

I3
100

1.42

4385
2375

26

1.39

4385
2380

26

1.32

4385
2376

26

4.60

122
4385
2381

Iy
100

1.01

4485
2470

13

1.32

4485
2476

13

1.26

4485
2471

13

1.32

4485
2477

Is
100

26
0
0.38

4342
2327

26

1.21

4342
2333

26

1.55

4342
2328

26

2.04

4342
2334

Ig
248

39
0
456.01
14816
10595
5580

39
0
1225.15
33703
10595
5591

39
0
4040.64
273001
10595
5581

39
0
1258.08
68474
10595
6195

I7
287

46
0
25.93
307
11833
6072

46
0
12.39
794
11833
6079

46
0
27.16
498
11833
6073

46
0
22.95
357
11833
6080

Is
372

60

683.36
4863
16102
8607

60
0
4085.02
65913
16102
8618

60
0
2260.30
21747
16102
8608

60
0
3532.36
42228
16102
8619

Iy
457

74
0
82.68
532
18404
9243

74
0
181.59
1780
18404
9250

74
0
129.40
743
18404
9244

74
0
178.20
1487
18404
9251

ho
507

74

62.72
1642

20149
9981

74

114.43
1241
20149
9989

74

96.95
303
20149
9982

74
0
15.25
1
20149
9990

I
556

83

19.04
31
22073
10925

83

48.04
30
22073
10933

83

69.42
1056

22073

10926

83
0
11.98
1
22073
10934

Todos los escenarios alcanzan la optimalidad en todas las instancias. El modelo

sin la inclusién de desigualdades validas tiene un excelente comportamiento ya que

se dispone de una buena cota inferior obtenida de la relajacién lineal de CMD. Se

observa que en la mayoria de los casos se alcanza la optimalidad en menor tiempo

en el escenario 3. En las instancias I y I se consigue el valor 6ptimo en menor tiem-

po y se explora menos nodos. Por otro lado, para las primeras instancias del cuarto

escenario se tiene un comportamiento similar al escenario CMD, incluso se percibe

un mejor desempefio en instancias de gran tamafio. En las dos tdltimas instancias, el

cuarto escenario es ampliamente superior al primero, ya que requiere menos tiem-

po para llegar al 6ptimo explorando un sélo nodo en el algoritmo de B& B. Debido
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a esto y a que las bases de datos del SRI comprenden instancias extremadamente

grandes, CMD+BDD3 es seleccionado como la mejor estrategia de solucién.

5.4. Comparacién de los mejores escenarios de CMCy
CMD

En el Cuadro 5.7 se presenta una comparacién entre los mejores escenarios de
cada unos de los modelos reportados en el presente trabajo. En dicho cuadro, las
tres primeras columnas contienen la informacién de cada una de las instancias. Para
cada escenario se expone el valor de la funcién objetivo, la cota inferior, la brecha de
optimalidad en porcentaje (GAP), el tiempo de cémputo en segundos, la cantidad
de nodos explorados por el algoritmo B&B, la cantidad de variables y el nimero de
restricciones. El tiempo de célculo se limité a 3600 segundos para cada instancia y
se uso la configuracién por defecto de Gurobi. Todas las instancias consideran 25

maquinas idénticas.

Se puede observar que la formulacién CMD se desempefia claramente mejor que
CMC, incluso el peor escenario de CMD tiene mejor desempefio que CMC. Esto
puede explicarse debido a la diferencia en el namero de variables y en el nimero
de restricciones en cada uno de los modelos, donde CMC claramente tiene mayor

tamafio generando hasta 17, 6 veces més variables y 38, 6 veces més restricciones que
CMD.

Cuadro 5.7: Comparacién de los mejores escenarios de CMC y CMD

CMC+BDC3 CMD + BDD3

Instancia ]I IPI Obj Cota GAP(%) Tiem.(S) #Nodos #Var #Res Obj GAP(%) Tiem.(S) #Nodos #Var #Res
L 30 1 7 6 14.29 3600.05 813901 1572 2848 7 0 0.05 1 1237 637
I 50 9 12 8 33.33 3600.26 189518 2920 4491 12 0 0.49 19 2535 1501
I3 100 4 28 24 14.29 3600.06 35892 11334 16859 26 0 4.60 122 4385 2381
Iy 100 5 14 12 14.21 3600.18 95529 11800 17559 13 0 1.32 1 4485 2477
Is 100 4 27 25 7.41 3600.12 49442 11120 16538 26 0 2.04 1 4342 2334
Is 248 9 42 37 11.9 3600.06 3590 65496 100672 39 0 1258.08 68474 10595 6195
I7 287 4 49 44 10.2 3600.14 2623 91639 145012 46 0 22.95 357 11833 6080
Ig 3729 63 56 111 3600.13 1825 146374 225256 60 0 3532.36 42228 16102 8619
Iy 457 5 78 68 12.82 3600.89 1537 227165 340072 74 0 178.20 1487 18404 9251
) 507 6 80 68 15.00 3600.27 1195 282553 423079 74 0 15.25 1 20149 9990
Iy 556 6 91 75 17.58 3600.79 914 337016 504701 83 0 11.98 1 22073 10934
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5.5. Soluciones de la mejor estrategia de CMD en ins-

tancias reales

En este apartado se reportan los resultados computacionales de aplicar la mejor
estrategia de CMD (CMD+BDD?3) en instancias reales que considera toda la jornada

laboral de una agencia.

En el Cuadro 5.8 se presentan las soluciones de los experimentos computaciona-
les considerando las instancias del Cuadro 5.3. Las tres primeras columnas de dicho
cuadro contienen la informacién de cada una de las instancias. Para cada escena-
rio se expone el valor de la funcién objetivo, el tiempo de computo en segundos, la
cantidad de nodos explorados por el algoritmo B&B, la cantidad de variables y el
numero de restricciones. No se limit6 el tiempo de célculo y se us6 la configuraciéon

por defecto de Gurobi. Todas las instancias consideran 25 maquinas idénticas.

En todas las instancias se alcanza la optimalidad. Se puede observar que la ins-
tancia IC3 fue aquella que necesité mayor tiempo para alcanzar la optimalidad
(2590.92 segundos) y fue la segunda instancia en la que se exploré la mayor cantidad
de nodos en el algoritmo B&B. Por otra parte, todas las instancias fueron resueltas
en menos de 40 minutos. Lo anterior evidencia que CMD+BDD3 es una estrategia
adecuada para afrontar el problema MPCM, ya que resuelve instancias con més de

900 trabajos y alrededor de 10 periodos en un tiempo razonable.

Cuadro 5.8: Soluciones de la mejor estrategia de CMD en instancias reales

CMD + BDD3
Instancia ]I [Pl Obj Tiem.(S) #Nodos #Var #Res
I1Cq 499 9 84 130.38 2468 20933 10910
I1Cy 533 10 75 1344.48 40556 22132 11429
ICs3 598 9 91 2590.92 40418 24567 12604

ICy 697 10 105 544.11 4345 28370 14387
ICs 853 10 124 807.30 3877 34110 17007
ICs 931 9 122 2399.59 11473 37094 18431
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Capitulo 6
Conclusiones y Recomendaciones

En el presente trabajo se estudi6 el problema multi-periodico de calendarizacién
de méaquinas con aplicacion al problema de asignacion de personal a ventanillas de
servicio al cliente en las distintas agencias del Sistema de Rentas Internas del Ecua-
dor, respetando criterios de calidad impuestos por dicha instituciéon. Para esto se
plantearon dos modelos de programacion lineal entera y se disefiaron algoritmos
exactos de solucion. El primer modelo de programacion lineal entera mixta, se for-
mulé considerando que cada cliente sea atendido dentro de una ventana de tiempo
continua (CMC). El segundo modelo de programacion entera, se formulé conside-
rando que cada cliente sea atendido dentro de una ventana de tiempo discretizada
(CMD).

Para el modelo CMC, se identificaron varias familias de desigualdades vélidas y
cotas inferiores. Se implementaron computacionalmente 4 distintos escenarios, con-
siderando el modelo y la inclusién de distintas familias de desigualdades vélidas y
cotas inferiores. La implementaciéon consideré 11 instancias reales de prueba y en
ninguna de las instancias se lleg6 a la optimalidad. Sin embargo, la efectividad de
las desigualdades vélidas se evidenci6 significativamente al obtener reducciones de
mas del 50 % en la brecha de optimalidad en todos los casos. La mejor estrategia

para un mejor desempefio computacional fue CMC + BDC3.

Para el modelo CMD también se experimenté con varias familias de desigualda-
des validas y cotas inferiores. Se consideraron las mismas 11 instancias de prueba
que en CMC y se consideraron 4 escenarios para la implementacién computacional.
Se plante6 comparar el modelo CMC frente al modelo CMD incluyendo varias fami-
lias de desigualdades vélidas y cotas inferiores. En todas las instancias y escenarios

se lleg6 a la optimalidad. El escenario CMD tuvo un excelente desempefio, incluso
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mejor que CMD + BDD1 y CMD + BDD2 donde se exploré una menor cantidad
de nodos y se tuvo un menor tiempo de ejecucion. El excelente desempefio de CMD
se debe a que el valor de la funcién objetivo de la relajacién lineal es cercana al valor
6ptimo del modelo entero. Ademads, se pudo observar que entre mds grande es la
instancia, la inclusion de las desigualdades vélidas y cotas inferiores reporta mejo-
res resultados. Esto se puede verificar ya que usando la estrategia CMD + BDD3 se
reportan menores tiempos de ejecuciéon y menor ntimero de nodos explorados en el

proceso de optimizacion.

En conclusién, se puede notar que la inclusién de desigualdades vélidas y cotas
inferiores que se reportaron en este trabajo son de amplia utilidad para abordar el
problema MPCM. Ademds, CMD + BDD3 es la formulacién que mejor desempefio

mostro.

Finalmente se mencionaran algunos de los trabajos que se pueden realizar a fu-

turo:

e Estudiar a fondo desigualdades validas asociadas al poliedro de cada una de

las formulaciones.

e Estudiar detenidamente los efectos de los parametros de configuracién de Gu-
robi, tales como desactivar o activar familias de determinados planos cortan-

tes.

e Extender el estudio de MPCM realizado para el Sistema de Rentas Internas del
Ecuador a otras instituciones que ofrezcan servicios de atencién al cliente en

ventanillas.
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Anexos

Cédigo 1. Librerias.

from time import perf_counter

from

import
import
import
import
import
import

import

base

base

gurobipy import *
numpy as np
itertools

pandas as pd

math as math
xlsxwriter

networkx as nx

matplotlib.pyplot as plt

Cédigo 2. Lectura de la base de datos.

pd.read_csv("Instancia.csv")

base.iloc[:]

hora_llegada=(np.array(base) [:,1])

minuto_

tiempo_

llegada=(np.array(base) [:,2])

atencion=(np.array(base) [:,3])

Cédigo 3. Extraccion de nformacién inicial para el modelo CMC.

n = (np.array(base) [:,0]) .size

N=[]

for i in range(l,n+1):

N.append (i)

o=n+1
d=n+2
V=N[:]

V.append (o)
V.append (d)
t_espera=20/60

a=[]
t=[]

for i in N:

a.append (hora_llegada[i-1]+(minuto_llegadal[i-1])/60)

t.append(tiempo_atencion[i-1]/3600)
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b=1[]

for

k=2

for

for

for

bt=

for

M1= math.floor ( max(bt))-math.floor( min(a))

ml

X,

Cédigo 4. Construccion de conjuntos de arcos del modelo CMC

Cédigo 5. Constante adecuada para la restriccién 3.5 del modelo CMC

i in N:
b.append(al[i-1]+t_espera)
5
(]
i in N:
for j in N:
if ali-1]1+t[i-1] <= b[j-1]:
I.append( (i,3) )
(]
i in N:
for j in N:
if ali-1]1+t[i-1] <= b[j-1]:
A.append( (i,j) )
A.append( (o,i) )
A.append( (i,d) )
{3
i,j in I:
M[(i,j)] = max( bli-1]+t[i-1]-alj-1] ,
(]
i in N:

bt .append (b[i-1])

Cédigo 6. Implementaciéon de CMC

= Model ()
T, yi1, y2, z = {}, {},

= ml.addVars( A,
)

{3,

vtype

{3, {3

= GRB.BINARY
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y1

ml

= ml.addVars( N, vtype GRB.CONTINUOUS, name=’T’ , 1b

o )

= ml.addVars( N, vtype = GRB.INTEGER , name=’yl’, 1b =
o )

= ml.addVars( N, vtype = GRB.INTEGER , name=’y2’, 1lb =
0o )

= ml.addVars( I, vtype = GRB.BINARY , name=’z’

)
.update ()

for i,j in A:

x[i,j].BranchPriority = 4;

for i in N:

1]
—
-

y1[i].BranchPriority

for i in N:

y2[i] .BranchPriority = 1;

for i,j in I:

ml.

ml.

ml

ml

ml.

ml.

ml.

mil.

ml.

z[i,j].BranchPriority = 1;
setObjective ( x.sum(o,’*’) + ( quicksum( y2[i]l-y1[i] for
i in N ) ) + quicksum( z[i,j] for i,j in I),
GRB.MINIMIZE) ;
addConstr ( ( (quicksum( x[o,i] for i in N)) + ( quicksum( y2
[i]l-y1[i] for i in N ) )
+quicksum( z[i,j] for i,j in I)>= math.ceil ((

quicksum(t[i-1] for i in N)).getValue()) ),

name="teo_1");
.addConstrs( ( x.sum(i,’*’) == 1 for i in N), name="res_2");
.addConstr ( (quicksum( x[o,i] for i in N)) <= k ,
name="res_3");
addConstrs( ( x.sum(’*°’,i) - x.sum(i,’*’) == 0 for i in N)
, name="res_4");
addConstrs ( (T[il+t[i-1]1-T[j] <= M[i,jl*(1-x[i,j]) for i,j in
I) , name="res_5");
addConstrs( ( y2[i] >= T[i] + t[i-1] - 1 for i in N) , name=
"res_6");
addConstrs ( ( y1[i] <= TI[il] for i in N) , name="res_7");
addConstrs( ( Mi*z[i,j]l >= (y1[jl-y2[il) - M1*(1-x[i,j]) for
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i,j in I) , name="res_8");
ml.addConstrs( ( al[i-1] <= T[i] for i in N) , name="res_9_1");

ml.addConstrs( ( T[i] <= b[i-1] for i in N) , name="res_9_2");

Cédigo 7. Desigualdades validas para CMC

ml.addConstrs( (x[i,j] + x[j,i] <=1 for i in V for j in V if (i
,j) in I if (j,i) in I) , name="res_10");
ml.addConstr( ( quicksum( y2[i]l-y1[i] for i in N ) )>= 0, name="
res_0");
ml.addConstrs( ( z[i,j] <= x[i,j] for i,j in I) , name="res_12")
for i in N:
if math.floor( ali-1])== math.floor( b[i-1]1+t[i-1]):
y1[il.1lb=math.floor( ali-1]);
y1[i].ub=math.floor( ali-1]);
y2[i].1lb=math.floor ( ali-1]);
y2[i] .ub=math.floor( ali-1]);
for i,j in I:
if math.floor( ali-1])== math.floor(b[j-11):
z[i,j].1b=0;
z[i,j].ub=0;
ml.addConstr( ( (quicksum( x[o,i] for i in N)) + ( quicksum( y2
[i]-y1[i] for i in N ) )
+quicksum( z[i,j] for i,j in I)>= math.ceil ((
quicksum(t[i-1] for i in N)).getValue()) ),
name="teo_1");
p_set=[]
for i in range(math.floor( min(a)),math.ceil( max(bt))):

p_set .append (i)

Jp=1{}
for p in p_set:
Jplpl=I[]

for i in N:
if p<=ali-1]<bt[i-1]<p+1:
Jplpl.append(i-1)

tp={}
for p in p_set:
tplpl=I]
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=0
for i in Jplpl:
s=s+t[i]

tplpl.append (math.ceil(s))

t_max_aux=1[]

for p in p_set:

for i in tplpl:

t_max_aux.append (i)

t_max=max (t_max_aux)

arcos_periodo={}

for p in p_set:

ml.

ml.

ml

ml

ml.

arcos_periodo [p]l=I[]
sum_arcos=0
for j in Jplpl:
for i in V:
if i not in Jplp] and (i,j) in A:
sum_arcos=sum_arcos+x[i, j]

arcos_periodo [p]l=sum_arcos

addConstrs ( (arcos_periodo[p] >= +tpl[pl[0] for p in p_set),

name="teo_6") ;
addConstr( ( (quicksum( x[o,i] for i in N)) >=

name="teo_7");

Cédigo 8. Optimizaciéon de CMC

.params.TimelLimit= 3600

.params .MIPFocus = 2

optimize ()

t_max ),

Cédigo 9. Construccion de conjuntos de arcos en los conjuntos S.

arcos_s={}

count=0

for s in S:

arcos_s [s]1=[]
for (j,k) in A:
if j not in S[s] and k in S[s]:
arcos_s [s].append ((j,k))
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Cédigo 10. Funcién Callback para el algoritmo tipo Branch & Cut.

def mycallback (model, where):

contador_callback=0

if where == GRB.Callback.MIPNODE:
status = model.cbGet (GRB.Callback.MIPNODE_STATUS)
if status == GRB.OPTIMAL:

x_= model.cbGetNodeRel (model._x)
for s in S:
verificador_callback=0
corte=0
for (i,j) in arcos_s([s]:
verificador_callback=verificador_callback+x_
[i,j]
corte=corte+model._x[i, j]
if verificador_callback<2:
model . cbCut (corte >=2)

contador_callback=contador_callback+1

Cédigo 11. Modificacién de la configuracion por defecto de Gurobi para

implementacién del algoritmo tipo Branch & Cut.

ml.Params.LazyConstraints = 0
ml.Params.PreCrush = 1
ml.Params.Cuts=0
ml.params.TimeLimit= 1800
ml.params.MIPFocus = 2
ml.Params.MIPGap = 0.1

ml.optimize ()

Cédigo 12. Algoritmo para asignacion de clientes a ventanillas en el modelo CMC.

VX ml.getAttr(’x’, x)

vt ml.getAttr(’x’, T)
for i,j in A:
if vx[i,j] > 0.9:
print (°’{} -> {}: {}’.format(i, j, round(vx[i,jl,4)))
def siguiente(i,V,vx,A):

for i1 in V:
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if (i,i1) in A and vx[i,11]1>0.9:

return(il)
Primero_de_cada_ruta = []
for j in N:
if vx[o,j] > 0.9:
Primero_de_cada_ruta.append(j)
Resultados={}
ruta = 1
decimales = 10
cont=1
for prim in Primero_de_cada_ruta:

p = prim

print ("VENTANILLA NUMERO {}".format(ruta))
print (’{:10} {:20} {:22} {:20} {:20} {:20}’.format("Cliente"

,"Hora de llegada(a_i)","Duraci n tr mite(t_i)","Inicio

de Atenci n(T_i)","Fin de atenci n", "Error de

asignaci n"))
s=0
while p != d:
solapamiento=vt[p]-s
error= ’sin error’
if solapamiento<-0.0000000001:
error=’con error’

s=vt[pl+t[p-1]

print (?{:10} {:20} {:22} {:20} {:20} {:20}’.format (p,

round (alp-1] ,decimales) ,round (t[p-1],decimales) ,round/(

vt [p],decimales) ,round (vt [pl+t[p-1],decimales) ,error))

Resultados [n,cont]=[p,round(alp-1],decimales) ,round (t[p

-1] ,decimales) ,round (vt [p],decimales) ,round (vt [pl+tlp

-1] ,decimales) ,error ,rutal
cont = cont +1
p = siguiente(p,V,vx,A)

ruta=ruta+l

Cédigo 13. Exportacion de los resultados del modelo CMC en una hoja de excel.

objeto = pd.DataFrame.from_dict(Resultados,

rename (columns=

orient=’index’).

{0:°Cliente’,1:’Hora de llegada(a_i)’,2:’Duraci n tr mite (t_1i)
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> 3:’Inicio de Atenci n(T_i)’,4:’Fin de atenci n?’,

,6:’Numero de Ventanilla’})
objeto.to_excel(’Ventanas_Instancia_Juniol_5.xlsx’,

resultados’)

5:’Error’

sheet_name=’

Cédigo 14. Adaptacion de la informacion inicial al modelo CMD

n = (np.array(base) [:,0]) .size
N=[]
for i in range(0,n):
N.append (i)
t_espera = 20
hora_llegada=(np.array(base) [:,1])
minuto_llegada=(np.array(base) [:,2])
a=[]
for i in N:
a.append (hora_llegadal[il+(minuto_llegadal[il]) /60)
tiempo_atencion=(np.array(base) [:,3])
t=[]
for i in N:
t.append(tiempo_atencion[i]/3600)
K=25
J=[1
for j in range(0,t_espera+1):

J.append ( j/60)

Cédigo 15. Construccién del conjunto de eventos Q y el conjunto de nodos V

T_i={}
for i in N:
T_i[i]=[]
for j in J:
T_i[i].append((alil+j,alil+j+t[i]))
T=[]
for i in N:
for (h,k) in T_i[i]:
T.append ((h,k))
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H_prima=[]

for i,j in T:
H_prima.append (i)
H_prima.append(j)

H_p=set (H_prima)

A_min=[]

for i in N:
A_min.append(alil)

a_min=math.floor( min(A_min))

bt=[]

for i in N:

bt.append(alil+t[i]+(t_espera/60))

bt_max=math.ceil (max(bt))
I=[]

for i in range(a_min,bt_max+1):

I.append (i)
I.sort()
CI=set (I)
I_aux=I[:]
I_aux2=I[:]
I_aux.pop()
del I_aux2[0]
I_aux2.pop ()
CH=H_p | CI
0H=[]
for i in CH:
OH. append (i)
OH.sort ()
OHlen=1len (0H)
DH={}
for i in range(1,0Hlen+1):
DH[il=0H[i-1]
H,valor_H= multidict (DH)
H_n=[]
for i in range(1,len(H)):
H_n.append (i)
H_.n.sort ()
o=len(H)+1
d=len (H)+2
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V=H[:]
V.append (o)
V.append(d)

V.sort;

Cédigo 16. Construccion del conjunto de arcos A.

DHI={}
contador_HI=1
for i in OH:
DHI[i]=contador_HI
contador_HI=contador_HI+1
DHI_aux ,indices= multidict (DHI)
DT={**DHI}
for i in DHI_aux:
if i not in H_p:
del DTI[il
DT_claves ,indices_dt=multidict (DT)
DCI={**DHI}
for i in DHI_aux:
if i not in CI:
del DCI[il
DCI_claves,indices_dci=multidict (DCI)
A1=[]
for i in H_n:
A1 .append ((i,i+1))
A1l .append((o0,1))
Al .append((len(H),d))
A1.append ((o,d))
A2=T]
for i in DCI_claves:
for j in DCI_claves:
if i<j:
A2.append ((DCI[i],DCI[j1))
CAl=tupledict ()
for (i,j) in A1l:
if i==o0 and j==1:
CA1[i,j1=(0,K)
elif i==len(H) and j==4:
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CA1[i,jl=(0,K)
elif i==o0 and j==d:
CA1[i,jl=(0,K)
elif DH[i] in I and j==i+1:
CA1[i,jl=(1,K)
else:
CA1[i,jl1=(0,K)
CA2=tupledict ()
for (i,j) in A2:
CA2[i,jl=(0,K)

Ti={}
for i in N:
Til[i]l={}

for (j,1) in T_il[i]:
Ti[i] [(DT[j],DT[1])]1={}
if j in I:

Ti[i]1[(DT[j1,DT[1]1)]1=(1+math.floor (1) -math.floor (j)

1)

else:

Ti[iJ[(DT[j1,DT[1])]=(math.floor(1l)-math.floor(j),1)

N_aux=range (len(N)+2)

Ti[len(N)]={**xCA1}

Ti[len(N)+1]={**CA2}

A=[]

c=[1]

u=[]

for i in N_aux:
A.append (0)
c.append (0)
u.append (0)

for i in N_aux:

Ali]l,c[i],ulil=multidict (Ti[i])

Cédigo 17. Implementacién del modelo CMD.

ml = Model(’flujo’)
Sv=[1]
for i in N_aux:

SV.append (’x{}’.format (1))
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Variables={}
for i in N_aux:
Variables [SV[i]]= ml.addVars(A[i], vtype = GRB.INTEGER ,
name="x{}’.format (i) ,ub=ulil] )
ml.update ()
for 1 in N_aux:
for i,j in A[1]:
Variables[’{}’.format (SV[1])][(i,j)].BranchPriority = 4;
objetivo=0
for i in N_aux:
objetivo=objetivo+Variables[’{}’.format (SV[i])].prod(cl[i], °’
*7)
ml.setObjective (objetivo, GRB.MINIMIZE)
ml.addConstrs ((Variables [’{}’.format (SV[i])].sum()==1 for i in N
), "resti");
sum_izq={}
sum_der={}
for i in V:
sum_izq[il=[]
sum_der [1]1=[]
for 1 in N_aux:
for (j,k) in Ti[1]:
sum_der [j].append ((1,(j,k)))
sum_izq[k].append ((1,(j,k)))
flujo= {}
for i in V:
flujo[i]l = -K if i==o0 else (K if i==d else 0)
L_i=[]
L_d=[]
for i in V:
L_i.append (0)
L_d.append (0)
for i in V:
L_i[i-1]=0
L_d[i-1]1=0
for 1 in sum_der[i]:
L_d[i-1]=L_d[i-1]+Variables[’{}’.format (SV[1[0]])][1[1]]
for 1 in sum_izql[il:

L_i[i-1]=L_i[i-1]+Variables[’{}’.format (SV[1[0]11)]1[1[1]]
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ml.addConstrs( (L_i[i-1]- L_d[i-1] == flujo[i] for i in V), name
="flujo");
Cédigo 18. Desigualdades vélidas para CMD

ml.addConstr (( objetivo >= math.ceil ((quicksum(t[i] for i in N))

.getValue()) ), name="teorema_1");

Jp=1{}
for p in I_aux:
Jplpl="[]

for i in N:
if p<=alil<bt[i]l<=p+1:
Jplp]l.append (i)

tp=1{}

for p in I_aux:
tplpl=I]
s=0

for i in Jplpl:
s=s+t[i]
tplpl.append (math.ceil(s))
t_max_aux=[]
for p in I_aux:
for i in tplpl:
t_max_aux.append (i)

t_max=max (t_max_aux)

Vp=1{}
for p in I_aux:
Vplpl=I]

for i in H:
if p<=DH[i]<p+1:
Vplpl.append (i)
arcos_periodo={}
for p in I_aux:
arcos_periodo[p]l=I[]
for i in N_aux:
for (1,k) in Ti[i]:
if 1 not in Vp[p]l] and k in Vpl[pl:
arcos_periodo [p].append ((i,(1,k),c[i][1,k]))

arcos_periodo_p={}

61



16

47

48

19

[$)]
)

[N

for p in I_aux:
arcos_periodo_p[pl=I[]
for i in N_aux:
for (1,k) in Til[i]:
if 1 in H and DH[1]==p and k in Vpl[pl:
arcos_periodo_p[p].append ((i,(1,k),c[i][1,k]))
suma_1_t2={}
for p in I_aux:
sum_cota=0
for 1 in arcos_periodol[pl:
sum_cota=sum_cota+Variables[’{}’.format (SV[1[0]])][1
[111*1[2]
suma_1_t2[pl=sum_cota
suma_2_t2={}
for p in I_aux:
sum_cota=0
for 1 in arcos_periodo_pl[pl:
sum_cota=sum_cota+Variables[’{}’.format (SV[1[0]])I[1[1]]
suma_2_t2[pl=sum_cota
ml.addConstrs( (suma_1_t2[pl+suma_2_t2[p] >= tpl[pl[0] for p in
I_aux), name="teo_2");
ml.addConstr ( Variables[’{}’.format(SV[len(N)])]I[(o,1)] >= t_max
, name="teo_3");

ml.optimize ()

Cédigo 19. Algoritmo para asignacion de clientes a ventanillas en el modelo CMD

contador_ventanillas=[]
vx=[]
for i in N_aux:

vx .append (0)
for i in N_aux:

vx[il=ml.getAttr (’x’, Variables[’{}’.format(SV[i])])
A_verificador=[]
N_verificador=[]
for i in N:

for j,k in A[i]:

if vx[il[j,k] >=0.01:
A_verificador.append((j,k))
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N_verificador.append(j)
if len(A_verificador)==n:
print(’Asignaci n correcta’)
else:
print(’Asignaci n incorrecta’)
print (len(A_verificador) ,n)
N_v_usados=N_verificador [:]
N_v_usados.sort ()
A_usados=[]
f_usados=[]
N_=[]
for i in N_aux:
for j,k in A[il]:
if vx[i]l[j,k] >=0.01:
A_usados.append ((j,k))
f_usados.append(vx[i][j,k])
N_.append(j)
N_.append (k)
N_orden=set (N_)
N_usados=[]
for i in N_orden:
N_usados.append (i)
N_usados.sort ()
A_usados_flujo=[]
f_aux= f_usados[:]
for (i,j) in A_usados:
if il!=o0 and il!=len(H):
while (f_aux [A_usados.index((i,j))]1>=0.01):
A_usados_flujo.append ((i,j))
f_aux[A_usados.index((i,j))]=f_aux[A_usados.index ((i
,3))1-1
A_clientes=A_verificador[:]
A_clientes.sort ()
ventanilla={}
num_ventanilla=1
N_v_us=N_v_usados [:]
A_us=A_usados_flujo[:]
prueba=0

for i in N_v_us:
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for (j,k) in A_clientes:

if j==i:

ventanilla[num_ventanilla]l=[]
ventanilla[num_ventanilla].append ((j,k))
A_clientes.remove ((j,k))
A_us.remove ((j,k))
while(k!=1len(H)):
for(l,m) in A_us:
if 1==k:
if (1,m) in A_clientes:
ventanilla[num_ventanilla].append ((1
,m))
A_clientes.remove ((1,m))
A_us.remove ((1,m))
N_v_us.remove (1)
k=m
break
else:
k=m
A_us.remove ((1,m))
break
num_ventanilla=num_ventanilla+1
break
verificador2=0
for i in ventanilla:
verificador2=verificador2+len(ventanillal[i])
if verificador2==n:
print (’Las {} personas han sido asignadas a una ventanilla’.
format (n))
else:
print (’Error {} {}’.format(n,verificador2))
print (’y?)
print (’Se han usado {} ventanillas’.format(len(ventanilla)))
clientes={}
inicio_atencion={}
fin_atencion={}
for i in ventanilla:

clientes[i]=1[]
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inicio_atencion[i]=[]

fin_atencion[i]=[]

for j,k in ventanillal[il]:

for 1 in N:
if (DH[j],DH[k]) in T_il[1]:

inicio_atencion[i].append(DH[j])
fin_atencion[i].append (DH[k])
clientes[i].append(1l)

break

Coédigo 20. Exportacion de la asignacion de clientes a ventanillas para el modelo

CMD en un archivo de Excel.

decimales=3
Excel={}

for i in ventanilla:

print (’Clientes asignados en la ventanilla {}’.format(i))
print(’{:10} {:10} {:10} {:10} {:10} {:10} {:10}’.format ("

Cliente", "Hora de llegada", "Inicio de atenci n",
’Final de atenci n’, >’Duraci n del tramite’, >Tiempo
de espera’, ’ERROR’))

s=0
for j in clientes[i]:
solapamiento=inicio_atencion[i][clientes[i].index(j)]-s
error = ’sin error’
if solapamiento<-0.0000000001:
error=’con error’
s=fin_atencion[i][clientes[i].index(j)]
print (’{:10} {:15} {:15} {:15} {:15} {:25} {:25}’.format
(j+1,round(alj],decimales) ,round(inicio_atencion[i][
clientes[i].index(j)],decimales) ,round(fin_atencion[i
llclientes[i].index(j)],decimales) ,round(t[j],
decimales) ,round(inicio_atencion[i][clientes[i]. index(
j)]1-aljl,decimales),error))
Excel[i,jl=[i,j+1,round(alj],decimales) ,round(
inicio_atencion[i][clientes[i].index(j)],decimales),
round (fin_atencion[i][clientes[i].index(j)],decimales)
,round(t[j],decimales) ,round(inicio_atencion[i][

clientes[i].index(j)]-al[jl,decimales) ,error]
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