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Titulo: Existencia, unicidad y regularidad Hélder de soluciones de la ecuacién de Hamilton-Jacobi con

derivada temporal de tipo Caputo.

Autor: Pucha Atan Kevin Wladimir.

Tutor: Yangari Sosa Miguel Angel, Ph.D

Resumen

Estamos interesados en el estudio del siguiente problema de Cauchy:

D%u(t,z) + H(t,z,u(t,z), Du(t,z)) =0, (t,z) € Q := (0,400) x TV

sujeto a la condicién inicial

u(0,z) = ug(z), VaxecTV

donde ug € Lip(TV) y H € C(TY xR xRY) son funciones dadas. Ademas TV denota el toro N—dimensional,
Lip(T?) denota el conjunto de las funciones Lipschitz continuas sobre TV, u es la funcién incégnita, Du es
el gradiente espacial de u, i.e., Du = (Dg,u,...,D;u) y D% denota la derivada fraccionara de Caputo de
orden « € (0,1).

Se definen los conceptos de solucién viscosa y solucién viscosa discontinua para este tipo de problemas.
Mostraremos existencia de soluciones viscosas discontinuas usando el Método de Perron. Probaremos el
Principio de Comparacién, que junto al Método de Perron permite demostrar la existencia y unicidad de
una solucién viscosa para el problema. Finalmente analizamos la regularidad de la solucién tanto en tiempo

€cOmo en espacio.

Palabras clave: Problema de Cauchy, Derivada de Caputo, Ecuaciones Diferenciales Parciales no lineales,

Regularidad, Soluciones viscosas, Principio de comparacion.
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Title: Existence, uniqueness and Holder regularity of solutions of the Hamilton-Jacobi equation with Caputo-

type time derivative.

Author: Pucha Atan Kevin Wladimir.

Tutor: Yangari Sosa Miguel Angel, Ph.D

Abstract

We are interested in the following Cauchy’s problem:
D%u(t,x) + H(t,z,u(t,x), Du(t,z)) =0, (t,z) € Q := (0,+00) x TV

subject to the initial condition

u(0,2) = up(z), VaecTV,

where ug € Lip(TV) and H € C(TY xR xRY) are given functions. Moreover T?V denotes the N —dimensional
Torus and Lip(T?) denotes the set of the Lipschitz continuos functions on TV, v is the unknown function,
Du is the spatial gradient of u, i.e., Du = (D, u, ..., Dyyu) and D® is the Caputo’s fractional derivative of
order a € (0,1) .

The concept of a viscosity solution and discontinuous viscosity solution for this type of problem are defined.
We will show the existence of discontinuous viscosity solutions using Perron’s Method. We will show the
Comparison Principle, which together with Perron’s Method allows us to prove the existence and uniqueness

of a viscosity solution to the problem. Finally we analyze the regularity of the solution both in time and

space.

Key words: Cauchy’s problem, Caputo derivative, Nonlinear Partial Differential Equations, Regularity,

Viscosity solutions, Comparison Principle.
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Introduccién

En varios campos de la ciencia, el modelamiento matematico de fendmenos desemboca en un problema ligado
a la resolucién de algiin tipo de Ecuacién Diferencial Parcial (EDP). Un correcto abordaje de estos problemas
implica formular una nocién adecuada de lo que se entenderd por solucién de la EDP, y posteriormente, se
debe estudiar propiedades de dicha solucién; entre estas tenemos: existencia, unicidad y regularidad.
Varias de estas formulaciones pueden ser vistas como un tipo particular de EDP’s, las cuales toman el
nombre de Ecuaciones de Hamilton-Jacobi (abreviado como EHJ), donde estas pueden clasificarse en dos
casos: eliptico y parabdlico; siendo esta ultima el enfoque de nuestro estudio. Sir William Rowan Hamilton
realizé un estudio en el campo de la Geometria Optica (1830-1832), que posteriormente, al observar analogias
con respecto a campos de la Mecénica, lleva todos los conceptos conseguidos a esta rama de la Fisica.
Posteriormente Carl Gustav Jacob Jacobi trabaja en las ecuaciones de Hamilton (1842-1843), encontrando
mas aplicaciones tiles en la Mecanica, dando origen asi a las EHJ.

El movimiento de una particula y el de una onda se pueden describir en los mismos términos en una EHJ,
y esta es la razén por la cual la Fisica Tedrica se enfoca en el estudio de este tipo de ecuaciones. En este
contexto, en una EHJ, se encuentra una funcién denotada por H, la cual toma el nombre de Hamiltoniano
y usualmente es igual a la energia mecanica total de un sistema.

Una EHJ pueden ser vista como una EDP de primer orden, por tanto surge la necesidad de dar un con-
cepto de solucién para este tipo de EDP. Asi, el matema&tico Francés, Pierre-Louis Lions y el matematico
Americano, Michael G. Crandall, en el ano de 1983, introducen el concepto de solucién viscosa [13] como
una generalizacién del concepto clasico de lo que se entiende por solucién de una EDP. Recibe este nombre
en base al método que se usd para mostrar existencia de una solucién, el cual fue el método viscoso de
desvanecimiento. Resulta que el concepto de solucién viscosa es el concepto natural de solucién que se puede
dar a las EHJ. Cabe recalcar que el estudio de soluciones viscosas es motivado principalmente por la Teoria
de Control Optimo y la propagacién de interfaces.

Una ecuacién de Hamilton-Jacobi de primer orden, en general tiene la siguiente forma:
us(t, ) + H(t, z,u(t, z), Du(t,z)) =0, (1)

donde H es una funcién dada, u es la funcién incégnita, u; es la derivada (estdndar) respecto al tiempo de



u 'y Du denota el gradiente espacial de u. Resultados de existencia, unicidad y estabilidad para (1) bajo
el concepto de solucién viscosa fueron estudiados por Lions y Crandall en [13]. Resultados de Regularidad
Holder para el caso estacionario de (1) son mostrados en [14].

Con la introduccién del Calculo Fraccional se define un nuevo concepto de derivada, conocida como Derivada

fraccionaria de Caputo. Esta derivada generalmente es denotada como D® para « € (0, 1) y es definida como

D f(t) = DEf(t) = T(1 - a) 1/t—s — f/(s)ds
0

donde I' denota la funcién Gamma.
Naturalmente nos preguntamos si los resultados de existencia y unicidad se mantienen si en (1) cambiamos

la derivada temporal estandar por la Derivada fraccionaria de Caputo, dando origen a ecuaciones del tipo
Du(t,x) + H(t, z,u(t,x), Du(t,z)) = 0, (2)

las cuales aparecen en varios campos como son la Fisica, Finanzas e Hidrologia.

Nuestro trabajo se enfoca en el estudio de este tipo de ecuaciones, por tanto mostraremos existencia de
soluciones viscosas para (2) mediante el Método de Perron, el cual fue introducido por Ishii en [15], para
posteriormente mostrar la unicidad de soluciones viscosas haciendo uso del Principio de Comparacién. Este
ultimo serd también una herramienta necesaria para las estimaciones de regularidad Holder.

El documento esta organizado de la siguiente manera. En el Capitulo 1 estudiamos la teoria de soluciones
viscosas para las Ecuaciones de Hamilton-Jacobi de primer orden parabdlicas. Aqui hacemos un especial
enfoque a la existencia y unicidad de la solucién para este tipo de problemas, para lo cual usamos el Método
de Perron y el Principio de Comparacion. El Capitulo 2 estd dirigido a una revision de definiciones y
resultados basicos del Calculo Fraccional, enfocdndonos sobre todo en la Derivada fraccionaria de Caputo.
En el Capitulo 3 nos centramos en la existencia y unicidad de soluciones para Ecuaciones de Hamilton-Jacobi
de primer orden parabdlicas con derivada temporal tipo Caputo. Los resultados que se muestran aqui siguen
procedimientos analogos a los realizados en el Capitulo 1, por tanto, expondremos el Método de Perron y
Principio de Comparacion para este tipo de problemas. Finalmente en el Capitulo 4 analizamos la regularidad

Holder de las soluciones viscosas de los problemas abordados en el Capitulo 3.
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Definicién del problema
Planteamiento del problema

En [3] se obtienen resultados acerca de la regularidad Holder en tiempo y espacio para la ecuacién de tipo

Hamilton-Jacobi siguiente:
D%u(t,x) + H(x, Du(t,z)) =0, (t,x) € Q :=(0,+00) x TV, (3)

sujeto a la condicién inicial

u(O,a:) = g(‘T)a T € TNa

para algin H € C(TN x RY) y g € Lip(T") dados, donde T es el Toro N— dimensional.

En (3), u = u(t,x) para (t,z) € Q es la funcién incégnita, Du denota la primera derivada de u respecto a la
variable espacial © y D*u denota la Derivada de Caputo de orden « € (0,1) de u. Lo que planteamos en el
presente trabajo es el estudio de existencia y unicidad de una solucién viscosa continua, y posteriormente el

estudio de regularidad Holder de dicha solucién para la ecuacién tipo Hamilton-Jacobi siguiente:
D%u(t,x) + H(t,x,u(t,z), Du(t,z)) =0, (t,z) € Q := (0,+00) x TV, (4)

sujeto a la misma condicién inicial de (3).
En este caso, lo interesante es que ahora el Hamiltoneano H depende de la incognita u y de la variable

temporal ¢, mientras que los resultados de regularidad Holder obtenidos en [3] no incluyen estas dos variables.
Justificacion del problema

El estudio de las Ecuaciones Diferenciales Parciales con derivada fraccionaria temporal ha incrementado en
los dltimos anos, puesto que este tipo de operadores permiten modelar ciertos sistemas con memoria [§].
En particular las ecuaciones parabdlicas no lineales de tipo Hamilton-Jacobi sirven para el modelamiento de
fenémenos fisicos que presentan difusién anémala [5], también para modelos que surgen en otros campos,
por ejemplo, en control estocdstico, hidrologia [6] y finanzas [7].

Tal es la importancia de este tipo de operadores que recientemente se han iniciado estudios enfocados en la

aproximacién numérica [9], [10] bajo un esquema de diferencias finitas.



XII

Se aprecia entonces cuan transcendental es el estudio de este tipo de EDP’s, por lo cual se necesita trabajar
en ellas para obtener resultados que permitan garantizar la existencia de soluciones y sus propiedades.

El estudio del problema que se plantea en este trabajo de investigacion permitird extender la teoria hasta
ahora desarrollada para este tipo de EDP’s con respecto a la regularidad Holder de la solucién.

El concepto de soluciones bajo el que se estudia las ecuaciones de Hamilton-Jacobi es el de soluciones viscosas,
el cual es abordado, tanto para el caso eliptico como parabdlico, por Cardaliaguet |2]; y Crandall, Ishii y
Lions [4], mostrando asi que dicho concepto de solucién es el méds adecuado y natural para estos problemas.
La existencia y unicidad para casos particulares de (4) es estudiada por Yangari, Topp [1] haciendo uso
principalmente de herramientas como el Método de Perron y del Principio de Comparacién. Por otro lado,
Yangari, Topp, Ley [3] trabajan en (3) mostrando que bajo hipétesis de regularidad del crecimiento sobre el
Hamiltoneano H, las soluciones viscosas de (3) poseen regularidad Holder con respecto al espacio y tiempo.
Ademas si la solucion viscosa u es acotada obtenemos un moédulo de continuidad para w independiente de
t. Esto muestra la viabilidad del estudio a realizar. En el problema que se plantea estudiar en (4), usando
las ideas desarrolladas en [3] y [1], se busca probar existencia, unicidad y regularidad Hélder en tiempo y
espacio, considerando ahora Hamiltoneanos que dependen también de la variable temporal y de la funcién

incégnita u.
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Objetivos

Objetivo general

Probar existencia, unicidad y regularidad Holder de las soluciones de Ecuaciones Diferenciales Parciales no

lineales, parabdlicas de tipo Hamilton-Jacobi con derivada fraccionaria de orden « € (0,1) de tipo Caputo.

Objetivos especificos

i) Desarrollar la teorfa general de ecuaciones parabdlicas no lineales bajo el concepto de solucién viscosa.

ii) Analizar existencia y unicidad de soluciones para (4).

iii) Deducir si es posible obtener regularidad Holder de la solucién de la ecuacién (4) con respecto a la

variable espacial y con respecto a la variable temporal.



Capitulo 1

Ecuaciones Parabolicas no lineales

1.1. Definiciones
Estamos interesados en EDPs que poseen la forma
w(t,z) + H(t,z,u(t,z), Du(t,z)) =0; (t,x) € Q, (1.1.1)
con @ := (0, +00) x RY, y sujetos a la condicién incial
u(0,z) = ug(z), VzeRY, (1.1.2)

donde ug € Cyp(RY). En la ecuacién (1.1.1) u denota la funcién incdgnita, u; la derivada de u respecto al

tiempo t y Du denota el gradiente de u respecto a la variable espacial x. La aplicacién no lineal y continua

H: (0,400) x RN x Rx RY — Ry ug € Cp(RY) son dadas. Ademds, conjuntamente (1.1.1)) con (1.1.2)) es

conocido como problema de Cauchy.
Veamos ahora que entenderemos por solucién del problema desde dos puntos de vista: clasica y viscosa. Para

esto nos enfocaremos en el horizonte finito, es decir (1.1.1)) es reemplazada por
ue(t,x) + H(t,z,u(t, z), Du(t,z)) =0; (t,z) € Qr, (1.1.3)
donde Q7 := (0,7] x RY para T > 0.

Definicién 1.1.1 (Sub-solucién, stiper-solucién, solucién clésica). Sea u: Q7 — R tal que u € CI(QT). Se



dice que u es sub-solucidn (resp. stper-solucion) clésica de (|1.1.3)) si para todo (¢,x) € Qr se verifica que
ur(t,x) + H(t,z,u(t, z), Du(t, z)) < (resp. >) 0.

Si u es sub-solucién y super-solucién clésica a la vez de (|1.1.3]), entonces diremos que u es solucién clasica

de (L.1.3).

Definicién 1.1.2 (Sub-solucidn, stiper-solucién, solucién viscosa). Sea u: Qr — R. Se dice que u es sub-
solucién (resp. stuper-solucién) viscosa de (1.1.3)) si u es semi-continua superior (s.c.s.) (resp. semi-continua
inferior (s.c.i.)) y si, para toda funcién test ¢ € C'(Qr) tal que u — ¢ alcanza un méximo (resp. minimo)

local en un punto (to, o) € Qr, se verifica que
(bt(to, l‘o) + H(to, xo, ’U,(f}o7 .’L‘o), D(b(to, .To)) < (resp. Z) 0. (1.1.4)

Se dice que u es solucién viscosa de ([1.1.3) si u es sub- y super-solucién de (1.1.3]).

Observacion 1. Puesto que una funcién es continua si y solamente si es s.c.i. y s.c.s., vemos por definicién

que toda solucién viscosa es continua.

La necesidad de introducir el concepto de solucién viscosa es motivada por el hecho de que existen ecuaciones
que surgen de manera natural para explicar algin fenémeno, pero no existe una solucién clasica que resuelva

el problema. Un claro ejemplo de esto es la llamada ecuacién de la eikonal.

Observaciéon 2. A partir de ahora omitiremos, si no hay riesgo de equivocacién, los términos clasica y
viscosa al momento de referirnos a los distintos tipos de soluciones. Por ejemplo, escribiremos sub-solucién

para referirnos a una sub-solucion viscosa.

A continuacién vemos que cuando u posee suficiente regularidad, la Definicién [[.1.1] y la Definicién [T.1.2]

coinciden.

Proposicién 1.1.3. Sea u € CY(Q7), u es siper-solucién cldsica si y solamente si u es super-solucion

viscosa. Similarmente, u es sub-solucion cldsica si y solamente si u es sub-solucion viscosa.

Demostracion: Supongamos que u es super-solucién viscosa. Por hipétesis podemos tomar a u como
funcién test, con ello basta notar que u — u alcanza un minimo para todo (¢,z) € (0,7) x ©, lo cual implica

que u es super-solucién clésica.



Reciprocamente, asumamos que u es stiper-solucién clésica. Sea ¢ € C*(Qr) tal que u— ¢ alcanza un minimo
en (tg,zo) € Qr. Luego, de las condiciones necesarias de optimalidad podemos deducir que wt(tg, o) =
o¢(to, o) v Du(to, zo) = De(to, zo). El resultado deseado se sigue ya que al ser u siper-solucién clésica y

reemplanzando las igualdades anteriores, tenemos que:
u(to, xo) + H (to, w0, u(to, zo), Du(to, xo)) > 0,

lo cual muestra que u es stiper-solucién viscosa.

La demostracion para caso de sub-soluciones sigue lineas analogas a lo realizado. |

1.2. Estabilidad y paso al limite

Muchas veces es complicado trabajar directamente con el problema original, lo cual motiva a considerar
variaciones del problema que sean mas faciles de trabajar y que a su vez permitan tener una idea de cual es
el comportamiento de la solucién original. El resultado principal de esta secciéon nos muestra que podemos

obtener la solucién exacta si conocemos las soluciones de problemas aproximados.

Observacion 3. Las bolas en tiempo-espacio, llamadas también cilindros, seran denotadas como:
C51752 (tvx) = Bs, (t) X Bs, (gj) = (t —01,t + 61) X Bs, (.CE),
donde (t,z) € R y 61,89 > 0. Si §; = 2 = 4, escribiremos Cs(t, z) = Cs, 5, (¢, x).

La demostracién del resultado principal de la presente seccion hace uso de dos lemas que se presentan a

continuacién.

Lema 1.2.1. Enla Deﬁm’cio’n se puede reemplazar “mdximo local” (resp. “minimo local”) por “mdzimo

local estricto” (resp. “minimo local estricto”).

Demostracion: Notemos que todo méximo local estricto es un méximo local, por tanto la definicién que
involucra el méximo local implica la que involucra el maximo local estricto.
Reciprocamente, supongamos que u — ¢ alcanza un mdximo local en (to,z9) € Qr, donde ¢ € Cl(QT).

Consideremos la funcién ¢y (t,z) = (t, ) + ||z — o[ + [t — to|>. Es claro que ¢ € C1(Qr) ¥y que u — ¢y



alcanza un méximo local estricto en (tg, o) € Qr. En efecto, sabemos que existen d1,d3 > 0 tales que
u(to, xo) — ¢(to, o) > ult,z) — P(t,x), V(t,x) € Cs, s,(to,T0)

de donde utilizando la definicién de ¢; obtenemos que para (t,z) € Cs, s, (to, o) \ (to, Zo)

u(to, wo) — Bto, x0) > u(t,x) — d(t, x) — ||z — wo||* — [t — to[> = u(t, z) — ¢1(t, ).
Ya que u es sub-solucién, usando la definiciéon que involucra un maximo estricto, se sigue que

(¢1)¢(to, zo) + H(to, xo, u(to, o), Dé1(to, z0)) < 0. (1.2.5)
Usando la regla de la cadena obtenemos que para todo (¢,2) € Qr se verifica que
(P1)e(t,z) = de(t,x) +2(t —to) v Déi(t,x) = Do(t,x) + 2(x — xo).

Al evaluar estas expresiones en el punto éptimo podemos notar que ¢1¢(to, o) = ¢i(to, o) y Do1(to,x0) =

D¢(to, xg), lo cual conjuntamente con (1.2.5) permite concluir la desigualdad deseada, i.e.,
¢¢(to, xo) + H(to, zo, u(to, z0), D(to, o)) < 0,
lo cual finaliza la demostracién. |

Lema 1.2.2. Sean u: Qr — R una funcion continua y (up)nen C C(QT) tales que u,, converge localmente
uniformemente a u. Si u posee un mdzximo local estricto en un punto (to,zo) € Qr, entonces existe una
sucesion ((tn,Tn))nen C Qr tal que (t,,x,) es un mdzimo local de u, y, ademds, que converge hacia
(to, Io).
Demostracién: Sabemos que existen 55 >0,i=1,2;7=1,2,3 tales que

i) u alcanza un mdximo local estricto en (to, ) € Q7 sobre Cs1 s51(to, To).

ii) Cs2 52(to,x0) C Qr

iif) (un), ey converge uniformemente a u sobre Css 53 (to, zo).

Tomemos 0; = Hi11213{5{} y 0y = 11111213{(%} y definamos &; = 61/2 y 8y = §2/2.
j=12, j=1,2,



Notemos que si reemplazamos 5{ por 61 y 5% por 0 para todo j € {1,2,3}, entonces i), ii) y iii) se verifican

simultdneamente. Se sigue que

u(to,zo) = mix uw> mix u:= M.
Csy .55 (to,0) 0Cs, 65 (to,x0)

Utilizando la convergencia uniforme de u,, a u sobre Cs, s, (to, o) se sigue que para € := [u(tg, xo) —M]/3 > 0

existe ng € N tal que para todo n > ng
lun(t,2) —u(t,z)| <€, V()€ Cs 5,(to, To);
de donde, por la construccién de €, podemos concluir que

max  u, < M+ € < u(to, o) — € < up(to, o). (1.2.6)
9Csy 65 (to,x0)

Puesto que u,, es continua sobre el compacto Cs, s, (to, To), para n > ng sabemos que u,, alcanza un maximo

qa p 1,62 (t0; Zo), P q

en (t,,z,) € Cs,5,(to, o). Podemos apreciar gracias a (1.2.6) que el méximo se alcanza en el interior de la

clausura del cilindro, i.e., (¢, zy) € Cs, s, (to, o).

Consideremos la sucesién de puntos de maximo ((¢,, Zn))n>n, C Cs, s (to, o), la cual vemos que es acotada
p ’ >no 1,62\%0; ) q

por la contenencia presentada. Por el Teorema de Bolzano-Weierstrass sabemos que existe una subsucesion

((tny> Tny))ken que converge a (t,2) € Cs, 5,(to, Zo)-

Por construccién tenemos que
Uny, (Tng > Tny ) = Un, (B, ),  Y(t, ) € Cs, 6, (t0, o),
de donde gracias a la convergencia uniforme de (un, )ren a u, tras tomar el limite conseguimos que
u(t, ) > u(t,z) Y(t,z) € Cs, s,(to, T0),

y asi obtenemos que necesariamente (£, %) = (to,zo) ya que (to, o) es el tinico punto de maximo global de
u sobre Cs, s, (to, o). Asi basta tomar como sucesién a ((tn, Zn))nen = ((tnys Tny))ken, la cual verifica las
propiedades deseadas. Esto concluye la demostracion. |

Enunciamos ahora el resultado principal de esta seccion.

Teorema 1.2.3 (Estabilidad). Sean H,, H : (0,7] x Q x R x RN — R aplicaciones dadas para cada n € N.

Supongamos que u, es sub-solucion continua del problema

ue(t,x) + Hp(t, z,u(t,x), Du(t,z)) =0, (t,z) € Qr, (1.2.7)



para cada n € N y ademds se cumple que (un), cy converge a u: Qr — R sobre todos los compactos de Q.
Adicionalmente supongamos que (H,), .y converge uniformemente hacia H sobre todos los compactos de

(0, 7] x RN x R x RN Entonces u es sub-solucion de ([1.1.1))

Demostracion: Mostremos que u es sub-solucién viscosa usando la definicién equivalente dada por el Lema
. Sea ¢ € C'(Qr) una funcién test tal que u — ¢ alcanza un méximo local estricto en (to, o) € Qr.
Dado que (uy),,cy converge localmente uniformemente a u y las funciones u,, son continuas, tenemos que u
es continua. Ademds, es claro que (u, — @)nen converge localmente uniformemente a u — ¢; y puesto que
u — ¢ posee un méaximo local estricto en (tg,xo) y es continua, el Lema permite concluir que existe

una sucesion (t,, T, )nen C Qr tal que:
i) (tn,zn) es punto de maximo local de u,, — ¢ para todo n € N.
ii) (tn,zn) — (to, o), n — 0.

Puesto que u,, es sub-solucién viscosa de ((1.2.7]), de i) podemos ver que
(bt(t’ru xn) + Hn(tn7 xna un(t’ru l‘n)a D¢(tn7 xn)) S O

Finalmente, dado que H,, converge localmente uniformemente a H, conjuntamente con ii), obtenemos que

en el limite se verifica

@i (to, wo) + H(to, xo, u(to, zo), DP(to, o)) < 0.

1.3. Supremo de sub-soluciones

En la seccién anterior vimos el buen compartamiento asintGtico del problema (|1.1.3]) bajo ciertas condiciones.
Ahora nos enfocamos en el estudio de la existencia de una solucién para este problema y para ello debemos
recordar que H es continua.

Las siguientes definiciones son necesarias para el abordaje del problema.

Definicién 1.3.1. Sea u: Qr — R una funcién. Llamamos envolvente semi-continua superior a la més



pequena funcion s.c.s. mayor a u. Esta funcién es notada por u* y estd caracterizada por la expresion

uw*(t,r) = limsup u(t, ).
(£,2)—(t,x)

Simétricamente, llamamos envolvente semi-continua inferior a la méas grande funcién s.c.i. menor a u. Deno-

tamos esta funcién mediante u, y se caracteriza por la expresién

uy(t,z) = liminf wu(f, ).
(t,8)—(t,x)

Observacién 4. Por la definicién de u* (resp. us) es claro que u* > u (resp. u, < u).

Definicién 1.3.2 (Sub-solucién, stiper-solucién, solucién viscosa discontinua). Sea u: Q7 — R. Se dice
que u es sub-solucién (resp. stuper-solucién) viscosa discontinua de (1.1.3)) si u* (resp. u,) es sub-solucién
viscosa (resp. stuper-solucién) de (1.1.3)). Se dice que u es solucién viscosa discontinua de (|1.1.3)) si es sub- y

stuper-solucion viscosa discontinua a la vez.

El siguiente resultado nos permite ver que el supremo de una familia de sub-soluciones viscosas discontinuas

es también una sub-solucién viscosa discontinua.

Lema 1.3.3. Sea A un conjunto de indices. Para cada o € A supongamos que uq: Qr — R es sub-solucion
viscosa discontinua de (1.1.3)). Definimos la funcion
u: QT — R
(t, ) — u(t,z) = sup us(t, ).
acA

Entonces u es una sub-solucidn viscosa discontinua de (1.1.3). Resultados andlogos se tienen para siper-

soluciones, donde el supremo es reemplazado por el infimo.

Demostracién: Sea ¢ € CI(QT) tal que u* — ¢ alcanza un méximo en (¢, xo) € Qr. Mostremos que se
verifica

¢t(t07 l‘o) + H(to, Zo, u* (to, $0), D(ﬁ(to, ZL’o)) S 0. (138)
De la condicién de maximalidad tenemos que existen d1,d2 > 0 tales que
i) Cs,,6,(t0; 20) C Q-

ii) (u* — ¢)(to, xo) > max u* — ¢).
) ( ¢)(to, o) 8651,52(to,x0)( )



Por otro lado tenemos que existe una sucesion (t,, ,)neny C @1 de modo que se verifica
iti) (tn,zn) — (to,z0), n— 400
iv) u(tn,z,) = u*(to,x0), n — +o0.

En efecto, por definicién de u* tenemos que

u*(to,x0) = limsup wu(t,z)= inf { sup {u(t,x)}}

(t,2) = (t0,0) 320 | (ta)eCs(to.o)
Tomemos (,),,cn C R* tal que §,, \, 0, de donde gracias a las propiedades del supremo para todo n € N

podemos garantizar la existencia de (t,,z,) € Qr tal que

1
sup u(t,z) — — < ultn,zn) < sup u(t, z).
(t,x)€Cs,, (to,z0) n (t,)€Cs,, (to,zo)

Este nos permite concluir el punto iv), mientras que la condicién §, N\, 0 implica iii). Usando la definicién

de la funcién u tenemos:
1
v) VneN Ja, €A talque u*(tn,zn) — — < uq, (tn,Tn).
n

Verifiquemos que la sucesion (uy, (tn,2n))nen converge a u*(to, o). Para esto vemos que se satisface la

siguiente cadena de desigualdades:

u*(to, zo) > limsup u*(t,, v,)
n—-+oo

> limsup(ua,, )" (tn, Tn)
n——+0o

2 lim inf (ua, )" (fn, &)

> liminf ug, (tn, Tn)
n—-+oo

1
> liminf ug,, (tn, Tn) + Hminf (—)

n——+4oo n——+4oo n

= u*(to, J)o)

Vemos que el limite superior e inferior de la sucesién (u}, (,,%n))nen coinciden, de donde se concluye que
el limite de la sucesién existe y ademds que esta converge al valor u*(tg, zg). Mas atn, la continuidad de la

funcion test ¢ implica directamente que

lim ((ua, )" = @) (tn, zn) = (u* — ¢)(to, o).

n—-+oo



Tomando € = |(u* — @)(to,zo) — max  (u* — qb)} / 4 > 0, la anterior convergencia nos brinda la exis-
0Cs, 55 (to,x0)

tencia de ng; € N tal que
—€ < ((ua,)” = @) (tn, 2n) — (u” = @)(to, x0), VN = mo,1;
ademads de iii) sabemos existe ng 2 € N tal que
(tn,xn) € Cs, 5, (to, z0), VN >ngpo.

Si tomamos ng = méx {no,1,n0,2}, entonces ambas propiedades anteriores se verifican simultdneamente. Es
claro que (u* — ¢)(tg,z9) — € > méx  (u* — ¢). Recordando que la envoltura s.c.s. se mantiene bajo
9Cs, .64 (to,To)

desigualdades tenemos que u* — ¢ > (uq, )* — ¢ sobre Q7 para todo n € N, y por i) tenemos que en particular

esto se verifica sobre 9Cs, 5, (to, zo). Juntando estos resultados obtenemos que

((ta,)" — @) (tn, xn) > mix  (Ug, )" — ¢, VYn >ng. (1.3.9)
9Cs, 54 (to,x0)

Dado que (uq, )* — ¢ es s.c.s., entonces esta alcanza un méximo sobre Cs, 5, (t0, o) C Qr, y gracias a (1.3.9)
podemos inferir que para todo n > ng existe (s, yn) € Cs, s, (to, o), €l cual es un maximo local de (uq,, )* —¢.

Por hipdtesis tenemos que (u,, )* es sub-solucién de (1.1.3), por tanto

Gt(Sns Yn) + H (S0 Yns (Uay, )" (S Un)s DP(sn,yn)) <0, Vn > ng. (1.3.10)

Notemos que la sucesion ((Sp,¥n))n>no C Csy.6,(to, o) €s acotada, de este modo el Teorema de Bolzano-
Weierstrass garantiza la existencia de una subsucesién, que la denotamos de la misma manera, que converge

a un punto (s,y) € Cs, s, (to, o). Ademds las siguientes desigualdades se verifican

(u” = @)(to, x0) = (u” = @) (snsyn)

v

((an)™ = @)(SnsYn)
2 ((uan)* - QS)(tmxn)-

La primera y tercera desigualdad implican que

lim (U* - ¢)(3n7yn) = (u* - ¢)(t0,$0);

n—-+oo

y por propiedades de funciones s.c.s. sabemos que

(u” = @)(to, wo) = Hmsup(u” — @) (sn, yn) = Hm (u" = @)(sn, yn) < (u* = P)(s,1),

n—-+oo n—+00
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pero (to, xo) es el inico punto de maximo sobre Cs, s, (fo, Zo), de donde necesariamente (s,y) = (to, zo). Asi

hemos mostrado que se verifica

nggloo(sn’ yn) = (th 2130)-

Gracias a la continuidad de ¢ tenemos que ¢(s,, yn) — @(to, o), n — +00, que conjuntamente con la segunda

y tercera desigualdades implican que

nglfoo(uan)*(sna yn) =u" (tO; 2130)-

Finalmente, dado que D¢(sy,yn) — Do(to, o) cuando n — +o0, la continuidad de H nos permite obtener

que tras tomar el limite sobre (1.3.10]), se verifica (1.3.8]), lo cual muestra el resultado deseado. |

1.4. Método de Perron

El siguiente teorema nos permite la construccién de una solucién viscosa discontinua a partir de una sub-
solucién y una stper-solucién. Cabe recalcar que lo importante de aqui es retener las ideas generales, ya que

seran de utilidad en el estudio de existencia de soluciones para problemas similares.

Teorema 1.4.1. Sean u,v : Qr — R sub- y siiper-soluciones de (1.1.3)) respectivamente. Siu < v sobre Qr,

entonces existe w : Qr — R solucién viscosa discontinua de (1.1.3) tal que u < w < v sobre Qr.

Demostracién: Nuestra demostracion se basa en mostrar la existencia de una funcién w que sea solucién

discontinua y que verifique u < w < v, por tanto es natural considerar el conjunto
G:={z:Qr — R[z* es sub-solucién de (L.1.3) y u < z < v}.

En primera instancia verifiquemos que G es no vacio. Este es el caso ya que u es sub-solucién de (1.1.3]), por
tanto u = u* ya que u es s.c.s. Ademas por hipétesis u < v lo cual implica que v < u* < v. Esto muestra
que u € G, i.e., G es no vacio.

Definimos la funcién
w: QT — R
(t,z) — w(t,z) = sup 2(t, x).

z€G
Esta funcién se encuentra bien definida ya que hemos visto que G es no vacio. A continuacién mostramos

que w es la solucién viscosa discontinua buscada.
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Etapa 1: Mostremos que w € G.

Como w = sup z y para todo z € G, z* es sub-solucién de (|1.1.3)), el Lema [1.3.3| nos permite asegurar que
z€G

w* es también sub-solucién de (1.1.3)). Ademads, para todo z € G se tiene que u < z < v, de donde tomando

el supremo sobre G, vemos que u < w < v. En consecuencia tenemos que w € G.
Etapa 2: Mostremos que w, es super-solucién de (|1.1.1)).
Supongamos, por absurdo, que w, no es siper-solucién, i.e., supongamos que existe una funcién test ¢ €

C*(Qr) y un punto (to, zo) € Qr tal que w, — ¢ alcanza un minimo local estricto en (to, o) y se verifica
¢t(t0, LU()) + H(to, T, Wk (to, LL‘()), D¢(t0, {E())) < 0. (1411)

Es facil de ver que tomando como funcién test ¢ = d—o(to, To) +wsx(to, o), esta hereda todas las propiedades
que se verifican para ¢. En consecuencia, sin pérdida de generalidad, podemos suponer que la funcién test
verifica que ¢(tg, xg) = wi (o, o).

Notemos que para € > 0 arbitrario pero fijo, se tiene que
¢(t0, 1’0) + € > w*(to, SU()).

Realizando un procedimiento analogo al hecho en la demostracién del Lema(1.3.3] tenemos que por definicién

de wy(tg, zo) existe una sucesion ((tn, n))neny C Qr tal que

nll;filoo(tn,xn) = (to,z0) ¥ nll;ffoow(tn,xn) = wx(to, o).

De la continuidad de ¢ tenemos que ¢(t,,x,) + € — ¢(tg,x0) + € cuando n — +oo. Si tomamos € =
[@(to, o) + € — wi(to, x)]/4 tenemos que existe ng € N tal que
W(tn, Tn) < wi(to, xo) + € < d(to, o) + € — € < d(tn, xn) +€, YN > ng. (1.4.12)
Sea & > 0 cualquiera, asi existe 9 € N tal que (¢,,z,) € Cs(to, zo) para todo n > fig. Consideremos la
funcién zse: Qr — R, (t,2) = 25.(t,z); donde
w(t,z) si(t,x) € C§(to,x0),

z5e(t,x) =
méx{w(t, z), p(t,x) + €} si (¢, x) € Cs(to, x0)-

Por comodidad de notacién escribiremos z := z5.. Gracias a (1.4.12) vemos que z(tn, Zn) = ¢(tn, Tn) + € >

w(tn, Ty) para todo n > méx{ng, g}, lo cual implica que

z > w. (1.4.13)
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Si ademds mostramos que z € G tendriamos una contradiccién, ya que por definicién de w, tenemos que
z < w. Los siguientes puntos nos ayudaran a encontrar los valores adecuados para € y § de modo que
z=125¢€0.
i) Mostremos que wiy(tg,zg) < v(tg,zo). En efecto, supongamos por absurdo que wy(to, o) > v(to, o).
Como w < vy v es s.c.i. se tiene que w, < v, = v; y por tanto wy(to, o) < v(tg,xo), de donde vemos que
wy (Lo, zo) = v(to, zo).
Dado que w, — ¢ alcanza un minimo local estricto sabemos existe r > 0 tal que

(we — &) (to, x0) < (ws — P)(t,x), V(t,x) € Cr(to, zo).
Pero w, < vy (wyx — @)(to, o) = (v — ¢)(to, xo), de donde tenemos que

(v —&)(to, o) < (v —P)(t,x), V(¢ z) € Cr(to,x0).

Esto muestra que v — ¢ alcanza un minimo local en (g, ), y dado que v es stiper-solucién se tiene que

d)t(thxO) + H(toa anw*(thxO)v ng(to,l’o)) > 07

pero esto es una contradiccién con (1.4.11]). En conclusién, hemos mostrado que ¢(tg,xo) = wy(to, o) <
’U(to, .’Eo).
Tomamos € = {v(to,zo) — ¢(to, x0)} /4. De la semicontinuidad inferior de v y la continuidad de ¢ tenemos

que existe d; > 0 tal que
o(t,x) < (o, xo) + € < v(to,x0) — € < wv(t,x), Y(t,x) € Cs,(to, To)-
De la construccién de € > 0 tenemos que al tomar ¢; € (0, €) se verifica
o(t,x) <v(t,x) —er, V(t,x) € Cs, (to, o).

ii)Por nuestra hipétesis tenemos que w, — ¢ alcanza un minimo local estricto en (tg,zg) € Qr, luego existe

d2 > 0 tal que

0 = (ws = @)(to, x0) < (ws = @)(t, ), V(t,x) € Cs, (o, 20) \ {(to, 7o)} -

Como la funcién w, — ¢ es s.c.i. su restriccién al compacto 9Cs, (tg, xg) alcanza un minimo y de lo anterior

se tiene que m:=  min  (w. — ¢) > 0. As{ tomando €3 € (0,7) obtenemos que
9Cs, ((to,z0))

(ws — @) (t,x) > €2, V(t,x) € ICs,(to,x0).
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iii) Consideremos la funcién
F: (0,T] xRN xRxRY — R

(tvxasvp) — F(tvxvsvp) = ¢t(ta (E) + H<taxvsap)'

Por facilidades de notacién trabajamos con la métrica del maximo sobre el espacio métrico producto M :=
(0,T) x RN x R x RV,
F es continua en el punto mg := (to, xo, ¢(to, o), Do(to, zg)) dadas las continuidades de ¢y y H. Asi, de

tenemos que existe rg > 0 tal que
F(t,z,s,p) <0, Y(t,x,s,p) € By,(Mmop), (1.4.14)
donde se sobreentiende que B, (mg) C M es la bola de centro my € M y radio ry. Por la medida considerada
sobre M, para que se verifique , basta tener que
(t,x) € Cry(to, o), s € Bry(¢(to, o)), p € Bry(Dp(to, z0)); (1.4.15)

donde las bolas deben ser consideradas en los respectivos espacios métricos que componen a M.

Usando la continuidad de ¢ y D¢ en (to,xo) € Qr, sabemos existen r1, 72 > 0 respectivamente tales que
= O(t,x) € B%o(qﬁ(to,xo)), Y(t,x) € Cp, (to, o)
» Do(t,x) € By (Dd(to,x0)), V(t,z) € Cry(to,x0)
El primero de estos puntos implica que tomando €3 € (0,7¢/4) se verifica que
o(t,x) + €3 € Bry(0(to, x0)), V(t,z) € Cpy(to,x0)-
Es claro que tomando d35 = min {rg,r1,72} > 0 tenemos que (¢,z) y las imdgenes de ¢ + €3, D¢ verifican
(1.4.15)) y en consecuencia se verifica (1.4.14)), i.e., se cumple que
oe(t,x) + H(t,z, ¢(t,x) + €3, DP(t,x)) <0, V(t,z) € Cs,(to,x0).
Los literales i), ii) y iii) nos ayudan a concluir que para § = min {d1, d2, 3} y € tal que € € (0, min{eq, €2, €3}),
se verifica que
o(t,x) +e<wv(t,z), V(t )€ Cs(to, o) (1.4.16)
wy(t,z) > o(t,x) + €, Y(t,z) € ICs(to, o) (1.4.17)

0> ¢u(t,x) + H(t,z,d(t, x) + €, Do(t, x)), Y(t,x) € Cs(to, xo). (1.4.18)



14

Mostremos que estos valores para d y € son tales que z € G.

Por definicién de z se sigue que w < z. También v < w y por tanto u < z. Por otro lado, w < v y usando
tenemos que ¢ + € < v sobre Cs(to,xp), con lo cual z < v. Esto muestra que u < z < v.

El tdltimo paso de esta etapa es mostrar que z* es sub-solucién de (|1.1.3]).

Sean ¢ € CH(Qr) vy ({0, Z0) € Qr cualesquiera, tales que z* — ¢ alcanza un maximo local estricto en (fo, Z),

i.e., existe 7 > 0 tal que
(2% — )(to, &0) > (2" — @) (t,x), Y(t,x) € Ci(ty, o). (1.4.19)

Como w < 2%, luego necesariamente w*(ty, o) < 2*(fo, 29). Estudiemos estas dos posibilidades en casos.
Caso 1. w*(ty,&0) = 2*(fo, o)

Esta igualdad junto con nos dice que w* — ¢ alcanza un maximo local en (fo,#o). Esto es claro ya
que

(w* - @)(507‘%0) = (Z* - 90)(1?07'%0) > (Z* - (p)(t:b‘) > (w* - w)(t7x)7 V(t7x) € Cf(fm‘%@)‘

Recordemos que w* es sub-solucién y en consecuencia obtenemos que
¢i(to, &0) + H(lo, &0, 2* (o, £0), Dg(to, #9)) < 0,

mostrando asi que z* es sub-solucién de .

Caso 2. w*(ty, 20) < 2*(to, 20)

Si (fo,20) € Qr := Q1 \ Cs(to, zo) tenemos que w*(fo, #9) = 2*(fo, #) debido a la definicién de envoltura
s.c.s.. Pero esto no es posible por la hipétesis de este caso, por tanto (g, g) € m.

Observemos que para cualquier (f, %) € Cs(to, o) y cualquier 5> 0 se cumple que

sup  2(t,x) > sup o(t, @) + e,
(t,x)eCs(t,2) (t,@)€Cs(t,#)NCs (to,T0)

de donde tras tomar el infimo sobre § y usando la continuidad de (6 + €), se sigue que z*(£, %) > ¢(, %) + €
y como z* > w*, luego z*(t, #) > méx {w*(A, &), p(t, &) + e}. Por otro lado es claro que z < max {w*, ¢ + €},
de donde

2*(t, &) < (méx {w(t, &), d(t, &) + €})* = max {w* (£, 2), ¢(£,2) + €} .
En conclusién, hemos mostrado que z*(,4) = méx {w*(, 1), ¢(f,2) + €} sobre Cs(to, o). Como supusimos

que w* (o, #9) < 2*(to, o), la anterior igualdad concluye que z*(tg, &0) = ¢(fo,&0) + €. Notemos que (T.4.17)
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forza a que (fo,#0) € Cs(to, o). Se tiene que ¢ + ¢ — ¢ € C'(Qr) alcanza un méximo local en (fo,#o). En
efecto, ya que (fo,#0) € Cs(to, o), podemos asumir que #, ademés de verificar (T.4.19)), también cumple con

Ci(to, 29) C Cs(to,x0), y asi se sigue que
(6 — @)t 20) + €= (2" — @) (to, 20) = (2" = 9)(t,x) 2 (6 — @) (t, ) + ¢, V(t,z) € Ci(fo, Bo),
y gracias a las condiciones necesarias de optimalidad se tiene que
¢(to, &) = ¢(to, %) y Do(to, &) = Dep(fo, o).
Finalmente, de (1.4.18)) inferimos que
0 > ¢(to, 20) + H (to, 20, ¢(to, &0), Dp(to, o))
= pi(to, Z0) + H(fo, %o, 2" (o, 20), Dg(to, 20)),

lo cual muestra que z* es sub-solucién de (|1.1.3)).

En resumen, hemos verificado que z € G; ademads es claro que se cumple, pero esto es imposible por
la definicién de w. En consecuencia debemos tener necesariamente que w, es una siper-solucién de ([1.1.3)),
lo cual concluye la Etapa 2.

Asi, ambas etapas confirman que la funcién w es una solucién viscosa discontinua de como se queria

demostrar. |

1.5. Principio de comparacién

Hemos visto que a través del Método de Perron podemos obtener una solucién viscosa discontinua. El
resultado que ahora veremos permite obtener soluciones continuas del problema de Cauchy (1.1.3))-(1.1.2).

Para esto necesitamos dos hipétesis adicionales sobre el Hamiltoniano H.
(H1) Existe x > 0 para todo u,v € R y para todo (¢,z,p) € (0,+00) x RY x R tal que, si u > v entonces

H(taxvuvp) —H(t7.’£,’l),p) > K,(’U,—’U).

(H2) Para todo R > 0y T > 0, existen médulos de continuidad w,wg r tales que para todo v > 0,

||, |y] < R; |u| < Ry para todo s,t € [0,T1]; si s(8) — 0 tenemos que

H(s,y,u,p+s(B8)) = H(t,,u,p) < w(B) +wrr((1 +[p)(Jx —y|+|s =),
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conp=(z—y)/7.

Lema 1.5.1. Sea u: Qr — R sub-solucién de (1.1.3). Para cada 1 > 0 definimos la funcién

Up: QT — R
(t,x) — uy(t,x) = u(t,z) — nt.

Entonces se verifica que u, es sub-solucion de

u + F(t,z,u,Du)+n1=0 en Qr. (1.5.20)

Demostracion: Supongamos que existe ¢ € Cl(QT) tal que u, — ¢ alcanza un mdximo en el punto

(to, o) € Qr sobre Cs(to, zp), con 0 < & < tg. Esto nos dice que

u(to, o) — d(to, xo) > u(t,x) — P(t,z), V(t,z) € Cs(to, zo),

donde ¢(t,z) = nt + ¢(t,x). Podemos ver entonces que u — ¢ alcanza un méximo en (tg,zg) € Qr sobre

Cs(to, o), con ¢ € C'(Qr). Por hipétesis sabemos que u es sub-solucién, y por tanto
(bt(to, 1‘0) + H(to, xo, U(to, 1‘0), Dd)(to, ZE())) <0. (1521)

Notemos que ¢ (to, o) = 1+ @¢(to, xo) y Dd(to, xo) = Dp(to, zo). Ademds, como uy,(to, zo) < u(to, o), la

hipétesis (H1) implica que

H(t07 Zo, ’U,(to, 330)7 D(b(t()a J/'())) Z H(t()y Zo, Un(to, xO)a DQD(t(), -TO)) (1522)
Usando (|1.5.22f) sobre (|1.5.21)) se concluye la demostracién. |

El lema previo, aunque simple, serd de gran utilidad en la demostracion del siguiente Teorema. Este nos
dice que basta saber el comportamiento de una sub-solucién y super-solucién en la frontera parabdlica para

conocer el comportamiento de estas funciones en todo Q7.

Teorema 1.5.2. Supongamos que se verifican las hipétesis (H1) y (H2). Sean u: Qr — R yv: Qr — R
sub-solucion y super-solucion acotadas de (1.1.3) respectivamente, tales que u(0,z) < v(0,z) para todo

x € RN, entonces u < v en QT.
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Demostracién: Razonemos por absurdo. Asf tenemos que existe (£, ) € Q7 de modo que u(t, #)—v(t, %) >

0. Vemos que para 19 > 0 suficientemente pequeiio se verifica que para todo n < ng, u(t,#) —nt —v(t,7) > 0
y en consecuencia

sup {uy(t,z) —v(t,z)}:=0>0.
(t,x)eQT

Consideremos una funcién ¢ € Cy(RY) tal que 1) = 0 en By y ¥ > |juy|| + [|[v]lo + 1 en BS. Esta funcién
nos permite obtener un méaximo en lugar del supremo anteriormente conseguido. Vamos a definir para cada
B > 0 la funcién g como sigue:

Yg: QT — R

(t,fﬂ) — 1/15(75,58) = ¢(5I)

De las propiedades del supremo garantizamos la existencia de (£, ) € Qr, el cual verifica Uy (t, &) —v(t, &) >
0/2. Sea By > 0 suficientemente pequeno tal que ||Z| < 1/8, vy asi, para todo 0 < S < Sy tenemos que
¥p(2) = 0, de donde u,(t,2) — v(t, &) — ¢¥g(2) > 0/2 > 0. Como ¢ > |lu,||_ + [|v||., + 1 sobre BS tenemos
que g > [luyll,, + [lv]c + 1 sobre Bj ;. Esto implica que para (¢,z) € [0,T] x B5,; se verifica que
Yg(x) > 041,y por tanto u,(t,z) —v(t,x) —g(x) <0 — (0 +1) = —1 < 0. Vemos entonces que u, —v — 1)

alcanza un maximo global de modo que

NS

méx {uy,(t,x) —v(t,x) — ()} =0 = 6(8) >

> 0, (1.5.23)
(t,w)EQT
para cierto (t*,2*) € (0,T] x By/g. Procedemos ahora a realizar un doblamiento de variables, para ello

definimos la funcién

€1 [0,T] x [0,T] x RN x RN — R

(tV 871.7 y) ’_> E'Y,C(t7 s,xVy)ﬂ

donde e < vy

6776(.6) S, l‘,y) = un(ta Q}) - U(Svy) - Qﬁﬁ(y) -
De la definicién de &, . y (1.5.23) tenemos que la funcién &, . posee un maximo global, i.e., existe (¢, 5, Z, §) :=

(ty.es Syer Tyses Yrye) € [0,T] % [0,T] x RY x RY tal que

A 6t77 3 = 615_777777::§€Zé>0, 1.5.24
(t,s,m,y)e[o,'llﬂl]nﬁ)é,T]xRNXRN{é-% ( 5@ y)} 5% ( 5 ) v ( )

con j € By, por la definicién de 1 sobre By, z. Usando (1.5.23) podemos concluir que

[z —gP -3
2y 2¢

2
< unllog + 10lloe + 19l -



18

y esto a su vez implica que

T-g*<Cy y |t—5<Ce

Como vimos, el término de localizacién 15 hace que Z,y € B/, para €, > 0 suficientemente pequefios.
Luego, a través de un argumento de subsucesiones sabemos que existe (#',z') € Qr tal que £,5 — t' y
Z,y — 2’ cuando €,y — 0. Tenemos también que al usar la semicontinuidad de w,, y (1.5.23)), argumentos de

viscosidad estandar implican que

lim 1{m sup T =0. (1.5.25)

=0 0

Definimos las funciones ¢1 y ¢o como sigue:

_ 42 _ 32 B

oi(ta) = v(s) + s + T L v e 0
7 a2 r_ |2 _

(s, = (t.3) — wly) - T B vy € o

Es claro usando la maximalidad de &, . dada por (1.5.24)), que u,) — ¢1 alcanza un maximo global en (¢,z) €
Q7. Recordando que u,, es sub-solucién del problema, (|1.5.20)) gracias al Lema y usando el hecho que

#1 € CH(Qr) por su definicién, tenemos que para cualquier § € (0, min{z, 5})

De manera similar vemos que v — ¢ alcanza un minimo global en (3, 7) y como v es stiper-solucién de (1.1.3)

se tiene que para cualquier § € (0, min{¢, §})

(¢2)t(§’ g) + H(E,:I;U(E, ?]),D(ﬁg(@ g)) > 0. (1'5'27)

Calculando la diferencia entre ((1.5.26)) y (1.5.27)) y desarrollando las expresiones tenemos que

1 < [(02):(5,7) — (¢1):(t, 7)) + A, (1.5.28)

donde A = H(5,7,v(5,7),p — DYs(y)) — H(t, &, uy(t, ), D).

8l

uy(t,Z) > v(5,7), y de la hipétesis (H1) tenemos

H (57?]7’0(57 g)vl_) - Dl//ﬁ(ﬂ)) S H(§, gv Un(l?, j)aﬁ - D’l/fﬁ(g))
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De aquf vemos, junto con la hipétesis (H2) con R =2/, que

< w(B) +wsr((1+ [p))(|2 — gl + [t — 5])).
Usando (|1.5.25)) y tomando € < v concluimos que
A < og(1) +wpr(oy(1))

donde 0,(1) — 0 cuando v — 0 independientemente de los otros pardmetros. Reemplazando las estimas

obtenidas en (|1.5.28]) y tomando limite cuando ¢ < v — 0 y 8 — 0 conseguimos que
n <0,

lo cual es un absurdo pues n > 0. [ |

1.6. Existencia y Unicidad de soluciones continuas

Ahora usaremos todos los resultados previos para mostrar la existencia y unicidad de soluciones viscosas.
Sin embargo, es necesaria la siguiente hipotesis para este fin.
(H3) Para cada R > 0 existe una constante Cgr (R) > 0 tal que |H (¢, z,u,p)| < Cy(R) para todo (¢, z) € Q,

y para todo |ul, [p| < R.

Teorema 1.6.1. Supongamos que se verifican (H1)-(H3). Sea ug € Cy(RY). El problema de Cauchy
[T11)-(T.1.2) posee una tinica solucién viscosa u € C(Q). Mds atn, existe C > 0 tal que la solucidn u
verifica que

lu(t, z)| < Ct + lluoll o, V (t,2) € Q.

Demostracion: FEstudiemos primero el problema en el horizonte finito, i.e., el problema —.
Etapa 1.Sea T' > 0 cualquiera. Primero supondremos que ug € C'(RY) y que ||u0H01(]RN) < A para algin
0<A<+o0.

Sea C > 0 cualquiera y consideremos la funcién u™ (¢, z) = ug(x) + Ct, la cual satisface que u™ (0, z) = ug(z)

para todo = € RY. Notemos que la funcién ut es suave, por tanto puede ser evaluada de manera clasica en



20

(1.1.3). Usando ahora (H3) tenemos que existe una constante Cgr(A,T) > 0 tal que
u?(tv :L’) + H(tv €T, uO(:L') + Cta DUO(SU)) >C - CH(A, T)a v (ta .’E) € QT'

Vemos que si tomamos C > 0 suficientemente grande tal que C' — Cy (A, T) < 0, entonces la funcién u™* es
una siper-solucién (cldsica, y por tanto viscosa) del problema —.

Similarmente obtenemos para C' > 0 suficientemente grande que la funcién u™ (¢, 2) = ug(x) — Ct verifica que
u™(0,2) = up(x) para todo z € RY y es sub-solucién viscosa del mismo problema. Ya que u~ < u* sobre
Q7 y ademds ambas son acotadas, ya que ug lo es, las hipétesis del Teorema se verifican y garantizamos
la existencia de u : Q7 — R solucién viscosa discontinua del problema tal que ©v~ < u < ut en Q7.
Mostremos ahora la continuidad de u. De lo anterior vemos que, en particular, v~ (0, z) < u(0,z) < u*(0,x)
para todo x € RY, y de las definiciones de u~ y ut tenemos que u.(0,7) = u*(0,z) = uo(z) para todo
z € RN. Como u, es stper-solucién y u~ es sub-solucién, luego usando el Teorema m (el Principio
de comparacién) obtenemos que u* < wu,, y como siempre se cumple que u* > wu,, hemos concluido que
u, = u*,i.e., hemos mostrado que u € C(Q7). Esto muestra la existencia de una solucién viscosa continua.
Mostremos ahora la unicidad de la solucién. Supongamos, por absurdo, que existe % # wu solucién viscosa
continua del problema -, y asi, dado que u es también solucién, necesariamente se debe cumplir
que

a(0,z) = u(0,x), VaeRY, (1.6.29)

Como toda solucién es sub-solucién y siper-solucién, asumamos que % es sub-soluciéon y que u es super-
soluciéon. Por tanto, usando , el Teorema nos dice que @ < u en Qr. De manera andloga,
tomando ahora a u como sub-solucién y a @ como stper-solucién, obtenemos que @ > u sobre Qr, y por
tanto que @ = u sobre Qp, lo cual es absurdo, mostrando asi la unicidad de la solucién.

Etapa 2. Nos enfocamos ahora en el caso general donde u € Cy(RY). Tomemos una familia de funciones

suaves y acotadas (U07e)e>0 C Cb(RN) tales que,
Uo,e CL(RN Uo,e Ug o] :
|| ” (RN) <400y || || <€

Sea € > 0 cualquiera. Vamos a considerar la funcién u} (¢,2) = ug(x) + € + Ct. De la segunda condicién

podemos ver que ug . — € < ug < ug, + €, y asi uf (0,x) = ug,e + € > ug(z). Realizando un proceso andlogo
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al hecho en la Etapa 1 vemos que para C, > 0 suficientemente grande u} (t,2) = ug (z) + € + Cct es stiper
solucién del problema —. También tenemos considerando C. > 0 suficientemente grande, que la
funcién u_ (t, z) = uo,c(z) — € — Cet es subsolucién del problema. Utilizando el Lema sabemos que las
funciones
w () = suplus (b)) ¥ ta) = inf{ul (1.0))
son sub- y stiper-soluciones respectivamente. Ademas, por definicién de estas funciones, tenemos que u™ (0, z) =
u~(0,z) para todo x € RY. Siguiendo exactamente los mismos pasos de la etapa anterior obtenemos la exis-
tencia de una tnica solucién u € C(Q7) del problema.
Etapa 3. La solucién para el problema de Cauchy — se obtiene al hacer T' — +o00 en las Etapas
1y 2.
Etapa 4. Mostremos ahora la estimacién para la solucién w.
Notemos en primera instancia que ( Su)pQ{\F(t,x, 0,0)|} < 4o0. En efecto, sea R > 0 arbitrario pero fijo.
t,z)e
Utilizando (H3) sabemos que existe Cy(R) > 0 tal que |H(t,z,u,p)| < Cy(R) para todo (t,z) € Q, para
todo |ul,||lp]| < R. Vemos entonces que |H(t,z,0,0)] < Cy(R) para todo (¢t,z) € @, lo cual implica que
sup {|F(t,2,0,0)|} < +oo.
(t,2)€Q

Consideremos ahora la funcién z(t,z) = Cit + |lugl| ., con C1 > 0 por fijar. Es claro que z; es suave, por

tanto, puede ser evaluada clasicamente en , de donde obtenemos que
(z1)e(t,x) + H(t,z,21(t,x), Dz (¢, 2)) > C1 + H(t, z, Cit + ||uo|| o, , 0)
>Ci+ H(t,z,0,0),
donde en la tltima desigualdad hemos utilizado (H1) con w := Ct + ||ug||,, > 0 =: v. Si tomamos C; =
|H(-,-,0,0)||, entonces z; es stper-solucién de (L.I.1)-(I.1.2). Tomamos ahora a la solucién u como sub-

solucién. Para x € RN vemos que u(z,0) < z1(z,0) ya que u(z,0) < ||lug| ., por tanto, utilizando el principio

de comparacién obtenemos que u < z; sobre Q, i.e.,
u(tvx) < ||H('v'a0a0)||oot+”uOHooa V(t,l‘) GQ'

Anélogamente, considerando la funcién zy(t,z) = —Cat — ||ug||,,. Para C3 = C; > 0 obtenemos una sub-
solucion, tal que

- HH(v '7070)”00 t— ||u0||oo < u(t’x)7 V(t,x) € Q



Vemos entonces que basta tomar C' = C; = Cs, lo concluye la demostracion.

22
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Capitulo 2

Derivada fraccionaria de Caputo

La integracion y diferenciacion de orden no entero han sido objeto de estudio desde la época de Leibniz. Por
ello en este Capitulo nos centramos en dar una introduccién con definiciones y resultados basicos para que se
pueda apreciar como se resolvié este problema. Conceptos como integrales y derivadas de Riemann-Liouville

seran revisados para luego usar estas ideas y definir la Derivada Fraccionaria de Caputo.

2.1. Definiciones y resultados preliminares

Consideremos primero notaciones importantes dadas en la siguiente definicién.

Definicién 2.1.1. i) Denotamos por D el operador que mapea una funcién diferenciable sobre su deri-

vada, i.e.,

ii) Denotamos por J, el operador que mapea una funcién f: [a,b] — R Riemann-integrable sobre su

primitiva centrada en a, i.e.,
xr
Jof(x) = /f(t)dt,
a

para a < x < b.

iii) Paran € N, denotamos por D™ y J? la n—ésima iteracién de D y J,, i.e., denotamos D' := D, J! = J,

y D" := DD"" 1y J* = J,J*~! paran > 2.
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Como vimos, la derivada (estdndar) n-ésima abarca el caso para n € N, y asi es natural preguntarnos por
el significado que tendrian expresiones del tipo D'/2 o D¢, i.e., queremos obtener una generalizacién del
concepto estdndar de derivada y poder dar sentido a una derivada n—ésima, con n € (0, +00) := R.

Las siguientes proposiciones nos seran de ayuda para dar una idea de como definir dicha generalizacion de

derivada.

Proposicién 2.1.2. Sea f una funcidn Riemann-integrable sobre el intervalo [a,b], donde a,b € R. Sean

to € [a,b] yn €N cualesquiera. Entonces se verifica que

to

[0 — 0

Ji f(to) = (G

a

Demostracién: Ver referencia [12] pdgina 8. |

Proposicién 2.1.3. Sean m,n € N tales que m > n, y sea f una funcion cuya n-ésima derivada es continua
en el intervalo [a,b]. Entonces,

DTLf — DWLJ(’;)’L—nf.

Demostracion: Ver referencia [12] pagina 8. [ ]

2.2. Integrales de Riemann-Liouville

En base a la Proposicién 2.1.2] surge un nuevo concepto de integral que detallamos a continuacion.

Definicién 2.2.1. Sea n € R,. Definimos el operador J7 : L'([a, b]) — L*([a, b]) de modo que

x

Jof(z) = ﬁ /(m — )" f(t)dt, Yz € [a,b).

J" es llamado Operador integral fraccional de Riemann-Liouville de orden n. Para n = 0 denotamos J := I,

donde I es el operador identidad.
Debemos asegurarnos que la definicién anterior es correcta, lo cual es garantizado por el siguiente teorema.

Teorema 2.2.2. Sea f € L'([a,b]) y n € Ry. Entonces, la integral J? f(z) existe para casi todo x € [a,b].

Mads aiin, la funcion Jf pertenece a L*([a,b]).
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Demostracién: Ver referencia [12] pdgina 13. |
Es interesante notar que estos operadores verifican propiedades andlogas a las que cumple la integral de

Riemann.
Teorema 2.2.3. Sean m,n >0y f € L'([a,b]). Entonces,
Ji o f) = I f(x)
casi todo punto z € la,b]. Si f € C([a,b]) 0 si m +mn > 1, entonces la anterior igualdad se tiene para todo

x € [a,b]. Mds ain, J"J*f = JrJmf.

Demostracién: Ver referencia |12] pagina 14. [ |

2.3. Derivada de Riemann-Liouville

Buscamos ahora generalizar el resultado dado por la Proposicién [2.1.3] para ello consideremos la siguiente

definicién.
Definicién 2.3.1. Sean € Ry y m = [n]. El operador 152 definido por
Drf:=Dmjm

es llamado operador diferencial fraccional de Riemann-Liouville de orden n. Para n = 0, definimos Dg =1,

con I el operador identidad.

Bajo esta definicién tenemos un resultado andlogo a la Proposicién [2.1.3] que se cumple para los operadores

fraccionarios diferenciales e integrales de Riemann-Liouville.

Proposicién 2.3.2. Sean € Ry y sea m € N tal que m > n. Entonces,

Dr = Dy,

Demostracién: Ver referencia [19] pdgina 27. |

Observando la Definicién [2.3.1] vemos que es un tanto complicada la definicién ya que requerimos que

la integral de Riemann-Liouville sea diferenciable, pero el Teorema solo nos asegura que la funcién
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resultante es L'. Por tanto es importante enunciar el siguiente resultado referente a la correcta definicién de

D7

a

Teorema 2.3.3. Sean f € A'([a,b]) y 0 < n < 1. Entonces D" f existe casi todo punto en [a,b].

Demostracién: Ver referencia |12] pagina 27. ]

Observacién 5. Ala,b] denota el conjunto de las funciones cuya primera derivada es absolutamente con-

tinua.

2.4. Derivada de Caputo

Sabemos que si nosotros decimos que una funcién f posee segunda derivada f” es por que necesariamente
posee su primera derivada f’. De manera general, si f posee n—ésima derivada f(™, con n > 2, es porque
necesariamente existe f(™ para todo m € {1,2,...,n —1}. Adem4ds sabemos, por el Teorema Fundamental

del Célculo, que
[ 0@ =0 c

i.e., que conociendo la n—ésima derivada de f, f(), basta integrar f(*) para conocer f(*~1. Es justamente

esta idea la que explica la siguiente definicién.

Definicién 2.4.1. Sea 0 < a < 1y 3 = [a]. Sea f: [a,b] — R tal que D f € L*([a,b]). Definimos el
operador D§ como
Def = JP~epPf.

D¢ es llamado operador diferencial de Caputo de orden a.

Observacién 6. La definicién para el operador diferencial de Caputo se la hace de manera general para
cada a > 0 e involucra resultados adicionales. Lo importante es que para el caso que nos interesa, i.e., cuando

0 < a < 1, la Definicién y la definicion general coinciden.

Como se esperaba, para funciones continuas, tenemos que la derivada de Caputo es la inversa de la integral

de Riemman-Liouville.
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Teorema 2.4.2. Sea f una funcidn continua y o € (0,1). Entonces

DI f = [

Demostracién: Ver referencia [12] pdgina 53. |

Observacion 7. Todo lo que se ha tratado hasta aqui es un compendio del Calculo Fraccionario y la
Derivada temporal de Caputo; si se desea profundizar en estos conceptos, se recomienda al lector revisar la

referencia [12].

Procedemos ahora establecer notaciones y conceptos que facilitardn el tratamiento del problema que se

abordard en el siguiente capitulo.

Definicién 2.4.3. Sea f : [0,4+00) — R una funcién suficientemente suave. D®u representa la derivada
fraccionaria temporal de Caputo de f de orden «, para « € (0, 1) fijo; la cual estd definida por la siguiente

expresion:

DOf(t) :== DSf(t) = F(ll— 3 / (tfl(?)ads, Y t € [0, +00).
0

Observacién 8. Usando esta iltima expresion, es claro que la derivada de Caputo es lineal.

Observacién 9. La constante en frente de la derivada de Caputo permite obtener que D f(t) — f'(t)

cuando o — 17 si f es suficientemente suave en t.

Sife Cl([O7 +00)), realizando una integracién por partes podemos arribar a la siguiente expresién:

w1 fW-F0)  a [~ f(s)
DO =ra=a™ w  Tra-a / (t—s)ita o
0

Mas aun, dado que se tiene la siguiente igualdad:

0
1 1
L ds=
/(t—s)Ha 5T e
—0o0

y realizando una extensién de f haciendo f(t) = f(0) para ¢t < 0, es claro que la derivada de Caputo puede

ser reescrita como

EEET

DYf(t) = ca / Mds (2.4.1)

donde ¢, 1= a/T(1 — a).
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La notacién con respecto a la evaluacién sobre la derivada de Caputo D¢ estard dada de la siguiente forma.

Paraa <b,t Ry f:[0,+00) = R denotamos

D%[a,b](f,t) := ca Md&

o [t—sli*e

Si a = —oo, Unicamente escribiremos D*[b](f,t). Notemos que bajo estas notaciones se verifica la igualdad

De[t)(f,t) = D ().
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Capitulo 3

Ecuaciones de Hamilton-Jacobi con

derivada temporal tipo Caputo

3.1. Definiciones y resultados previos

En el Capitulo 1 trabajamos EDPs parabdlicas cuya derivada en el tiempo estd dada por la derivada estandar.
Como hemos visto en el Capitulo 2 existe otro tipo de derivada llamada Derivada de Caputo, y por tanto es
natural que existan formulaciones donde intervenga este tipo de derivada. Por ello, en el presente capitulo

estamos interesados en el estudio del siguiente problema:
D%u(t,z) + H(t,z,u(t,z), Du(t,z)) =0, (t,z) € Q= (0,+00) x RY; (3.1.1)
sujeto a la condicién inicial
u(0,t) = ug(z), xRN (3.1.2)

con uy € Cy(RY). En la ecuacién (3.1.1) u denota la funcién incégnita, D%u la derivada de Caputo de u de
orden v y Du denota el gradiente de u respecto a la variable espacial x. La aplicacién no lineal y continua
H: (0,4+00) x RN x R x RY = Ry ug € Cp(RY) son dadas.

Por comodidad en la notacién, escribimos

H[u, ¢7t,$] = H(t7 xz, U(t7$), D¢(t,l‘)),
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y una notacién similar serd usada para la derivada temporal no local
D?[ua d)a t, l‘] = Da[t - 5](”(7 I‘), t) + Da[t - 57 ﬂ(gb(a ‘T)v t)

Con respecto a la ultima notacién, cabe mencionar que basta que u sea acotada s.c.s. o s.c.i. para que
Dot — 6](u(-, x),t) exista, mientras que D[t — §,t](¢(+,x),t) existe cuando la funcién es suficientemente
suave, por ejemplo, si ¢ € C*(Qr).

Como se puede apreciar, la ecuacién y la ecuacién tienen estructuras muy parecidas. En
consecuencia, como veremos en cada resultado, las técnicas que usamos en las demostraciones son las mismas,
pero adaptadas al nuevo problema en cuestién.

Enfocaremos el estudio en el horizonte finito. Sea 7" > 0 cualquiera y consideremos el conjunto Qr :=

(0, 7] x RN, Luego el problema a abordar sers
D%u(t,z) + H(t,x,u, Du) =0, V(t,z) € Q. (3.1.3)

Todos los resultados que se presentan a continuacién son adaptaciones de aquellos que se han obtenido en [1]
y [11]. Por tanto, si se quiere ver una versién més general del problema de Cauchy abordado en este capitulo,
se recomienda al lector revisar estas referencias.

Presentamos a continuacién las definiciones de soluciones en el sentido viscoso.

Definicién 3.1.1. Sea u : Q7 — R. Diremos que u es sub-solucién (resp. siper-solucién) viscosa de (3.1.3))
en el punto (tg,z¢) € Qr si u es s.c.s. (resp. s.c.i.) y si para toda funcién test ¢ € C'(Qr) y cualesquiera
81,02 > 0 tales que (tg,2o) es un punto de méaximo (resp. minimo) de u — ¢ sobre Cjs, s, (to,70) N Qr se
verifica que

D?l [U, ¢7 tOv :L.O] + H[“’? (bv t(]u .’E()] < (resp. 2) 0.

Si u es sub-solucién y stiper solucién de (3.1.3) diremos que u : Q7 — R es solucién viscosa de ([3.1.3)).

Definicién 3.1.2. Sea u : Q7 — R. Diremos que u es sub-solucién viscosa (resp. siper-solucién) del
problema de Cauchy (B.1.3)-(3.1.2) si u es sub-solucién (resp. stiper-solucién) viscosa y u < (resp. >) ug
sobre {0} x RV,

Diremos que u es solucién viscosa del problema de Cauchy — si u es sub- y stiper-solucién viscosa

de dicho problema.



31

Los siguientes lemas nos ayudan a evitar errores técnicos en las demostraciones que se realizaran.

Lema 3.1.3. Sean u : Qr — R, ¢ € CY(Qr) y (to,z0) € Qr. Si (to,x0) es un punto de mdzimo (resp.

minimo) de u — ¢ sobre Cs, s5,(to, o), entonces para 0 < o < §; se verifica que

Dz(ixl [u,(b, to,(Eo} < (resp. Z)D?[’U,,(b, to,l’o].

Demostracion: Demostramos el caso relativo al méaximo dado que el caso del minimo sigue ideas total-
mente analogas. Sea 0 < o < §; cualquiera. Puesto que (%o, o) es el maximo de u — ¢ sobre Cs, s, (to, xo) se
sigue que

U(to, 1‘0) — U(t,CC) Z d)(to,xo) — d)(t,l’), V(t,$) & (to — 51,t0 4+ 51) X B52 (Io)

En particular tenemos que u(to, zg) — u(t,zo) > ¢(to,x0) — ¢(t,z0) para todo t € (tg — 01,9 + d1), lo cual,

juntamente con el hecho que o < §7, implica que

to—o
u(to, xg) — ult,x
D*[ty — 61,t0 — o](u(-,x0),t0) = ca / ( O(tooz t)l-Eoz O)dt

to—0d1
to—
(to,x t
¢ 05 0 ¢( xo)dt
tO —t 1+«
to—01

= D[ty — 61, t0 — o](é(-, z0), to)-
La anterior desigualdad nos permite concluir el resultado deseado ya que se verifica lo siguiente:
Dgu, ¢,t0, z0] = D*[to — o](u(:, z0), to) + D*[to — 0, 0] (¢(+, 70), o)
= D%[to — 01](u(, x0), o) + D[to — d1,to — o](u(, 7o), to)
+ D%[to — 0, t0](¢(+, 20), to)
> D%[to — 01)(u(-, zo), to) + D[to — o1, t0 — o](&(-, %0), to)
+ D%[to — o, to](é(+, xo), to)
= D§ [u, ¢,to, z0].
[ |

Lema 3.1.4. La Definicién puede ser reformulada requiriendo que se verifiquen los siguientes puntos:

i) 61 =0y=0
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i) 0 < 6, < to

Demostracién: Mostraremos tinicamente el caso que envuelve sub-soluciones ya que la demostracién para
el caso de super-soluciones sigue lineas andlogas.

Notemos que los requerimientos solicitados en este Lema envuelven casos particulares de la Definicién [3.1.1]
por tanto, la Definicién implica las nuevas definiciones de sub-solucién dadas por las condiciones i) y
ii) del presente Lema.

Mostremos ahora la otra implicacion.

i) Sean u : Qr — R una funcién s.c.s. y ¢ € C*(Qr) tales que u — ¢ alcanza un méximo en (tg,zo) € Qr
sobre Cs, s, (to, xo) para ciertos d1, d2 > 0. Por tanto, al tomar 6 < min{dq,d2}, es claro que u — ¢ alcanza un
méximo en (tg,zg) € Qr sobre Cs(to, zo). Asi, usando la variacién de la definicién de sub-solucién viscosa

dada por este caso, obtenemos que
Déa[uv ¢a th IE()] + H[U, ¢7 t07 IO] S 0.

Gracias a como hemos tomado ¢ > 0, el Lema [3.1.3| permite concluir la desigualdad deseada, i.e., obtenemos
que

D?l [u,¢,t0,$0] + H[u7¢7 tvaO] S 0.

ii) Sean u : Q7 — R una funcién s.c.s. y ¢ € CH(Qr) tales que u — ¢ alcanza un maximo en (¢, o) € Qr
sobre Cs, s, (to, xo) para ciertos d1,d2 > 0. En este punto se pueden dar dos casos: 0 ;1 < £y 0 6; > to. La
demostracién para el primer caso es trivial. Ahora, si tenemos que d; > tg, es claro que en particular u — ¢
alcanza un méximo en (to, o) € Qr sobre Cy, s,(to, zo). Utilizando ahora la variacién de la definicién de

sub-solucién viscosa dada por este caso, tenemos que
Dtof) [U, (ba th 'IO] + H[uv ¢7 t07 IO] S 0.
Finalmente el resultado se obtiene tras utilizar el Lema B.1.3 [ |

Definicién 3.1.5. Sea v : Q7 — R. Diremos que u es sub-solucién viscosa de (3.1.1)) en el punto (%, x0) € Qr
si u es s.c.s. y si para toda funcién test ¢ € C'(Qr) acotada tal que (tg,zo) es el punto de maximo global
de u — ¢ se verifica que

Daﬁb('aﬂfo)(to) + H[¢7t07x0] <0.
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Lema 3.1.6. Las Definiciones y[3.1.5 son equivalentes.

Demostracién: Sean u : Qr — R una funcién s.c.s. y ¢ € CI(QT) tales que u — ¢ alcanza un méximo
estricto en (tg,z9) € Qr sobre Cs(tg, xo) para cierto ¢ > 0. Sin pérdida de generalidad, supondremos que

u(to, z0) = B(to, zo). Se sabe que existen funciones C'(Qr) acotadas tales que:
i) bn = ¢ en Cs(to, o) para todo n € N.
ii) én — u cuando n — +oo localmente uniformemente sobre (Cs(to, m0))C.
iii) bn > u en Qr, para todo n € N.

Es claro de i) y iii) que para todo n € N, la funcién u — &y, alcanza un méximo global en (to,x0) € Qr.

Usando la Definicién tenemos que
D®[pn, to, x0] + H|pn, to, o] < 0. (3.1.4)
Analicemos los términos de forma separada. En primer lugar podemos ver que

D[, to, To) = D?[ng bn, to, o)

to—5 - _
_ én(to, z0) — ¢n(t,xo ¢ to, zo) — B(t, Io)dt
= Ca (?fo _ t)l-i—a tO _ t 1+

— 00

1 ulteme) —da0m0) T ulte, o) — dult. o)
= T —a) 2 + ca / (to —1)1te dt
0

éf) to,xo o(t, o)
0 —t 1+a

dt.

to—9
De ii) obtenemos la convergencia puntual y la existencia de M > 0 tal que |¢~>n|[0,t0_5]| < M paratodon € N,

de donde es posible la aplicacién del Teorema de Convergencia Dominada en la expresion anterior, por tanto

concluimos que Do‘[q;n, to, o] — D§'[u, ¢, to, xo] cuando n — +oo. Por otro lado, es claro que

H{bn, to, x0] = H(to, %0, bn(to, z0), D (to, 0))
= H(to,xo,u(tO,xO)v DQSn(thxO))

= H[U, ¢7 t0,$0]~

Asi, tomando el limite cuando n — +00 en (3.1.4) llegamos al resultado deseado.
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Para la otra implicacién basta notar que la funcién test de la Definicién [3.1.5] es un caso particular de la
funcién test requerida en la Deﬁnicién por tanto, la demostracién es inmediata notando que —¢(t, xg) <
—u(t, zg) para todo t € (—oo,tg — J). [ ]
A continuacién tenemos un resultado importante que se trata de lo que sucede cuando una sub-solucién

posee un buen comportamiento en la variable temporal, y este es ser Lipschitz continua en el tiempo.

Proposicién 3.1.7. Sea u una sub-solucion de (3.1.3) en el punto (to,zo) € Qr, acotada por M > 0 tal
que

lu(t, z0) — u(s,z0)| < Clt —s|* ¥ s,t € (to— &g+ 0')
para algunos o' € (a,1], & > 0 y C > 0. Entonces la cantidad D*u(-,x0)(to) dada por (2.4.1)) estd bien
definida y es finita. Mds atin, si existe una funcion test ¢ € C*(Qr) tal que (to, o) es el punto de mdzimo

de u— ¢ en Cs, 5,(to, x0) para algunos 61,02 > 0, entonces

Du(-, x0)(to) + H[u, ¢, to, o] < 0.

Demostraciéon: Para mostrar la correcta definicién de D*u(-, zg)(to) basta notar que:

’

t() 0 t()
/U(toaxo) —U(tafco)dt< / lu(to, o) — ul(t, $0)|d75Jr / \u(t07$0)—u(t7$0)|dt
0

(tO _ t)1+a (tO _ t)1+cx A (tO _ t)l—i—a
o—
to—d’ t
- oM ‘ 1 ;
< CEDED t+C oo t < +o0.
0 to—0’

Para la segunda parte, como u es sub-solucién, las hipdtesis nos permiten concluir que

Dg; [U,¢,t0,$0] +H[U,¢), t(),SCo] S 0. (315)

Notemos que

to
o' D[t — 61, t0)(¢(+, o), to) = / ¢<t0(’£oz;)ﬂi7 xO)ﬂ(to—él,tw(t)dt

|¢ to, xo) — P(t, o)

t 1+o dt.

to —
Como ¢ es suave, la ultima integral existe, y ademds es claro que la funcién de la primera integral converge

a 0 cuando §; — 0. Aplicando el Teorema de Convergencia Dominada tenemos que

Da[to — 51,t0](¢(~,l‘0),t0)) — 0, cuando d; — 0.
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De manera anédloga podemos ver que
D[ty — 01](u(-, zo),t0) = D%u(-,z0)(to), cuando &1 — 0.

Por tanto, tomando el limite cuando d; — 0 en (3.1.5)) logramos el resultado deseado. ]

3.2. Supremo de sub-soluciones

Para el abordaje de esta seccién es necesario recordar las definiciones de envolvente s.c.s. y envolvente s.c.i.

dadas en la Seccién [L3]

Definicién 3.2.1. Diremos que una funcién u : Qr — R es una sub-solucién (resp. stiper-solucién) viscosa
discontinua de (3.1.3)) si u* (resp. u,) es una sub-solucién (resp. stiper-solucién) viscosa de (3.1.3)). Diremos

que u es solucién viscosa discontinua de (3.1.3)) si es sub- y stper-solucién discontinua a la vez.

Lema 3.2.2. Sea A un conjunto de indices. Para cada oo € A supongamos que s : Qr — R es sub-solucion

viscosa discontinua de (3.1.3). Definimos la funcion

u: QT — R

(t, ) — u(t, ) = sup us(t, ).
acA

Entonces u es una sub-solucion viscosa discontinua de (3.1.3). Un resultado simétrico se obtiene para siper-

soluciones reemplazando el supremo por el infimo.

Demostracién: Sea ¢ € Cl(QT) tal que u* — ¢ alcanza un méximo estricto en Cs(to,zo) en el punto
(to, o) € Qr con 0 < § < tg. Sea o € (0,46/3) cualquiera. Es claro que (to, o) sigue siendo punto de maximo
estricto en C,(to, zg) de u* — ¢. Usando argumentos estandar (ver la demostracién del Lema [1.3.3) obte-

nemos lahttps://www.overleaf.com/project/6062972d716dbf285b50369a existencia de sucesiones (o, )nen ¥

((SnsYn))nen tales que:
i) (45— 6)(5n» ) = méoe{ (5, — 6) (8, 2); (£, 7) € Co (5, 5)}-
i) (ul)(Sn,Yn) = u*(to, xo) cuando n — +oo.

iti) (8n,yn) — (to, o) cuando n — +oo.
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Puesto que para cada n € N sabemos que (u,, )* es sub-solucién de (3.1.3) tenemos que

D3 [(wa,)"s @5 $nsYnl + H|(Ua, )" @5 Snyyn] < 0. (3.2.6)

Gracias a que ¢ € Cl(QT) y $n — tg podemos aplicar el Teorema de Convergencia Dominada, de modo que

obtenemos
D% sp — 0, 8p](P(+, Yn), Sn) = D[to — o, t0](¢(+, o), to)- (3.2.7)

Por otro lado, recordando que u* > (u,, )*, tenemos que

Cnga[Sn — 0]((wa,, )" (5 ¥n)s sn) = [(Ua,)* (Un, 5n) — u”(to, o)) / ﬁdt
+ / u*(t()’g[éosl_(g?ii*(t’s”)dt (3.2.8)
oo Sn_UU*(to,xo) —u*(t,yn)
> on(1) o T _/ (5n — t)1+a dt.

Como s, — ty, entonces sabemos que para todo n € N suficientemente grande en términos de o, se verifica

que

1+«
sn—oéto—g y (sn—t)H"‘ZKto—%)—t} ,Vte(—oo,to—g>.

Ademas, como u* es acotada, es claro que
u(t, yn) — u*(to, w0) < 2|[Ju|, -

De lo anterior podemos concluir que

U*(t(),xo) _U*(ynvt) _2”“*"
—00,8p—0 ( ) Z > o —oo,tp—2Z (t)’
(5p — t)ITe ( ) [(to—2) —t]H (—oc0to—%)

(3.2.9)

para todo t € (—o0,tg — 0 /2) donde la dltima funcién es integrable ya que o > 0. De la ecuacién (3.2.9)
podemos ver que las hipétesis del Lema de Fatou en su versiéon dominada se cumplen, por tanto, usando iii)

y el hecho que u es s.c.s. tenemos que

Sp—0 to—o

limlnf / U (t07.’£0) —u (t7yn)dt 2 / lfmlnf u (tO)mO) —Uu (t?yn)dt
n—-4o0o (Sn _ t)1+a n——+o0o (sn _ t)lJrOt

— 00 — 00

b u* (tg, o) + lﬁgi&f{_u*(t’ Yn)}

> dt 3.2.10
- liminf(s, — t)1+e ( )
— 00 n—-+oo
to—o’
> / u*(to, zo) —U*(tﬂﬁo)dt.
(to — )7

— 00
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Bajo un argumento de subsucesiones tenemos que en la ecuacion ([3.2.10|) el limite inferior puede ser reem-

plazado por un limite. Usamos esta observacién en conjunto con ([3.2.7) y (3.2.8)), para concluir que

lim Dg[(uan)*7¢78n’yn] > Dg[u*7¢a th-rO]-

n—-+oo

Usando la continuidad de H,,ii), iii) y la suavidad de ¢, es claro que
H(ua,)", ¢, 8n,yn] = H[u", ¢, %0, zo)-

Finalmente, podemos ver que al tomar el limite en , obtenemos que
Dg[u*, ¢,to, xo] + H[u", ¢, t0,z0] < 0.

Asi, usando el Lema [3.1.3| obtenemos el resultado deseado ya que o < 4. ]

3.3. Meétodo de Perron

Teorema 3.3.1. Sean u,v : Qr — R sub y siper soluciones acotadas de (3.1.3)) respectivamente. Si u < v

sobre Qr, entonces existe w : Qr — R solucion viscosa discontinua de (3.1.3)) tal que u < w < v sobre Q.

Demostracion: Consideremos el conjunto
G :={z:Qr — R[z* es sub-solucién de (3.1.3) y u < z < wv}.

Es claro que u € G, luego G es no vacio. Definimos la funcién
w: QT — R
(t,z) — w(t,z) = sup 2(t, x),
z€G
y asi del Lema tenemos que w* es sub-solucién de (3.1.3) con u < w* < v, lo cual muestra que
w € G. Mostremos que w, es super-solucién. Supongamos por absurdo que w, no es super-soluciéon. Usando

la equivalencia de definiciones dada por el Lema , tenemos que existen (tg,x0) € Qr y ¢ € Cl(QT)

acotada tales que w, — ¢ alcanza un minimo global en (o, zo) sobre Qr y verifican que
Da[¢7 th .’L'()] + H[¢7 t07 fEO] < 07

0 equivalentemente

Da[¢, to, xo] + H[¢, to.xo] < -0, (3.3.11)
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para algin 6 > 0.
De ser necesario, tras usar la linealidad de la derivada de Caputo y el hecho de que la derivada de Caputo
de constantes es cero, sin pérdida de generalidad podemos asumir que wy(tg, o) = ¢(to, o). Consideremos
la funcién z := 25 definida por

max{w(t,z), p(t,x) + €} si (t,2) € Cs(to, xo),

z(t,x) =
w(t,z) si(t,z) € Cs(to, o),

y hallemos valores de €, > 0 tales que z € G de modo que z > w en algiin punto de Q7.
i) Mostremos que wiy (to, zo) < v(to, o). Supongamos por absurdo que wy(to, zg) > v(to, zo). Asi, como
w, < vy ves s.cl se tiene que wy(tg, o) < v(to, o) y por tanto w.(te, o) = v(to, o). Notemos que la

anterior igualdad permite ver que

(v = 9)(to, z0) = (wx — §)(to, w0) < (wx — @)(t,2) < (v—9)(t,2), V (t,2) € Qr,
i.e., v — ¢ alcanza un minimo global en (¢g, zp). Como v es stiper-solucién, segiin la Definicién tenemos
que
D[, to, o) + H[p, 10, z0] > 0,
lo cual contradice (3.3.11)). Tomando €1 = {v(tg, z0) — ¢(to, x0)}/4, de la semicontinuidad inferior de v y la
continuidad de ¢ tenemos que existe §; > 0 tal que
o(t,x) <v(t,x) —er, V (t,x)€ Cs,(to,x0)-

ii) Dado que w, — ¢ alcanza un minimo global estricto en (tg,xg) € Qr tenemos que, en particular,

(we = @) (t, ) > (ws = §)(to,x0), ¥ (t,7) € Cs, \ {(fo,20)}-

Como w, — ¢ es s.c.i., luego su restriccién al compacto 9Cs, alcanza un minimo; denotando a este minimo

por m := min{w, — ¢; ICs, (to,zo)} > 0 y luego tomando €3 = 7 /2 obtenemos que
(ws — @) (t,x) > €2, ¥ (t,x) € ICs, (to, T0o)-

iii) Notemos que la funcién (¢, z) — D*¢(-, x)(t) es continua gracias a la suavidad de ¢ y posteriormente a
la aplicacién del Teorema de Convergencia Dominada. Luego, la aplicacién
F:0,T] xRV xRxRN =M — R

(t,z,u,p) — F(t,z,u,p) = D(-,x)(t) + H(t, 2, u,p)
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es continua en el punto mgy = (to, zo, ¢(to, o), Dd(to, o)) gracias a la continuidad del Hamiltoniano H. Por
tanto, gracias a (3.3.11)) tenemos que existe ry > 0 tal que

F(t,z,u,p) < —0/2, Y(t,x,u,p) € By,(mo),

donde sobreentendemos que B, (mg) C M denota la bola de centro mg € M y radio rg. Lo anterior es

equivalente a verificar que

(tw%.) S CTo(t(J?xO)a u € B’I“o (¢(t07$0))ap € Bro (D¢(t07x0))7

donde las bolas deben ser consideradas en sus respectivos espacios métricos que componen a M. Usando la

continuidad de ¢ y D¢ en (tg,z9) € Qr, sabemos existen 71,7y > 0 respectivamente tales que
» ¢(t,z) € Byya(p(to, z0)), V(t,x) € Cp,(to, o)
w Do(t,x) € By (Dd(to, x0)), V(t,z) € Cry(to,xo)
El primero de estos puntos implica que tomando €3 = r/4 se verifica que
o(t,x) + €3 € Bry(0(to, x0)), V(t,z) € Cpy(to,x0).
Es claro que tomando 6o = min{rg,r1.r2} > 0, tenemos que
D(-, x)(t) + H(t,z, ¢(t, ) + €3, DP(to, w0)) < —0/2,  V (t,2) € Cs, (to, %0)-

Los literales i), ii) y iii) nos ayudan a concluir que para § = min{d;,d2} > 0y € € (0, min{ey,e2,€3}) se

verifica que

o(t,x) +e<v(t,z), V (t,x) € Cs(to, o) (3.3.12)
wy(t,x) > o(t,x) +e€, VY (t,x) € OCs(to, xo) (3.3.13)
—0/2 > D%(-,z)(t) + H(t,z,¢(t,x) + €, Do(to, x0)), V (t,x) € Cs(to,xo) (3.3.14)

Mostremos que estos valores para ¢ y € son tales que z € G. Por definicién de z se sigue que w < z. También
u < w y por tanto u < z. Por otro lado w < v, y usando (3.3.12)) tenemos que ¢ + € < v sobre Cs(tg, xo), lo
que implica que z < v. Esto muestra que u < z < v. Mostremos ahora que z es sub-solucién discontinua de

B1.3).



40

Sean ¢ € C'(Qr) y (fo,20) € Qr cualesquiera, tales que (fo, %) es el punto de maximo estricto de z* — ¢
sobre Cg(fo,i‘o), ie.,

(2" = ¢)(to. 20) = (2" = p)(t,x), V(t,z) € C5(fo, Bo), (3.3.15)
con 0 < § < ip. Ademss, sin pérdida de generalidad podemos suponer que z*(fo,fco) = ga(fo,fﬁo). Como
w < z, entonces necesariamente w*(to, o) < z*(fy, #9). Estudiemos estas posibilidades en dos casos.

Caso 1. w*(fo,io) = z*(fo,a%o)

Es claro que para todo (¢,x) € Cg(fo, Z0) se verifica que
(w* — 90)(7?0"@0) = (2" — 90)(7?0"%0) > (2" —p)(t,z) = (W —@)(t,z),
lo cual muestra que w* — ¢ alcanza un maximo en Cs (%o, #0) en el punto (fg, £9). Asi, como w* es sub-solucién,

se sigue que

DS w*, ¢, o, 0] + H[w*, ¢, 10, %] < 0. (3.3.16)
Adem4ds, como w* < z* tenemos que Dg‘[w*,qb, to, Zo] > Dg[z*,(ﬁ,fo,fco]. Esto junto con muestra
que z* es sub-solucién.

Caso 2. w*(tg, 20) < 2*(to, 20)

En este caso nos dice que necesariamente se debe cumplir que (o, %) € Cs(to, o), y por tanto

tenemos que z* (g, 29) = ¢(to, Zo) +e¢. Ya que (fg,20) € Cs(to, ro) podemos asumir que 5, ademés de verificar

(3-3-15), también cumple con Cs(fo, 20) C Cs(to, o), ¥ asi se sigue que para todo (¢, z) € Cs(fo,20)
(& = @)(to, 20) + € = (=" — @) (fo, 20) = (2" — ¢)(t,2) = (¢ — @) (t,2) + ¢,

y gracias a las condiciones necesarias de optimalidad se tiene que D¢(to, Z9) = Dy(to, &0). Ademds, es claro

que ¢(to, Z0) = ¢(to,L0) + €. Esto permite entonces concluir que
H(to, &0, 2% (fo, 20), D(to, £0)) = H(fo, 20, ¢(to, 20) + €, Dp(to, £0)). (3.3.17)

Recordemos que w, — ¢ alcaza un minimo global en Qr, cuyo minimo es cero; por tanto podemos concluir
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que ¢ < z*. Con ello observamos que

to—o . to .
T AN o Z*(t()af()) — Z*(t7:%0) @(to,i‘o) - (p(tw%())
ca D§[Z", 0,10, 20)] = / (o — )1+ dt + / (i — )L+ dt

—o0 to—6

to—6 .

/ qb(to, .’i‘o) +e€— (]5(75, fo)dt

B E (tAo — t)1+o‘
to R
P(to, To) — (¢, &0) — [P(t, T0) + €

T / e it

to—6

=c;'Do(-, 20)(to) te—a

y en consecuencia

D31e",,to, 20)] < D(:, d0) (Fo) + e

(3.3.18)

Tomamos € > 0 suficientemente pequeno de modo que —6/2 + coaled T < 0, y asi conseguimos que z*

sea sub-solucién tras utilizar (3.3.14), (3.3.17) vy (3.3.18).

Vemos que en ambos casos llegamos a que z € G. Finalmente, el hecho de que z > w se sigue usando la

definicién de w* cerca a (tg,xo) y la positividad de € (ver la demostracién del Lema [1.3.3). Pero esto es
un absurdo por la definicién de w. Asi hemos mostrado que necesariamente w, es stuper-solucién, lo cual

concluye la demostracién. |

3.4. Principio de comparacion

Ahora veremos un resultado que nos permitird garantizar la existencia de soluciones del problema ({3.1.3).
Este resultado es conocido como el Principio de comparacién y para su demostracion necesitaremos las

siguientes hipdtesis:
(H1) Existe x > 0 para todo u,v € R y para todo (¢,z,p) € (0,+00) x RY x R tal que, si u > v entonces

H(taxvuvp) _H(t7x7v7p) > K,(’U,—’U).

(H2) Para todo R > 0 y T > 0, existen médulos de continuidad w,wg r tales que para todo v > 0,

||, |y] < R; |u| < Ry para todo s,t € [0,T1]; si s(8) — 0 cuando 8 — 0 entonces

H(s,y,u,p+s(B8)) = H(t, z,u,p) < w(B) + wrr((1 +[p)(Jx —y| +|s =),
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conp=(z—y)/7.
Lema 3.4.1. Sea u: Qr — R sub-solucién de (3.1.3)). Para cada n > 0 definimos la funcién

Up : QT — R
(t,x) — uy(t,z) = u(t,z) — nt®

Entonces se verifica que u, es subsolucion de
D*u+ F(t,z,u,Du) +¢,n =0 en Qr, (3.4.19)

para cierta constante ¢, > 0 no dependiente de 1.

Demostracién: Sean (g, 29) € Qr y ¢ € C'(Qr) tales que u, — ¢ alcanza un méximo en (to, zo) sobre

Cs(to, o), con 0 < § < tg. Esto implica que
u(to,.’L‘o) - ¢(t0,360) > U(t,.’E) - ¢>(t,l‘), V(t,$) € Cg(to, J)O),

donde ¢(t, ) = nt*+ (¢, z). Es claro entonces que u— ¢ alcanza un méximo en (tg, o) € Qr sobre Cs(to, xo)

con ¢ € C1(Qr). Como u es sub-solucién luego se verifica la siguiente desigualdad:
D? [u, o, to, .T}Q] + H[u, o, to, $0] <O0. (3420)
Usando propiedades de la derivada de Caputo tenemos que

D%u,(t,x) = D*u(t, ) — D*(nt®)

= D%(t,x) — nD“(t%)

INa+1)
IMNa—a+1)

tO(—Ot

= D%u(t,x) —n

= Do‘u(t,m) — NCa,
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y con ello podemos concluir que
D§lu, ¢, to, wo] = D*[to — 0](u(:, o), to) + D*[to — 0,0} (4 (-, %0), o)
- Da[to - 5](777t0) + Da[to - 5](77at0)
= D[to — 0}(uy(", 0), t0) + D*[to — 0)(1-, o)
(3.4.21)
+ D%[to — 6, t0] (0 (-, x0), to) + D*[to — 6] (n-, o)

= D%[to — 0](uy (-, o), to) + D*[to — 0, t0](A(+, 20), t0) + Néa

= D?[Um%toﬂo] + NCa-

Vemos que Duy,(ty,z0) = Du(to, z0); ademds, como u(ty,zo) > u(to, xo) — ntg, la hipdtesis (H1) implica

que
H(to, w0, u(to, v0), Du(to, z0)) > H(to, zo, u(to, o) — nty, Do(to, z0))
(3.4.22)
= H(to, o, uy(to, v0), Dep(to, 0))-
Asi, aplicando (3.4.21)) y (3.4.22)) sobre ([3.4.20)) la demostracién concluye. |

A continuacién presentamos el resultado principal de esta seccién.

Teorema 3.4.2 (Principio de comparacién). Supongamos que se verifican las hipdtesis (H1)-(H2). Sean
u: Qr — R y v: Qpr — R sub-solucidn y siper-solucion acotadas de (3.1.3) respectivamente, tales que

u(0,2) < v(0,z) para todo x € RN, entonces u < v en Qr.

Demostracién: Supongamos, por absurdo, que existe (£, %) € Qr tal que u(f, %) — v(f,#) > 0. Tomando
1o > 0 suficientemente pequeno vemos que para todo n < 7g se verifica que u(f, z) — nte — U(t~, Z) >0y por
tanto tenemos que

sup {uy(t,z) —v(t,z)}:=6>0.
(t,:L’)EQT

Para fines de localizacién, consideremos una funcién ¢ € Cp (RY) tal que v = 0en By y ¢ > ||uy || +]|v]| o +1

en B$. Definamos la familia de funciones (13)3>0 de modo que para cada 8 > 0 se tiene

Y Qr — R
(t, ) — p(t, ) = ¥ (Bz).
Por propiedades del supremo sabemos que existe (£,2) € Qr tal que u,(,4) — v(£,2) > 0/2. Sea By > 0

suficientemente pequeno tal que ¢g(&) = 0 para todo 0 < 8 < Sy, de donde un(f, &) —v(t, ) —p(2) > 0/2 >
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0. Por otro lado, notemos que para (t,z) € [0,T] x B3, 5 se verifica que 1g(x) > 0 + 1, y en consecuencia
uy(t,z) —v(t,z) —Yg(z) < 6 —(0+1) = —1 < 0. Esto nos permite concluir que u, — v — 9 alcanza un

maximo global de modo que

méx {u,(t,z) —v(t,z) —p(z)} =0 = 0(8) >

(t,x)eQT

> 0, (3.4.23)

NSNS

donde dicho méximo se alcanza en cierto (t*,2*) € (0,7] x By/g. Realizamos ahora un doblamiento de

variables. Definimos la funcién
£yt [0,T] x [0,T) x RN x RN — R

(t,s,z,y) — et s,2,y)

donde
lz—yl* |t —s]?
2y 2¢

fW,G(ta 8,T,Y) = un(ta r) —v(s,y) — W(y)
Gracias a la definicién de &, y a (3.4.23) tenemos que la funcién &, . alcanza un maximo en su dominio,

i.e., existe (£,5,Z,9) := (ty,c, Sy.es Tyes Yye) € [0, T) x [0,T] x RY x RN tal que

A etaa ) = et_aiaiai::égzé>0, 3424
(t,s,m,y)e[o,ﬁlxa[}é,T]xRNxJRN{€% (t5,2,9)} = &.e(t,5,2,7) 7 ( )

donde claramente y € By /g por la definicién de 9.
Utilizando la maximalidad de la funcién &, . podemos concluir que

[z —g|* |t—5]
2y 2e

2
< Hunlloe +lolloe + 191l »

lo cual implica que

T-g*<Cy y |t—5<Ce
Como vimos, el término de localizacién 15 hace que T,y € By/g para €,y > 0 suficientemente pequetios.
Luego, a través de un argumento de subsucesiones, sabemos que existe (#',z') € Q7 tal que £,5 — t' y
z,y — ' cuando €,y — 0. Tenemos también que al usar la semicontinuidad de u, y , argumentos de

viscosidad estandar implican que
= 12
lim lim sup lz=9" =0. (3.4.25)
70 e=0 Y

A continuacién consideremos las siguientes funciones, las cuales son Cl(QT):
- e g e3P 5
¢1(t71’) = ’U(S,y) +7/)/5(y) + 27 + 2 V(t,l’) € QT

[z -yl =5 =
— — , V(s,y) € .
% e (s,y) € Qr

b2(s,y) = uy(t,2) — P(y)
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Notemos que u, — ¢; alcanza un méximo global en (¢,Z) € Qr gracias a (3.4.24). Recordando que u,, es
sub-solucién del problema (3.4.19) gracias al Lema y a la suavidad de ¢; tenemos que para cualquier
d € (0, min{¢, 5})

D§'ug, ¢1,t, 7] + Hluy, ¢1,1, 7] < —Can. (3.4.26)

Razonando anédlogamente vemos que v — ¢o alcanza un minimo global en (3, %) y ya que v es siper-solucién

de (3.1.3) obtenemos que para cualquier ¢ € (0, min{¢, s})

D§lv, ¢2,5,9] + H[v, ¢2,5,7] = 0. (3.4.27)

Sustrayendo (3.4.26)) de (3.4.27) y desarrollando las expresiones concluimos que

Cal < AL+ Ay + B, (3428)

donde

Ay = Da[g_ 5’5](¢2('7g)7§) _Da[t__ 5aﬂ(¢l('aj)vt_)7

Ay = D[5 = 6] (v(-,9),5) — D[t — 6] (un (-, 7), 1),

Nos enfocamos ahora en la estimacién de cada uno de los términos anteriores.
Tomemos la funcién 7 — |[£ — 7|2, Esta funcién es diferenciable en todo R, por tanto del Teorema del valor

medio tenemos que existe 71 entre sy 7 tal que
[t—=32—|[t—7]> =2(f — 1) (5 — 7).
De forma andloga, si consideramos la funcién 7+ |7 — 5| tenemos la existencia de un 7 entre £ y 7 tal que

[t -5~ |t —35*=2(—-3) (7).
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Usando las anteriores igualdades podemos estimar A; como sigue:

$2(8,9) — ¢ $1(t,7) — ¢
/ : 5( 1—2-aT y / : 1-1&-(: x) dr

7
52 2 I <2 =2
_ 1 It f\ [ PR S O Uk el k| P 8
2¢ (§ — 7)lte 2¢ (t —7)lte
5—68 t—§8
3 t
1 (t—7)(—1) 1 / (5—7)({t—71)
S VIS A R VIR
€ / (§ — 7)lte T € (t—7)lte T
5— t—4§

Ahora nos enfocamos en la estimacién del término As. Para esto consideramos el cambio de variable s—7 = z,

y asi obtenemos la igualdad

5—0
D= o) = [ PG
E 5.9) —o(rg) [ o) —o(r)
'U-S,y 'UT,y 'US,y —'UTy
_4 FR—_ dr+0/ el

De manera similar, considerando el cambio de variable ¢ — 7 = z, obtenemos que
t

DV = Bl 2).0) = g 1.7) = 00,9 /“”(t’j)zua Yz,

De la condicién de maximalidad dada en (3.4.24)) se sigue que

U(§7 g) - U(Oa Zj) < u’r](fa jj) - un(o’i‘) y

v(5,7) —uy(t,7) <v(5—2,9) —uy(t —2,%), Vze (§,min{t,s}).



47

Con esta informacién ahora podemos ver que

1 _
C;1A2 = {[’U(E, ﬁlj) - U(ng)] (g)_l - [un(tvi') - un(O,x)] (ﬂ_l}
min{Z,5} ~ _
G B B oS
it
§
max{t,5} _ ~ ~
B B R ) S I R Gt
it
min{¢,5}
1 min{s,t} 0
N—1 1 T = _
<O O D wED) w00+ [ s
5
max{s,t} )
Folll ol [ s
min{s,t}

= o.(1).

Enfocamos ahora nuestra atencién en B. Para ello recordamos ([3.4.24)) y asi obtenemos que u, (¢, Z) > v(5,7).

Usando ahora la hipétesis (H1) tenemos que
H (5,5,0(5,9),p — Dy (y)) < H(s, 9, un(t,7),p — Dos(y))

De aqui vemos, junto con la hipétesis (H2) con R = 2/8 que

< w(B) +wpr((1+ P12 — gl + |t — 51))
Usando ({3.4.25)) y tomando € < v concluimos que
B < 05(1) +ws r(o4(1))

donde 0,(1) — 0 cuando v — 0 independientemente de los otros pardmetros. Reemplazando las estimas

obtenidas en (3.4.28]) y tomando el limite cuando 6 — 0, e € v — 0 y 8 — 0 conseguimos que
cam <0,

lo cual es un absurdo pues n > 0y ¢, > 0. |

3.5. Existencia y Unicidad de soluciones continuas

Los resultados que se presentan a continuacién dependen de la siguiente hipdtesis.
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(H3) Para cada R > 0 existe una constante Cy (R) > 0 tal que |H (¢, z,u,p)| < Cy(R) para todo (¢,z) € Q,

y para todo |ul, [p| < R.

Teorema 3.5.1. Supongamos que se verifican (H1)-(H3). Sea uy € Cy(RY). El problema de Cauchy
BTI)-B.1.2) posee una tnica solucién viscosa u € C(Q). Mds ain, existe Co > 0 tal que la solucion u
verifica que

u(t, 2)] < Cat® + Jluoll . ¥ (t,2) € Q.

Demostracion: Estudiemos primero el problema en el horizonte finito, i.e., el problema —.

Etapa 1. Supongamos en primera instancia que ug € C*(RY) y que ||uo||cl(RN) < Aparaalgin 0 < A < +c0.
Sea C' > 0 cualquiera y consideremos la funcién u™ (¢, z) = ug(z)+ Ct*, la cual satisface que ut (0, z) = ug(x)
para todo x € RY. Notemos que la funcién ut es suave, por tanto puede ser evaluada de manera clasica en

(3.1.3]). Usando ahora (H3) tenemos que existe una constante Cy (A, T) > 0 tal que
DYut(t,z) + H(t,z,up(z) + Ct*, Dug(z)) > T'(a+1)C — Cx(A,T), ¥ (t,7) € Qr.

Vemos que si tomamos C' > 0 suficientemente grande tal que I'(a+1)C' — Cy (A, T) > 0, entonces la funcién
u™ es una stper-solucién (clésica, y por tanto viscosa) del problema (3.1.3)-(3.1.2).

De forma andloga, obtenemos que para C' > 0 suficientemente grande la funcién u= (¢, z) = ug(z) — Ct®
verifica que u~(0,2) = ugp(x) para todo x € RY y es sub-solucién viscosa del mismo problema. Puesto que
u~ < u't sobre Qr y ademds ambas funciones son acotadas ,ya que ug lo es, las hipétesis del Teoremam
se verifican y asf obtenemos que existe u : Q@ — R solucién viscosa discontinua del problema —7
tal que u— <wu <wuy en Qr.

Mostremos ahora la continuidad de u. De lo anterior vemos que, en particular, u™ (0, z) < u(0,z) < u*(0, )
para todo € RY | y de las definiciones de u~ y u™ tenemos que u.(0,z) = u*(0,x) = up(z) para todo x €
RY. Pero sabemos que u, es stiper-solucién y u* es sub-solucién, luego usando el Principio de Comparacién
concluimos que u* < u,, y como siempre se cumple que u* > u,, hemos conseguido mostrar que u, = u*,i.e.,
hemos mostrado que u € C(Qr). Esto muestra la existencia de una solucién viscosa continua.

A continuacién mostramos la unicidad de dicha solucién. Para ello supongamos, por absurdo, que existe

U # u solucién viscosa continua del problema ([3.1.3])-(3.1.2) sobre Q7. Por tanto necesariamente tenemos
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que @(0,z) = ug(z) para todo x € RY, y como u también es solucién, tenemos que
a(0,z) = u(0,x), VaxecRY, (3.5.29)

Como toda solucién es sub-solucién y siper-solucién, asumamos que u es sub-solucién y que u es stper-
solucién. Por tanto, usando 7 el Teorema nos dice que % < u en Q. Similarmente, tomando
ahora a u como sub-solucién y a @ como stiper-solucién, obtenemos que @ > u sobre Qr, y por tanto @ = u
sobre Qr, lo cual es absurdo, mostrando asf la unicidad de la solucién.

Etapa 2 Estudiamos ahora el caso general donde u € Cp(RY). Para esto consideremos una familia de

funciones suaves y acotadas (ug.¢)eso C Cp(RY) tales que,
Up,ellg1 (RN 0y U0,e — U0|| oo €.
o cles gy < 400 3| I <

Sea € > 0 cualquiera. Consideremos la funcién uf (t,z) = ug(x) + € + Ct*. Usando la segunda condicién
podemos concluir que uge — € < ug < uge + €, y por tanto ul(0,z) = ug, + € > ug(x). Sea Cc > 0
suficientemente grande tal que u (¢, ) = ug (z)+e+Cct™ es stiper-solucién del problema — sobre
Q7. También se tiene que al considerar C. > 0 suficientemente grande, la funcién u_ (¢, z) = ug (z) —e—Cet®

es sub-solucién del problema. Gracias al Lema sabemos que las funciones
u” (t,x) = sup{u; (t,)} vy u'(t,x) = inf{uf(t,2)}
e>0 e>0

son sub- y stiper-soluciones respectivamente. Ademas, por definicién de estas funciones, tenemos que u™ (0, z) =

1~ (0, 2) para todo 2 € RY. Siguiendo exactamente los mismos pasos de la etapa anterior tenemos que existe

una tinica solucién u € C(Qr) del problema.

Etapa 3. La solucién para el problema de Cauchy — se obtiene al hacer T — 400 en las Etapas

1y2.

Etapa 4. Para demostrar la estimacién de la solucién u primero notemos que ( su)pQ{\F(t, x,0,0)|} < +00. En
t,z)e

efecto, sea R > 0 arbitrario pero fijo. Utilizando (H3) sabemos que existe Cy (R) > 0 tal que |H (¢, z,u,p)| <

Cu(R) para todo (t,z) € @, para todo |ul, |p| < R. Podemos ver entonces que |H(t,z,0,0)| < Cy(R) para

todo (t,z) € @, lo cual implica que el supremo sobre (¢,z) € @ sea finito, como se queria demostrar.

Consideremos ahora la funcién z; (¢, z) = C1t* + ||ugl|,, con Ci > 0 por fijar. Es claro que z; es suave, por
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lo que puede ser evaluada cldsicamente en (3.1.1)), de donde obtenemos que

Dz (t,x) + H(t,x,21(t,x), Dz (t, %)) > caCr + H(t,z, C1t* + |Juo| ., , 0)

Z Cacl + H(t,ZL’,0,0),

donde la tltima desigualdad resulta de (H1) con w := Ct* + |jug|, = 0 =: v. Gracias a esta cadena

de desigualdades podemos ver que si tomamos C; = ;' |[|H(-,-,0,0)|, entonces 2; es siper-solucién de

0o’
(3-1-1)-(3-1-2)). Tomamos ahora a la solucién u como sub-solucién. Para x € R vemos que u(z,0) < z(x,0)
ya que u(z,0) < |lug|,, por tanto, utilizando el Principio de Comparacién obtenemos que u < z; sobre @,

ie.,

u(t,x) < cy' || H (-, 0,0)||  t* + luolly,, V(t,z) € Q.

Anélogamente, considerando la funcién z;(t,z) = —Cat®* — ||lug|,,. Para Co = C; > 0 obtenemos una
sub-solucién, tal que

70(;1 ”H(a 'aOaO)Hoota - ”uO”oo < u(tv x), V(t,x) € Q

Vemos entonces que basta tomar C’a = (C = (5, lo concluye la demostracién. |
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Capitulo 4

Regularidad de soluciones viscosas

En el Capitulo 3 hemos demostrado la existencia y unicidad de soluciones viscosas continuas para ecuaciones
de Hamilton-Jacobi con derivada temporal tipo Caputo, donde se tenia una condicién inicial ligada a una
funcién continua y acotada. Estamos ahora interesados en investigar qué sucede con la solucién si la funcién
que nos da la condicién inicial ya no es solamente continua, si no que posee mejores propiedades que tan

solo la continuidad.

4.1. Definiciones y resultados previos

En el presente capitulo trabajaremos con el siguiente problema:

D%u(-,2)(t) + H(z,u(t, ), Du(t,x)) =0, (t,z) € Q := (0,400) x TV (4.1.1)

sujeto a la condicién inicial

u(0,z) = ug(z), VaxeTV (4.1.2)

donde ug € Lip(TY) y H € C(TY xR x RY) son funciones dadas. Ademds T? denota el toro N —dimensional

y Lip(T%) denota el conjunto de las funciones Lipschitz continuas sobre TV,

Si comparamos el problema (4.1.1)-(4.1.2) con el problema (3.1.1)-(3.1.2) del Capitulo 3, vemos que en el

primero trabajamos en TV mientras que en el segundo en RY. Existe una evidente diferencia entre estos

conjuntos, pues TV (al ser compacto) es acotado mientras que RY no lo es; y por otro lado, el Hamiltoniano
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que consideramos ahora no tiene dependencia de la variable temporal ¢. Es natural entonces preguntarnos
por el buen planteamiento de —,i.e.7 por la existencia y unicidad de una solucién.

Nuevamente el estudio que realizamos aqui estd enfocado en la Teoria de soluciones viscosas y para ello
trabajamos con las siguientes hipétesis:

(H1’) Existe x > 0 para todo u,v € R y para todo (z,p) € TV x RV tal que si u > v entonces
H(x,u,p) - H(iC,’U,p) > k(u - ,U)'

(H2’) Para todo R > 0,7 > 0 existe un médulo de continuidad tal que para todo v > 0, |z|,|y] < R,

|u| < Ry para todo t,s € [0,T] se cumple que

[H(y,u,p) — H(z,u,p)| < wrr((L+ [p))(Jo —y[ + |t — s])),
conp=(x—y)/7.
ara cada R > 0 existe una constante Cy > 0 tal que z,u,p)| < Cg para todo (¢,r) € @,

H3’) P da R > 0 exist tante Cy(R) > 0 tal que |H <Cy(R do (t Q

y para todo |ul, [p| < R.

Definicién 4.1.1. Sea u : Q — R. Diremos que u es sub-solucién (resp. stiper-solucién) viscosa de (4.1.1]) en
el punto (tg,zo) € Q si u es s.c.s. (resp. s.c.i.) y si para toda funcién test ¢ € C'(Q) y cualesquiera 6y, 5 > 0
tales que (tg,zo) es un punto de maximo (resp. minimo) de u — ¢ sobre Cj, s,(to, zo) N [0, +00) x TV se
verifica que

Dg [u, ¢,to, wo] + Hlu, ¢, to, zo] < (resp.>) 0.

Si u es sub-solucién y stiper solucién de (4.1.1)) diremos que u : Q — R es solucién viscosa de (4.1.1)).

Definicién 4.1.2. Sea u : Q — R. Diremos que u es sub-solucién viscosa (resp. stiper-solucién) del problema

de Cauchy (4.1.1)-(4.1.2)) si u es sub-solucién (resp. super-solucién) viscosa y u(0,z) < (resp. >) up(z) para

todo z € TV.
El Capitulo 3 nos garantiza la existencia y unicidad de una solucién viscosa del problema (4.1.1)-(4.1.2).

Teorema 4.1.3. Supongamos que (H1’)-(H3’) se verifican. Entonces el problema (4.1.1))-(4.1.2)) posee una

tnica solucion viscosa u € C(Q).

Observacién 10. La conclusién del teorema precedente se mantiene inicamente pidiendo que ug € C(TY).
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Obviamos la demostracién del Teorema[4.1.3]ya que todo el procedimiento realizado para obtener el Teorema
[3:5:1] se replica en este teorema, obviamente, bajo las modificaciones necesarias.

La Observacion |10| hace parecer que sea inutil, sin embargo es precisamente lo que nos permite
mejorar la regularidad de la solucién w.

Los resultados que presentamos a continuacién muestran que la regularidad de la solucién u es mejorada

cuando mejoramos las propiedades de la funcién dato.

4.2. Regularidad Holder en la variable temporal

A continuacién presentamos el resultados de regularidad Holder dado en [3]. Es necesario la introduccién
de las siguientes hipdtesis sobre H, la cual esta relacionada al crecimiento de H respecto a la variable del
gradiente.

(H4’) Existe C > 0 tal que para todo u,v € R, para todo x,y € TV y todo p € RY se verifica que
[ H(z,u,p) — H(y,v,p)| < Cu(1+[pl)|lz—yl.

Observacion 11. En la demostracién de los siguientes teoremas emplearemos la siguiente notacién: Sea

z € R?%, con d € N, entonces escribiremos

X

l2lga

Teorema 4.2.1. Supongamos que (H4’) se verifica. Sea u € C(Q) la solucion viscosa de (&.1.1)-(4.1.2).

/x\:

Entonces u es Hélder-continua en tiempo, i.e., exviste L > 1 para todo x € TV y todo t,s € [0, +00) tal que

lu(t, ) —u(s,z)| < L[t — s]™. (4.2.3)

Demostracion: Supongamos por absurdo que
VIL>13 xLETN,sL,tLE [0,+OO), |u(tL,xL)fu(sL,xL)| ZL‘thsL a’ (424)
por tanto, usando la propiedad transitiva obtenemos que

sup {u(t,z) —u(s,z) — L|t — s|*} := 6 > 0.
(t,s,x)€[0,400]2 xTN

Introducimos ahora una funcién 1: R — R tal que ¢ € C'(R), ¥ = 0sit <1y ¢ < 2|ul sit> 2. La

funcion 1 la utilizamos para fines de localizacién en el tiempo.
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Vemos que para 8 > 0 suficientemente pequeno se verifica que 1(s;,) = 0 y entonces de (4.2.4) obtenemos
que

u(tL,xL) — U(SL,QCL) — L‘tL — .SL|a — 'L/)g(SL) > 0,

y por otro lado, para cualquier (t,z) € Q y todo s > 2/
u(t,) - uls,z) — LIt — 5% — a(s) < 0.
En consecuencia tenemos que

M= M(L,B) = t,se[o,rili))(,weqrfv{u(t’x) —u(s,z) — L|t — s|* —s(s)} > o> 0,

y este maximo se alcanza en (t*,s*,2*) € [0, +00) X By/g.

Realizemos un doblamiento de variables, para ello, para cada € > 0 definimos la funcién
£:[0,40)? x (TV)2 — R

b

(t7 S,ZL’, y) '—> €€(t7 S,ZL’, y)
donde

=yl

56(75;571‘79) Zu(t,.’E) _U(S?y)_L|t_5|a _WB(S) 2¢2

Por la definicién de & tenemos que esta alcanza un mdximo de modo que para algin (te, Se,Te,Ye) €
[0, 4+00)2 x (TV)?

0

M, = (t,s,m,y)e[éflffo)zxmrw{we(t’ 5,2, 9)} = e(te, Ses e, ye) > IL > 0. (4.2.5)
Notando que & (t*, s*, z*,2*) < {(tc, S¢, Te, Ye) VEMOS que
M, < ute, 2c) — u(se,ye) — Llte — 5c|* — the(sc) — %
<2 ully + ], — Lt — 7 — 2l

pero M, > 0, y en consecuencia, para alguna constante C' > 0 tenemos:
2 2 @
|xe —ye|” < Ce®,  Lite —s|* < C.

Esto implica que |z, — y| — 0 cuando € — 0, y |t — s| < CL~'/*. Podemos entonces suponer que para

1/«

todo L > 1 suficientemente grande |t — s| < 1 ya que la funcién L — L~ es decreciente y converge a 0

cuando L — +00. En consecuencia podemos ver que s, t. < 4/8 para todo € > 0.
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Usando técnicas similares a las realizadas en la demostraciéon del Teorema |3.5.1) conseguimos la existencia
de una constante C' > 0 suficientemente grande tal que g™ (¢,x) = g(z) + Ct* y g~ (t,x) = g(z) — Ct* son
stuper- y sub-soluciones del problema —. Por tanto, del principio de comparacién obtenemos las
desigualdades:

ug(x) — Ot* < wu(t,z) <wup(z) +C*, ¥V (t,7) € Q. (4.2.6)
Ahora mostremos que t¢, s > 0 para L suficientemente grande y € > 0 suficientemente pequeno en términos
de L. Supongamos, por absurdo, que t. = 0, luego de (4.2.6) podemos ver que

ME S 56(07 55, "EE, yﬁ)

|xe _ye‘2

=u(0,7e) — u(se,ye) — Lsg — W?(Se) - 9¢2

S ’LL(O, .’[5) - U(SE, yi) - LS?
< [uo(ze) —uo(ye)] + (C — L)s¢

S L0|:L'€ 7ye| + (Oi L)‘S?'

Tomando L > C tenemos

0< Me S LO|"T6 _ye|7

luego para e > 0 suficientemente pequenio obtenemos una contradiccién gracias a que |z — y.| — 0 cuando
€ — 0. Adicionalmente, tenemos que s, # t. para L suficientemente grande y € > 0 suficientemente pequefio
en términos de L. En efecto, suponiendo por absurdo que 7. := s = ¢, gracias a (4.2.5) y a la continuidad

uniforme de v en TV tenemos que

0r
— < fe(Te,Te,xe,ye)

4
= u(Te, ) — u(Tye) — Yp(7e)
< 0c(1) — bp(7e)

< oc(1),
lo cual es una contradiccién para e > 0 suficientemente pequenio. Notemos que, por lo mostrado anteriormente,
la funcién ¢ .: Q@ — R definida por

2
T — Ye
G1.e(t,x) = ulse,ye) + LIt — 5| + va(se) + IQigi
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es CI(Q) y por tanto puede ser usada como funcion test.
Utilizando (4.2.5) sabemos que u — ¢ . alcanza un méaximo en (t.,z.) € @, y como u es sub-solucién,

obtenemos para cualquier § > 0 que
D?[u7¢1,€7t67'x6] +H[u7¢1,sateaxe] S 0 (427)

Anélogamente vemos que de (4.2.5)), u — ¢2 . alcanza un minimo en (s, y.) € @ donde

_ « |l‘€ — y|2
$2,e(8,y) = ulte, we) — Lte — s|* —hp(s) — To2
Como u es stuper-solucién conseguimos que para cualquier 6 > 0:
D?[U7¢2,e,$e,ye] +H[u7¢2,67567ye] Z 0. (428)

Tomamos 6 = 6(€) = |tc—s¢|/2, desarrollando (4.2.7) y (4.2.8) para posteriormente sustraer estas expresiones,
tenemos la siguiente desigualdad:

Dy + Dy < H, (4.2.9)

donde, denotando p. = (z. — y.)/€?,

Dy = Dt — 0)(u(-, z), te) — D[sc — 8] (ul-, ye), se),
Dy = D[te = 6,tc](d1,e(; xc), te) + D%[se = 6, se] (= P2, (-, ye), 5¢),
H = H(ye, u(se,ye), pe) — H(te, ulte, ze), pe)-
Enfocamos ahora nuestra atencién en la realizacién de estimaciones para cada uno de los términos anteriores.

Empezemos con D;. De (4.2.5) podemos ver que para cualquier 7 € R, & (te—7, s¢—T, Ze, Ye) < Ee(be, Se, Te, Ye )

lo cual implica que

Yp(se) — Va(se = ) < [ulte, xe) — u(Se, Ye)] — [u(te — Ty xe) — u(se — 7, Ye)]- (4.2.10)
Usando apropiadamente los cambios de variables 7 =t —t y 7 = s — s, junto con (4.2.10) tenemos que

0;17)1 = Cgl{Da[te - 1](“('a$e)vt6) =+ Da[te =1t — 5}(“('#55),156)

— D%se — 1]J(u(", Ye), Se) — D¥[se — 1, 8¢ — 0] (u(-, ye), Se)}

te—1 Se—1

B ) u(te, ze) — u(t, x,) ) (s, ye) — u(Se, Ye) .
B / (te - t)l-‘r(! dt N / (86 - 8)1+a d

— 00 — 00
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te_é 85—6
n / u(te, xe) _?(t’xé)dt— / u(Se, Ye) _?(S’ye)ds
7 (te —t)tte . (s¢ —s)tte
e Se—
te—1 Se—1
1 1
> =2 ———dt —d
> 2l § [ gt / s
— 00
1 1
+/Ute7xe: T.’EE /usevye_ ( Tye)d
T ‘*‘“dr Tlta
5 5

j (5, 90) = wlse,30)] = [ulte = 720) = ulse = 7o),

7-1+a

= Co Jull o +

] ¥ 1)
o lull /ﬂ e 1)y

) Cpr
—Cq ||u||oo - / Flto dr

0

v

Y

= —Ca [lull o = 05(1),

donde la tdltima desigualdad se tiene utilizando el Teorema del valor medio sobre la funcién 7+ ¥g(s. — 7)
con C' > 0. Asi, en conclusién:

Dl Z —Ea ||UH — 06(1)' (4.2.11)

Tratemos ahora en Dy. Para esto hacemos una expansién de segundo orden a la funcién 7 +— |t — s + 7|¢

y recordando que § = |t — s|/2, obtenemos que existe p(7) € (=4, 6) tal que

o — ala—1 _
- (lte — Se T+ 7—|Ot - |t6 - 36|a - O‘|te - Se‘a lte - SeT|) = _%He — S+ p(7)|a r?
ala—1) _
Z _2047—1“5 _85|a 27—2.

Desarrollando D5, usando cambios de variables y argumentos sobre g similares a los realizados para estimar

D;, tenemos que

te Se
-1 |te — se|® — |t — s / lte — se|® — |te — 5]*
Dy =1L dt + L d
Cq 2 / (te _ t)1+a + (Se _ 5)1+o¢ §
te—0 Se—0

S

" a(sd) —wals)
+f ot

Se—0

5 §
[te — Se|® — |te — se — 7| [te — se|® — |te — se + 7|*
:L/ e dr + L s dr
0 0
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)

+ / W’(Se) - ¢B(3€ -7)

7—1+a

0
8 a a 0 a a
te_ € _te_ [ te_ € _te_ [
ZL/l L dT+L/| et dr + 05(1)
0 -9

e e

5

[te — Se — T|* — [te — 8¢|®

= —L/ |7‘|1+a dT—'—O,B(]-)
)

9 —

[te — 8¢ — T|% = [te — 8c|® — alte — s¢|¥ e — scT

— 7L/ 7| dr + 0s(1)
)

)
LOé(l B O[) a— -
> ?‘tS—SJ 2/|7_|1 dT"‘OB(l)
—d

= CoL +05(1).

Deducimos entonces que
Dy <cL —0p(1). (4.2.12)

Finalmente estimemos #H. Usando su definicién y (H4’) tenemos que

H < Cr(l+ 19|z — 7] = o0c(1). (4.2.13)

Reemplazando (4.2.11)), (4.2.12)) y (4.2.13)) en (4.2.9) vemos que

cL < Clull, +05(1) 4 0c(1).

Tomando los limites cuando ¢ — 0, f — 0, vemos que para L suficientemente grande en términos de u se

obtiene una contradiccion, lo cual concluye la demostracion. |

4.3. Regularidad en la variable espacial

La demostracién del resultado de esta seccién necesita de una herramienta importante la cual detallamos a

continuacién.

Definicién 4.3.1 (Sub-convolucién). Sea g: Q@ — R una funcién acotada. Definimos la sub-convolucién de

g de parametro € > 0 como la funcién

g: @ — R

) gtr) = s o~ S

s€[0,400) €
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La sub-convolucién cumple varias propiedades interesantes, una de ellas es que a través de esta podemos

obtener una mejor regularidad de la funcién de la cual hemos tomado la sub-convolucién.

Proposicién 4.3.2. Sea g: Q — R acotada. Sea € > 0 cualquiera. La sub-convolucién de u de pardmetro e,

€

u, es Lipschitz continua en el tiempo con constante de Lipschitz Ce™', donde C = C(||g| ) > 0.

Usando la Definicién podemos obtener el siguiente corolario del Teorema

Corolario 4.3.3. Sea u la solucidn viscosa del problema ([£1.1)-(A.1.2) dada por el Teoremal[4.1.3 Entonces

u¢ es Hélder continua en tiempo verificando ([4.2.3),i.e., eviste C > 1 para todo x € TN y todo t,s € [0, +00)
tal que

lu(t, x) — u(s,z)| < C|t — s|¥, (4.3.14)

Mds atn, se tiene la siguiente desigualdad:
[[uf — ul|, < Ce™/2. (4.3.15)

Lema 4.3.4. Sea u la solucién viscosa del problema ([£.1.1))-([4.1.2)) dada por el Teorema[{.1.5 Entonces u®

es sub-solucidn viscosa de (4.1.1) sobre (ae,+00) para algin a. tal que a. — 0 cuando € — 0.

La demostracién de este resultado se encuentra en [1], Lema 4.2.
El estudio de la regularidad de u en la variable espacial depende de una propiedad del Hamiltoniano, la cual
es la coercividad. Por tanto consideramos la siguiente hipdtesis:
H5’) lim inf  H(z,u,p) = +oo.
( ) |p| =400 z€TN ueR ( p)
Enunciamos el resultado principal de esta seccién.
Teorema 4.3.5. Supongamos que (H4’)-(H5’) se verifica. Sea u € C(Q) la solucién viscosa de (4.1.1)-
(4.1.2). Entonces existe un mddulo de continuidad m € C([0,400)) independiente de t tal que para todo

t €10,+00) y todo x,y € TV

ut, ) = ult,y)| < m(lz —yl).

Demostracién: Sean zp € TV y sy > 0 cualesquiera. Para 8> 0y L > 0 por ser fijados consideremos

sup {ug(&m) — u(sg, o) — L|x — o] — i _230} , (4.3.16)
z€TN ,s€[0,+00) ﬁ
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donde elejimos € suficientemente pequefio de modo que sy > a, tras utilizar el Lema Argumentos
estandar implican que el maximo se alcanza en (sg,z5) € [0,+00) x TV, de modo que sz — so cuando
B — 0. Esto nos permite ahora tomar § > 0 suficientemente pequeio tal que sg > a.. Notemos que x5 = xo.

En efecto, supongamos por absurdo que x5 # 7o y definamos la funcién &5 : Q — R dada por

|S — S()|2

£p(s,x) = u (s, w0) + Llx — 20| + 7

Claramente £z es diferenciable y, gracias al Lema@ podemos usarla como funcién test para la sub-solucién
u® de ([£.1.1)) sobre (ac,+00) x TN. Tenemos entonces que para todo 0 < § < 1 se verifica la desigualdad

D%[s5 — 8](u (-, x4), 55) + D*[s5 — 0, 5] (| 7

62 785) +H($5,u(85,$5),Lxﬁo) <0.

Es claro que el segundo término del lado izquierdo de la desigualdad anterior tienda a 0 cuando 5—0 gracias
a la suavidad de la funcion de la cual se quiere calcular la derivada de Caputo. Usando el simil del Lema
para este caso, vemos que el primer término tiende a la derivada de Caputo de u(-, z3) en sg cuando

5 — 0. Por tanto, tenemos que

-

D%[sgl(u(-,xzg),s3) + H(xg,u(sg,xg), Lxg — x9) <0 (4.3.17)

Ahora estimamos D®[sg](u(-, 23), s¢) en términos de 0 < ¢ < 1. Para ello notemos que
D¥[sp](u(-,2p),5¢) = D¥[sp = 1(u“ (-, 2p), 85) + D[sp — 1,55 = 0] (u"(-,25), 5p)
+ D%[sp = 0, s8] (u" (- 25), 55)-
Usando vemos que
D[sg — 1(u(-,25),85) = —C [l = =C(|lull , +€*?).

De (4.3.14)) concluimos lo siguiente:
8575

“1DY sy — 1,55 — O] (u(- _ / u(ss, 2p) — uels,xp) |
Cq [Sﬁ »SB ](u (7xﬁ)75ﬁ) (Sg _5)1+Cx S

S[-}*l

sg—0
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Para el tercer término, usando la Proposicién obtenemos que

58
catD%[sp — 6, 55)(u(+,25),55) > —C / (sBis)@ds > —%5176“.
sg—90

Utilizamos estas estimaciones en (4.3.17)) y asi tenemos la siguiente desigualdad:
H(zg,u(sp,z5), Lrg — 20) < C(1+ |In(8)] 4+ e 1617%),

donde C' > 0 depende tnicamente de los datos y de ||u|| .. Tomando el infimo en la expresién anterior sobre
0 > 0 tenemos que

H(xg,u(3g7xﬁ),Lxﬂ/—\:ro) < C1+|In(d)).

Usando (H5’) con L = L(e) suficientemente grande vemos que llegamos a una contraccién. Esto muestra

entonces que g = xo. El reemplazar esta igualdad en (4.3.16) implica que
u(z,85) — u(wo,s5) < L(e)|x — wo|, VaxeTV.

Tomando el limite cuando 8 — 0, recordando que s — sg cuando 8 — 0 y que sp, 2o fueron tomados

arbitrariamente, obtenemos que para todo t € [0, +0c0) y todo z,y € TV,
u(t,z) — ult,y) < u(t,x) —us(t,y) + Ce*’* < L(e)|x — y| + Ce*/?

con 0 < € < 1, y esto implica que la funcién u es uniformemente continua con respecto a x independientemente

de t. Basta entonces tomar m(s) = L(¢)s + Ce®/?, lo cual concluye la demostracion. ]
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Conclusiones

La teoria de soluciones viscosas para el estudio de Ecuaciones de Hamilton-Jacobi (EHJ) tiene como
gran ventaja el hecho de que las soluciones siempre seran funciones continuas, caso que no se tiene
en la teoria de soluciones débiles para EDPs. Ademads, tenemos resultados generales de existencia y

unicidad de soluciones viscosas.

La teoria desarrollada para EHJ y para EHJ con derivada temporal fraccionaria de Caputo en esencia
son las mismas. De hecho, basta comprender completamente la teoria para EHJ para obtener resultados
andlogos para el otro tipo de problemas haciendo las modificaciones necesarias. Mas aun, dado que la
derivada de Caputo generaliza la derivada estandar, el estudio de los Capitulos 1 y 3 muestran como

se pueden generalizar resultados a partir de ciertos resultados conocidos.

Varios de los resultados vistos en el documento dependen tinicamente del comportamiento que presenta
el Hamiltoniano H, por esto es imprescindible tener buenas propiedades sobre H, de modo que se

asegure la existencia y unicidad de las soluciones viscosas.

Es natural preguntarnos si es posible la extensién de los resultados de regularidad a problemas del
tipo (4.1.1)) donde reemplazamos el Hamiltoniano por H (¢, z,u(t,x),v(t, )), i.e., consideramos ahora

el problema
D%u(t,x) + H(t,z,u(t,x), Du(t,z)) =0, (t,z) € Q := (0,+00) x TV (4.3.18)
sujeto a la condicién inicial
uw(0,z) = ug(z), VazeTV (4.3.19)
donde ug € Lip(TV) y H € C(TV x R x RY) son funciones dadas.

Para la regularidad en el tiempo, estamos tentados a trabajar con una hipétesis andloga a (H5), como

se detalla a continuacién:

(H4’-a) Existe Cgx > 0 tal que para todo u,v € R, t € [0, +00), para todo x,y € TV, y todo p € RY
se verifica que

|H(t,z,u,p) — H(s,y,v,p)] < Cr(1+|p|)|lz -yl
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Con esta hipdtesis es claro que el resultado de regularidad para tiempo dado por el Teorema [4.2.1] se
mantiene. Sin embargo este caso no es interesante ya que (H4’-a) nos dice que el tiempo no tiene
ninguin efecto sobre el crecimiento del Hamiltoniano respecto a la variable del gradiente. Por tanto, la

hipdtesis correcta que debemos considerar es la siguiente:

(H4”) Existe Cy > 0 tal que para todo u,v € R, t, s € [0, +00), para todo z,y € TV, y todo p € RV

se verifica que
|H (t,,u,p) — H(t,y,v,p)| < Cu(1 + |p)(lz —y| — [t — ).

Desafortunadamente, usando el procedimiento hecho en la demostracién del Teorema la regu-
laridad Holder no se tiene, pues se dan varios problemas que detallamos a continuacién. Para esto

debemos ponernos en el contexto de la demostracién de este teorema.

Cuando queremos realizar el doblamiento de variables, nuestra intuicién nos dice que la funcion &, debe
ser reemplazada por la funcién £ definida como

I

262 22

Eyeltys,z,y) =ult,z) —u(s,y) — L|t — s|% — ¢gp(s) —

Pero el término de penalizacién |t — s|2/2v2, lo que harfa, es hacer que asintéticamente t* = s* lo cual
no existe una garantia de que esto se tenga. De hecho, esta suposicién es completamente errénea ya que
uno de los argumentos estdndar que permite esta conclusién no se tiene. Mds precisamente, tendriamos

que g'y,e (t*a s*,z", 1‘*) < f’y,e(t'y,ea Sy,ey Loy e y'y,e)a lo cual implica

|t* _ S*‘Q

u(t®, x*) —u(s*,z*) — L|t" — s"|% —p(s™) — 52

< M.,

pero esto no permite concluir que M < M., lo cual es clave para obtener la convergencia de ¢, s a un
mismo punto cuando €,y — 0. Esto muestra que el doblamiento de variables realizado no es adecuado

para tratar el problema.
Posteriormente consideramos la funcién &, definida como

|z —y|?

262 o |t* 725‘2

€€(t757x7y) = u(t,x) - U(S,y) - L|t - S|a - 1/1,3(8) -

—|s* =52 = |z* — z|%.
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Con esta funcién para el doblamiento de variables conseguimos que t. — t*, s — s*, z,y — 2* cuando
e — 0. Luego, para la estimacién de H, modificando ligeramente (H4”) de modo que admita un error,

tendriamos que

H = H(Seayﬂu(sﬂye)ape) - H(te; Ses u(teaxe)7pe + 2(1* - xe))

S OH(l + |p€|)(|az‘€ - ye| + ‘te - S€| =+ 06(1))'

Aqui vemos el inconveniente que existe ya que, el paso final es tomar el limite cuando € — 0, pero
nosotros no tenemos ninguin control sobre |t. — s.|. Por lo cual es evidente que el resultado no es posible

ser demostrado usando este método.

Como el resultado de regularidad en el tiempo no la tenemos, no podemos mostrar la regularidad en
el espacio ya que el resultado es necesario para su demostraciéon. Mds atn, el Lema [£.3.4] no se verifica
para el problema (4.3.18) ya que se presentan inconvenientes nuevamente con el Hamiltoniano en la

variable temporal.
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Recomendaciones

(1) Evitar el uso de conceptos como sub-convolucién y stiper-convolucién en la demostracién de los Prin-
cipios de Comparacién cuando el Hamiltoniano dependa del tiempo ¢, ya que no es posible utilizar

eficientemente el Hamiltoniano evualuado en el punto de maximo en el tiempo.

(1) Buscar hipétesis adecuadas para el Hamiltoniano H que permitan realizar una generalizacién de los
resultados de regularidad Holder obtenidos para (4.1.1), enfocindonos ahora en ecuaciones del tipo
(4.1.1)) pero donde ahora el Hamiltoniano también dependa del gradiente de u, o incluso que tenga

dependencia de operadores integro-diferenciales.

(111) Se debe realizar una investigacién acerca de la regularidad Holder de las soluciones viscosas para

(4.3.18]) usando una metodologia distinta a la planteada en el Capitulo 4.
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