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Resumen

En el presente trabajo se busca caracterizar funciones tipo elementales, es decir,

funciones análogas a la exponencial, seno y coseno, sobre estructuras de números

complejos generalizados en cálculo fraccionario. Con este objetivo, se repasa prime-

ro los fundamentos algebraicos necesarios para presentar los números complejos y

la teoría de funciones analíticas. Luego, se introduce el cálculo fraccionario en una

dimensión en el sentido de Riemann-Liouville, con sus definiciones de la integral

y derivada fraccionaria, junto con sus propiedades relevantes para el desarrollo de

este trabajo. Posteriormente, se presenta al álgebra de números complejos generali-

zados, sus propiedades algebraicas, trigonométricas y teoría de funciones analíticas,

comparando los resultados con el caso complejo. Los números complejos generali-

zados se unen con el cálculo fraccionario siguiendo las ideas propuestas en [6] y [14]

para extender el cálculo fraccionario a dos dimensiones y definir el análisis fraccio-

nario sobre complejos generalizados. Esto conlleva a definir una teoría de funciones

analíticas fraccionarias generalizadas que hace posible caracterizar la función expo-

nencial fraccionaria y las funciones trigonométricas fraccionarias sobre esta álgebra.

Palabras claves: números complejos generalizados, cálculo fraccionario, opera-

dor de Cauchy-Riemann, análisis fraccionario generalizado.
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Abstract

In this thesis, elementary type functions are characterized, specifically the expo-

nential, sine and cosine functions. This characterization is done over a generaliza-

tion of complex analysis, using fractional calculus and generalized complex num-

bers. With this goal in mind, fundamental algebra, complex numbers and a theory

of analytic functions is revised. Then, fractional calculus in the Riemann-Liouville

sense is be presented, along with definitions of the fractional integral and derivati-

ve, and relevant results for the scope of this work. After this, generalized complex

numbers are introduced, with its algebraic properties, trigonometry and theory of

analytic functions, comparing with known results of complex analysis. Generalized

complex numbers and fractional calculus are merged following ideas presented in

[6] and [14] that extend fractional calculus in two dimensions, and define fractional

generalized complex analysis from where a theory of fractional generalized analytic

functions follows. This allows a characterization of the fractional exponential ty-

pe function and fractional trigonometric type functions over generalized complex

numbers.

Key words: generalized complex numbers, fractional calculus, Cauchy-Riemann

operator, fractional generalized analysis.
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Capítulo 1

Introducción

Desde que los números complejos han sido definidos como una estructura alge-

braica sobre R2 por J. Warren, se han buscado formas relevantes de generalizarlos.

La primera generalización la hizo W.L. Hamilton, describiendo una estructura al-

gebraica sobre R4 la cual llamó cuaterniones, denotados por H [24]. Esta clase de

números obtuvo relevancia en la física pues permite describir con facilidad la tras-

lación y rotación de objetos en tres dimensiones, véase [1]. El campo de estudio más

amplio que contiene a todas las ramas de generalizaciones de los números comple-

jos se llama álgebras hipercomplejas o números hipercomplejos [2]. Las estructuras

conocidas como R, C y el ya mencionado H son casos particulares de este campo.

Las álgebras de Clifford C ℓn [6] y los números bicomplejos BC [18] son otros ejemplos

de álgebras hipercomplejas, la primera siendo una estructura sobre Rn relevante

en la mecánica cuántica, ver [6]. Los números bicomplejos son un álgebra sobre R4

similar a los cuateriones, con el añadido de ser conmutativa. Es por esto que los

bicomplejos se conocen como la versión conmutativa de los cuaterniones.

Un caso particular de un álgebra hipercompleja sobre R2 que se presenta en este

trabajo, es el álgebra de los números complejos generalizados Cα,β. De manera breve, los

números complejos generalizados son de la forma z = x + iy, similar a los números

complejos, pero definiendo de manera distinta el producto de modo que i2 = −α −
βi, siendo α y β dos constantes reales. Para valores particulares, como α = 1 y β =

0, se recupera el caso complejo C; lo cual explica el por qué se les conoce como

complejos generalizados. De la misma manera, otras álgebras conmutativas sobre

R2 son casos particulares de esta, como los números duales y dobles, cuya relevancia

también está en la física relativista [2, 9, 30]. Álgebras hipercomplejas sobre Rn, para

dimensiones mayores a 4, son un campo activo de investigación, incluyendo análisis
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sobre estas estructuras.

Por otro lado, una generalización del cálculo diferencial e integral se hace pre-

sente. La idea de generalizar el cálculo de esta manera nació en conversaciones entre

G. Leibniz y L’Hôpital, al plantearse cómo se vería la derivada de orden 1
2 de x, ver

[3, 19]. Como consecuencia de esta conversación, se desarrolló el cálculo fracciona-

rio, en donde se tienen diversas definiciones de derivadas e integrales de órdenes

reales y hasta complejos, junto con propiedades análogas al caso entero como re-

gla de la cadena, regla de Leibniz, teoremas de valor medio, entre otros [7, 21, 23].

Para mencionar algunos de los caminos que se pueden tomar para definir operado-

res fraccionarios, están los de Grünwald-Letnikov, Riemann-Liouville y Caputo, el

último siendo el que tiene mayor acogida en las aplicaciones [15, 19].

Una manera de unir estas dos ramas, es mediante el método desarrollado por F.

Sommen, y sus colaboradores, reemplazando las derivadas parciales en cada direc-

ción ortogonal y reemplazarlas por derivadas fraccionarias, ver [6, 14]. Este método

ha dado paso al análsis fraccionario hipercomplejo, en donde ya se han hecho estu-

dios sobre BC en [5] y sobre C ℓn en [4, 8, 14]. En Cα,β ya se ha empezado el trabajo,

describiendo primero la noción de funciones analíticas fraccionarias y la caracte-

rización de una familia de polinomios que emulen las fórmulas de derivadas de

polinomios pero en el contexto fraccionario, véase [27]. El siguiente paso es buscar

caracterizar funciones tipo elementales en el contexto fraccionario, es decir, funcio-

nes que mantengan las propiedades de una exponencial o del seno y coseno sobre

Cα,β pero en el contexto fraccionario de Riemann-Liouville, el cual es el objetivo

principal de este trabajo.

Este trabajo se divide en 5 capítulos, siendo esta introducción el primero de ellos.

En el segundo capítulo se presentan las preliminares necesarias para el desarrollo de

los capítulos 3 y 4, iniciando con el fundamento algebraico que ayudará a compren-

der la construcción tanto de C como de Cα,β. Luego, se presenta la teoría del análisis

complejo necesario para compararar con el análisis sobre Cα,β que se presenta en el

siguiente capítulo. Se sigue definiendo la integral y la derivada fraccionaria en el

sentido de Riemann-Liouville, junto con sus propiedades relevantes para el Capítu-

lo 4. También se define una función que tiene suma importancia en el contexto del

cálculo fraccionario, la función de Mittag-Leffler. Se verá que esta interviene en las

funciones propias o auto-funciones de la derivada fraccionaria y por tanto será de

utilidad para caracterizar funciones tipo exponenciales.

En el Capítulo 3 se presenta de manera más detallada el álgebra de números
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complejos generalizados Cα,β y se estudian sus propiedades algebraicas y trigono-

métricas, viendo que esta álgebra tiene funciones seno, coseno y exponencial que

cumplen identidades trigonométricas análogas a las reales o complejas, además de

preservar propiedades analíticas similares a las de C. Se termina introduciendo re-

sultados principales y necesarios de análisis sobre Cα,β y su respectiva teoría de

funciones analíticas junto con resultados de la función exponencial sobre Cα,β, esto

con el fin de adaptarlo al análisis fraccionario generalizado.

El Capítulo 4 presenta definiciones y resultados principales del análisis fraccio-

nario sobre números complejos generalizados, en específico sobre el operador de

Cauchy-Riemann que caracteriza funciones analíticas en el caso ordinario y funcio-

nes fraccionario analíticas en el caso fraccionario. Luego, de las propiedades de la

función de Mittag-Leffler, se caracteriza una función del tipo exponencial para el

operador de Cauchy-Riemann fraccionario generalizado. Esto se lo hace con el fin

de caracterizar funciones tipo trigonométricas a partir de esta, y de igual manera

proceder a estudiar sus propiedades analíticas relacionadas al operador de Cauchy-

Riemann e identidades trigonométricas que resulten en las conocidas del caso ordi-

nario.

El trabajo termina en el Capítulo 5 con conclusiones de la investigación y el tra-

bajo futuro que ha surgido de esta.
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Capítulo 2

Preliminares

2.1. Fundamentos algebraicos

Se revisarán conceptos y resultados básicos de estructuras algebraicas que han

sido estudiados y demostrados con mayor profundidad en [13, 16, 17].

2.1.1. Teoría de grupos y anillos

DEFINICIÓN 2.1. Sea G un conjunto no vacío. Se define una operación binaria sobre

G

+ : G × G −→ G

(x, y) $−→ x + y.

1. Se dice que (G,+) es un grupo si se cumplen las siguientes propiedades:

a) Clausura: x + y ∈ G para todo x, y ∈ G.

b) Asociatividad: x + (y + z) = (x + y) + z, para todo x, y, z ∈ G.

c) Existencia del elemento neutro: Existe e ∈ G tal que para todo x ∈ G, se

tiene que x + e = e + x = x.

d) Existencia del inverso: Para todo x ∈ G, existe −x ∈ G tal que x + (−x) =

(−x) + x = e.

2. Si (G,+) cumple únicamente las propiedades de clausura y asociatividad, se

dirá que es un semigrupo.
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3. Si (G,+) es un grupo y H ⊂ G no vacío, entonces se dirá que (H,+) es un

subgrupo de (G,+), si es un grupo.

Si no existe necesidad de especificar respecto a qué operación (G,+) es un grupo,

entonces simplemente se dirá que G es un grupo. Se dice que G es un grupo abeliano

o conmutativo si es un grupo y, para todo x, y ∈ G, x + y = y + x.

DEFINICIÓN 2.2. Sea R un conjunto no vacío. Se definen las siguientes operaciones

binarias sobre R:

+ : R × R −→ R

(x, y) $−→ x + y,

· : R × R −→ R

(x, y) $−→ x · y.

Se dice que (R,+, ·) es un anillo si (R,+) es un grupo abeliano y se cumplen las

siguientes propiedades respecto a la operación · :

1. Clausura: x · y ∈ R para todo x, y ∈ R.

2. Asociatividad: x · (y · z) = (x · y) · z para todo x, y, z ∈ R.

3. Distributividad: x · (y + z) = x · y + x · z, y (x + y) · z = x · z + y · z para todo

x, y, z ∈ R.

A la operación + se la conoce como suma o adición, y a la operación · se la conoce

como multiplicación o producto. Por simplicidad, se dirá que R es un anillo si no hay

necesidad de especificar qué operaciones de adición y producto se están usando. Se

dice que un anillo R es conmutativo si para todo x, y ∈ R se tiene x · y = y · x.

Además, se dice que un anillo R es unitario si existe un elemento 1 ∈ R tal que para

todo x ∈ R, x · 1 = 1 · x = x.

DEFINICIÓN 2.3. Sea (R,+, ·) un anillo conmutativo. Se dice que x ∈ R\{e} es un

divisor de cero si existe y ∈ R\{e} tal que x · y = e. El conjunto de divisores de cero,

incluido el neutro de la suma, se denota por

SingR.

DEFINICIÓN 2.4.
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1. Se dice que un anillo conmutativo es un dominio integral si no tiene divisores

de cero.

2. Se dice que (R,+, ·) es un cuerpo si es un dominio integral tal que (R\{e}, ·)

es un grupo abeliano.

Presentemos algunos ejemplos importantes de anillos.

EJEMPLO 1.

• Considere R4 dotado de su suma usual. Escribiendo la base canónica como

1 = (1, 0, 0, 0), i = (0, 1, 0, 0), j = (0, 0, 1, 0) y k = (0, 0, 0, 1), se puede escribir

cualquier cuádrupla (x0, x1, x2, x3) ∈ R4 como

x0 + ix1 + jx2 + kx3.

Al conjunto de estos números, junto con un producto definido de manera que

1 sea la unidad y los elementos de la base cumplan

i2 = j2 = k2 = ijk = −1,

se lo conoce como cuaterniones H. Esta estructura forma un anillo no conmu-

tativo sin divisores de cero.

• Sobre R4, se puede construir otra estructura como los cuaterniones. Definien-

do el producto tal que

i2 = j2 = −1, k2 = 1

y

ij = k = ji.

se construyen los números bicomplejos BC. Este conjunto es un anillo conmu-

tativo, pero tiene divisores de ceros.

• Dado un cuerpo K, se define el conjunto de polinomios con coeficientes en K,

de variable x de la siguiente manera

K[x] =

{

n

∑
k=0

akxk : n ∈ N, ak ∈ K para k = 0, . . . , n

}

.

Sobre este conjunto se definen la suma y multiplicación de dos polinomios

p(x) =
n

∑
k=0

akxk y q(x) =
m

∑
j=0

bjx
j,
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de la siguiente manera

p(x) + q(x) =
máx{n,m}

∑
k=0

(ak + bk)xk,

p(x) · q(x) =
nm

∑
k=0

ckxk,

donde ck =
k

∑
j=0

ajbk−j, para cada k = 0, . . . , nm. (K[x],+, ·) es un anillo conmu-

tativo con unidad, donde el elemento neutro multiplicativo es la unidad de K

visto como polinomio de grado cero.

DEFINICIÓN 2.5. Se dice que U ⊂ R es un ideal del anillo unitario R si cumple lo

siguiente:

1. U es un subgrupo de R respecto a la suma.

2. Para todo u ∈ U y x ∈ R, ux ∈ U y xu ∈ U.

Se dirá que un ideal U de R es maximal si cualquier otro ideal W ⊂ R tal que

U ⊂ W ⊂ R implica que W = U ó W = R.

DEFINICIÓN 2.6. Sean (R,+, ·) un anillo unitario y U un ideal de R. Para todo x, y ∈
R, se define la relación de equivalencia x ∼U y si y solo si x − y ∈ U. El espacio

cociente R partido por esta relación de equivalencia está dado por

R/U = {x + U : x ∈ R} .

Sobre este conjunto, la suma y multiplicación se definen de la siguiente manera:

(x + U)⊕ (y + U) = (x + y) + U,

(x + U)⊙ (y + U) = (x · y) + U.

PROPOSICIÓN 2.1. Sean R un anillo unitario conmutativo y U un ideal de R. Enton-

ces, U es un ideal maximal si y solo si R/U es un cuerpo.

Demostración. Véase en [13, Teo. 3.B] o [17, Teo. 9.20].

EJEMPLO 2. Considerando el anillo de polinomios de un cuerpo K visto en el Ejem-

plo 1, dado cualquier p(x) ∈ K[x], el conjunto generado por este polinomio definido

como

〈p(x)〉 = {kp(x) : k ∈ K} ,
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es un ideal. Más aún, este será maximal si y solo si p(x) es irreducible en K, es decir,

que no exista a ∈ K tal que p(a) = 0.

De este ejemplo y por la Proposición 2.1, se obtiene el siguiente resultado:

PROPOSICIÓN 2.2. Dados un cuerpo K y p(x) ∈ K[x], el anillo cociente K[x]/〈p(x)〉
es un cuerpo si y solo si p(x) es irreducible en K.

2.1.2. Álgebras sobre un campo

DEFINICIÓN 2.7.

1. Sean V un anillo y K un cuerpo. Se dice que V es un álgebra sobre K si V es un

K-espacio vectorial tal que para todo λ ∈ K y x, y ∈ V, se cumple

(λx) · y = λ(x · y) = x · (λy).

2. Diremos que W es una subálgebra de V si W es un subespacio vectorial de V

tal que x · y ∈ W, para todo x, y ∈ W.

Se dirá que un álgebra es conmutativa si el producto definido es conmutativo. Si V

tiene unidad (viéndolo como anillo), entonces se dirá que V es un álgebra unitaria o

con unidad.

Un elemento x ∈ V se dice que tiene inverso por la derecha si existe y ∈ V tal que

x · y = 1. De manera similar, se dirá que x tiene inverso por la izquierda si existe

z ∈ V tal que z · x = 1. Si x tiene inverso por derecha e izquierda que coincidan,

entonces se dirá que es invertible y a su inverso se lo denota como x−1.

OBSERVACIÓN. Todos los resultados vistos en la subsección anterior para anillos

conmutativos se cumplen tambien para álgebras conmutativas pues, estas tambien

son anillos conmutativos.

Si la dimensión del espacio vectorial V es finita, se puede fijar una base de esta, de

la forma:

B = {v1, . . . , vn} ,

donde DimV = n y cualquier elemento x ∈ V se puede escribir como

x =
n

∑
k=1

akvk,
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con ak ∈ K, para k = 1, . . . , n.

Para fijar ideas, se presenta a continuación ejemplos conocidos de álgebras:

EJEMPLO 3.

• Los cuaterniones H forman un álgebra conmutativa sobre R de dimensión 4.

• Los números bicomplejos BC forman un álgebra no conmutativa sobre R de

dimensión 4, ver [18].

• El anillo de polinomios K[x] presentado en el Ejemplo 1 es un álgebra unitaria

y conmutativa sobre K. Su dimensión es infinita.

Similar a grupos, anillos y espacios vectoriales, se puede definir homomorfismos

entre álgebras.

DEFINICIÓN 2.8. Sean V y W dos álgebras sobre K, con ⊙V y ⊙W sus productos

respectivos. Un homomorfísmo de álgebra es una aplicación lineal T : V −→ W tal

que

T(x ⊙V y) = T(x)⊙W T(y).

Se dirá que V y W son isomorfos si existe un homomorfismo de álgebras que sea

biyectivo.

2.2. Análisis complejo

Un ejemplo clásico de grupos, anillos y álgebras sobre R es el de los números

complejos, que se introducen formalmente en esta sección. Se presentan también

resultados principales del análisis complejo y funciones analíticas que serán de uti-

lidad para discusiones posteriores. Las demostraciones de los resultados principales

se pueden encontrar detalladas en [20, 26, 28, 29, 31].

2.2.1. Números complejos

Sobre R2, dotado de su suma usual, se define un producto entre sus vectores de

la siguiente manera:

(x1, y1) · (x2, y2) := (x1x2 − y1y2, x1y2 + y1x2).
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Denotando a los vectores de la base como 1 = (1, 0) e i = (0, 1), podemos escribir

z = (x, y) = x+ iy. En consecuencia, se tiene que i2 = −(0, 1) = −1. Así, el conjunto

de números complejos se define de la siguiente manera:

C :=
{

z = x + iy : x, y ∈ R, i2 = −1
}

.

Los números complejos C bajo su suma y el producto usuales definidos es un álge-

bra sobre R.

El conjugado de un número complejo z = x + iy viene dado por la expresión

z = x − iy

y el módulo o magnitud de z por

|z| =
√

x2 + y2.

El módulo define una norma sobre C y no es difícil ver que z · z = |z|2. El inverso

multiplicativo de un número complejo se calcula fácilmente con la expresión

z−1 =
z

|z|2
.

A los números complejos se les puede expresar en su forma polar

z = |z|eiθ,

donde eiθ = cos(θ)+ i sen(θ) y θ ∈ [0, 2π) es el ángulo que forma con el eje real. Esta

representación facilita la multiplicación de números complejos pues para z = |z|eiθ1

y w = |w|eiθ2 , se tiene que

zw = |z||w|ei(θ1+θ2).

Por inducción, se obtiene la fórmula de De Moivre:

zn = |z|neinθ,

para todo n ∈ N.
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2.2.2. Funciones analíticas

Para discutir sobre funciones analíticas es necesario definir discos abiertos. Estos

conjuntos son de la forma

D(z0, R) = {z ∈ C : |z − z0| < R},

donde z0 ∈ C y R > 0.

DEFINICIÓN 2.9. Sean Ω ⊂ C abierto y f : Ω −→ C una función compleja. Se dice

que f es diferenciable en z ∈ Ω si el siguiente límite existe

f ′(z) = lı́m
h→0

f (z + h)− f (z)

h
,

donde h ∈ C\{0} y h + z ∈ Ω. A f ′(z) se le conocerá como la derivada de f en z.

Si una función es diferenciable sobre todo z ∈ Ω, se dirá que es diferenciable en Ω.

DEFINICIÓN 2.10. Sean Ω ⊂ C abierto y f : Ω −→ C una función compleja. Se dice

que f es analítica en z ∈ Ω si existe R > 0 tal que f es diferenciable sobre el disco

abierto D(z, R).

Si una función es analítica en todo punto z ∈ Ω entonces se dirá que es analítica

sobre Ω.

Un ejemplo de funciones analíticas son las series de potencias. Una serie de po-

tencias es una función f que tiene la forma

f (z) =
+∞

∑
k=0

ck(z − z0)
k,

donde z0, ck ∈ C son constantes complejas, para todo k ∈ N0. Convergencia de esta

serie involucra discos abiertos, cuyo radio R pasará a ser llamado radio de conver-

gencia y está ligado a las constantes ck. Formalmente, se tiene el siguiente teorema.

TEOREMA 2.3 (Cauchy-Hadamard). Dada una serie de potencias
+∞

∑
k=0

ck(z− z0)
k, exis-

te 0 ≤ R ≤ +∞, dada por
1
R

= lı́m sup
k→+∞

|ck|
1
k ,

tal que

1. Si z ∈ D(z0, R), la serie converge absolutamente.
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2. Si z .∈ D(z0, R), la serie diverge.

Cuando R = +∞, la serie converge sobre todo C.

Demostración. Véase en [28, Teo. 3.2.1.].

TEOREMA 2.4. Si f : Ω ⊂ C −→ C es una función que se puede representar como

una serie de potencias sobre Ω, entonces f es analítica sobre Ω.

Demostración. Véase en [26, Teo. 2.6].

Los siguientes resultados presentan una caracterización para funciones analíti-

cas.

TEOREMA 2.5. Sean Ω ⊂ C abierto y f : Ω −→ C una función tal que f (x, y) =

f0(x, y)+ i f1(x, y), donde f0 y f1 son funciones real valuadas. Entonces, f es analítica

sobre Ω si y solo si se cumplen las siguientes ecuaciones:

∂x f0 = ∂y f1,

∂y f0 = −∂x f1, (2.1)

en Ω. A este sistema de ecuaciones se lo conoce como ecuaciones de Cauchy-Riemann.

Demostración. Véase en [26, pg. 11].

Este sistema de ecuaciones motiva la definición del operador de Cauchy-Riemann

d

dz
=

1
2

(

∂x + i∂y

)

(2.2)

y su conjugado
d

dz
=

d

dz
=

1
2

(

∂x − i∂y

)

, (2.3)

de manera que caracterizan si una función es analítica o no.

PROPOSICIÓN 2.6. Una función f : Ω ⊂ C −→ C es analítica en z ∈ Ω si y solo si

d

dz
f (z) = 0 y

d

dz
f (z) = f ′(z).

Demostración. Véase en [26, Prop. 2.3.].

EJEMPLO 4.
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• Los polinomios f (z) = zn son analíticos sobre C, para todo n ∈ N. En efecto,

para cualquier z ∈ C, del Teorema Binomial se tiene que

f ′(z) = lı́m
h→0

(z + h)n − zn

h

= lı́m
h→0

n

∑
k=0

(

n

k

)

zn−khk − zn

h

= lı́m
h→0

n

∑
k=1

(

n

k

)

zn−khk

h

= lı́m
h→0

n

∑
k=1

(

n

k

)

zn−khk−1

=

(

n

1

)

zn−1

= nzn−1.

• La función exponencial compleja cuya expresión viene dada por

ez = exeiy = ex cos(y) + iex sen(y),

para todo z ∈ C, es analítica sobre C. Además, su derivada es f ′(z) = ez, como

se esperaría de una función exponencial. En efecto, se cumplen las ecuaciones

de Cauchy-Riemann

∂x f0 = excos(y) = ∂y f1,

∂y f0 = −ex sen(y) = −∂x f1

y además,

f ′(z) =
d

dz
ez =

1
2

(

∂x − i∂y

)

exeiy =
exeiy + exeiy

2
= ez.

2.3. Cálculo fraccionario

Durante esta sección se hará mención a nociones del análisis funcional y teoría

de la medida como Riemann integrabilidad, Lebesgue integrabilidad, los espacios

de Lebesgue y el espacio de funciones n veces continuamente diferenciables. Al no

ser el enfoque principal de este trabajo, no se profundiza en estos temas y se refiere

al lector a [10] para hacerlo. A los espacios de Lebesgue se les denotará por Lp(a, b)
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y al espacio de funciones n veces continuamente diferenciables como Cn(a, b).

2.3.1. Integral fraccionaria en el sentido de Riemann-Liouville

Considere f una función Riemann-integrable sobre el intervalo finito [a, b] ⊂ R.

El operador integral está definido como

Ia f (x) =
∫ x

a
f (t)dt, (2.4)

para cada x ∈ [a, b]. Gracias a la fórmula integral de Cauchy para integrales iteradas

(ver [21]), se tiene la siguiente fórmula para n ∈ N

In
a f (x) =

1
(n − 1)!

∫ x

a
(x − t)n−1 f (t)dt, (2.5)

para cada x ∈ [a, b]. En particular, cuando n = 1, I1
a f (x) coincide con la expresión

(2.4). Recordando que para cualquier n ∈ N, Γ (n) = (n − 1)!, donde Γ es la función

Gamma definida como

Γ (z) =
∫ +∞

0
tz−1etdt,

para todo z ∈ C, podemos reescribir (2.5) como

In
a f (x) =

1
Γ (n)

∫ x

a
(x − t)n−1 f (t)dt.

En esta ecuación, no hay problema reemplazar n por un número real positivo ν. Esto

motiva la siguiente definición.

DEFINICIÓN 2.11. Sean a, b, ν ∈ R tales que a < b y ν ≥ 0, y f ∈ L1 (a, b). Se define

la integral fraccionaria en el sentido de Riemann-Liouville de orden ν de f como

Iν
a+ f (x) :=

1
Γ (ν)

∫ x

a
(x − t)ν−1 f (t)dt, (2.6)

para cada x ∈ [a, b].

Para ν = 0 se fija I0
a+

como el operador identidad, es decir, I0
a+

f = f .

Naturalmente, se muestra que el operador está bien definido sobre L1 (a, b) y en qué

espacio reside su imagen.

TEOREMA 2.7. Sea f ∈ L1 (a, b) y ν > 0 un número real . Entonces Iν
a+ f existe c.t.p.

x ∈ [a, b]. Además, Iν
a+ f ∈ L1 (a, b).
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Demostración. Véase en [7, Teo. 2.1].

Se presentan algunas propiedades que serán de importancia para el desarrollo

del trabajo. La linealidad del operador se obtiene directamente de la linealidad de

la integral.

TEOREMA 2.8. Sea f ∈ L1 (a, b) y ν, µ > 0 dos números reales. Entonces

Iν
a+

(

I
µ

a+
f
)

= I
µ

a+

(

Iν
a+ f

)

= I
ν+µ

a+
f , (2.7)

c.t.p. sobre [a, b]. Más aún, si f ∈ C([a, b]) ó µ + ν ≥ 1, el resultado se cumple sobre

todo [a, b].

Demostración. Véase en [7, Teo. 2.4].

OBSERVACIÓN. Gracias a este resultado, el conjunto
{

Iν
a+ : ν ≥ 0

}

forma un semi-

grupo conmutativo respecto a la composición de operadores.

TEOREMA 2.9. Sean ν > 0 un número real y ( fk)k∈N
una sucesión de funciones

continuas sobre [a, b] que converge uniformemente. Entonces
(

lı́m
k→+∞

Iν
a+ fk

)

(x) =

(

Iν
a+

(

lı́m
k→+∞

fk

))

(x), (2.8)

para cada x ∈ [a, b]. En particular,
(

Iν
a+ fk

)

k∈N
es uniformemente convergente.

Demostración. Véase en [7, Teo. 2.7].

TEOREMA 2.10. Sean 1 ≤ p < +∞ y (νk)k∈N
una sucesión convergente de números

reales no negativos tal que νk −→ ν. Entonces, para todo f ∈ Lp (a, b)

lı́m
k→+∞

I
νk

a+
f = Iν

a+ f ,

donde la convergencia es en Lp.

Demostración. Véase en [7, Teo. 2.9].

Para propiedades análogas al caso no fraccionario se refiere a [7, 21, 23]. Puesto

que en posteriores secciones se hará uso de polinomios, es conveniente introducir el

siguiente ejemplo.
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EJEMPLO 5. Sea ν > 0 un número real y consideremos la función f (x) = (x − a)µ,

con x ∈ [a, b] y µ > −1. De la Definición 2.11 se tiene que

Iν
a+ f (x) =

1
Γ (ν)

∫ x

a
(x − t)ν−1(t − a)µdt.

Tomando el cambio de variable t = a + ξ(x − a) en la expresión anterior permite

escribir

Iν
a+ f (x) =

1
Γ(ν)

(x − a)µ+ν
∫ 1

0
ξµ(1 − ξ)ν−1dξ

=
1

Γ(ν)
(x − a)µ+νB(ν, µ + 1), (2.9)

donde B(·, ·) es la función beta usual definida como

B(z, w) =
∫ 1

0
tz−1(1 − t)w−1dt,

para z, w ∈ C tales que Re(z), Re(w) > 0. Por propiedades de esta función (véase

[21]), se tiene que

B(ν, µ + 1) =
Γ(ν)Γ(µ + 1)
Γ(µ + ν + 1)

.

Reemplazando en (2.9) se obtiene la expresión

Iν
a+ f (x) =

Γ(µ + 1)
Γ(µ + ν + 1)

(x − a)µ+ν.

2.3.2. Derivada fraccionaria en el sentido de Riemann-Liouville

Para definir de manera completa a la derivada fraccionaria de Riemann-Liouville

se debe introducir el espacio de funciones absolutamente continuas.

DEFINICIÓN 2.12. Sea f : [a, b] −→ R una función. Se dice que f es absolutamente

continua si para todo ε > 0 existe un δ > 0 tal que, si para toda familia de subinter-

valos de [a, b], dos a dos disjuntos, {(ak, bk) : k = 1, ..., n}, que cumple

n

∑
k=1

|ak − bk| < δ,

entonces
n

∑
k=1

| f (ak)− f (bk)| < ε.

Al espacio de funciones absolutamente continuas sobre [a, b] se lo denota por AC([a, b]).

Se dirá que f ∈ ACn([a, b]), con n ∈ N, si f (k) ∈ AC([a, b]) para k = 0, . . . , n − 1.
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Nótese que bajo esta definición, AC1([a, b]) = AC([a, b]). Además, de manera gene-

ral se tiene que Cn([a, b]) ⊂ ACn([a, b]) ⊂ Cn−1([a, b]).

Retornando al enfoque de la derivada fraccionaria, se denotará a la derivada de

orden n ∈ N por Dn. Se recuerda que, para una función f ∈ Cn([a, b]), se cumple la

siguiente igualdad

Dn f = Dm
(

Im−n
a f

)

,

donde m ∈ N es tal que m > n. Habiendo ya introducido la integral fraccionaria, no

existe problema cambiar n por ν > 0 un número real, en la anterior igualdad. Esto

motiva la definición de derivada fraccionaria.

DEFINICIÓN 2.13. Sean a, b, ν ∈ R tales que a < b y ν > 0, s = ⌈ν⌉ y f ∈ AC1([a, b]).

Se define a la derivada fraccionaria en el sentido de Riemann-Liouville de orden ν

de f como

Dν
a+ f (x) := Ds Is−ν

a+
f (x). (2.10)

En esta definición, la función ⌈·⌉ es la función techo de un número definido como el

entero más pequeño que es mayor o igual a su argumento. Nuevamente, se fija D0
a+

como el operador identidad.

La expresión (2.10) es equivalente a

Dν
a+ f (x) =

1
Γ (s − ν)

ds

dxs

∫ x

a
(x − t)s−ν−1 f (t)dt. (2.11)

OBSERVACIÓN. Nótese que si ν ∈ N, entonces s = ν y por tanto, en (2.10) se tiene

que la derivada fraccionaria coincide con la derivada entera de orden ν.

El siguiente resultado muestra que el operador está bien definido:

LEMA 2.11. Si ν > 0, s = ⌈ν⌉ y f ∈ ACs([a, b]), entonces Dν
a+ f existe c.t.p. en [a, b].

Más aún, Dν
a+ f ∈ Lp (a, b) para 1 < p <

1
ν y

Dν
a+ f (x) =

s−1

∑
k=0

(x − a)k−ν

Γ (1 + k − ν)

dk f

dxk
(a) +

1
Γ (s − ν)

∫ x

a
(x − t)s−ν−1 dk f

dxk
(t)dt.

Demostración. Véase en [15, Lem. 2.2].

La linealidad del operador se sigue de la linealidad de la integral fraccionaria y de

la derivada de orden entero.

Contrario a las integrales fraccionarias, la composición de derivadas fraccionarias

no siempre conmuta ni resultan en otra derivada fraccionaria, es decir, no siempre
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se tiene

Dν
a+D

µ

a+
= D

µ

a+
Dν

a+ ,

ó

Dν
a+D

µ

a+
= D

ν+µ

a+
.

Para lograr que el operador conmute hay que imponer ciertas condiciones sobre las

funciones que se consideran.

TEOREMA 2.12. Sean ν, µ > 0 dos números reales, s = ⌈ν⌉, r = ⌈µ⌉ y f ∈ ACm([a, b]),

donde m = máx{s, r}, tal que cumple

dk f

dxk
(a) = 0,

para k = 0, . . . , m − 1. Entonces D
µ+ν
a+

f existe y además:

Dν
a+D

µ

a+
f = D

µ

a+
Dν

a+ f = D
ν+µ

a+
f .

Demostración. Véase en [21, Sec. 2.3.6].

TEOREMA 2.13. Sean ν > 0 un número real y ( fk)k∈N
una sucesión de funciones con-

tinuas sobre [a, b] que converge uniformemente. Suponga además que Dν
a+ fk existe

para cada k ∈ N y que
(

Dν
a+ fk

)

converge uniformemente sobre [a + ε, b], para todo

ε > 0. Entonces
(

lı́m
k→+∞

Dν
a+ fk

)

(x) =

(

Dν
a+

(

lı́m
k→+∞

fk

))

(x), (2.12)

para cada x ∈ (a, b].

Demostración. Véase en [7, Teo. 2.15].

TEOREMA 2.14. Sea f ∈ Cm([a, b]), con m ∈ N. Se tiene que

lı́m
ν→m−

Dν
a+ f (x) =

dm f

dxm
(x),

para todo x ∈ (a, b].

Demostración. Véase en [7, Sec. 2.2].

EJEMPLO 6. Aprovechando la expresión (2.9) y (2.10), se puede calcular directamen-

te la derivada fraccionaria de la función f (x) = (x − a)µ, con µ > −1:

Dν
a+ f (x) =

ds

dxs

(

Γ(µ + 1)
Γ(s − ν + µ + 1)

(x − a)µ+s−ν

)
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=
Γ(µ + 1)

Γ(µ − ν + 1)
(x − a)µ−ν.

Esta expresión de aquí facilita ver que las constantes no se anulan cuando se les apli-

ca la derivada fraccionaria en el sentido de Riemann-Liouville. En efecto, si se toma

µ = 0 en la expresión anterior, obtenemos que f (x) = 1 y su derivada fraccionaria

vendría dada por la expresión

Dν
a+(1) =

1
Γ(1 − ν)

(x − a)−ν,

la cual es no nula. Por linealidad del operador, se sigue que la derivada no se anula

para constantes distintas de cero, contrario al caso entero.

El siguiente resultado caracteriza el núcleo del operador derivada fraccionaria.

LEMA 2.15. Sean ν > 0 un número real y s = ⌈ν⌉. Se tiene que Dν
a+ f = 0 si y solo si

existen constantes reales ck, con k = 1, . . . , s, tales que para todo x ∈ [a, b] se puede

escribir

f (x) =
s

∑
k=1

ck(x − a)s−k.

Demostración. Véase en [15, Cor. 2.1].

2.3.3. Función de Mittag-Leffler

Teniendo en cuenta el enfoque de este trabajo, se debe introducir una función

especial relacionada con la derivada fraccionaria de Riemann-Liouville.

Para dos parámetros u > 0 real y v ∈ C, se define la función de Mittag-Leffler como

Eu,v(z) =
+∞

∑
k=0

zk

Γ (uk + v)
, (2.13)

para todo z ∈ C. En particular, Eu,1 = Eu se conoce como la función de Mittag-Leffler

de un parámetro y es considerada como la generalización de la función exponencial.

Gracias a las representaciones en series de Taylor, ver [26], para valores específicos

de u y v, se obtienen funciones conocidas como la exponencial compleja

E1,1(z) = ez,

el coseno complejo

E2,1(−z2) = cos(z)
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y relacionadas a las funciones trigonométricas hiperbólicas

E2,1(z) = cosh(
√

z), E2,2(z) =
sinh(

√
z)√

z
.

Propiedades e importancia de esta función se hacen con profundo detalle en el libro

[11].

Ahora, al ser esta función una serie, es natural preguntarse sobre su convergencia.

El siguiente resultado muestra que esta serie converge sobre todo C y, por lo tanto,

Eu,v es finita para cualquier valor de z ∈ C.

TEOREMA 2.16. Para todo u > 0 real y v ∈ C, la función de Mittag-Leffler de dos

parámetros Eu,v(z) converge para cualquier z ∈ C.

Demostración. Dado que la función Eu,v es una serie de potencias, se va a verificar

las hipótesis del Teorema de Cauchy-Hadamard para probar la convergencia de esta

serie, por lo cual, hay que estudiar los coeficientes

ck =
1

Γ (uk + v)
.

Por la fórmula de Stirling (ver [11]), se tiene que

Γ (uk + v) =
√

2π(uk)uk+v− 1
2 e−uk[1 + o(1)],

cuando k → +∞, en donde o(·) se refiere a la notación orden pequeño. Con esto, se

tiene que

lı́m
k→+∞

|ck|
1
k = lı́m

k→+∞

1

|
√

2π(uk)uk+v− 1
2 e−uk[1 + o(1)]|

1
k

=
1

e−u lı́m
k→+∞

√
2π

1
k |uk|u+

v
k− 1

2k [1 + o(1)]
1
k

=
1

+∞

= 0.

Así, R = +∞, lo que demuestra que Eu,v es finita sobre C.

Para finalizar esta sección, se presenta la relación que tiene esta función con la deri-

vada fraccionaria.

EJEMPLO 7. Consideremos ν, a ∈ R, con ν > 0, y λ ∈ C. Veamos que se tiene la
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siguiente expresión

Dν
a+(x − a)ν−j−1Eν,ν−j(λ(x − a)ν) = λ(x − a)ν−j−1Eν,ν−j(λ(x − a)ν),

para j = 0, . . . , ⌈ν⌉ − 1. En efecto, gracias al Teorema 2.16, se tiene que

(x − a)ν−j−1Eν,ν−j(λ(x − a)ν) =
+∞

∑
k=0

λk

Γ ((k + 1)ν − j)
(x − a)(k+1)ν−j−1.

Se aplica la derivada fraccionaria a esta expresión, aprovechando que puede ingre-

sar en la serie por el Teorema 2.13. Por esto y del resultado obtenido en el Ejemplo 6

junto con el Lema 2.15, se obtiene

Dν
a+(x − a)ν−j−1Eν,ν−j(λ(x − a)ν) =

+∞

∑
k=0

λk

Γ ((k + 1)ν − j)
Dν

a+(x − a)(k+1)ν−j−1

=
+∞

∑
k=1

λkΓ ((k + 1)ν − j)

Γ ((k + 1)ν − j) Γ (kν − j)
(x − a)kν−j−1

=
+∞

∑
k=1

λk

Γ (kν − j)
(x − a)kν−j−1,

tomando el cambio de índice r = k − 1, se concluye

Dν
a+(x − a)ν−j−1Eν,ν−j(λ(x − a)ν) = λ

+∞

∑
r=0

λr

Γ ((r + 1)ν − j)
(x − a)(r+1)ν−j−1

= λ(x − a)ν−j−1Eν,ν−j(λ(x − a)ν).

OBSERVACIÓN. Del ejemplo anterior tenemos que las funciones de la forma

(x − a)ν−j−1Eν,ν−j(λ(x − a)ν),

con j = 1, . . . , ⌈ν⌉, son funciones propias o autofunciones del operador Dν
a+ . Esto es

análogo al caso de la derivada entera, donde funciones exponenciales son funciones

propias del operador derivada. Por esta razón, también se conoce a la función de

Mittag-Leffler como la exponencial generalizada o exponencial fraccionaria.
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Capítulo 3

Análisis sobre números complejos

generalizados

En este capítulo se presentará una generalización de los números complejos que

ya han sido estudiados en [12, 22, 30]. La mayoría de los resultados presentados en

este capítulo sobre los números complejos generalizados fueron extraídos de [12, 30]

y los resultados de funciones analíticas sobre esta misma álgebra de [2, 22, 27]. Sin

embargo, al ser un tema no abarcado en la carrera, se repasarán las demostraciones

por motivos pedagógicos sobre este tema.

3.1. Números complejos generalizados

Similar a lo visto en la Sección 2.2, sobre R2 con su suma usual, se define el

producto

(x0, y0) · (x1, y1) := (x0x1 − αy0y1 , x0y1 + y0x1 − βy0y1),

donde α, β ∈ R son escalares arbitrarios. Tomando 1 = (1, 0) e i = (0, 1), se puede

escribir z = (x, y) = x + iy, donde i2 = −α − βi. Así, se define a los números

complejos generalizados como

Cα,β :=
{

z = x + iy : x, y ∈ R, i2 = −α − βi
}

.

Por la conmutatividad de R, se concluye que el producto de este conjunto es conmu-

tativo. A partir de aquí se escribirá zw en vez de z · w, para simplificar la escritura.
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El conjugado de un número z = x + iy ∈ Cα,β viene dado por la expresión

z = x − βy − iy

y el módulo o magnitud por

|z|α,β =
√

|x2 − βxy + αy2|.

No es complicado ver que |z|2α,β = |zz| y |zw|α,β = |z|α,β|w|α,β. Además, el inverso

multiplicativo de z ∈ Cα,β se puede calcular mediante

z−1 =
z

|z|2α,β
.

EJEMPLO 8. Es interesante analizar la unidad imaginaria i sobre Cα,β. Por ejemplo,

su módulo no es 1

|i|α,β =
√

|α|.

En particular, cuando α = 0, el módulo de i es cero y por tanto no es invertible. Si

α .= 0, se tiene que su inverso viene dado por

i−1 = −β + i

α
.

PROPOSICIÓN 3.1. Cα,β es un álgebra sobre R.

Demostración. Puesto que Cα,β tiene la misma estructura algebraica que C respecto

a la suma, basta con verificar las propiedades del producto para mostrar que Cα,β es

un anillo. Tomando z = z0 + iz1, w = w0 + iw1, v = v0 + iv1 ∈ Cα,β, cualesquiera, se

tiene que:

• Cumple la propiedad de clausura, pues

zw = z0w0 − αz1w1 + i(z0w1 + z1w0 − βz1w1) ∈ Cα,β,

ya que z0w0 − αz1w1, z0w1 + z1w0 − βz1w1 ∈ R.

• La asociatividad también se cumple, pues

z(wv) = z0w0v0 − αz0w1v1 − αw0z1v1 − αz1w1v0 + αβz1w1v1

+ i(z0w0v1 + z0w1v0 − βz0w1v1

+ w0v0z1 − αz1w1v1 − βw0z1v1 − βz1w1v0 + β2z1w1v1)

= (z0w0 − αz1w1 + i(z0w1 + z1w0 − βz1w1))v
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= (zw)v.

• Las propiedades distributivas se cumplen. La primera al calcular

z(w + v) = (z0w0 +−αz1w1 + i(z0w1 + z1w0 − βz1w1))

+ (z0v0 +−αz1v1 + i(z0v1 + z1v0 − βz1v1))

= zw + zv,

y la segunda se sigue directo de la conmutatividad del producto.

En resumen, tenemos que Cα,β es un anillo conmutativo. Es un R-espacio vectorial

por las propiedades distributivas notando que R ⊂ Cα,β.

3.2. Clasificación

I. Yaglom clasifica el álgebra Cα,β en clases isomorfas dependiendo de los valores

de α y β en [30]. Esto se detalla a continuación.

TEOREMA 3.2. Sean α, β ∈ R. Se tiene que

Cα,β
∼= R[x]/〈X2 + βX + α〉.

Demostración. Se define la siguiente función:

T : Cα,β −→ R[x]/〈X2 + βX + α〉
z0 + iz1 $−→ z1X + z0 + 〈X2 + βX + α〉.

Se debe probar que es un homomorfismo biyectivo. Considere z, w ∈ Cα,β, cuales-

quiera, tales que z = z0 + iz1 y w = w0 + iw1. Para la suma, se tiene que

T(z + w) = (z1 + w1)X + (z0 + w0) + 〈X2 + βX + α〉

=
(

z1X + z0 + 〈X2 + βX + α〉
)

+
(

w1X + w0 + 〈X2 + βX + α〉
)

= T(z) + T(w).

Para el producto, se procede de manera similar

T(zw) = (z0w1 + z1w0 − βz1w1)X + (z0w0 − αz1w1) + 〈X2 + βX + α〉
= (z0w1 + z1w0)X + z0w0 − z1w1(βX + α) + 〈X2 + βX + α〉
= (z0w1 + z1w0)X + z0w0 + 〈X2 + βX + α〉
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= T(z)T(w).

Estos hechos muestran que T es un homomorfismo. Luego, T es inyectiva pues

Ker(T) = {0}. En efecto, si tomamos z ∈ Ker(T), entonces

T(z) = z1X + z0 + 〈X2 + βX + α〉 ∈ 〈X2 + βX + α〉,

en consecuencia, z1X + z0 ∈ 〈X2 + βX + α〉, es decir, existe k ∈ R tal que

z1X + z0 = k(X2 + βX + α).

Puesto que el coeficiente de X2 del lado izquierdo es 0, entonces k = 0. Así, al igualar

los coeficientes de los demás términos se sigue que z0 = z1 = 0, y por tanto z = 0.

Para mostrar que T es sobreyectiva, primero se debe notar que cualquier elemento

de R[x]/〈X2 + βX + α〉 es de la forma p(X) + 〈X2 + βX + α〉, donde p(X) es de

grado menor que 2. La razón de esto es ya que si p(X) = aX2 + bX + c, se puede

escribir

p(X) + 〈X2 + βX + α〉 = a(X2 + βX + α) + (b − αa − aβ)X + c + 〈X2 + βX + α〉
= (b − αa − aβ)X + c + 〈X2 + βX + α〉,

Se puede razonar de manera similar para grados mayores a 2. De esta forma, para

cualquier z1X + z0 + 〈X2 + βX + α〉 ∈ R[x]/〈X2 + βX + α〉, tiene como preimagen

el número z = z0 + iz1, probando la sobreyectividad. De este modo, se concluye que

T es un homomorfismo biyectivo.

COROLARIO 3.3. Sean α, β ∈ R. Cα,β es un cuerpo si y solo si ∆ = β2 − 4α < 0.

Demostración. Por la Proposición 2.2, se tiene que R[x]/〈X2 + βX + α〉 es un cuerpo

si y solo si X + βX + α es irreducible sobre R. Esto sucede cuando su discriminante

∆ < 0, por lo tanto, R[x]/〈X2 + βX + α〉 es un cuerpo si y solo si ∆ < 0. Se sigue que

Cα,β es un cuerpo si y solo si ∆ < 0 gracias al isomorfismo del teorema anterior.

3.2.1. Números elípticos

Para los valores de α y β tales que ∆ < 0, se llama a Cα,β como el álgebra de

números elípticos. El nombre de esta álgebra viene dado por la forma de las curvas
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Figura 3.1: Regiones en las cuales el signo del discriminante ∆ cambia.

unitarias. Si se grafica en R2 el conjunto

Sα,β :=
{

z ∈ Cα,β : |z|α,β = 1
}

,

se obtienen elipses en el plano como se puede ver en la siguiente figura:

-2 -1 1 20
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-1

1

2

Figura 3.2: Elipse rotada correspondiente a la curva unitaria considerando α = 1 y
β = 1.

Nótese que C es un caso particular de esta álgebra pues si α = 1 y β = 0, entonces

C1,0 = C. Más aún, se tiene un isomorfismo entre Cα,β y C.

PROPOSICIÓN 3.4. Para todo α, β ∈ R tales que ∆ < 0, se tiene

Cα,β
∼= C.

Demostración. Se denota por ǫ a la unidad imaginaria de C, es decir ǫ2 = −1. Se
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define la función

ϕ−
α,β : Cα,β −→ C

a + ib $−→
(

a − β

2
b

)

+ ǫ

(√
−∆

2
b

)

.

Consideremos z = z0 + iz1 y w = w0 + iw1. Se tiene que

ϕ−
α,β (z + w) =

(

z0 + w0 −
β

2
z1 −

β

2
w1

)

+ ǫ

(√
−∆

2
z1 +

√
−∆

2
w1

)

=

(

z0 −
β

2
z1

)

+ ǫ

√
−∆

2
z1 +

(

w0 −
β

2
w1

)

+ ǫ

√
−∆

2
w1

= ϕ−
α,β (z) + ϕ−

α,β (w)

y para el producto

ϕ−
α,β (zw) =

(

z0w0 − αz1w1 −
β

2
(z0w1 + z1w0 − βz1w1)

)

+ ǫ

(√
−∆

2
(z0w1 + z1w0 − βz1w1)

)

=

(

z0 −
β

2
z1

)(

w0 −
β

2
w1

)

−
(√

−∆

2

)2

z1w1

+ ǫ

[

(

z0 −
β

2
z1

)

(√
−∆

2
w1

)

+

(

w0 −
β

2
w1

)

(√
−∆

2
z1

)]

= ϕ−
α,β (z) ϕ−

α,β (w) .

Así, la función ϕα,β es un homomorfismo. Para probar la inyectividad tomemos z ∈
Ker(ϕ−

α,β) y notemos que

(

z0 −
β

2
z1

)

+ ǫ

(√
−∆

2
z1

)

= 0

implica z1 = 0 y, en consecuencia, z0 = 0. Por lo tanto, z = 0. Al haber tomado z de

manera arbitraria entonces Ker(ϕα,β) = {0}, lo que muestra la inyectividad.

Para mostrar la sobreyectividad, tomemos w = w0 + ǫw1 ∈ C y definamos

z =

(

w0 +
β√
−∆

w1

)

+ i

(

2√
−∆

w1

)

.

Es claro que z ∈ Cα,β y además

ϕ−
α,β (z) = w.
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Por lo tanto, ϕα,β es sobreyectiva. Al ser un homomorfismo biyectivo, se tiene el

isomorfismo.

Se llamará Singα,β a Sing
Cα,β

por simplicidad.

COROLARIO 3.5. Para todo α, β ∈ R tales que ∆ < 0, Singα,β = {0}.

Demostración. Puesto que Cα,β es un cuerpo cuando ∆ < 0, entonces no tiene divi-

sores de cero. En consecuencia, Singα,β = {0}.

LEMA 3.6. El módulo | · |α,β describe una seminorma sobre Cα,β cuando ∆ < 0.

Demostración. Consideremos la función bilineal 〈·, ·〉α,β : Cα,β ×Cα,β −→ R definida

por

〈z, w〉α,β = z0w0 −
β

2
(z0w1 + w0z1) + αz1w1, (3.1)

donde z = z0 + iz1 y w = w0 + iw1.

Por su forma, es claro que 〈z, w〉α,β ∈ R. Además, tiene simetría, es decir,

〈z, w〉α,β = 〈w, z〉α,β,

gracias a la conmutatividad de la multiplicación en R. Es bilineal, ya que si tomamos

λ ∈ R y z, w, v ∈ Cα,β

〈λz + w, v〉α,β = λ〈z, v〉α,β + 〈w, v〉α,β,

y por la simetría se sigue la linealidad de la segunda componente. Dado que ∆ < 0,

se tiene que para todo z ∈ Cα,β, 〈z, z〉α,β ≥ 0. Por estas propiedades, 〈·, ·〉α,β define

un producto interno sobre Cα,β, y dado que

|z|α,β =
√

〈z, z〉α,β,

entonces | · |α,β define una seminorma en Cα,β. Más aún, al no existir divisores de

cero entonces, es una norma.

OBSERVACIÓN. La hipótesis de ∆ < 0 es necesaria ya que en este caso se asegura

que 〈z, z〉α,β ≥ 0 para todo z ∈ Cα,β. Si ∆ ≥ 0, esta propiedad no se puede ase-

gurar para todo z ∈ Cα,β. Esto es importante pues se tiene desigualdad triangular

directamente cuando la forma bilineal es definida positiva.
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3.2.2. Números hiperbólicos

Para los valores de α y β tales que ∆ > 0, se llama a Cα,β como el álgebra de núme-

ros hiperbólicos. El nombre viene dado por la forma de las curvas unitarias ya que al

graficar Sα,β en el plano se obtienen hipérbolas, como se lo puede ver a continuación:

-2 -1 1 20

-2

-1

1

2

Figura 3.3: Hipérbolas rotadas correspondientes a la curva unitaria considerando
α = 1 y β = 3. Las rectas entrecortadas representan el conjunto Sing1,3.

El caso particular cuando α = −1 y β = 0, C−1,0 se conoce como números dobles o

split-complex. Su importancia yace en la física relativista y se lo puede encontrar en

[30]. Similar a los números elípticos, C−1,0 se relaciona con cualquier Cα,β en este

caso.

PROPOSICIÓN 3.7. Para todo α, β ∈ R tales que ∆ > 0, se tiene

Cα,β
∼= C−1,0.

Demostración. Se denota ahora como ǫ a la unidad imaginaria de C−1,0, es decir,

ǫ2 = 1. En este caso, se define la función

ϕ+
α,β : Cα,β −→ C−1,0

a + ib $−→
(

a − β

2
b

)

+ ǫ

(√
∆

2
b

)

.

Mostrar que esta función es un isomorfismo es análoga a la demostración de la Pro-

posición 3.4.

Contrario a números elípticos, existen divisores de cero, donde se expone su forma

en la siguiente proposición.
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PROPOSICIÓN 3.8. Sean α, β ∈ R tales que ∆ > 0.

1. Si α .= 0, entonces Singα,β =
{

z = x + iy : y = βx±
√

∆|x|
2α

}

.

2. Si α = 0, entonces Singα,β =
{

z = x + iy : x = 0 ó y = x
β

}

.

Demostración. Sea z = x + iy ∈ Singα,β. Así,

|z|2α,β = |x2 − βxy + αy2| = 0. (3.2)

Si α .= 0, entonces se tiene la ecuación

αy2 − βxy + x2 = 0.

Despejando y en función de x se tiene

y =
βx ±

√

β2x2 − 4αx2

2α
=

βx ±
√

∆|x|

2α
,

obteniendo 1.

Si α = 0, entonces la ecuación (3.2) se convierte en

x2 − βxy = 0

x(x − βy) = 0.

Esta ecuación se cumple siempre que x = 0 ó y = x
β , obteniendo 2.

COROLARIO 3.9. Para todo α, β ∈ R tales que ∆ > 0, Cα,β no es un cuerpo.

Demostración. Dada la existencia de divisores de cero, Cα,β no puede ser un campo

cuado ∆ > 0.

3.2.3. Números parabólicos

Para los valores de α y β tales que ∆ = 0, se llama a Cα,β como el álgebra de

números parabólicos. El nombre de esta álgebra viene dado por la forma de las cur-

vas unitarias. Si se grafica en el plano el conjunto Sα,β se obtienen dos parábolas

degeneradas como en la siguiente figura:

El caso particular cuando α = β = 0, C0,0 se conoce como números duales. Similar a

los anteriores casos, C0,0 se relaciona con cualquier Cα,β de esta categoría.
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Figura 3.4: Parábolas degeneradas rotadas correspondientes a la curva unitaria con-
siderando α = 1 y β = 2. La recta entrecortadas representan el conjunto Sing1,2.

PROPOSICIÓN 3.10. Para todo α, β ∈ R tales que ∆ = 0, se tiene

Cα,β
∼= C0,0.

Demostración. Se denota por ǫ a la unidad imaginaria en C0,0, es decir, ǫ2 = 0. Se

define la función

ϕ0
α,β : Cα,β −→ C0,0

a + ib $−→
(

a − β

2
b

)

+ ǫb.

Mostrar que esta función es un isomorfismo es análogo a la demostración de la Pro-

posición 3.4.

Nuevamente, existen divisores de cero, cuya forma se expone en la siguiente propo-

sición.

PROPOSICIÓN 3.11. Sean α, β ∈ R tales que ∆ = 0. Entonces

Singα,β =

{

z = x + iy : x =
β

2
y

}

.

Demostración. Razonando de manera análoga a la demosrtación de la Proposición

3.8 y ya que β2 = 4α, se tiene que z = x + iy ∈ Singα,β es equivalente a tener la

ecuación

x2 − βxy +
β2

4
y2 =

(

x − β

2
y

)2

= 0.

Se sigue directamente que x = β
2 y, lo que muestra la proposición.
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COROLARIO 3.12. Para α, β ∈ R tales que ∆ = 0, Cα,β no es un cuerpo.

Demostración. Consecuencia directa de tener divisores de cero.

EJEMPLO 9. Un número que destaca en este caso es β + 2i, pues

(β + 2i)2 = β2 − 4α = ∆.

Por esto, en el caso parabólico, β + 2i es un divisor de cero. Caso contrario, es inver-

tible y su inverso es β+2i
∆

. La invertibilidad de este número resulta importante para

poder caracterizar las funciones buscadas en el Capítulo 4.

3.3. Trigonometría

Como en números complejos, una herramienta útil es poder expresar los núme-

ros en su forma polar. Esto se generalizó en trabajos como [9], el cual es usado para

escribir esta sección. Por simplicidad en los cálculos se va a escribir Dα,β =

√
|∆|
2 si

∆ .= 0.

Se define una función análoga a la exponencial compleja, para θ ∈ R, dada por

la siguiente expresión

eiθ = cosα,β (θ) + isenα,β (θ) , (3.3)

donde las funciones senα,β y cosα,β están definidas a partir del seno y coseno reales:

senα,β (θ) =























1
Dα,β

sen(Dα,βθ) si ∆ < 0,

1
Dα,β

senh(Dα,βθ) si ∆ > 0,

θ si ∆ = 0,

(3.4)

y

cosα,β (θ) =























cos(Dα,βθ) + β
2Dα,β

sen(Dα,βθ) si ∆ < 0,

cosh(Dα,βθ) + β
2Dα,β

senh(Dα,βθ) si ∆ > 0,

1 + β
2 θ si ∆ = 0.

(3.5)

Las funciones senα,β y cosα,β se conocen como las funciones seno y coseno de Cα,β,

respectivamente. Se tienen propiedades similares con estas funciones.

OBSERVACIÓN. Las funciones senα,β y cosα,β son periódicas, de periodo 2π
Dα,β

cuando
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∆ < 0. Es decir, que para cualquier θ ∈ R

senα,β

(

θ +
2π

Dα,β

)

= senα,β (θ) y cosα,β

(

θ +
2π

Dα,β

)

= cosα,β (θ) .

Además, sen1,0 es la función seno real y cos1,0 es la función coseno real.

PROPOSICIÓN 3.13. Sean α, β ∈ R. Se tiene que

Sα,β =
{

keiθ : θ ∈ R, k ∈ Kα,β

}

,

donde Kα,β ⊂ Cα,β es tal que

• Kα,β = {1}, si ∆ < 0.

• Kα,β =
{

1,−1, β+2i
2Dα,β

,− β+2i
2Dα,β

}

, si ∆ > 0.

• Kα,β = {1,−1}, si ∆ = 0.

Demostración. Véase en [9].

A la dupla θk = (θ, k) se lo conoce como el ángulo de un número z y además la

representación polar de este número viene dado por la expresión

z = |z|α,βeiθk = |z|α,βkeiθ.

Ahora se presentan propiedades trigonométricas que generalizan a las conocidas

sobre R.

LEMA 3.14. Para todo α, β, θ0, θ1 ∈ R, se tienen las siguientes identidades:

1. senα,β (θ0 + θ1) = senα,β (θ0) cosα,β (θ1)+ cosα,β (θ0) senα,β (θ1)− βsenα,β (θ0) senα,β (θ1).

2. cosα,β (θ0 + θ1) = cosα,β (θ0) cosα,β (θ1)− αsenα,β (θ0) senα,β (θ1).

3. ei(θ0+θ1) = eiθ0eiθ1 .

Demostración. Las primeras dos identidades se derivan de las definiciones (3.4) y

(3.5), y las identidades trigonométricas reales para la suma de ángulos. En efecto,

para ∆ < 0,

senα,β (θ0 + θ1) =
1

Dα,β

(

sen(Dα,βθ0) cos(Dα,βθ1) + cos(Dα,βθ0) sen(Dα,βθ1)
)
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(f) α = 1 y β = 2.

Figura 3.5: Gráfico de senα,β y cosα,β sobre
[

0, 2π
Dα,β

]

para valores de α y β que resultan
en los distintos casos del signo de ∆.
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=
1

Dα,β
sen(Dα,βθ0)

(

cos(Dα,βθ1) +
β

2Dα,β
sen(Dα,βθ1)

)

+
1

Dα,β

(

cos(Dα,βθ0) +
β

2Dα,β
sen(Dα,βθ0)

)

− β

D2
α,β

sen(Dα,βθ0) sen(Dα,βθ1)

= senα,β (θ0) cosα,β (θ1) + cosα,β (θ0) senα,β (θ1)− βsenα,β (θ0) senα,β (θ1) .

El caso ∆ > 0 se sigue razonando de la misma manera con el seno y coseno hiper-

bólicos. Para ∆ = 0,

senα,β (θ0 + θ1) = θ0 + θ1

= θ0 +
β

2
θ0θ1 + θ1 +

β

2
θ0θ1 − βθ0θ1

= θ0

(

1 +
β

2
θ1

)

+

(

1 +
β

2
θ0

)

θ1 − βθ0θ1

= senα,β (θ0) cosα,β (θ1) + cosα,β (θ0) senα,β (θ1)− βsenα,β (θ0) senα,β (θ1) .

Las segunda identidad se consigue razonando de manera similar. Por último, de

esta dos identidades se deduce la tercera

ei(θ0+θ1) = cosα,β (θ0 + θ1) + isenα,β (θ0 + θ1)

= cosα,β (θ0) cosα,β (θ1)− αsenα,β (θ0) senα,β (θ1)

+ i
(

senα,β (θ0) cosα,β (θ1) + cosα,β (θ0) senα,β (θ1)− βsenα,β (θ0) senα,β (θ1)
)

=
(

cosα,β (θ0) + isenα,β (θ0)
) (

cosα,β (θ1) + isenα,β (θ1)
)

= eiθ0eiθ1 .

PROPOSICIÓN 3.15. Para todo α, β, θ ∈ R, se cumple la identidad

(

cosα,β (θ)
)2 − βsenα,β (θ) cosα,β (θ) + α

(

senα,β (θ)
)2

= 1. (3.6)

Demostración. El resultado se obtiene al desarrollar la parte izquierda de (3.6) reem-

plazando las definiciones (3.4) y (3.5). Para el caso ∆ < 0, se obtiene

(

cosα,β (θ)
)2 − βsenα,β (θ) cosα,β (θ) + α

(

senα,β (θ)
)2

= cos2(Dα,βθ) +
4α − β2

4D2
α,β

sen2(Dα,βθ)

= cos2(Dα,βθ) +
−∆

|∆|
sen2(Dα,βθ)

= cos2(Dα,βθ) + sen2(Dα,βθ)

= 1.
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Similarmente para el caso ∆ > 0, se obtiene

(

cosα,β (θ)
)2 − βsenα,β (θ) cosα,β (θ) + α

(

senα,β (θ)
)2

= cosh2(Dα,βθ)− senh2(Dα,βθ)

= 1.

Si ∆ = 0,

(

cosα,β (θ)
)2 − βsenα,β (θ) cosα,β (θ) + α

(

senα,β (θ)
)2

= 1 +
∆

4
θ2

= 1.

LEMA 3.16. Para todo α, β, θ, λ ∈ R, se tienen las siguientes fórmulas de derivación:

d

dθ
senα,β (λθ) = λ

[

cosα,β (λθ)− β

2
senα,β (λθ)

]

, (3.7)

d

dθ
cosα,β (λθ) = λ

[

β

2
cosα,β (λθ)− αsenα,β (λθ)

]

, (3.8)

d

dθ
eiλθ = λ

β + 2i

2
eiλθ. (3.9)

Demostración. Las expresiones de (3.7) y (3.8) se obtienen gracias a las expresiones

de las derivadas de las funciones trigonométricas ordinarias e hiperbólicas. La ex-

presión (3.9) se obtiene aplicando (3.7) y (3.8)

d

dθ
eiλθ =

d

dθ
senα,β (λθ) + i

d

dθ
cosα,β (λθ)

= λ

[

β

2
cosα,β (λθ)− αsenα,β (λθ) + i

(

cosα,β (λθ)− β

2
senα,β (λθ)

)]

=

(

β

2
+ i

)

(

cosα,β (λθ) + isenα,β (λθ)
)

= λ
β + 2i

2
eiλθ.

Cuando α = 1 y β = 0, es decir el caso complejo, todas las definiciones, identi-

dades y propiedades presentadas en esta sección coinciden con las ya conocidas de

las funciones trigonométricas reales.
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3.4. Funciones analíticas sobre Cα,β

Conociendo la estructura algebraica de los números complejos generalizados,

se puede introducir nociones de análisis y funciones analíticas sobre esta álgebra

que son generalizaciones a lo presentado en la Sección 2.2. Para ello es necesario

mencionar que vamos a dotar Cα,β por la topología de R2, es decir, la topología

inducida por la norma euclideana en el plano. Esto se lo hace tradicionalmente para

álgebras hipercomplejas como se lo puede ver en [27]. En consecuencia, se tiene una

definición de convergencia similar a la de C.

DEFINICIÓN 3.1. Sean (zn)n∈N una sucesión en Cα,β y z∗ ∈ Cα,β. De modo que

zn = xn + iyn, para cada n ∈ N, y z∗ = x∗ + iy∗. Se dice que (zn)n∈N converge a z∗

si (xn)n∈N converge a x∗ y (yn)n∈N converge a y∗, cuando n → +∞, sobre R.

OBSERVACIÓN. Cuando ∆ < 0, esta definición es equivalente a que |zn − z∗|α,β → 0

a medida que n → +∞. Para los distintos casos de ∆ ≥ 0, se puede hacer un análisis

similar considerando una topología inducida por 〈·, ·〉α,β (ver [9]).

DEFINICIÓN 3.2. Sean Ω ⊂ Cα,β un conjunto abierto, f : Ω ⊂ Cα,β −→ Cα,β una

función y z ∈ Cα,β. Se dice que f es diferenciable en z si el límite

f ′(z) = lı́m
h→0

h .∈Singα,β

f (z + h)− f (z)

h
, (3.10)

existe y es independiente de cómo h tiende a 0. Si f es diferenciable en una vencidad

de z, se dirá que f es analítica en z.

De manera análoga al de números complejos, se dirá que f es analítica sobre Ω si es

analítica en todo z ∈ Ω.

OBSERVACIÓN. El dominio Ω no tiene por qué ser abierto para definidir la deriva-

da. Basta tener que para todo z ∈ Ω, exista (hn)n∈N una sucesión de Cα,β tal que

z + hn ∈ Ω, para todo n ∈ N, y hn → 0. Esto nos permite considerar conjuntos de la

forma

Ω = [a0, b0]× [a1, b1],

que se usará en el siguiente capítulo.

Se presentan ahora resultados que se obtienen de la definición.

PROPOSICIÓN 3.17. Sean f , g : Ω ⊂ Cα,β −→ Cα,β dos funciones y λ, z ∈ Cα,β, tales
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que f y g son analíticas en z. Se cumplen las siguientes propiedades:

1. ( f + g)′(z) = f ′(z) + g′(z),

2. (λ f )′(z) = λ f ′(z),

3. ( f g)′(z) = f ′(z)g(z) + f (z)g′(z).

Demostración. Por definición, se tiene que

( f + g)′(z) = lı́m
h→0

h .∈Singα,β

( f + g)(z + h)− ( f + g)(z)

h

= lı́m
h→0

h .∈Singα,β

f (z + h)− f (z)

h
+ lı́m

h→0
h .∈Singα,β

g(z + h)− g(z)

h

= f ′(z) + g′(z),

mostrando así 1. Para mostrar 2. se procede de manera similar

(λ f )′(z) = lı́m
h→0

h .∈Singα,β

(λ f )(z + h)− (λ f )(z)

h

= λ lı́m
h→0

h .∈Singα,β

f (z + h)− f (z)

h

= λ f ′(z).

Por último, la regla de Leibniz se sigue de la misma manera

( f g)′(z) = lı́m
h→0

h .∈Singα,β

( f g)(z + h)− ( f g)(z)

h

= lı́m
h→0

h .∈Singα,β

f (z + h)g(z + h)− f (z + h)g(z) + f (z + h)g(z)− f (z)g(z)

h

= lı́m
h→0

h .∈Singα,β

f (z + h)
g(z + h)− g(z)

h
+ lı́m

h→0
h .∈Singα,β

g(z)
f (z + h)− f (z)

h

= f (z)g′(z) + f ′(z)g(z).

Aquí se utilizó que f (z + h) → f (z) cuando h → 0 (ver [27, Cor. 3.6]).

Análogo al caso complejo, se puede caracterizar una función analítica con un siste-

ma de ecuaciones. Este sistema se genera de las condiciones de Scheffers que están
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en el contexto más general del análisis hipercomplejo (véase [25, 27]). En particular,

se deduce la caracterización para números complejos generalizados.

TEOREMA 3.18. Sea f : Ω ⊂ Cα,β −→ Cα,β una función tal que se puede escribir

como f = f0 + i f1, donde f0 y f1 son funciones real valuadas con derivadas parciales

continuas. Se dirá que f es analítica si y solo si se cumplen las siguientes ecuaciones

∂y f0 = −α∂x f1,

∂x f0 = β∂x f1 + ∂y f1. (3.11)

Estas se conocen como las ecuaciones de Cauchy-Riemann generalizadas.

Estas ecuaciones inducen un nuevo operador que se llamará el operador de Cauchy-

Riemann generalizado, definido de la siguiente manera:

∂z = ∂y − i∂x. (3.12)

Así una función es analítica si y solo si ∂z f = 0. El operador conjugado se escribe

como

∂z = ∂y + β∂x + i∂x.

EJEMPLO 10. Consideremos el polinomio f (z) = z, o equivalentemente f (x, y) =

x + iy. Se verifican las ecuaciones de Cauchy-Riemann generalizadas, en efecto,

∂y f0 = 0 = −α∂x f1,

∂x f0 = 1 = β∂x f1 + ∂y f1.

Así, esta función es analítica en Cα,β, para cualquier α y β.

OBSERVACIÓN. La razón de tomar el operador de Cauchy-Riemann generalizado

de esta manera y no como en (2.2) se da por la caracterización de funciones analíti-

cas. Para valores específicos de α y β, funciones analíticas no siempre se anulan con

el operador d
dz . Por ejemplo, cuando α = 1 y β = 0 y f (z) = z se tiene que

1
2

(

∂x + i∂y

)

f =
1 − α − βi

2
,

cuya expresión claramente no siempre se anula, pero por el Ejemplo 10 sabemos que

es analítica. En el caso complejo, se tiene que

∂z = −i
d

dz
,
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es decir, es una rotación de d
dz , lo cual va a preservar la propiedad de que una función

sea analítica.

En [2, Sec. C.7.1] se define un operador de Cauchy-Riemann sobre Cα,β como

∂∗z =

√
∆ − β

2
√

∆
∂x −

1√
∆

∂y,

donde
√

∆ = β+ 2i. Primero se puede notar que este operador está definido siempre

que ∆ .= 0, es decir solo para números elípticos e hiperbólicos, mientras que ∂z se

define tambien para números parabólicos. Más aún, es un reescalamiento de ∂z

∂∗z =
β + 2i

∆
∂z.

Una discusión más profunda de estos dos operadores se lo hace en [27].

La relación de la derivada de una función sobre Cα,β y el operador conjugado ∂z se

muestra en el siguiente lema.

LEMA 3.19. Sea f : Ω ⊂ Cα,β −→ Cα,β una función analítica sobre Ω. Entonces

∂z f (z) = (β + 2i) f ′(z),

para todo z ∈ Ω.

Demostración. Es un caso particular de [27, Cor. 3.9].

Sobre Cα,β se puede definir la función de Mittag-Leffler Eu,v, para dos parámetros

u, v ∈ R, con la misma expresión de (2.13). Esta será finita sobre Cα,β ya que, al tener

la misma topología de R2, el Teorema 2.16 se cumple. Sin embargo, hay que tener

cuidado cuando se busca la relación con el módulo | · |α,β.

TEOREMA 3.20. Dada una serie de potencias
+∞

∑
k=0

cn(z − a)n, donde z, a ∈ Cα,β y ck ∈

R para todo k ∈ N0, existe 0 < R ≤ +∞ dada por

1
R

= lı́m sup
k→+∞

|cn|
1
n ,

tal que
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1. Si z ∈ D+(a, R) =
{

z ∈ Cα,β : |z − a|α,β < R y 〈z − a, z − a〉α,β ≥ 0
}

, entonces
∣

∣

∣

∣

∣

+∞

∑
k=0

cn(z − a)n

∣

∣

∣

∣

∣

α,β

< +∞.

2. Si z ∈ Dc
+(a, R) =

{

z ∈ Cα,β : |z − a|α,β ≥ R y 〈z − a, z − a〉α,β ≥ 0
}

, entonces
∣

∣

∣

∣

∣

+∞

∑
k=0

cn(z − a)n

∣

∣

∣

∣

∣

α,β

= +∞.

Demostración. Suponga que R < +∞ y z ∈ D+(a, R). Oor caracterización del límite

superior, se tiene que existe k ∈ N tal que para todo n ≥ k

|cn|
1
n |z − a|α,β ≤ 1

R
|z − a|α,β <

R

R
= 1.

De la convergencia de la serie geométrica, se sigue que
+∞

∑
n=0

|cn||z − a|nα,β < +∞.

Luego, gracias a que 〈z − a, z − a〉αβ ≥ 0, entonces
∣

∣

∣

∣

∣

+∞

∑
k=0

cn(z − a)n

∣

∣

∣

∣

∣

α,β

≤
+∞

∑
n=0

|cn||z − a|nα,β < +∞.

Ahora, suponga que z ∈ Dc
+(a, R). Nuevamente, por caracterización de límite supe-

rior se tiene que existe k ∈ N tal que para todo n ≥ k,

|cn|
1
n |z − a|α,β ≥ 1

R
|z − a|α,β ≥ R

R
= 1.

Dado que el argumento es mayor que 1 cuando n es suficientemente grandes, en-

tonces la serie
+∞

∑
n=0

|cn||z − a|nα,β diverge en R. En consecuencia,

∣

∣

∣

∣

∣

+∞

∑
k=0

cn(z − a)n

∣

∣

∣

∣

∣

α,β

= +∞.

Por último, suponga R = +∞. Esto sucede cuando

lı́m sup
n→+∞

|cn|
1
n = 0.

Así, para todo ε > 0, existe k ∈ N tal que para todo n ≥ k

|cn|
1
n ≤ ε.
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En consecuencia, para n ≥ k

|cn|
1
n |z − a|α,β ≤ ε|z − a|α,β.

Si |z − a|α,β ≤ 1, basta tomar ε < 1 de modo que

|cn|
1
n |z − a|α,β < 1.

Si |z − a|α,β > 1, basta tomar ε = 1
|z−a|α,β

para obtener el mismo resultado. En ambos

casos, se sigue que
+∞

∑
n=0

|cn||z − a|nα,β < +∞,

gracias a la convergencia de la serie geométrica. Por esto y suponiendo que 〈z −
a, z − a〉α,β ≥ 0, se concluye

∣

∣

∣

∣

∣

+∞

∑
k=0

cn(z − a)n

∣

∣

∣

∣

∣

α,β

< +∞.

Para finalizar este capítulo, se explora la función exponencial sobre Cα,β que será

relevante para la discusión en el siguiente capítulo. La demostración del siguiente

resultado es original.

TEOREMA 3.21. Sean α, β ∈ R, cualesquiera. Para todo z = x + iy ∈ Cα,β, el límite

ez := lı́m
n→+∞

(

1 +
z

n

)n

existe y verifica

ez = ex− β
2 yeiy = ex− β

2 y
(

cosα,β (y) + isenα,β (y)
)

. (3.13)

Demostración. El caso ∆ < 0 se demuestra como en el caso complejo [20]. Por tanto,

el enfoque será en los casos hiperbólico y parabólico. Para ∆ > 0, tomando z =

x + iy ∈ Cα,β, se definen

z0 = x +

√
∆ − β

2
y, z1 = x −

√
∆ + β

2
y

y

F0 =

√
∆ + (β + 2i)

2
√

∆
, F1 =

√
∆ − (β + 2i)

2
√

∆
,
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de manera que cumplen

F0 + F1 = 1, F1F2 = 0 y F2
i = Fi,

para i = 1, 2. Así, se puede escribir

z = z0F0 + z1F1

y por lo tanto,
(

1 +
z

n

)n
=

[(

1 +
z0

n

)

F0 +
(

1 +
z1

n

)

F1

]n
,

para cada n ∈ N. Luego, del Teorema binomial y de las propiedades de F1 y F2, esta

expresión se reduce a
(

1 +
z

n

)n
=

(

1 +
z0

n

)n
F0 +

(

1 +
z1

n

)n
F1.

Tomando n → +∞ en la igualdad anterior, y de la definición de la función exponen-

cial real, se obtiene

ez = ez0 F0 + ez1 F1

= ex+
√

∆−β
2 y

(√
∆ + (β + 2i)

2
√

∆

)

+ ex−
√

∆+β
2 y

(√
∆ − (β + 2i)

2
√

∆

)

= ex− β
2 y

(

eDα,βy + e−Dα,βy

2
+

β

2Dα,β

eDα,βy − eDα,βy

2
+ i

1
D

eDα,βy − eDα,βy

2

)

= ex− β
2 y(cosα,β (y) + isenα,β (y))

= ex− β
2 yeiy.

Para ∆ = 0, de manera similar se definen

z2 = x − β

2
y, z3 = y y E =

β

2
+ i.

Esto se hace para poder escribir

z = x + iy = z2 + Ez3.

Así, E2 = 0 y en consecuencia, por el teorema binomial

(

1 +
z

n

)n
=

(

1 +
z2 + Ez3

n

)n

=
(

1 +
z2

n

)n
+ Ez3

(

1 +
z2

n

)n−1
,
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para cada n ∈ N. Tomando n → +∞ en la expresión anterior

ez = ez2 (1 + Ez3)

= ex− β
2

(

1 +
β

2
y + iy

)

= ex− β
2 y

(

cosα,β (y) + isenα,β (y)
)

= ex− β
2 yeiy,

concluyendo la demostración.

COROLARIO 3.22. Sean α, β ∈ R, cualesquiera. Para todo z, w ∈ Cα,β, se tiene

ez+w = ezew. (3.14)

Demostración. Escribiendo z = z0 + iz1 y w = w0 + iw1, del Teorema 3.21, se tiene

que

ez+w = ez0+w0− β
2 z1− β

2 w1ei(z1+w1).

Del Lema 3.14, se sigue el resultado

ez+w = ez0− β
2 z1eiz1ew0− β

2 w1eiw1 = ezew.

LEMA 3.23. Para cualquier α, β ∈ R y para todo z ∈ Cα,β se tiene

∂zez = (β + 2i)ez.

Demostración. Aplicando ∂z a la ecuación (3.13), de la regla de Leibniz real y de (3.9)

se calcula directamente

∂z ez = (∂y + β∂x + i∂x)e
x− β

2 yeiy

= −β

2
ex− β

2 yeiy +
β + 2i

2
ex− β

2 eiy + βex− β
2 eiy + iex− β

2 eiy

=

(

β

2
+

β + 2i

2
+ i

)

ex− β
2 eiy

= (β + 2i)ez.
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Capítulo 4

Funciones tipo elementales

fraccionarias sobre números complejos

generalizados

En los trabajos [4, 5] se ha desarrollado teoría similar de funciones analíticas

fraccionarias sobre álgebras hipercomplejas C y BC. En general, se basa en definir

funciones que cumplan las ecuaciones de Cauchy-Riemann generalizadas definidas

en (3.11), pero reemplazando las derivadas parciales por derivadas fraccionarias en

su respectiva dirección, en este caso optando por las derivadas fraccionarias en el

sentido de Riemann-Liouville. En [27] se introduce el operador de Cauchy-Riemann

fraccionario sobre Cα,β y se estudian sus propiedades, hasta el punto de caracterizar

una familia de polinomios fraccionario analíticos que actúa como una generaliza-

ción de la familia de polinomios
zm

m!
.

El enfoque ahora es caracterizar funciones fraccionarias analíticas que sean análo-

gas a funciones elementales; en específico, a la exponencial definida en el Teorema

3.21 y trigonométricas como en las ecuaciones (3.4) y (3.5). La analogía se la hace

en el sentido de que cumplan propiedades similares al caso ordinario respecto el

operador de Cauchy-Riemann.
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4.1. Funciones fraccionarias analíticas en Cα,β

Consideremos Ω = [x0, x1] × [y0, y1] ⊂ R2, y ν0, ν1 ∈ (0, 1) dos parámetros

reales. A partir de la ecuación (3.12), se define al operador de Cauchy-Riemann ge-

neralizado fraccionario de orden ν = (ν0, ν1) como

Dν
+ = Dν1

y+0
− iDν0

x+0
. (4.1)

En consecuencia, el operador conjugado viene dado por

Dν
+ = Dν1

y+0
+ βDν0

x+0
+ iDν0

x+0
. (4.2)

DEFINICIÓN 4.1. Se dice que una función f : Ω ⊂ Cα,β −→ Cα,β es ν-fraccionaria

Cα,β-analítica si

Dν
+ f = 0. (4.3)

Las ecuaciones de Cauchy-Riemann generalizadas fraccionarias tienen la forma

Dν1
y+0

f0 = −αDν0
x+0

f1,

Dν0
x+0

f0 = βDν0
x+0

f1 + Dν1
y+0

f1. (4.4)

Puesto que no habrá ambigüedad en el orden fraccionario o los parámetros α y β

sobre los cuales las funciones se consideran, se omitirá el orden fraccionario y el

espacio Cα,β de modo que simplemente se dirá que una función es fraccionaria ana-

lítica.

OBSERVACIÓN. Por simplicidad, en los cálculos concernientes a Dν
+ se considera

ν = (ν0, ν1) ∈ (0, 1)× (0, 1). Sin embargo, se puede razonar de manera similar para

ν ∈ R2, cualquiera.

Para poder asegurar sobre qué tipo de funciones el operador de Cauchy-Riemann

generalizado fraccionario está bien definido y poder estudiar sus propiedades es

necesario introducir el siguiente espacio funcional:

DEFINICIÓN 4.2. Se dirá que f : Ω ⊂ Cα,β −→ Cα,β, tal que f = f0 + i f1, pertenece

a ACn(Ω) si para cada y ∈ [y0, y1]

x $→ fi(x, y) ∈ ACn([x0, x1])
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y para cada x ∈ [x0, x1]

y $→ fi(x, y) ∈ ACn([y0, y1]),

para i = 0, 1.

TEOREMA 4.1. El operador Dν
+ y su conjugado son lineales. Esto es, para cualquier

par de funciones f , g ∈ AC1(Ω) y λ ∈ Cα,β, se tiene

Dν
+( f + λg) = Dν

+ f + λDν
+g

y

Dν
+( f + λg) = Dν

+ f + λDν
+g.

Demostración. Escribiendo f = f0 + i f1, g = g0 + ig1 y λ = λ0 + iλ1, se tiene que

f + λg = f0 + λ0g0 − αλ1g1 + i( f1 + λ0g1 + λ1g0 − βλ1g1).

Aplicando el operador de Cauchy-Riemann Dν
+ a esta expresión y aprovechando de

la linealidad de las derivadas fraccionarias:

Dν
+( f + λg) =

(

Dν1
y+0

− iDν0
x+0

)

( f + λg)

= Dν1
y+0
( f0 + λ0g0 − αλ1g1)− αDν0

x+0
( f1 + λ0g1 + λ1g0 − βλ1g1)

+ i
[

Dν1
y+0
( f1 + λ0g1 + λ1g0 − βλ1g1)− Dν0

x+0
( f0 + λ0g0 − αλ1g1)

+ βDν0
x+0
( f1 + λ0g1 + λ1g0 − βλ1g1)

]

= Dν1
y+0

f0 − αDν0
x+0

f1 + i
(

Dν1
y+0

f1 − Dν0
x+0

f0 + βDν0
x+0

f1

)

+ λ0

(

Dν1
y+0

g0 − αDν0
x+0

g1

)

− αλ1

(

Dν1
y+0

g1 − Dν0
x+0

g0 + βDν0
x+0

g1

)

+ i
[

λ0

(

Dν1
y+0

g0 − Dν0
x+0

g0 + βDν0
x+0

g1

)

+ λ1

(

Dν1
y+0

g0 − αDν0
x+0

g1

)

− βλ1

(

Dν1
y+0

g1 − Dν0
x+0

g0 + βDν0
x+0

g1

)]

= Dν
+ f + λ

[

Dν1
y+0

g0 − αDν0
x+0

g1 + i
(

Dν1
y+0

g1 − Dν0
x+0

g0 + βDν0
x+0

g1

)]

= Dν
+ f + λDν

+g.

De manera similar se procede para probar que Dν
+ es lineal.

Más aún, se tienen las siguientes relaciones con la conjugación en Cα,β.

PROPOSICIÓN 4.2. Sea f ∈ AC2(Ω) tal que f0 y f1 cumplan las hipótesis del Teore-
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ma 2.12. Entonces:

1. Dν
+ f = Dν

+ f ,

2. Dν
+ f = Dν

+ f ,

3. Dν
+Dν

+ = Dν
+Dν

+.

Demostración. Se considera f = f0 + i f1, de modo que f = f0 − β f1 − i f1.

Para mostrar 1. se calcula

Dν
+ f = Dν1

y+0
f0 + βDν0

x+0
f0 − αDν0

x+0
f1 + i

(

Dν1
y+0

f1 + Dν0
x+0

f0

)

= Dν1
y+0

f0 − βDν1
y+0

f1 − αDν0
x+0

f1 − i
(

Dν1
y+0

f1 + Dν0
x+0

f0

)

=
(

Dν1
y+0

− iDν0
x+0

)

( f0 − β f1 − i f1)

= Dν
+ f .

Se procede de manera similar para 2.

Dν
+ f = Dν1

y+0
f0 + αDν0

x+0
f1 + i

(

Dν1
y+0

f1 + βDν0
x+0

f1 − Dν0
x+0

f0

)

= Dν1
y+0

f0 + αDν0
x+0

f1 − βDν1
y+0

f1 − β2Dν0
x+0

f1 + βDν0
x+0

f0

− i
(

Dν1
y+0

f1 + βDν0
x+0

f1 − Dν0
x+0

f0

)

=
(

Dν1
y+0

+ βDν0
x+0

+ iDν0
x+0

)

( f0 − β f1 − i f1)

= Dν
+ f .

Nótese que Dν1
y+0

Dν0
x+0

fi = Dν0
x+0

fi, para i=0,1, ya que la variable de derivación es dis-

tinta y por el espacio funcional se puede aplicar el Teorema de Fubini para cambiar

el orden de integración. Por esto y gracias al Teorema 2.12, para 3.

Dν
+Dν

+ = Dν
+Dν

+ = αD2ν0
x+0

f + βDν1
y+0

Dν0
x+0

f + D2ν1
y+0

f .

4.1.1. Polinomios analíticos fraccionarios

Definamos una familia de polinomios que nos serán de utilidad para caracterizar

funciones tipo elementales. Sea µ ∈ (0, 1), se define la siguiente función sobre el
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intervalo finito [t0, t1]

Φ
µ,m
t =

1
Γ (µ) Γ ((m + 1)µ)

(t − t0)
(m+1)µ−1, (4.5)

para cada m ∈ N0 (ver [5, Sec. 4.1]). Se define de esta manera a esta familia de

polinomios bajo la motivación de que se cumpla el siguiente resultado.

PROPOSICIÓN 4.3. Para µ ∈ (0, 1), se cumple

D
µ

x+0
Φ

µ,m
t =







0 si m = 0,

Φ
µ,m−1
t si m ∈ N.

(4.6)

Demostración. Si m = 0, por el Lema 2.15, se sigue directamente que

D
µ

x+0
Φ

µ,0
t = 0.

Si m ≥ 1, del Ejemplo 6

D
µ

x+0
Φ

µ,m
t =

Γ ((m + 1)µ)
Γ (µ) Γ (mµ) Γ ((m + 1)µ)

(t − t0)
(m+1)µ−1−µ

=
1

Γ (µ) Γ (mµ)
(t − t0)

mµ−1

= Φ
µ,m−1
t ,

lo que se buscaba demostrar.

Se introduce también la función sobre el mismo intervalo

Ψ
µ,m
t =

Γ (µ)

Γ ((m + 1)µ)
(t − t0)

(m+1)µ, (4.7)

para cada m ∈ N0 (ver [5, Sec. 4.3]).

En el caso límite, estos polinomios cumplen

lı́m
µ→1−

Φ
µ,m
t =

(t − t0)
m

m!
= Φ

1,m
t

y

lı́m
µ→1−

Ψ
µ,m
t =

(t − t0)
m+1

m!
= Ψ

1,m
t .

Se escribirá Φ
µ,m
x y Φ

µ,m
y a las funciones definidas como en (4.6) pero sobre los inter-

valos [x0, x1] y [y0, y1], respectivamente.
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4.2. Función exponencial fraccionaria sobre Cα,β

De lo visto en la Sección 2.3, se puede aprovechar que la función de Mittag-

Leffler interviene en las funciones propias de las derivadas fraccionarias de Riemann-

Liouville para caracterizar una función tipo exponencial.

PROPOSICIÓN 4.4. Sean µ ∈ (0, 1) y λ ∈ Cα,β. Se tiene que

D
µ

x+0

(

Φ
µ,0
x Eµ,µ(λΨ

µ,0
x )

)

= λΦ
µ,0
x Eµ,µ(λΨ

µ,0
x ). (4.8)

Demostración. De la convergencia absoluta de la función de Mittag-Leffler sobre

Cα,β, se tiene la siguiente relación

Γ (µ)Φ
µ,0
x Eµ,µ(λΨ

µ,0
x ) =

+∞

∑
k=0

λk

Γ ((k + 1)µ)
(x − x0)

(k+1)µ−1

=
+∞

∑
k=0

λkΦ
µ,k
x .

Aplicando la derivada fraccionaria de orden µ a esta expresión, se obtiene, gracias

al Teorema 2.13 y de la Proposición 4.3, que

D
µ

x+0

(

Γ (µ)Φ
µ,0
x Eµ,µ(λΨ

µ,0
x )

)

=
+∞

∑
k=0

λkD
µ

x+0
Φ

µ,k
x

=
+∞

∑
k=1

λkΦ
µ,k−1
x

= λ
+∞

∑
j=0

λjΦ
µ,j
x

= λΓ (µ)Φ
µ,0
x Eµ,µ(λΨ

µ,0
x ).

El resultado se sigue de la linealidad de la derivada fraccionaria.

Esta proposición impulsa definir una función tipo exponencial real, en específico

eµ(λ, t) = Φ
µ,0
t Eµ,µ(λΨ

µ,0
t ),

para µ ∈ (0, 1). Ahora, pensando en la exponencial compleja se define la función

Eν (λz) := eν0(λ, x)eν1(iλ, y), (4.9)

donde ν = (ν0, ν1) y z = x + iy ∈ Cα,β. A esta se la llamará función exponencial

fraccionaria sobre Cα,β. El siguiente resultado justifica el nombre de esta función.
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TEOREMA 4.5. Sea λ ∈ Cα,β. Se tiene que

Dν
+Eν (λz) = 0 (4.10)

y

Dν
+Eν (λz) = λ(β + 2i)Eν (λz) , (4.11)

para todo z ∈ Cα,β.

Demostración. Sea λ ∈ Cα,β, cualquiera. Para mostrar que Eν es analítica, se aplican

las definiciones (4.1) y (4.9) de manera que se obtiene

Dν
+Eν (λz) =

(

Dν1
y+0

− iDν0
x+0

)

eν0(λ, x)eν1(iλ, y)

= eν0(λ, x)Dν1
y+0

eν1(iλ, y)− iDν0
x+0

eν0(λ, x)eν1(iλ, y).

De la Proposición 4.4, se sigue

Dν
+Eν (λz) = λieν0(λ, x)eν1(iλ, y)− λieν0(λ, x)eν1(iλ, y) = 0.

Similarmente, aplicando Dν
+ a Eν se obtiene

Dν
+Eν (λz) =

(

Dν1
y+0

+ βDν0
x+0

+ iDν0
x+0

)

eν0(λ, x)eν1(iλ, y)

= eν0(λ, x)Dν1
y+0

eν1(iλ, y) + βDν0
x+0

eν0(λ, x)eν1(iλ, y) + iDν0
x+0

eν0(λ, x)eν1(iλ, y)

= (iλ + βλ + iλ)eν0(λ, x)eν1(iλ, y)

= λ(β + 2i)Eν (λz) ,

como se quería demostrar.

OBSERVACIÓN. Para eliminar el término β + 2i en la proposición anterior se po-

dría considerar un reescalamiento del operador de Cauchy-Riemann generalizado

fraccionario, dado de la siguiente manera

Dν
+ :=

β + 2i

∆
Dν

+.

Sin embargo, este nuevo operador estaría definido siempre que ∆ .= 0. Esto permite

escribir de manera más familiar

Dν
+Eν (λz) = λEν (λz) . (4.12)

La ecuación (4.10) se cumple para Dν
+ pues el término β+2i

∆
es invertible.
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Para valores arbitrarios de ν = (ν0, ν1), la función tipo exponencial no necesaria-

mente se reparte en suma. Es decir

Eν (λ(z + w)) .= Eν (λz) Eν (λw) .

En efecto, basta comparar las funciones eν0 , considerando λ = 1 y x0 = 0. Gracias a

la serie binomial se tiene

eν0(1, x1 + x2) =
1

Γ (ν0)
2

+∞

∑
k=0

(x1 + x2)
(k+1)ν−1

Γ ((k + 1)ν0)

=
1

Γ (ν0)
2

+∞

∑
k=0

+∞

∑
j=0

(

(k + 1)ν0 − 1
j

)

x
(k+1)ν0−(j+1)
1 x

j
2

Γ ((k + 1)ν0)
. (4.13)

Por otro lado, de la fórmula de Cauchy para el producto de dos series

eν0(1, x1)eν0(1, x2) =

(

1

Γ (ν0)
2

+∞

∑
k=0

x
(k+1)ν0−1
1

Γ ((k + 1)ν0)

)(

1

Γ (ν0)
2

+∞

∑
j=0

x
(j+1)ν0−1
2

Γ ((j + 1)ν0)

)

=
1

Γ (η0)
4

+∞

∑
k=0

k

∑
j=0

x
(j+1)ν0−1
1

Γ ((j + 1)ν0)

x
(k−j+1)ν0−1
2

Γ ((k − j + 1)ν0)
. (4.14)

Las ecuaciones (4.13) y (4.14) en general no coinciden ya que en la primera aparece

el término x
ν0−1
1

Γ(ν0)
3 , mientras que en el segundo no. Sin embargo, cuando ν0 = 1, si se

tiene la igualdad.

PROPOSICIÓN 4.6. Sean z, w, λ ∈ Cα,β y considere x0 = y0 = 0. Entonces

E(1,1) (λ(z + w)) = E(1,1) (λz) E(1,1) (λw) .

Demostración. Suponga que z = z0 + iz1 y w = w0 + iw1. Basta mostrar que

e1(λ, z0 + w0) = e1(λ, z0)e1(λ, w0). (4.15)

Puesto que

e1(λ, x) =
+∞

∑
k=0

λkxk

k!
,

entonces

e1(λ, z0 + w0) =
+∞

∑
k=0

λk(z0 + w0)
k

k!
=

+∞

∑
k=0

λk
k

∑
j=0

(

k

j

)

z
k−j
0 w

j
0

k!
.
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Por otro lado,

e1(λ, z0)e1(λ, w0) =
+∞

∑
k=0

k

∑
j=0

λjλk−jz
j
0w

k−j
0

j!(k − j)!
=

+∞

∑
k=0

λk
k

∑
j=0

(

k

j

)

z
j
0w

k−j
0

k!
.

Estas expresiones coinciden, lo que muestra (4.15). En consecuencia, se tiene lo bus-

cado

E(1,1) (λ(z + w)) = e1(λ, z0 + w0)e1(λi, z1 + w1)

= e1(λ, z0)e1(λi, z1)e1(λ, w0)e1(λi, w1)

= E(1,1) (λz) E(1,1) (λw) .

COROLARIO 4.7. Sean z, λ ∈ Cα,β y considere x0 = y0 = 0. Entonces

(

E(1,1) (λz)
)n

= E(1,1) (nλz) ,

para todo n ∈ N.

Demostración. El resultado se demuestra por inducción. El caso n = 2 se cumple por

la Proposición 4.6. Suponga que se cumple para n > 2, es decir
(

E(1,1) (λz)
)n

= E(1,1) (nλz) .

Para n + 1 se tiene que

(

E(1,1) (λz)
)n+1

=
(

E(1,1) (λz)
) (

E(1,1) (λz)
)n

,

por hipótesis de inducción y de la Proposición 4.6

(

E(1,1) (λz)
)n+1

=
(

E(1,1) (λz)
) (

E(1,1) (nλz)
)

= E(1,1) ((n + 1)λz) .

Así, el resultado se cumple para todo n ∈ N.

En lo que resta del trabajo se considerará ∆ .= 0 y el operador Dν
+.
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4.3. Funciones trigonométricas fraccionarias sobre Cα,β

Teniendo una función que emule las propiedades de la exponencial sobre Cα,β,

aprovechamos esto para construir ahora funciones trigonométricas. Como en el caso

de los números complejos generalizados, las funciones trigonométricas sobre Cα,β se

definen a partir de las funciones trigonométricas reales. Esto motiva primero carac-

terizar funciones fraccionarias parecidas al seno y coseno, esto para poder caracteri-

zar a las funciones trigonométricas. Para ello, se escribirá

A :=
β + 2i
√

|∆|
.

Se define a las funciones trigonométricas fraccionarias sobre Cα,β como

Sν
α,β (z) :=

2
√

|∆|
senν

α,β (z) , (4.16)

CSν
α,β (z) := cosν

α,β (z) +
β

√

|∆|
senν

α,β (z) , (4.17)

donde

senν
α,β (z) := sign (∆) A

Eν (Az)− Eν (−Az)

2
, (4.18)

cosν
α,β (z) :=

Eν (Az) + Eν (−Az)

2
. (4.19)

Aquí la función signo de un número real se define como

sign (t) =







1 si t > 0,

−1 si t < 0.

En las ecuaciones (4.18) y (4.19), el signo de ∆ tiene la función de caracterizar la fun-

ción senν
α,β como el seno fraccionario en el caso elíptico y como el seno hiperbólico

fraccionario en el caso hiperbólico, similar al caso no fraccionario visto en el Ca-

pítulo 3. Mientras que las ecuaciones (4.16) y (4.17) se definen siguiendo el mismo

razonamiento de (3.4) y (3.5), tener la siguiente fórmula:

Eν (λAz) = CSν
α,β (λz) + iSν

α,β (λz) ,

la cual se asemeja a (3.3). Por este motivo, se esperaría que estas funciones cumplan

propiedades parecidas, lo que se estudia a continuación.

PROPOSICIÓN 4.8. Las funciones senν
α,β y cosν

α,β son impar y par, respectivamente.
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Demostración. Se procede de manera similar al caso complejo. Se tiene directamente

que

senν
α,β (−z) = sign (∆) A

Eν (−Az)− Eν (Az)

2

= −sign (∆) A
Eν (Az)− Eν (−Az)

2
= −senν

α,β (z)

y

cosν
α,β (−z) =

Eν (−Az) + Eν (Az)

2

=
Eν (Az) + Eν (−Az)

2
= cosν

α,β (z) .

Identidades trigonométricas para estas funciones no son cuestiones directas, más

bien se cumplen solo para ciertos valores de ν = (ν0, ν1). Esto es reflejado en los

siguientes resultados.

PROPOSICIÓN 4.9. Sean α, β ∈ R tales que ∆ .= 0. Para todo z ∈ Cα,β, se tiene que

(

cosν
α,β (z)

)2
− sign (∆)

(

senν
α,β (z)

)2
= Eν (Az) Eν (−Az) . (4.20)

Demostración. El resultado se sigue de reemplazar las definiciones (4.18) y (4.19) en

la parte izquierda de (4.20). En efecto, de manera individual se tiene que

(

cosν
α,β (z)

)2
=

(Eν (Az))2 + 2Eν (Az) Eν (−Az) + (Eν (−Az))2

4

y

sign (∆)
(

senν
α,β (z)

)2
= sign (∆)2 (Eν (Az))2 − 2Eν (Az) Eν (−Az) + (Eν (−Az))2

4
.

La identidad buscada se obtiene al restar estas dos expresiones.

COROLARIO 4.10. Sean α, β ∈ R tales que ∆ .= 0 y x0 = y0 = 0. Entonces

(

cos(1,1)
α,β (z)

)2
− sign (∆)

(

sen(1,1)
α,β (z)

)2
= 1. (4.21)
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Demostración. Evaluando ν = (1, 1) en (4.20) y de la Proposición 4.6, se tiene

(

cos(1,1)
α,β (z)

)2
− sign (∆)

(

sen(1,1)
α,β (z)

)2
= E(1,1) (Az) E(1,1) (−Az)

= E(1,1) (Az − Az)

= E(1,1) (0) .

Puesto que E(1,1) (0) = 1, se obtiene el resultado.

LEMA 4.11. Para todo z ∈ Cα,β, se cumple

(

CSν
α,β (z)

)2
− βSν

α,β (z)CSν
α,β (z) + α

(

Sν
α,β (z)

)2
= Eν (Az) Eν (−Az) . (4.22)

Demostración. Al reemplazar las definiciones (4.16) y (4.17) en el lado izquierdo de

(4.22) de manera que se desarrolla en

(

CSν
α,β (z)

)2
− βSν

α,β (z)CSν
α,β (z)+ α

(

Sν
α,β (z)

)2
=

(

cosν
α,β (z)

)2
− sign (∆)

(

senν
α,β (z)

)2
.

El resultado se concluye gracias a la Proposición 4.9.

COROLARIO 4.12. Sean x0 = y0 = 0. Entonces, para todo z ∈ Cα,β

(

CS(1,1)
α,β (z)

)2
− βS(1,1)

α,β (z)CS(1,1)
α,β (z) + α

(

S(1,1)
α,β (z)

)2
= 1. (4.23)

Demostración. El resultado se obtiene al reemplazar ν = (1, 1) en (4.22), razonando

como en la demostración del Corolario 4.10.

Por último, se cumplen propiedades analíticas fraccionarias respecto al operador

Dν
+ y fórmulas análogas a las de derivación respecto a Dν

+.

PROPOSICIÓN 4.13. Las funciones senν
α,β y cosν

α,β son fraccionarias analíticas. Ade-

más,

Dν
+senν

α,β (λz) = λcosν
α,β (λz) , (4.24)

Dν
+cosν

α,β (λz) = sign(∆)λsenν
α,β (λz) . (4.25)

Demostración. Por linealidad del operador Dν
+ y del Teorema 4.5 se sigue que

D
ν
+senν

α,β (z) = sign (∆) A
Dν

+Eν (Az)−Dν
+Eν (−Az)

2
= 0

y

D
ν
+cosν

α,β (z) =
Dν

+Eν (Az) +Dν
+Eν (−Az)

2
= 0.
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Del mismo modo, para probar las ecuaciones (4.24) y (4.25) se utiliza la ecuación

(4.12) de modo que

Dν
+senν

α,β (λz) = sign (∆) A
Dν

+Eν (Aλz)−Dν
+Eν (−Aλz)

2

= λsign (∆) A2 Eν (Aλz) + Eν (−Aλz)

2
.

Puesto que

A2 =
(β + 2i)2

|∆|
=

∆

|∆|
= sign (∆) ,

entonces

Dν
+senν

α,β (λz) = λsign (∆)2 Eν (Aλz) + Eν (−Aλz)

2

= λ
Eν (Aλz) + Eν (−Aλz)

2
= λcosν

α,β (λz) .

De manera similar, aplicando Dν
+ a cosν

α,β

Dν
+cosν

α,β (λz) =
Dν

+Eν (Aλz) +Dν
+Eν (−Aλz)

2

= λA
Eν (Aλz)− Eν (−Aλz)

2
= sign (∆) λsenν

α,β (λz) .

LEMA 4.14. Las funciones Sν
α,β y CSν

α,β son fraccionarias analíticas y además

Dν
+Sν

α,β (z) =
1

√

|∆|

(

2CSν
α,β (z)− βSν

α,β (z)
)

, (4.26)

Dν
+CSν

α,β (z) =
1

√

|∆|

(

βCSν
α,β (z)− 2αSν

α,β (z)
)

. (4.27)

Demostración. Puesto que las funciones Sν
α,β y CSν

α,β son combinaciones lineales de

las funciones senν
α,β y cosν

α,β, las cuales son fraccionarias analíticas por la Proposición

4.13, se sigue

D
ν
+Sν

α,β = D
ν
+CSν

α,β = 0.

Respecto a las fórmulas (4.26) y (4.27), se calcula mediante sus respectivas definicio-
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nes

Dν
+Sν

α,β (z) =
2

√

|∆|
Dν

+senν
α,β (z)

=
2

√

|∆|
cosν

α,β (z)

=
1

√

|∆|

(

2CSν
α,β (z)−

2β
√

|∆|
senν

α,β (z)

)

=
1

√

|∆|

(

2CSν
α,β (z)− βSν

α,β (z)
)

.

Aprovechando esta expresión, se sigue para la función CSν
α,β

Dν
+CSν

α,β (z) = Dν
+cosν

α,β (z) +
β

√

|∆|
Dν

+senν
α,β (z)

= sign (∆) senν
α,β (z) +

β
√

|∆|
cosν

α,β (z)

=

√

|∆|sign (∆)

2
Sν

α,β (z) +
β

√

|∆|

(

CSν
α,β (z)−

β

2
Sν

α,β (z)

)

=
1

√

|∆|

(

βCSν
α,β (z)− 2αSν

α,β (z)
)

.

Esto muestra el resultado.
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Capítulo 5

Conclusiones y trabajo futuro

5.1. Conclusiones

• Se logró caracterizar una función tipo exponencial sobre Cα,β, en el sentido de

que cumple propiedades como ser analítica respecto Dν
+ y una función propia

de los operador Dν
+, imitando así la derivada del caso ordinario definida en

(3.13).

• Gracias a la funcion exponencial fraccionaria sobre Cα,β, se caracterizó funcio-

nes trigonométricas Sν
α,β y CSν

α,β que imitan las propiedades de las funciones

senα,β y cosα,β presentadas en el Capítulo 3. En específico, se obtuvo una iden-

tidad trigonométrica que en particular es análoga al de la Proposición 3.15.

Además, las fórmulas obtenidas en el Lema 4.14 siguen un patrón parecido a

las del Lema 3.16, salvo los coeficientes que no tienen por qué ser iguales ya

que A y Dα,β son distintos.

• Las funciones trigonométricas fraccionarias sobre Cα,β se definieron a partir de

funciones que imitan las propiedades del seno y coseno reales cuando ∆ < 0,

o al seno y coseno hiperbólicos en el caso ∆ > 0, pero en el contexto fraccio-

nario. Esto abarca paridad, identidades trigonométricas que coinciden cuando

el orden fraccionario es entero y además fórmulas de derivación respecto al

operador Dν
+.

• La función de Mittag-Leffler de dos parámetros resultó útil para caracterizar

las funciones trigonométricas fraccionarias senν
α,β y cosν

α,β, y la función expo-

nencial fraccionaria Eν, de manera que al aplicarles el operador conjugado Dν
+,

se obtienen fórmulas de derivación similares a las funciones trigonométricas y
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exponencial sobre Cα,β. Esto se dio gracias a su relación con la derivada frac-

cionaria de Riemann-Liouville, al ser cosiderada como una exponencial gene-

ralizada.

• El hecho de trabajar con la misma topología de R2 permite tener propiedades

de convergencia similares a las de C, lo que facilitó extender la función de

Mittag-Leffler sobre Cα,β sin mayor dificultad. La topología presentada en [9]

sobre Cα,β presenta dificultades al querer replicar resultados como el Teorema

de Cauchy-Hadamard.

• El operador conjugado Dν
+ no es un buen sustituto para la derivada de Cα,β

cuando ∆ = 0. El hecho de tener presente el término β + 2i, cuyo cuadrado

se anula en el caso parabólico, hace triviales a varios resultados, lo cual no es

interesante.

5.2. Trabajo futuro

• En la construcción de la función exponencial se quiso emular la exponencial

compleja tomando la forma exeiy, resultando en la ecuación (4.9). Otra línea de

pensamiento sería emular la forma ex− β
2 yeiy, definiendo

Eν (λz) = eν0

(

λ, x − β

2
y

)

eν1(iλ, y).

La dificultad es calcular la derivada de esta función aplicandole Dν
+, en donde

aparece la necesidad de la regla de Leibniz fraccionaria. Esto queda abierto pa-

ra definir otro tipo de funciones tipo exponencial, trigonométricas y el estudio

de sus propiedades.

• Un siguiente paso a tomar sería buscar caracterizar ahora funciones polianalí-

ticas, es decir que se anulen cuando se les aplique el operador Dν
+ de manera

iterada, similar a como se hizo sobre BC en [5]. En este trabajo de Coloma, N.

et al. se caracterizó polinomios sobre BC que cumplan dicha propiedad.

• Teniendo polinomios fraccionarios analíticos caracterizados en el trabajo de E.

Vela [27], función tipo exponencial y funciones tipo trigonométricas, otro paso

que se puede tomar es pensar en expansiones en series de Taylor para estas

funciones
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• Trabajar en generalizar un gradiente fraccionario sobre Cα,β y estudiar las pro-

piedades haciendo analogía al caso ordinario. Principalmente, se debería bus-

car definir bien la divergencia y el rotacional de funciones con este gradiente.

Además de ver qué representaría físicamente fenómenos como rotacional nu-

lo o divergencia nula. Hacer esto en Cα,β facilita luego hacerlo sobre C o BC,

puesto que C es un caso particular y BC es un sistema de 4 dimensiones que

usa números particulares de Cα,β.
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