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Resumen

En el presente trabajo se analiza la multiplicidad de las soluciones débiles no
triviales de problemas elipticos semilineales con peso indefinido, en un dominio
acotado de RN, con N > 3, y con condiciones de frontera Neumann homogéneas.
En concreto se estudia la ecuacion -div(h(x)Vu) + g(x) = Aw(x) f(u), donde & satis-
face las condiciones de elipticidad, g4 es una funcién no negativa en casi todo punto
del dominio y w una funcién que cambia de signo y, cuyo dato no lineal, presenta

un crecimiento superlineal y subcritico.

Mediante técnicas variacionales, como los métodos directos del calculo de varia-
ciones y los teoremas de minimax, en particular; el teorema del paso de la montafa
y un teorema de Linking, se obtendra dependiendo del crecimiento de f y el para-
metro A, resultados de existencia y se hallard al menos dos soluciones no triviales

diferentes.

Palabras clave: Problemas elipticos con peso indefinido, multiplicidad de so-
luciones, condiciones de Neumann, crecimiento subcritico, problemas no lineales,

puntos criticos, métodos de minimax.
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Abstract

In this paper we analyze the multiplicity of the weak, non-trivial solutions of
elliptic semilinear problems with indefinite weight, in a bounded domain of RY,
N > 3, with homogeneous Neumann boundary conditions.

Specifically, we study the equation -div(h(x)Vu) + g(x) = Aw(x)f(u), where h sa-
tisfies the ellipticity conditions, 4 is a nonnegative function at almost every point in
the domain and w a function that changes sign and, whose data is nonlinear, pre-

sents a superlinear and subcritical growth.

By means of variational techniques, such as the direct methods of variational
calculus and the minimax theorems, in particular; the mountain pass theorem and a
Linking theorem, will be obtained depending on the growth of f and the parameter

A, results of existence and at least two different solutions will be found.

Keywords: Elliptic problems with indefinite weight, multiplicity of solutions,
Neumann’s conditions, the minimax methods, subcritical growth, nonlinear pro-

blems, critical points.



Notaciones

Notaciones generales

E Espacio de Banach.
E* Dual topolégico de E.
U abiertode E.
H Espacio de Hilbert.
I' Derivada de Fréchet del funcional I : E — R.
I"  Derivada de orden 2 del funcional I : E — R.
I Derivada de Gateaux del funcional I : E — R.
I¢  Subnivel del funcional I : E — .
Q) Conjunto abierto y acotado de RV.
supp Soporte de una funcion.
sgn Signo de una funcién.
(PS) Condicién de Palais-Smale.
(PS). Condicién de Palais-Smale al nivel c.
R Conjunto de niimeros reales.
IN  Conjunto de ntimeros naturales.
2* Exponente critico de Sobolev igual a % para N > 3.
c.t.p. Casitodo punto.
— Convergencia fuerte.
—  Convergencia débil.
< Inyeccién entre espacios de Banach.
v Medida de Lebesgue.

XA Funcion caracteristica del conjunto A.
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Espacios funcionales

C(Q)) Espacio de funciones continuamuas de Q0 en R.
C!(Q)) Espacio de funciones continuamente diferenciables de Q) en RR.
Cl(Q)) Subespacio de C!(Q) con funciones que tiene soporte compacto.
C®(Q)) Espacio de funciones infinitamente diferenciables de () en R.
Ce(Q)) Subespacio de C*(Q)) con funciones que tiene soporte compacto.
LP(Q)) Espacio de Lebesgue.
WLP(Q) Espacio de Sobolev.
Wol’p(ﬂ) Clausura de C!(Q)) en WL (Q)).
H'(Q) Espacio W'2(Q).
H}(Q) Espacio W,*(Q).
CY(E) Espacio de funciones continuamente diferenciables de E en RR.

Normas y productos escalares

1l

1 o)

I ey
11l

<, >L2(Q)
< , >H1(Q)
S o TH(Q)

Producto puto.

Norma euclideana definida sobre RY.
Norma del espacio L7 (Q}).

Norma del espacio H'(Q).

Norma del espacio H}(Q).

Norma inducida por la forma bilineal 4.
Producto escalar del espacio L?(Q)).
Producto escalar del espacio H'(Q).
Producto escalar del espacio H} (Q).
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Introduccion

En este trabajo se propone estudiar la existencia y la multiplicidad de las solu-

ciones débiles no triviales del siguiente problema:

{ —div(h(x)Vu) + g(x)u = Aw(x) f(u) O

Donde Q) € RN (N > 3) es un conjunto abierto y acotado, con frontera Q) de clase
Cl. Y los datos; I € L*(Q)) que satisface las condiciones de elipticidad, g > 0 c.t.p.
en Qy f € CY(R) una funcién que presenta un crecimiento superlineal y subcriti-
col.

La caracteristica principal de este problema, es que el dato w € L®(Q)) puede cam-
biar de signo, de ahi, que a este tipo de problemas se les denomina problemas con
peso indefinido.

El cambio de signo del dato w € L*(Q), causa que el estudio de la existencia de
soluciones no sea un trabajo sencillo y que se requiera definir nuevas hipétesis en el

dato f w, para abordar el problema.

En las dltimas décadas, los problemas elipticos no lineales con condiciones de
frontera Dirichlet homogéneas han sido los mds estudiados, [4], [1], [2] y [6], y de-
pendiendo de las condiciones dadas sobre los datos, se determina, primero la exis-
tencia y luego la unicidad o multiplicidad de soluciones. Debido a que, los proble-
mas elipticos no lineales con condiciones de frontera de tipo Neumann homogénea

son poco estudiados, es de interés analizar este caso.

Para tratar el problema se estudiardn los puntos criticos del funcional de ener-
gia, I, asociado al problema. Para ello, se usara las técnicas variacionales, como los

métodos directos del calculo de variaciones que permiten hallar minimos absolutos

Ver capitulo 2, definicién 2.1
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y los teoremas de minimax que establecen la existencia de puntos criticos més ge-
nerles. Analizando la estructura topoldgica de los subniveles de I, se pueden hallar
diferentes puntos criticos [19], en especifico gracias a la teoria asociada al teorema
del paso de la montafia es posible hallar infinitas soluciones, cuando el funcional
tiene cierta estructutra [26].

En los ultimos afios algunos autores han hallado hasta tres puntos criticos diferen-
tes [21], [7], y [28]. De manera general, la multiplicidad de los puntos criticos, no es
un tarea sencilla y para determinar el nimero exacto de soluciones se requiere de

conocimeintos avanzados como la teoria de grado, la teoria de Morse, entre otros.

El objetivo de este trabajo es determinar la existencia de soluciones y por las hi-
potesis que se daran a los datos, las técnicas sefialadas anteriormente en algunos

casos no son aplicables.

De este modo, se procedera con el estudio del problema de la siguiente manera:
En el capitulo 1, se detalla la teorfa que se aplicara en la basqueda de los puntos
criticos de I. Se verd de manera resumida, definiciones y resultados més relevantes
sobre la teorfa de diferenciablidad de funcionales en espacios de Banach, teoremas
de minimo, teorema del paso de la montafia, teoremas de linking y un repaso de los

espacios de Lebesgue y Sobolev.

En el capitulo 2 se exhibe el problema a tratar y las hipétesis del dato f con las
cuales se trabajard, en consecuencia se expondrdn todas las propiedades que satis-
face el funcional I, que estara escrito como la suma de un forma cuadrética y un
funcional no lineal. En este mismo capitulo se notard que, como g > 0 c.t.p. en (),
la forma bilineal a la cual estd asociada la forma cuadratica puede ser coerciva o no,
por lo tanto el estudio de puntos criticos de I, se analizard en dos partes; el caso

coercivo y el caso no coercivo.

Posteriormente en el capitulo 3, se realizaran las demostraciones de los resulta-
dos obtenidos: para el caso coercivo, se mostrard la existencia de soluciones débiles
no triviales. Cuando f presente un crecimiento subcuadratico se hallara al menos
dos distintas soluciones y cuando f presente un crecimiento supercuadratico y sub-
critico, se mostrara la existencia de al menos una solucién débil no trivial, aplicando

el teorema del paso de la montafia y un teorema de linking.
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Para el caso no coercivo, se mostrara un resultado de existencia.

Y en el capitulo 4 se realizardn comparaciones con el caso Dirichlet, las conclu-

siones y recomendaciones.
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Capitulo 1

Definiciones y resultados basicos del

analisis no lineal

En este capitulo se presenta informacion especifica y préctica, para el estudio del
trabajo. Los resultados y definiciones que se enunciardn fueron escogidos minucio-
samente de [4], [5], [9], [11], [15], [17], [19], [20], [27], [24] y [26].

1.1. Calculo diferencial para funcionales reales

Sea E un espacio de Banach y E* su dual topoldgico, es decir, el espacio de fun-

ciones lineales y continuas de E en IR, con norma

IT[lg- = sup [T(u)l.

[|ullp=1

1.1.1. Funcionales Fréchet diferenciables

Definicién 1.1. [9] Sea E un espacio de Banach, U un conjunto abierto de E y sea
I : E = R un funcional. Se dice que I es Fréchet diferenciable (o simplemente
diferenciable) en u € U, si existe T, € E* tal que

lim I(u+0v)—I(u) — T,(v)
o]0 [9][E

= 0. (1.1)

Sil: E — Res diferenciable en todo u € U, se dice que I es diferenciable en U.

Observaciéon 1. Si I : E — R es diferenciable en u € U, entonces existe un tinico

T, € E*. Ya que si existiera T, € E* tal que cumple 1.1, por la linealidad de limite se



sigue que éstos son iguales.

En consecuencia la aplicacion

T:U— E*
u — Ty

estd bien definida, pero no es necesariamente lineal ni continua.

Hecha esta observacion se define la derivada de Fréchet

Definicién 1.2. [9] Sea E un espacio de Banach, U C E un abiertoysea I : E -+ R
un funcional diferenciable en u € U. El tinico elemento de E*, T, tal que satisface
1.1, se dice diferencial de Fréchet (o simplemente diferencial) de I en u € U y es
notada por T, := DI(u). Ademas la aplicacién DI se dice derivada de Fréchet (o

simplemente derivada) de I. Y se tiene
I(u+wv) = I(u) + DI(u)v +o(][o]|g)

cuando ||v||p — 0.

A continuacién se enunciard un resultado sobre las propiedades de los funciona-

les diferenciables.

Teorema 1.1 ([9]). Sea E un espacio de Banach, U C E un abierto. Si los funcionales I

e I; son diferenciables en u € U C E, entonces se tienen las siguientes propiedades:
1. Seana,b € R, al + bl; es diferenciableen u y

Dlal +bhL](u) = aDI(u) + bD I (u).

2. Sig: R — U es diferenciable en t € IR, entonces la composicion Io g: R — R

es diferenciableen ty
DI o g(t) = DI(g(t))Dg(b).

3. Si B € R es un conjunto abierto, g1 : B — R es diferenciable en I(u) € B,
entonces la composiciéon g; o I definida en una vecindad abierta, V, de u es

diferenciable en u y

DgjoI(u) = Dgi(I(u))DI(u).



Demostracion. (Ver [[9], pag.13] proposicion 1.3.6. ) O

Como resultado del teorema anterior, se definird el espacio vectorial de los fun-

cionales de clase C!.

Definicién 1.3 ([9]). Sea U C E un conjunto abierto y sea I : E — R diferenciable en
U. Si la derivada DI : U — E* es continua en U, se dice que I es de clase C.

El espacio de las funciones diferenciables con derivada continua es notado por C! (U).

Para ilustrar esto, se exhibirdn dos ejemplos de funcionales diferenciables, los
cuales se usaran para mostrar la difereciabilidad del funcional asociado al problema

a tratar.

Ejemplo 1. Si T : E — R es un funcional lineal y continuo, entonces es diferenciable

y DT (u) = T para todo u € E, pues

i Twto)=T()=Tw) - [T) =T+ [T -T@)] _,
o] g0 o] llo]|g—0 o] [E

paratodou € E.
Ademés es claro DT (u) = T, es continuo en u € E, en consecuencia T es de clase
cl.

Ejemplo 2. Sea E un espacio de Banach, a : E x E — R una forma bilineal y conti-

nua. El funcional
I:E— R

u — Iu)=a(u,u)

es diferenciable en E, con
DI(u)v = a(u,v) +a(v,u) Yu,veE.
En efecto, sean u,v € E, de la linealidad de a
I(u+v)—I(u)=a(u+o,u+90)—a(u,u) =a(u,v)+a(v,u)+a(v,v),

por la continuidad de a, se puede verificar que lim,|| 0 % =0y DI(u) € E*,
es decir, I es diferenciable en E.
Como a es continua en cada componente, entonces DI(u) es continua en u € E y asi

I es de clase C1.

Precisando de una vez, si (H,< -,- >) es un espacio de Hilbert, se sabe que

gracias al teorema de representacién de Riesz, se puede identificar H y H* a través

3



del isomorfismo de Riesz R : H — H*. Entonces para funcionales definidos sobre

espacios de Hilbert, se define el gradiente de éstos.

Definicién 1.4. [9] Sea H un espacio de Hilbert, U C H un abiertoysea R : H — H*
el isomorfismo de Riesz. Sea también I : U — R un funcional diferenciable en
u € U. El elemento R(DI(U)) € H se dice gradiente de [ en u y es notado por
VI(u). Ademads se cumple que

DI(u)v =< VI(u),v >y Vv e H.

1.1.2. Funcionales Gateaux diferenciables

Debido a que en espacios més concretos, el diferencial de Fréchet no es tan senci-
llo de hallar, en esta parte se presenta una segunda nocién de diferenciablidad mas

débil que la nocién de Fréchet.

Definicién 1.5 ([9]). Sea E un espacio de Banach, U C E un conjunto abierto y sea
I : U — R un funcional. Se dice que I es Gateaux diferenciable en u € U, si existe
T € E* tal que paratodov € E.

I(u+tv) — I(u)

}1_1}7% ; = T(u). (1.2)

Si I es Gateaux diferenciable en todo u € U, se dice que I es Gateaux diferenciable

en U.

De la misma manera que en la parte anterior, se puede observar que el operador

que satisface la ecuacion 1.2, es tinico. Asi se define la derivada de Gateaux.

Definicién 1.6 ([9]). Sea E un espacio de Banach, U C E un abiertoyseal: E —+ R
un funcional Gateaux diferenciable en u € U.

El tinico elemento de E*, T, tal que satisface 1.2, se dice diferencial de Gateaux de I
enu € Uy esnotada por T := DgI(u). Ademds la aplicacion DgI se dice derivada
de Gateaux de I.



De la definicién de Fréchet diferenciabilidad, no es dificil mostrar que si I es
Fréchet diferenciable, entonces I es Gateaux diferenciable, sin embargo, el reciproco
no siempre es verdadero!.

Por esta razén se enuncia un resultado que permita afirmar el reciproco.

Teorema 1.2 ([5]). Sea E un espacio de Banach, U C E un abiertoe I : U — R un
funcional Gateaux diferenciable en u € U. Si DI es continua en u € U, entonces [

es Fréchet diferenciable en u y ademés,
DI(u) = DgI(u).

Demostracion. (Ver [[5], pag. 14] teorema 1.9). O

1.1.3. Diferenciales de segundo orden

Definicién 1.7 ([15]). Sea E un espacio de Banach, U C E un conjunto abierto y sea
I : U — R un funcional diferenciable en U. Si DI es diferenciable en u € E, entonces
se dice que I es dos veces diferenciable en u. La diferencial de la aplicacién DI en u,
se denotard por D?I(u) := D(DI)(u) y se llamara4 la diferencial de orden 2 de I en
u.

Se dird ademds que I es diferenciable en U, si I es diferenciable en todo u € U.

Observaciéon 2. Si I : U — R es dos veces diferenciable en U, entonces la aplicaciéon
D?I(u) : E — E* es lineal y continua, es decir, D?I(u) € L(E, E*)2.
Como L(E, E*) es isomorfo isométricamente a ML(E x E,R)? [15], entonces

D?I(u) : E x E — R es una forma bilineal y continua.

ILa funcién
¢:R>— R

3
_ ) x+y+ = si (xny) # (0,0

X, — X, = X* 4y
(x,y) g(x,y) {o S (xy) = (0.0)

es Gateaux diferenciable pero no es Fréchet diferenciable.
2L(E, E*) es el espacio de funciones lineales y continuas de E en E*
SML(E x E,R) es el espacio de formas bilineales y continuas de E x E en R.
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Ejemplo 3. Sea E un espacio de Banach, a : E x E — R una forma bilineal y conti-

nua. El funcional
I:E—- R

u — I(u)=a(u,u)

es dos veces diferenciable en E y

D?*I(u)(v1,v) = a(vy,v) + a(v,v1) Vu,v,v; € E.

Sean u, v, v1. Del ejemplo 2 se sabe que I es diferenciable con
DI(u)v = a(u,v) + a(v,u),
entonces por la linealidad de cada componente de a

[DI(u+v1) — DI(u)]v = a(u +v1,0) + a(v,u +v1) — (a(u,v) + a(v,u))
= a(v1,0) +a(v,01) = a(vy,0) +a(v,01) +0- |[(v1,0)] |

= D*I(u)(v1,0) +0- ||(01,0)| g -

1.2. Teoremas de minimo

En esta seccion se desarrolla la teoria que permite determinar la existencia de
extremos de funcionales diferenciables.
Sea E un espacio de Banach e I : E — IR un funcional. En lo que sigue del documen-
to, si I es diferenciable en E, su derivada se denotara por I y si ademas I dos veces

diferenciable en E, se notard I” a su derivada de orden 2.

1.2.1. Puntos criticos de funcionales

Para iniciar esta seccion, se enuncian las siguientes definiciones, las cuales se

empleardn también en secciones siguientes de este capitulo.

Definicién 1.8 ([4]). e Un punto critico o estacionario de I, es un punto z € E tal

que I es diferenciableenzy I'(z) = 0.
e Un nivel critico es un ntimero c € IR, tal que existe z € K, con
Kc={u€E;I(u) =cI'(u) =0}.
A los elementos del conjunto K, se los dice puntos criticos al nivel c.

6



e Al siguiente conjunto
I={uecEI(u)<c}

se le conoce como los subniveles de I.

Definicién 1.9 ([4] Punto de ensilladura). Un punto z € E, se dice punto de ensilla-

dura de I, si existen x, y € E tales que
I(x) < I(z) < I(y).

Definicién 1.10 ([4] Extremos globales). Un punto z € E se dice minimo (méximo)
global de I, si I(u) < I(z) respectivamente I(#) > I(z) para todo u € E.
Si las desigualdades anteriores son estrictas, se dice que z es un minimo (maximo)

global estricto de I.

Definicién 1.11 ([4] Extremos locales). Un punto z € E, se dice minimo (maximo)
local de I, si existe una vecindad U de z, tal que I(u#) < I(z) respectivamente

I(u) > I(z) para todo u € U.

Si las desigualdades anteriores son estrictas, se dice que z es un minimo (maximo)

local estricto de 1.

Puesto que el principal interés es la buiisqueda de puntos criticos, a continuacién

se muestra un teorema, el cual establece que un extremo global es un punto critico.

Teorema 1.3 ([9] Condicién necesaria de Euler-Lagrange). Un extremo global de I

es un punto critico de I.

Demostracion. Suponiendo que I : E — R alcanza su minimo global, es decir, existe
z € E tal que

I(z) :I;ggl(u).

Sea u € E, se define
p:R — R
to— ¢(t) =I(z+tu).
Dado que [ y la recta son diferenciables entonces ¢ también lo es;
¢ (t)=1'(z+tu)u VteR.

Ademas, de la definicién de ¢ se obtiene

¢(0) = I(z) < I(z+tu) = ¢(t)



paratodot € R.
Entonces 0 es minimo global y en consecuencia punto critico de ¢. De esta afirma-

cién, se puede concluir que z es punto critico de I.
I'(z)u=T1(z+0u)u=4¢'(0) =0

para todo u € E.

El procedimiento es similar, cuando I alcanza su maximo global. O

El siguiente resultado muestra una condicién suficiente para que un punto sea

minimo local de I.

Teorema 1.4 ([15]). Sea I : E — R un funcional dos veces diferenciable en u € E. Si

se satisfacen las siguientes hipétesis
e I'(u)=0
e ["(u)(v,v) > 0paratodov € E

e SiI”(u)(-,-) es coercivo.
Entonces 1 es un minimo local estricto de I.

Demostracién. (Ver [[15], pag. 91] teorema 8.3.3) ]

1.2.2. Existencia de minimos

Aqui se presentan definiciones sobre las propiedades que se aplicaran al funcio-
nal de energfa asociado al problema de este trabajo, para mostar la existencia de

minimos absolutos de dicho funcional.

Definicién 1.12 ([4]). Sea E un espacio de Banach e I : E — R un funcional, I es
coercivo si

lim I(u) = +oo.
||| =0

Observacion 3. Sil : E — R es un funcional coercivo y existe una sucesion (uy ) eN,
en E tal que I(u,) — L < +o0. Entonces se sigue inmediatamente que (i, ),cN estd
acotada.

Ya que si no estuviese acotada, se tendria que ||u,||; — 400y como I es coercivo,
entonces I (u,) — +oo, sin embago se tiene que I(u1,) — Ly de la unicidad de limite

L = 400, lo cual es absurdo.



Definicién 1.13 ([4]). Sea E un espacio de Banach e I : E — R un funcional, I es
débilmente semicontinuo inferior, si para toda sucesion (uy),en en E tal que u, — u
, entonces

I(u) < liminf I(u,).

n—oo

Definicién 1.14 ([4]). Sea E un espacio de Banach e I : E — R un funcional, I es
débilmente continuo, si para toda sucesion (uy),en en E tal que u, — u , entonces

lim I(uy,) = I(u).

n—o0

Lema 1.5 ([4]). Sea E un espacio de Banach reflexivo y sea I : E — R un funcional
coercivo y débilmente semicontinuo inferior. Entonces I estd acotado por abajo en
E.

Demostracion. (Ver [[4], pag. 81] lema 5.3) [

Teorema 1.6 ([4] Teorema de Weierstrass). Sea E un espacio de Banach reflexivo y
sea I : E — R un funcional diferenciable en E, coercivo y débilmente semicontinuo

inferior. Entonces I alcanza su minimo global.

Demostracion. Sea m = inf,cp I(v). De la caracterizacion de infimo, existe una suce-
sion (uy)yen en E, tal que I(uy,) — m.

Como I es coercivo, de la observacion 3, se tiene que (u,),cN estd acotada y del
hecho de que E es reflexivo, entonces (i1,),cN tiene una subsucesion (uy, )xen que

converge débilmente a u € E, asi, dado que I es débilmente semicontinuo inferior

se tiene;
I(u) < liminfI(u, ) = m.
k— o0
De la definicién de m;
I(u) > m,
asi I alcanza su minimo I(u) = m. O

Las propiedades anteriores establecen la existencia de minimos absolutos?, por

su parte la siguiente propiedad ademads establece la unicidad de estos puntos.

4Para la existencia de maximos absolutos del funcional I, el funcional —I debe satisfacer las pro-
piedades de coercividad y débilmente semicontinuidad inferior, y para la unicidad la propiedad de
convexidad.



Convexidad de funcionales

Definicién 1.15 ([4]). Sea E un espacio de Banach e I : E — IR un funcional, I es

convexo, si para todo u,v € Ey todo t € [0,1]
I(tu+ (1 —t)v) < tl(u) 4+ (1 —t)I(v).

Si la desigualdad anterior es estricta para todo 1 # vy todo t € (0,1), se dice que I

es estrictamente convexo.

El siguiente resultado permite dar condiciones suficientes para mostrar la con-

vexidad de funcionales diferenciables.

Proposicién 1.7 ([9]). Sea E un espacio de Banach y sea I : E — R un funcional

diferenciable. Si que para todo u,v € E
(I'(w) = I'(0)) (4 —v) > 0,

Entonces I es convexo. Si la desigualdad es estricta para todo u # v, entonces I es

estrictamente convexo.
Demostracion. (Ver [[9], pag. 28] proposicién 1.5.10.) O
Ahora se vera la importancia de los funcionales estrictamente convexos en la

unicidad de los minimos absolutos

Teorema 1.8 ([9]). Sea I : E — IR estrictamente convexo. Entonces I tiene un tinico

punto minimo en E

Demostracion. Si por absurdo se supone que I posee dos minimos globales,

uy,uy € E, de I tales que uy # up

15161? I(u) = I(uy) = I(up).

Como [ es extrictamente convexo se sigue;

. Uy +up 1 1 i
< — + = =
%?I(u) ! ( 2 ) = ZI(ul) ZI(MZ) rglelgl(u)

Lo cual es absurdo, por lo tanto u; = u5. O

Otra ventaja de los funcionales convexos es que, si ademads éstos son continuos,
entonces son débilmente semicontinuos inferiores, como lo afirma el siguiente re-

sultado.
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Proposicién 1.9 ([11]). Sea E un espacio de Banach e I : E — R un funcional conti-

nuo y convexo. Entonces I es débilmente semicontinuo inferior.
Demostracién. (Ver [[11], pag. 61] corolario 3.9 y observacién 6). ]

Para ejemplificar tales propiedades, se expone un funcional que satisface las hi-
potesis de estas dos tltimas proposiciones y, que servird para mostrar las propieda-

des del funcional de energia asociado al problema a tratar.

Ejemplo 4. Sea E un espacio de Banach y a : E X E — R una forma bilineal, simé-

trica, positiva y continua. Entonces el funcional

I:E— R

u— I(u) =a(u,u),

es de clase C!, convexo y por lo tanto débilmente semicontinuo inferior.

Esto, debido a que a es una forma bilineal, simétrica y continua, entonces del

ejemplo 2, I es de clase C! con diferencial
I'(u)v =2a(u,v) Vu,v € E.
De esto se sigue que I es convexo. En efecto, sean u,v € E

(I'(u) = TI'(0))(u—0) = I'(u)(u —0) — I'(0v)(u — v) = 2a(u,u —v) —2a(v,u —v)
>

=2a(u—ov,u—1v) >0,

dado que u, v € E fueron arbitrarios y (I'(u) — I'(v))(u — v) > 0, se sigue la conve-
xidad de I.
Y como a es continua en E, entonces I también lo es, asi I es débilmente semiconti-

nuo inferior.

1.3. Teoremas de minimax

En esta seccion se expondran métodos que permiten encontrar no sélo minimos
absolutos, sino cualquier punto critico, los cuales pueden ser tanto extremos locales

0 absolutos como puntos de ensilladura.
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1.3.1. Condicion de Palais-Smale

La nocién de compacidad es fundamental, a fin de mostrar la existencia de ni-
veles criticos de los funcionales. Esta nocion es proporcionada por la condicién de

Palais-Smale.
Definicién 1.16 ([9]). Sean E un espacio de Banach, I : E — IR un funcional diferen-
ciabley ¢ € R.
e Una sucesion (1, )N en E, se dice sucesion de Palais-Smale al nivel ¢ para I,
si
i) I(uy) — cenR.
ii) I'(uy) — Oen E*.
Abreviando, a la sucesion que satisface i) y ii) se dice sucesion de (PS). para I.

Si en lugar de i) la sucesion (I(uy)),cpn €std acotada, entonces se dice sucesion

de Palais-Smale, abreviando (PS).

e Un funcional I € C!(E) se dice que satisface la condicién de (PS). si toda
sucesion de (PS). posee una subsucesion convergente en E.
De igual manera, se dice que un funcional I € C!(E) satisface la condicién de

(PS) si toda sucesion de (PS) posee una subsucesion convergente.

Observacién 4. Si I € C'(E) satisface la condiciéon de (PS),, para algiin ¢ € R,
entonces el conjunto K. es compacto.

En efecto, se puede notar que cualquier sucesion (i), .p de K¢,
I'(up) =0 I(uy) =c VneN,

es una sucesion (PS)..
Dado que I satisface la condicién de (PS),, (x)neN pOsee una sucesion convergente

au € E, entonces de la continuidad de I y I’ se tiene
() =0 1(u) =c

es decir, u € K, y asi se sigue lo afirmado.

1.3.2. Deformaciones

En lo que sigue, es de interés el estudio de las propiedades topolégicas de los

conjuntos de subniveles del funcional y, sobre todo, las relaciones entre las propie-
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dades topoldgicas de los subniveles en presencia de puntos criticos.

Definicién 1.17 ([9]). Sea E un espacio de Banach y B C E un subconjunto. Una
deformacién de B es una funcién continua
1 :10,1] x B — B tal que:

VueB n(0,u)=u.

Definicién 1.18 ([9]). Sea E un espacio de Banach y # : [0,1] X E — E una deforma-
cién de E. Una familia I' de subconjuntos de E se dice invariante para 7, si para todo
A€eTytodot € [0,1] se tiene y(t, A) € T.

En espacios de Hilbert se puede encontrar deformaciones a través de las solucio-

nes del siguiente problema de Cauchy.

{ 7 =—-G(y)

7(0) = u.

Definicién 1.19 ([9]). Sea H un espacio de Hilberte I : H — IR un funcional. Se dice
que I € CV(H),si I € C'(H) y su gradiente VI : H — H es localmente Lipschitz

continuo en H°.

SiI € CY1(H), del teorema de inversi6n local, se tiene que el siguiente problema
7't u) = =VI(n(tu))
n(0,u) =u

tiene una tnica solucién, definida en un intervalo de IR, que depende continuamen-
tede tydeu.

La solucién 77 es llamada el flujo del gradiente o el flujo de decenso mas profun-
do, porque para cualquier tiempo la velocidad # (¢, u) va en direccion —V1(7(t,u)),

direccion en la cual I decrece més rédpido.

Observacién 5. Si7(t,u) es un flujo del gradiente, entonces la funcién

¢(t) := I(n(t,u)),

es estrictamente decreciente, excepto en los puntos criticos de 1.

¢'(t) =< VI(n(t,u)), 7' (t,u) >p= —||VI(n(t,u)||; <O0.

5Sean E y F dos espacios normados. Una apllicacién T : E — F, se dice localmente Lipschitz
continua en E, si para todo u € E, existe una vecidad de u, U C E, y una constante L > 0, tal que

IT(01) = T(@2)[[p < [[o1 —02l[g Vo1,02 € U.
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Lema 1.10 ([9]). Sean H un espacio de Hilbert, ] € C1'1(H) y ¢ € R. Si no existe una
sucesion de (PS),, entonces para todo € > 0, suficientemente pequefio existe una

deformacién 7 : [0,1] x H — H tal que;
° 17(1, Ic—i—e) C Jc—¢€
e 1(u) =uparatodou € I°7¢.

Demostracion. (Ver [[9], pag. 152] lema 4.1.18) O

Observacién 6. La suposicion, | € C'!(H), garantiza la unicidad de la solucién del
problema de Cauchy, sin embargo esta suposicién puede ser debilitada por
J € Cl(H). La justificacién de esto, requiere de conocimientos mas avanzados y el

lector interesado puede revisar la observacion 7.5 de [4].

1.3.3. Principio Minimax

El principio minimax caracteriza el valor critico de un funcional, como un valor
minimax sobre una clase adecuada de conjuntos, los cuales se definen a continua-
cion.

Definicién 1.20 ([9]). Sean E un espacio de Banach, I : E — R un funcional y sea I

una clase de subconjuntos de E. El valor

= inf I(u),
¢ = Infsup I(u)

es llamado el nivel minimax asociado a I'.

Note que puede ocurrir que ¢ = —c0 0 ¢ = +00.

Definicién 1.21 ([9]). Sean E un espacio de Banach, I : E — R un funcional, I" una
una clase de subconjuntos de E y ¢ su nivel minimax. Se dice que I' es admisible

respecto a I si

1. ce R

2. Para todo € > 0 suficientemente pequefio, I' es invariante para toda deforma-

cién de Jo2€.

Teorema 1.11 ([9]). Sean E un espacio de Banach e I € C'(E). Si T es una clase
minimax admisible al nivel ¢, entonces existe una sucesién Palais-Smale para I al
nivel c. Si ademas I satisface las condiciones (PS),, entonces existe un punto critico

para I al nivel c.
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Demostracién. (Ver [[9], pdg. 154] teorema 4.2.4). ]

1.3.4. Teorema del paso de la montana

El teorema del paso de la montafia, es un resultado original de Antonio Am-
brosetti y Paul Rabinowitz [6], este resultado se puede ver como una aplicacién del
principio de minimax.

Donde T = {g¢ € C([0,1],E);g(0) = 0,¢(1) = e} es la clase minimax y su nivel

minimax ¢, = infeer max;c (1) [(g(1))

Adquiere este nombre, ya que la motivacion geométrica es ver a 0 y a e, como
dos pueblos separados por una cordillera de montafias, entonces para ir de 0 a e se

deberia escalar, al menos, una altura mas grande que méax{I(0), I(e)}.

Teorema 1.12 ([4]). Sea I € C!(E) tal que
L) (1(0) = 0) (Fo,a > 0)(I(u) > &, Vu € E, [[u]| = p)
L) (3e € E|lel| > p)(I(e) < ).

Si I satisface la condicion de (PS)CP, entonces ¢, > a es un valor critico de I, en otras

palabras, existez € E,z # 0y z € Ke,.
Demostracion. (Ver [[4], pdg 119] teorema 8.2). O

Un funcional I, que satisface las propiedades I; e I, se dice que posee una geo-

metria del paso de la montania.

Puntos criticos del tipo paso de la montaina

Para obtener resultados de multiplicidad de los puntos criticos obtenidos me-
diante el teorema del paso de la montafia, es importante conocer la estructura de
éstos, es decir, si son de ensilladura o son extremos relativos, ademds de las propie-
dades topoldgicas del conjunto K, .

Helmut Hofer demostré que existe dos clases de puntos criticos al nivel c, [20].

Definicién 1.22 ([20]). Un punto z € K., se dice del tipo paso de la montafia, si para

toda vecindad U de z, se tiene que:
o [PNUF#D
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e [? U U no es conexo por caminos.

\ /
VARV

Figura 1.1: Funcional que posee tinicamente puntos criticos del tipo paso de la mon-
tana.

\ o/
N —

Figura 1.2: Funcional que no posee puntos criticos del tipo paso de la montana.

Acontinuacién se enuncia un resultado demostrado por Hofer, el cual indica que
los puntos criticos obtenidos por el teorema del paso de la montafia o son minimos

locales o del tipo paso de la montafia.

Teorema 1.13 ([26]). Bajo las hipotesis del teorema de la montafia, se tiene
1. O I admite un minimo local z # 0, I(z) = c,.

2. O I admite un punto critico del tipo paso de la montafia.
Demostracion. (Ver [[26], pag. 130] teorema 9.2). O

Del siguiente teorema se puede deducir; o que existen infinitos puntos criticos o

que existen almenos dos puntos criticos diferentes.

Teorema 1.14 ([26]). Sea I € C'(E), si I satisface las condiciones (PS).,y ademas 0
es un minimo local de I, con I(0) = 0. Entonces si I admite un segundo minimo

local uq # 0 de I. Se tiene que
1. O existe un punto critico u de I, que no es minimo local.

2. O y uy pueden estar conectados en cualquier vecindad de I con I(u) = 0.

Entonces necesariamente I(u1) = 0.
Demostracion. (Ver [[26], pag. 130] Teorema 9.3). O
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1.3.5. Teoremas de Linking

Ahora se exhibird una nueva clase de conjuntos minimax. Para ello se considera

los siguientes conjuntos

e N una variedad con frontera 0N

e CCE

e K ={x € C(N,E);x(u) =u,Vu € ON}
Definicién 1.23 ([4]). Se dice que ON y C se enlazan si

Cnx(N) #@, Vkelk.

En otras palabras, N y C se enlazan, si C se encuentra con cada superficie continua

atravesada por oN.

Ejemplo 5. Sea E = V & W, donde V, W son subespacios ortogonales y
dim(V) = k < +o00. Dadae; € Wy R > 0 se considera

N ={v+te;veV,|v|| <R,te][0,1]},
una k + 1—variedad diferenciable con frontera
ON = {v+te; € N;||v|| =R} U{v+te; € N;t =0,1}.
Sea C = {w € W : ||w|| = r}. Entonces dN y C se enlazan siempre que ||e1|| > 7.

Los detalles del ejemplo anterior requieren de otras técnicas, como la teoria de grado

y el lector ineresado puede revisar [4].

Definicién 1.24 ([4]). Sea I € C'(E) y sean N, C C E tales que dN y C se enlazan. El
siguiente valor
= inf I ,
1 = Inf sup (rc(u))
es llamado el enlace de nivel de I correspondiente a Ny C.

Teorema 1.15 ([4]). Sean N,C C E tales que dN y C se enlazan. Si I € C!(E) es tal

que;
e [ estd acotado por abajo en C, es decir, inf,cc I(u) > —o0
o inf,ccI(u) > —o00 > sup, (1)

17



e Satisface la condicién de (PS),, con ¢; el enlace de nivel de I.
Entonces ¢; es un nivel critico de I.
Demostracion. (Ver [[4], pag. 133] Teorema 8.22) O

Del ejemplo y teorema anteriores se sigue el siguiente resultado.

Teorema 1.16 ([24]). Sea E un espacio de Banach, tal que E = V @& W, donde y
dim(V) =k < 4o0.Si I € C!(E) satisface la condicién de (PS) y

I3) (3r,01 > 0)(I(u) = p1,Yu € W, [Jw|| =)
Iy) Existe R > pyye; € W, tal que |le1]| =1y I(u) < 0 para todo u € ON, donde

N ={v+te;veV,|v|]| <Rte(0,R)}.

Entonces existe ¢; > p; es un valor critico.

Observacion 7. Si se cumple:

a) I(v) < 0paratodov € V.

b) Existen R > pyye; € W, |le|| =1 tal que I(u) < 0, para todo
ueVaspan(er)y ||ul| > R.

Entonces para R suficientemente grande se tiene I(u) < 0, para todo u € N.[24]

Observacién 8. En la teoria de Linking se puede encontrar resultados de multipli-
cidadad para funcionales que satisfacen la propieda de enlace local en 0 [19].

Sin embargo en estos resultados es necesario que el funcional esté acotado por abajo
en todo el espacio, no obstante esta propiedad no siempre se cumple para el funcio-

nal que se estudiard mas adelane. Por este motivo no se ha exhibido esta teoria.

1.4. Espacios de funciones

En esta seccion se describird de manera resumida los espacios de funciones, que

se usaran a menudo en el desarrollo del trabajo.
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1.4.1. Espacios de Lebesgue

Para esta parte se considerard el espacio medido (RN, Bor(RYN), ), donde Bor(RRY)
es la c—4&lgebra de los Borelianos de RN y 7 es la medida de Lebesgue.

Sea Q) # @ un conjunto abierto y acotado de RN, entonces
0<7(Q) < oo,

Observacién 9. Sea g : () — R una funcién medible no negativa en () y sea A C ).

Entonces
g(x)d </ g(x)dx.
/A (x) X 0 (x) X

Esto gracias a que x4 < 1 entonces como ¢ es no negativa, x4¢ < gy asi por

monotonia de la integral se obtiene el resultado:
x)dx = / x)xadx < / x)dx.
/8= [ g(x)xadx < | g(x

En lo que sigue se definen los espacios de Lebesgue.

Definicién 1.25 ([11]). Sea Q C RY abierto. El espacio LF(Q) con p € [1, 0] es el
espacio de Lebesgue de funciones medibles (medida de Lebesgue), definidos como

se sigue
o p el )

LF(Q) = {u Q= R;u es medible,/ lu(x)|Pdx < —|—OO}
0

1
con |[ull, = ([q [u(x)|Pdx)?
[} P = 0
L®(Q) ={u: Q= R;u es medible, 3C >0, |u(x)| < C ctp. x € Q}
con ||ul|, = infe=o{|u(x)| < C ctp. x€Q}.

A continuacién se enuncia un teorema que reune todas propiedades topoldgicas

de los espacios de Lebesgue.

Teorema 1.17 ([11]). Sea Q C RN abierto y acotado. (L7 (Q), ||-]1,,) es un espacio de
Banach normado para todo p € [1, 0], reflexivo para todo p € (1,0) y separable

para todo p € [1,00).
Demostracion. (Ver [[11], pag. 93-98] teoremas 4.7, 4.8 y 4.13) O
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Observacién 10. En particular el espacio L?((Q), es un espacio de Hilbert separable

con producto escalar

< U,V >p20)= /qudx Yu,v € L*(Q).

Se usara de manera frecuente el siguiente resultado.

Teorema 1.18 ([11]). Sea (i, ),eN una sucesion en LP(Q)) con p € [1, +o0] y sea
u € LP(Q) tal que ||u, — ul|, — 0. Entonces existe una subsucesion (iy, )ken y una

funcién z € LF(Q)), tal que

o uy (x) = u(x) ctpenQ)
o |uy (x)] <z(x)ctpenQparatodok € N

Demostracién. (Ver [[11], pag. 94] teorema 4.9) ]

p

10c(Q), los cuales se empleardn en la

Para continuar, se definen los espacios L

definicién de los espacios de Sobolev.

Definicién 1.26 ([11]). Sea QO C RN y sea u : QO — RN una funcién. El soporte de u

es el conjunto

supp(u) = {x € Q; u(x) # 0}.
Definicién 1.27 ([11]). Sea Q C RY un abierto y sea p € [1,]. Se define

LF’

loc

0) = u:Q—)lRN;uXKEL’” 0),VK compacto}.
P

Observacién 11. De la definicion anterior se puede afirmar que LP(Q) C L[, (Q).

Ya que, si u € LP(Q)) entonces de la monotonia de la integral se obtiene

/\uXK]pdx:/ XK\u|pdx:/ \u|pdx§/ |u|Pdx < oo
0 0 K 0

para todo K compacto, es decir, u € L (Q).

loc
Por otro lado de la desigualdad Holder, se sigue que siu € LI (€)) entonces

1 1 1
/ luxkldx < (/ |u)g<|”dx> ’ </ dx) - </ \u;gd”dx) ' 'y(Q)% < o
Q Q Q Q

para todo K compacto, es decir, u € L (Q).

loc
Por lo tanto se tiene LP(Q)) C L} (Q) C LL _(Q).

loc
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Lema 1.19 ([11]). Sea Q C RN abierto y sea u € L{ (Q) tal que

/ngozo Vo € C(Q).

Entonces u = 0 c.t.p. en ().

Demostracién. (Ver [[11], pag. 110] corolario 4.24]) ]

1.4.2. Espacios de Sobolev

Sea ) C RN un abierto. Se definen los siguientes espacios:

e C(O) ={u:Q — R, uescontinua en O}

CH(Q) = {u : QO — R;u es diferenciable en Q) y su derivada es continua en )}

CHQ) = {u € CY(Q); supp(u) es compacto}

e C®(O) = {u: Q — R;u es infinitamente diferenciable en O}
e C(Q) ={u € C®(Q); supp(u) es compacto}.

Definicién 1.28 ([17]). Sean u,v € L{ (Q). Se dice que v es la i—ésima derivada

parcial débil de u, si se cumple

o9
/uaXde —/Qvgodx,

para todo ¢ € C*(Q)) ytodoi=1,...,N.

au

Se notard - = vy el gradiente débil de u por

Ju ou
Vu=\|s—,....,.5—|.
8x1 ox N
Para ilustrar esto, se expone un ejemplo que determina las derivadas parciales dé-

biles del valor absoluto.

Ejemplo 6. Sea u : QO — R una funcién que posee una i—ésima derivada parcial

débil. Entonces |u| también posee una i—ésima derivada parcial débil, dada por

olu| | sgn(u )—” u#0
0x;j 0 u=0.
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De esto se sigue que si u posee toda sus dérivadas débiles parciales, entonces
[VulPdx = |V]ul[?, (1.3)

en efecto, si u = 0 se sigue lo afirmado y si u # 0, entonces

N

=) |8

i=1

ANPINIE
dx;

[V [ul]* = Vu| - V|u|dx =

N 2
:Z( ) = Vu-Vu=|Vu
o0x;

1

Después de lo expuesto anteriormente, se enuncia un teorema que junta todas

las propiedades de la derivada parcial débil.

Teorema 1.20 ([17]). Seai = 1,...,N y sean u,v € L} (Q). Entonces, se siguen las

siguientes propiedades

e Si u posee una i—ésima derivada parcial débil, entonces ésta es tinica.

e Sea ) € IR. Siuy v poseen una i—ésima derivada parcial débil, entonces

d(u+060v) Ju 0 v

o om oy
Demostracion. (Ver [[17], pag. 261] teorema 1.) O

Observacion 12. Del teorema anterior se puede notar que el operador V es lineal.

Después de las consideraciones anteriores, se definen los espacios de Sobolev.

Definicién 1.29 ([11]). Sea QO C RY abierto. El espacio de Sobolev WLF(Q)) esta
definido por
1 ou _
WYP(Q) =<ue€ LP(Q),J € LP(Q),vi=1,...,N
i

y dotado de la norma

[l fwre(a

axl

El siguiente teorema reune todas propiedades topoldgicas de los espacios de So-
bolev.
Teorema 1.21 ([11]). Sea QO C RY abierto. El espacio W (Q) es de Banach para
todo p € [1, 00|, reflexivo para todo p € (1,0) y separable para todo p € [1, ).
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Demostracion. (Ver [[11], pag. 264] proposicién 9.1) O

El siguiente teorema permite afirmar que el espacio C®(Q)) es denso en W7 (Q)

Teorema 1.22 ([17]). Sea QO C RY abierto y acotado con frontera dQ de clase C.

Siu € WYP(Q) para todo p € [1,00), entonces existe una sucesién de funciones

(un)nen en C*(Q)) tal que
un —u en WP(Q).
Demostracion. (Ver [[17], pag. 266] teorema 3.) O
Proposicién 1.23. Sea Q) C RN abierto y conexo. Si satisface que
Vu=0 ctp. en(),
entonces u es una constante c.t.p. en ().
Demostracién. (Ver [[17], pag. 307] ejercicio 11) ]

Observacién 13. En particular el espacio H'(Q) := W'2(Q) es un espacio de Hil-

bert separable con producto escalar
<u,v >H1(Q):/ uvdx+/ Vu-Vodx Yu,v € HY(Q)
Q Q

_yn  du dv
con Vi - VU = Y1 Gy g

La siguiente desigualdad permitira obtener una descomposiciéon en suma directa
del espacio H'(Q).

Teorema 1.24 ([17] Desigualdad de Poncairé-Wirtinger). Sea QO C RY abierto, acota-
do y conexo, con frontera d(2 de clase Ccl.si p € [1,00], entonces existe una constante

C, que depende de N, p y de ), tal que
i —ugl|, < Cl[Vull, vueW(Q)
con ug = ﬁ Jo udx.

Demostracién. (Ver [[17], pag. 290] teorema 1.) O
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Una descomposicién en suma directa de H'(Q))

Tomando las ideas de [10], se define el siguiente conjunto

Y — {ueHl(Q);/Qudx:O}.

Gracias a la linealidad de la integral, V es un subespacio vectorial de H'(Q)). Ade-

mas ) es cerrado, en efecto, si (v,),cp €5 una sucesion en V tal que v, — v en

H'(Q), entonces
/vdx—/ Vpdx
o) 0

/ vdx / vdx—O’:
Q Q

asi del teorema 1.27 existe C > 0, tal que

‘/ vdx
Q

Por lo tanto cuando n — oo, se sigue que fQ vdx = 0, es decir, v € V.

< [ o= ouldx = |lo— v,

< Cllo = vnllm(q)

De la desigualdad de Poncairé- Wirtinger, se obtiene la siguiente relacion
lloll, < [|Voll, YoeV. (1.4)
De esto se puede considerar V un espacio de Hilbert, con producto escalar

< 0,0 >y=<V0,Vo > Vu,0€ H(Q).

Seguidamente se denotard por C al espacio de funciones constantes multiplos de

uno.

Una vez expuesto estos espacios, se puede ver que H'(Q) =V @& C.
Ya que la inclusién V @& C C H'(Q), se sigue directamente del hecho de que las
constantes también pertenecen al espacio H ! (Q)), pues Q es acotado.
Para la inclusién H'(Q) € V & C. Sea u € H'(Q), notar que u — uq € V, en efecto

/u—ugdx:/udx—ug/dx:/udx—@/udxzo.
0 Q Q Q 7(Q) Ja

Asi, dado que uq € C, se sigue el resultado u = (u — uq) + uq.

Ahora, dado que V es un subespacio cerrado de H'(Q), se tiene que
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HY(Q) =V ® V+ycomo H(Q) =V & C, entonces V+ = C.

De esto se tiene que para todo u € H'(Q) existen tinicos v € V y t € C, tales que
~ 2
1l () = VIIVollz + [H? Vu € HY(Q).

Espacio WS (e

Definicién 1.30 ([11]). Sea p € [1,00). Wé’p(Q) denota la clausura de C!(Q) en
WP (Q
WLP(Q), es decir, Wg’p(Q) = ClL(Q) ),

El espacio W&’p (Q) es el espacio de las funciones de W7 (Q)) que se anulan en la

frontera en el sentido de la traza. Por precision se enuncia el siguiente teorema.

Teorema 1.25 ([11]). Sea QO C RN un abierto de clase C!' y sea u € W7 (Q) N C(Q)
con p € [1,00). Entonces u = 0 en la frontera de () siy solosi u € W&’p(ﬂ).

Demostracion. (Ver [[11] pag. 288] teorema 9.17). [

Ahora se verdn algunas propiedades de este espacio.

Teorema 1.26 ([11] Desigualdad de Poncairé). Sea () C RN abierto y acotado. Si

pE [1, o0), entonces existe una constante C, que depende de p y de (), tal que
1,
full, < Cl[Vull, Yue WyH(Q).
Demostracion. (Ver [11], pag. 290 corolario 9.19) [

Con esto, se puede dotar al espacio Wg’p(Q) con la norma [|V-[|,, la cual es
equivalente a la norma ||| pyp((y)-
Asi se sigue que el espacio (W&’p(Q), IV]],) es de Banach para todo p € [1,00],
reflexivo para todo p € (1,0) y separable para todo p € [1,00).

Observacién 14. En particular el espacio H} (Q) = W&’Z(Q) es de Hilbert, reflexivo

y separable. Con producto escalar

<u,v >Hé(Q):/QVu-V’U Yu,v € H)(Q).
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1.4.3. Un resultado de inmersion

Definicién 1.31 ([9]). Sea E y F espacios de Banach. Se dice que F se inyecta conti-

nuamente en E y se nota por F — E si;

e FCE

e La inyeccién canénica j : F — E es un operador lineal y continuo, es decir,

existe una constante C > 0 tal que
lullp < Cllullp VueF.

Ademés si la inyeccion, i, es compacta, se dice que F se inyecta compactamente

enE.

Antes de enunciar uno de los resultados més usados en el estudio del trabajo, se

define el siguiente valor.

Definicién 1.32 ([17] Exponente critico de Sobolev caso p = 2). Al siguiente valor

se lo dice exponente critico de Sobolev
ot 2 N>2
400 N =2

1

N-

N[—

1 _
2% T

Teorema 1.27 ([11] Rellich-Kondrachov). Sean Q) C RN, abierto y acotado de clase
cl, y N > 3. Entonces

HY(O) — LP(Q) Vp e [1,27].
La inyeccién es compacta si g € [1,2%).
Demostracion. (Ver [[11], pag. 285] teorema 9.16). O

Observacién 15. En el teorema anterior, se puede reemplazar el espacio Hj(Q) en
lugar de H'(Q)), ya que uno puede usar una extensién canénica nula fuera de O,
la cual es vélida para cualquier dominio, por lo tanto el teorema anterior también
se satisface si en lugar de H'(Q) se usa el espacio H}(Q)), para més detalles de la

justificacion ver la observacion 20 de [11].
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Capitulo 2

Problemas elipticos semilineales con

peso indefinido

En este capitulo se definira el problema a estudiar y en consecuencia el funcional
de energia asociado, en el cual se aplicard la teoria del capitulo 1, es decir, aqui se
mostrard que el funcional de energia asociado al problema es diferenciable, débil-
mente semicontinuo inferior y que satisface la condicion de (PS)., para todo ¢ € R,

entre otras propiedades ttiles en la biisqueda de sus puntos criticos.

2.1. Definicién del problema

Sea () C RN abierto y acotado con frontera 9Q) de clase C'.

Se estudiard el siguiente problema

{ —div(h(x)Vu) + q(x)u = Aw(x)f (1) x €0 2.1)

Bu =20 sobre 9Q)

con Bu = g—;‘, donde g—z denota la derivada normal exterior de u, es decir, Vu -n = %,

con 7 el vector unitario normal a (), apuntando hacia afuera.
Los datos g € L®(Q)),q > 0 c.t.p.en O, h € L*(Q) con condiciones de elipticidad,

es decir, existe 8 > 0 tal que
h(x) >0 ctp xe€Q, (2.2)
w € L*(Q) una funcién que puede cambiar de signoy f € C!(R) tal que
f1) f(s) = 0,¥s <0
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f2) f(s) >0,¥s>0,f#0
f3) |f(s)| <a+bls|”,0< 0o <2*—1,a,b>0

fa) dimio 2 = 0

f5) limi—s 4o ( — [tP~ 2) O paratodo2 < p < 2*
f(s

(s)

fe) Existe >0, 0<f() < Bparatodos,t € R.

—S

Definicién 2.1. Se dice que f presenta un crecimiento:

e Subcuadratico,si0 <o +1<?2

Cuadrético,sic+1 =2

Supercuadratico,sic +1 > 2

Subcritico,si0 < o+ 1 < 2*

Critico,sioc +1 = 2*
e Supercritico, sic +1 > 2*.

Observacién 16. Se dice que el problema 2.1 es semilineal con peso indefinido, ya

que el dato f no es necesariamente lineal y el dato w cambia de signo.

2.1.1. Solucién débil del problema

Formulacion Variacional

Suponiendo que el problema 2.1 tiene una solucién 1, multiplicando por

@ € C®(Q) en la primera igualdad e integrando sobre Q,

/ div(h(x)Vu) godx+/ xX)updx = /\/ (u)pdx.

Luego de las propiedades de divergencia,
div(h(x)Vug) =div(h(x)Vu)e + h(x)Vu - Ve,

reemplazando esto en la igualdad anterior y usando el teorema de la divergencia de

Gauss-Green,

/ div(h(x)Vug) dx-l—/ x)Vi - Vgodx—i—/ u(pdx—A/ (u)pdx
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_/an (x)Vu - n(pds+/ x)Vu - Vq)dx+/ uq)dx—/\/ (u)dx.

Como u es una solucién del problema 2.1, entonces Vu - n = 0, por lo tanto se tiene

/Qh( x)Vu - V(pdx+/ u(pdx—/\/ (u)pdx.

Dado que ¢ fue arbitrario, la tltima desigualdad se satisface para todo ¢ € C*(Q)
y, puesto que este espacio es denso en H'(Q)), entonces también se satisface para
todo ¢ € HY(Q).

De todo esto se define la solucién débil del problema 2.1

Definicién 2.2. Se dice que u es una solucién débil del problema 2.1, si u € H'(Q)

satisface la siguiente igualdad
/Qh(x)Vu-Vvdx—k/Qq( x)uvdx = A/ w)vdx Vv € HY(Q). (2.3)

Observaciéon 17. Si en el problema 2.1 se tuvieran condiciones de Dirichlet ho-
mogéneas’, entonces en la formulacién variacional se deberia tomar una funciéon
@ € CL(Q), asi por la densidad de C}(Q) en H}(Q), se sigue que la definicion de
solucion débil, para este caso, seria una funcién u € H(l) (Q)) tal que satisface la ecua-

cion 2.3.

El objetivo del trabajo es estudiar las soluciones débiles de 2.1, que son los pun-
tos criticos del funcional de energia asociado a este problema, el cual se define a

continuacion.

2.2. Funcional de energia asociado

Se analizard los puntos criticos del siguiente funcional

I:H'(Q) — R
u — I(u) = %](u) — AD(u),
donde
J:HY(O) - R ®(u): HY(O) - R

u— J(u) =a(u,u) u— d(u) = /Qw(x)F(u)dx,

1Bu = u = 0 sobre la frontera de Q.
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con

a:H (Q)xH(Q) - R 2.4)
(u,0) = a(u,v) = [h(x)Vu-Vodx + [q(x)uvdx ‘
y F, la primitiva de f
F:R —- R
(2.5)

t o F(t) = [y f(s)ds.

2.2.1. Propiedades del funcional de energia

En esta parte se estudiara primero las propiedades del funcional |, seguido de
las propiedades de ®, para concluir con las propiedades de I.

Por lo tanto se consideraré el espacio de Hilbert H!(Q)) con la siguiente norma
lullt ) = IVull +[lull; « € HY(Q),
inducida por el producto escalar
<0 >p)=< Vi, Vo >pq) + <0 >pq) U0E HY(Q).
De la definicién de norma en H'(Q)), se tienen las siguientes relaciones
IVully < [[ullmq) vy Hulla <l (2.6)
para todo u € H'(Q).
Ademas de las condiciones de elipticidad de h € L*(Q), se sigue la siguiente
desigualdad.
01IVul < [ hx)|Vuldx < |Inll, IVull} vueHY(Q). @)
Asi cuando sea conveniente también se considerara el espacio H!(Q)) con la norma
lulfy = [ 1) [ Vuldx+ [ull} e H(Q),
inducida por el producto escalar

<U,v >p= /Qh(x)Vu Vodx+ <u,0>pq) w0 € HY(Q).
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Propiedades del funcional |

Se empieza esta parte exhibiendo un resultado que compila todas las propieda-

des y desigualdades del funcional |, que surgen directamente de la definicién.

Lema 2.1. Sea QO C RY abierto y acotado, y sean h,q € L*(Q) como en el problema

2.1, entonces

1. J(u) > 0 para todo u € H'(Q), es decir, a es positiva.
2. ] es homogéneo de grado 2.
3. J(u) = J(|u|) para todo u € H'(Q)).
y ademads se satisface la siguiente desigualdad
0||Vul3 < J(u) Vue H(Q) (2.8)

Demostracién. Sea u € H'(Q)).
Parte 1. De las condiciones de elipticidad de i y como g > 0 c.t.p. en Q).

T(u) = a(u,u) = /Qh(x)|Vu|2dx+/Qq(x)u2dx > 9/0|Vu|2dx >0

De esta desigualdad se sigue directamente la desigualdad 2.8

Parte 2. De la linealidad de la integral y del operador V, se tiene
J(cu) = / h(x)|Veu*dx + / q(x) (uc)?dx
Q Q
=c? /Qh(x)]Vu\zdx + 2 /Qq(x)(c)zdx = c?J(u)

para todo c € R, es decir, | es homogéneo de grado dos.

Parte 3. de la igualdad 1.3, se tiene

J) = [ n(x)|[VuPdx+ [ g@epar= [ no)|ViulPdx+ [ o) = J(ju))
[

Proposicién 2.2. Sea QO C RN abierto y acotado, y sean /1,q € L*(Q) como en el pro-
blema 2.1. Entonces el funcional | es de clase C! convexo y débilmente semicontinuo

inferior.
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Demostracién. Para mostrar que | es de clase C!, convexo y débilmente semiconti-
nuo inferior, por el ejemplo 4, basta mostrar que a es una forma bilineal simétrica,

positiva y continua.

Del lema anterior se sabe que a es positiva, la bilinealidad y la simetria de a, se
siguen directamente de la bilinealidad y simetria del producto de funciones junto

con el producto escalar en RY, y de la linealidad del operador V vy la integral.

Sean u,v € H'(Q). Como h,q € L®(Q) por la desigualdad 2.6 y la desigualdad

de Cauchy, se obtiene
au,0)| < [ 1)V Voldx + [ [g(x)]uoldx
<[l [ 1Vu- Voldx+[lgll, [ fuwoldx
Q Q
< (1]l 1172l 19211 + 14]]o 1]l 2]l d
< (1B lleo + 1alloo) el 121120

tomando Cy, , := ||h]|, + |[q][ > 0y como u, v fueron arbitrarios, se tiene la conti-

nuidad de a.

Asi a es una forma bilineal, simétrica, continua y positiva, por tanto se obtiene el

resultado. ]

Otra propiedad interesante es la coercividad de a, ya que si ésta fuese coerciva,
por la observacién 31, a definirfa un nuevo producto escalar para H'(Q) y | serfa su
norma inducida.

Sin embargo, esta propiedad no es tan evidente en todo el espacio H!(Q))?.
Dado que g > 0 c.t.p. en (), entones de la monotonia de la integral, se tiene que
Jaq(x)dx >0, es decir,

/Qq(x)dx>0 0 /Qq(x)dx:o_

Note que cuando [ g(x)dx = 0, entonces g = 0 c.t.p®, mientras que si

2g es coercivo en V), gracias a la desigualdad 1.4.

3Puesto que g € L®(Q), entonces g € L'(Q). Ademds, dado que g > 0 c.t.p. en Q, se sigue lo
afirmado

llqll; = Jq lg(x)|dx = [ g(x)dx =0siysolosig = 0c.tp.
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Jq q(x)dx > 0, los dos siguientes resultados establecen que a es coerciva.

Para la demostracion de estos resultados se siguen las ideas de [8].

Teorema 2.3. Sea ) C RN abierto y acotado, sean /1,q € L*(Q)) como en el problema

2.1.Si [, q(x)dx > 0, entonces existe una constante C > 0, tal que
J(u) > C/ u?dx uc HY(Q).
0

Demostracion. Se hallard la constante C > 0 que satisface la desigualdad, mediante

el siguiente problema de minimizacién.

ming e p1(q) J(v)
s.a (2.9)

[full, =1

El problema 2.9 esta bien definido, pues de la parte 1 del lema 2.1, el funcional | est4

acotado por abajo, por 0.

Ahora se mostrara que el problema 2.9 tiene solucién, para ello se define el si-
guiente valor

C:= irelgj(v), S={uecH(Q):|lull,=1}.

De la definicon de infimo se sabe que existe una sucesiéon minimizante (u,),eN en

S, tal que J(u,) — C, por lo tanto
M >0, |J(un)| < M, Vn € IN.

De esto y las hipotesis que satisfacen & y g, se sigue que la sucesion (u,),en estd

acotada en H'(Q)), en efecto
linlny = [ IVualdx+ lanld < ¢ [ 1Vn Pt +1

1 o1 5 1
< — _ —
< 9/Q|Vun| dx+0/0q(x)undx+1 Gj(un)Jrl

1 _

para todo n € IN.
Dado que H'(Q) es reflexivo, existe ii € H'(Q), tal que u, — @ en H!(Q), del

teorema 1.27 se sigue u — i en L?(Q)), en consecuencia ||uy||, — ||| en R y como

||un||, = 1 para todon € IN, entonces ||i||, =1, asi il € S.
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Luego, como | es débilmente semicontinuo inferior, se sigue que il es solucién

del problema 2.9, pues

C =liminf J(u,) < J(i) = C = J(a).

n—o0

Acontinuacién se mostrard que C es positivo, de la parte 1 del lema 2.1, se sabe
que C > 0, entonces basta mostrar que C # 0.

Por absurdo se suponde que C = 0

C— (@)= /Qh(x)|Va|2dx+/Qq(x)a2dx —0

entonces

/Qh(x)|Vﬂ|2dx —0 y / g(x)a2dx = 0

Si [ h( x)|Vi|?dx = 0, entonces de la desigualdad 2.7 Vii = 0 c.t.p. en Q, es decir,
il es una constante c.t.p. en ().

Asiy como 0 = [, q(x)i?dx = i* [ q(x)dx, entonces 0 = [, q(x)dx, lo que contra-
dice la hipétesis, por lo tanto C # 0.

De todo esto se obtiene

](u)zC/ u?dx Yu € S.
o)

Ahora se mostrara que la desigualdad anterior se satisface para todo u € H'(Q).
Sea u € H'(Q), si u = 0 se sigue directamente el resultado. Si u # 0 de la desigual-

dad anterior y la homogeneidad de | se obtiene

’(uuqu ) s (HuHHl )

;](u) > C—/ u*dx
[Jul £ [lullt ) 70

Q) (@)

u) ZC/ u?dx
o)

Por lo tanto se obtiene el resultado. ]

Corolario 2.4. Con las hipétesis del teorema anterior, el funcional ] es coercivo, o lo

que es lo mismo, a es coerciva.

Demostracion. Suponiendo que se satisfacen las hipétesis del teorema anterior, se
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tiene que existe una constante C > 0 tal que
1
/Quzdx < 2J(w) Vue H(Q).

Con esto y las condiciones de elipticidad de h, 2.2, se obtiene la siguiente desigual-
dad

1l 2 z/ |Vu|2dx+/0u2dx§%/Qh(x)|Vu|2dx+%](u)
6/ h(x) |Vu|2dx+é </Qh(x)|Vu|2dx+/Qq(x)u2dx)
1 1 1
< (E—FE)/Qh(x)|Vu]2dx+E/Qq(x)uzdx+§/0q(x)uzdx
1 1
= (5 + E) J(u)

para todo u € H'(Q).

De la igualdad anterior se sigue que ] es coercivo

0C 2
lim J(u) > lim —— ||ul|g1(q) = +°.
1] 10y = +00 ] g1y —++00 0 + C (@)
Y equivalentemente tomando Cy := 9 +C > 0, se tiene que a es coerciva. O

Observacién 18. Si [, g(x)dx = 0, ] no es coercivo, pues paran € H'(Q) constante,

se tiene
lim J(n) = lim (/ h(x)|Vn|2dx—|—/ q(x)nzdx)
H”HH1(Q)_H‘°° \|n|\H1(Q>—>+oo Q Q

= lim (nz/ q(x)dx) =0.
||n Q)—H—oo 0O

HHl(

Observacion 19. De la observacién 17, se puede notar que el funcional de energia
asociado al problema 2.1, con condiciones de Dirichlet homogéneas es el mismo fun-
cional que se ha definido en esta seccion, pero sobre el espacio Hj (Q2)

(I : H}(Q)) — R). Debido a que en este espacio se satisface la desigualdad de Pon-
cairé, se puede mostrar que el funcional, ], siempre es coercivo independientemente
del dato 4.

Propiedades del funcional ®
Proposicién 2.5. Sea f € C}(R), se tiene
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Fy) F(0) =0

F,) Si f satisface fi, entonces F(t) = 0 para todot <0

F3) Si f satisface f1 y fo, entonces F(t) > 0 para todo t € R
Fy) Si f satisface f1 y fo, entonces F es creciente

Fs) Si f satisface f3, entonces existe by > 0, |F(t)| < at + by |t|” ! para todo t € R.

Demostracién. Fj se sigue directamente del hecho de que la integral en un punto es
0.

F(0) = /Oof(s)ds —0.

Sea t < 0, como f; se satisface entonces f(f) = 0y dado que F es la primitiva de
f, se sigue que F'(t) = f(t) = 0. En consecuensia F es constante para todot < 0y

como F(0) = 0 obtenemos F,.

Ahora, supongamos que f; y f» se cumplen, entonces tenemos
f(s) >0 VseR,
asi gracias a la monotonia de la integral se sigue F3
t t
F(f) = / F(s)ds > / 0ds = 0.
0 0

Y como F/ = f >0, es decir, F es creciente se sigue F;.

Finalmente, supongamos que f3 se cumple, entonces
t t t 1
F()] < /0 F(s)|ds < /0 ads +/0 bls| s = t + b——s|"*!
tomando by := bglﬂ > 0 asi se sigue Fs. O

A continuacién se mostrard propiedades de diferenciabilidad y de compacidad

del funcional .

Lema 2.6 ([9]). Sea f € C!(R). Si f satisface f3, entonces ® € C(H!(Q)).

Demostracién. Primero se mostrara que @ es Gateux diferenciable.
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Sean u,v € H'(Q), se probaré que la aplicacién Dg (P (u)), dada por:

De(@(1))o = }1_% D(u+ tvt) — D(u)

es lineal y continua en H'(Q)).

De la linealidad de la integral y la definicién de ® se puede escribir

De(@( v—hm/ w(x u+tv) F(u)]d

t—0

X.

Por el primer teorema fundamental del cdlculo, se sabe que F es diferencible en R,

pues f € C!(R), por tanto se satisface la siguiente igualdad

%g% w(x)[F(u +ttv) — F(u)] — w(x)f(u)o (2.10)

Por otro lado, se define la funcién:
T(t) = F(u+tv), VteER,

como F es diferenciable y la recta también lo es, se sigue que T es diferenciable con
T'(t) = f(u+ to)v.
Asi aplicando el teorema de valor medio para 7, existe ¢, |¢| < |¢| tal que

= [f(u+¢o)o].

‘F(u—i—tv) — F(u)
t

Con esto, gracias a que f satisface f3 y como ¢ > 0 del lema C.1 existe C, > 0 tal

que;

t t
= |w(X)|[f(u+ ¢v)o| < |w(x)[(@+ blu + ¢v|7) 0]

< alw(x)|[o] + bColw(x)|[ul o] + bCo¢|w(x)| [o] .

w(x)[F(u—Ftv)—F(u)]‘ ()| ‘F(u+tv)—1—“(u)

Para continuar se vera que
z := alw|[v] + bColwl[u|"[o| + bCog” |w(x) 0|7 € L1(Q),
en efecto, por el teorema 1.27 existe C > 0 tal que
[ alw)lleldx = 7 [ Jw()lloldx < allwl oyl [oll ) < aClwll(oy ol oy

De la desigualdad de Holder para - + -2- = 1y como ¢ + 1 < 2*, entonces del
g para -9 T 711 y
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teorema 1.27 existe C; > 0 tal que
| bCelo(x)lul"loldx < bCollwl 1oy [ JulTo

< iColollimoy [, 175) " ol

= bCol[w]| oy [|ul|Ter1 (e 10l 41 ()

< Cobet Gl [w]| Loy |4l [T ) 101 1) < oo

Por lo tanto se tiene

w[F(u+ tv) —
t

Q)] ‘ <z zell(Q) 2.11)
Aside 2.10 y 2.11 aplicando el teorema de convergencia dominada se obtiene

Dg(®(u))o = / w(x) f (1) vdx.

O

Seguidamente se mostrara que Dg(®(u)) € (H'(Q))*, la linealidad se sigue de
la linealidad de producto de funciones y la linealidad de la integral.
Ademads por lo realizado anteriormente sabemos que existen constantes C,C; > 0

tal que

De(@(m))el < [ o) feldx < [ fw(x)|(@+blul)oldx
< aCllwl (e 121 0y + CFCabl ol [ 1] 55 gy o

= (@Cl|wl|r= () + CT Cabl[w| [ (o) [|ul [ ) 9] 1)

Ahora se verd que ® es Fréchet-diferenciable, para ello basta probar que
Dg(®(+)) : HY(Q) — (H'(Q))* es continua.

Sea (uy)reN Una sucesién que converge a u en H!(Q)). Del teorema 1.27 con
g =0 +1< 2% setiene uy — uen L7"1(Q)) y en consecuencia existe una subsuce-

sion tal que

i) Ug; — uc.tp.en e Q

ii) 3z € L7M1(Q), tal que |ug,| < zctp.en € Qparatodoj € N
de la continuidad de f,

w(x)f(ug) = w(x)f(u) ctp. en Q
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entonces
o+l

lim ‘w(x)f(uk].)—w(x)f(u) " =0 ctp. en O (2.12)

]—00

¢7+1

De la propiedad f3 de f y como > (0 gracias al lema C.1 existe C,41 > 0 tal que

oc+1 f7+1

< )] (If )|+ fw)]) 7
Con (|f<uk>|"T“+rf< )1%)
Con 1+ blug || + |2+ bJull ")

Ci (za%“ +b5 [|uk].|‘7+1 + |u|0‘+1]) .

IN

w(x) f(uy;)) — w(x) f(u)

IN

(x)
w(x)| T
w(x)|”
w(x)

o+l
[

o+1
[

IN

ﬁ+

IN

x)|

Dado que ¢ + 1 > 0 entonces la funcién 7(t) = t“*1 es creciente para todo + > 0,
pues T/(t) = (¢ + 1)t > 0. Asi de ii) existe z € L1 (Q), tal que

|uk].(x)]f’+1 <z(x)"™ ctp. x€Q VjeN

entonces

() f (1, (%) = w(x) f(u(x))

< y(x) (2.13)

con

¢7+l o+1 o+1

y(x) = lw(x)| ¥ Chy (207 +07 |20 + fu(x)1*] ).

Se verd que y € L!(Q), en efecto, como w € L®(Q) y la funcién t(t) = 5 es

creciente, se sigue
o+1 o+1 11
€26 [ ) ? |21 < €y b ol 5 I < e
Se obtiene el mismo resultado para el término
o+1 o+1 ‘U+1

Conb v |w(x)] < [u

De 2.12 y 2.13, por el teorema de convergencia dominada, de la desigualdad de

Holder y por el teorema 1.27, se tiene

D6 (®(ux;)) — D (P(u)[| (1)) = 1/ |w(f (ux;) — f(u))]|v]|dx

Hul\m

o+l o+l
B 1(/rw () = £(0) 7' ax) ™ ol
H1 -

<c( /Q ) () = £ ()] )

Hu
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Se ha probado que para cualquier sucesién convergente en H'(()), ésta posee una
subsucesi6n tal que D¢ (P(u;)) — Dg(®(u)) en (HY(Q))*.

Por lo tanto Dy (®(-)) es continua y en consecuencia ® es Fréchet-diferenciable, con

Dr(®(w))o = De(®(u))o = [ w(x)f(u)ods.

O

Dado que Dp(®(+)) = Dg(®(+)) y como Dg(®(+)) es continua en H'(Q), se sigue
que Dp(®(+)) también es continua en H'(Q) y asi ® es de clase C! O

Lema 2.7 ([4]). Supongamos que f satisface f;. Entonces el operador
@' : HY(Q) — (H'(Q))* es compacto.

Demostracién. Gracias a que H'(Q) es reflexivo, entonces para probar que @' es

compacto, basta comprobar que

(V(tn)pen en HYQ))(uy — u= &' (uy) = @' (u) en (HY(Q))).

Sea (uy)neN una sucesiéon en HY(Q) tal que u, — u, del teorema 1.27 se sigue
que u, — uen L7TH(Q)).
Apartir de aqui la demostracion es idéntica a la demostracion realizada en el lema

2.6, de donde se obtuvo que
& (uy) — @' (u) en (H'(Q))*
Asf se sigue el resultado. O

Lema 2.8. Si f satisface f3, entonces ® es débilmente continuo.

Demostracién. Sea (uy),eN una sucesién en H!(Q)), que converge débilmente a
u € H'(Q). Del teorema 1.27 se sigue que u, — u en L°1(Q), en consecuencia,

existe una subsecesion (uy, )ken de (4n)nen tal que
i) up (x) > u(x) ctp xeQ
ii) 3z € L7T1(Q), tal que |uy, (x)] < z(x) ctpx € QVk €N

Del primer teorema fundamental del célculo, se sabe que la funcién F es diferencia-

ble, por tanto continua y asi por i)

w(x)F(un, (x)) = w(x)F(u(x)) ctp xe€Q (2.14)
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de Fs, por ii) y realizando un procedimiento similar a lo realizado en 2.13, se puede
mostrar que
[w(x)F(un(x))] <y(x) x€Q (2.15)

cony = |w|(az + b;z'*1) € L1(Q).
De 2.14 y 2.15 gracias al teorema de convergencia dominada, se obtiene

lim [ () F (1, (x))dx = /Q w(x)F(u(x))dx.

Se ha probado que cualquier sucesién u, — u en H!(Q) entonces

lim ®(u,) = O(u) (2.16)

n—0o0
asi ® es débilmente continuo.
O

Proposicién 2.9. Sea Q) C RY abierto y acotado, sean 1,q € L®(Q) como en el
problema 2.1. Si f € C!(RR) satisface f3, entonces I es de clase C! y débilmente

semicontinuo inferior.

Demostracion. Si se supone que h,q € L*(Q)) como en el problema 2.1, entonces de
la proposicion 2.2 se obtiene que J es de clase C! y como f € C!(R) satisface f3,
entonces por el lema 2.6, se sigue que ® también es de clase C!. Por lo tanto, dado

que I es la suma de 1] y A®, se sigue que I es de clase C'.

Ahora se mostrara que I es débilmente semicontinuo inferior.
Sea (uy)neN una sucesion en H!(Q)), que converge débilmente a u € H'(Q), de la
proposicion 2.2 se sabe que | es débilmente semicontinua inferior, entonces

J(u) < liminf J(u,). (2.17)

n—oo

Ademads del lema 2.8 se tiene que ® es débilmente continuo, es decir, se cumple 2.16.

Por lo tanto de las propiedades de liminf y las ecuaciones 2.16, 2.17, se obtiene el

resultado
1 o1 ]
I(u) = E](un) —AD(u) < lljgglolélf E](un) - nlgrolo AD (uy)
o1 . .1
= 11%1;1;&5](1,1”) — lli?lg}f/\(D(un) < llr?l)g}f (Ej(u”) — )\CID(un))
= l1ﬂg1fl(un)
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Observacién 20. De la misma forma todas las propiedades de diferenciabilidad,
compacidad y débilmente semicontinuidad inferior se satisfacen cuando I esta defi-
nido sobre el espacio H} (), ya que este espacio es reflexivo y se satisface el teorema
1.27.

2.2.2. Condicion de Palais-Smale

El propésito de esta parte es mostrar que el funcional I satisface la condicion de
(PS)e.
Se procedera a mostrar que cualquier sucesion de (PS). para I estd acotada y en

consecuencia que posee una subsecesién convergente.

Demostrar que una sucesién de (PS), para I estd acotada, no es una tarea senci-
lla y se necesita separar los casos cuando f presente un crecimiento subcuadrético
y subcritico. No obstante mostrar que una sucesion de (PS). para I acotada posee
una subsucesion convergente, es mas sencillo y no es necesario separar estos casos.

Por este motivo se empieza exhibiendo el siguiente resultado.

Proposicién 2.10. Si f satisface f3, entonces cualquier sucesion de (PS), para I aco-

tada posee una subsucesién convergente.

Demostracién. Sea (un)nen una sucesion en H'(Q), de (PS), para I acotada. Co-
mo H'(Q) es un espacio reflexivo, existe una subsucesién, notada de la misma ma-
nera que la sucesion, y u € Hl(Q), tal que u, — u, entonces del teorema 1.27,
||un —ul|, — 0.

Por lo tanto para mostrar que u, es convergente, basta mostrar que
Recordando que una sucesién de (PS). para I satisface;

i) I(uy) — ¢

i) I'(uy) — Oen (HY(Q))*.
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Luego, dado que u, — u'y como I'(u) € (H'(Q))*, entonces de la definicion de

convergencia débil, I'(u)u, — I'(u)u. Con esto y por el item ii), se sigue
(I'(u) = I'(uy)) (tty — 1) — 0. (2.18)

Ademés, de la compacidad del operador @', se tiene que @' (u,) — ®'(u) en (H'(Q))*
y como (i, )enN estd acotada en H'(Q)), existe M > 0 tal que
(@ (un) = @ (1)) (un — 1) | < || @ (1n) = D" (W)]|[ g1 ) 1tm — w1 )
< (1) = ') gy (0l + il o

< HCD,(M”) — <1>’(u)]|(H1(Q))* <M+ ||uHHl(Q)> ’

asi cuando n — oo se obtiene (¥’ (u,) — P(u))(uy — 1) — 0.

De esto y por 2.18, se obtiene que J(u, — u) — 0, en efecto

(1 () — " (atn) ) (1 — ) = I00) tr — 10) — 1 (1) 1 — )
=a(u,uy —u) — A® (u)(uy, — u)
— a(uy, uy — u) + A (uy) (uy — u)
= J(un — u) + M () — @' (1)) (un — )

tomando el limite cuando n — +oo, se sigue que J(u, — 1) — 0. Y por la desigual-
dad 2.8 se tiene que ||Vu, — Vu||, — 0. O

Ahora se mostrard que una sucesiéon de (PS). para I, esta acotada. La prueba
para el caso en que f presente un creciemiento subcritico y supercuadréatico es muy
compleja y es necesarios mostrar primero 2 resultados, a diferencia del caso en que f
presente un crecimiento subcuadrético. Por esta razon se ha omitido la demostraciéon

del caso subcuadratico en esta parte.

Lema 2.11. Sea f € C'(R), entonces para todo € > 0, existe J. > 0 tal que;
Si f cumple f4

fa,) |F(t)| < et? para todo |t| < ée.

Si f cumple f5

f5,) |pE(t) — f()t| < e (1+ L) |t|* para todo t > &
fs5,) —F(t) < §|t|2 — %|t|p para todo t > J,

f53) —f(t) < elt| = [t[P~! paratodo t > de.
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Demostracion. Sea f € C'(R).
Si f, se cumple, dado que F y t? son derivables y, lim; ,o F(t) = lim; ,ot> = 0,

entonces por la regla del Hopital, se tiene f4,

lim izt) = lim & = 2lim ]ﬂ =0. (2.19)
t—0 t t—0 2t t—0 t

Asi de la definicion de limite se sigue fy, .

Ahora, si se supone que f satisface f5, entonces para cualquier € > 0 existe
de > 0, tal que
—els| < f(s) — |s|P72%s < es] (2.20)

para todo s > J¢, de esta desiguadad se obtiene directamente fs,.
Seas,t > 6. > 0.
Integrando sobre [0, ¢] en la desigualdad 2.20

€., 1 € ,2 €.,2

——|t" < F(t) — =|t|P < < |t F(t) — [t]P| < p=|t]*. 2.21

S < () =1t < S & |pF() — 1) < p3e @221)
De esto se sigue inmediatamente que f satisface fs,

€ €
CF(H) < Z |2 — Z|HP.
(1) < 3l =

Multiplicando t en 2.20
—elt? < f(O)t — [t < et & [f()t — [tF] < et 222)
Combinando las desigualdades 2.21 y 2.22
[PE(t) = F()H < [pF() = [t + |f(0)t = 7] < po e + et = (14 5) el

Dado que la desigualdad anterior se satisface para todo t > &, entonces se obtiene
f51- [

Observacién 21. Seau € H'(Q) y sea § > 0, se define el siguiente conjunto
As i ={x € Qu(x) >}

Si f satisface f1 y fa, entonces F o u estd acotada en (A;)°.

En efecto, sea x € (As)¢, entonces u(x) < J. de las hipétesis f1 y fo se sigue la
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propiedad F;, es decir, F es creciente, asi
F(u(x)) < F(be) Vx e (Ap)S,

dado que f # 0,9 > 0y F > 0, se sigue que F(Jc) > 0. Por lo tanto, tomando
M := F(é¢) > 0 se sigue el resultado.

Lema 2.12. Sean A > 0y 2 < 0+ 1 < 2%, sean h,w € L®(Q)) como en el problema
2.1y f tal que satisface f1 — f3y fs. Si existe una sucesion de (PS). para I, ¢ € R,

entonces existen constantes, C, C > 0 tales que
2 -
J(un) < €C |[un|[ip ) +C (2.23)
para todo € > 0.

Demostracion. Si se supone que existe una sucesion (1, ),eN de (PS)., entonces se

tiene
i I(uy) > cenR
i I'(uy) — 0en (HY(Q))*

Del item ii se tiene I' (u,)u, — 0 en R, por lo tanto de i, existen constantes
M;j, M, > 0, tales que

' (uy) /\/ F(uy)dx

para todo n € IN.

< My ‘ Un) A/ f(un)updx| < My

SRT 1 * .
Sea n € IN, multiplicando por yyeon2 < p <2 en la segunda desigualdad y

sumando con la primera, se tiene
1 M,
2](un) < M —|—/\/ w(x)F(uy)dx 'y — —](un) < —— )\/ f(un)undx

Sumando las dltimas desigualdades y tomando C; := méx {Ml, %}

1 1
<§ - ;) J(un) < Cr+ — / J(PF (un) — f (un)un)dx
< oot e ) IPF(ue) = ()l
=C1+ G /Q |pF(un) — f(ttn)un|dx.
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Por otro lado gracias a que f satisface f5, entonces para todo € > 0 existe ¢ > 0
tal que se cumple fs .
Considerando el conjunto A;_, como en la observacioén 21 y como f satisface f1y f3,
entonces el término f(u,)u, estd acotado en (A, )°.
En efecto, si x € (A, )¢, entonces u,(x) <000 < uy(x) < de.
Cuando, 0 < u,(x) < ée de f3 se tiene que

) iy| < aluy| + bluy "t < ads —|—b(5"+1 =M; en (A5 )°
p €p

y cuando u,(x) < 0, de f1 tenemos |f (uy)u,| =0 < Mj.
Con esto junto con la desigualdad 2.6, la observacién 9 y el hecho* que 1 + % < 2F

se obtiene

[ PFGu) = flwualdx = [ [pF () = Flu)unld

de

+ e PP = el

€ <1 + g) /A |y |2dx

de

+ PG|+ £ )iz

e(1—|—2—)/ |un|2dx+/ )(pM—i—Ml)dx
(As.)*

< €2* [[un|[p () + Y ((A5)) (PM + M)
< €2" [[un [} o) +7(Q) (PM + M) = €2" [|un| |71 ) + Cs-

Combinando estas dos tltimas desigualdades obtenidas se sigue

1 1 x
(5—;) () < Cr +Cp (€2 [t [} ) + G )

—62*C2||Mn||H1 ) + G+ GG —€C4||“n||H1 )+ Gs.

Dado que (i — %

obtiene el resultado. ]

>>Opue52<p<2* tomando C = % y C = ¢

“Dado que N > 2, entonces ﬁ >0,y asi

122 (N y_2N-2_ N 2 _ N _,,
2 2\N-2) N-2 N-2 N-2 N-2
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Para mostrar el siguiente lema se considera el conjunto:
Q: ={x e Qw(x) >0},
el cual también serd de utilidad en el capitulo siguiente.

Lema 2.13. Sea A > 0y Q) C RN abierto y conexo, sean h,w € L®(Q)) como en el
problema 2.1, tal que

int(Q4) # @.Si f cumple f1 — f3con2 < 0 +1 < 2* y f5, entonces toda sucesién
de (PS)., c € R, para I estd acotada.

Demostracion. Sea ¢ € R. Por absurdo se supone que existe una sucesion (U, ),eN
de (PS)c que no estd acotada, es decir, ||un|| () — +00, asi por la igualdad 1.3 se
tiene

[ 1y — oo (2.24)

|t
\

Considerando la sucesion (vy,)eNn = (W
MHN ()

) y dado que se satisfacen las
€N

hipétesis del lema anterior, entonces multiplicando por en la desigualdad

1l @)
2.23, existen constantes C,C > 0 tales

1
! J(u,) < eC+ Vn € N, Ve > 0.

2 2
[ nl |1 () [ unl e ()

Por el lema 2.1 y tomando € = % para todo n € IN.

1 1
0 <J(lou|) < EC+

—_— n € IN.
HEPIre

Asi de la ecuacion 2.24, cuando n — oo, se sigue que | (vn) — 0, en consecuencia por
la desigualdad 2.8
|Voull, =0, (2.25)

Por otro lado, de la definicién de sucesion (v, ),en, es claro que,
|[on|| g1 () = 1 paratodon € N, es decir, la sucesion (vy),,cy estd acotada, entonces
de la reflexividad de H'(Q), existe una subsucesién, notada de la misma manera

que la sucesién, yv € H 1 (Q)), tal que v,, — v, asi de los teoremas 1.27 y 1.18 se tiene,

a) v, — ven L2(Q).

b) Existe una subsucesion (v, )ren;, tal que vy, (x) = v(x) c.t.p. en Q.
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Con esto y recordando que el funcional | es débilmente semicontinuo inferior, se

sigue que v es constante positiva, en efecto, gracias a 2.8
J(v) < liminf J(v,), es decir, || Vo|[5 <0,

entonces ||Vv||, = 0, en consecuencia, Vv = 0 c.t.p en (), es decir, v es una constan-
te. Ademas, dado que v,, > 0 para todon € Ny v,(x) — v, asi del item b), v,, — v
ct.p.en ), esdecirv > 0 c.t.p. en ().

Ahora se vera que v # 0. Si se supone que v = 0, entonces de item i) |[v,||, = 0y

de 2.25 ||V, |[, — 0, es decir, [[v|| 1) = 1 — 0, lo cual es absurdo.

A continuacién se mostrarad que existe una subsucesion de (u,),en, tal que

Iim |u, (x)| =400 ctp x€Q (2.26)

k—+o0
Sea €1 € (0,v), del item i7) existe Ki(€1) € N tal que

|t (%))

||u"k‘|H1(Q)

|ty ()|

>0 —€] (2.27)
|14 | ’Hl(Q)

v—e€ < <€er+v=

c.t.p x € Qy para ng > Kq(e1).

Sea € > 0, dado que |||uy,|| |H1(Q) — 400, entonces existe Ky ( € ) € N tal que

v—€1
€ €
|Hu""|||H1(Q) < v—e€1 v 2 Ko (0—61) '
Tomando K(€) := max {Kl(el),KZ (Uf€1>} se tiene para todo n; > K(e)
|4 (%)) €
|t ()| = [[ ]| § > (v—e)=e
1 Hzn ||H1(Q) |||u”kHH1(Q)| v — €

c.t.p x € (), es decir, se obtiene 2.26.
A partir de ahora se notara las subusucesiones extraidas de la misma manera que la

sucesion.

*

Continuando con la demostracién, dado que I’ (u,) — O en (H'(Q))*y

1 — 0, se tiene
|Hun|HH1(Q)

f(”n) 1
h(x)Vou, - Vodx — A | w(x)————pdx -0 Vo e H (Q).
/Q (X)Von- Ve /Q ()H|”n|’|Hl(Q)q) ’ =
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Ademads de la desigualdad de Cauchy Schwarz

0< | [ 1(x)V0n- V| < |Ihlls IV oull, | Vel
por lo tanto, cuando # — co por 2.25, [, h(x)Vv, - Vodx — 0y en consecuencia
A / Tnlla #x 0 Yoe HY(Q), (2.28)
|||un|||H1

Sea ¢ € C(Q) tal que supp(¢) Cint(Q4 ).

Se define la sucesion

——A/ ———————@dx Vn € N.
||un|HH1 ()

Del lema 2.11 parte f5,, se siguen las siguientes desigualdades

- W) |
o= oo Ten ey 7
. w(0) )WW w(x)f (i >| "

supp(@)NA;, |||MHH|H1
Mlw|] o quHoon(Q)

supp(@)NAg, |H”n|||H1
w(x)(eun — |un|p*1)|<p|

<A dx +
supplonAs. Ml 4T
< Ae [ w(x)olgldx - A  otoron, Pl ool + Tl
< e |[wllo l1onll, llgl]; — A /SMPP(W% W) il onl el +
A g, N onlold el sl +

con € = A ||| [[¢]]o Mi7(QQ).
Luego, gracias 2.27 y a que w > 0 en supp(¢), entonces

, P_Z — , p—z , —
i)l 2ol lg] = w(x) o] lim_ il 2 lim_[o,] = +oo

Asi para todo € > 0, existe N,

/ w(x) [un () [P [0 (x) || @(x)dx > ey (supp(@) N As,)
supp(@)NAs

Dado que € > 0 es arbitrario se sigue que

lim A w(x) |ty [P0, | @ldx = +o0
nteo Jsupp()NAse
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De esto y tendiendo n — +oo se sigue que b, — —co, sin embargo de 2.28 b, — 0,

lo cual es absurdo. Asi se sigue el resultado. O

Observacion 22. El lema anterior establece que cualquier sucesion de (PS), para I
estd acotada, cuando () es conexo, entonces de la proposiciéon 2.10 se sigue que po-
see una subsucesion convergente, asi se ha mostrado que I satisface la condicién de
(PS)e.

Debido a que no es necesaria la coercividad del funcional, ], para mostrar que I
satisface la condicién de (PS),, es claro que I : H}(Q)) — R también satisface la
condicién de (PS),, cuando f presente un crecimiento supercuadrético y subcritico.
Sin embargo, si se realiza una demostracion para este caso particular, basta mos-
trar que cualquier sucesion de (PS). estd acotada, esto ya que se puede obtener el

gradiente de I y escribir
u=VIu)—AV®(u) Yuc H)(Q)S5

Entonces se puede deducir facilmente que esta sucesién posee una subsucesion con-

vergente, gracias a las propiedades de sucesion (PS).

5Ver Anexos seccién C.3
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Capitulo 3

Existencia de soluciones débiles para
problemas elipticos semilineales con

peso indefinido

En este capitulo se analizaréd la existencia de soluciones débiles del problema 2.1.
Del capitulo anterior, se sabe que cuando [, q(x)dx > 0, a es coerciva, por el con-
trario si [ q(x)dx = 0, entonces a no lo es'.

De esta diferencia surgen dos problemas diferentes; el primer caso, serd conocido

como el caso coercivo, mientras que el segundo, como el caso no coercivo.

3.1. Caso coercivo

En esta seccion se trabajard con el funcional I, cuando [ g(x)dx > 0, es decir,
cuando la forma bilineal, a, es coerciva. Como ésta ademds es simétrica, positiva y

2

continua“, se puede escribir

I(u) = % ul[2 = Ad(u) Vu € H(Q).

Observacion 23. A menudo se usaré el siguiente hecho

el cual se obtiene directamente de la definicon de norma y F(0) = 0.

Ver corolario 2.4 y observacién 18.
2Ver la demostracién de la proposicién 2.2
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Se puede notar que si A = 0, el tinico punto critico de I es u = 03. De esta mane-

ra, se analizara los puntos criticos del funcional I, cuando A > 0.

Adicionalmente, de la propiedad f; se sabe que f(0) = 0, por lo tanto es claro

que 0 es un punto critico de I. El siguiente resultado afirma que 0 es un minimo local
de I.

Proposicién 3.1. Si [ q(x)dx > 0y f € C!(R) satisface f1 y f4. Entonces 0 es un

minimo local estricto de I.

Demostracion. Para mostrar que 0 es un minimo local de I, se mostrard que I satisface
las hipétesis del teorema 1.4.

Se empieza mostrando que I es dos veces diferenciable en 0. Recordando que
1
I(u) = E](u) +AD(u) ue H(Q).
Del ejemplo 3 se sabe que ] es dos veces diferenciable en H'(Q), con;

] (u)(v,01) = 2a(v1,0) Yu,0,01 € H(Q).

Ahora, se vera que ® es dos veces diferenciable en 0. Para ello se mostrara pri-
mero que &’ es Gateaux diferenciable en 0.
Sean v,v; € H'(Q). Como f satisface fy, entonces ®'(0) = 0%, asi se tiene:

@l _ @l ¢/
D (@' (0)0)0; = lim SO+ Vo=@ O _ P (to)o
=0 t t—0 t

Luego, de la propiedad f; se sigue:

limM = lim w(x)f(ton)or0 = w(x)vlvlim]M =0 (3.1)
t—0 t t—0 toqg t—0 toq

f(tv)

i”(]l

< M para t suficientemente peque-

y que existe una contante M > 0, tal que ‘

Nno, asi se obtiene

’ w(x)f(tvy)v

t

f (o)

= w(x)vyv o,

< w(x)vioM. (3.2)

3Si A = 0, para todo u € H(Q) se tiene I(u) = 3 Hu||i, por tanto si I'(u) = a(u,v) = 0 para todo
v € H'(Q), entoces u = 0. La unicidad se sigue del hecho de que la norma es extrictamente convexa.
#Si se satisface f1, ®'(0)o = [, w(x)f(0)vdx = 0 para todo v € H*(Q).

52



De la desigualdad de Cauchy y la desigualdad 2.6, Mw(x)viv € L1(Q), pues
[ Miw(xyoroldx < Mlfull, [ forelds < Mlwll o]l o]
< M[w||e o1l 1y [0l () -

Entonces de las ecuaciones 3.1 y 3.2, por el teorema de convergencia dominada se

sigue

Dg(®'(0)v)v; = lim wdx = [ lim de = 0.
t—0.J0 t Q=0 t

Dado que v, v; fueron arbitrarios, se sigue que Dg(®’(0)) = 0, con lo cual es claro
que es continua en 0, por lo tanto ®”(0) = 0.

En consecuencia I es dos veces dierenciable en 0 con:

1"(0)(v,v1) = a(v,v1) Vo,v; € H(Q).

Asi se sigue directamente que I”(0) (v, v) es coercivo, pues a lo es.

Ademas como @' (0) = 0, entonces
I'(0)o = a(0,0) + A®' (0)v =0 VYo € H(Q),
es decir, I'(0) = 0. Por tanto se sigue el resultado. O

Precisando de una vez, se trabajara con los valores propios 0 < A < Ay < ...
del operador —div(h(x)V) + g(x), con condiciones de Neumann homogéneas, y
sus vectores propios asociados {¢, } neN, los cuales forman una base hilbertiana para
L%(Q) y ortogonal para H!(Q)) y cuyo vector propio asociado al primer valor propio

es simple y positivo®.

3.1.1. Crecimiento subcuadratico

Aqui se estudiard I cuando f tiene un crecimiento subcuadratico, es decir, cuan-
do 0 < ¢+ 1 < 2. Se obtendré al menos dos soluciones no triviales de 2.3 distintas.
Esto, debido a que 0 es minimo local de I, entonces el teorema 1.14 nos dice que si se
encuentra un minimo de I diferente de 0, entonces se puede hallar un punto critico
del tipo paso de la montafia.

Por lo tanto se empieza mostrando que I es coercivo.

5Ver Anexos seccién B.1.
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Lema 3.2. Si f satisface f3 con 0 < ¢+ 1 < 2, entonces I es coercivo.

Demostracion. Si f satisface fz3 con0 < o+ 1 < 2, entonces por Fs y del teorema 1.27,

se tiene
1) = Il =4 [ (B = 2 |lul 3] |[ol., [ (@l + b]ul*dx

= 2 {Jull2 ~ Al o] (a||u|| + by [[ull751)
2 a (e 1 o+1
1 2 _ 1

> = [full; = [A] ]|y (3C1 ||l + b1 Cor [l
1 1
> = [ful[; = A] ||| max{aCs, b1 Cosa} (1Ml + l1ully ™)

para todo u € H'(Q).

Como 0 < o+ 1 < 2, entonces el primer término crece mas rapido que los
términos negativos.
Asi, de la desigualdad anterior, se puede concluir que I es coercivo

lim I(u) = +oo.
Hu|‘H1(Q)—>+OO

[

Lema 3.3. Suponiendo que f € C!(R) satisface f3 con 0 < ¢ +1 < 2, entonces I

posee un minimo global.

Demostracién. Si f satisface f3, entonces por la proposicion 2.9 y el lema 3.2, se tie-
ne que I es diferenciable, débilmente semicontinuo inferior y coercivo. Dado que
H'(Q) es reflexivo, entonces del teorema 1.6, se sigue que I posee un minimo glo-
bal.

Asi existe u; € H'(Q) tal que I(u1) = min, e 1) 1(0). O

Como se mencioné anteriormente 0 es minimo local de I, por lo tanto 0 podria
ser minimo global de I.
Por ello siguiendo las ideas de [25], se mostrard que para A > 0 suficientemente
pequefio, el tinico minimo global de I es 0 y para A > 0 suficientemente grande, el

minimo global de I es diferente de 0.

Teorema 3.4. Si f € C!(R) satisface fj — f3 con 0 < ¢ +1 < 2, f; y fe, entonces
existe A* > 0, tal que para todo 0 < A < A*, el tinico minimo global de I es 0.

54



Demostracion. Para empezar, se mostrara que existe A* > 0 tal que, I es estrictamen-
te convexo para todo 0 < A < A*.
Sean u,v € H'(Q) tales que u # v, como f satisface fs y de la desigualdad B.9, se

tiene

(I'(u) = I'(v)) (u—v) =I'(u)(u—v) —I'(v)(u —v)
=a(u,u—0v) —AD' (u)(u—v) —a(v,u —v) + Ad'(v)(u — )
:a(u—v,u—v)—)x/ﬂw(x) (f(u) — f(v)) (u—o)dx
= ||u — ]| 2—)\/ w(x) M(u—v)zdx

> M flu =0l - Al [ O 0 opar

— 0
> il =0l = Afwll B [ (1= o)
= (A1 — Allw]]o B) |11 — ol 3

Tomando A* := ﬁ, se tiene que si 0 < A < A*, entonces (A1 — A ||w]|,B) >0y

como u # v, se tiene
(I'(u) = I'(v)) (u—0) >0,

asi I es estrictamente convexo.

Por lo tanto, el minimo global de I es tinico y, como 0 es un punto critico de I, se

sigue 0 es el minimo global de I, siempre que 0 < A < A*. O

Lema3.5. Sea0 < 0 +1 < 2.Si [w(x)dx > 0y f satisface f, y fe, entonces existe
A > 0tal que A > A, el minimo global de I es diferente de 0.

Demostracién. De la hipotesis f, se sabe que f > 0en R* y f # 0, asi existe sy > 0
tal que f(sg) > 0, por lo tanto se sigue que F(s) > 0, para todo s > s.

Sea s > sy, como las funciones constantes pertenecen al espacio H ! (Q)), entonces

de la definicion de I se tiene



Dado que [, w(x)dx > 0, entonces F(s) [, w(x)dx > 0.
Asi para todo s > sg
. s Joq(x)dx

s) [qw(x)dx

se tiene que I(s) < 0y en consecuencia

>0,

min I(v) < I(s) < 0.
veEH(Q)

Fijando s; > sp y tomando

5. s Joq(x)dx
2F(s1) [ w(x)dx

> 0,

entonces para todo A > A, I(u) < 0 = 1(0).

Asi 0 no puede ser el minimo global y en consecuencia u; # 0. O

Observacién 24. Si f satisface f¢ y 4, w € L*(€) satisfacen
qu x)dx, fQ x)dx > 0, entonces

AF <A

Esto, ya que si f satisface fs, entonces se tiene que

f(t) _f(t)—f(()) S,B/ YVt >0,

t t—0

de esto se obtiene F(1) .
t
< . .
2 2,8, vVt >0 (3.3)

Ademds como w € L®((}), entonces se tiene la siguiente desiguadad
[ widx < o]l 7). (3.4)

H T para todo u € H'(Q). En particular

Luego por el teorema B.2, se sabe que A > ——14

para una constante ¢ # 0, se obtiene

||C|| fQ x)|Ve|?dx + [ q(x)c*dx _ c* [ q(x)dx

||C|!z Jo c?dx - 2y(Q)
y que Aq H?HZ si y solo si & es el primer vector propio asociado a A1, entonces
fQ g(x)dx
< JaT 72 (3.5)
7(Q)
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Asi de las ecuaciones 3.3, 3.4 y 3.5, se tiene el resultado

« M Jaa(x) fnq o qu(x)dx_
¥ = (ol < Tfr(@) = Fatap < Tey )~

A continuacién, se mostrara que existe A > 0, tal que para todo A < A < A, el
funcional I posee al menos dos soluciones diferentes. Sin embargo este resultado no
es posible demostrar de manera general y, se requiere definir hipétesis técnicas en

los datos g y w. Para ello se usara lo siguiente.

Observacién 25. Como 0 es minimo local estricto, existe p > 0, tal que
I(u) >0 Yue H(Q), ][y < P-
Por otro lado, de la demostracién del lema 3.2 se obtiene la siguiente desigualdad
1) > Sl — A 1) vue HY(Q
() 2 5 Nl = Al e (Il + ][5+ vu € H'(),
con k := max{aCy, b1Cy11} y A > 0.
Teorema 3.6. Sea 0 < p < pyseanw, g € L*(€)) como en el problema 2.1, tales que:

on x)dx >0

° qu( dx< p fQ
® HwHoo S p+Pa+1'

Si ademds que f € C!(Q) satisface f; — fy con 0 < ¢+ 1 < 2, entonces existen A,
A > 0, tal que para todo A < A < A, el problema 2.1 posee al menos dos distintas

soluciones débiles no nulas.

Demostracién. Una de las soluciones se hallard mediante el teorema del paso de la
montafia, para ello se empieza viendo que I satisface la condicién de (PS),, para
cualquier ¢ € R.

Sea (un)neN una sucesion de (PS),, es decir, una sucesion tal que
i I(uy) > cenR
i I'(u,) — O0en (HY(Q))*

Del item ii se tiene I' (1, )u, — 0en R, por lo tanto de 7, existen constantes
Mj, M; > 0, tales que

‘ 1|2 /\/ F(uy)dx

<M1 y

1| |2 A/ fup)updx| < My

57



para todon € IN.

Sea n € IN, sumando ambas desigualdades y tomando C = méax{M;, M,}, se

tiene

|un|| —/\/ F(ity) + f(tty)itn) dx < C.
De las propiedades fa y el teorema 1.27 se obtiene
3
5 lnnlly < €42 [ () (Flun) + () dx

< C+/\/Q (W (x)E(itn) + (it 1t |dx
(G lax-+ [ 1f ) lax )
§C+AHwHOO( / |un\dx+b1/ |un|‘7+1dx+a/ \un|dx+b/ ™ |‘7+1dx>

Za/ \uy|dx + (by + b) / |1y |‘7+1dx)

< CH A [wlloy (28C1 |lall, + (b1 +b)Cosr [[uall7),

< CH Al

< CH+A||w||o

es decir se obtiene la siguiente desigualdad.
3 o+1
5 tnlla = (k1 [funl g + 52 [Jual[g7) < C, (3.6)

con k1 := A ||wl]|,2dC1 y k2 := A||w|| (b1 + b)Coy1.

De esto se puede concluir que (u,),cN estd acotada, en efecto, si no estuviese
acotada, se tendria;

Hu”Hu — +o0.

Como 0 < ¢+ 1 < 2y, dado que el crecimiento cuadrddico es més rapido que el

lineal, se sigue

3 0‘+1)

5 itnla = (et [[unl | + K2 [[ua][77) = oo,

lo que contradice la equiacién 3.6. Asi la sucesion (i, ),cN es acotada, en consecuen-
cia por la proposicion 2.10, (u,),eN posee una subsucesion convergente, es decir, [

satisface la condicién de (PS)..

Ahora se verd que I posee una estructura del teorema del paso de la montafia.
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Sea 0 < p < p, de la observacion 25, se tiene

I(u) >0 Vue H(Q),||[ullm@q) =0

1 2 1
) > 2l 2= Al (Jlnll,+ lE) Ve (@)

En particular para [|u[| o) = p y como [[w]],, < p+p++1

1, 1
> _ o o+1 > 2 o

I(u) = 5p AIIWIIM(HP )_20 A,
entonces tomando A := 3p? > 0, se tiene que para todo A < A

1
ai=p* = Mfwllox (p+p7) >0,

es decir, cuando A < A, I satisface I.

Luego, del lema anterior, existe A > 0 tal que para todo A > A, la solucién débil
de 2.1, u; € HY(Q), satisface que I(u1) < 0, entonces 1]y > P > p, asi to-

mando e = u; se tiene que I satisface I,.

Hasta aqui se tiene que I posee una geometria del paso de la montafia, para todo
A < A < A. Porlo tanto, para completar la demostracion, se verificard que, en efecto,
A< A

Como [ g(x)dx < %Sll)pz Jq w(x)dx, se tiene

s [qq(x)dx

A= 2F(s1) [qw(x)dx

< -p*=A

N~

Finalmente se sigue que ¢, es un nivel critico, ¢, > a > 0, es decir, existe uy €
HY(Q), u # 0 I(uz) = cp. Dado que I(u1) < 0y I(uz) > 0, entonces u7 y up son

diferentes entre si y diferentes de 0, asi se sigue el resultado. O

Observaciéon 26. Con respecto al caso Dirichlet, puesto que la forma bilineal, a,
siempre es coerciva y, dado que H(Q)) y H} (Q) satisfacen las mismas propiedades,

entonces el teorema 3.6 se satisface para el problema 2.1 con condiciones Dirichlet.
Por otro lado, como la diferencia entre estos espacio es que las constantes pueden
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ser elementos de H'(Q)), pero no de Htl) (Q)), (excepto la constante 0). Entonces para
demostrar el lema 3.5, se debe suponer que int(Q);) # @y tomar ¢ € C}(Q) tal que
supp(¢) Cint(Q ). Con esto se obtiene

) = 3llolla =2 [, w(x)F(p)dx

De esta igualdad y, como ) w(x)F(¢)dx > 0, entonces se puede tomar

supp(¢

A:=inf¢A >0, min I(v) <0
veH}(Q)

y asi se sigue que para todo A > A, el minimo global de I es diferente de cero.

Ademads también se puede mostra que A* es una cota inferior del conjunto

B:= {A >0, min I(v) < 0}

veEH}(Q)

y que éste alcanza su infimo, por lo tanto se obtiene A* < A.

Sin embargo, no es posible comparar los valores A y A. Por lo tanto solo se puede
afirmar que el problema 2.1 con condiciones Dirichet, posee una solucién débil no

trivial, cuando A > A.

3.1.2. Crecimiento subcritico

Aqui se estudiara el problema cuando 2 < ¢ +1 < 2*. En este caso el funcional I
no estd acotado por abajo, entonces no se puede afirmar la existencia de un minimo
global diferente de 0 y asi con las herramientas del capitulo 1, inicamente se puede
determinar al menos un punto critico, no nulo, de I.

Para los resultados obtenidos en esta parte se supondrd que 0 < A < A;.

Lema 3.7. Sean 0 < A < A1 y2 < ¢ < 2*.6i f satisface f3 y fi, entonces I satisface
L.

Demostracion. Se sabe que I(0) = 0.

Sea € > 0, por f4, existe éc > 0, tal que
F(t) < et® para todo |t < Je.
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Luego de Fs se sabe que existen constantes 4, b; > 0, tales que
|F(t)| < at +by|t|"™ Vi€ R.

De estas dos desigualdades se puede mostrar que para todo € > 0 existe una cons-
tante Cc > 0, tal que
|F(t)] < et® + Ce|t|”Tt VteR. (3.7)

Seau € H(Q).

Por las desigualdes 3.7 y B.9 junto con teorema 1.27, se obtiene
O(u) < [&()] < [ [wl)][F(w)ldx < [l [ (e + Celul”)dx
2 1
= [[eolle (€ 11ul3 + Cellull3i1)

1 2 1
< Il (e IR+ CeClulls™).

Sea < €< }1, como A < Aq entoces

1 A1 1 1]
2 A2 2 4 4
tomando € = IIWéH > 0, se tiene
1 _A > 1
I(u) > (5 —&— ) lully = lw]|o ACC [[ul|7"
2,

1 2 41, 1 2 A +1
> 7 |l = lwlle MCC g = 7 Mullz = Cllullz

con C constante positiva.

1
o=

Tomando 0 < p < (%) " se tiene que a := 1p? — Cp*1 > 0.

As, se sigue que para todo u € H'(Q), tal que ||u||, = p, entonces I(u) > a. O

Observacion 27. De la demostracién del teorema anterior, se puede notar que: si

A < 0 el funcional I no satisface las hip6tesis del teorema del paso de la montafia.

Lema 3.8. Sean A > 0. Si int(Q)4) # @y f satisface f1, fo y f5, entonces I satisface
Ip.

Demostracion. Sea ¢ € C.(Q)), no nula, tal que supp(¢) Cint(Q), tomando ¢ :=

|||(;P“|u, es claro que supp(q;) :Supp(¢)6.

®Ya que |t| # O siy solosit # 0.
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Seant > 0y e > 0 enellema 2.11, tal que el conjunto

As. = {x € supp(9); tp(x) > oe, }

sea diferente de vacio.

Como w € L*(Q)) entonces se sabe que
w(x) < ()] < 0], Vreo. 69)

Asfi gracias a la monotonia de la integral y a las observaciones 31, 9 y 21 se obtiene

las siguientes desigualdades

ep) = 311G A [ w(F(p)x
:_||np|| —A/A5€ Fltp)dx—A [ w(x)F(ty)dx
‘—Htlp” —A/ ) F(ty)dx +A/ ( ]tgo|2—_|t1/)’l’>
—||tzp|| +/\/ )| (k) |dx + AS t2/ w(x)|p|2dx

55

—)\—t”/ w(x)|p|Pdx
o [ ol
1 2
< =
<y lwl+ Akl |
€
—A—t”/ w(x)|p|Pdx
S [ wioly
1 1
<=5 [ w@lplra+ 25 (14 dlulleg ) 913+ ol M7((A5))
5e

€9 2
F(ty)dx + 252 [oll, [ [yl

de

1 1
< —tPA— / |1p\pdx+t22 <1+)\||w||Oo ) + Al|wl|| My(Q)
55
< —tC + 12C, + Go.
De la definicién de A;_, se sabe que A;, Csupp () Cint(Q4) C Q4. Por lo tanto

/ w(x)|e|Pdx >0,
As,

entonces C > 0.

Dado que p > 2, se puede tomar f > 0 suficientemente grande tal que I(fp) < 0

Entonces tomando e = (f + p)¢, es claro que

I(e) <0 <ayllell, = (E+p)|[¢ll, = (E+p) >p,
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es decir, [ satisface I. ]

Teorema 3.9. Sean 0 < A < Ay, f € C(R) tal que satisface las propiedades f; — f3,
cono+1< 2%y fy — f5.Siint(Q4) # @, entonces el problema 2.3 posee al menos

una solucién no nula.

Demostracion. De los lemas 3.7 y 3.8, I posee una geometria del paso de la montafia y
como [ satisface la condicién de (PS),, entonces del teorema 1.12, el ntimero cp >0

es un valor critico, es decir, existe u € H'(Q), u # 0. O

3.2. Caso no coercivo

Aqui se trabajard con el funcional I, cuando fQ g(x)dx = 0, es decir, cuando

g(x) = 0 c.t.p. en Q. Asi el funcional a tratar es el siguiente:
I(u) = %]h(u) CAD(u) Vu e HY(Q),
donde
Jn(u) =ap(u,u), ay(u,v)= /Qh(x)Vu -Vovdx Vu,v € HY(Q)
y su derivada

I’(u)v:/Qh(x)Vu-Vvdx—)\/ﬂw(x)f(u)vdx Yu,v € H(Q).

De esto se sigue la siguiente observacion.

Observaciéon 28. e Si f satisface f;, entonces cualquier constante ¢ < 0 es un

punto critico de I.
e 5i A = 0, entonces cualquier constante ¢ € R es un punto critico de I.

e Si A # 0y f satisface f, entonces las constantes positivas, c > 0 tales que
f(c) # 0, no pueden ser puntos criticos de I.
En efecto, si se supone por absurdo que ¢ > 0 constante es punto critico de I,

entonces

A / w(x)f(c)odx =0 Vo € H(Q),
Q
como A # 0y f satisface f,, se sigue que
Jq w(x)vdx = 0 para todo v € H(Q).
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En particular tomando ¢ € C}(Q),

/Q w(x)pdx =0,

asi por el lema 1.19 w = 0 c.t.p. en (), lo cual es absurdo pues w cambia de

signo.

De esta manera, se analizara los puntos criticos del funcional I, cuando A > 0.

Del mismo modo se trabajara con los valores propios A\g = 0 < A1 < Ay < ...
del operador —div(h(x)V), con condiciones de Neumann homogéneas, y sus vec-
tores propios asociados {{x} >, los cuales forman una base hilbertiana para L(Q}),

mientras que {Co, \5—%{ }k Y forma una base ortonormal para H'(Q).

Dado que Ay = 0, I no posee una geometria del paso de la montafia, pues en ese

caso, se tiene A < Ag = 0.

Realizadas estas observaciones, se procede a mostrar la existenicia de al menos
un punto critico no trivial del funcional I, cuando el dato no lineal presenta un cre-
cimiento, 2 < ¢ +1 < 2*. Ya que cuando 0 < ¢ + 1 < 2 no se satisfacen las hipétesis
de los teoremas de linking y mediante los métodos directos del calculo de variacio-

nes, la hipétesis de coercividad falla8.

Se trabajara con los siguientes conjuntos

V =span{¢y} W =span{¢, ...}
Dado que {¢;}$°, es una base ortogonal para H'(Q)), entonces W = VL, por tanto

H(Q)=VaWw.

"Ver Anexos seccién B.2.
8Si f satisface f,, entonces tomando u = ¢ < 0 constante, se tiene

I(c)=— lim )\/ w(x)F(c)dx= lim 0=0.
—00  JO)

—®© HCHHl(Q) Hc‘lHl(Q)*)OO

HCHHl(Q)
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Observacion 29. Notar que los elementos de V son funciones constantes, puesto
que H'(Q) = C &V, donde C es el conjunto de las funciones multiplos de 1. ? Como

Co es constante, entonces V = C. De esto también se tiene que W = V.

Con esto se sigue la siguiente relaciéon de normas
Proposicion 3.10. Sea A; > 0, valor propio del operador -div(/(x) V). Entonces

Jn(u) > Aq|jull5, Yuew

Demostracion. Sean {A;}$°, los vales propios de -div(k(x)V), entonces se cumple
que:
ay(§i,v) = A <G, >p2q) Yoe H(Q) i=0,1,2,3,....

& 1~ .
Dado que {\/—}Ti}izl es una base ortonormal para W y como {{;}{°, es ortonor-

mal para L?((Q)), entonces por la identidad de Parseval se puede escribir

=Y < >, Ja) =Y a ( S )2
2 - 7 o1 7 - 7
i=1 FO) i=1 VA

paratodou € W.

Combinando estas igualdades y como A; > A; para todo i > 1, se obtiene

00 o o AZ < 1,8 >,
Ml = LM <& >ty € LA <l hg= Ly
i=1 i=1 i=1
= oap(1,6)* S ( Gi )2
=2 = ran(w Jn (1)
-1 A i=1 VA
para todou € W. O

Lema 3.11. Sea 0 < A < Aj. Si f satisface f3y fi, entonces I satisface I3.

Demostracion. Seanu € Wy 0 < A < Ag.
Dado que A1 > 0, por la proposicén 3.10, se puede escribir

1
[Ju] |5 < A_ljh(u)’ Yu € W.

Gracias a que f3 y fi se satisfacen y como A < A, entonces tomando

IVer seccién 1.4.2
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€ =

__€
2[[w[]

> 0 en la desigualdad 3.7, con 0 < € < }1, entonces

1é)‘> g > _ !
2 M 4

N| —
N[
s |

Con estas observaciones, se sigue que

1) = () = A®(w) > () — A|D()
> 2 0() = Al €l = ACe [l o 1l 5]
= 2 90) = 22 [ € 1 B A ] o [ 1]3 = ACe el o 2]
= 3 In(0) = A2 [lu] 3+ Ay 1l § = AC [, 1] 15
> (%—%é) Jo(u) + A3 113 = ACe ] o C 1[5y
> 1) + A€ |l = ACe |, C
> min{ 1,13¢ }(M )+ [1ul3) = ACe el € lu] I
= Ci |l o = Ca Il
Tomando 0 < r < (%)Ull,setienequep:: Cir? — Gt > 0. O

Lema 3.12. Sea f € C!(R), tal que satisface f3. Entonces se satiface la siguiente

igualdad.

I(o + tu) = 1(0) +%t2]h(u) —)\t/Qw(x)f(v)udero(HtuHh), (39)

paratodove V,u € Wyt e R.

Demostracion. Seanv € V,u € Wyt € R.

Si f € C}(R) satisface f3, entonces se sabe que ® es Fréchet diferenciable y asf

P(v+tu) = O(v )+q>'( )fu+0(||f’fl|hq1 )

/ +t/ () +o(||fu]])-

Por otro, dado que los elementos de V son constantes, se tiene

ap(v,u) =0,
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con esto se obtiene
I(v+tu) = %Ih(v + tu) — AD(v + tu)
= 2 (o) + 2J() + tay (o, u)
_A (/Q w(x)E(v)dx + t/Qw(x)f(v)udx n 0(Htu||H1(Q)))
= (%]h(v) —A/Qw(x)F(v ) tZ]h At/ v)udx
+ o([[tul| g )
1 2
= 1(0) + 38u(w) = At | w(x)f(0)udx + o[l 3 )
]

Lema 3.13. Seaf € CY(R) tal que satisface fzcon2 < c+1 < 2%y f5,seaw € L*(Q)
tal que [yw(x)dx > 0y [, w(x)Z1dx > 0, donde ¢ es el vector propio asociado a

Aq. Entonces I satisface I4.
Demostracion. Para probar que I satisface I4, por la observacién 7, basta probar

a) I(v) < 0paratodov € V.

b) Existen R > pyye; € W, ||er|| =1 tal que I(u) < 0, para todo
ueVaspan(er)y ||ul| > R.

Recordar que el espacio V es un espacio de funciones constantes, entonces como
Jqw(x)dx > 0, se tiene

():_]h / :—/\PU)/ x)dx <0,
para todo v € V, asi se satisface a).
Por otro lado dado que f satisface f5, entonces del lema 2.11, se tiene que para
todo € > 0, existe dc > 0, tal que
f5,) —E(t) < §|t|> — 5|t|? para todo t > J
fss) —f(t) <el|t| — |t|P~! paratodo t > o

con2 < p < 2%
Tomando e; = \ﬁ’ se tiene que ||e1||, = 1y Ji(e1) = 1, entonces de la igualdad 3.9,
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se tiene
1 2
(v + te)) = —AF(v)/Qw(x)der—t ]h(el)—Atf(v)/nw(x)eldx+o(|t| llell,)
- —AF(U)/Q w(x )dx+-t2 Atf(v )/ w(x)erdx + o(|t])
§A<§]v|2—%]v|p)/Qw(x)derAt (elol = 1" ™") [ w(x)erd
22 o)
= —Al|vl”/ w(x)dx—/\|v\p_1/ﬂw(x)eldx+g\v\z)\/ﬂw x)dx
+o(lH) + —tz—l—/\te]v]/ ¥)esdx.

Dado que [w(x)dx > 0, [qw(x){idx > 0y p > 2, se puede notar que para R

suficientemente grande, tal que Hv\ |, = R, se sigue que I(v +se;) < 0, puesto que

||o+te]], = \/||v| |7 4 £2||e1||> = V/RZ + £2 > R. Por lo tanto se satisface Iy. O

Teorema 3.14. Sea f € C!(R), tal que satisface f3 con2 < o+ 1 < 2*y f5, sea
w e L*(Q) tal que [w(x)dx > 0y [w(x)Z1dx > 0, donde &; es el vector propio
asociado a Aq. Si A < Aj, entonces el problema 2.1 al menos una solucién débil no

nula.

Demostracion. Si se satisfacen las hipotesis del teorema, entonces por los lemas 3.11
y 3.13, I satisface I3 e 14 asi por el teorema 1.16 el nivel ¢; > 0 es un valor critico, es

decir, que exite u € H'(Q), u # 0 punto critico de I. O
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Capitulo 4

Resultados, conclusiones y

recomendaciones

4.1. Resultados

A continuacion se muestran los resultados obtenidos:

0 es minimo local de I.

a) Caso coercivo

a.1) Si A =0, el Ginico punto critico de I es el 0.
a.2) SiA > 0:
a.2.1) Cuando 0 < 0+ 1 < 2; existe A* > 0, tal que para todo A < A*, el

problema posee una tinica solucién débil, la cual es nula.
Existen A, A > A*, tales que para todo A € (A, A), el problema posee

al menos dos distintas soluciones débiles no nulas.

a.2.2) Cuando 2 < ¢+ 1 < 2%, el problema posee al menos una solucién

débil no nula, siempre que 0 < A < Aj.
b) Caso no coercivo

b.1) Toda funcién constante ¢ < 0 es un punto critico de I.

b.2) Si A = 0, entonces cualquier funcién miltiplo de uno, es un punto critico
de I.

b.3) Si A # 0 las constantes positivas, ¢ > 0 tales que f(c) > 0, no pueden ser

puntos criticos de I.
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b4) SiA > 0,2 < oc+1 < 2"y A < Ay, el problema 2.1 posee al menos
una solucién no trivial, (En este caso Ay es valor propio del operador -
div(h(x)Vu),los valores son Ag < A1 <,...).

4.1.1. Comparacién entre las condiciones Dirichlet y Neumann del

problema

Si se estudia el problema 2.1 con condiciones de Dirichlet homogéneas, la forma
cuadrética del funcional de energia siempre es coerciva. A diferencia del caso con
condiciones Neumann, donde la forma cuadrética del funcional de energia, es coer-

civa cuando g > 0 c.t.p en ().

Otra diferencia notoria, es que las constantes pueden ser soluciones del proble-
ma 2.1 con condiciones de Neumann, sin embargo el 0 es la tinica constante que es

solucion del problema con condiciones Dirichlet.

Para el caso coercivo y subcritico se obtiene el mismo resultado de existencia del
problema 2.1 con ambas condiciones. No obstante en el caso coercivo y subcrua-
drético, el problema 2.1 con condiciones Dirichlet posee al menos una solucién no
trivial, mientras que con condiciones Neumann posee al menos dos distintas solu-

ciones, no nulas.

4,2. Conclusiones

Una vez finalizado el estudio, se obtienen las siguientes conclusiones:

e Para el caso coercivo, se ha mostrado la existencia de al menos 2 soluciones no

nulas.

e En el caso no coercivo se obtuvo tinicamente un resultado de existencia, sin in-
formacién sobre su unicidad o multiplicidad. Ademds es conveniente resaltar
que la mayoria de trabajos que estudian los problemas de Neumann, tratan el

Ccaso coercivo.

e Cuando f presenta un crecimiento subcritico, se obtuvieron tinicamente resul-

tados de existencia, ya que para obtener resultados de multiplicidad es nece-
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4.3.

sario que el funcional esté acotado por abajo y, por el contrario en este caso el

funcional no estd acotado por abajo.

Los resultados de existencia se han obtenido, mediante el andlisis del cre-
cimiento de la funcién no lineal, crecimiento establecido por el parametro,
0 <o+1< 2" Elcaso o+ 1 = 2%, no ha sido estudiado, ya que en este caso
no se puede aplicar la teoria de la seccién 2 del capitulo 1. Cuando o + 1 = 2,

resultados similares se pueden obtener aumentando mads hipétesis.

En particular para el caso o +1 = 2%, debido a que la inyeccién del teorema
1.27 no es compacta, mediante las técnicas que se ha usado, no se puede mos-
trar la condicién de (PS), no obstante existen autores que trabajan con este
tipo de problemas [12], [16] etc.

Recomendaciones

Investigar sobre los problemas de minimizacién con restricciones para funcio-
nales definidos sobre espacios de Banach, muchos autores emplean minimiza-
dores para el estudio del problema en el caso en que f tenga un crecimiento

critico .

Estudiar la existencia de soluciones débiles no triviales, del problema para el

caso coercivo y subcritico cuando A € [A*, A] y cuando A > A.

Analizar la existencia de las soluciones cuando el dato no lineal presenta un

crecimiento supercritico.

Estudiar la multiplicidad o unicidad de las soluciones obtenidas en el caso

subcritico.

Determinar la existencia de soluciones débiles no triviales para el caso coerci-
vo, cuando A > Ay, donde A > 0 es el primer valor del operador

-div(hV) 4 g(x). Y la existencia de soluciones débiles no triviales para el caso
no coercivo, cuando A > A, en este caso Ay es el segundo valor propio del
operador -div(hV).

Debido a que este es un trabajo de posgrado, no se ha estudiado la positividad
de las soluciones obtenidas. Pues este estudio constituye un nuevo trabajo, ya

que se debe estudiar primero la regularidad de las soluciones, (con lo cual se

71



debe exigir hipétesis de regularidad en los datos) para obtener soluciones cla-

sicas y poder aplicar el principio del méximo.

Ademads cabe recalcar que el principio del maximo se satisface si y solo si el
primer valor propio del operador eliptico es positivo [10], con lo cual es im-
portarte separar los casos cuando g = 0 c.t.p en (2 y cuando 4 > 0 c.t.p en
Q.
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Apéndice A
Espacios de Hilbert

En este apéndice se exhiben definiciones y resultados sobre los espacios de Hil-

bert, que fueron usados en los capitulos principales de este trabajo.

Definicién A.1. Sea H un espacio vectorial. Un producto escalar es una forma bili-
neal, < -,- > Hx H — R;

e Simétrica < u,v >=<v,u >Vu,v € H,
e Positiva < u,u >>0Vu € H,

o <u,u>#0vu #0.

Si el producto escalar satisface la desigualdad de Cauchy-Schwarz

| <u,v>|<+<uu>/<v,v> VYuveH.
Entonces H es un espacio normado, cuya norma
|ul| = vV<w,u> YueH,
es la norma inducida por el producto escalar.

Definicién A.2. Un espacio de Hilbert es un espacio vectorial H equipado con el

producto escalar tal que H es completo para norma ||-||.
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A.1. Teorema de representacion de Riesz-Fréchet

Teorema A.1 ([11] Teorema de representacion de Riesz-Fréchet). Para cualquier f €

H* existe un tnico uy € H tal que
f(v) =<wvur> VueH.
Maés atn
g ] = 11f1] e
Demostracion. (Ver [[11], pag. 135] teorema 5.5). O

Observacion 30. Del toerema anterior se puede definir el operador

R:H — H*
U — R(u)=f,

el cual es un isomorfismo isométrico, conocido como el isomorfismo de Riesz.

A.2. Teorema de Lax-Milgram

Definiciéon A.3. Una forma bilineal a : H x H — R se dice;

e Continua, si existe una constante C tal que

a(u,0)| < Cllul[[[o]|  u,0eH

e Coercivo, si existe una constante x > 0 tal que
a(u,v) >«|ul|> VoeH

Teorema A.2 ([11] Teorema de Lax-Miligram). Si a es una forma bilineal, continua y
coerciva en H. Entonces para cualquier f € H*, existe un tinico elemento u € H tal
que

a(u,v) = f(v) YoveH.

Demostracién. (Ver [[11], pag. 140] corolario 5.8.) O

Observacion 31. Sea (H, < -,- >) un espacio de Hilbert. Sia : H x H — R es una

forma bilineal, simétrica, continua y coerciva, entonces a define un nuevo producto
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escalar sobre H, el cual induce una norma denominada, ||-||, := /a(,-), equiva-

lente a la norma del espacio H.
VE < . < VI

con C > 0 constante de continuidad y « > 0 constate de coercividad de a.

A.3. Bases ortonormales

Definicién A.4. Una sucesién (e,,),, o en H es una base ortonormal de H si satisface

las siguientes propiedades:

e ||en|| =1 paratodon € Ny < ey, e, >= 0 paratodom # n.
e Elspan{(es),cn | s denso en H.

Teorema A.3 ([11]). Sea (e;),cp una base ortonormal de H. Entonces para todo

u € H se tiene

[ee] (o]
u=)y <ue>e y ||u||2:Z|<u,ek>|2.
k=1 k=1

Demostracion. (Ver [[11] pag. 143] corolario 5.10) O

A.4. Descomposicion espectral de operadores compac-

tos y autoadjuntos

Definicién A.5. Sean H un espacio de Hilbert y T : H — H un operador lineal y

continuo. El conjunto resolvente, denotado por p(T), estd definido por
p(T) = {1 € R; (T — AI) es biyectivo de H en H}

El espectro, notado por ¢(T), es el complemento del conjunto p(T). Un ntimero
A € R se dice valor propio de T, si existe u € H, u # 0 tal que Tu = Au.
El elemento u € H, u # 0 que satisface la igualdad anterior se llama vector propio

asociado a A.

Teorema A.4 ([11]). Sean H un espacio de Hilbert de dimensién infinitay T : H — H

un operador compacto. Entonces se tiene:
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0€o(T).

El conjunto ¢(T) \ {0} es igual al conjunto de los valores propios excepto el 0.

Se cumple uno de los siguientes casos:

e o(T) = {0}.
e El conjunto ¢(T) \ {0} es finito

e El conjunto ¢(T) \ {0} es una sucesion que converge a 0.

Si T es un operador positivo, entonces o(T) C R™.

Demostracién. (Ver [11], pdg 164 teorema 6.8) O

Teorema A.5 ([11]). Sean H un espacio de Hilbert. 5i T : H — H es un operador
compacto y autoadjunto. Entonces existe una base ortonormal de vectores propios
de T.

Demostracion. (Ver [[11], pag. 167] teorema 6.11) O
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Apéndice B

Problemas de valores propios con

condicion de frontera Neumann

En este apéndice se desarrolla la teoria de los problemas de valores propios li-
neales del operador div(h(x)V) + q(x), con condiciones de Neumann homogéneas.
Esta teoria se basa en las propiedades espectrales de operadores compactos y auto-

adjuntos en espacios de Hilbert.

Sean O C RN abierto y acotado, con frontera Q) de clase C! y h, g € L®(Q)
como en el problema 2.1.

Se define el siguiente problema

{ —div(h(x)VE) +q(x)¢ = AZ Q (B.1)

0
% =0 90

con A € R.
Una solucién débil del problema B.1, es el par (&,A), con & € H!(Q)), que satisfacen

la siguiente ecuacion
a(E,0) = A / codx Vo € H(Q) (B2)
Q

donde g es la forma bilineal definida en 2.4.

Definicién B.1. Se dice que A € R, es un valor propio de -div(h(x)V) + g(x) bajo
las condiciones de frontera de Neuman. Si existe & € H'(Q) \ {0} tal que satisface
la igualdad B.2.

El elemento ¢ € H'(Q) \ {0}, se dice funcién propia asociada a A.

Como es sabido cuando [, q(x)dx > 0, a es coerciva [8], por el contrario si
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Jaq(x)dx = 0, entonces a no lo es. Esta diferencia provoca que las propiedades

espectrales del operador -div(h(x)V) + g(x), sean diferencites en cada caso.

B.1. Problema de valores propios caso coercivo

En esta parte se analizard el problema B.1 cuando | 0q(x) >0

Teorema B.1 ([17]). Sea Q C RY abierto y acotado, sean h,q € L®(Q) como en el
problema 2.1, tal que [ g(x) > 0. Entonces existe una sucesion {A,},en en RY y
{&n}nen sucesién en H'(Q) tal que:

1. Para todo n € N, {, es una funcién propia asociada al valor propio A, de
-div(h(x)V) +q(x).

2. {&n}nen es una base ortonormal de L2(Q))

3. A, — +oo cuando n — oco.

Demostracion. Sean h,q € L®(Q)) como en el problema 2.1, tal que [, g(x) > 0y sea
¢ € L2(Q), se define el siguiente problema

{ —div(h(x)V§) +q(x)¢ =g Q (B.3)

d
% =0 90
cuya solucién débil es una funcién ¢ € H'(Q), tal que

a(g,v) =< g, v >, YUE HY(Q).

Gracias a que se satisfacen las hipotesis de la proposicién 2.2 y del corolario 2.4,
se sigue que a es continua, coerciva y positiva.
Ademas de la desigualdad de Cauchy y la desigualdad 2.6, se tiene que < g, - >12(()

es continua en H'(Q).

| <80 >0 | I8l Il < NIglla o]y o € H'(Q)
y,como < g, - >12(() es lineal, entonces < g,- >12()€ (H'(Q))*, asf por el teorema
de Lax Milgram el problema B.3 posee una tnica solucién débil u € H'(Q)).
En resumen se ha mostrado lo siguiente,
(Vg € L*(Q)) (3¢ € H'(O))(a(&,0) =< 8,0 >12), Yo € H(Q)).
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Asi se puede definir el siguiente operador

B:L*(Q) — HLQ)
g — Bg=u,

que satisface

a(Bg,v) =< &0 >120), Vv Hy(Q),

de donde se sigue que B es lineal, en efecto.
Sean ¢1,¢2 € L2(Q)), sea v € H}(Q)) y sea 6 € R arbitrarios.

Por B.4, se tienen las siguientes igualdades
a) a(Bg,,v) =< g1,0 >12(()
b) a(Bg,,v) =< 82,0 >12(qy)
¢) a(Bgg, 14, 0) =< 081+ 82,0 >12(q)
multiplicando por 6 en a), sumando con b)
a(0Bg, + Bg,, v) =< 081+ 82,0 >12((y)

e igualando con c)
Ll(ng1+g2 - [eBgl + Bgz], U) - O.

(B.4)

Dado que la igualdad anterior se cumple para todo v € H'(Q) y a define un pro-

ducto escalar en H'(Q) se sigue la linealidad de B

Bog,+g, = 0Bg, + Bg,.

Por otro lado del teorema 1.27, se sabe que la inyeccién canénica

i: H'Y(Q) — L?(Q) es compacta, entonces el operador
B:=ioB:L*0) = L*(O)

también lo es.

Ademas B : L?(Q)) — L?(Q) es autadjunto, esto por B.4, la simetria del producto

escalar de L2(Q)) y de a se sigue que

< Bgy, 82 >12(0)=< 82, Bg; >12(0)= 4(Bg,, Bg,) = a(Bg,, Bg,) =< g1, Bg2 >12(qy)
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para todo g1,¢> € L?(Q), es decir,

< Bg,,82 >12(0)=< 81, BS2 >12(0) V81,82 € L*(Q),

asi B es autoadjunto.

Para finalizar con las propiedades del operador, se vera que B : L?(Q)) — L?(Q)

es positivo, esto gracias a que a es positivay a B.4

< Bg,§ >12(q)= a(By,Bg) >0 Vg € L*(Q).

Asi, dado que L?(Q) es un espacio de Hilbert separable y B : L2(Q)) — L?(Q) es
un operador compacto y autadjunto, entonces por al teorema A.5, existe una base

hilbertiana formada por los vectores propios {x }xen asociados a los valores pro-

pios {j}ken
Bg, = G, Vk € N. (B.5)

Ademds como B es positivo, entonces del teorema A 4, se sigue que todos sus valores
propios son positivos. Luego, como el conjunto de valores propios es infinito, se
tiene

]/lk—>0.

Ahora, se verificard que §y € H 1 (Q)) para todo k € IN, en efecto, de la definicién
de B se sabe que Im(B) C H!(Q), asi por B.5 y la linealidad de B

& = B € Im(B) C H(Q), VkeN.

1053

Finalmente se verificard que los valores propios de -div(h(x)V) 4 g(x) son,
A = i y sus vectores propios asociados, ¢, para todo k € IN. Esto gracias a las
igualdades B.5 y B.4.

a(ng, Z)) =< Ck,l) >L2(Q)
a(pir, v) =< Gk, v >12(0)
1
a(gk/ U) = E < gk/v >L2(Q)
a(Gr,0) = Ax < G0 >12(q) -

[

Debido a que a es una forma bilineal simétrica, continua y coerciva, entonces
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por la observacion 31, se considerara el espacio de Hilbert H!(Q)) con el producto

escalar a(-, -), cuando sea necesario.

Observacién 32. La sucesion { C } es ortonormal para H 1(Q)). En efecto, sean
VA keN

i,j € N, delaigualdad B.5 se tiene

cl é 1 L
VA
\/—\/— <CVCJ>L2 Q) — \//\—j<gi’cj>L2(Q)

Dado que {¢ }ren es ortonormal para L?(Q)), se sigue el resultado.

Sii# |
<€1 C]>—\/Ti-0:0
VATV ) VA
Sii=j
=1

VAN ) T VA

Teorema B.2 ([9] Caracterizacion variacional de los valores propios). Sean () C RY,

<¢1 @)_m,l

h,q € L®(Q) como en el teorema anterior ( [, q(x)dx > 0) y sea

Q:H'(O)\{0} — R
N Q(u): th(x)|Vuf2d;2—;J{Qq(x)u2dx
(@)

el cociente de Rayleigh.
Entonces
min u)=~>A;, A1 >0.
et o Q(u) 1 1
Demostracién. Sea u € H'(Q)), del teorema B.1 se sabe que las funciones propias

{& }xen forman una base para L?(Q)), entonces se cumple la identidad de Parseval

o 2
ul3 = ¥ |< wé > (B.6)
k=1
Sk 1 y : . .
y como { \//Tk}ke]N es ortonormal para H*((Q)) también se satisface la identidad de
Parseval.
. Ck
ol = ¥ a 57)
! k:Z:l VAK

82



Por otro lado, recordando que {Ax }ren €s una sucesion de reales positivos ordena-
dos de acuerdo a su multiplicidad

O< A <A <.,

se tiene que
A > A VkeNN. (B.8)

Entonces gracias a B.4, B.6, B.7 y B.8 se tiene

Joh)|VulPdx + foq(x)udx _||ulf;
Jo wPdx lull3
Saa(n ) o ta(ug)
Y <u >%2(Q) Y <u >%2(Q)
Yo < Ay >? Yo Ak < u, & >2
Y <& >%2(Q) Y <& >%2(Q)
- Yoo A <u, >2

Qu) =

> £k L — A
21{:1 <u, gk >L2(Q)
Asimin, e ) Qu) = A1
Por otro lado
a\Gi,
Q(&1) = (61—621) =M <C1,G1 >20)= M
181112
entonces
i u) < = A,

(in Q) = Q@) =M

en consecuencia min, ¢ 1) Q(u) = A1 O

Observacion 33. Gracias al teorema anterior se sigue directamente la siguiente des-
igualdad
a(u,u) > A ||ul)3 Vue H(Q). (B.9)

Ademas, dado que el funcional Q es estrictamente convexo en la esfera unitaria de

HY(Q) y como ||&||, = 1, para todo k € IN se sigue que

Q(u) =M < u=_Zy,

es decir, el primer valor propio es simple.
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Otra propiedad interesante es que ¢; > 0 c.t.p. en Q2 [17].

B.2. Problema de valores propios caso no coercivo

En esta parte se estudiara el problema B.1 cuando [ q(x)dx = 0, en este caso se
tiene que g = 0 c.t.p. en Q. Asi el nuevo problema es; hallar (A,¢), & € H'(Q), tal

que satisface

/Q h(x)VE- Vodx = A /Q codx Vo e HY(Q). (B.10)

Se puede notar que en este caso, el par (0,cp), donde ¢y es una constante, es
solucién de B.10, lo que quiere decir que, 0 es un valor propio y cualquier ¢y # 0 es

su vector propio asociado.

Teorema B.3 ([19]). Sea QO C RY abierto y acotado con frontera 9Q) de clase C! y sea
h € L*(Q) como en el problema 2.1, entonces los valores propios del problema B.10
satisfacen;

O0=Ag <A <., Ap— 4o

y sus vactores propios asociados {x}#> , forman una base ortonormal para L?(Q}).
(e ]

Mientras que {CO, \5_%( }k—l forman una base para H(Q).

Demostracién. Sea g € L?(Q)). Considerando el siguiente problema;
hallar u € H'(Q) tal que ay,(u,v) =< u,v >12(), Para todo v € HY(Q),
donde

ap(u,v) = /Qh(x)Vu-Vvdx u,v € HY(Q).

Del capitulo 1, se sabe que (V, ||V+||,) es un subespacio de Hilbert de H!(Q)), que
satisface la desigualdad de Poncairé 1.4. Por lo tanto a;, : V x V — R es una forma
bilineal, continua y coerciva. Ademas, también se sigue que < 1, >12): V — R
es continuo en V, por tanto < u, - >12)€ (V)™

Asi por el teorema de Lax Milgram, se sigue lo siguiente;
(Vg € L2(Q)3u € V, ay(u,v) =< g,v >12(q), VU € V).
De donde se define el siguiente operador

T:12(Q) — V
g — Ty=u,
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que satisface
ay(Ty,v) =< g0 >2) Yo EV. (B.11)

Gracias la igualdad B.11, junto con la bilinealidad de a;, y del producto escalar

en L2(Q)), se tiene que T es lineal.

Por otro lado, por las desigualdades 1.4 y 2.6, se tiene que la inyeccién
i:V — H'(Q) es continua y, como la inyeccién i; : H'(Q) — L?*(Q) es compacta,

se obtiene que el operador
T:=ij0ioT:L[*Q) = L*(Q)

es compacto.

Ademads de la igualdad B.11 junto con la simetria de a;, y del producto escalar en
L2(Q), se sigue que T : L?(Q)) — L?(Q) es autoadjunto.

En consecuencia de los teoremas A.4 y A.5, existen valores propios positivos
{Ax}2_| de Ty sus vectores propios asociados {¢;}¢* , forman una base ortonormal

para L2(Q). En consecuencia para todo k € IN, se cumple;
Tz, = Ak, entonces a;, Gk, v) = Ax < Gk, v >12(0) VYo € H'(Q),

con
1

)\ —_ .
k /\k

Recordar que Ay = 0 tambien es un valor propio y su vector propio asociado es

&0 = —~—. Con esto, {&}>, forman una base ortonormal para L(Q2), en efecto,

7(Q)

[ 24y 2 _ 1 _
leolly = | Gee =88 | dx = g =1

y de la igualdad B.11

< & G0 > 12 = an(Te, 80) = /Qh(x)VTgk  Véodx = 0.

(]
Finalmente, por las observaciones de la seccién B.1 se sigue que {C—} forma

k
VA S k=1

una base ortogonal para )V y, como el espacio C es ortogonal a este espacio en H!(Q),

. & % 1 :
se sigue {éo, \/_ng }kzl es ortogonal para H' (Q)), finalmente dado que

120l 3 ey = |Vl 3+ [[Z0ll3 = 1
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se tiene que {(jo, \5—% }k—l es ortonormal para H'(Q).
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Apéndice C
Resultados complementarios

Lema C.1. Para todo p > 0, existe C, > 0 tal que
|a+ 0[P < Cp(la]” +[b]7)
paratodoa, b € R.

Demostracién. Sea p > 0, se probard el resultado en dos casos, cuando p > 1y

cuando p € (0,1).

Sea p > 1, se define la siguiente funcién
p(t) =t Vt>N0.
Seat > 0, como p > 1 se tiene que
¢"(t) =plp—DI? =0,

dado que t fue arbitrario, entonces ¢’ > 0, asi ¢ es convexa.
Sean a,b € R arbitrarios fijos. Es claro que el resultado se cumplesia = b = 0,

cuando a,b # 0 se tiene |a|, |b| > 0, entonces de la convexidad de ¢ se obtiene
a b 1 1 _
o (514 B1) < Jotial + ob1) < (ol + 6P <2 (aP + 1617,

asi
|a+b|P < (a4 [b])? < 2P (|alP + [b]7),

tomando C, = 27~! > 0, como 4, b fueron arbitrarios se obtiene el resultado para
todop > 1.
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Ahora se supone que p € (0,1),seaa € Ry se define la siguiente funcién
¢a(t) = |a|P +tF — (la] +1)P t>0.

con derivada
@y (t) = ptr~' —p(la] + )" t>0.

Se puede notar que ¢/ > 0, en efecto, dado que que la funcién t(t) = tP~! es

decreciente para todo t > 0, pues p — 1 < 0, se tiene
T(t) = (p—1)tF 2 < 0.
De esto y como T > 0 se sigue

ja] =0
la| +t >t
(Ja| + )P~ < P71
=t —(Ja| +t)P" 1 >0
Pa(t) >0

para todo t > 0.

Asi @, es creciente, entonces para todo t > 0 se tiene
Pa(t) = ¢a(0) = |a]’ +0—(|a] +-0)" = 0.

Seab € R, sib = 0 el resultado se sigue directamente, cuando b # 0 tomando

t = |b| > 0 en la igualdad anterior se obtiene
P + 1617 = (la +[6])" = 0 = (la] + [b])" < [a]? + |b]”
Dado que a, b fueron arbitrarios se sigue el resultado
ja+b" < (la] + b)) < [aP + 0[P,

tomando Cp = 1 se tiene el resultado. ]

C.1. Teorema de Banach-Alouglu

Teorema C.2 ([9] Banach-Alouglu). Sea E un espacio de Banach reflexivo. Si B C E

es acotado, entonces B es relativamente compacto en la topologia débil de E.
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Corolario C.3 ([11]). Sea E un espacio de Banach reflexivo, entonces toda sucesion

acotada en E, admite una subsucesiéon convergente en la topologéa débil de E.

C.2. Teorema de la divergencia de Gauss-Green

Teorema C.4 ([19] Teorema de la divergencia de Gauss-Green). Si (O C RN es un

conjunto abierto no vacio y acotado, con frontera Q2 de clase C!. Entonces
/ div(G)dx = | G-nds VG e C'(Q4;RY),
Q Q)
donde 7 es el vector unitario normal exterior a 0().

Observacion 34. Se sabe que

div(G) = N, 25:2)

aZk .
Siu: QO — R es dos veces diferenciable, entonces
div(Vu) = Au.

Ademés, si g : Q) — R es parcialmente diferenciable en Qy G € C!(Q);RV), enton-

ces

div(¢G) = ¢div(G) + Vg - G.

C.3. Gradiente del funcional de energia asociado al pro-
blema de Dirichlet

Se sabe que el funcional ||-||> es diferenciable en H}(Q) con

D(|[ull3)v = 2a(u,0)

para todo u,v € H}(Q).
Sea u € H}(Q), como D(||ul ) e (H}(Q)))*, entonces gracias al teorema de repre-

sentacion de Riesz, existe un tnico V ||ul|? € H}(Q), tal que

D(|[u]|2)o = a(V |[u]|>,v), Yove H}(Q)
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entonces a(V ||u| |§ — 2u,v) = 0, como a define un producto escalar para H}(Q) se
puede concluir
2
V| [u] 2 = 2u.

De la linealidad del gradiente se obtiene

VI(u) =V (% |u| |2 — )\CID(u)) =u—AV®(u) uc Hy(Q)
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