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RESUMEN

En el presente trabajo se busca determinar la existencia de al menos una

solución débil para un problema de tipo Ambrosetti-Prodi con condición

de frontera Dirichlet homogéneo que involucre el operador p-Laplaciano.

Para ello, iniciamos proponiendo hipótesis sobre nuestro problema, a fin

de estudiarlo bajo técnicas variacionales. Probaremos que dichas hipó-

tesis implican una condición de acotamiento muy útil al momento de

estudiar el funcional asociado al problema. Demostraremos que dichas

hipótesis también implican condiciones de tipo Ambrosetti-Prodi y fina-

lizamos mostrando la existencia de una solución débil siendo esta un

mínimo para el funcional asociado al problema.

Palabras clave: Ambrosetti-Prodi, p-Laplaciano, métodos variacionales.



ABSTRACT

In this work we want to determine the existence of at least one weak so-

lution of an Ambrosetti-Prodi problem with homogeneous Dirichlet boun-

dary condition involving p-Laplacian operator. For that purpose, we begin

proposing hypothesis on the problem in order to study it under variatio-

nal techniques. We show that these hypotheses imply a boundness con-

dition very useful to study the functional associated to the problem. We

are going to prove that the hypothesis also imply the Ambrosetti-Prodi

conditions and we end showing the existence of a weak solution being

this a minimum point for the functional associated to the problem.

Keywords: Ambrosetti-Prodi, p-Laplacian, variational methods.
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Capítulo 1

Descripción del componente desarrollado

El análisis de este componente se centra en la existencia de solucio-

nes con condición de frontera Dirichlet homogéneo para un problema de

tipo Ambrosetti-Prodi que involucre el p-Laplaciano, abordado desde un

esquema variacional. En este ambiente se pretende estudiar el funcional

asociado al problema con el fin de hallar un punto crítico, en específico,

un mínimo. Todo lo descrito se consigue haciendo uso de un resultado

de minimización descrito en el Teorema 1.4.4.1.

1.1. Objetivo general

Estudiar el problema de tipo Ambrosetti-Prodi con condición de fron-

tera Dirichlet homogéneo para el operador p-Laplaciano bajo técnicas va-

riacionales.

1.2. Objetivos específicos

1. • Analizar de forma detallada el artículo “The Ambrosetti–Prodi Pro-

blem for the p-Laplace Operator” [4] y determinar la existencia de

soluciones bajo técnicas variacionales.

2. • • Encontrar hipótesis adecuadas sobre f que permitan abordar el

problema (1) de manera variacional.
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1.3. Alcance

Se hace una recopilación y estudio bibliográfico de trabajos donde

se abordan métodos variacionales para resolver ecuaciones diferenciales

parciales de tipo Ambrosetti-Prodi que involucren al operador p-Laplaciano.

En particular, se hace un estudio crítico del material recopilado, lo que

nos permite contrastar los métodos variacionales con los cuales aborda-

mos los resultados estudiados en [4] y finalmente se encuentra al menos

una solución usando el método variacional más apropiado precisando las

hipótesis adecuadas que nos permitan llevar acabo lo mencionado. En el

contexto de nuestras hipótesis la técnica más apropiada es haciendo uso

de los métodos directos del cálculo de variaciones.

1.4. Marco teórico

En esta sección se presentan definiciones y propiedades importantes

para aplicarlos en capítulos posteriores. Para profundizar en estos temas

se puede referir en gran medida a [6] y [11].

1.4.1. Notaciones previas

Se considera RN , con N ≥ 3, equipado de la norma euclidiana notada

por | · |.

Se denota por Ω ⊆ RN a un abierto no vacío y acotado de RN , el

cual está dotado de la medida de Lebesgue dx, con ∂Ω su frontera lo

suficientemente regular.

Para todo 1 ≤ p ≤ +∞, se representa por p′ al exponente conjugado

de p. Esto es, que para todo 1 ≤ p ≤ +∞, se verifica la igualdad

1/p+ 1/p′ = 1.

Se denota por X a un espacio vectorial arbitrario y como ∥ · ∥ a una

norma asociada a X.

Si X es un espacio de Banach, se escribe X ′ como su dual topológico.



1.4.2. Definiciones previas

Definición 1.4.2.1. (Diferencial y derivada de Fréchet)([6], p.11-12)

Sean (X, ∥·∥) un espacio de Banach, U ⊆ X un abierto no vacío y F : U → R
un funcional. Se dice que F es Fréchet diferenciable en u ∈ U si existe

A ∈ X ′ tal que

ĺım
∥h∥→0

F (u+ h)− F (u)− A(h)

∥h∥
= 0.

La existencia de A ∈ X ′ es única y para todo u ∈ U se suele escribir

F ′(u) := A. Al funcional F ′(u) ∈ X ′ se le conoce como el diferencial de
Fréchet de F en u ∈ U . En el caso que F sea Fréchet diferenciable para

todo u ∈ U , se dice simplemente que F es diferenciable en U y de esta

forma se puede definir el operador

F ′ : U −→ X ′

u 7−→ F ′(u),

F ′ se llama la derivada de Fréchet de F . En el caso que F ′ sea continuo

se dice que F es de clase C1 en U , o lo que es lo mismo, F ∈ C1(U).

Definición 1.4.2.2. (Diferencial y derivada de Gâteaux)([6], Definition

1.3.7, p.14)

Sean (X, ∥·∥) un espacio de Banach, U ⊆ X un abierto no vacío y F : U → R
un funcional. Se dice que F es Gâteaux diferenciable en u ∈ U si existe

B ∈ X ′ tal que

ĺım
t→0

F (u+ th)− F (u)

t
= B(h) ∀h ∈ X.

La existencia de B ∈ X ′ es única y para todo u ∈ U donde F sea Gâteaux

diferenciable se escribe F ′
G(u) := B. Al funcional F ′

G(u) ∈ X ′ se le conoce

como el diferencial de Gâteaux de F en u ∈ U . Si F es Gâteaux diferen-

ciable para todo u ∈ U , entonces se dice que F es G-diferenciable en U y el

operador

F ′
G : U −→ X ′

u 7−→ F ′
G(u),

se llama la derivada de Gâteaux de F .



Por un lado, se tiene que la diferenciablilidad de Fréchet implica la

diferenciablilidad de Gâteaux, pero el recíproco en general no es cierto.

Para que se cumpla la implicación recíproca se necesita una hipótesis

adicional que se expone en el siguiente resultado.

Teorema 1.4.2.1. Sean (X, ∥ · ∥) un espacio de Banach, U ⊆ X un abierto

no vacío y F : U → R un funcional. Si F es G-diferenciable en U y F ′
G es

continua en u ∈ U , entonces F es Fréchet diferenciable en u ∈ U y además

F ′(u) = F ′
G(u).

Demostración. ( Ver [1], Theorem 1.9, p.14).

Observación 1.4.2.1.1. Sean (X, ∥ · ∥) un espacio de Banach y F

G-diferenciable en X. Para calcular el diferencial de Gâteaux de F en u ∈ X,

se suele proceder de la siguiente forma

F ′
G(u)[h] =

[
d

dt
F (u+ th)

]
t=0

∀h ∈ X,

donde
[
d
dt
F (u+ th)

]
t=0

es la derivada de F en u en la dirección de h.

Definición 1.4.2.3. ([11], Definición 1.2.1, p.10) Sea (X, ∥ · ∥) un espacio

de Banach reflexivo y sea I : X → R. Se dice que I es débilmente semi-
continuo inferiormente (d.c.s.i) si y sólo si

ĺım inf
k→∞

I(uk) ≥ I(u),

siempre que uk ⇀ u débilmente en X.

Teorema 1.4.2.2. La norma en todo espacio de Banach es débilmente

semicontinua inferiormente.

Demostración. Ver ([11], Proposición 1.2.18, p. 17).

Definición 1.4.2.4. (Funcional coercivo)([8], Definition 2.2.6, p.72)

Sea (X, ∥ · ∥) un espacio de Banach. El funcional I : A ⊆ X → R se llama

coercivo en A si satisface la condición

ĺım
n→∞

I(xn) = +∞,



para toda sucesión (xn)n∈N ⊆ A tal que

ĺım
n→∞

∥xn∥ = +∞.

Definición 1.4.2.5. (Operador p-Laplaciano)([6], p.86)

Dados p > 1 y u : U ⊆ RN → R con U abierto no vacío, se considera el

p-Laplaciano como el operador diferencial no lineal de segundo orden defi-

nido en términos de divergencia como

∆pu := div(|∇u|p−2∇u).

En el caso que p = 2 nos encontramos con el operador Laplaciano, podría-

mos decir que el operador p-Laplaciano es su generalización al contexto

cuasilineal.

Definición 1.4.2.6. (Espacios de Sobolev W 1,p y W 1,p
0 )([7], p. 263)

Dados 1 ≤ p < ∞ y Ω ⊆ RN un abierto no vacío, se define

W 1,p(Ω) :=

u ∈ Lp(Ω) :

∃g1, . . . , gn ∈ Lp(Ω) tal que

∫
Ω

u
∂φ

∂xi

= −
∫
Ω

giφ ∀φ ∈ C∞
0 (Ω), ∀i = 1, . . . , N

 .

El cual está equipado de la norma

∥u∥W 1,p := ∥u∥Lp +
N∑
i=1

∥∥∥∥ ∂u

∂xi

∥∥∥∥
Lp

∀u ∈ W 1,p(Ω).

Como en ([6], p.86), definimos

W 1,p
0 (Ω) := C∞

0 (Ω)
W 1,p(Ω)

,

donde C∞
0 (Ω) es el espacio de todas las funciones de clase C∞ a soporte

compacto en Ω.

Algunas propiedades de este espacio se presentan a continuación.

Teorema 1.4.2.3. ([6], Theorem 2.6.2, p.87) Sean N ≥ 3, Ω ⊆ RN un abierto

acotado no vacío y 1 < p < N . Entonces,

W 1,p
0 (Ω) ↪→ Lq(Ω) ∀q ∈ [1, p∗],



donde p∗ := Np
N−p

es el exponente crítico de Sobolev para la inmersión de

W 1,p
0 (Ω) en Lq. Además, la inmersión es compacta para todo q ∈ [1, p∗).

Teorema 1.4.2.4. (Desigualdad de Poincaré para W 1,p
0 )([6], Theorem

2.6.3, p.87)

Sea Ω ⊆ RN abierto no vacío y acotado. Entonces, existe C > 0, que depende

solamente de Ω, tal que∫
Ω

|u|p dx ≤ C

∫
Ω

|∇u|p dx ∀u ∈ W 1,p
0 (Ω).

Observación 1.4.2.4.1. Si Ω ⊆ RN es abierto y acotado, gracias a la des-

igualdad de Poincaré se puede probar que

∥u∥ :=

(∫
Ω

|∇u|pdx
) 1

p

,

es una norma sobre W 1,p
0 (Ω), equivalente a la norma usual.

1.4.3. Resultados para el p-Laplaciano

En esta sección se presentan algunos resultados clásicos que involu-

cran al p-Laplaciano los cuales se pueden encontrar en [6].

Teorema 1.4.3.1. ([6], Theorem 2.6.4, p.87) Sean N ≥ 3, Ω ⊆ RN un abierto

no vacío y 1 < p < ∞. El funcional

J : W 1,p
0 (Ω) −→ R

u 7−→ J(u) :=

∫
Ω

|∇u|pdx,

es diferenciable en W 1,p
0 (Ω) y para cada u ∈ W 1,p

0 (Ω),

J ′(u)[v] = p

∫
Ω

|∇u|p−2∇u · ∇v dx ∀v ∈ W 1,p
0 (Ω).

De la Observación 1.4.2.4.1 y gracias a este resultado obtenemos un

ejemplo de un espacio de Banach cuya norma es diferenciable.

Una herramienta importante para nuestro trabajo es acerca del pri-

mer valor propio para el operador p-Laplaciano caracterizado por Aomar



Anane en [2] y [3]. Considerando el problema con condiciones de frontera

Dirichlet homogéneas

(V p)

{
−∆pu = λ|∇u|p−2u, x ∈ Ω,

u(x) = 0, x ∈ ∂Ω,

con Ω ⊆ R un abierto acotado y 1 < p < +∞. Decimos que u ∈ W 1,p
0 (Ω) no

idénticamente nula, es una función propia si∫
Ω

|u|p−2∇u · ∇φ dx− λ

∫
Ω

|u|p−2uφdx = 0 ∀φ ∈ C∞
0 (Ω).

El número real correspondiente λ se llama valor propio.

Al primer valor propio del del operador p-Laplaciano denotado por λ1,

como en [2], se lo caracteriza por

λ1 := ı́nf

{∫
Ω
|∇u|p dx∫
Ω
|u|p dx

: u ∈ W 1,p
0 (Ω) \ {0}

}
,

Algunas propiedades de λ1 se describen en la sección cuatro de [9]. Entre

ellas tenemos tenemos:

λ1 > 0.

El valor propio λ1 es simple en cualquier dominio acotado. Es decir,

si w es una función propia asociada a λ1, entonces cualquier otra

función propia asociada a λ1 es múltiplo constante de w.

Una función propia positiva es siempre una función propia asociada

a λ1.

Finalmente, gracias a la desigualdad de Poincaré en W 1,p
0 (Ω), se puede

afirmar que ∫
Ω

|u|p dx ≤ 1

λ1

∫
Ω

|∇u|p dx ∀u ∈ W 1,p
0 (Ω) \ {0}. (1.1)

1.4.4. Puntos críticos

Dado que nuestro trabajo se resume a encontrar los puntos críticos

de un cierto funcional asociado a un problema de tipo Ambrosetti-Prodi



que involucre al operador p-Laplaciano, es importante describir los com-

ponentes que serán de utilidad.

Consideremos un funcional I ∈ C1(X) con X un espacio de Banach.

Decimos que I es acotado inferiormente si existe una constante M ∈ R
tal que

M ≤ I(u) ∀u ∈ X.

Además, decimos que y ∈ X es un punto crítico de I si I es diferenciable

en y e I ′(y) = 0, es decir,

I ′(y)[x] = 0 ∀x ∈ X.

El siguiente resultado será utilizado en nuestro problema.

Teorema 1.4.4.1. Sea (X, ∥ · ∥) un espacio de Banach reflexivo y sea

I : X → R un funcional débilmente semicontinuo inferiormente y coercivo.

Entonces, existe al menos un uo ∈ X tal que

I(uo) = ı́nf
u∈X

I(u).

Demostración. Ver ([11], Teorema 1.2.3, p.11).



Capítulo 2

Metodología

En el presente capítulo se describe el método variacional utilizado para

encontrar al menos una solución del problema de tipo Ambrosetti-Prodi

(∗)

{
−∆pu = f(u) + tϕ+ h, x ∈ Ω,

u = 0, x ∈ ∂Ω,

donde N ≥ 3, Ω ⊆ RN es un abierto acotado y no vacío, 2 < p < N y t ≥ 0.

Además, h, ϕ ∈ L∞(Ω) con ϕ positiva y f : R → R una función continua que

satisface:

µ := ĺım sup
u→−∞

f(u)

|u|p−2u
< λ1; (2.1)

λ1 < ĺım inf
u→+∞

f(u)

|u|p−2u
, (2.2)

con λ1 el primer valor propio del operador p-Laplaciano.

Comenzamos describiendo qué entendemos por solución débil del pro-

blema (∗) y seguidamente es importante precisar ciertas hipótesis sobre

f , para abordar (∗) de manera variacional. También, probamos que estas

hipótesis implican las condiciones de tipo Ambrosetti-Prodi introducidas

en (2.1) y (2.2) . Además, demostramos en el Teorema 3.3.0.1 que existen

a, b > 0 con b ≤ λ1, tales que para todo t ∈ R,

|f(t)| ≤ a+ b|t|p−1.

9



Esta última condición sobre f nos permite desarrollar la teoría necesaria

a través de un método variacional. Para probar la existencia de al menos

una solución débil de (∗) haremos uso de los métodos directos del cálculo

de variaciones descritos en [11], para lo cual definimos sobre W 1,p
0 (Ω) el

funcional asociado a nuestro problema, denotado por J, cuyos puntos

críticos serán soluciones débiles de (∗).

De la misma manera, haciendo uso de los métodos directos del cálculo

de variaciones, en el apartado de resultados probamos que J posee al

menos un mínimo. Para ello seguimos el siguiente esquema:

Primero, probamos que el funcional J está bien definido (Teorema

3.4.0.1). A continuación, se muestra que J es diferenciable en W 1,p
0 (Ω), lo

cual se detalla en el Teorema 3.5.0.1. Adicionalmente, probamos que J

admite por lo menos un punto crítico y para esto, dado que W 1,p
0 (Ω) es un

espacio de Banach reflexivo, basta probar que J es coercivo (Teorema

3.5.0.2), y débilmente semicontinuo inferiormente (Teorema 3.5.0.3).

Finalmente, gracias al Teorema 1.4.4.1 concluimos que el funcional J

admite al menos un punto crítico. Así, podemos afirmar que el problema

(∗) admite por lo menos una solución débil.



Capítulo 3

Resultados, conclusiones y recomendaciones

3.1. Resultados

Recordemos que nuestro problema de tipo Ambrosetti-Prodi está dado

por

(∗)

{
−∆pu = f(u) + tϕ+ h, x ∈ Ω,

u(x) = 0, x ∈ ∂Ω,

donde N ≥ 3, Ω ⊆ RN un abierto acotado no vacío, 2 < p < N y t ≥ 0.

Además h, ϕ ∈ L∞(Ω) con ϕ positiva y f : R → R una función continua que

satisface

µ := ĺım sup
u→−∞

f(u)

|u|p−2u
< λ1; (3.1)

λ1 < ĺım inf
u→+∞

f(u)

|u|p−2u
. (3.2)

3.2. Solución débil

Dado que trabajamos a través de un esquema variacional es indispen-

sable obtener la formulación variacional de (∗). Multiplicando la ecuación

11



del problema por φ ∈ W 1,p
0 (Ω), vemos que

−∆puφ = f(u)φ+ tϕφ+ hφ.

Integrando sobre Ω, vemos que∫
Ω

−∆puφ dx =

∫
Ω

f(u)φdx+ t

∫
Ω

ϕφ+

∫
Ω

hφ dx. (3.3)

Seguidamente, notamos que

∆pu = div
(
|∇u|p−2∇u

)
=

N∑
i=1

∂

∂xi

(
|∇u|p−2 ∂u

∂xi

)
,

de modo que usando integración por partes y la condición de frontera,

para cada i = 1, . . . , N , tenemos que

∫
Ω

∂

∂xi

(
|∇u|p−2 ∂u

∂xi

)
φ dx = −

∫
Ω

(
|∇u|p−2 ∂u

∂xi

)
∂φ

∂xi

+
���������������:0∫

∂Ω

∂

∂η

(
|∇u|p−2 ∂u

∂xi

)
φ dx,

es decir,∫
Ω

∂

∂xi

(
|∇u|p−2 ∂u

∂xi

)
φ dx = −

∫
Ω

(
|∇u|p−2 ∂u

∂xi

)
∂φ

∂xi

dx ∀i = 1, . . . , N.

De esta última igualdad obtenemos que∫
Ω

−∆puφ dx =

∫
Ω

−div(|∇u|p−2u)φ dx

=

∫
Ω

N∑
i=1

− ∂

∂xi

(
|∇u|p−2 ∂u

∂xi

)
φ dx

=
N∑
i=1

∫
Ω

− ∂

∂xi

(
|∇u|p−2 ∂u

∂xi

)
φ dx

=
N∑
i=1

∫
Ω

(
|∇u|p−2 ∂u

∂xi

)
∂φ

∂xi

dx

=

∫
Ω

N∑
i=1

(
|∇u|p−2 ∂u

∂xi

)
∂φ

∂xi

dx

=

∫
Ω

|∇u|p−2∇u · ∇φdx.



En resumen, se ha conseguido que∫
Ω

−∆puφ dx =

∫
Ω

|∇u|p−2∇u · ∇φdx.

Reemplazando esta última igualdad en (3.3), obtenemos que∫
Ω

|∇u|p−2∇u · ∇φdx−
∫
Ω

f(u)φ dx− t

∫
Ω

ϕφ−
∫
Ω

hφ dx = 0, (3.4)

para cada φ ∈ W 1,p
0 (Ω). Decimos que u ∈ W 1,p

0 (Ω) es una solución débil del

problema (∗) si u verifica (3.4).

3.3. Hipótesis sobre f

En esta sección describimos las hipótesis que imponemos sobre f las

mismas que nos ayudarán para abordar el problema (∗) desde un es-

quema variacional. Siguiendo las ideas de [5], suponemos las siguientes

condiciones sobre f :

(f1) Existen b1, C1 > 0, con b1 < λ1, tales que para todo s ≤ 0,

f(s) ≥ b1|s|p−2s− C1.

(f2) Existen b2, C2 > 0, con b2 < λ1, tales que para todo s ≤ 0,

f(s) ≤ b2|s|p−2s+ C2.

(f3) Existen b3, C3 > 0 con b3 < λ1 y p < q < p∗ tales que para todo s ≥ 0,

f(s) ≥ b3|s|q−2s− C3.

(f4) Existen b4, C4 > 0 con b4 < λ1 tales que que para todo s ≥ 0,

f(s) ≤ b4|s|p−2s+ C4.



Notemos que (f1) implica (2.1). En efecto, para todo s ≤ 0, de (f1) tenemos

que
f(s)

|s|p−2s
≤ b1 −

C1

|s|p−2s
.

Tomando límite superior cuando s → −∞ y dado que b1 < λ1, conseguimos

que

ĺım sup
s→−∞

f(s)

|s|p−2s
≤ λ1.

Por lo tanto, se verifica la condición (2.1).

Por otro lado, (f3) implica (2.2). En efecto, para todo s > 0, de (f3) vemos

que

f(s)

|s|p−2s
≥ b3|s|q−2

�s

|s|p−2
�s

− C3

|s|p−2s

≥ b3|s|q−p − C3

|s|p−2s
.

Tomando el límite inferior cuando s → +∞ y dado que q−p > 0, obtenemos

que

λ1 < ĺım inf
s→+∞

f(s)

|s|p−2s
= +∞.

Por lo tanto, se satisface la condición (2.2).

Así, al tomar f : R → R continua tal que se verifiquen (f1)-(f4), estamos

garantizando que (∗) es un problema de tipo Ambrosetti-Prodi con condi-

ción de frontera Dirichlet homogéneo que involucra el operador

p-Laplaciano.

Ahora, mostremos que estas hipótesis impuestas sobre f implican una

condición que será de utilidad para demostrar que el funcional asociado

a (∗), denotado por J, admite puntos críticos. Esta condición la presenta-

mos en el siguiente teorema.

Teorema 3.3.0.1. Sean p > 2 y f : R → R una función continua que verifica

(f1), (f2), (f3) y (f4). Entonces, existen a, b > 0 con b < λ1, tales que para todo

s ∈ R,

|f(s)| ≤ a+ b|s|p−1. (3.5)

Demostración. Sea s ∈ R. Se tienen los siguientes dos casos:

(i) Primer caso: s ≤ 0.



De las condiciones (f1) y (f2), se tiene que existen b1, b2, C1, C2 > 0,

con b1, b2 < λ1, tales que

b1|s|p−2s− C1 ≤ f(s) ≤ b2|s|p−2s+ C2 ⇔
b1|s|p−1s

|s|
− C1 ≤ f(s) ≤ b2|s|p−1s

|s|
+ C2

⇔ b1|s|p−1s

−s
− C1 ≤ f(s) ≤ b2|s|p−1s

−s
+ C2

⇔ −b1|s|p−1 − C1 ≤ f(s) ≤ −b2|s|p−1 + C2.

Puesto que b2 > 0, de la última desigualdad, vemos que

−b1|s|p−1 − C1 ≤ f(s) ≤ −b2|s|p−1 + C2 ≤ b2|s|p−1 + C2.

y por lo tanto

−b1|s|p−1 − C1 ≤ f(s) ≤ b2|s|p−1 + C2.

Tomando b∗ := máx{b1, b2} y a∗ := máx{C1, C2}, tenemos que

−b∗|s|p−1 − a∗ ≤ −b1|s|p−1 − C1 ≤ f(s) ≤ b2|s|p−1 + C2 ≤ b∗|s|p−1 + a∗.

En consecuencia,

|f(s)| ≤ a∗ + b∗|s|p−1 ∀s ≤ 0, (3.6)

pues s ≤ 0 es arbitrario.

(i) Segundo caso: s > 0.

De las condiciones (f3) y (f4), se tiene que existen b3, b4, C3, C4 > 0,

con b3, b4 < λ1 y p < q < p∗, tales que

b3|s|q−2 − C3 ≤ f(s) ≤ b4|s|p−2 + C4 ⇔
b3|s|q−1s

|s|
− C3 ≤ f(t) ≤ b4|s|p−1s

|s|
+ C4

⇔ b3|s|q−1s

s
− C3 ≤ f(s) ≤ b4|s|p−1s

s
+ C4

⇔ b3|s|q−1 − C3 ≤ f(s) ≤ b4|s|p−1 + C4.

Puesto que p < q y b3 > 0 de la última desigualdad, se sigue que

−b3|s|p−1 − C3 ≤ b3|s|q−1 − C3 ≤ f(s) ≤ b4|s|p−1 + C4.



Tomando b∗ := máx{b3, b4} y a∗ := máx{C3, C4}, se tiene que

−b∗|s|p−1 − a∗ ≤ −b3|s|p−1 − C3 ≤ f(s) ≤ b4|s|p−1 + C4 ≤ b∗|s|p−1 + a∗.

Por lo tanto,

|f(s)| ≤ a∗ + b∗|s|p−1 ∀s > 0, (3.7)

pues s > 0 fue tomado de manera arbitraria.

De (3.6) y (3.7), tomando a = máx{a∗, a∗} y b = máx{b∗, b∗}, se concluye que

para todo s ∈ R,

|f(s)| ≤ a+ b|s|p−1.

3.4. Funcional asociado a (∗)

A continuación, se define el funcional J sobre W 1,p
0 (Ω) dado por

J(u) =
1

p

∫
Ω

|∇u|p dx−
∫
Ω

F (u(x)) dx− t

∫
Ω

ϕu dx−
∫
Ω

hu dx, (3.8)

para todo u ∈ W 1,p
0 (Ω), donde F (s) =

∫ s

0
f(r) dr y t ≥ 0. El funcional J está

bien definido lo que presentamos en el siguiente teorema.

Teorema 3.4.0.1. El funcional J introducido en (3.8) está bien definido.

Demostración. Sea u ∈ W 1,p
0 (Ω), como

J(u) =
1

p

∫
Ω

|∇u|p dx−
∫
Ω

F (u(x)) dx− t

∫
Ω

ϕu dx−
∫
Ω

hu dx.

Basta con probar que todas las integrales son finitas para que J esté bien

definido. Por la Observación 1.4.2.4.1 tenemos que

1

p

∫
Ω

|∇u|p dx =
1

p
∥u∥p < +∞. (3.9)



Por otro lado, gracias a (3.5), vemos que para cada s ∈ R,

F (s) ≤ |F (s)|

=

∣∣∣∣∫ s

0

f(r) dr

∣∣∣∣
≤

∫ s

0

|f(r)| dr

≤
∫ s

0

a dr + b

∫ s

0

|r|p−1 dr

≤ a|s|+ b

p
|s|p.

En particular,

F (u(x)) ≤ a|u(x)|+ b

p
|u(x)|p ∀x ∈ Ω. (3.10)

En consecuencia, ∫
Ω

F (u) dx ≤ a

∫
Ω

|u| dx+
b

p

∫
Ω

|u|p dx

= a∥u∥L1 +
b

p
∥u∥pLp

< +∞, (3.11)

donde la última desigualdad se debe al Teorema 1.4.2.3. Finalmente,

dado que ϕ, h ∈ L∞(Ω), en vista del Teorema 1.4.2.3 y la desigualdad de

Hölder vemos que ∫
Ω

hu dx ≤ ∥h∥∞
∫
Ω

|u| dx

≤ ∥h∥∞|Ω| ∥u∥Lp

< +∞. (3.12)

Análogamente tenemos que ∫
Ω

ϕu dx < +∞.

Por tanto

t

∫
Ω

ϕu dx < +∞. (3.13)

De (3.9). (3.11), (3.12) y (3.13) afirmamos que todas las integrales del lado

derecho de (3.8) existen y por ende J es un funcional bien definido.



En la siguiente sección probaremos que J es diferenciable sobre W 1,p
0 (Ω)

y sus puntos críticos establecen soluciones débiles del problema (∗).

3.5. Existencia de una solución débil para (∗)

En esta sección probaremos que (∗) admite por lo menos una solución

débil y que esta solución es un punto crítico del funcional J asociado a

(∗). Para lo cual debemos probar que:

J es diferenciable en W 1,p
0 (Ω);

J es coercivo;

J es d.s.c.i.

Esto lo presentamos en los siguientes tres teoremas.

Teorema 3.5.0.1. El funcional J definido en (3.8) es diferenciable en W 1,p
0 (Ω).

Además, para todo u, v ∈ W 1,p
0 (Ω),

J ′(u)[v] =

∫
Ω

|∇u|p−2∇u · ∇v dx−
∫
Ω

f(u) v dx− t

∫
Ω

ϕ v dx−
∫
Ω

h v dx.

Demostración. Denotemos

J(u) :=

∫
Ω

P (u) dx,

con

P (u) :=

[
1

p
|∇u|p − F (u)− tϕ u− hu

]
∀u ∈ W 1,p

0 (Ω).

Primero, se prueba que J es Gâteaux diferenciable sobre W 1,p
0 (Ω). Sean



u, v ∈ W 1,p
0 (Ω), dado que

J ′
Gu[v] = ĺım

α→0

J(u+ αv)− J(u)

α

= ĺım
α→0

∫
Ω
P (u+ αv) dx−

∫
Ω
P (u) dx

α

= ĺım
α→0

∫
Ω

P (u+ αv)− P (u)

α
dx.

Mostraremos que

ĺım
α→0

∫
Ω

P (u+ αv)− P (u)

α
dx =

∫
Ω

[
|∇u|p−2∇u · ∇v − (f(u) + tϕ+ h)v

]
dx.

De la Observación 1.4.2.1.1 y siguiendo las ideas de ([6], p.87-90) y ([10],

p.98), vemos que

P ′
G(u)[v] =

[
d

dα
P (u(x) + αv(x))

]
α=0

=

[
d

dα

(
1

p
|∇(u+ αv)|p − F (u+ αv)− tϕ (u+ αv)− h (u+ αv)

)]
α=0

.

Ahora, notemos los siguientes dos literales:

(i)

d

dα
|∇(u+ αv)|p = p|∇(u+ αv)|p−2

N∑
i=1

(
∂u

∂xi

+ α
∂v

∂xi

)
∂v

∂xi

= p|∇(u+ αv)|p−2
[
∇u · ∇v + α|∇v|2

]
.

(ii) Del teorema fundamental del cálculo, se obtiene

d

dα
F (u+ αv) =

d

dα

∫ u(x)+αv(x)

0

f(s) ds

= f(u+ αv)
d

dα
(u+ αv)

= f(u+ αv)v.



Por lo tanto, gracias a (i) y (ii), tenemos que

P ′
G(u)[v] =

[
d

dα

(
1

p
|∇(u+ αv)|p − F (u+ αv)− tϕ (u+ αv)− h (u+ αv)

)]
α=0

=
[
|∇(u+ αv)|p−2∇u · ∇v + α|∇v|2 − f(u+ αv)v − tϕv − hv

]
α=0

= |∇u|p−2∇u · ∇v − f(u)v − tϕv − hv.

Es decir

P ′
G(u)[v] = |∇u|p−2∇u · ∇v − f(u)v − tϕv − hv. (3.14)

Además, del Teorema del valor medio de Lagrange sabemos que existe

β ∈ R tal que |β| ≤ |α| y de (3.5) vemos que para cada x ∈ Ω,∣∣∣∣P (u+ αv)− P (u)

α

∣∣∣∣ = ||∇(u+ βv)|p−2∇(u+ βv) · ∇v − (f(u+ βv)− tϕ− h)v|

≤ |∇(u+ βv)|p−1|∇v|+ (a+ b|u+ βv|p−1 + |tϕ|+ |h|)|v|

≤ |∇(u+ v)|p−1|∇v|+ (a+ b|u+ v|p−1 + |tϕ|+ |h|)|v|.

Dado que p > 2, entonces

|∇(u+ v)|p−1 ≤ (|∇u|+ |∇v|)p−1 ≤ 2p−2(|∇u|p−1 + |∇v|p−1).

De la misma manera

|u+ v|p−1 ≤ 2p−2(|u|p−1 + |v|p−1).

Por lo tanto,∣∣∣∣P (u+ αv)− P (u)

α

∣∣∣∣ ≤ |∇(u+ v)|p−1|∇v|+ (a+ b|u+ v|p−1 + |tϕ|+ |h|)|v|

≤ 2p−1(|∇u|p−1|∇v|+ |∇v|p + b|u|p−1|v|+ b|v|p) + a|v|

+ |tϕ||v|+ |h||v|. (3.15)

De la desigualdad de Hölder sabemos que∫
Ω

|∇u|p−1|∇v| ≤
∥∥|∇u|p−1

∥∥
Lp′ ∥|∇v|∥Lp .



y ∫
Ω

|u|p−1|v| ≤
∥∥|u|p−1

∥∥
Lp′ ∥|v|∥Lp .

De estas dos últimas desigualdades y de (3.15) vemos que∫
Ω

∣∣∣∣P (u+ αv)− P (u)

α

∣∣∣∣ ≤ 2p−1
(∥∥|∇u|p−1

∥∥
Lp′ ∥|∇v|∥Lp + b

∥∥|u|p−1
∥∥
Lp′ ∥|v|∥Lp

+ ∥|∇v|∥pLp + b ∥|v|∥pLp) + ∥v∥L1 (a+ |t|∥ϕ∥∞ + ∥h∥∞)

< ∞.

Lo cual muestra que el integrando de la parte izquierda de esta última

desigualdad pertenece a L1(Ω). Por consiguiente, del Teorema de conver-

gencia dominada de Lebesgue y (3.14), tenemos que

ĺım
α→0

∫
Ω

P (u+ αv)− P (u)

α
dx =

∫
Ω

ĺım
α→0

P (u+ αv)− P (u)

α
dx

=

∫
Ω

P ′
Gu[v] dx

=

∫
Ω

[
|∇u|p−2∇u · ∇v − (f(u) + tϕ+ h)v

]
dx.

Así

J ′
Gu[v] =

∫
Ω

[
|∇u|p−2∇u · ∇v − (f(u) + tϕ+ h)v

]
dx.

Lo cual prueba que J es es Gâteaux diferenciable sobre W 1,p
0 (Ω), pues

u, v ∈ W 1,p
0 (Ω) fueron tomados de manera arbitraria. Ahora, probemos que

para cada u ∈ W 1,p
0 (Ω), se verifica que J ′

G(u) = J ′(u). Para lo cual basta

probar que el mapa

J ′
G : W 1,p

0 (Ω) →
(
W 1,p

0 (Ω)
)′

u → J ′
G(u),

es continuo. Sea (un)n∈N ⊆ W 1,p
0 (Ω) tal que

ĺım
n→∞

un = u en W 1,p
0 (Ω).

También, sea (unk
)k∈N una subsucesión de (un)n∈N tal que :



(a) unk
→ u en Lp(Ω) cuando k → ∞.

(b) unk
(x) → u(x) c.t.p en Ω cuando k → ∞.

Por facilidad denotaremos a la subsucesión como (uk)k∈N. De la desigual-

dad triangular, para cada v ∈ W 1,p
0 (Ω), tenemos que

|(J ′
G(un)− J ′

G(u))[v]

=

∣∣∣∣∫
Ω

[
(|∇un|)p−2∇un − (|∇u|)p−2∇u)∇v + (f(u)− f(un))v

]
dx

∣∣∣∣
≤

∫
Ω

||∇un|)p−2∇un − (|∇u|)p−2∇u||∇v| dx+

∫
Ω

|f(u)− f(un)||v| dx

≤
∫
Ω

(|∇un|)p−1 + |∇u|)p−1)|∇v| dx+

∫
Ω

|f(u)− f(un)||v| dx. (3.16)

Ahora, de la desigualdad de Hölder

∫
Ω

|f(u)− f(un)||v| dx ≤
(∫

Ω

|f(u)− f(un)|
p−1
p dx

) p
p−1

(∫
Ω

|v|p dx
) 1

p

. (3.17)

Además, de (3.5) sabemos que para cada n ∈ N,

|f(un)− f(u)| ≤ |f(un)|+ |f(u)|

≤ 2a+ b(|uk|p−1 + |u|p−1)

≤ c(1 + |uk|p−1 + |u|p−1).

En consecuencia,

|f(un)− f(u)|
p−1
p ≤ C(1 + |uk|p−1 + |u|p−1)

p−1
p .

Más aún, de (a) sabemos que existe φ ∈ Lp(Ω) tal que |uk(x)| ≤ φ(x) c.t.p

en Ω para cada k ∈ N. En consecuencia, de la última desigualdad, vemos

que

|f(un)− f(u)|
p−1
p ≤ C(1 + |uk|p−1 + |u|p−1)

p−1
p

≤ C1(1 + |φ|p−1 + |u|p−1)
p−1
p

≤ C2(1 + |φ|p−1 + |u|p−1).



De donde∫
Ω

|f(un)− f(u)|
p−1
p dx ≤

∫
Ω

C2(1 + |φ|p−1 + |u|p−1) dx < ∞.

Lo cual muestra que el integrando de la parte izquierda de esta última

desigualdad está en L1(Ω). Por otro lado de (b) y la continuidad de f , se

deduce que

ĺım
k→∞

∣∣|∇un(x)|p−2∇un(x)− |∇u(x)|p−2∇u(x) + (f(u(x))− f(un(x))) dx
∣∣ = 0.

Por lo mostrado y haciendo uso de la convergencia dominada de Lebesgue

podemos afirmar que

ĺım
k→∞

∫
Ω

∣∣|∇un|p−2∇un − |∇u|p−2∇u+ (f(u)− f(un)) dx
∣∣ = 0.

Este último resultado aplicado a (3.16) se tiene que para cada u ∈ W 1,p
0 (Ω)

ĺım
n→∞

J ′
G(un)[v] = J ′

G(u)[v] ∀v ∈ W 1,p
0 (Ω).

Lo cual prueba que J ′
G es continuo. Finalmente del Teorema 1.4.2.1 con-

cluimos que J es diferenciable en W 1,p
0 (Ω).

Observación 3.5.0.1.1. Los puntos críticos de J son soluciones débiles

del problema (∗).

Teorema 3.5.0.2. El funcional J definido en (3.8) es coercivo.

Demostración. Sea u ∈ W 1,p
0 (Ω). Por un lado, de la desigualdad de Hölder,

la inmersión W 1,p
0 (Ω) ↪→ Lp(Ω) y de la desigualdad de Poincaré en W 1,p

0 (Ω),

sabemos que existe C > 0 tal que∫
Ω

|u| dx ≤ |Ω|∥u∥Lp ≤ |Ω|C∥u∥ = C1∥u∥,

con C1 = |Ω|C. Por otro lado, por (1.1), vemos que∫
Ω

1

p
|u|p dx =

1

p

∫
Ω

|u|p dx ≤ 1

λ1p
∥u∥p.



Usando estas últimas dos desigualdades y (3.10), obtenemos que∫
Ω

F (u) dx ≤ a

∫
Ω

|u| dx+
b

p

∫
Ω

|u|p dx.

≤ aC1∥u∥+
b

λ1p
∥u∥p. (3.18)

Ahora, usando la desigualdad de Hölder y dado que W 1,p
0 (Ω) ↪→ Lp(Ω), se

sigue que ∫
Ω

gu dx ≤ ∥g∥∞
∫
Ω

|u| dx

≤ ∥g∥∞|Ω|∥u∥Lp

= C∗∥u∥Lp ,

con C∗ = ∥g∥∞|Ω|. Finalmente, de la desigualdad de Poincaré existe C > 0

tal que

∥u∥Lp ≤ C∥u∥,

que junto a la última desigualdad, tenemos que∫
Ω

gu dx ≤ C2∥u∥, (3.19)

donde C2 = C∗C. Análogamente, dado que ϕ ∈ L∞(Ω), tenemos que

t

∫
Ω

ϕu dx ≤ tC3∥u∥. (3.20)

Gracias a (3.18), (3.19) y (3.20)

J(u) =
1

p
∥u∥p −

∫
Ω

F (u(x)) dx− t

∫
Ω

ϕu dx−
∫
Ω

hu dx

≥ 1

p
∥u∥p − C1∥u∥ −

b

λ1p
∥u∥p − tC3∥u∥ − C2∥u∥

=
1

p
∥u∥p

(
1− b

λ1

)
− ∥u∥(C1 + tC3 + C2). (3.21)

Dado que b < λ1, entonces (
1− b

λ1

)
> 0,



y tomando el límite cuando ∥u∥ → +∞ en (3.21) conseguimos que

ĺım
∥u∥→∞

J(u) = +∞.

Lo cual prueba que J es coercivo.

Teorema 3.5.0.3. El funcional J definido en (3.8) es débilmente semicon-

tinuo inferiormente (d.s.c.i).

Demostración. Para cada u ∈ W 1,p
0 (Ω), recordemos que el funcional J se

define como

J(u) =
1

p

∫
Ω

|∇u|p dx−
∫
Ω

F (u(x)) dx− t

∫
Ω

ϕu dx−
∫
Ω

hu dx.

Sea (un)n∈N ⊆ W 1,p
0 (Ω) tal que uk ⇀ u en W 1,p

0 (Ω). De la inmersión compacta

de Sobolev, tenemos que uk → u en Lp(Ω) y por tanto uk(x) → u(x) c.t.p en

Ω. Además notemos que existe q ∈ Lp(Ω) tal que

|uk(x)| ≤ q(x) c.t.p en Ω, ∀k ∈ N.

Como Ω es acotado tenemos que q ∈ L1(Ω) y así de la convergencia domi-

nada de Lebesgue vemos que

ĺım
k→∞

∫
Ω

F (uk) dx =

∫
Ω

F (u) dx. (3.22)

Por otro lado tenemos que

ĺım
k→∞

∫
Ω

tϕ uk dx =

∫
Ω

tϕ u dx y ĺım
k→∞

∫
Ω

huk dx =

∫
Ω

hu dx, (3.23)

por la definición de convergencia débil. Finalmente de (3.22), (3.23) y el



Teorema 1.4.2.2, tenemos que

J(u) =
1

p

∫
Ω

|∇u|p dx−
∫
Ω

F (u) dx− t

∫
Ω

ϕu dx−
∫
Ω

hu dx

≤ 1

p
ĺım inf
k→∞

∥uk∥p − ĺım
k→∞

∫
Ω

F (uk) dx− ĺım
k→∞

∫
Ω

tϕ uk dx− ĺım
k→∞

∫
Ω

huk dx

=
1

p
ĺım inf
k→∞

∥uk∥p − ĺım inf
k→∞

∫
Ω

F (uk) dx− ĺım inf
k→∞

∫
Ω

tϕ uk dx− ĺım inf
k→∞

∫
Ω

huk dx

= ĺım inf
k→∞

(
1

p

∫
Ω

|∇uk|p dx−
∫
Ω

F (uk) dx− t

∫
Ω

ϕuk dx−
∫
Ω

huk dx

)
= ĺım inf

k→∞
J(uk).

Lo cual prueba que J es (d.s.c.i).

Finalmente de estos tres teoremas presentamos el resultado principal

de nuestro trabajo.

Teorema 3.5.0.4. El problema

(∗)

{
−∆pu = f(u) + tϕ+ h, x ∈ Ω,

u(x) = 0, x ∈ ∂Ω,

con N ≥ 3, Ω ⊆ RN un abierto acotado no vacío, 2 < p < N y t ≥ 0,

h, ϕ ∈ L∞(Ω) con ϕ positiva y f : R → R una función continua que satisface

(f1) Existen b1, C1 > 0, con b1 < λ1, tales que para todo s ≤ 0,

f(s) ≥ b1|s|p−2s− C1.

(f2) Existen b2, C2 > 0, con b2 < λ1, tales que para todo s ≤ 0,

f(s) ≤ b2|s|p−2s+ C2.

(f3) Existen b3, C3 > 0 con b3 < λ1 y p < q < p∗ tales que para todo s ≥ 0,

f(s) ≥ b3|s|q−2s− C3.



(f4) Existen b4, C4 > 0 con b4 < λ1 tales que que para todo s ≥ 0,

f(s) ≤ b4|s|p−2s+ C4.

Es un problema de tipo Ambrosetti-Prodi y admite por lo menos una solu-

ción débil.

Demostración. Dado que las condiciones (f1) y (f3) implican (3.1) y (3.2),

respectivamente, podemos afirmar que (∗) es un problema de tipo Ambrosetti-

Prodi. Por otro lado, de la sección anterior sabemos que el funcional aso-

ciado al problema (∗) descrito en (3.8) y denotado por J es diferenciable

sobre W 1,p
0 (Ω), coercivo y d.s.c.i, por tanto del Teorema 1.4.4.1 existe

u ∈ W 1,p
0 (Ω) que es mínimo de J. Lo cual prueba que u es solución débil

de (∗) por ser un punto crítico de J.

3.6. Conclusiones

El método directo del cálculo de variaciones en el problema de tipo

Ambrosetti-Prodi que involucra al p-Laplaciano descrito en (∗), nos

permite cumplir con nuestro objetivo general.

Las hipótesis (f1)-(f4) impuestas sobre la función f son de importan-

cia para el análisis de puntos críticos de funcional J descrito en (3.8)

y así poder abordar el problema con métodos directos del cálculo de

variaciones.

Las hipótesis (f1)-(f4) impuestas sobre f implican las condiciones de

tipo Ambrosetti-Prodi.

3.7. Recomendaciones

A los interesados en el área de problemas de ecuaciones diferencia-

les parciales con condiciones de tipo Ambrosetti-Prodi y que involu-

cren al p-Laplaciano, pueden notar que también es factible abordar



el problema por métodos directos del cálculo de variaciones, a dife-

rencia de los métodos de sub y super soluciones y de grado topoló-

gico que son comúnmente utilizados en la literatura. Para futuros

trabajos en esta línea se recomienda abordar aspectos como el de

multiplicidad y regularidad de la solución del problema. Así como

estudiar el problema (∗) bajo otras técnicas variacionales como Paso

de Montaña o de Linking.
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