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RESUMEN

En el presente trabajo se busca determinar la existencia de al menos una
solucion débil para un problema de tipo Ambrosetti-Prodi con condicion
de frontera Dirichlet homogéneo que involucre el operador p-Laplaciano.
Para ello, iniciamos proponiendo hipétesis sobre nuestro problema, a fin
de estudiarlo bajo técnicas variacionales. Probaremos que dichas hipo-
tesis implican una condicion de acotamiento muy util al momento de
estudiar el funcional asociado al problema. Demostraremos que dichas
hipotesis también implican condiciones de tipo Ambrosetti-Prodi y fina-
lizamos mostrando la existencia de una solucion débil siendo esta un

minimo para el funcional asociado al problema.

Palabras clave: Ambrosetti-Prodi, p-Laplaciano, métodos variacionales.



ABSTRACT

In this work we want to determine the existence of at least one weak so-
lution of an Ambrosetti-Prodi problem with homogeneous Dirichlet boun-
dary condition involving p-Laplacian operator. For that purpose, we begin
proposing hypothesis on the problem in order to study it under variatio-
nal techniques. We show that these hypotheses imply a boundness con-
dition very useful to study the functional associated to the problem. We
are going to prove that the hypothesis also imply the Ambrosetti-Prodi
conditions and we end showing the existence of a weak solution being

this a minimum point for the functional associated to the problem.

Keywords: Ambrosetti-Prodi, p-Laplacian, variational methods.
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Capitulo 1

Descripcion del componente desarrollado

El analisis de este componente se centra en la existencia de solucio-
nes con condicion de frontera Dirichlet homogéneo para un problema de
tipo Ambrosetti-Prodi que involucre el p-Laplaciano, abordado desde un
esquema variacional. En este ambiente se pretende estudiar el funcional
asociado al problema con el fin de hallar un punto critico, en especifico,
un minimo. Todo lo descrito se consigue haciendo uso de un resultado

de minimizacién descrito en el Teorema 1.4.4.1.

1.1. Objetivo general

Estudiar el problema de tipo Ambrosetti-Prodi con condicion de fron-
tera Dirichlet homogéneo para el operador p-Laplaciano bajo técnicas va-

riacionales.

1.2. Objetivos especificos

1. ® Analizar de forma detallada el articulo “The Ambrosetti-Prodi Pro-
blem for the p-Laplace Operator” [4] y determinar la existencia de

soluciones bajo técnicas variacionales.

2. ¢ * Encontrar hipétesis adecuadas sobre f que permitan abordar el
problema (1) de manera variacional.
1



1.3. Alcance

Se hace una recopilacion y estudio bibliografico de trabajos donde
se abordan métodos variacionales para resolver ecuaciones diferenciales
parciales de tipo Ambrosetti-Prodi que involucren al operador p-Laplaciano.
En particular, se hace un estudio critico del material recopilado, lo que
nos permite contrastar los métodos variacionales con los cuales aborda-
mos los resultados estudiados en [4] y finalmente se encuentra al menos
una solucion usando el método variacional mas apropiado precisando las
hipotesis adecuadas que nos permitan llevar acabo lo mencionado. En el
contexto de nuestras hipoétesis la técnica mas apropiada es haciendo uso

de los métodos directos del calculo de variaciones.

1.4. Marco teorico

En esta seccion se presentan definiciones y propiedades importantes
para aplicarlos en capitulos posteriores. Para profundizar en estos temas
se puede referir en gran medida a [6] y [1 1].

1.4.1. Notaciones previas

» Se considera RY, con N > 3, equipado de la norma euclidiana notada
por | - |.
» Se denota por Q C RY a un abierto no vacio y acotado de RY, el

cual esta dotado de la medida de Lebesgue dz, con df2 su frontera lo

suficientemente regular.

» Para todo 1 < p < 400, se representa por p’ al exponente conjugado

de p. Esto es, que para todo 1 < p < 400, se verifica la igualdad
1/p+1/p =1.

= Se denota por X a un espacio vectorial arbitrario y como || - || a una
norma asociada a X.

= Si X es un espacio de Banach, se escribe X’ como su dual topolégico.



1.4.2. Definiciones previas

Definicion 1.4.2.1. (Diferencial y derivada de Fréchet)([6], p.11-12)
Sean (X, ||-]|) un espacio de Banach, U C X un abiertonovacioy F': U — R
un funcional. Se dice que F es Fréchet diferenciable en v € U si existe
A € X' tal que

F(u+h) — F(u) — A(h)

lim = 0.
[ 1A

La existencia de A € X' es tinica y para todo u € U se suele escribir

F'(u) := A. Al funcional F'(u) € X' se le conoce como el diferencial de
Fréchet de F en u € U. En el caso que F sea Fréchet diferenciable para
todo u € U, se dice simplemente que F es diferenciable en U y de esta

forma se puede definir el operador

F:U— X'

u— F'(u),

F' se llama la derivada de Fréchet de F'. En el caso que F’' sea continuo

se dice que F es de clase C' en U, o lo que es lo mismo, F € C'(U).

Definicién 1.4.2.2. (Diferencial y derivada de Gateaux)([6], Definition
1.3.7, p.14)
Sean (X, ||-]|) un espacio de Banach, U C X un abiertonovacioy F': U — R
un funcional. Se dice que F es Gateaux diferenciable en u € U si existe
B € X' tal que

i 2 = PO gy e x

t—0 t

La existencia de B € X' es unica y para todo u € U donde F' sea Gateaux
diferenciable se escribe F/,(u) := B. Al funcional F/,(u) € X' se le conoce
como el diferencial de Gateaux de F' en u € U. Si F es Gateaux diferen-
ciable para todo u € U, entonces se dice que F es G-diferenciable en U y el

operador

FlL.:U— X'

u— Fj(u),

se llama la derivada de Géateaux de F'.



Por un lado, se tiene que la diferenciablilidad de Fréchet implica la
diferenciablilidad de Gateaux, pero el reciproco en general no es cierto.
Para que se cumpla la implicacion reciproca se necesita una hipotesis

adicional que se expone en el siguiente resultado.

Teorema 1.4.2.1. Sean (X, || -||) un espacio de Banach, U C X un abierto
no vacio y F : U — R un funcional. Si F' es G-diferenciable en U y F/, es
continua en u € U, entonces I es Fréchet diferenciable en v € U y ademas
F'(u) = F.(u).

Demostracion. ( Ver [1], Theorem 1.9, p.14).

Observacion 1.4.2.1.1. Sean (X, || - ||) un espacio de Banach y F
G-diferenciable en X . Para calcular el diferencial de Gateauxde F' enu € X,

se suele proceder de la siguiente forma

Fl(u)[h] = [%F(u + th)} Vh e X,

=0
donde [ F(u+ th)],_, es la derivada de F en u en la direccion de h.

Definicion 1.4.2.3. (/1 1], Definicion 1.2.1, p.10) Sea (X, | - ||) un espacio
de Banach reflexivo y sea I : X — R. Se dice que I es débilmente semi-
continuo inferiormente (d.c.s.i) si y solo si

liminf I'(ug) > I(u),
k—ro00

siempre que u;, — u débilmente en X.

Teorema 1.4.2.2. La norma en todo espacio de Banach es débilmente

semicontinua inferiormente.

Demostracion. Ver ([1 1], Proposicion 1.2.18, p. 17). O

Definicién 1.4.2.4. (Funcional coercivo)([5], Definition 2.2.6, p.72)
Sea (X, || - ||) un espacio de Banach. El funcional [ : A C X — R se llama
coercivo en A si satisface la condicion

lim I(z,) = 400,

n—oo



para toda sucesion (z,),en C A tal que
lim ||z, || = +oo.
n—o0

Definicion 1.4.2.5. (Operador p-Laplaciano)([6], p.86)
Dados p > 1 yu: U C RY — R con U abierto no vacio, se considera el
p-Laplaciano como el operador diferencial no lineal de segundo orden defi-

nido en términos de divergencia como
Ayu = div(|VulP > Vu).

En el caso que p = 2 nos encontramos con el operador Laplaciano, podria-
mos decir que el operador p-Laplaciano es su generalizacion al contexto

cuasilineal.

Definicién 1.4.2.6. (Espacios de Sobolev W'? y W,"”)(7], p. 263)

Dados 1 < p < oo y Q2 C RY un abierto no vacio, se define

g1, ..., 9, € LP(Q) tal que
WP (Q) =< ue LP(Q):
anO = —
Q Ox; B

/gz«p Vo e C(Q), Vi=1,...,N
Q

El cual esta equipado de la norma

N
lullwr == llullr +) Yu € WH(Q).
=1

ou
axi

Lr

Como en ([6], p.86), definimos

oo—Wl’P(Q)
WOLP(Q) = CO (Q> )

donde C{°(2) es el espacio de todas las funciones de clase C* a soporte
compacto en ).

Algunas propiedades de este espacio se presentan a continuacion.

Teorema 1.4.2.3. ([6], Theorem 2.6.2, p.87) Sean N > 3, Q C RY un abierto
acotado no vacioy 1 < p < N. Entonces,

Wy(Q) = L(Q) Vg€ [L1,p7],



donde p* := NN—_’;) es el exponente critico de Sobolev para la inmersion de

W, P(Q) en LI. Ademads, la inmersién es compacta para todo q € [1,p*).

Teorema 1.4.2.4. (Desigualdad de Poincaré para W,”)(6], Theorem
2.6.3, p.87)
Sea ) C RY abierto no vacio y acotado. Entonces, existe C > 0, que depende

solamente de (2, tal que
/ lulP dz < C/ \VulP dz Yu € W, P(Q).
Q Q

Observacién 1.4.2.4.1. Si ) C RY es abierto y acotado, gracias a la des-

igualdad de Poincaré se puede probar que

] = ( / |Vu|pdx)p,
Q

es una norma sobre W, (), equivalente a la norma usual.

1.4.3. Resultados para el p-Laplaciano

En esta seccion se presentan algunos resultados clasicos que involu-

cran al p-Laplaciano los cuales se pueden encontrar en [6].

Teorema 1.4.3.1. ([6], Theorem 2.6.4, p.87) Sean N > 3, Q C R un abierto

no vacio y 1 < p < oo. El funcional

J: WP (Q) — R

ur— J(u) = / |Vul|Pdz,
0
es diferenciable en W, " (Q) y para cada u € W, 7 (1),

J' (u)[v] = p/ \VulP2Vu-Vode Yo e WyP(Q).
0

De la Observacion 1.4.2.4.1 y gracias a este resultado obtenemos un

ejemplo de un espacio de Banach cuya norma es diferenciable.

Una herramienta importante para nuestro trabajo es acerca del pri-

mer valor propio para el operador p-Laplaciano caracterizado por Aomar



Anane en [2] y [3]. Considerando el problema con condiciones de frontera

Dirichlet homogéneas

—Ayu = AVu|P~2u, r €,
(Vp) P =2
u(z) =0, x € 09,

con  C R un abierto acotado y 1 < p < 4oc0. Decimos que u € W,"(Q) no

idénticamente nula, es una funcion propia si
/ lu|P~*Vu - Vo dx — )\/ lu|P~2updr = 0 Vo € Cg°(92).
Q Q

El numero real correspondiente )\ se llama valor propio.
Al primer valor propio del del operador p-Laplaciano denotado por A,

como en [2], se lo caracteriza por

, |VulP dz
/\1 = lnf{w NS WOLP(Q)\{O} s
Q

Algunas propiedades de )\, se describen en la seccion cuatro de [9]. Entre

ellas tenemos tenemos:

= )\ > 0.

= El valor propio \; es simple en cualquier dominio acotado. Es decir,
si w es una funciéon propia asociada a A;, entonces cualquier otra

funcion propia asociada a \; es multiplo constante de w.

= Una funcion propia positiva es siempre una funcion propia asociada

a)\l.

Finalmente, gracias a la desigualdad de Poincaré en W,”(Q), se puede

afirmar que

/|u|pd:v§ i/ VuPdr Ve W)\ {0}, (1.1)
0 At Jo

1.4.4. Puntos criticos

Dado que nuestro trabajo se resume a encontrar los puntos criticos

de un cierto funcional asociado a un problema de tipo Ambrosetti-Prodi



que involucre al operador p-Laplaciano, es importante describir los com-

ponentes que seran de utilidad.

Consideremos un funcional 7 € C'(X) con X un espacio de Banach.
Decimos que [ es acotado inferiormente si existe una constante M € R
tal que

M <I(u) YueX.

Ademas, decimos que y € X es un punto critico de [ si I es diferenciable

enye ['(y) =0, es decir,
I'(y)lx] =0 VxeX.

El siguiente resultado sera utilizado en nuestro problema.

Teorema 1.4.4.1. Sea (X, | - ||) un espacio de Banach reflexivo y sea
I : X — R un funcional débilmente semicontinuo inferiormente y coercivo.

Entonces, existe al menos un u, € X tal que

I(u,) = inf I(u).

ueX

Demostracion. Ver ([1 1], Teorema 1.2.3, p.11). O



Capitulo 2

Metodologia

En el presente capitulo se describe el método variacional utilizado para

encontrar al menos una solucion del problema de tipo Ambrosetti-Prodi

) —Aju= f(u)+to+h, xel,
u =0, x € 08,

donde N > 3, Q C R" es un abierto acotado ynovacio,2<p< Nyt2>0.

Ademas, h,¢ € L>(Q2) con ¢ positivay f : R — R una funcién continua que

satisface:
w1 = lim sup f@) < Ai; (2.1)
u——co |UPT2U
A, < liminf (u) (2.2)

u—+oo |ulP~2u’
con \; el primer valor propio del operador p-Laplaciano.

Comenzamos describiendo qué entendemos por solucion débil del pro-
blema (x) y seguidamente es importante precisar ciertas hipoétesis sobre
f, para abordar (x) de manera variacional. También, probamos que estas
hipotesis implican las condiciones de tipo Ambrosetti-Prodi introducidas
en (2.1) y (2.2) . Ademas, demostramos en el Teorema 3.3.0.1 que existen

a,b> 0 con b < )\, tales que para todo t € R,

[f(®)] < a+bftP



Esta ultima condicion sobre f nos permite desarrollar la teoria necesaria
a través de un método variacional. Para probar la existencia de al menos
una solucion débil de (x) haremos uso de los métodos directos del calculo
de variaciones descritos en [11], para lo cual definimos sobre W,”(Q) el
funcional asociado a nuestro problema, denotado por J, cuyos puntos

criticos seran soluciones débiles de (x).

De la misma manera, haciendo uso de los métodos directos del calculo
de variaciones, en el apartado de resultados probamos que J posee al

menos un minimo. Para ello seguimos el siguiente esquema:

Primero, probamos que el funcional J esta bien definido (Teorema
3.4.0.1). A continuacién, se muestra que J es diferenciable en W,”(1Q), lo
cual se detalla en el Teorema 3.5.0.1. Adicionalmente, probamos que J
admite por lo menos un punto critico y para esto, dado que Wol’p () es un
espacio de Banach reflexivo, basta probar que J es coercivo (Teorema
3.5.0.2), y débilmente semicontinuo inferiormente (Teorema 3.5.0.3).
Finalmente, gracias al Teorema 1.4.4.1 concluimos que el funcional J
admite al menos un punto critico. Asi, podemos afirmar que el problema

(*) admite por lo menos una solucion débil.



Capitulo 3

Resultados, conclusiones y recomendaciones

3.1. Resultados

Recordemos que nuestro problema de tipo Ambrosetti-Prodi esta dado
por
) { —Aju=flu)+tdp+h, e,
u(z) =0, x € 010,

donde N > 3, Q C RY un abierto acotado no vacio, 2 < p < Nyt > 0.
Ademas h, ¢ € L>(Q2) con ¢ positivay f: R — R una funcién continua que

satisface

4= lim sup M < A3 (3.1)
U——00 |u|p—2u
(u)

A1 < lim inf (3.2)

u—+00 |u’l’*2u'

3.2. Solucion débil

Dado que trabajamos a través de un esquema variacional es indispen-

sable obtener la formulacion variacional de (x). Multiplicando la ecuacion

11



del problema por ¢ € W,”(Q), vemos que

—Apup = f(u)p + top + he.

Integrando sobre (2, vemos que

/—Apugodx:/f(u)gpdx+t/¢90+/h(pdx. (3.3)
Q Q Q Q

Seguidamente, notamos que

AN ou
Apu = div (|Vul[P*Vu) = <|Vu|p_2—) :
i1 a!lfl 0331

de modo que usando integracion por partes y la condicion de frontera,

paracada:=1,..., N, tenemos que
0 5 0u ou 8@ 0 _
p—2 — p—2 _
/ani (’V“’ a:@) @ / ('V 5 ) B, +/ oz, ) ¥
es decir,

0 2 Ou ) Iy
p—2 _ p—2
/Q Ox; (]Vu| axz’) ol = / (]V ’ 8@) ox; dz Vi=1,..,N.

De esta ultima igualdad obtenemos que
/Q—Apugod:c:/—div(\Vu\pQU)go dx
/Z . (|v p-2 )¢dx
= Z/Q_am (\Vu|p_2 ;:) o dx
pry i i
(o)
/Z(W - 28“) SZ da

= / |VulP2Vu - Vo dr.
Q




En resumen, se ha conseguido que

/ —Apyupdr = / |VulP~2Vu - Vo dr.
Q Q
Reemplazando esta ultima igualdad en (3.3), obtenemos que
/ |VulP~*Vu - Vo dr — / flu)p de — t/ PP — / he dr =0, (3.4)
Q Q Q Q
para cada ¢ € W, (). Decimos que u € W,”(Q) es una solucién débil del

problema (x) si u verifica (3.4).

3.3. Hipotesis sobre f

En esta seccion describimos las hipotesis que imponemos sobre [ las
mismas que nos ayudaran para abordar el problema (x) desde un es-
quema variacional. Siguiendo las ideas de [5], suponemos las siguientes

condiciones sobre f:
(f1) Existen b;,C; > 0, con b; < \;, tales que para todo s <0,

f(s) = buls|"™*s — Ch.
(f2) Existen by, Cy > 0, con by, < A;, tales que para todo s <0,
f(s) < bos[P~2s + Os.
(f3) Existen b3,C3 >0 con by < A\ yp < q < p* tales que para todo s > 0,

f(s) > by|s]"%s — Ca.

(fs) Existen by, Cy > 0 con by < \; tales que que para todo s > 0,

f(S) S b4|8’p_28 + 04.



Notemos que (f;) implica (2.1). En efecto, para todo s < 0, de (f;) tenemos

que

f(s) &
<b — .
s|p=2s = 1 |s|r2s

Tomando limite superior cuando s — —oo y dado que b; < Ay, conseguimos

que

lim sup = <
s——oc0 |S[P72s

Por lo tanto, se verifica la condicién (2.1).
Por otro lado, (f;) implica (2.2). En efecto, para todo s > 0, de (f3;) vemos

que

Js) o bslsl G

[s[P=2s = [s[P=2¢ |s|P?s
Cs

> ba|s|7 P — .

> bss| I5[P—23

Tomando el limite inferior cuando s — +oc y dado que ¢—p > 0, obtenemos
que

:+OO

A < lminf (5)

s—+00 |S|p_23
Por lo tanto, se satisface la condicion (2.2).

Asi, al tomar f : R — R continua tal que se verifiquen (f;)-(fs), estamos
garantizando que (x) es un problema de tipo Ambrosetti-Prodi con condi-
cion de frontera Dirichlet homogéneo que involucra el operador

p-Laplaciano.

Ahora, mostremos que estas hipotesis impuestas sobre f implican una
condiciéon que sera de utilidad para demostrar que el funcional asociado
a (%), denotado por J, admite puntos criticos. Esta condiciéon la presenta-

mos en el siguiente teorema.

Teorema 3.3.0.1. Seanp > 2y f : R — R una funcién continua que verifica
(f1), (f2), (f3) y (fs). Entonces, existen a,b > 0 conb < \, tales que para todo
s € R,

1f(s)| < a+blsP (8.5)

Demostracion. Sea s € R. Se tienen los siguientes dos casos:

(i) Primer caso: s < 0.



(1)

De las condiciones (f;) y (f2), se tiene que existen by, by, C1,Cy > 0,

con by, by < A, tales que

b p—1 b p—1
bl‘s|7’*25 -1 < f(s) < b2|5|p*25 + Oy & % —C < f(s) < 2|3‘| | S e
S S
bils[Pts P=1s

—Clﬁf(s)ﬁbﬂs——k

= —b1|8|p_1 — Cl S f(S) S —b2|8|p_1 + CQ.

Cs

Puesto que b, > 0, de la ultima desigualdad, vemos que

—by|s|Pt = O1 < f(s) < —bos|Pt + Cy < bys[P + O,
y por lo tanto

—by[s[Pt = Cy < f(s) < byls|PTH + O
Tomando b, := max{by, bo} y a. := méx{C}, Cy}, tenemos que
—bu|s|P T = ay < =bifsPT = Oy < f(s) SbofsPTN A+ Co S bus|PT 4 an
En consecuencia,
1f(s5)] < a. +b,s|Pt Vs <0, (3.6)

pues s < 0 es arbitrario.

Segundo caso: s > 0.
De las condiciones (fs;) y (f1), se tiene que existen bs, by, C3,Cy > 0,

con by, by < A\ yp <q<p*, tales que

balsl? s by|s|P~ts
b1 = Gy < S(6) S bl 2+ Oy T -y < g1 < ML vy

balsla—1 by|sP~t

Py < g <M g

<~ bg‘S‘q_l — 03 < f(S) < b4‘$|p_1 + 04.
Puesto que p < ¢ y b3 > 0 de la ultima desigualdad, se sigue que

—bg|s|" — Oy < byls|”" = O < fls) < balsP ™+ Cl



Tomando b* := max{bs, by} v a* := méx{Cs, Cy}, se tiene que
—b*|s|Pt — @ < —bsls[PTt = C5 < f(s) < bals|PH 4+ Oy < bY[sPTH 4+ a”.

Por lo tanto,
|f(s)] < a* +b*|s]P~t Vs >0, (3.7)

pues s > 0 fue tomado de manera arbitraria.

De (3.6) y (3.7), tomando a = mix{a., a*} y b = max{b,.,b*}, se concluye que
para todo s € R,
[f(s)] < atols|”.

3.4. Funcional asociado a (x)

A continuacion, se define el funcional .J sobre W, ”(Q) dado por

J(u):%/Q|Vu|pdx—/QF(u(x))dx—t/ngﬁudx—/Qhudx, (3.8)

para todo u € W,”(Q2), donde F(s) = Jy f(r)dryt>0.El funcional J esta

bien definido lo que presentamos en el siguiente teorema.

Teorema 3.4.0.1. El funcional J introducido en (3.8) esta bien definido.
Demostracion. Sea u € W,”(Q), como

J(u):%/Q|Vu|pdx—/QF(u(x))dx—t/ngudx—/Qhudx.

Basta con probar que todas las integrales son finitas para que J esté bien
definido. Por la Observacion 1.4.2.4.1 tenemos que

1 1
—/ VulP de = —|jul]P < +o0. (3.9)
b Ja p



Por otro lado, gracias a (3.5), vemos que para cada s € R,

()<IF

/\f ) dr
_/ adr—i—b/ |r|P~t dr
0

b
< als| + - Hp

En particular,
F(u(x)) < alu(z)| + g|u(x)|p Vo € Q. (3.10)

/ dx<a/|u|dx+ /|u|pdx

= allulls + 2fulls
p

En consecuencia,

donde la ultima desigualdad se debe al Teorema 1.4.2.3. Finalmente,
dado que ¢,h € L>(12), en vista del Teorema 1.4.2.3 y la desigualdad de

/hu dr < HhHoo/ lu| dz
0 0

< [ Ploo 2] fuall o

Holder vemos que

< 400. (3.12)
Analogamente tenemos que
/ ou dr < +00.
Q
Por tanto
t/ ou dxr < +00. (3.13)
Q

De (3.9). (3.11), (3.12) y (3.13) afirmamos que todas las integrales del lado

derecho de (3.8) existen y por ende J es un funcional bien definido.



O

En la siguiente seccién probaremos que .J es diferenciable sobre W, ”(Q)

y sus puntos criticos establecen soluciones débiles del problema (x).

3.5. Existencia de una solucion débil para (x)

En esta seccion probaremos que (x) admite por lo menos una solucién
débil y que esta solucion es un punto critico del funcional J asociado a

(x). Para lo cual debemos probar que:

= J es diferenciable en W,”(Q);
= J es coercivo;

m Jesd.s.c.i.

Esto lo presentamos en los siguientes tres teoremas.

Teorema 3.5.0.1. El funcional J definido en (3.8) es diferenciable en W,”(Q).
Ademads, para todo u,v € W, " (Q),

J’(u)[v]:/Q|Vu|p_2Vu-Vvdx—/Qf(u)vdx—t/ﬂgbv d:):—/ghv dzx.

Demostracion. Denotemos

con
P(u) := E)|Vu|p—F(u)—tgbu—hu} Yu € WyP(Q).

Primero, se prueba que J es Gateaux diferenciable sobre WW,”(Q2). Sean



u,v € Wy?(Q), dado que

J(u+ av) — J(u)

Joufv] = lim

a—0 [0
. JoPlu+av)de— [, P(u) de
= lim
a—0 (0%
— lm P(u+ av) — P(u) .
a—0 Q o

Mostraremos que

lim P(u+ av) — P(u)

a—0 Q (6%

dr = / [[VulP~>Vu - Vo — (f(u) + t¢ + h)v] da.
Q

De la Observacion 1.4.2.1.1 y siguiendo las ideas de ([6], p.87-90) y ([10],

p-98), vemos que

PL(uw)[v] = {%P(u(x) + OzU(!L"))] -
_ [% (%'V(u +av)l” = Fu+ av) —t¢ (u+av) —h(u+ O‘”))] a0

Ahora, notemos los siguientes dos literales:

(4)

V(a0 = plV(u+an) Y (

do ,
=1

ou ov\ Ov
ox; a@xi ox;

= p|V(u+ av)|P* [Vu- Vo + a|Vo]?].
(7i) Del teorema fundamental del calculo, se obtiene

d d u(z)+av(x)
EF(U—F av) = E/o f(s) ds

= flu+ av)%(u + av)

= f(u+ av)v.



Por lo tanto, gracias a (i) y (ii), tenemos que

Pl(u)[v] = {% (%\V(u + av)]? = F(u+ av) —td (u+ av) — h (u + ow))]
a=0
= [I[V(u+ av)[P"*Vu - Vo +a|Vol* — f(u+ av)v —tév — ho] _,
= |Vul|P2Vu - Vo — f(u)v — tov — ho.
Es decir
PL(u)[v] = |[VulP*Vu - Vv — f(u)v — tév — ho. (3.14)

Ademas, del Teorema del valor medio de Lagrange sabemos que existe

p € R tal que || < |a] y de (3.5) vemos que para cada = € Q,

P(u+ av) — P(u)

= [|V(u+ Bv)[P2V(u+ Bv) - Vo — (f(u+ Sv) —tdp — h)v]

< |V(u+ Bo)P Vol + (a + blu + BoP~" + [tg]| + |h|)|v]
< |V(u+0)P Vol + (a+ blu + v~ + [to] + |h])|v].

Dado que p > 2, entonces
IV (u+0) Pt < (|Vu] + [Vo|)P~t < 2272(|VulP~t + |[VoP ).
De la misma manera
Ju v < 272 (fufP T+ o).

Por lo tanto,

P(u+ av) — P(u)

. < |V(u+0)P Vol + (a+blu+ v + [to] + [A])[v]

< 2071 (|VulP~H V| + [VolP + bluP~ o] + blv[P) + alv|
+ [to||v] + |hl|v]. (3.15)

De la desigualdad de Holder sabemos que

/Q Vu Vol < ||Vl 1190l



/Q ol < o el

De estas dos ultimas desigualdades y de (3.15) vemos que

J

P(u+ av) — P(u)

<2 ([IValP || W19l + B [l o 101l

+ Vol + 0 lllollIZ) + ol (@ + [l ¢l + [1A]loc)

< Q.

Lo cual muestra que el integrando de la parte izquierda de esta ultima
desigualdad pertenece a L!(2). Por consiguiente, del Teorema de conver-
gencia dominada de Lebesgue y (3.14), tenemos que

lim P(u+ av) — P(u) dp — / lim P(u+ av) — P(u) s
a—0 Q 0% QQHO 0%
= / Plulv] dx
Q
_ / (IVufP V- Vo — (f(u) + t6 + h)o] d.
Q
Asi

Jgulv] = /Q [[VulP=>Vu - Vo — (f(u) + t¢ + h)v] da.

Lo cual prueba que J es es Gateaux diferenciable sobre 1W,”(2), pues
u,v € W,?(Q) fueron tomados de manera arbitraria. Ahora, probemos que
para cada u € W,"(), se verifica que J.(u) = J'(u). Para lo cual basta

probar que el mapa

Ji s Wa(Q) = (W)
u— Ji(u),

es continuo. Sea (u,)neny C W, 7(Q) tal que

lim u, =u en W,"(Q).

n—oo

También, sea (u,, )reny Una subsucesion de (u,),en tal que :



(a) up, = uen LP(Q2) cuando k — oo.

(b) up, () — u(z) c.t.p en Q2 cuando k — oo.

Por facilidad denotaremos a la subsucesion como (u;)ren. De la desigual-

dad triangular, para cada v € W,”(Q2), tenemos que

|(Jo(un) = Jg(u))[v]
= /Q [(IVun )2V, — ([Vul)"2Vu) Vo + (f(u) = f(un))v] dz

Sué\ﬁhmD“”Vun—OVMDWQVuHdex+}LLﬂu>—f@wﬂ%hﬁ
Vu, )P~ + |Vu| )P~ V| dz u) — f(uy)||v| dx. 3.16
s%ﬁ P |Vl Ve +AU()f(NH (3.16)

Ahora, de la desigualdad de Holder

/yf Flun)|[o] dz < (/ Fu )\de>”_1 (/Q\v\pd:c)p. (3.17)

Ademas, de (3.5) sabemos que para cada n € N,

|f(un) = f)] < |f(un)] + | f(w)]
< 2a+ b(Juel~" + Jul")

< (1 4+ JugP~t + Juffh).

En consecuencia,

[f(un) = f(@)]F < O [ur™ + a5
Mas aun, de (a) sabemos que existe ¢ € LP(Q) tal que |ux(z)| < ¢(x) c.t.p
en () para cada k € N. En consecuencia, de la ultima desigualdad, vemos

que

p—1 _ 4 p—1

() = F)7 < O+ [ug]?™ + [up™)"
<G+ [l + Jul s

< Co(1+ [P+ JuP).



vmw—fwwfdxs/ka1+ww*+wwﬂdx<w.
Q Q

Lo cual muestra que el integrando de la parte izquierda de esta ultima
desigualdad esta en L'(f2). Por otro lado de (b) y la continuidad de f, se

deduce que
M [V @)V, (z) = [Vu(@) P2 Vu(@) + (f(u(2) = f(un(2)) do| = 0.

Por lo mostrado y haciendo uso de la convergencia dominada de Lebesgue

podemos afirmar que

lim / [Vt P2V, — [Vl 2V + (f(u) — f(un)) di| = 0.
Q

k—o0

Este ultimo resultado aplicado a (3.16) se tiene que para cada u € W,”(Q)

lim J}, (un)[v] = J5(w)[p] Yo € Wy P(Q).

n—o0

Lo cual prueba que J;, es continuo. Finalmente del Teorema 1.4.2.1 con-

cluimos que J es diferenciable en W,"(Q).

]

Observacion 3.5.0.1.1. Los puntos criticos de J son soluciones débiles

del problema ().

Teorema 3.5.0.2. El funcional J definido en (3.8) es coercivo.

Demostracion. Sea u € W, " (). Por un lado, de la desigualdad de Hélder,
la inmersion W, ?(Q) — L?(Q) y de la desigualdad de Poincaré en W, ”(Q),

sabemos que existe C' > 0 tal que
AMMSMMWSMWWZQML

con C; = |Q2|C. Por otro lado, por (1.1), vemos que

1 1 1
/—wmmz—/wwms——mw
ob D Jo A1p



Usando estas ultimas dos desigualdades y (3.10), obtenemos que

b
/F(u)dmﬁa/|u|dm+—/!u\pda:.
Q Q P Ja
b

< aC — ||u||”. 3.18
< aCilfull + 5 lul (3.18)

Ahora, usando la desigualdad de Holder y dado que W,”(Q) — L(Q), se

sigue que
[ oude< gl [ ulds
Q Q

< llglloo €2 [ll] o

= Cullze,

con C* = ||¢||~|©2|. Finalmente, de la desigualdad de Poincaré existe C' > 0
tal que
[ulle < Cllul],

que junto a la ultima desigualdad, tenemos que

/ gu dx < Cy|ul|, (3.19)
Q
donde C; = C*C. Analogamente, dado que ¢ € L>(f2), tenemos que
t/ bu dz < tCs[ul. (3.20)
Q
Gracias a (3.18), (3.19) y (3.20)
J(u)zluuup—/F(u(x))dx—t/a;udx—/hudx
p Q Q Q
1 b
> —||ullP = Ch||u|| = ~—||u||? — tCslju|| — Ca|u
_pll [” = Cilu] Alpll I sllull = Callul
1 b
p A1

Dado que b < \;, entonces



y tomando el limite cuando |u|| — +occ en (3.21) conseguimos que

lim J(u) = +o0.
l[ul|—o0

Lo cual prueba que J es coercivo.

O

Teorema 3.5.0.3. El funcional J definido en (3.8) es débilmente semicon-
tinuo inferiormente (d.s.c.i).

Demostracién. Para cada u € W,”(Q), recordemos que el funcional J se
define como

J(u):%/lewpdx—/QF(u(x))dx—t/Q¢uda:—/Qhuda:.

Sea (ty)nen € Wy P(Q) tal que u, — u en W, ?(Q). De la inmersién compacta
de Sobolev, tenemos que u; — u en LP(Q2) y por tanto ui(z) — u(z) c.t.p en
(). Ademas notemos que existe ¢ € L*(Q) tal que

lug(x)] < gq(x) c.t.p en Q, Vk € N.

Como () es acotado tenemos que ¢ € L'(Q) y asi de la convergencia domi-

nada de Lebesgue vemos que

k—o0

lim [ F(ug) dx = / F(u) dx. (3.22)
Q Q
Por otro lado tenemos que

Iim [ tou, doe = / touder y lim [ hugdr= / hu dx, (3.23)
Q Q Q Q

k—o0 k—o0

por la definicion de convergencia débil. Finalmente de (3.22), (3.23) y el



Teorema 1.4.2.2, tenemos que

/|Vu|pdx—/ F(u )d:p—t/gbudx—/ghudx

- hm mf [l ug||P — hm / (ug)dr — lim [ touy, de — lim [ huy dex

1
= —h’minf |uk||P — hminf/ F(uy) dr — liminf/ toug dr — h’minf/ huy dz

k—o0 k—o0

_11]£n1nf( /|Vuk]pda:—/ (uk)dx—t/qﬁukdx—/hukdx)

= liminf J(ug).
k—o00

Lo cual prueba que J es (d.s.c.i).

]

Finalmente de estos tres teoremas presentamos el resultado principal

de nuestro trabajo.

Teorema 3.5.0.4. El problema

() —Ayu = f(u) +to+h, x €,
u(z) =0, x € 092,

con N > 3, Q C RY un abierto acotado no vacio, 2 < p < N yt > 0,
h,¢ € L*>*(Q) con ¢ positivay f : R — R una funcién continua que satisface
(f1) Existen b;,C, > 0, con b; < A\, tales que para todo s < 0,

f(s) > by|s|P~?s — C).

(f2) Existen by, Cy > 0, con by < A\, tales que para todo s < 0,

f(s) < bosP~2s + O,.

(f3) Existenbs,C3 >0 conbs < A\ yp < q < p* tales que para todo s > 0,

f(s) > by|s]"%s — Cs.



(f4) Existenb,,Cy > 0 conby < \; tales que que para todo s > 0,

f(s) < bals™s + Cu.

Es un problema de tipo Ambrosetti-Prodi y admite por lo menos una solu-

cion débil.

Demostracion. Dado que las condiciones (f;) y (f3;) implican (3.1) y (3.2),
respectivamente, podemos afirmar que () es un problema de tipo Ambrosetti-
Prodi. Por otro lado, de la seccion anterior sabemos que el funcional aso-
ciado al problema (x) descrito en (3.8) y denotado por J es diferenciable
sobre W,"(Q), coercivo y d.s.c.i, por tanto del Teorema 1.4.4.1 existe
u € WyP(Q) que es minimo de J. Lo cual prueba que u es solucién débil

de (%) por ser un punto critico de J.

]

3.6. Conclusiones

= E]l método directo del calculo de variaciones en el problema de tipo
Ambrosetti-Prodi que involucra al p-Laplaciano descrito en (x), nos

permite cumplir con nuestro objetivo general.

= Las hipétesis (f1)-(fs) impuestas sobre la funcién f son de importan-
cia para el analisis de puntos criticos de funcional J descrito en (3.8)
y asi poder abordar el problema con métodos directos del calculo de

variaciones.

» Las hipétesis (f1)-(fs) impuestas sobre f implican las condiciones de
tipo Ambrosetti-Prodi.

3.7. Recomendaciones

= A los interesados en el area de problemas de ecuaciones diferencia-
les parciales con condiciones de tipo Ambrosetti-Prodi y que involu-

cren al p-Laplaciano, pueden notar que también es factible abordar



el problema por métodos directos del calculo de variaciones, a dife-
rencia de los métodos de sub y super soluciones y de grado topolo-
gico que son comunmente utilizados en la literatura. Para futuros
trabajos en esta linea se recomienda abordar aspectos como el de
multiplicidad y regularidad de la solucion del problema. Asi como
estudiar el problema (x) bajo otras técnicas variacionales como Paso

de Montana o de Linking.
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