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RESUMEN

El sistema de transporte público es el responsable del traslado de un

gran número de personas en las ciudades y permitir de este modo el de-

sarrollo de sus actividades diarias. La planificación de dichos sistemas

es una tarea sumamente compleja y consiste de varios problemas que

deben ser resueltos de manera secuencial: diseño de la red, planificación

de líneas y frecuencias, diseño de itinerarios, asignación de flota y asig-

nación de conductores. En el presente proyecto se pretende estudiar el

problema de planificación de líneas y frecuencias con aplicación al sis-

tema de transporte público de Quito. El problema consiste en encontrar

un conjunto de líneas y sus respectivas frecuencias de manera que se

pueda satisfacer una demanda de transporte conocida. Para el presente

trabajo se considera la minimización de costos operativos y se presentan

dos modelos de programación entera. El primero se formula como un mo-

delo de programación no lineal entero y posteriormente es linealizado y

se obtiene la segunda formulación expresada como un modelo de progra-

mación lineal entero con variables de decisión binarias. Para verificar el

comportamiento de los modelos, se reportan resultados computacionales

basados en instancias simuladas de diferentes tamaños. Finalmente, se

presentan conclusiones sobre el presente trabajo.

Palabras clave: Planificación de líneas y frecuencias, programación li-

neal entera, transporte público.



ABSTRACT

The public transportation system is responsible for moving the mayo-

rity of people in the cities and in such a way it allows them to carry out

the daily activities. The planning of such systems is an extremely com-

plex task and it consists of several problems that must be solved sequen-

tially: network design, line planning, timetable, vehicle scheduling and

duty scheduling. This project aims to study the line planning problem

with application to the Quito transport system. The problem consists of

finding a set of lines and their frequencies in such a way that a trans-

port demand is satisfied. For the present work, total operational cost is

minimized and two integer programming models are considered. The first

one is formulated as an integer nonlinear programming model and then

it is linearized and the second formulation expressed as an integer linear

programming model with binary decision variables is obtained. To verify

the behavior of the models, computational results based on simulated

instances of different sizes are reported. Finally, conclusions about the

present work are presented.

Keywords: Line planning, integer linear programming, public transport.
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Capítulo 1

Introducción

La planificación estratégica de un sistema de transporte público es

una tarea extremadamente compleja y ha sido el centro de varios trabajos

en el campo de la optimización combinatoria. Dicho proceso en general

es dividido en 3 fases [11]: diseño de la red, planificación de líneas y

frecuencias y diseño del diagrama de marcha. Estas etapas dependen de

la información que se reporta en la matriz origen-destino (matriz OD).

Cada entrada de la matriz provee el número de pasajeros que desean

trasladarse de una estación origen a una estación destino.

La primera etapa se refiere al diseño de la red de transporte, la cual

consiste en identificar y seleccionar vías (calles, avenidas, etc) sobre las

que podrían definirse las rutas de buses, tal que se permita transpor-

tar el máximo número de pasajeros. La segunda etapa está asociada al

problema de planificación de líneas y frecuencias. El problema consiste

en determinar un conjunto de líneas junto con sus respectivas frecuen-

cias tal que la demanda de transporte sea satisfecha. Entre los objetivos

del problemas están minimizar el número de transferencias que tienen

que hacer los pasajeros o minimizar los costos operativos de las líneas.

La última etapa consiste en diseñar el calendario de despacho tomando

como entrada las líneas y frecuencias obtenidas en el paso anterior y se

pretende minimizar el tiempo que tarda un pasajero en trasladarse de

una estación a otra o minimizar el tiempo que un vehículo puede estar

inactivo.

El presente trabajo se centra en el problema de planificación de lí-
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neas y frecuencias, donde muchos artículos han sido reportados en la

literatura en los últimos años. Así, Bussieck, Kreuzer y Zimmermann [9]

desarrollan un modelo de programación entera que maximiza la calidad

del servicio a través de la minimización del número total de cambios que

un pasajero realiza para llegar a su destino, es decir, la maximización del

número de viajeros directos. Para este proceso se considera como datos

un conjunto de estaciones, las conexiones entre estaciones, el tiempo de

viaje y la distancia para estos enlaces y se asume que los viajeros usan

el camino más corto entre cada par de estaciones. Por otra parte, Linder

[12] estudia la planificación de líneas y frecuencias enfocado en la mini-

mización de costos para lo cual desarrolla un método tipo Branch and

Bound. Bussieck, Lindner y Lübbecke [8] consideran los dos aspectos:

servicio versus costo. Los autores consideran que los pasajeros requieren

conexiones convenientes e idealmente directas y proponen un método

heurístico basado en fijado de variables y nuevas cotas inferiores para el

problema.

Claessens, van Dijk y Zwaneveld proponen estudiar el problema de

planificación de líneas con aplicación al sistema de ferrocarriles de Holan-

da. Los autores proponen un modelo no lineal y otro lineal que minimiza

los costos operativos totales y algoritmos exactos de solución tipo Branch

and Bound. Goossens, van Hoesel y Kroon [8] desarrollan una formula-

ción derivada de [10] e introducen un nuevo método de solución usando

algoritmos tipo Branch and Cut, donde una variedad de desigualdades

válidas y métodos de reducción del modelo son reportados.

El presente trabajo inicia con una revisión de las definiciones bási-

cas que se van a utilizar en el desarrollo del proyecto. Posteriormente se

presentan dos formulaciones de programación entera. La primera es un

modelo no lineal mientras que la segunda es una versión linealizada de

la primera. Finalmente, se implementan los dos modelos y se realizan

experimentos computacionales con instancias simuladas.
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Capítulo 2

Descripción del componente

En este trabajo se pretende analizar el problema de planificación de

líneas y frecuencias considerando los costos operativos del sistema. La

asignación de líneas implica la determinación de las estaciones origen

y destino con sus frecuencias y el tipo de bus asociado. En este senti-

do se presentan dos modelos de programación entera que brindarán las

soluciones al problema.

2.1. Objetivos

Objetivo General

Estudiar el problema de planificación de líneas y frecuencias utilizan-

do los resultados obtenidos en [10] con el fin de aplicarlos al sistema

metropolitano de Quito.

Objetivos Específicos

1. Revisión bibliográfica del problema de planificación de líneas y fre-

cuencias.

2. Implementar un modelo de programación no lineal para el problema

estudiado usando el solver de programación entera GUROBI.

3. Implementar un modelo de programación lineal para el problema

estudiado usando el solver de programación entera GUROBI.
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4. Conducir experimentos computacionales para verificar el comporta-

miento de los modelos.

2.2. Alcance

El presente proyecto tiene como objetivo estudiar el problema de plani-

ficación de líneas y frecuencias centrado en la minimización de los costos

operativos. Para ello se utilizarán algunos resultados obtenidos previa-

mente y se los adaptará al caso del sistema de transporte público de

Quito.

Primero, se pretende implementar los modelos de programación lineal

entera usando instancias manejables y posteriormente aumentar el ta-

maño de dichas instancias. Con ello no se espera obtener una nueva

formulación del problema o un método de solución, sino únicamente re-

plicar los resultados existentes a un caso particular.

2.3. Marco teórico

2.3.1. Teoría de Grafos

DEFINICIÓN 2.1. Un grafo no dirigido es un conjunto finito V = {v1, . . . , vn}
llamados vértices o nodos y un multiconjunto E = {{vi, vj} : vi, vj ∈ V } de

pares ordenados de V , conocidos como aristas.

Un grafo se asocia por lo general a una representación gráfica que no

es única. El conjunto de nodos del grafo se nota también como V (G) y su

conjunto de aristas E(G). Además, se define |V | = n como el número de

nodos y |E| = m como el numero de aristas de G.

Dada una arista e = {i, j} ∈ E, los nodos i, j se conocen como extre-

mos de la arista e.

Dos aristas que tiene los mismos extremos se dicen paralelas.

Una arista que conecta a un nodo consigo mismo se llama un lazo o

bucle.

4



Si G no tiene lazos ni aristas paralelas, entonces se denomina un

grafo simple.

Un grafo simple en el que cada par de nodos está conectado por una

arista se denomina grafo completo.

DEFINICIÓN 2.2. Sea G = (V,E) no dirigido W ⊂ V y F ⊂ E. Si H = (W,F )

es un grafo, entonces H es un subgrafo de G.

Si además se cumple que F contiene a todas las aristas de G con ambos

extremos en W se dice que H = (W,F ) es el grafo inducido por W y se

nota G[W ]. Si W = V y F ⊂ E entonces H se denomina el grafo generado

por E y se nota G[F ].

DEFINICIÓN 2.3. Un camino es un grafo no vacío P = (V,E) de la forma:

V = {v1, v2, . . . vk},

E = {{vi, vi+1}, {vi+1, vi+2}, . . . {vk−1, vk}}}

Los nodos vi y vk son unidos por P y son llamados nodos extremos y

vi+1, . . . , vk−1 los nodos internos de P .

DEFINICIÓN 2.4. Un ciclo es un camino en el que sus nodos extremos son

iguales, es decir, vi = vk. Se lo llama también camino cerrado o circuito.

DEFINICIÓN 2.5. Un grafo no vacío G = (V,E) es llamado conexo si para

cualquier par de nodos u y v, existe al menos un camino entre u y v. En

caso contrario se dice que no es conexo.

DEFINICIÓN 2.6. Un bosque es un grafo no dirigido sin ciclos o circuitos.

DEFINICIÓN 2.7. Un árbol es un bosque conexo, es decir, un grafo conexo

sin ciclos.

2.3.2. Programación Lineal

La programación lineal tiene como objetivo optimizar (maximizar el

beneficio o minimizar el costo) una función lineal que está sujeta a res-

tricciones lineales.

DEFINICIÓN 2.8. Dados: A ∈ Mmxn, b ∈ Rm y c ∈ Rn. Un problema de
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programación lineal se dice que está escrito en la forma canónica si se

expresa como 

Máx cTx

s.a.

Ax ≤ b

x ≥ 0

Así, la programación lineal consiste en encontrar un vector x que ma-

ximiza cTx sujeto a Ax ≤ b y x ≥ 0.

Existen algunos métodos para resolver problemas de programación li-

neal. Uno de ellos es el Método del Simplex [4], dicho algoritmo inicia en

un vértice básico de la región factible y luego se mueve iterativamente a

vértices adyacentes, mejorando la solución cada vez hasta encontrar la

solución óptima. El primer algoritmo de tiempo polinomial fue propuesto

por Khachiyan en 1979 [7], basado en el método del elipsoide, sin em-

bargo, el tiempo de ejecución no es competitivo comparado con el método

del Simplex. En 1984 se presenta el algoritmo de Karmarkar [6], que es

una mejora del algoritmo de Khachiyan, también resuelve problemas li-

neales en tiempo polinomial y los autores reportan una implementación

computacional competitiva respecto al Simplex.

2.3.3. Programación no Lineal

Es un conjunto de técnicas utilizadas para optimizar un problema

donde la función objetivo o las restricciones son no lineales. La no li-

nealidad del problema se presenta cuando el grado de las variables es

distinto de uno o hay la presencia de un producto entre las variables a

estudiar. Un problema de programación no lineal no siempre es factible.

DEFINICIÓN 2.9. Sean n,m, p,∈ Z+, X ∈ Rn, f, gi, hj funciones evaluadas

en X para todo i ∈ {1, . . . ,m} y todo j ∈ {1, . . . , p} con al menos una de

f, gi, hj no lineales. Un problema de programación no lineal se formula de

la siguiente manera:
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Min f(x)

s.a.

gi(x) ≤ 0 ∀i ∈ {1, . . . ,m}

hj(x) = 0 ∀j ∈ {1, . . . , p}

x ∈ X

De acuerdo a la estructura de la función objetivo y restricciones, se

pueden utilizar distintas técnicas de optimización. Así se tienen métodos

de optimización convexa si la función objetivo es cóncava o convexa y el

conjunto de restricciones es convexo. Si la función objetivo es cuadrá-

tica y las restricciones son lineales se aplica técnicas de programación

cuadrática [1].

2.3.4. Programación Lineal Entera

DEFINICIÓN 2.10. Se dice que un problema de programación lineal es

de programación lineal entera si todas las variables pertenecen a Z+ =

{0, 1, 2, . . .}. La formulación de un problema de programación lineal entera

tiene la siguiente forma: 

Máx cTx

s.a.

Ax ≤ b

x ≥ 0

x ∈ Z+

Un método de solución de problemas de programación lineal entera

es el Algoritmo de Branch & Bound [3] que consiste en enumerar las

soluciones candidatas y compararlas con los límites estimados, superior

e inferior, de la solución óptima. Otro método de solución es el méto-

do de planos cortantes [2], cuya idea principal es mejorar iterativamente

la región de búsqueda introduciendo desigualdades lineales. Por último,

mencionamos el método Branch & Cut [3], el cual implica ejecutar el

algoritmo Branch & Bound y usar planos de corte para ajustar las rela-

jaciones de programación lineal.

7



Capítulo 3

Formulaciones enteras para el problema de

planificación de líneas

En la presente sección se introducen dos modelos de programación

entera para el problema de planificación de líneas y frecuencias. Cabe

indicar que no se pretende diseñar una nueva formulación, únicamente

se aspira adaptar y replicar los resultados obtenidos en [10] con el ob-

jetivo de aplicarlos a los corredores del sistema de transporte de Quito.

Iniciamos haciendo un estudio más profundo de [10] para posteriormente

adaptar las formulaciones para el caso de interés.

3.1. Descripción del problema

Claessens, van Dijk y Zwaneveld consideran el problema de planifica-

ción de las líneas y frecuencias aplicado al sistema ferroviario holandés.

Los autores plantean minimizar los costos operativos totales del sistema

asociado a la asignación de líneas. Un costo óptimo asociado a la asigna-

ción de líneas se puede conseguir si se conoce: la infraestructura entre

estaciones, el número de pasajeros en cada vía, los costos asociados a los

trenes y las limitaciones de servicio y capacidad.

El sistema ferroviario holandés cuenta con tres tipos de líneas: In-

tercity (IC) son trenes de larga distancia que conectan las ciudades más

grandes de Holanda. Interregional (IR) operan entre regiones y también

sirven a estaciones en ciudades medianas. El tipo de línea Aggloregional
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(AR) opera dentro de una red específica y hacen escalas en casi todas

las paradas. Las líneas de tipo IC se detienen solo en estaciones (IC), las

líneas (IR) se detienen en las estaciones IC e IR y las líneas AR se detie-

nen en todas las estaciones. La asignación de pasajeros en cada vía se la

realiza mediante un sistema denominado System Split.

La estrategia principal de System Split se deriva de las matrices de ori-

gen - destino producidas por el modelo de movilidad nacional holandés.

Las matrices OD se transforman de una manera bastante sencilla en una

matriz de estaciones cuyas entradas en la casilla (p, q) indica el número

esperado de pasajeros que viajan entre las estaciones p y q del sistema

ferroviario en un determinado horizonte de tiempo. En un paso siguien-

te, System Split desagrega las entradas de la matriz en estimaciones del

número esperado de pasajeros que viajan por cada tipo de tren en cada

segmento de red. Si existen rutas alternativas o posibilidades de viajes

entre dos estaciones, System Split asigna los pasajeros a las alternativas

basándose en factores tales como la distancia de viaje, el tiempo de viaje

y el número de transbordos requeridos para cada alternativa.

La longitud del tren se determina por el número de coches (vagones)

que van a adherirse a la locomotora y estos dependen de la cantidad

de pasajeros que se van a transportar. Es así que la longitud del tren

(número de vagones) no se la va a considerar fija. El número de trenes

tampoco es fijo, pero debe estar dentro ciertos límites para asegurar que

todas las rutas sean cubiertas. Adicionalmente, se considera un total de

tres rutas entre las estaciones origen y destino.

Los costos operativos que se incluyen en el problema son de tres tipos:

Costos fijos por tipo de vagón : incluyen los costos fijos de mante-

nimiento y los costos de estacionamiento nocturno.

Costos variables por tipo de vagón : cobro de boletos, costos de

limpieza, costo de energía, costo de infraestructura y costo de mecá-

nica.

Costos variables por tipo de tren : estos costos incluyen el salario

de conductor, una parte para los recolectores de boletos y costos de

energía.
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3.2. Formulación del Modelo

En la presente sección se presentan dos formulaciones para resolver

el problema de planificación de líneas. El primero, un modelo no lineal

entero que describe claramente el problema. Posteriormente, este modelo

se transforma en un modelo de programación lineal entero para facilitar

su solución.

3.2.1. Notación

Para la formulación de los modelos matemáticos se va a utilizar la

siguiente notación.

Un grafo dirigido G = (V,A) es un par ordenado compuesto por un

conjunto V de nodos, que representan las estaciones, y A un conjunto

de pares ordenados de nodos, conocidos como arcos y representan las

conexiones directas entre estaciones.

La demanda de pasajeros está dada por la matriz origen-destino T ∈
Z|V |×|V |, donde cada entrada tlk representa el número de pasajeros que

van a trasladarse de la estación l a la estación k.

Una línea es una conexión directa entre dos estaciones. Una línea se

caracteriza por la estación de origen y destino, su frecuencia y las paradas

intermedias por las que pasa el transporte. Un sistema de líneas es la

colección de todas las líneas. Al conjunto de todas las líneas admisibles

en el sistema de trasporte se lo notará como L. En un sistema con horario

periódico, la frecuencia es la cantidad de veces que la línea recorre una

ruta. A cada línea l ∈ L se le asigna una frecuencia fl ∈ Z+.

Índices

c número de coches,

f frecuencia de una línea (f = 1, . . . , fmáx), donde fmáx es la frecuen-

cia máxima que puede tomar una línea,

i, j estaciones (i, j = 1, . . . , smáx), donde smáx es el número máximo de

estaciones que tiene la red,

k vía (k = 1, . . . , kmáx), donde kmáx es el número máximo de vías,

10



r ruta (r = 1, . . . , rmáx), donde rmáx es el número máximo de rutas,

en este caso tres,

T conjunto de tipos de línea (T = {IC, IR,AR}, t ∈ T ).

Los conjuntos de índices i, j, r, t y k indican que no todas las esta-

ciones pueden utilizarse como estaciones de origen o destino de una

línea.

Parámetros

cmáx
t número máximo de coches por tren de la linea tipo t,

cmı́n
t número mínimo de coches por tren de la línea tipo t,

ccapt capacidad del coche de la línea de tipo t,

cfixt costo fijo por hora de un coche de la linea de tipo t,

ckmt costo por kilómetro de un coche con línea de tipo t,

cprtij tiempo mínimo de circulación de la estación i a la estación j

que circula por la ruta r con la línea de tipo t,

drtij distancia entre las estaciones i y j usando la ruta r y un tren

tipo t,

fmáx
k frecuencia máxima de un tren sobre la vía k,

fmín
k frecuencia mínima de un tren sobre la vía k,

nk número de pasajeros en la vía k,

trkmt costos por kilómetro de un tren con línea de tipo k,

δrtijk toma el valor de 1 si la línea de la estación i a la estación j

con línea de tipo t se traslada por la vía k cubriendo la ruta r,

0 caso contrario.

Notemos que el conjunto de coches forma una composición o un tren.

El número de composiciones para una línea depende del tiempo de viaje

desde su origen hasta su destino, su frecuencia y su tiempo mínimo de

respuesta y se puede calcular a partir del tiempo de circulación. El tiempo

de circulación se divide para 60 minutos y se obtiene el tiempo mínimo de

circulación (cprtij ). A este tiempo mínimo se multiplica por la frecuencia de

la línea, se redondea hacia arriba y se obtiene el número total de trenes

necesarios por hora para operar una línea.
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3.2.2. Formulación no lineal entera

El problema se puede formular en base a las siguientes variables de

decisión:

F rt
ij : la frecuencia de una línea desde la estación i hasta la estación

j, cubriendo la ruta r con un tren de tipo t.

Crt
ij : el número de coches de una línea desde la estación i hasta la

estación j, cubriendo la ruta r con un tren de tipo t.

El modelo de programación no lineal entera se puede expresar de la

siguiente manera.

Min
rmáx∑
r=1

∑
t∈T

smáx∑
i=1

smáx∑
j=i+1

cfixt · ⌈cprtijF rt
ij ⌉Crt

ij + drtij ckmtF
rt
ij C

rt
ij + drtij trkmt F

rt
ij (3.1)

s.a.
rmáx∑
r=1

∑
t∈T

smáx∑
i=1

smáx∑
j=i+1

δrtijk ccapt F
rt
ij C

rt
ij ⩾ nk, ∀k, (3.2)

fmı́n
k ⩽

rmáx∑
r=1

∑
t∈T

smáx∑
i=1

smáx∑
j=i+1

δrtijk F
rt
ij ⩽ fmáx

k , ∀k, (3.3)

cmı́n
t F rt

ij ⩽ F rt
ij C

rt
ij ⩽ cmáx

t F rt
ij , ∀i, j > i, r, t, (3.4)

0 ⩽ F rt
ij ⩽ fmáx, F rt

ij ∈ Z+, ∀i, j > i, r, t, (3.5)

Crt
ijk ⩾ 0, Crt

ijk ∈ Z+, ∀i, j > i, r, t (3.6)

La función objetivo (3.1) agrupa los costos fijos por cada vagón que

se van a utilizar, los costos variables por vagón y los costos variables

por tren. Las restricciones (3.2) aseguran que se satisface la demanda

de pasajeros, es decir, se asegura suficiente capacidad en el sistema de

transporte para que todos los pasajeros sean transportados. Las restric-

ciones (3.3) indican que en cada vía las frecuencias de las líneas cumplan

con las cotas impuestas por las restricciones de servicio y capacidad. Las

restricciones (3.4) restringen un número mínimo y máximo de vagones

por tren. Las restricciones (3.5) aseguran que la frecuencia de una línea

sea un número entero positivo y no supere su frecuencia máxima esta-
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blecida. Las restricciones (3.6) aseguran que el número de vagones sea

un número entero positivo.

En esta formulación existe presencia de factores no lineales, tanto en

la función objetivo (3.1) como en las restricciones (3.2) y (3.4), se plantea

realizar una linealización del modelo.

3.2.3. Formulación lineal entera

Se introducen las siguientes variables binarias:

Xrtfc
ij =



1, si la línea que va de la estación i a la estación j

por la ruta r y del tipo t está incluida en el

sistema con una frecuencia f y c coches

0, otro caso

El modelo linealizado puede ser escrito de la siguiente forma:

Min
rmáx∑
r=1

∑
t∈T

fmáx∑
f=1

cmáx
t∑

c=cmı́n
t

smáx∑
i=1

smáx∑
j=i+1

(
cfixt · ⌈cprtij f⌉ cX

rtfc
ij + drtij ckmt f cXrtfc

ij +

drtij trkmt f Xrtfc
ij

)
(3.7)

s.a.

rmáx∑
r=1

∑
t∈T

fmáx∑
f=1

cmáx
t∑

c=cmı́n
t

smáx∑
i=1

smáx∑
j=i+1

δrtijk ccapt f cXrtfc
ij ⩾ nk, ∀k, (3.8)

fmı́n
k ⩽

rmáx∑
r=1

∑
t∈T

fmáx∑
f=1

cmáx
t∑

c=cmı́n
t

smáx∑
i=1

smáx∑
j=i+1

δrtijk f Xrtfc
ij ⩽ fmáx

k , ∀k, (3.9)

fmáx∑
f=1

cmáx
t∑

c=cmı́n
t

Xrtfc
ij ⩽ 1, ∀i, j > i, r, t, (3.10)

Xrtfc
ij ∈ {0, 1}, ∀i, j > i, r, t, f, c (3.11)

La función objetivo (3.7) muestra los costos del sistema de líneas. Las

restricciones (3.8) garantizan que se satisface la demanda de pasajeros

que se van a transportar. Las restricciones (3.9) indican que la frecuencia
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de las líneas va a estar acotada inferior y superiormente. Las restricciones

(3.10) señalan que la frecuencia y la longitud de tren para una línea

son únicas. Las restricciones (3.11) aseguran que las variables Xrtfc
ij son

variables de decisión binarias.

3.3. Complejidad

En [10] se demuestra que el problema de encontrar un sistema de

líneas factible es NP - completo cuando se considera el número de trenes

fijo. Para ello se considera una versión simplificada del problema que se

describe a continuación.

Considere una red ferroviaria que consta de S = {1, . . . , smáx} estaciones

y k ∈ K vías entre un par de estaciones. El número de pasajeros en la vía

k está dado por nk. Una línea l ∈ L se caracteriza por su estación de

origen y destino. La frecuencia máxima de la línea l se denota por fmáx
l y

la capacidad de dicha línea es ccapl. El costo de la línea l por frecuencia

se denota por cl. Una solución factible es un conjunto de líneas M ⊂ L
tales que todos los pasajeros pueden ser transportados.

TEOREMA 3.1. El problema simplificado es NP - duro.

Demostración. La idea básica para la demostración es que el problema

puede ser transformado desde el problema del cubrimiento de vértices. Se

sabe que el problema de cubrimiento de vértices es NP-duro, entonces si

logramos hallar una equivalencia entre una instancia de dicho problema

y una instancia del problema simplificado demostraríamos que nuestro

problema es NP-duro.

El problema de cubrimiento de vértice dice que dado un grafo G =

(V,E), se debe seleccionar un subconjunto W ⊂ V de nodos tal que toda

arista en el grafo debe tener al menos un nodo en el conjunto W . Por

ejemplo, dado el siguiente grafo, podríamos seleccionar el conjunto W de

varias formas:
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v2

v1 v3

e1 e2

Si seleccionamos el nodo v2, entonces

W = {v2}, así la arista e1 y e2 tienen al-

gún nodo extremo dentro del conjunto

W .

W

v2

v1 v3

e1 e2

Si en cambio seleccionamos el nodo v3,

vemos que la arista e1 no tiene ningún

extremo en W .

v2

v1 v3

W
e1 e2

Así también se podría tomar los nodos

v1 y v3, y las aristas e1 y e2 tienen extre-

mos en W .

v2

Aplicacion
W

v1 v3

e1 e2

Entonces vamos a transformar una instancia de este problema dada

por un grafo G = (V,E) en una instancia del problema de planificación

de líneas simplificado. Para ilustrar esta transformación consideremos el

grafo anterior, donde para cada arista vamos a construir dos estaciones

y conectarlas por una arista. Para e1 se construyen las estaciones s1 y s2

y para la arista e2 se construyen otro par de nodos distinto s3 y s4, los

que son unidos por una arista como se muestra en la figura. Cada arista

tiene una demanda igual a 1. La red se completa con aristas entre cada

par de nodos con una demanda igual a cero.

15



s2

s1

s3

s4

1

0

1

0

0

0

Para cada nodo vamos a generar una línea, donde si el nodo es adyacente

con alguna arista en G, entonces la línea usa la arista asociada en la red

de transportación. Así, el nodo v1, como tiene intersección con la arista

e1, generamos la línea l1 que va de s1 a s2 usando únicamente la conexión

{s1, s2}. El nodo v3 se interseca con e2 por tanto construimos la línea l3 que

usa únicamente la conexión {s3, s4} . Por otro lado, el nodo v2 es adyacente

a las aristas e1, e2 ∈ E por lo que se genera una tercera línea ℓ2 usando las

aristas {s1, s2}, {s2, s3}, {s3, s4}. El costo de cada línea construída es igual

a 1.

s2

s1

s3

s4

ℓ2 ℓ1

ℓ2

ℓ2ℓ3

Ahora, vamos a minimizar el costo total de la solución. Entonces si

seleccionamos la línea ℓ1 también debemos seleccionar la línea ℓ3 para

cubrir la demanda de {s1, s2} y de {s3, s4} que se relaciona con tomar el

conjunto W = {v1, v2}.

v2

Aplicacion
W

v1 v3

e1 e2
A B

Solución
s2

s1

s3

s4

ℓ1 ℓ3

La otra opción es tomar la linea ℓ2, puesto que con esta se cubren las

demandas de {s1, s2} y {s3, s4}. Obviamente la solución de menor costo es

seleccionar únicamente la línea ℓ2 que genera una solución del problema

de cubrimiento de nodos tomando el conjunto W = {v2}.
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W

v2

v1 v3

e1 e2

A B

Solución

s2

s1

s3

s4

ℓ2

ℓ2

ℓ2

De esa manera tenemos una transformación polinomial de una ins-

tancia del problema del cubrimiento de nodos a una instancia del pro-

blema de planificación de líneas, probando de este modo que el problema

estudiado es NP-duro.

3.4. Aplicación al Sistema de Transporte de es

Quito

En esta sección, vamos a adaptar las formulaciones de [10] para el

sistema Trolebús del distrito metropolitano de Quito. Para ello, conside-

ramos el grafo G = (V,E) tal que:

V = {1, . . . , smáx}

E =
{
{i, i+ 1} : i = 1, . . . , smáx − 1

}
Dado que el sistema de Trolebús posee una única vía, no consideramos

el índice k. Por otra parte, dada la infraestructura del sistema, considera-

mos una única ruta entre cada par de estaciones, así el índice r tampoco

es considerado. El índice t no es incluído en la formulación ya que asu-

miremos que existe un solo tipo de sistema de transporte. El concepto

de coche le asociamos al tipo de vehículo, así cmı́n = 1 corresponde a un

bus normal, c = 2 un vehículo articulado y cmáx = 3 indica que se va a

utilizar un vehículo biarticulado. Por tanto, los parámetros utilizados en

esta formulación son:

Parámetros

cmáx número máximo de coches,

ccap capacidad del coche,

cfix costo fijo por hora de un coche,
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ckm costo por kilómetro de un coche,

cpij tiempo mínimo de circulación de la estación i a la estación j,

dij distancia entre las estaciones i y j,

fmáx frecuencia máxima de una línea,

nlk número de pasajeros entre cada par de estaciones,

trkm costos por kilómetro de un vehículo.

3.4.1. Formulación no lineal

La formulación no lineal se la realiza en base a las siguientes variables:

Fij : frecuencia de una línea desde la estación i hasta la estación j.

Cij : el número de coches de una línea que circula desde la estación

i hasta la estación j.

Min
smáx∑
i=1

smáx∑
j=i+1

cfix · ⌈cpijFij⌉Cij + dij ckmFij Cij + dij trkmFij (3.12)

s.a.
smáx∑
i=1

smáx∑
j=i+1

ccapFij Cij ⩾ nlk, ∀{l, k} ∈ E, (3.13)

0 ⩽ Cij ⩽ cmáx, Cij ∈ Z+, ∀i, j > i, (3.14)

0 ⩽ Fij ⩽ fmáx, Fij ∈ Z+, ∀i, j > i (3.15)

La función objetivo (3.12) agrupa los costos del sistema de transporte. Las

restricciones (3.13) aseguran que la demanda sea satisfecha. Las restric-

ciones (3.14) garantizan que el número de coches tome un número entero

positivo, mientras que las restricciones (3.15) indican que la frecuencia

de una línea sea un número entero positivo.

3.4.2. Formulación lineal

Al modelo no lineal entero anterior lo transformamos en un modelo

de programación lineal entera introduciendo la siguiente variable de de-

cisión
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Xfc
ij =


1, si la línea que va de la estación i a la estación j está incluida

en la solución con frecuencia f y c coches,

0, otro caso.

Entonces tenemos la siguiente formulación lineal.

Min
fmáx∑
f=1

cmáx∑
c=1

smáx∑
i=1

smáx∑
j=i+1

(
cfix · ⌈cpij · f⌉ · cXfc

ij + dij · ckm · f · cXfc
ij +

dij trkm · f ·Xfc
ij

)
(3.16)

s.a.
fmáx∑
f=1

cmáx∑
c=1

smáx∑
i=1

smáx∑
j=i+1

ccap f cXfc
ij ⩾ nlk, ∀ {l, k} ∈ E, (3.17)

fmáx∑
f=1

cmáx∑
c=1

Xfc
ij ⩽ 1, ∀i, j > i, (3.18)

Xfc
ij ∈ {0, 1}, ∀ i, j > i, f, c (3.19)

La función objetivo (3.16) indica la minimización de los costos totales

del sistema, las restricciones (3.17) aseguran que se cubra la demanda de

pasajeros en cada arco que forma parte de la red de transporte. Las res-

tricciones (3.18) garantizan que la frecuencia y el número de coches por

línea van sean únicos y las restricciones (3.19) señalan que las variables

Xfc
ij son variables de decisión binarias.
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Capítulo 4

Resultados Computacionales

En el presente capítulo se reportan los resultados de los experimentos

computacionales para el caso particular de la topología del sistema Tro-

lebús de la ciudad de Quito. Adicionalmente, se incluyen los resultados

que se obtuvieron al trabajar con redes tipo árbol.

Todas los experimentos computacionales fueron realizados utilizan-

do un computador con procesador AMD Ryzen 7 4700U with Radeon

Graphics 2.00 GHz con 8 GB de memoria RAM en Windows 10. Además,

se utilizó la versión 9.5.1 del solver de optimización Gurobi [5] a través

del navegador Anaconda. Los modelos se implementaron en la aplicación

Jupyter Notebook con el lenguaje de programación Python.

Para el desarrollo de este trabajo se tomaron 44 instancias que fueron

simuladas de acuerdo a la operación real por hora del Sistema Trolebús.

Estas instancias incluyen: el número de estaciones (n) y una matriz de

n filas por n + 2 columnas. En la primera columna se tiene el nombre de

cada estación, en la segunda se reporta un indicador que toma el valor de

2 si la estación es terminal, 1 si la estación es de giro y 0 si no lo es, en la

tercera columna se incluye la distancia del terminal inicial a las demás

estaciones y finalmente se presenta la Matriz OD, donde cada entrada

corresponde al número de pasajeros que van a ser transportados de una

estación origen hacia una estación destino.
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4.1. Construcción de la instancia

A continuación se ilustra la construcción de una instancia del proble-

ma de planificación de líneas a partir de la matriz origen-destino. Para

esto consideramos una instancia de 5 estaciones. Así tenemos

V = {1, 2, 3, 4, 5}

E = {{1, 2}, {2, 3}, {3, 4}, {4, 5}}

Por tanto el grafo es de la siguiente forma

1 2 3 4 5

De acuerdo al modelo, las líneas que se van a generar son

L = {{1, 2}, {1, 3}, {1, 4}, {1, 5}, {2, 3}, {2, 4}, {2, 5}, {3, 4}, {3, 5}, {4, 5}}

Gráficamente se ven así:

ℓ1 1 2 3 4 5

ℓ2 1 2 3 4 5

ℓ3 1 2 3 4 5

ℓ4 1 2 3 4 5

ℓ5 1 2 3 4 5

ℓ6 1 2 3 4 5

ℓ7 1 2 3 4 5
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ℓ8 1 2 3 4 5

ℓ9 1 2 3 4 5

ℓ10 1 2 3 4 5

La matriz OD, está dada por:

T =



0 5 10 21 23

4 0 51 41 21

8 12 0 12 32

17 13 9 0 21

8 16 30 20 0


Notemos que la demanda sobre el arco {l, k} es distinta a la demanda

de pasajeros sobre el arco {k, l}, por tanto la demanda final sobre el arco

{l, k} se calcula tomando el máximo de las demandas en cada dirección,

es decir, nlk = máx{nlk, nkl}. Esto debido a que las líneas son cerradas, es

decir, una línea que inicia en i y gira en j, visita a todas las estaciones

intermedias en dirección de i a j y luego en dirección j a i.

Así, vamos a calcular la demanda sobre cada uno de los arcos de la

red. Entonces, la cantidad de personas que deseen transportarse desde la

estación 1 a la estación 2 está dada por la entrada (1,2) de la matriz OD.

Ya que existe un solo camino entre cualquier par de nodos, la demanda

parcial sobre la arista {1, 2} es n12 = 5.

1 2 3 4 5
5

De forma similar, si consideramos el viaje de la estación 2 a la esta-

ción 3, se tiene que existen 51 pasajeros que desean transportarse entre

estas dos estaciones. Esto implica que la demanda parcial es n23 = 51. Por

otro lado, si analizamos el viaje de la estación 1 a la estación 3, para lle-

gar a su destino se debe atravesar los arcos {1, 2}, {2, 3} cuyas demandas

22



previas son n12 = 5 y n23 = 51, respectivamente. Consideramos la deman-

da de dicho viaje igual a t13 = 10, así la demanda acumulada puede ser

calculada como:

1 2 3 4 5

5+

10

51+

10

Replicando el proceso anterior para los viajes (1,4) y (1,5), se tiene

1 2 3 4 5

5+

10+

21+

23

51+

10+

21+

23

12+

21+

23

21+

23

Repitiendo iterativamente el proceso anterior para todos los viajes, las

demandas resultantes son

1 2 3 4 5
59 167 150 97

Ahora bien, la segunda columna de la instancia nos da un indicador

por cada estación. Si el indicador de giro es igual a 0, eliminamos dicha

estación y la demanda final es el máximo de las demandas de los arcos

asociados. Para el ejemplo, consideramos cero a la estación 2. Por tanto

el grafo resultante es:

1 3 4 5
167 150 97

Una vez que hemos agregado la demanda, procedemos a implementar

el modelo no lineal. Para ello, dado que tenemos términos discontinuos

en la función objetivo (3.12) introducimos un conjunto de variables au-

xiliares enteras ai,j, i, j ∈ V e incluimos la desigualdad aij ≥ cpij · Fij que

resuelven los inconvenientes del término ⌈cpij Fi,j⌉, asegurando que el pro-

ducto cpij Fi,j tome un número entero.
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Una vez implementado el modelo no lineal y tomando fmax = 20, cmax =

3, ccap = 100, cfix = 150, ckm = 0, trkm = 1.5, obtenemos una solución aso-

ciada al ejemplo anterior: F15 = 1, C15 = 2. Esto implica que el modelo

sugiere implementar una línea desde la estación 1 hasta la estación 5

con frecuencia igual a 1 usando el tipo de bus asociado a un articulado

cuya capacidad es de 200 pasajeros.

Solución

1 3 4 5
167 150 97

F15 = 1, C15 = 2

4.2. Redes lineales y árboles

En la presente sección se reportan experimentos computacionales rea-

lizados con el modelo no lineal y lineal sobre redes de tipo camino y tipo

árbol. Se dispone de 44 instancias de distintos tamaños |V | ∈ {30, 40, 50,
60, 70, 80, 90, 100}. Se ha fijado un tiempo máximo de ejecución igual a

3600 segundos. Los cuadros 4.1 y 4.2 presentan los resultados obteni-

dos para redes lineales, mientras que los cuadros 4.3 y 4.4 reportan los

experimentos cuando la red tiene estructura de árbol.

Se asignaron los siguientes valores a cada uno de los parámetros del

modelo: cmax = 3, ccap = 100, cfix = 150, ckm = 0, trkm = 1.5, fmax = 20 si

el número de estaciones es igual a 30, 40 o 50 y fmax = 30 si corresponde

a las instancias con 60, 70, 80, 90 o 100 estaciones.
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Para el caso en el que el sistema es un camino, podemos ver que para

las instancias M_aleatoria_30_1, M_aleatoria_30_2, M_aleatoria_30_3 y

M_aleatoria_30_4, que corresponden a instancias de 30 estaciones, tanto

el modelo lineal como el no lineal encuentran la solución óptima, pues el

gap reportado es del 0 % y los valores de la función objetivo son iguales.

Además se puede ver que el tiempo de ejecución en el modelo no lineal

es superior al tiempo del modelo lineal. En la instancia M_aleatoria_30_5

el modelo no lineal se ejecutó en el tiempo máximo asignado y muestra

un gap del 2.33 % lo que significa que el solver no encontró la solución

óptima. Sin embargo, la función objetivo hallada coincide con la hallada

por el modelo lineal.

Para las instancias M_aleatoria_40_2 y M_aleatoria_40_3 se puede no-

tar que se alcanza el valor óptimo, aunque en el modelo no lineal la brecha

continúa con un valor distinto de cero. Vemos también que aunque en el

modelo no lineal el número de variables y restricciones es menor que en

el modelo lineal, el número de nodos generados por el algoritmo Branch

and Bound en el modelo no lineal es superior al número de nodos en

el modelo lineal. Para las instancias M_aleatoria_40_1, M_aleatoria_40_3

y M_aleatoria_40_5 vemos que se alcanza el tiempo máximo de cálculo

igual a 3600 segundos con el modelo no lineal y el gap está sobre el 1 %.

Por otro lado, el modelo lineal encuentra las soluciones con un gap del

0 % y en un período de tiempo muy corto.

Vemos que para las instancias de tamaño 50 estaciones el modelo

lineal encuentra el valor óptimo en un tiempo promedio igual a 41.31 se-

gundos. El comportamiento del modelo no lineal es completamente dis-

tinto ya que se usa los 3600 segundos y se tiene un gap promedio de

18.34 %. Las únicas instancias en las que se alcanza el valor óptimo son

M_aleatoria_50_2 pese a que el gap en el modelo no lineal es del 6.71 %.

Algo muy parecido sucede para las instancias de 60, 70, 80 y 90 es-

taciones, pues en el modelo lineal se reportan valores de gap cercanos

a cero y se podría considerar que la solución hallada está muy cercana

al óptimo respetando el tiempo límite de ejecución que hemos impuesto.

Como era de esperarse, el modelo no lineal nos da valores de gap más

elevados en un tiempo de ejecución de 3600 segundos, por lo que pode-

mos concluir que el valor objetivo no es el mejor y por ende la solución

no es la óptima.
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Finalmente, para las instancias de 100 estaciones vemos que en nin-

gún caso se llega a un valor de 0 % de gap. Sin embargo, los valores que

nos reporta el modelo lineal son muy bajos por lo que la solución se pue-

de considerar aceptable. Esto no sucede para el modelo no lineal, pues en

tres de las 9 instancias obtenemos un porcentaje de gap superior al 50 %,

lo que implica que el valor objetivo encontrado esta bastante distante del

valor óptimo.

En los cuadros 4.3 y 4.4 se pueden encontrar las soluciones cuando la

red tiene estructura de árbol. Es fácil notar que las instancias se vuelven

mucho más simples para el modelo lineal, ya que en la gran mayoría

de ellas se alcanza la solución óptima. Por otro lado, el comportamiento

del modelo no lineal es totalmente opuesto al anterior, pues en todas las

instancias no se reporta la solución óptima e incluso se puede observar

valores altos en la brecha de optimalidad (gap).
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Conclusiones y Recomendaciones

El tema de estudio del presente trabajo es la planificación de líneas

y frecuencias. Para ello se realizó la adaptación de las formulaciones

presentadas en [10] para el sistema de transporte de ciudad de Qui-

to. Se presentaron dos modelos de programación entera, un modelo

lineal y un modelo no lineal.

Se realizó un análisis de la complejidad del problema de planifi-

cación de líneas y frecuencias, obteniendo que dicho problema es

NP-duro.

Los modelos tanto lineal como no lineal fueron implementados sobre

grafos lineales y grafos tipo árbol. Para los grafos lineales, el modelo

lineal encuentra la solución con una brecha de optimalidad míni-

ma, esta brecha toma valores más altos con el modelo no lineal. Un

comportamiento similar se observó con los grafos tipo árboles. Esto

permite concluir que el modelo lineal es más eficiente que el modelo

no lineal.

Para los grafos árboles el modelo lineal encuentra la solución ópti-

ma, mientras que para el modelo no lineal, en la mayoría de instan-

cias propuestas, el gap toma valores superiores al 50 %. Con esto se

concluye que la eficiencia del modelo depende de la estructura del

grafo.
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Anexos

Código 1: Paquetes� �
1 import pandas as pd

2 import numpy as np

3 from collections import OrderedDict

4 from gurobipy import *
5 import math as op

6 import csv� �
Código 2: Modelo no lineal� �

1 Z= [ ]

2 def Modelo_no_lineal (instancia ) :

3 #lectura de datos

4 datos1=pd .read_csv ("C:/Users/yomai/Desktop/Proyecto/FINAL/Matriz_OD/"+instancia , sep

=" " , skiprows=1, header=None )

5 #datos1=pd.read_csv("C:/Users/yomai/Desktop/Proyecto/input.txt", sep=" ", skiprows

=1, header=None)

6 datos = datos1 .dropna ( 1 )

7

8 #numero de estaciones

9 n_estaciones = int (pd .read_csv ("C:/Users/yomai/Desktop/Proyecto/FINAL/Matriz_OD/"+

instancia ,sep=" " ) .columns [ 0 ] )

10 #n_estaciones = int(pd.read_csv("C:/Users/yomai/Desktop/Proyecto/input.txt",sep=" ")

.columns[0])

11

12 # nombres de las estaciones

13 V1=datos [ 0 ]

14 E1= [ ]

15 for i in range (0 ,n_estaciones−1) :

16 E1 .append ( ( V1 [i ] ,V1 [i+1] ) )

17 ind=datos [ 1 ]

18 distancia1 = list (datos [ 2 ] )

19 t_circulacion1=list (datos [2 ] *0 .17)

20 f_max1= [ ]

21 f_max1 .append ( 0 )

22 for i in range (1 ,n_estaciones ) :

23 f_max1 .append (f_max1 [i−1]+10)

24 dem1=datos .loc [ 0 : , 3 : ]

25 dem=dem1 .to_numpy ( )
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26

27 # cargar de la demanda en la red

28 M= [ ]

29 w= [ ]

30 n1= { }

31 for i in range (0 ,n_estaciones−1) :

32 a= [ ]

33 for j in range (i+1,n_estaciones ) :

34 for k in range (0 ,n_estaciones−1) :

35 if i−k>=0:

36 a .append (max (dem [i−k ] [ j ] ,dem [j ] [ i−k ] ) )

37 M .append (a )

38 n1 [V1 [i ] ,V1 [i+1]]=sum (M [i ] )

39 # Eliminar estaciones de acuerdo al indicador

40 def eliminar_estaciones (V1 ,ind ) :

41 indicadores=dict (zip (V1 ,ind ) )

42 indicadores2=dict (filter (lambda x : x [1 ] !=0 , indicadores .items ( ) ) )

43 nuevosnodos=list (indicadores2 .keys ( ) )

44 nuevosindicadores=list (indicadores2 .values ( ) )

45 E= [ ]

46 for i in list (range (0 ,len (nuevosnodos ) −1) ) :

47 E .append ( ( nuevosnodos [i ] ,nuevosnodos [i+1] ) )

48 aux= [ ]

49 for i in range (0 ,len (E ) ) :

50 aux .append (E [i ] [ 0 ] )

51 aux .append (E [i ] [ 1 ] )

52 V= [ ]

53 for i in aux :

54 if i not in V :

55 V .append (i )

56 L= [ ]

57 for i in range (0 ,n_estaciones−1) :

58 A= { }

59 for j in range (i+1,n_estaciones ) :

60 if (V1 [i ] ,V1 [j ] ) in E1 :

61 A [V1 [i ] ,V1 [j ] ] =n1 [V1 [i ] ,V1 [j ] ]

62 else :

63 A [V1 [i ] ,V1 [j ] ] =n1 [V1 [j−1] ,V1 [j ] ]

64 L .append (A )

65 L1_aux= [ ]

66 L2_aux= [ ]

67 for i in range (0 ,len (L ) ) :

68 for j in range (0 ,len (L [i ] ) ) :

69 for k in E :

70 if list (L [i ] . keys ( ) ) [j]==k :

71 L1_aux .append (k )

72 L2_aux .append (max (list (L [i ] . values ( ) ) [ : j+1] ) )

73 n=dict (zip (L1_aux ,L2_aux ) )

74 return V ,E ,n

75 V ,E ,n=eliminar_estaciones (V1 ,ind )

76

77 dist= [ ]

78 t_= [ ]

79 f_= [ ]

80 for i in range (0 ,n_estaciones ) :

81 if ind [i ] ! =0 :
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82 dist .append (distancia1 [i ] )

83 t_ .append (t_circulacion1 [i ] )

84 f_ .append (f_max1 [i ] )

85 distancia1=dist

86 t_circulacion1=t_

87 f_max1=f_

88

89 distancia = { }

90 for i in range (0 ,len (distancia1 ) ) :

91 for j in range (i+1, len (distancia1 ) ) :

92 distancia [V [i ] ,V [j ] ] =distancia1 [j] −distancia1 [i ]

93

94 cp = { }

95 for i in range (0 ,len (t_circulacion1 ) ) :

96 for j in range (i+1, len (t_circulacion1 ) ) :

97 cp [ ( V [i ] ,V [j ] ) ] = (t_circulacion1 [j] −t_circulacion1 [i ] ) /60

98

99 # valores de los parametros

100 if n_estaciones==30 or n_estaciones==40 or n_estaciones==50:

101 fmax=20

102 else :

103 fmax=30

104 cmin=1

105 cmax=3

106 cfix=150

107 ckm=0

108 trkm=1.5

109 ccap=100

110

111 #---------------------------MODELO NO LINEAL-------------------------------

112 m=Model ('Modelo_no_lineal' )

113 F= { }

114 C= { }

115 aux1= { }

116 aux2= { }

117 for i in range (0 ,len (V ) −1) :

118 for j in range (i+1,len (V ) ) :

119 F [V [i ] ,V [j ] ] =m .addVar (lb=0, ub=fmax , vtype=GRB .INTEGER ,name = "F_{}_{}" .

format (i ,j ) )

120 C [V [i ] ,V [j ] ] =m .addVar (lb=0, ub=cmax , vtype=GRB .INTEGER ,name = "C_{}_{}" .

format (i ,j ) )

121 aux1 [V [i ] ,V [j ] ] =m .addVar (vtype=GRB .INTEGER ,name = "aux1_{}_{}" .format (i ,j ) )

122

123 m .addConstrs ( ( aux1 [V [i ] ,V [j ] ] >= cp [V [i ] ,V [j ] ] * F [V [i ] ,V [j ] ] for i in range (0 ,len (V )

−1) for j in range (i+1,len (V ) ) ) ,"linealizacion" )

124

125 costo_fijo = quicksum (cfix*aux1 [V [i ] ,V [j ] ] * C [V [i ] ,V [j ] ] for i in range (0 ,len (V ) −1)

for j in range (i+1,len (V ) ) )

126 costo_coche = quicksum (distancia [V [i ] ,V [j ] ] * ckm*F [V [i ] ,V [j ] ] * C [V [i ] ,V [j ] ] for i in

range (0 ,len (V ) −1) for j in range (i+1,len (V ) ) )

127 costo_com = quicksum (distancia [V [i ] ,V [j ] ] * trkm*F [V [i ] ,V [j ] ] for i in range (0 ,len (V )

−1) for j in range (i+1,len (V ) ) )

128 m .setObjective (costo_fijo+costo_coche+costo_com )

129

130 m .addConstrs ( ( quicksum (ccap*F [V [i ] ,V [j ] ] * C [V [i ] ,V [j ] ] for i in range (0 ,len (V ) −1) for

j in range (i+1,len (V ) ) if i<=l and l+1<=j ) >=n [V [l ] ,V [l+1] ] for l in range (0 ,len (V )
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−1) ) ,"Restriccion2" )

131 m .update ( )

132

133 #fijar parametros

134 m .Params .LogToConsole = 0

135 m .Params .LogFile= str (instancia [ : −4 ] ) +"(no_lineal_1)"

136 m .Params .TimeLimit = 3600

137 m .params .NonConvex=2

138 m .optimize ( )

139

140 # informacion a extraer

141 Instancia=instancia [ : −4]

142 V_objetivo=round (m .ObjVal ,2 )

143 N_variables=m .NumVars

144 N_restricciones=m .NumConstrs

145 GAP=round (m .MIPGap ,2 )

146 Tiempo=round (m .Runtime ,2 )

147 N_nodos=m .NodeCount

148 aux1=[Instancia ,V_objetivo ,N_variables ,N_restricciones ,N_nodos , GAP ,Tiempo ]

149 W1= [ ]

150 for i in range (0 ,len (aux1 ) ) :

151 W1 .append (aux1 [i ] )

152 Z .append (W1 )

153

154 #-------------------------------- SOLUCION --------------------------------------

155 print ('El valor optimo encontrado es:' ,m .objVal )

156 # Recuperar los valores de las variables

157 vF=m .getAttr ('x' ,F )

158 vC=m .getAttr ('x' ,C )

159 for i in range (0 ,len (V ) −1) :

160 for j in range (i+1,len (V ) ) :

161 if vF [V [i ] ,V [j ] ] > 0.1 and vC [V [i ] ,V [j ] ] > 0.1:

162 print ('({},{}), F:{}, C:{}' .format (V [i ] ,V [j ] ,vF [V [i ] ,V [j ] ] ,vC [V [i ] ,V [j

] ] ) )� �
extaer en un archivo� �

1 datos_entrada = os .listdir ("C:/Users/yomai/Desktop/Proyecto/FINAL/Matriz_OD/" )

2 for i in range (0 ,len (datos_entrada ) ) :

3 Modelo_no_lineal (datos_entrada [i ] )

4 with open ('Resultados_no_lineal.csv' , 'w' , newline='' ) as f :

5 for i in range (0 ,len (Z ) ) :

6 writer = csv .writer (f )

7 writer .writerow (Z [i ] )� �
Código 3: Modelo lineal� �

1 W= [ ]

2 def Modelo_lineal (instancia ) :

3 #lectura de datos

4 datos1=pd .read_csv ("C:/Users/yomai/Desktop/Proyecto/FINAL/Matriz_OD/"+instancia , sep

=" " , skiprows=1, header=None )

5 datos = datos1 .dropna ( 1 )

6

7 #numero de estaciones

8 n_estaciones = int (pd .read_csv ("C:/Users/yomai/Desktop/Proyecto/FINAL/Matriz_OD/"+

instancia ,sep=" " ) .columns [ 0 ] )
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9

10 # nombres de las estaciones

11 V1=datos [ 0 ]

12 E1= [ ]

13 for i in range (0 ,n_estaciones−1) :

14 E1 .append ( ( V1 [i ] ,V1 [i+1] ) )

15 ind=datos [ 1 ]

16 distancia1 = list (datos [ 2 ] )

17 t_circulacion1=list (datos [2 ] *0 .17)

18 f_max1= [ ]

19 f_max1 .append ( 0 )

20 for i in range (1 ,n_estaciones ) :

21 f_max1 .append (f_max1 [i−1]+10)

22 dem1=datos .loc [ 0 : , 3 : ]

23 dem=dem1 .to_numpy ( )

24 # Carga de la demanda en la red

25 M= [ ]

26 w= [ ]

27 n1= { }

28 for i in range (0 ,n_estaciones−1) :

29 a= [ ]

30 for j in range (i+1,n_estaciones ) :

31 for k in range (0 ,n_estaciones−1) :

32 if i−k>=0:

33 a .append (max (dem [i−k ] [ j ] ,dem [j ] [ i−k ] ) )

34 M .append (a )

35 n1 [V1 [i ] ,V1 [i+1]]=sum (M [i ] )

36

37 # elinimar estaciones de acuerdo al indicador

38 def eliminar_estaciones (V1 ,ind ) :

39 indicadores=dict (zip (V1 ,ind ) )

40 indicadores2=dict (filter (lambda x : x [1 ] !=0 , indicadores .items ( ) ) )

41 nuevosnodos=list (indicadores2 .keys ( ) )

42 nuevosindicadores=list (indicadores2 .values ( ) )

43 E= [ ]

44 for i in list (range (0 ,len (nuevosnodos ) −1) ) :

45 E .append ( ( nuevosnodos [i ] ,nuevosnodos [i+1] ) )

46 aux= [ ]

47 for i in range (0 ,len (E ) ) :

48 aux .append (E [i ] [ 0 ] )

49 aux .append (E [i ] [ 1 ] )

50 V= [ ]

51 for i in aux :

52 if i not in V :

53 V .append (i )

54 L= [ ]

55 for i in range (0 ,n_estaciones−1) :

56 A= { }

57 for j in range (i+1,n_estaciones ) :

58 if (V1 [i ] ,V1 [j ] ) in E1 :

59 A [V1 [i ] ,V1 [j ] ] =n1 [V1 [i ] ,V1 [j ] ]

60 else :

61 A [V1 [i ] ,V1 [j ] ] =n1 [V1 [j−1] ,V1 [j ] ]

62 L .append (A )

63 L1_aux= [ ]

64 L2_aux= [ ]
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65 for i in range (0 ,len (L ) ) :

66 for j in range (0 ,len (L [i ] ) ) :

67 for k in E :

68 if list (L [i ] . keys ( ) ) [j]==k :

69 L1_aux .append (k )

70 L2_aux .append (max (list (L [i ] . values ( ) ) [ : j+1] ) )

71 n=dict (zip (L1_aux ,L2_aux ) )

72 return V ,E ,n

73

74 V ,E ,n=eliminar_estaciones (V1 ,ind )

75

76 dist= [ ]

77 t_= [ ]

78 f_= [ ]

79 for i in range (0 ,n_estaciones ) :

80 if ind [i ] ! =0 :

81 dist .append (distancia1 [i ] )

82 t_ .append (t_circulacion1 [i ] )

83 f_ .append (f_max1 [i ] )

84 distancia1=dist

85 t_circulacion1=t_

86 f_max1=f_

87

88 distancia = { }

89 for i in range (0 ,len (distancia1 ) ) :

90 for j in range (i+1, len (distancia1 ) ) :

91 distancia [V [i ] ,V [j ] ] =distancia1 [j] −distancia1 [i ]

92

93 cp = { }

94 for i in range (0 ,len (t_circulacion1 ) ) :

95 for j in range (i+1, len (t_circulacion1 ) ) :

96 cp [ ( V [i ] ,V [j ] ) ] = (t_circulacion1 [j] −t_circulacion1 [i ] ) /60

97

98 # valores de los parametros

99 if n_estaciones==30 or n_estaciones==40 or n_estaciones==50:

100 fmax=20

101 else :

102 fmax=30

103 cmin=1

104 cmax=3

105 cfix=150

106 ckm=0

107 trkm=1.5

108 ccap=100

109 F=tuplelist (range (1 ,fmax+1) )

110 C=tuplelist (range (1 ,cmax+1) )

111

112 #-----------------------------MODELO LINEAL -----------------------------------

113 m=Model ('Modelo_lineal' )

114 X= { }

115 for f in F :

116 for c in C :

117 for i in range (0 ,len (V ) −1) :

118 for j in range (i+1,len (V ) ) :

119 X [V [i ] ,V [j ] ,f ,c ]=m .addVar (vtype=GRB .BINARY ,name = "X_{}_{}_{}_{}" .

format (V [i ] ,V [j ] ,f ,c ) )
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120

121 # funcion objetivo

122 costo_fijo = quicksum (cfix*op .ceil (cp [V [i ] ,V [j ] ] * f ) *c*X [V [i ] ,V [j ] ,f ,c ] for f in F

for c in C for i in range (0 ,len (V ) −1) for j in range (i+1,len (V ) ) )

123 costo_coche = quicksum (distancia [V [i ] ,V [j ] ] * ckm*f*c*X [V [i ] ,V [j ] ,f ,c ] for f in F for

c in C for i in range (0 ,len (V ) −1) for j in range (i+1,len (V ) ) )

124 costo_comp = quicksum (distancia [V [i ] ,V [j ] ] * trkm*f*X [V [i ] ,V [j ] ,f ,c ] for f in F for c

in C for i in range (0 ,len (V ) −1) for j in range (i+1,len (V ) ) )

125 m .setObjective (costo_fijo+costo_coche+costo_comp , GRB .MINIMIZE )

126

127 #restricciones

128 m .addConstrs ( ( quicksum (ccap*f*c*X [V [i ] ,V [j ] ,f ,c ] for f in F for c in C for i in

range (0 ,len (V ) −1) for j in range (i+1,len (V ) ) if i<=l and l+1<=j ) >=n [V [l ] ,V [l+1] ] for

l in range (0 ,len (V ) −1) ) ,"Restriccion8" )

129 m .addConstrs ( ( quicksum (X [V [i ] ,V [j ] ,f ,c ] for f in F for c in C ) <=1 for i in range (0 ,

len (V ) −1) for j in range (i+1,len (V ) ) ) ,"restriccion10" )

130

131 #fijar parametros

132 m .Params .LogToConsole =0

133 m .Params .LogFile= str (instancia [ : −4 ] ) +"(lineal_1)"

134 m .Params .TimeLimit = 3600

135 m .optimize ( )

136

137 # informacion a extraer

138 Instancia=instancia [ : −4]

139 V_objetivo=round (m .ObjVal ,2 )

140 N_variables=m .NumVars

141 N_restricciones=m .NumConstrs

142 GAP=round (m .MIPGap*100 ,2)

143 Tiempo=round (m .Runtime ,2 )

144 N_nodos=m .NodeCount

145 aux1=[Instancia ,V_objetivo ,N_variables ,N_restricciones ,N_nodos , GAP ,Tiempo ]

146 W1= [ ]

147 for i in range (0 ,len (aux1 ) ) :

148 W1 .append (aux1 [i ] )

149 W .append (W1 )

150

151 # ------------------------------SOLUCION --------------------------------------

152 print ('El valor optimo encontrado es:' ,m .objVal )

153 # Recuperar los valores de las variables

154 vX=m .getAttr ('x' ,X )

155 for f in F :

156 for c in C :

157 for i in range (0 ,len (V ) −1) :

158 for j in range (i+1,len (V ) ) :

159 if vX [V [i ] ,V [j ] ,f ,c ] > 0.1 :

160 print ('({},{}), f:{}, c:{}' .format (V [i ] ,V [j ] ,f ,c ) )� �
extaer en un archivo� �

1 datos_entrada = os .listdir ("C:/Users/yomai/Desktop/Proyecto/FINAL/Matriz_OD/" )

2 for i in range (0 ,len (datos_entrada ) ) :

3 Modelo_lineal (datos_entrada [i ] )

4 with open ('Resultados_lineal.csv' , 'w' , newline='' ) as f :

5 for i in range (0 ,len (W ) ) :

6 writer = csv .writer (f )

7 writer .writerow (W [i ] )� �
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