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RESUMEN 

 

El presente documento muestra el diseño y simulación de tres controladores para el 

seguimiento de trayectorias de un mini UAV (Unmanned Aerial Vehicle). Durante el 

desarrollo del control se toma en consideración un modelo matemático simple de un 

cuadricóptero que representa el comportamiento del mismo y, el cual permite manipular los 

seis grados de libertad que conforman el funcionamiento del mini UAV; tres grados para la 

posición angular (alabeo, cabeceo y guiñada) y tres grados para la posición lineal (ejes x y 

z).  

A partir de los controles PID y PD en cascada se controla con el lazo externo la posición 

en los ejes x - y, y el lazo interno que tiene como referencia la salida de los controles del 

lazo externo controla los ángulos de alabeo - cabeceo. La altitud alcanzada por la aeronave 

se controla a partir de un PID y el ángulo de guiñada se controla también a partir de un 

PID. El control LQR, siendo un control con ganancia de realimentación, permite la 

minimización de una función de coste a partir de matrices para determinar la ganancia y 

así, controlar los parámetros de vuelo de un cuadricóptero. Mediante el análisis de las 

respuestas obtenidas con los controles propuestos es posible diferenciar que el control PD 

presenta menos sobre impulsos en el cambio de referencias y también menor tiempo de 

estabilización. 

 

PALABRAS CLAVE: Altitud, cuadricóptero, trayectoria, PID, PD, LQR. 
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ABSTRACT 

 

This document shows the design and simulation of three controllers for the trajectory 

tracking of a mini UAV (Unmanned Aerial Vehicle). During the development of the control, 

a simple mathematical model of a quadcopter that represents the behavior of the same is 

taken into consideration, which allows manipulating the six degrees of freedom that make 

up the operation of the mini UAV; three degrees for the angular position (roll, pitch and yaw) 

and three degrees for the linear position (x and z axes).  

From the cascaded PID and PD controls the position in the x - y axes is controlled by the 

external loop, and the internal loop that has as reference the output of the external loop 

controls the roll - pitch angles. The altitude reached by the aircraft is controlled from a PID 

and the yaw angle is also controlled from a PID. The LQR control, being a feedback gain 

control, allows the minimization of a cost function from matrices to determine the gain and 

thus, control the flight parameters of a quadcopter. Through the analysis of the responses 

obtained with the proposed controls, it is possible to differentiate that the PD control 

presents less over impulses in the change of references and also less stabilization time. 

 

KEYWORDS: Altitude, quadcopter, trajectory, PID, PD, LQR. 
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1 INTRODUCCIÓN 

Las mini UAVs no tripuladas al no poseer un piloto pueden ser construidas de menor 

tamaño, lo cual ayuda a que puedan volar en el exterior o en el interior de edificios, 

permitiendo así obtener ventajas en diferentes aplicaciones como recopilación de 

información mediante fotografía aérea, control de cultivos, en el caso de control seguridad 

a través de vigilancia y también para el seguimiento de trayectorias. Un cuadricóptero es 

un tipo de dron que está formado por cuatro rotores en configuración cruzada y al ser 

multirotor facilita el control de la mini aeronave para despegar, girar y mantenerse volando 

en un mismo punto durante más tiempo ya que da la facilidad de producir grandes 

momentos de control a diferencia de los drones de ala fija que necesitan estar en constante 

movimiento para no caer. [2] 

Para realizar el control de seguimiento de trayectoria de un mini cuadricóptero es necesario 

conocer que el funcionamiento de la aeronave se basa en el aumento y reducción de 

velocidad de cuatro motores, para mantener un equilibrio durante el vuelo dos motores 

deben girar en sentido horario y los otros dos motores deben girar en sentido antihorario 

así se genera una fuerza en contra de la gravedad permitiendo que el mini dron alcance 

una altura de vuelo. Un cuadricóptero tiene seis grados de libertad; tres para el control de 

movimiento rotacional (posiciones angulares), tres para el control de posición en los ejes 

x, y, z (posiciones lineales). [1] 

En el momento de querer trasladar un mini UAV de un punto inicial a un punto final 

determinando que siga una trayectoria se tienen riesgos donde el dispositivo puede perder 

la ruta que debe seguir durante el vuelo, por lo que es necesario aplicar controladores que 

garanticen el seguimiento de trayectoria del mini UAVs. En el siguiente trabajo, se 

desarrollan tres controles para el seguimiento de trayectoria aplicados al modelo 

matemático de un cuadricóptero que representa el funcionamiento real del mismo, los 

controles son: control PID en cascada, control PD en cascada y un control regulador 

cuadrático lineal (LQR). 

Para el seguimiento de trayectoria de la mini aeronave usando el control PID en cascada 

se desarrollan dos controles en cascada y dos controles PID simples para altitud (eje z) y 

posición angular de guiñada (ψ). Los controles en cascada están formados por dos lazos 

cerrados, donde el lazo interno controla la posición angular (ángulos ϕ, θ) y el lazo externo 

controla la posición lineal (ejes x y). Para el control PD en cascada de igual manera se 

desarrollan dos controles en cascada y dos controles PID simples para altitud (eje z) y 

posición angular de guiñada (ψ). Los controles PD en cascada están formados por dos 
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lazos cerrados, donde el lazo interno controla la posición angular (ángulos ϕ, θ) y el lazo 

externo controla la posición lineal (ejes x, y). El control LQR es un control a lazo cerrado 

con el cual se busca reducir una función de coste a partir de encontrar dos matrices Q y R, 

Q que genera cambios en los estados y R que genera entradas de control que influyen en 

los estados, variando estas matrices se logra variar los polos en el lazo cerrado y permiten 

calcular la ganancia de retroalimentación del control. 

Implementando los tres controles de seguimiento de trayectoria en Simulink – Matlab es 

posible ver el funcionamiento en tres trayectorias diferentes (trayectoria recta, trayectoria 

espiral y trayectoria aleatoria) y, a partir del análisis de los índices de desempeño ISE – 

ISCO de cada controlador desarrollado y comparando los resultados es posible determinar 

cuál control tiene una respuesta rápida, menos sobre impulso y permite minimizar el 

consumo de energía del mini cuadricóptero durante el vuelo. 

 

1.1 OBJETIVO GENERAL 

Diseñar y simular algoritmos para el seguimiento de trayectorias de mini UAVs para el 

desarrollo de sistemas de control en aplicaciones de vigilancia para seguridad. 

 

1.2 OBJETIVOS ESPECÍFICOS 

1. Analizar el principio de funcionamiento de un mini UAV con cuatro rotores para 

conocer las variables de entrada-salida que forman parte del sistema y serán 

utilizados en el control. 

2. Estudiar los algoritmos de seguimiento de trayectoria para sistemas lineales y no 

lineales como controlador en cascada PID, controlador en cascada PD y regulador 

cuadrático lineal LQR. 

3. Diseñar tres algoritmos de control para el seguimiento de la trayectoria de mini 

UAVs que permitirán estabilizar a la mini aeronave en espacios donde se requiera 

el seguimiento de una trayectoria establecida. 

4. Implementar los tres algoritmos de seguimiento de trayectoria de mini UAVs en el 

software Matlab – Simulink para obtener la respuesta del funcionamiento. 

5. Realizar pruebas de funcionamiento aplicando los tres algoritmos de seguimiento 

de trayectoria diseñados. 
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1.3 ALCANCE 

Inicialmente se selecciona el tipo de mini UAVs, en este caso un cuadricóptero, del cual se 

realizará el estudio de sus características, facilidad de maniobra, posición de los rotores, 

vuelo vertical y vuelo horizontal  

Se estudiarán los movimientos del mini cuadricóptero (rotación y traslación), teniendo en 

consideración los cuatro rotores que lo conforman y para reconocer los grados de libertad 

los cuales servirán para obtener las variables a controlar durante el vuelo, lo que también 

permitirá poder obtener el modelo dinámico y cinemático de la aeronave.  

Se estudiará la dinámica de los rotores que permiten el vuelo de la aeronave para poder 

conocer cómo llegar a estabilizar el mini dron luego de despegar para comenzar a seguir 

una trayectoria.  

Se estudiarán las técnicas de control para el seguimiento de trayectorias para las mini 

aeronaves escogiendo las más adecuadas según el sistema no lineal que representa un 

mini UAVs con cuatro rotores y considerando que se puede tener una aproximación con un 

sistema lineal asumiendo una velocidad constante trabajando en un punto de operación o 

alrededor del mismo.  

Se diseñarán los tres algoritmos para el seguimiento de trayectoria de un mini UAVs tipo 

cuadricóptero; PID es cascada, PD en cascada y regulador cuadrático lineal (LQR).  

Se realizará la implementación de los algoritmos diseñados en Simulink – Matlab, además 

se probará el funcionamiento de los mismos realizando pruebas para diferentes 

trayectorias.  

Se realizarán pruebas de funcionamiento de los algoritmos de seguimiento de trayectoria 

aplicando perturbaciones lo cual ayudará a observar el efecto de estas en el 

funcionamiento del mini dron durante el vuelo y si este es capaz de seguir correctamente 

la trayectoria asignada.  

Se realizará una comparación del comportamiento en el seguimiento de trayectoria 

utilizando los tres algoritmos diseñados para obtener conclusiones de cual algoritmo 

funciona mejor ante la emulación de perturbaciones.  
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Se realizará una interfaz gráfica en Matlab – Simulink que permita: utilizar los tres 

algoritmos de seguimiento de trayectoria, y que se pueda observar la respuesta del sistema 

con cada algoritmo y probarlos para diferentes trayectorias 

 

1.4 MARCO TEÓRICO 

En este capítulo se realizará una introducción sobre el principio de funcionamiento de un 

cuadricóptero, se analizará el modelo matemático y las estrategias de control que se 

desarrollarán más adelante. 

1.4.1 FUNCIONAMIENTO DE UN CUADRICÓPTERO 

Una mini UAV (Mini Unmanned Aerial Vehicle) es una aeronave que tiene un peso base 

menor a 600 gramos, que no tiene un piloto abordo y está controlada remotamente 

mediante una computadora o un dispositivo remoto a una distancia considerable [1] [2]. 

Para el desarrollo del seguimiento de trayectoria de un mini UAV se escogió un 

cuadricóptero que es una de las configuraciones de los drones multi-rotor, está compuesto 

por cuadro hélices que son impulsadas por cuatro motores teniendo como ventajas que 

este tipo de dron tiene una estructura sencilla y robusta que puede ser controlada 

fácilmente, además proporciona mayor estabilidad y agilidad al momento de despegar, 

aterrizar y seguir trayectorias con curvas cerradas ya que en este caso la aplicación para 

la cual se pretende desarrollar el control de una mini UAV es seguridad en ambientes 

interiores o ambientes exteriores [3]. 

El funcionamiento de un cuadricóptero se basa en el aumento y reducción de la velocidad 

en los cuatro motores ubicados en forma de “x” que lo componen, para que el dispositivo 

tenga equilibro dos motores deben girar en sentido horario y los otros dos en sentido 

antihorario logrando así una fuerza que contrarreste a la fuerza de la gravedad para que el 

dron alcance una altura deseada y no caiga. Este tipo de dron tiene seis grados de libertad 

que son: alabeo, cabeceo, guiñada (posiciones angulares), eje “x”, eje “y” y eje “z” 

(posiciones lineales) como se observa en la Figura 1.1. 



5 

 

Figura 1.1. Sistema de coordenadas de un cuadricóptero [4] 

La rotación sobre el eje “x” es el movimiento de alabeo (roll) que permite que se mueva 

hacia la derecha e izquierda, la posición angular de alabeo esta expresada por el ángulo 

𝜙. La rotación sobre el eje “y” es el movimiento de cabeceo (pitch) que permite que se 

mueva adelante y atrás, la posición angular de cabeceo esta expresada por el ángulo 𝜃. 

La rotación sobre el eje “z” es el movimiento de guiñada (yaw) que permite que pueda girar 

en dicho eje, la posición angular de guiñada esta expresada por el ángulo 𝜓 [5]. 

 

Figura 1.2. Posiciones angulares de un cuadricóptero [5] 
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1.4.2 MODELO MATEMÁTICO 

Para el modelo matemático se utilizarán las ecuaciones de Euler – Lagrange con el objetivo 

de tener mayor entendimiento de la dinámica de un cuadricóptero y un modelo confiable 

que permita las simulaciones e implementación del control de seguimiento de trayectoria.  

Se tendrá en consideración al cuadricóptero como un cuerpo sólido de masa 𝑚, una fuerza 

que contrarrestará la gravedad 𝑢 y los momentos generalizados de alabeo, cabeceo y 

guiñada respectivamente 𝜏𝜑 , 𝜏𝜃 , 𝜏𝜓. La siguiente ecuación describe las coordenadas del 

cuadricóptero: 

𝑞 = (𝑥, 𝑦, 𝑧, 𝜙, 𝜃, 𝜓)𝜖ℝ6                                          (1.1) 

Donde 𝜉 = (𝑥, 𝑦, 𝑧) describe la posición del centro de masa de la mini aeronave con relación 

al marco inercial y 𝜂 = (𝜙, 𝜃, 𝜓) son los ángulos de Euler, ángulo de alabeo, ángulo de 

cabeceo y ángulo de guiñada los cuales representan la orientación del cuadricóptero marco 

espacial. Al definir las ecuaciones de Euler-Lagrange se tiene la energía cinética de 

traslación, la energía cinética de rotación y la energía potencial del cuadricóptero [5]: 

𝐸𝐶𝑇 =
1

2
𝑚�̇�𝑇�̇�                                             (1.2) 

𝐸𝐶𝑅 =
1

2
�̇�𝑇𝕁�̇�                                             (1.3) 

𝐸𝑃 = 𝑚𝑔𝑧                                             (1.4) 

Donde 𝑚 es la masa del cuerpo, �̇� es la velocidad lineal en cada eje, 𝕁 es la matriz de 

inercias del cuadricóptero, �̇� es la matriz velocidad angular en cada eje y 𝑧 es la altura a la 

que se encuentra el centro de masa. A partir de las ecuaciones definidas anteriormente se 

calcula el Lagrangiano: 

𝐿(𝑞, �̇�) = 𝐸𝐶𝑇 + 𝐸𝐶𝑅 − 𝐸𝑃                                             (1.5) 

𝐿(𝑞, �̇�) =
1

2
𝑚�̇�𝑇 �̇� +

1

2
�̇�𝑇𝕁�̇� − 𝑚𝑔𝑧                                     (1.6) 

Obtenemos el modelo dinámico del cuadricóptero mediante el método de Euler-Lagrange 

con una fuerza externa generalizada: 

𝑑

𝑑𝑡

𝜕𝐿

𝜕�̇�
−

𝑑𝐿

𝑑𝑞
= 𝐹                                             (1.7) 

Se tiene que 𝐹 = [
𝐹𝜉

𝜏
 ] , donde 𝐹𝜉 es la fuerza de traslación y 𝜏 son los momentos 

generalizados aplicados por la entrada de control. Entonces se describe de la siguiente 
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forma a la fuerza ya que depende de las entradas de control 𝜏 y 𝑢 que es la fuerza que 

contrarresta a la gravedad: 

�̂� = [
0
0
𝑢
]                                             (1.8) 

𝑢 = 𝑓1 + 𝑓2 + 𝑓3 + 𝑓4                                                (1.9) 

Se tiene: 

𝑓𝑖 = 𝑘𝑖𝜔𝑖           𝑖 = 1,2,3,4                                       (1.10) 

Donde 𝑘𝑖 > 0 y 𝜔𝑖 es la velocidad angular a la que gira cada motor del cuadricóptero. La 

fuerza de traslación se expresa en la siguiente ecuación, donde 𝑅𝑎𝑏𝑐
𝑁𝐸𝐷𝑇

 es la matriz de 

rotación: 

𝐹𝜉 = 𝑅𝑎𝑏𝑐
𝑁𝐸𝐷𝑇

�̂�                                        (1.11) 

Las matrices de rotación de cada eje son: 

𝑅𝑧,𝜓 = [
𝑐𝑜𝑠𝜓 −𝑠𝑖𝑛𝜓 0
𝑠𝑖𝑛𝜓 𝑐𝑜𝑠𝜓 0

0 0 1

]                                        (1.12) 

𝑅𝑦,𝜃 = [
𝑐𝑜𝑠𝜃 0 𝑠𝑖𝑛𝜃

0 1 0
−𝑠𝑖𝑛𝜃 0 𝑐𝑜𝑠𝜃

]                                        (1.13) 

𝑅𝑥,𝜙 = [
1 0 0
0 𝑐𝑜𝑠𝜙 −𝑠𝑖𝑛𝜙
0 𝑠𝑖𝑛𝜙 𝑐𝑜𝑠𝜙

]                                        (1.14) 

𝑅𝑎𝑏𝑐
𝑁𝐸𝐷 = [

𝑎1 𝑎2 𝑎3

𝑎4 𝑎5 𝑎6

𝑎7 𝑎8 𝑎9

]                                                 (1.15) 

Donde: 

𝑎1 = 𝑐𝑜𝑠𝜓𝑐𝑜𝑠𝜃, 𝑎2 = −𝑠𝑖𝑛𝜓𝑐𝑜𝑠𝜙 + 𝑐𝑜𝑠𝜓𝑠𝑖𝑛𝜃𝑠𝑖𝑛𝜙               (1.16) 

𝑎3 = 𝑠𝑖𝑛𝜓𝑠𝑖𝑛𝜙 + 𝑐𝑜𝑠𝜓𝑐𝑜𝑠𝜙𝑠𝑖𝑛𝜃, 𝑎4 = 𝑠𝑖𝑛𝜓𝑐𝑜𝑠𝜃              (1.17) 

𝑎5 = 𝑐𝑜𝑠𝜓𝑐𝑜𝑠𝜙 + 𝑠𝑖𝑛𝜓𝑠𝑖𝑛𝜃𝑠𝑖𝑛𝜙, 𝑎8 = 𝑐𝑜𝑠𝜃𝑠𝑖𝑛𝜙                  (1.18) 

𝑎6 = −𝑐𝑜𝑠𝜓𝑠𝑖𝑛𝜙 + 𝑠𝑖𝑛𝜃𝑠𝑖𝑛𝜓𝑐𝑜𝑠𝜙, 𝑎7 = −𝑠𝑖𝑛𝜃                  (1.19) 

𝑎9 =  𝑐𝑜𝑠𝜙𝑐𝑜𝑠𝜃                                   (1.20) 

Reemplazando en la ecuación 1.11: 
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𝐹𝜉 = [

𝑎1 𝑎2 𝑎3

𝑎4 𝑎5 𝑎6

𝑎7 𝑎8 𝑎9

]

𝑇

[
0
0
𝑢
]                                        (1.21) 

Se tiene: 

𝐹𝜉 = 𝑢 [
−𝑠𝑖𝑛𝜃

𝑐𝑜𝑠𝜃𝑠𝑖𝑛𝜙
𝑐𝑜𝑠𝜙𝑐𝑜𝑠𝜃

]                                              (1.22) 

Los momentos generalizados están referidos a los ángulos de guiñada, cabeceo y alabeo 

que son: 

𝜏 = [

𝜏𝜓

𝜏𝜃

𝜏𝜙

]                                        (1.23) 

La siguiente ecuación describe el momento de guiñada, donde 𝜏1, 𝜏2, 𝜏3, 𝜏4 son los 

momentos de los cuatro rotores del cuadricóptero: 

𝜏𝜓 = 𝜏1 + 𝜏2 + 𝜏3 + 𝜏4                                        (1.24) 

La siguiente ecuación describe el momento de cabeceo: 

𝜏𝜃 = ∆𝑓2,4𝑙                                        (1.25) 

Donde 𝑙 es la distancia desde el motor 2 o 4 hasta el centro de gravedad y ∆𝑓2,4 es la 

diferencia de fuerza de sustentación que habrá entre los motores 2 y 4. La siguiente 

ecuación describe el momento de alabeo: 

𝜏𝜙 = ∆𝑓1,3𝑙                                        (1.26) 

Donde 𝑙 es la distancia desde el motor 1 o 3 hasta el centro de gravedad y ∆𝑓1,3 es la 

diferencia de fuerza de sustentación que habrá entre los motores 1 y 3. Uniendo en una 

matriz se tiene: 

𝜏 = [

𝜏𝜓

𝜏𝜃

𝜏𝜙

] = [

𝜏1 + 𝜏2 + 𝜏3 + 𝜏4

∆𝑓2,4𝑙

∆𝑓1,3𝑙
]                                   (1.27) 

𝜏 = [

𝜏1 + 𝜏2 + 𝜏3 + 𝜏4

(𝑓4 − 𝑓2)𝑙
(𝑓3 − 𝑓1)𝑙

] = [
�̈�

�̈�
�̈�

]                                             (1.28) 

Es posible combinar �̇� y �̇� ya que las ecuaciones del Lagrangiano no tienen términos 

cruzados en la energía cinéticas, entonces la ecuación de Euler-Lagrange se puede dividir 

en dinámica para 𝜉 y para 𝜂: 
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𝑚�̈� + [
0
0

𝑚𝑔
] = 𝐹𝜉                                              (1.29) 

Reemplazando la ecuación 1.22 en la ecuación 1.29 se obtienen las ecuaciones que 

definen al modelo matemático de un cuadricóptero, donde 𝑢, 𝜏𝜓 , 𝜏𝜃 , 𝜏𝜙 son las entradas de 

control: 

𝑚�̈� = −𝑢 𝑠𝑖𝑛𝜃                                             (1.30) 

𝑚�̈� = 𝑢 𝑐𝑜𝑠𝜃 𝑠𝑖𝑛𝜙                                               (1.31) 

𝑚�̈� = 𝑢 𝑐𝑜𝑠𝜃 𝑐𝑜𝑠𝜙 − 𝑚𝑔                                        (1.32) 

[

𝜏𝜓

𝜏𝜃

𝜏𝜙

] = [
�̈�

�̈�
�̈�

]                                             (1.33) 

1.4.3 ESTRATEGIAS DE CONTROL 

Existen varios tipos de controladores que permiten manipular dispositivos electrónicos 

mediante un control a lazo cerrado por realimentación, como es el caso del control PID 

(Proporcional Integral Derivativo), el control PD (Proporcional Derivativo) y el regulador 

cuadrático lineal LQR. 

1.4.3.1 Acción Proporcional 

La acción proporcional es la encargada de producir la corrección del error entre la señal de 

salida y la señal de referencia haciendo que este se acerque a cero, entonces si el 

cuadricóptero no se encuentra en la trayectoria definida la acción proporcional se 

encargará de en enviar la orden de cambiar la velocidad de los motores para que el 

cuadricóptero siga la trayectoria. El valor del término proporcional será el adecuado para 

el control solo en un rango de valores, si el valor es demasiado grande provocará sobre 

oscilaciones y también la aceleración de respuesta de la aeronave sobrepasando la 

trayectoria que debía seguir, si el valor del término proporcional es demasiado pequeño la 

aeronave tiende a demorarse más tiempo en alcanzar la trayectoria y estabilizarse. 
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Figura 1.3. Variación del término proporcional [4] 

1.4.3.2 Acción Integral 

La acción integral se encarga de disminuir y eliminar el error en estado estacionario, 

provocará que aumente o disminuya la corrección según la referencia que se tenga por lo 

que se puede decir que el término integral ayuda a que varie el término proporcional. El 

término integral se da cuando la señal de salida está lejos de la referencia entonces se 

integra la desviación en el tiempo para lograr obtener una respuesta estable sin error. 

1.4.3.3 Acción Derivativa 

La acción derivativa se encarga del control de la velocidad con la que la señal de salida 

alcanza a la referencia logrando así que se estabilice la respuesta del sistema. Para el caso 

del cuadricóptero la acción derivativa va a controlar que tan rápido seguirá la trayectoria 

propuesta. 

1.4.3.4 Control Proporcional Derivativo (PD) 

Es un control compuesto por acción derivativa para determinar la velocidad con la que 

cambiará el control de error y la acción proporcional que actúa proporcionalmente en el 

error. La salida de este controlador es: 

𝑦(𝑡) = 𝐾𝑝𝑒(𝑡) + 𝐾𝑝𝑇𝑑
𝑑𝑒(𝑡)

𝑑𝑡
                                           (1.34) 

Utilizando Laplace: 
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𝑌(𝑠) = 𝐾𝑝𝐸(𝑠) + 𝐾𝑝𝑇𝑑𝑠𝐸(𝑠)                                           (1.35) 

Teniendo así la siguiente función de transferencia para el control proporcional derivativo; 

𝑌(𝑠)

𝐸(𝑠)
= 𝐾𝑝(1 + 𝑠𝑇𝑑)                                             (1.36) 

Donde 𝑇𝑑  es el tiempo derivativo que determina con que rapidez se compensará la variable 

que el controlador está regulando, tanto 𝑇𝑑  como 𝐾𝑝 son parámetros que se ajustaran 

según las necesidades del sistema a controlar. Un control PD ayuda a disminuir sobre 

impulsos y también a disminuir el tiempo en que se estabiliza la respuesta mejorándola. 

 

Figura 1.4. Control Proporcional derivativo (PD)  

1.4.3.5 Control Proporcional Integral Derivativo (PID) 

Este controlador está formado por la acción proporcional e integral que ayuda a la señal de 

error no varía lentamente y para controlar en el caso de que esta varie demasiado rápido 

se encuentra la acción derivativa, teniendo así una compensación bastante rápida si 

existen perturbaciones que afecten al sistema, pero tiene como desventaja que presenta 

una respuesta propensa a oscilaciones. La salida de este controlador es: 

𝑦(𝑡) = 𝐾𝑝𝑒(𝑡) +
𝐾𝑝

𝑇𝑖
∫𝑒(𝑡) 𝑑𝑡 + 𝐾𝑝𝑇𝑑

𝑑𝑒(𝑡)

𝑑𝑡
                                 (1.37) 

Utilizando Laplace: 

𝑌(𝑠) = 𝐾𝑝𝐸(𝑠) +
𝐾𝑝

𝑇𝑖(𝑠)
𝐸(𝑠) + 𝐾𝑝𝑇𝑑𝑠𝐸(𝑠)                               (1.38) 

Teniendo así la siguiente función de transferencia para el control proporcional integral 

derivativo; 

𝑌(𝑠)

𝐸(𝑠)
= 𝐾𝑝 (1 +

1

𝑠𝑇𝑖
+ 𝑠𝑇𝑑)                                     (1.39) 
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Figura 1.5. Control Proporcional integral derivativo (PID) [6] 

1.4.3.6 Control Óptimo LQR 

El regulador cuadrático lineal (LQR) es un método de control óptimo el cual permite obtener 

ganancias de retroalimentación controladas permitiendo así obtener un control a lazo 

cerrado con un rendimiento alto y mayor estabilidad [7].  

Para el diseño del control regulador cuadrático lineal se debe tener en consideración la 

representación del sistema lineal en espacio de estado; 

�̇� = 𝐴𝑥 + 𝐵𝑢                                     (1.40) 

�̇� = 𝐶𝑥, 𝐷 = 𝐼𝑛𝑥𝑛                                     (1.41) 

La ganancia de retroalimentación es la matriz K y la acción de control de realimentación 

está dada por la siguiente expresión, donde 𝑥𝑟𝑒𝑓 es el vector de estados deseados 

(referencia) y sirve como una entrada externa al sistema de lazo cerrado; 

𝑢 = 𝐾(𝑥𝑟𝑒𝑓 − 𝑥)                                     (1.42) 

La dinámica del sistema a lazo cerrado se expresa en la ecuación 1.43, donde la matriz A 

del sistema a lazo cerrado es (A-BK) y la matriz B es BK; 

�̇� = (𝐴 − 𝐵𝐾)𝑥 + 𝐵𝐾𝑥𝑟𝑒𝑓                                 (1.43) 

A partir de la ganancia de retroalimentación se garantiza la minimización de la función de 

costo lo cual representa la reducción del consumo de energía que es el objetivo del control 

LQR, el cual está definido en la siguiente ecuación; 

𝐽 = ∫ (𝑥𝑇𝑄𝑥 + 𝑢𝑇𝑅𝑢)𝑑𝑢
∞

0
                                 (1.44) 
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Donde 𝑅 ∈  ℝ𝑛𝑥𝑛 y 𝑄 ∈ ℝ𝑚𝑥𝑚 (𝑚 es la dimensión de la matriz A) son matrices diagonales 

,y positivas asociadas a las entradas y a los estados, si se tiene un valor grande de un 

elemento de la matriz Q significa que el estado que corresponde a este elemento será 

pequeño para mantener J pequeño, por lo tanto, los elementos grandes de la matriz Q 

generan una convergencia más rápida en los estados [8] [9]. Los valores grandes en 

elementos de la matriz R generan entradas de control más pequeñas lo que provoca 

valores más grandes de los estados [10]. La ganancia K de realimentación está 

determinada por la siguiente expresión; 

𝐾 = 𝑅−1𝐵 ∗ 𝑃                                    (1.45) 

Donde P se obtiene resolviendo la ecuación de Riccati, ecuación 1.46: 

𝐴𝑇𝑃 + 𝑃𝐴 + 𝑄 − 𝑃𝐵𝑅−1𝐵𝑇𝑃 = 0                            (1.46) 

Al momento de variar las matrices Q y R cambian la posición de los polos en el lazo cerrado, 

cambiando así el rendimiento que tendrá el sistema. Las matrices Q y R se pueden obtener 

usando la regla de Bryson [11], teniendo como resultado las matrices diagonales: 

𝑄𝑖𝑖 =
1

(𝑡𝑓−𝑡𝑜)𝑚á𝑥(𝑥𝑖
2)

                                   (1.47) 

𝑅𝑗𝑗 =
1

(𝑡𝑓−𝑡𝑜)𝑚á𝑥(𝑢𝑗
2)

                                   (1.48) 

Donde 𝑖 = 1,2, … , 𝑛, 𝑗 = 1,2, … , 𝑚, 𝑥𝑖 es el valor máximo que se desea tener en el i-ésimo 

estado y 𝑢𝑗 es el valor máximo que se desea tener en la j-ésimo entrada. 
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2 METODOLOGÍA 

2.1 DISEÑO CONTROL PID EN CASCADA 

Para controlar los seis grados de libertad de un cuadricóptero se lo hace a partir de cuatro 

motores, específicamente el control se realiza usando dos controles en cascada. Un 

regulador para las coordenadas de posición lineal (x,y) donde la señal de control a la salida 

determina un vector para las instrucciones de posición angular (𝜃, 𝜑) en el sistema de 

coordenadas definiendo así la referencia (momentos generalizados) para el segundo 

regulador de las coordenadas de orientación cabeceo y alabeo [12]. Para la coordenada 

de posición “z” y la coordenada de orientación guiñada solo se implementa un regulador 

simple PID. 

El control que se utilizará es un PID que permite una fácil implementación ya que es un 

control simple, está formado por la acción proporcional, la acción integral y la acción 

derivativa, en la sección 1.4.3 se habla del funcionamiento de cada acción en el control 

PID. La siguiente expresión es la ecuación del controlador PID: 

𝑦(𝑡) = 𝐾𝑝𝑒(𝑡) + 𝐾𝑝𝑇𝑑
𝑑𝑒(𝑡)

𝑑𝑡
, 𝑒(𝑡) = 𝑠𝑒𝑡𝑝𝑜𝑖𝑛𝑡 − 𝑦(𝑡)                    (2.1) 

El controlador para un cuadricóptero tendrá la siguiente estructura: se tienen dos 

controladores en cascada, donde el lazo externo PID genera la señal para controlar la 

posición en los ejes “x”, “y” siendo esta la señal de referencia para el lazo interno PID del 

control el cual genera una señal de salida para controlar la orientación de cabeceo y alabeo 

mediante los momentos  𝜏𝜃 , 𝜏𝜙 (𝑢2, 𝑢3). Además, es necesario un control PID para el 

desplazamiento horizontal el cual genera la señal para controlar la altitud en el eje “z” 

teniendo como señal de salida el empuje (𝑢1) y un control PID para la posición angular de 

guiñada el cual genera la señal de salida momento de torsión 𝜏𝜓 (𝑢4) cómo se observa en 

la Figura 2.1. 

 

Figura 2.1. Control PID en cascada para un cuadricóptero [13] 
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Inicialmente se realizó la implementación del modelo matemático del funcionamiento del 

cuadricóptero propuesto en 1.4.2 considerando la masa de una mini UAV de 600 gramos, 

donde se tienen las señales de entrada 𝑢, 𝜏𝜓 , 𝜏𝜃 , 𝜏𝜙 y la salida que son las coordenadas de 

posición y las coordenadas de orientación de la mini aeronave. El bloque fcn representa 

las ecuaciones 1.30, 1.31 y 1.32 del modelo matemático en 1.4.2. 

 

Figura 2.2. Implementación modelo matemático de un cuadricóptero 

Teniendo en consideración que el peso del mini UAV es 0.6Kg es necesario una fuerza 

mínima para contrarrestar la gravedad y hacer que el dron se eleve de: 

𝐹𝑚𝑖𝑛 = 0.6 𝑘𝑔 ∗ 9.81 𝑚/𝑠2                                   (2.2) 

𝐹𝑚𝑖𝑛 = 5.89𝑁                                   (2.3) 

Ya que la mini aeronave está formada por 4 hélices se divide la fuerza mínima para cada 

una de las hélices siendo necesarios 1.47N como fuerza mínima por hélice. Para tener un 

buen control del cuadricóptero, el empuje alcanzable por la hélice debe ser 

aproximadamente el doble del empuje de vuelo estacionario teniendo como máximo una 

fuerza por hélice de 3N. 

El empuje de una hélice dependerá de la velocidad a la que gira, la velocidad del aire 

entrante, del tamaño (radio de hélice=0.0762m) y peso de la hélice [14], entonces para 
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determinar la velocidad aproximada de cada hélice que conforma el cuadricóptero se 

considerará el uso de la hélice Gemfan 6030 de la cual se conoce la respuesta de velocidad 

de la misma con diferentes motores como se observa en la Figura 2.4. 

  

Figura 2.3. Funcionamiento de hélice Gemfan 6030 con diferentes motores [13] 

Según la respuesta de velocidad de la hélice Gemfan 6030 la velocidad mínima de cada 

hélice seria aproximadamente 1100 rad/s y la velocidad máxima aproximadamente 1600 

rad/s como se observa en la Tabla 2.1. 

 Tabla 2.1. Parámetros del Cuadricóptero 

Símbolo Valor 

Masa (kg) 0.6 

Fuerza mínima (N) 1.47 

Fuerza máxima (N) 3 

Velocidad mínima (rad/s) 1100 

Velocidad máxima (rad/s) 1600 

 

Para una entrada rampa de magnitud 5 como señal para la fuerza que contrarresta la 

gravedad “u” y una entrada paso para los momentos de guiñada, alabeo y cabeceo 

𝜏𝜓 , 𝜏𝜃 , 𝜏𝜙. 
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Figura 2.4. Entrada rampa señal u 

 

Figura 2.5. Entrada paso señal de momentos 𝜏𝜓 , 𝜏𝜃 , 𝜏𝜙 

Se obtiene como resultado del funcionamiento del dron las coordenadas de posición “x”, 

“y”, “z” donde se observa que estas descienden sin control con forme pasa el tiempo, por 

lo tanto, es necesario la implementación de control de seguimiento de trayectoria. 
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Figura 2.6. Funcionamiento de cuadricóptero eje “x” 

 

Figura 2.7. Funcionamiento de cuadricóptero eje “y” 
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Figura 2.8. Funcionamiento de cuadricóptero eje “z” 

Para el control del mini cuadricóptero se diseñan dos PID uno para controlar la altura que 

alcanzará la aeronave a través de la variable 𝑢 y el otro control para el ángulo de guiñada 

el cual tendrá un valor de momento de cero para evitar el movimiento sobre el eje vertical 

del cuadricóptero (Anexo II). Los controles PID se sintonizaron usando el bloque PID de 

Matlab que permite auto sintonización (Anexo V), y luego aplicando el método de prueba y 

error para ajustar el controlador teniendo una mejor respuesta. 

En la Tabla 2.2 se presentan los valores del control PID sintonizado para la altura. 

Tabla 2.2. PID sintonizado para control de altura 

Kp Ki Kd 

11.3085 0.8227 10.1958 

 

En la Tabla 2.3 se presentan los valores del control PID sintonizado para el ángulo de 

guiñada. 

Tabla 2.3. PID sintonizado para control de ángulo de guiñada 

Kp Ki Kd 

34.284 20.649 14.056 

 

Se tienen dos controles en cascada PID uno para el control del ángulo de alabeo que 

permite el movimiento de la mini aeronave hacia la izquierda y derecha y control de la 

posición en el eje “x”, el segundo control en cascada para el ángulo de cabeceo que permite 
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el movimiento de la mini aeronave hacia adelante y atrás y control de la posición en el eje 

“y”. 

Se realiza primero la sintonización del lazo interno del control en cascada aplicando una 

referencia paso de 1 teniendo los resultados de la Tabla 2.4 y la Tabla 2.5. 

Tabla 2.4. PID sintonizado para lazo interno de control en cascada ángulo de alabeo 𝜙 

Kp Ki Kd 

43.6849 35.403 33.6739 

 

Tabla 2.5. PID sintonizado para lazo interno de control en cascada ángulo de cabeceo 𝜃 

Kp Ki Kd 

44.8215 24.9843 17.171 

 

Para la sintonización del lazo externo se implementa el control en cascada poniendo la 

salida del lazo externo como referencia del lazo interno y aplicando una referencia paso de 

1 se tienen los siguientes valores de la Tabla 2.6 y la Tabla 2.7. 

Tabla 2.6. PID sintonizado para lazo externo de control en cascada eje “x” 

Kp Ki Kd 

-0.2128418 -0.00559979 -0.0654433 

 

Tabla 2.7. PID sintonizado para lazo externo de control en cascada eje “y” 

Kp Ki Kd 

0.390096 0.0329027 0.221904 

 

2.2 DISEÑO CONTROL PD EN CASCADA 

El control en cascada usando lazos PD tiene una estructura similar al control PID en 

cascada para el control de posición angular y posición lineal de un cuadricóptero donde se 

tienen dos controladores en cascada, el lazo externo PD genera la señal para controlar la 

posición en los ejes “x”, “y” siendo esta la señal de referencia para el lazo interno PD del 

control el cual genera una señal de salida para controlar la orientación de cabeceo y alabeo 

mediante los momentos  𝜏𝜃 , 𝜏𝜙 (𝑇𝑡ℎ𝑒𝑡𝑎 , 𝑇𝑝ℎ𝑖). Además, es necesario un control PID para el 

desplazamiento horizontal el cual genera la señal para controlar la altitud en el eje “z” 

teniendo como señal de salida el empuje (𝑢) y un control PID para la posición angular de 
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guiñada el cual genera la señal de salida momento de torsión 𝜏𝜓 (𝑇𝑝𝑠𝑖) cómo se observa 

en la Figura 2.10. 

 

Figura 2.9. Control PD en cascada para un cuadricóptero  

Para la implementación del control en cascada en Simulink es necesario considerar un 

cambio de referencia del sistema inercial fijo al sistema del cuerpo del mini dron ya que el 

ángulo de guiñada también alimenta al controlador de posición, debido a que el error de 

posición “x” “y” es relativo al suelo, mientras que el ángulo de cabeceo y el ángulo de alabeo 

son relativos al cuerpo del mini dron, por lo tanto, el ángulo de cabeceo no siempre mueve 

al mini dron en la dirección del mundo exterior al igual que el ángulo de alabeo no siempre 

mueve al mini dron en la dirección del mundo exterior, esto dependerá de cómo gira el mini 

dron en función de su ángulo de guiñada 𝜓 [15] [16] Figura 2.11 y 2.12. 

 

Figura 2.10. Esquema de control en cascada  



22 

 

Figura 2.11. Error de posición para cambio de referencia  

Para el control del mini cuadricóptero se diseñan dos PID simple uno para controlar la altura 

que alcanzará la aeronave a través de la variable 𝑢 y el otro control para el ángulo de 

guiñada el cual tendrá un valor de momento de cero para evitar el movimiento sobre el 

propio eje del cuadricóptero (Anexo III). Los controles PD se sintonizaron usando el bloque 

PID de Matlab que permite auto sintonización (Anexo 5), y luego aplicando el método de 

prueba y error para ajustar el controlador a una mejore respuesta. 

En la Tabla 2.8 se presentan los valores del control PID sintonizado para la altura. 

Tabla 2.8. PID sintonizado para control de altura 

Kp Ki Kd 

4.5983 4.52025 5.1988 

 

En la Tabla 2.9 se presentan los valores del control PID sintonizado para el ángulo de 

guiñada. 

Tabla 2.9. PID sintonizado para control de ángulo de guiñada 

Kp Ki Kd 

52.8215 27.9843 17.7171 

 

Se tienen dos controles en cascada PD uno para el control del ángulo de alabeo que 

permite el movimiento de la mini aeronave hacia la izquierda - derecha y control de la 

posición en el eje “x”, el segundo control en cascada para el ángulo de cabeceo que permite 

el movimiento de la mini aeronave hacia adelante y atrás y control de la posición en el eje 

“y”. 



23 

Se realiza primero la sintonización del lazo interno del control en cascada aplicando una 

referencia paso de 1 teniendo los resultados de la Tabla 2.10 y la Tabla 2.11. 

Tabla 2.10. PD sintonizado para lazo interno de control en cascada ángulo de alabeo 𝜙 

Kp Kd 

8.5397 12.9564 

 

Tabla 2.11. PD sintonizado para lazo interno de control en cascada ángulo de cabeceo 𝜃 

Kp Kd 

6.9736 12.9699 

 

Para la sintonización del lazo externo se implementa el control en cascada poniendo la 

salida del lazo externo como referencia del lazo interno y aplicando una referencia paso de 

1 se tienen los siguientes valores de la Tabla 2.12 y la Tabla 2.13. 

Tabla 2.12. PD sintonizado para lazo externo de control en cascada eje “x” 

Kp Kd 

-0.1289727 -0.00019717 

 

Tabla 2.13. PD sintonizado para lazo externo de control en cascada eje “y” 

Kp Kd 

0.225504 0.00088494 

 

2.3 DISEÑO REGULADOR CUADRÁTICO LINEAL (LQR) 

Usando la técnica de control LQR para seguimiento de trayectoria de un mini cuadricóptero 

se implementarán dos lazos de control con realimentación, donde el lazo de control interno 

pertenece al control de posición angular y el lazo de control externo controla la posición 

lineal. Al igual que en el control en cascada las referencias para el lazo de control interno 

(ángulos de cabeceo y alabeo) están dadas por la salida del lazo de control externo y las 

demás señales de referencia están dadas directamente por la trayectoria establecida 

(Anexo IV)  [8]. En la Figura 2.13 se encuentra la estructura que tendrá el control mediante 

la técnica LQR. 
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Figura 2.12. Estructura de control LQR [7]  

Para diseñar el control LQR es necesario expresar el modelo matemático del cuadricóptero 

en ecuaciones de espacios de estado, donde el vector de estados dado como 

𝑋 = (𝜙, �̇�, 𝜃, �̇�, 𝜓, 𝜓,̇ 𝑥, �̇�, 𝑦, �̇�, 𝑧, �̇�)𝑇 se dividirá para realizar el control de rotación, altitud y el 

control de posición en x-y por separado para facilitar el control de las posiciones angulares 

y que dependan de la posición en x-y como en la implementación en cascada. El vector 

para el control de posición angular está representado por (𝜙, �̇�, 𝜃, �̇�, 𝜓, �̇�)𝑇 y el vector para 

el control de posición lineal (posición y altitud) está representado por (𝑥, �̇�, 𝑦, �̇�, 𝑧, �̇�)𝑇. 

𝑋 =

[
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
𝜙

�̇�
𝜃
�̇�
𝜓

�̇�
𝑥
�̇�
𝑦
�̇�
𝑧
�̇� ]
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

=

[
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
𝑥1

𝑥2

𝑥3
𝑥4

𝑥5

𝑥6

𝑥7

𝑥8

𝑥9

𝑥10

𝑥11

𝑥12]
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

= (𝑃𝑜𝑠𝑖𝑐𝑖ó𝑛 𝑎𝑛𝑔𝑢𝑙𝑎𝑟, 𝑃𝑜𝑠𝑖𝑐𝑖ó𝑛 𝑥𝑦, 𝐴𝑙𝑡𝑖𝑡𝑢𝑑)𝑇              (2.1) 

Teniendo como objetivo obtener la ecuación de espacios de estado para la posición angular 

con el formato de la expresión 2.2 y 2.3, se utilizan las ecuaciones del modelo matemático 

del cuadricóptero: ecuación 1.30, ecuación 1.31, ecuación 1.32 y ecuación 1.33. 

�̇� = 𝐴𝑥 + 𝐵𝑢                                     (2.2) 

𝑦 = 𝐶𝑥 + 𝐷𝑢                                     (2.3) 
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𝑋𝐴 =

[
 
 
 
 
 
 
𝜙

�̇�
𝜃
�̇�
𝜓

�̇�]
 
 
 
 
 
 

=

[
 
 
 
 
 
𝑥1

𝑥2

𝑥3
𝑥4

𝑥5

𝑥6]
 
 
 
 
 

                                            (2.4) 

[
 
 
 
 
 
𝑥1̇

𝑥2̇

𝑥3̇

𝑥4̇

𝑥5̇

𝑥6̇]
 
 
 
 
 

=

[
 
 
 
 
 
0 1 0
0 0 0
0 0 0
0 0 0
0 0 0
0 0 0

    

0 0 0
0 0 0
1 0 0
0 0 0
0 0 1
0 0 0]

 
 
 
 
 

[
 
 
 
 
 
𝑥1

𝑥2

𝑥3
𝑥4

𝑥5

𝑥6]
 
 
 
 
 

+

[
 
 
 
 
 
0 0 0
1 0 0
0 0 0
0 1 0
0 0 0
0 0 1]

 
 
 
 
 

[

𝜏𝜙

𝜏𝜃

𝜏𝜓

]                       (2.5) 

[
𝜙
𝜃
𝜓

] = [
1 0 0
0 0 1
0 0 0

     
0 0 0
0 0 0
0 1 0

]

[
 
 
 
 
 
𝑥1

𝑥2

𝑥3
𝑥4

𝑥5

𝑥6]
 
 
 
 
 

+ [
0 0 0
0 0 0
0 0 0

] [

𝜏𝜙

𝜏𝜃

𝜏𝜓

]                    (2.6) 

Teniendo como objetivo obtener la ecuación del espacio de estado para la posición con el 

formato de la expresión 2.2 y 2.3, se utilizan las ecuaciones del modelo matemático del 

cuadricóptero: ecuación 1.30, ecuación 1.31, ecuación 1.32 y ecuación 1.33 teniendo así; 

𝑋𝐵 = [

𝑥
�̇�
𝑦
�̇�

] = [

𝑥7

𝑥8
𝑥9

𝑥10

]                                         (2.7) 

[

𝑥7̇

𝑥8̇

𝑥9̇

𝑥10̇

] = [

0 1
0 0

     
0 0
0 0

0 0
0 0

     
0 1
0 0

] [

𝑥7

𝑥8
𝑥9

𝑥10

] + [

0 0
1 0
0 0
0 1

] [
𝑢𝑥

𝑢𝑦
]                       (2.8) 

[
𝑥
𝑦] = [

1 0
0 0

     
0 0
1 0

] [

𝑥7

𝑥8
𝑥9

𝑥10

] + [
0 0
0 0

] [
𝑢𝑥

𝑢𝑦
]                     (2.9) 

𝑢𝑥 = −
𝑢 sin 𝜃

𝑚
                                     (2.10) 

𝑢𝑦 =
𝑢 cos𝜃 sin 𝜙

𝑚
                                     (2.11) 

Teniendo como objetivo obtener la ecuación del espacio de estado para la altitud con el 

formato de la expresión 2.2 y 2.3, se utilizan las ecuaciones del modelo matemático del 

cuadricóptero: ecuación 1.30, ecuación 1.31, ecuación 1.32 y ecuación 1.33 teniendo así; 

𝑋𝐶 = [
𝑧
�̇�
] = [

𝑥11

𝑥12
]                                         (2.12) 
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[
𝑥11̇
𝑥12̇

] = [
0 1
0 0

] [
𝑥11

𝑥12
] + [

0
1
] [𝑢]                                   (2.13) 

[𝑧] = [1 0] [
𝑥11

𝑥12
] + [0 0][𝑢]                                   (2.14) 

En el diseño del control LQR se tiene el índice de rendimiento del sistema caracterizado 

por una función de coste (𝐽) expresado en la ecuación 1.44, donde Q será la matriz con 

simetría real asociado a los estados y R será la matriz con simetría real asociada al control 

[10]. Estas matrices en conjunto permiten determina el error en el sistema por lo cual deben 

ser escogidas con precisión para tener un buen funcionamiento del control óptimo LQR.  

Para diseñar las matrices Q y R se utilizará el método de Bryson y el método de ensayo y 

error ya que permitirá compensar las desventajas que pueden presentar los dos métodos 

propuestos para diseñar las matices Q y R [17]. Entonces con el método de Bryson se 

pretende encontrar las matrices iniciales Q y R para el control y a través del método de 

prueba y error se irá ajustando las mismas buscando así mejorar el rendimiento que tendrá 

el control LQR. 

El método de Bryson establece que Q y R son matrices diagonales, donde si se conoce los 

valores máximos que pueden alcanzar los estados y entradas es posible determinar los 

elementos diagonales que conforman la matriz usando las siguientes formulas [11]; 

𝑄𝑖𝑖 =
1

(𝑡𝑓−𝑡𝑜)𝑚á𝑥(𝑥𝑖
2)

                                   (2.15) 

𝑅𝑗𝑗 =
1

(𝑡𝑓−𝑡𝑜)𝑚á𝑥(𝑢𝑖
2)

                                   (2.16) 

Donde 𝑖 = 1,2, … , 𝑛 𝑦 𝑗 = 1,2, … ,𝑚. Dado que en la aplicación del cuadricóptero el tiempo 

no es muy relevante se asumirá este intervalo igual a 1, entonces los elementos diagonales 

serán el reciproco de los cuadrados del valor máximo de la variable de estado (X) y el valor 

máximo de la variable de control (u); 

𝑄𝑖𝑖 =
1

𝑚á𝑥(𝑥𝑖
2)

                                   (2.17) 

𝑅𝑗𝑗 =
1

𝑚á𝑥(𝑢𝑖
2)

                                   (2.18) 

Aplicando el método de Bryson a la ecuación de espacio de estados para el movimiento 

rotacional del cuadricóptero considerando el valor máximo de la variable de estado (X) igual 

a 0.2 y el valor máximo de la variable de control (u) igual a 1.4 se obtuvieron los valores 

iniciales de Q y R; 
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𝑄1 =

[
 
 
 
 
 
25 0 0
0 25 0
0 0 25
0 0 0
0   0  0
0 0 0

    

0 0 0
0    0   0
0 0 0
25 0 0
0 25 0
0 0 25]

 
 
 
 
 

                                     (2.19) 

𝑅1 = [0.5]                                  (2.20) 

Aplicando el método de Bryson a la ecuación de espacio de estados de la posición del 

cuadricóptero se obtuvieron los valores iniciales de Q y R; 

𝑄2 = [

0.00027 0.00000
0.00000 0.00027

     
0.00000 0.00000
0.00000 0.00000

0.00000 0.00000
0.00000 0.00000

     
0.00027 0.00000
0.00000 0.00027

]                             (2.21) 

𝑅2 = [0.0003]                                  (2.22) 

Sintonizando las matrices Q y R para posición lineal y posición angular con el método de 

prueba y error según los resultados de la simulación para obtener un mejor funcionamiento 

del controlador se obtuvieron los siguientes valores; 

𝑄1 =

[
 
 
 
 
 
55.0 00.0 00.0
00.0 22.0 00.0
00.0 00.0 85.0
00.0 00.0 00.0
00.0 00.0 00.0
00.0 00.0 00.0

    

00.0 00.0 00.0
00.0 00.0 00.0
00.0 00.0 00.0
22.0 00.0 00.0
00.0 95.0 00.0
00.0 00.0 22.0]

 
 
 
 
 

                               (2.23) 

𝑅1 = [0.0298]                                  (2.24) 

𝑄2 = [

0.00157 0.00000
0.00000 0.00067

     
0.00000 0.00000
0.00000 0.00000

0.00000 0.00000
0.00000 0.00000

     
0.00157 0.00000
0.00000 0.00067

]                             (2.25) 

𝑅2 = [0.009]                                  (2.26) 

Aplicando el método de Bryson a la ecuación de espacio de estados de la altitud del 

cuadricóptero se obtuvieron los valores iniciales de Q y R; 

𝑄3 = [
0.00067 0

0 0.00067
]                                      (2.27) 

𝑅3 = [0.0006]                                 (2.28) 

Sintonizando las matrices Q y R para posición con el método de prueba y error según los 

resultados de la simulación para obtener un mejor funcionamiento del controlador se 

obtuvieron los siguientes valores; 



28 

𝑄3 = [
0.03999 0

0 0.03999
]                                      (2.29) 

𝑅3 = [0.00055]                                 (2.30) 

A continuación, se debe resolver la ecuación de Riccati 1.46 para obtener P usando las 

matrices Q y R diseñadas anteriormente. Con el resultado de P ya se puede calcular la 

ganancia de retroalimentación K usando la ecuación 1.45. 

Debido a que al usar la ecuación de Riccati para calcular la ganancia de retroalimentación 

los cálculos son extensos, se decidió usar el comando proporcionado por Matlab ecuación 

2.3-31 que facilita el cálculo de la ganancia de retroalimentación K utilizando las matrices 

Q y R y las matrices de las ecuaciones de espacio de estados para la posición angular y 

posición lineal [11]; 

𝐾 = 𝑙𝑞𝑟(𝐴, 𝐵, 𝑄, 𝑅)                                  (2.31) 

Para el controlador el movimiento rotacional del cuadricóptero usando el comando de 

Matlab con las matrices correspondientes se tiene; 

𝐴1 =

[
 
 
 
 
 
0 1 0
0 0 0
0 0 0
0 0 0
0 0 0
0 0 0

    

0 0 0
0 0 0
1 0 0
0 0 0
0 0 1
0 0 0]

 
 
 
 
 

; 𝐵1 =

[
 
 
 
 
 
0 0 0
1 0 0
0 0 0
0 1 0
0 0 0
0 0 1]

 
 
 
 
 

                                 (2.32) 

𝑄1 =

[
 
 
 
 
 
55.0 00.0 00.0
00.0 22.0 00.0
00.0 00.0 85.0
00.0 00.0 00.0
00.0 00.0 00.0
00.0 00.0 00.0

    

00.0 00.0 00.0
00.0 00.0 00.0
00.0 00.0 00.0
22.0 00.0 00.0
00.0 95.0 00.0
00.0 00.0 22.0]

 
 
 
 
 

;  𝑅1 = [0.0298]             (2.33) 

𝐾1 = [
42.9609 28.7085 −0.0000
−0.0000 0.0000 53.4074
−0.0000 −0.0000 0.0000

      
−0.0000 0.0000 0.0000
29.0701 −0.0000 −0.0000
0.0000 56.4617 29.1750

] (2.34) 

Para el controlador de posición del cuadricóptero usando el comando de Matlab con las 

matrices correspondientes se tiene; 

𝐴2 = [

0 1
0 0

     
0 0
0 0

0 0
0 0

     
0 1
0 0

] ;𝐵2 = [

0 0
1 0
0 0
0 1

]                                       (2.35) 

𝑄2 = [

0.00157 0.00000
0.00000 0.00067

     
0.00000 0.00000
0.00000 0.00000

0.00000 0.00000
0.00000 0.00000

     
0.00157 0.00000
0.00000 0.00067

] ; 𝑅2 = [0.009]         (2.36) 
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𝐾2 = [
0.4177 0.9538

−0.0000 0.0000
     

0.0000 −0.0000
0.4177 0.9538

]                        (2.37) 

Para el controlador de altitud del cuadricóptero usando el comando de Matlab con las 

matrices correspondientes se tiene; 

𝐴3 = [
0 1
0 0

] ;𝐵3 = [
0
1
]                                               (2.38) 

𝑄3 = [
0.03999 0

0 0.03999
] ; 𝑅3 = [0.00055]                                     (2.39) 

𝐾3 = [85.2696 86.2638]                                      (2.40) 

A partir de la obtención de la matriz K y el modelo matemático del cuadricóptero, se puede 

implementar el sistema de realimentación para el control LQR como la Figura 2.14, la 

realimentación obedece a la ley de control óptimo donde se multiplica la ganancia de 

retroalimentación K por las variables que componen el funcionamiento del cuadricóptero 

expresadas por “X” 

 

Figura 2.13. Realimentación control LQR [16]  
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3 RESULTADOS, CONCLUSIONES Y RECOMENDACIONES 

3.1 RESULTADOS 

Para obtener los resultados del funcionamiento de los tres controladores: PID en cascada, 

PD en cascada y regulador cuadrático lineal LQR se considera que el mini cuadricóptero 

ya ha terminado la fase de despegue por lo cual se utilizan los siguientes datos como 

condiciones iniciales: 

Tabla 2.14. Condiciones iniciales para el seguimiento de trayectoria 

Parámetros Valor 

z 25 [m] 

x 3[m] 

y 3[m] 

𝜙 pi/4 [rad] 

𝜃 pi/4 [rad] 

𝜓 pi/4 [rad] 

 

En el Anexo VI se puede observar la implementación donde se encuentra el bloque de 

trayectoria, el bloque del control y el bloque del modelo matemático del mini cuadricóptero. 

3.1.1 RESULTADOS CONTROL PID EN CASCADA 

3.1.1.1 Trayectoria recta 
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Figura 3.1. Respuesta trayectoria recta en 3D usando PID en cascada 

Utilizando el control PID en cascada para el seguimiento de la trayectoria recta se observa 

en la Figura 3.2 la respuesta del movimiento rotacional del cuadricóptero donde los ángulos 

tienen tiempos de estabilización: 3,82 para el ángulo de cabeceo (𝜃), 3,58 para el ángulo 

de alabeo (𝜑) y 6,34 para el ángulo de guiñada (𝜓) en estabilizarse según la referencia 

dada, en la Figura 3.3 se observa la respuesta de posición en el eje X-Y del mini 

cuadricóptero donde existe sobre impulso de 20%, 16% respectivamente  en la señal del 

salida haciendo que se estabilicen las señales en casi 7,5 segundos aproximadamente, 

mientras que la respuesta de altitud tiene un tiempo de estabilización mayor de 27 

segundos para  seguir exactamente la referencia dada por la trayectoria. 

 

Figura 3.2. Respuestas de posición angular trayectoria recta – Control PID cascada 

 

Figura 3.3. Respuestas de posición (x-y) y altitud trayectoria recta - Control PID cascada 

Tiempo [s] 

Ángulo [rad] 

Tiempo [s] 

Posición [m] 
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Tabla 2.15. Parámetros de respuesta transitoria para el control PID - trayectoria recta 

Parámetros Mp [%] ts [s] tp [s] 

Posición eje x 20,86 7,561 1,106 

Posición eje y 16,10 7,262 0.926 

Altitud eje z 20,57 27,88 2,720 

Ángulo de 
cabeceo 𝜽 

- 3,821 - 

Ángulo de 

alabeo 𝝓 
- 3,58 - 

Ángulo de 
guiñada 𝝓 

10,03 6,34 1,534 

 

3.1.1.2 Trayectoria espiral 

 

Figura 3.4. Respuesta trayectoria espiral en 3D usando PID en cascada 

Utilizando el control PID en cascada para el seguimiento de la trayectoria espiral se observa 

en la Figura 3.5 la respuesta del movimiento rotacional del cuadricóptero donde el ángulo 

𝜙 y el ángulo 𝜃 aproximadamente se demoran 6 segundos en estabilizarse partiendo de la 

condición inicial dada de pi/4 [rad] y presentan en los primero segundo un error de 68% y 

58% respectivamente para el ángulo 𝜙 y el ángulo 𝜃 , en la Figura 3.6 se observa la 

respuesta de posición en el eje X-Y del mini cuadricóptero donde existe un error en la 

posición entre la señal de salida y la referencia ya que se encuentran las oscilaciones 

desplazadas 1,37 segundos, mientras que la respuesta de altitud tiene un tiempo de 
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estabilización mayor de 25,43 segundos para  seguir exactamente la referencia dada por 

la trayectoria. 

Tabla 2.16. Parámetros de respuesta transitoria para el control PID - trayectoria espiral 

Parámetros Mp [%] ts [s] tp [s] Error [%] 

Posición eje x - - - 7,24 

Posición eje y - - - 9,81 
Altitud eje z 2,38 25,433 1,584 - 

Ángulo de 

cabeceo 𝜽 
78 5,987 2,798 - 

Ángulo de 
alabeo 𝝓 

86 5,145 2,798 - 

Ángulo de 

guiñada 𝝓 
9,54 6,709 2,016 - 

 

Figura 3.5. Respuestas de posición angular trayectoria espiral– Control PID cascada 

 

Figura 3.6. Respuestas de posición (x-y) y altitud trayectoria espiral– Control PID 

cascada 

Tiempo [s] 

Ángulo [rad] 

Tiempo [s] 

Posición [m] 
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3.1.1.3 Trayectoria aleatoria 

 

Figura 3.7. Respuesta trayectoria aleatoria en 3D usando PID en cascada 

Utilizando el control PID en cascada para el seguimiento de la trayectoria aleatoria se 

observa en la Figura 3.8 la respuesta del movimiento rotacional del cuadricóptero donde 

los ángulos tienen un tiempo de estabilización menor de 3,58 para el ángulo de cabeceo 

(𝜃), 3,58 para el ángulo de alabeo (𝜑) y 5,98 para el ángulo de guiñada (𝜓) , en la Figura 

3.9 se observa la respuesta de posición en el eje X-Y del mini cuadricóptero donde hay un 

mínimo sobre impulso inicial de 20% y 6% respectivamente provocado por el cambio de 

los ángulos ya que se tiene como condición inicial pi/4 [rad], en el cambio de posición con 

el control PID en cascada se tiene una respuesta casi sobre amortiguada ya que no oscila 

hasta estabilizarse pero tiene un tiempo de estabilización mayor, mientras que la respuesta 

de altitud inicialmente no se estabiliza rápidamente en la condición inicial de 25m y se 

demora casi 10 segundos en estabilizarse en 28m presentando una respuesta sobre 

amortiguada. 
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Figura 3.8. Respuestas de posición angular trayectoria aleatoria – Control PID cascada 

 

Figura 3.9. Respuestas de posición (x-y) y altitud trayectoria aleatoria – Control PID 

cascada 

Tabla 2.17. Parámetros de respuesta transitoria para el control PID - trayectoria aleatoria 

Tiempo= 0 [s] Tiempo= 45 [s] 

Parámetros Mp [%] ts [s] tp [s] Mp [%] ts [s] tp [s] 

Posición 
eje x 

20,6 9,85 0,86 1,96 50,65 48,08 

Posición 
eje y 

19,43 7,68 0,867 5,86 51,49 48,14 

Altitud eje z 1,76 0 51,49 - - - 

Ángulo de 
cabeceo 𝜽 

- 3,58 - - 46,90 - 

Ángulo de 

alabeo 𝝓 
- 3,58 - - 47,20 - 

Tiempo [s] 

Ángulo [rad] 

Tiempo [s] 

Posición [m] 
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Ángulo de 

guiñada 𝝓 
8,94 5,98 2,076 - - - 

3.1.1.4 Prueba con perturbaciones 

Las pruebas del funcionamiento de los controladores ante perturbaciones (impulso) se las 

realiza usando la trayectoria aleatoria. Aplicando una perturbación de magnitud 1,6 [Nm] al 

momento del ángulo 𝜃 a los 7 segundos y una perturbación de magnitud 3,15 [Nm] al 

momento del ángulo 𝜙 a los 30 segundos se observa en la Figura 3.10 la respuesta de del 

control PID para el movimiento rotacional ante las perturbaciones donde para el ángulo 𝜃 

no afecta la respuesta sigue la referencia sin que se genere un sobre impulso de 0,56%, 

mientras que para el ángulo 𝜑 sí afecta ya que a los 30 segundos se genera un sobre 

impulso, pero se estabiliza en 1 segundos. En la Figura 3.11 se observa que se ve afectada 

la posición en el eje Y con la perturbación aplicadas en el ángulo de alabeo ya que se 

genera un sobre impulso de 0.62% estabilizándose en 2,3 segundos. 

 

Figura 3.10. Resultados de aplicar perturbaciones en la posición angular – Control PID 

 

Figura 3.11. Resultados en posición lineal de aplicar perturbaciones en la posición 

angular – Control PID 
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Aplicando perturbaciones de magnitud 0.7 [m] en el eje “x” a los 17 segundo, en el eje “y” 

a los 30 segundos y una perturbación de magnitud 4 [m] en el eje “z” a los 32 segundos, 

en la Figura 3.12 se observa la respuesta de posición ante las perturbaciones donde se ve 

afectada la trayectoria del eje “y” con un sobre impulso de 3,21% estabilizándose en 2,8 

segundos donde el control PID permite que siga la referencia dada y la altitud también se 

ve afectada por la perturbación aplicada con un sobre impulso de 0,35% tardando 4,2 

segundos en estabilizarse. En la Figura 3.13 se observa el efecto que provoca la 

perturbación del eje y en el ángulo de alabeo 𝜑 generando un sobre impulso de 10%. 

 

Figura 3.12. Resultados de aplicar perturbaciones en la posición lineal – Control PID 

 

Figura 3.13. Resultados en posición angular de aplicar perturbaciones en la posición 

lineal – Control PID 
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Tiempo [s] 
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3.1.2 RESULTADOS CONTROL PD EN CASCADA 

3.1.2.1 Trayectoria recta 

 

Figura 3.14. Respuesta trayectoria recta en 3D usando PD en cascada 

 

Figura 3.15. Respuestas de posición angular – Control PD cascada 

Tiempo [s] 

Ángulo [rad] 
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Figura 3.16. Respuestas de posición (x-y) y altitud – Control PD cascada 

Utilizando el control PD en cascada para el seguimiento de la trayectoria recta se observa 

en la Figura 3.15 la respuesta del movimiento rotacional del cuadricóptero donde los 

ángulos tienen tiempos de estabilización: 3,2 para el ángulo de cabeceo (𝜃), 2,84 para el 

ángulo de alabeo (𝜑) y 5,95 para el ángulo de guiñada (𝜓) partiendo de las condiciones 

iniciales de pi/4 [rad] hasta estabilizarse, en la Figura 3.16 se observa la respuesta de 

posición en el eje X-Y del mini cuadricóptero donde no se presentan oscilaciones 

inicialmente y tienen un mínimo error de 1,64% en la posición entre la señal del salida y la 

referencia, mientras que la respuesta de altitud si presenta un sobre impulso inicial de 2,9% 

y tarda en estabilizarse 5 segundos. 

Tabla 2.18. Parámetros de respuesta transitoria para el control PD - trayectoria recta 

Parámetros Mp [%] ts [s] tp [s] 

Posición eje x 2,21 4,736 0,807 

Posición eje y 4,49 5,11 1,584 

Altitud eje z 2,9 5,1 1,405 
Ángulo de 

cabeceo 𝜽 
- 3,207 - 

Ángulo de 

alabeo 𝝓 
- 2,847 - 

Ángulo de 

guiñada 𝝓 
7,99 5,95 1,469 

 

 

Tiempo [s] 

Posición [m] 
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3.1.2.2 Trayectoria espiral 

Utilizando el control PD en cascada para el seguimiento de la trayectoria espiral se observa 

en la Figura 3.18 la respuesta del movimiento rotacional del cuadricóptero donde el ángulo 

𝜙 y el ángulo 𝜃 aproximadamente se demoran 2,5 segundos en estabilizarse partiendo de 

la condición inicial dada de pi/4 [rad] y presentan en los primero segundo un error de 6% y 

20,5% respectivamente para el ángulo 𝜙 y el ángulo 𝜃. En la Figura 3.19 se observa la 

respuesta de posición en el eje X-Y del cuadricóptero donde existe un error en la posición 

entre la señal de salida y la referencia ya que se encuentran las oscilaciones desplazadas, 

mientras que la respuesta de altitud se estabiliza más rápido en 7,3 segundos que la 

respuesta en el anterior controlador, pero presenta un sobre impulso inicial mayor de 2,9%. 

 

Figura 3.17. Respuesta trayectoria espiral en 3D usando PD en cascada 
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Figura 3.18. Respuestas de posición angular – Control PD cascada 

 

Figura 3.19. Respuestas de posición (x-y) y altitud – Control PD cascada 

Tabla 2.19. Parámetros de respuesta transitoria para el control PD - trayectoria espiral 

Parámetros Mp [%] ts [s] tp [s] Erro [%] 

Posición eje x - - - 7,54 

Posición eje y - - - 8,21 

Altitud eje z 2,9 7,382 1,405 - 
Ángulo de 

cabeceo 𝜽 
- 2,55 - - 

Ángulo de 

alabeo 𝝓 
- 1,59 - - 

Ángulo de 

guiñada 𝝓 
8,09 5,68 1,534 - 

 

 

Tiempo [s] 

Ángulo [rad] 

Tiempo [s] 

Posición [m] 
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3.1.2.3 Trayectoria aleatoria 

 

Figura 3.20. Respuesta trayectoria aleatoria en 3D usando PD en cascada 

 

Figura 3.21. Respuestas de posición angular – Control PD cascada 

 

Tiempo [s] 

Ángulo [rad] 
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Figura 3.22. Respuestas de posición (x-y) y altitud – Control PD cascada 

Utilizando el control PD en cascada para el seguimiento de la trayectoria aleatoria se 

observa en la Figura 3.21 la respuesta del movimiento angular del cuadricóptero donde los 

ángulos tienen un tiempo de estabilización menor de 1,83 para el ángulo de cabeceo (𝜃), 

2,37 para el ángulo de alabeo (𝜑) y 6,58 para el ángulo de guiñada (𝜓), en la Figura 3.22 

se observa la respuesta de posición en el eje X-Y del mini cuadricóptero se ve ligeramente 

afectada por el cambio de los ángulos en los segundos iniciales, además no se generan 

sobre impulsos en el cambio de posición por lo tanto se aprecia una respuesta sobre 

amortiguada, mientras que la respuesta de altitud tarda 6 segundos en estabilizarse y 

presenta un sobre pico inicial de 2,68%. 

Tabla 2.20. Parámetros de respuesta transitoria para el control PD - trayectoria aleatoria 

Tiempo= 0 [s] Tiempo= 45 [s] 

Parámetros Mp [%] ts [s] tp [s] Mp [%] ts [s] tp [s] 

Posición 
eje x 

2,83 6,1 2,6 - 50,41 - 

Posición 
eje y 

2,16 5,05 2,12 - 48,52 - 

Altitud eje z 2,68 6,07 1,285 - - - 

Ángulo de 
cabeceo 𝜽 

- 1,83 - - 45,28 - 

Ángulo de 

alabeo 𝝓 
- 2,37 - - 45,82 - 

Ángulo de 
guiñada 𝝓 

8,185 6,58 1,655 - - - 

 

Tiempo [s] 

Posición [m] 
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3.1.2.4 Prueba con perturbaciones 

 

Figura 3.23. Resultados de aplicar perturbaciones en la posición angular – Control PD 

Las pruebas del funcionamiento de los controladores ante perturbaciones (impulso) se las 

realiza usando la trayectoria aleatoria. Aplicando una perturbación de magnitud 1,6 [Nm] al 

momento del ángulo 𝜃 a los 7 segundos y una perturbación de magnitud 3,15 [Nm] al 

momento del ángulo 𝜙 a los 30 segundos se observa en la Figura 3.23 la respuesta de del 

control PD para el movimiento rotacional ante las perturbaciones donde para el ángulo 𝜑 

no afecta la respuesta sigue la referencia sin que se genere un sobre impulso, mientras 

que para el ángulo 𝜃 sí afecta ya que a los 30 segundos se genera un sobre impulso de 

1,73. En la Figura 3.24 se observa que se ve afectada la posición en el eje x con la 

perturbación aplicadas en el ángulo de cabeceo ya que se genera un sobre impulso de 

17,9% estabilizándose en 4,98 segundos. 

 

Figura 3.24. Resultados en posición lineal de aplicar perturbaciones en la posición 

angular – Control PD 

Tiempo [s] 

Ángulo [rad] 

Tiempo [s] 

Posición [m] 



45 

Aplicando perturbaciones de magnitud 0.7 [m] en el eje “x” a los 17 segundo, en el eje “y” 

a los 30 segundos y una perturbación de magnitud 4 [m] en el eje “z” a los 32 segundos, 

en la Figura 3.26 se observa la respuesta de posición ante las perturbaciones donde se ve 

afectada la trayectoria del eje “x” con un sobre impulso de 63,6% estabilizándose en 4,6 

segundos donde el control PD permite que siga la referencia dada y la altitud también se 

ve afectada por la perturbación aplicada con un sobre impulso de 0.17% tardando 5 

segundos en estabilizarse. En la Figura 3.25 se observa el efecto que provoca la 

perturbación del eje y en el ángulo de alabeo 𝜑 generando un sobre impulso de 51,9%. 

 

Figura 3.25. Resultados de aplicar perturbaciones en la posición lineal – Control PD 

 

Figura 3.26. Resultados en posición angular de aplicar perturbaciones en la posición 

lineal – Control PD 

 

Tiempo [s] 

Ángulo [rad] 

Tiempo [s] 

Posición [m] 
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3.1.3 RESULTADOS CONTROL LQR 

3.1.3.1 Trayectoria recta 

 

Figura 3.27. Respuesta trayectoria recta en 3D usando control LQR 

 

Figura 3.28. Respuestas de posición angular – Control LQR 

Utilizando el control LQR para el seguimiento de la trayectoria recta se observa en la Figura 

3.28 la respuesta del movimiento angular del cuadricóptero donde los ángulos de tienen 

tiempos de estabilización: 3,76 para el ángulo de cabeceo (θ), 3,4 para el ángulo de alabeo 

(φ) y 53,52 para el ángulo de guiñada (ψ) partiendo de las condiciones iniciales de pi/4 [rad] 

Tiempo [s] 

Ángulo [rad] 



47 

hasta estabilizarse, en la Figura 3.29 se observa la respuesta de posición en el eje X-Y del 

cuadricóptero teniendo inicialmente oscilaciones hasta estabilizarse y un error en la 

posición entre la señal del salida y la referencia de 2,95% , mientras que la respuesta de 

altitud tarda 1,2 segundos en estabilizarse ya que al inicio tiene un sobre pico de 2,42%. 

 

Figura 3.29. Respuestas de posición (x-y) y altitud – Control LQR 

Tabla 2.21. Parámetros de respuesta transitoria para el control LQR - trayectoria recta 

Parámetros Mp [%] ts [s] tp [s] 

Posición eje x 13,15 2,84 0,628 

Posición eje y 12,02 5,17 0.687 
Altitud eje z 2,42 4,57 1,225 

Ángulo de 

cabeceo 𝜽 
- 3,76 - 

Ángulo de 
alabeo 𝝓 

- 3.4 - 

Ángulo de 

guiñada 𝝓 
- 3.52 - 

 

 

Tiempo [s] 

Posición [m] 
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3.1.3.2 Trayectoria espiral 

 

Figura 3.30. Respuesta trayectoria espiral en 3D usando control LQR 

Utilizando el control LQR para el seguimiento de la trayectoria espiral se observa en la 

Figura 3.31 la respuesta del movimiento rotacional del cuadricóptero donde el ángulo 𝜙 y 

el ángulo 𝜃 aproximadamente se demoran menos de 5 segundos en estabilizarse partiendo 

de la condición inicial dada de pi/4 [rad] y presentan en los primero segundo un error de 

51% y 66% respectivamente para el ángulo 𝜙 y el ángulo 𝜃. En la Figura 3.32 se observa 

la respuesta de posición en el eje X-Y del cuadricóptero donde existe error de 11,16% en 

la posición entre la señal de salida y la referencia ya que las ondas no son de la misma 

amplitud de 3 [m], mientras que la respuesta de altitud tiene inicialmente un sobre pico de 

3,74% y tarda 2,72 segundos en seguir la referencia dada por la trayectoria. 
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Figura 3.31. Respuestas de posición angular – Control LQR 

 

Figura 3.32. Respuestas de posición (x-y) y altitud – Control LQR 

Tabla 2.22. Parámetros de respuesta transitoria para el control LQR - trayectoria espiral 

Parámetros Mp [%] ts [s] tp [s] Error [%] 

Posición eje x - - - 8.18 

Posición eje y - - - 9,07 

Altitud eje z 3,74 2,72 0,926 - 
Ángulo de 

cabeceo 𝜽 
88 2,85 1,053 - 

Ángulo de 

alabeo 𝝓 
82 4,723 1,354 - 

Ángulo de 

guiñada 𝝓 
- 3,279 - - 

 

Tiempo [s] 

Ángulo [rad] 

Tiempo [s] 

Posición [m] 



50 

3.1.3.3 Trayectoria aleatoria 

 

Figura 3.33. Respuesta trayectoria aleatoria en 3D usando control LQR 

 

Figura 3.34. Respuestas de posición angular – Control LQR 

Tiempo [s] 

Ángulo [rad] 
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Figura 3.35. Respuestas de posición (x-y) y altitud – Control LQR 

Utilizando el control LQR para el seguimiento de la trayectoria aleatoria se observa en la 

Figura 3.34 la respuesta del movimiento rotacional del cuadricóptero donde los ángulos de 

tienen un tiempo de estabilización menor de 3,58 para el ángulo de cabeceo (𝜃), 4,6 para 

el ángulo de alabeo (𝜑) y 3,64 para el ángulo de guiñada (𝜓), en la Figura 3.35 se observa 

la respuesta de posición en el eje X-Y del mini cuadricóptero donde existe un sobre impulso 

inicial debido al cambio de los ángulos de 14,46% y 17,53% respectivamente, se aprecia 

una respuesta sobre amortiguada en la posición de la mini aeronave lo que genera que el 

tiempo de estabilización sea mayor, mientras que la respuesta de altitud se demora menos 

tiempo en estabilizarse 4,03 segundos y presenta un sobre pico de 2,28%. 

Tabla 2.23. Parámetros de respuesta transitoria para el control LQR - trayectoria aleatoria 

Tiempo= 0 [s] Tiempo= 45 [s] 

Parámetros Mp [%] ts [s] tp [s] Mp [%] ts [s] tp [s] 

Posición 
eje x 

14,46 2,72 0,747 - 51,45 - 

Posición 
eje y 

17,53 5,63 0,807 - 56,81 - 

Altitud eje z 2,28 4,03 1,166 - - - 

Ángulo de 
cabeceo 𝜽 

- 3.58 - - 47,68 - 

Ángulo de 

alabeo 𝝓 
- 4,6 - - 48,28 - 

Ángulo de 
guiñada 𝝓 

- 3,64 - - - - 

 

Tiempo [s] 

Posición [m] 
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3.1.3.4 Prueba con perturbaciones 

Las pruebas del funcionamiento de los controladores ante perturbaciones (impulso) se las 

realiza usando la trayectoria aleatoria. Aplicando una perturbación de magnitud 1,6 [Nm] al 

momento del ángulo 𝜃 a los 7 segundos y una perturbación de magnitud 3,15 [Nm] al 

momento del ángulo 𝜙 a los 30 segundos se observa en la Figura 3.36 la respuesta de del 

control LQR para el movimiento rotacional ante las perturbaciones donde para el ángulo 𝜃 

no afecta la respuesta sigue la referencia sin que se genere un sobre impulso, mientras 

que para el ángulo 𝜑 sí afecta ya que a los 7 segundos se genera un sobre impulso de 

0.13%. En la Figura 3.37 se observa que se ve afectada la posición en el eje Y con la 

perturbación aplicada en el ángulo de cabeceo ya que se genera un sobre impulso de 

0.63% estabilizándose en 2 segundos. 

 

Figura 3.36. Resultados de aplicar perturbaciones en la posición angular – Control LQR 

 

Figura 3.37. Resultados en posición lineal de aplicar perturbaciones en la posición 

angular – Control LQR 
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Aplicando perturbaciones de magnitud 0.7 [m] en el eje “x” a los 17 segundo, en el eje “y” 

a los 30 segundos y una perturbación de magnitud 4 [m] en el eje “z” a los 32 segundos, 

en la Figura 3.25 se observa la respuesta de posición ante las perturbaciones donde se ve 

afectada la trayectoria del eje “x” con un sobre impulso de 8,13% estabilizándose en 1,99 

segundos donde el control LQR permite que siga la referencia dada. En la Figura 3.26 se 

observa el efecto que provoca la perturbación del eje x en el ángulo de cabeceo 𝜃 

generando un sobre impulso de 14,38%. 

 

Figura 3.38. Resultados de aplicar perturbaciones en la posición lineal – Control LQR 

 

Figura 3.39. Resultados en movimiento rotacional de aplicar perturbaciones en la 

posición lineal – Control LQR 
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3.1.4 ANÁLISIS ÍNDICES DE DESEMPEÑO 

Los índices de desempeño son indicadores que permiten conocer que tan bueno puede 

ser un control ya que evalúan la respuesta del sistema ante perturbaciones, cambios en la 

señal de entrada o cambios en diferentes parámetros y de esta forma es posible determinar 

el rendimiento del control en este caso durante el funcionamiento del controlador para 

seguimiento de trayectoria de un mini cuadricóptero [18]. Para el análisis de desempeño 

de los controles desarrollados en el presente documento para el seguimiento de trayectoria 

se escogieron el índice ISE y el índice ISCO que serán analizados usando la trayectoria 

recta. El índice ISE permitirá evaluar el error inicial antes del control y el índice ISCO 

permitirá evaluar la señal de salida del control, con lo cual se puede conocer si el sistema 

es óptimo al reducir considerablemente estos índices, además que minimizarlos significa 

que también se minimiza el consumo de energía en el sistema [19]. 

El índice de desempeño ISE está definido por la siguiente ecuación: 

𝐼𝑆𝐸 = ∫ 𝑒(𝑡)2𝑑𝑡
∞

0
                                      (3.1-1) 

El índice de desempeño ISCO está definido por la siguiente ecuación: 

𝐼𝑆𝐶𝑂 = ∫ 𝑢(𝑡)2𝑑𝑡
∞

0
                                      (3.1-2) 

 

Figura 3.40. Control PID vs PD índices de desempeño ISE-ISCO control en cascada eje 

x - ángulo de cabeceo 𝜃  

Analizando los índices propuestos se tendrá en cuenta que el índice ISE evalúa el error 

entre la referencia y la salida del sistema, entonces para los controles de posición lineal 

Tiempo [s] 

Tiempo [s] 

Tiempo [s] 

Tiempo [s] 

ISE 

ISE 

ISCO 

ISCO 
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(Lazos externos) la unidad del índice ISE es [m] y para los controles de posición angular 

(Lazos internos) la unidad es [rad]. Para el índice ISCO que analiza la salida de los 

controles, para los controles de posición lineal (Lazos externos) la unidad es [rad] y para el 

control de posición angular (Lazos internos) la unidad es [Nm]. 

 

Figura 3.41. Control PID vs PD índices de desempeño ISE-ISCO control en cascada eje 

y - ángulo de alabeo 𝜙 

 

Figura 3.42. Control PID vs PD índices de desempeño ISE-ISCO control eje z - ángulo de 

guiñada 𝜓 
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Comparando el control en cascada PID y el control en cascada PD se puede observar en 

la Figura 3.40 y la Figura 3.41 los índices de desempeño de ambos controladores en 

cascada eje x - ángulo de alabeo 𝜃 y eje y - ángulo de cabeceo 𝜙, donde el control PD 

tiene índices ISE-ISCO menores al control PID teniendo, así como conclusión que el control 

en cascada PD permite tener un sistema óptimo para el control de seguimiento de 

trayectoria de un mini cuadricóptero, también tener índices de desempeño menores da a 

entender que el control PD en cascada está minimizando el consumo de energía en el 

sistema. El control PID en cascada es más robusto ante perturbaciones ya que cuenta con 

el termino integrador, pero el control no es eficiente ya que pueden producirse fuerzas no 

deseadas en el cuadricóptero. 

En la Figura 3.42 se observa los índices de desempeño del eje z y el ángulo de guiñada 𝜓, 

para estos dos grados de libertad se usó controles PID simple en ambas configuraciones 

en cascada, donde el controlador mejor sintonizado es en la configuración PD cascada ya 

que muestra índices ISE-ISCO menores al control en configuración PID cascada. 

Comparando los tres controladores desarrollados PD, PID y LQR en la Figura 3.43 y la 

Figura 3.44 se observan los índices de desempeño en cascada eje x - ángulo de alabeo 𝜃 

y eje y - ángulo de cabeceo 𝜙, donde el control PD tiene índices ISE-ISCO menores que 

los otros dos controladores, deduciendo así que el mejor control desarrollado para el 

seguimiento de trayectoria es el control PD en cascada. El controlador PD puede dar una 

respuesta más rápida en comparación con el control LQR el cual es un control robusto y 

tiene bajo error en estado estacionario, pero puede tener un retraso transitorio al momento 

de mantener varias variables actualizadas al mismo tiempo [20]. 

Comparando los índices de desempeño del control PID y LQR se observa que el control 

LQR presenta índices menores a excepción del índice ISE en el lazo externo – eje x que 

tiene un valor mayor, esto debido a que se usó el método de prueba y error para sintonizar 

con valores aproximados las matrices Q y R, usando otro método más preciso y exacto 

para sintonizar las matrices se puede obtener un control LQR más robusto y óptimo. Los 

otros índices de desempeño del control LQR presentan una dinámica suave en la respuesta 

y al ser menores se tiene una disminución del consumo de energía en comparación con el 

control PID en cascada. 

En la Figura 3.45 se observa los índices de desempeño del eje z y el ángulo de guiñada 𝜓, 

para los tres controladores desarrollados, donde el controlador que muestra índices ISE-

ISCO menores es el PID, aunque el control LQR también muestra índices menores lo que 
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da a entender que para el control de altura y en ángulo psi es un control óptimo para el 

sistema y ayuda a minimizar el consumo de energía. 

 

Figura 3.43. Control PID vs PD vs LQR índices de desempeño ISE-ISCO control en 

cascada eje x - ángulo de cabeceo 𝜃 

 

Figura 3.44. Control PID vs PD vs LQR índices de desempeño ISE-ISCO control en 

cascada eje y - ángulo alabeo 𝜙 
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Figura 3.45. Control PID vs PD vs LQR índices de desempeño ISE-ISCO control eje z - 

ángulo de guiñada 𝜓 

 

3.1.5 INTERFAZ EN MATLAB 

 

Figura 3.46. Interfaz en Matlab usando control PD- trayectoria recta 
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Figura 3.47. Interfaz en Matlab usando control PID- trayectoria aleatoria 

En Matlab se desarrolló una interfaz para facilitar la prueba de los tres controladores, 

adicionalmente se cuenta con la selección de modo automático para seleccionar una de 

las tres trayectorias planteadas y un modo manual el cual permite mover el cuadricóptero 

en el eje x - y partiendo de las ultimas coordenadas donde se encuentre la mini aeronave 

esta opción permitirá tener una mejor visualización de objetos que se estén viendo a través 

de la cámara ya que permite un movimiento horizontal del cuadricóptero.  

 

Figura 3.48. Interfaz en Matlab usando control LQR- trayectoria espiral 
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Figura 3.49. Interfaz en Matlab usando control PD – Modo manual 

 

3.2 CONCLUSIONES  

A partir de las respuestas obtenidas mediante la implementación de los tres controladores 

se llega a la conclusión de que el control PD en cascada presenta una mejor respuesta 

para el seguimiento de trayectoria debido a que tiene menor tiempo de estabilización en 

comparación con el control PID en cascada como se puede observar en las tablas 2.15 -

2.18, y también presenta menor sobre impulso en comparación con el control LQR y PID 

en cascada, ya que se tienen inicialmente muchas oscilaciones hasta estabilizarse la señal 

en el control de la posición angular (ángulos 𝜙, 𝜃, 𝜓). 

Ante la aplicación de perturbación a los tres controles de seguimiento de trayectoria, se 

puede observar en las respuestas de la simulación que el control PID es el más robusto 

que el control PD, ya que para la misma amplitud de perturbación las señales controladas 

tienen un tiempo de estabilización menor llegando a la referencia propuesta gracias a la 

acción integral del control, mientras que para el caso del control PD el tiempo de 

estabilización ante una perturbación es grande lo que representa desventajas, ya que es 

importante tener una un tiempo de estabilización menor durante el vuelo para el 

seguimiento correcto de una trayectoria. 

Los índices de desempeño ISE – ISCO ayudan a conocer el rendimiento de los 

controladores desarrollados considerando el error del lazo cerrado y la respuesta que sale 
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del controlador, analizando estos índices de desempeño, se observa que el control PD en 

cascada es el que tiene menores índices ISE – ISCO, lo que significa que es el mejor 

control diseñado y ayuda a disminuir el consumo de energía durante el vuelo del 

cuadricóptero. 

El control LQR puede proporcionar una estabilización robusta y tener un mejor desempeño 

durante el seguimiento de trayectoria si se logra mejorar la precisión de las matrices Q y R 

con métodos más complejos, para obtener una ganancia que permita tener un mejor 

diseño, como se pudo observar analizando los índices de desempeño del control LQR son 

menores al control PID en cascada cumpliendo el concepto de minimizar consumo de 

energía, por lo que, pueden llegar a ser un mejor control para esta aplicación, aunque 

suelen tener como desventaja un retardo de transición, ya que actualizan varias ganancias 

para controlar las variables que intervienen en el vuelo del cuadricóptero, lo cual no es 

conveniente en un sistema que necesita una actualización rápida de los parámetros. 

Para el diseño del control LQR, se debe tener en cuenta que al variar los valores de R 

usando el método de prueba y error, los valores pequeños para la matriz R proporcionará 

mayor rapidez en la respuesta del sistema, pero hará que este consuma mayor energía, 

mientras que si R tiene un valor mayor evitará que se sature el sistema teniendo una 

respuesta mucho más lenta. 

 

3.3 RECOMENDACIONES 

Para la simulación de los tres controladores diseñados se recomienda una referencia cero 

para el momento del ángulo de guiñada, con lo cual no se permite que el cuadricóptero se 

mueva en su eje vertical, facilitando el seguimiento de trayectoria. 

Se recomienda considerar el ángulo de guiñada cambiando la referencia y las demás 

posiciones angulares para analizar ráfagas de viento, ya que el ángulo de guiñada también 

afecta directamente al controlador de posición, debido a que el error de posición “x” “y” es 

relativo al suelo, mientras que el ángulo de cabeceo y el ángulo de alabeo son relativos al 

cuerpo del mini dron. 

. 
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5 ANEXOS 

ANEXO I. ESQUEMA DE TRAYECTORIAS PARA EL MINI UAVS 
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ANEXO II. ESQUEMA DE CONTROL PID EN CASCADA 
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ANEXO III. ESQUEMA DE CONTROL PD EN CASCADA 
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ANEXO IV. ESQUEMA DE CONTROL REGULADOR CUADRATICO LINEAL LQR 
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ANEXO V. EJEMPLO DE SINTONIZACIÓN CONTROL PID USANDO BLOQUE DE MATLAB 
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ANEXO VI. DIAGRAMA DE BLOQUES DEL SISTEMA IMPLEMENTADO 
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