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1. Analisis y Analisis Funcional

"

Proyecto de Investigacion
Titulo:

Regularidad Lp para los sistemas de Stokes, Navier-Stokes y Boussinesq con condiciones Navier con
friccion en la frontera

Resumen del proyecto (médximo 200 palabras)

Dado la importancia de las ecuaciones de Stokes como modelo para describir el movimiento de cierta clase
de fluidos presentes en la naturaleza, estamos interesados en realizar un estudio de la regularidad en espacios
Lp de las soluciones para las ecuaciones de Stokes con condiciones Navier con friccién en la frontera de un
dominio acotado. Cabe mencionar que las condiciones de Navier sobre la frontera del dominio involucran al
tensor de esfuerzos de la velocidad del fluido, asi como las trazas normal y tangencial de la misma.
Posteriormente, a partir de estos resultados iniciales, se pretende extender dichos resultados para los sistemas
de Navier-Stokes (ecuaciones no lineales de las ecuaciones de Stokes) y Boussinesq (acoplamiento de las
ecuaciones de Navier-Stokes con la ecuacidn de difusion conveccidn).

Palabras clave (4-6): regularidad Lp, Stokes, Navier-Stokes, Boussinesq, condiciones Navier con friccién

2 |[Objetivos, relevancia, productos y resultados esperados de esta propuesta de
investigacion
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2.1 Objetivos
2.1.1 Objetivo General

¢ Estudiar la regularidad Lp de las soluciones para los sistemas de Stokes, Navier-Stokes y Boussinesq
con condiciones Navier con friccién en la frontera de un dominio acotado.

2.1.2 Objetivos Especificos

a. Estudiar la existencia y unicidad de soluciones débiles para las ecuaciones de Stokes definidas en un
dominio acotado con condiciones Navier con friccién en la frontera.

b. Analizar la regularidad Lp de las soluciones débiles para las ecuaciones de Stokes.

c. Estudiar la existencia y unicidad de soluciones muy débiles para las ecuaciones de Stokes.

d. Estudiar la existencia de soluciones débiles para las ecuaciones de Navier-Stokes definidas en un dominio
acotado bajo las mismas condiciones en la frontera anteriores.

e. Analizar la regularidad Lp de las soluciones débiles para las ecuaciones de Navier-Stokes.

f. Estudiar la existencia y regularidad Lp de soluciones débiles para el sistema de Boussinesq en un dominio
acotado bajo las mismas condiciones en la frontera anteriores.

2.2 Detalle de los resultados esperados (con relacidn a los objetivos)
Los resultados esperados al término de este proyecto son:

a. Existencia y unicidad de soluciones débiles para las ecuaciones de Stokes, de Navier-Stokes y para el
sistema de Boussinesq con condiciones Navier con friccién en la frontera.

b. Posibilidad de tener regularidad Lp de las soluciones para los tres sistemas de ecuaciones planteados en
funcién de la regularidad de los datos presentes en dichos sistemas.

c. Existencia de soluciones muy débiles para las ecuaciones de Stokes con condiciones Navier con friccion
en la frontera.

Relevancia de la propuesta de investigacion y su relacion con la(s) lineas de
investigacion

La realizacion de este proyecto tiene un cardcter relevante dentro de los campos de las ecuaciones
diferenciales parciales, dindmica de fluidos y el andlisis funcional. Ademds, este proyecto aportard a la
comunidad cientifica resultados tedricos que permitan la comprensién de ciertos fenémenos naturales
ligados a la dindmica de fluidos. Es importante destacar que este proyecto estd dentro de las lineas de
investigacion del Departamento de Matematica, y que el Director del proyecto y sus colaboradores han
trabajado fuertemente en esta temdtica.

Productos esperados

a. Publicaciones cientificas (obligatorio);

b. Disertacion a la Comunidad Politécnica;

¢. Proyecto de Titulacion;

d. Tesis de Grado (maestria o doctorado);

e. Aplicacién tecnoldgica construida o implementada;

f. Patente presentada;

g. Perfil de proyecto de mayor impacto cientifico, técnico, pedagdgico o de innovacion.

.DDDD..

[5 |Descripcién y metodologia y disefio del proyecto
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5.1 Descripcion, metodologia y disefio del proyecto (Méximo dos carillas)

La dindmica de fluidos es una rama de la fisica el cual es notablemente estudiada por la comunidad cientifica
debido al sin nimero de fenémenos fisicos presentes en la naturaleza ligados al movimiento de un fluido
(liguido o gas), como por ejemplo, desde el movimiento de un fluido a través de un sistema de tuberias, la
conveccion en el manto terrestre, flujos atmosféricos y ocednicos, hasta la dindmica del sistema circulatorio
en el cuerpo humano, ver [10,11].

El estudio de estos fenémenos en su forma mds general es una tarea complicada, es por eso que inicialmente
se realiza una relajacion (aproximacién) del fenémeno inicial el cual pueda ser estudiado con mayor detalle.
Posteriormente, al tener un estudio de dicha aproximacion, el siguiente paso es incluir en nuestro modelo
(algunas o todas) las condiciones que fueron excluidas en la aproximacién inicial de tal manera que este
nuevo modelo se acerque mds al fendmeno original.

Es asi como nuestro interés inicial radica en el estudio de fendmenos fisicos estacionarios tales como flujo
de un fluido donde la velocidad del fluido es suficientemente pequeiia, o la viscosidad del fluido es alto,
donde ademds tengamos una interaccién de la velocidad del fluido con la frontera del dominio. En este
caso, resulta que las ecuaciones que mejor describen este tipo de fendmenos son las ecuaciones estacionarias
de Stokes bajo las condiciones Navier con friccidn en la frontera (existen estudios para el sistema de Stokes
considerando condiciones de Navier sin friccién en la frontera o de tipo Navier, consideracién de la
vorticidad como condicidén en la frontera, ver [1, 2, 4]). Este sistema de ecuaciones definido en un dominio
tridimensional acotado estd dado por:

—Au+Vr=f on £,
div u = x en £,
=g sobre 92,

2[D(u)n], + @ u,r = h sobre 52,

dond
onde D(w) = -;- (V‘!L + (VU)T)

es el tensor de esfuerzos asociado a la velocidad del fluido. Es importante notar que existe una relacién
entre el tensor de esfuerzos asociado a la velocidad del fluido y la vorticidad del mismo, que permite usar
los resultados conocidos para el sistema de Stokes con condiciones tipo Navier (vorticidad del fluido) al
sistema de Stokes con condiciones Navier (tensor de esfuerzos asociado a la velocidad del fluido), ver [5].

Estamos interesados en estudiar la existencia y unicidad de soluciones débiles para el sistema de Stokes
descrito anteriormente, el cual podrd ser determinado si formulamos nuestro sistema a través de un
problema variacional adecuado que nos permita finalmente usar el Teorema de Lax-Milgram. Para poder
demostrar la regularidad Lp de las soluciones, la estrategia es usar adecuadas inclusiones de Sobolev y
eventualmente argumentos de tipo bootstrap. Una vez realizado esto, un paso interesante es analizar la
existencia de soluciones muy débiles para este problema, para lo cual es necesario definir ciertos espacios
funcionales los cuales servirdn como soporte para la correcta formulacién variacional que me permita
concluir la existencia de soluciones muy débiles (ver [3] para detalles de un trabajo con respecto a la
existencia de soluciones muy débiles para Stokes y Navier-Stokes con condiciones Dirichlet en la frontera).

A continuacidn, la idea es realizar un estudio similar para el sistema estacionario de Navier-Stokes bajo las
mimas condiciones de borde. Nuestro modelo estard determinado por:

—Au+(uw-Vu+Vre=f en (2,
divu =0 en (2,
w-n=0, 2[D(u)n], +aur=h sobre df.

Nuestro primer acercamiento a la resolucion de este modelo consistird en considerar al fluido incompresible
e impermeable (divergencia de la velocidad nula y traza normal de la velocidad nula en la frontera).
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Para empezar con el andlisis de este modelo, estamos interesados en probar existencia de soluciones para
este sistema a través de un proceso de punto fijo usando, por ejemplo, el teorema de punto fijo de Leray-
Schauder (es preciso notar que este teorema de punto fijo nos permite demostrar la existencia, pero no
asegura la unicidad de la solucidn, ver [5]). Es conocido de la teoria para las ecuaciones de Navier-Stokes
en un dominio tridimensional acotado, que la unicidad de dicha solucién se obtiene si los datos son
pequefios en norma, ver [6]. Para mayores detalles con respecto a las soluciones del sistema de Navier-
Stokes con condiciones Navier en la frontera de un dominio acotado bidimensional, ver [7].
Posteriormente, el andlisis de regularidad estaria dado a través de argumentos tipo bootstrap, para lo cual
es indispensable tener los resultados para las ecuaciones de Stokes, que corresponden a la primera parte de
nuestro estudio,

Finalmente, nuestro estudio estard enmarcado en la aplicacién de los resultados previos para abordar el
sistema de Boussinesq estacionario considerando condiciones en la frontera Navier para la velocidad y
Dirichlet para la temperatura. Este sistema estd dado por:

—vAu+ (u-V)u+Vr =6g en (2,
divu =0 en {2,
—kA0+u-VO=h en €,

w-n=0, 2[Du)n]. +aur=a, =40, sobred.

Puesto que el sistema de Boussinesq esencialmente consiste de un acoplamiento de las ecuaciones de
Navier-Stokes con las ecuaciones de conveccion-difusion para la temperatura, las ideas utilizadas para
estudiar el sistema de Navier-Stokes mencionadas anteriormente, podrén ser utilizadas de una forma
similar para el sistema de Boussinesq. Para detalles de ciertos trabajos respecto a la existencia y unicidad
de soluciones muy débiles para el sistema de Boussinesq con condiciones Dirichlet en la frontera en
ciertos tipos de dominios, ver [8,9].

Este proyecto contara con la colaboracién internacional de los profesores Dr. Carlos Conca,
profesor principal del Departamento de Ingenieria Matematica de la Universidad de Chile
(Santiago-Chile), y Dr. Chérif Amrouche, profesor principal en la Université de Pau et des Pays de
I’Adour (Pau-Francia), cuyos datos se encuentran detallados en el anexo 1 adjunto.
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6 | Tiempo de dedicacién de docentes, infraestructura, equipos y fondos adicionales.

6.1 Tiempo méximo de dedicacién semestral del Director del proyecto, de los docentes participantes
y otros colaboradores.

El tiempo de dedicacion mdximo serd de acuerdo al tipo de proyecto:

Proyecto Director | Colaboradores
Pl y PIS 16 HSS 8 HSS
P}y PIMI 20 HSS 10 HSS
Nombre (director ulf:gllaborador) dilgjlzs(ll%en Depattanionto
Paul Acevedo Tapia Director 16 HSS Matemadtica
Carlos Conca Rosende Colaborador 8§ HSS DIM —
Chile *
. Chérif Amrouche Colaborador 8 HSS LMAP —
Francia **

*: Departamento de Ingenieria Matematica. Universidad de Chile. Santiago — Chile

*#*: Laboratoire de Mathématiques et de leurs Applications. Université de Pau et des Pays de
L’Adour. Pau — Francia

6.2 Infraestructura y equipos
- NA

6.3 Breve justificacion del equipo requerido
- NA

6.4 Fondos Adicionales
- NA

7 | Declaracion del Director del Proyecto

. Declaro que la presente propuesta es de mi autorfa y de los colaboradores mencionados y que no ha sido
presentada en ninguna convocatoria de otra institucién puiblica o privada solicitando el financiamiento

total del proyecto.
s N Y Sk
Quito, 48 de ju 0 de 2016

DIRECTOR DEL PROYECTO (lugar y fecha)
Nombre: Paul Andrés Acevedo Tapia
CC: 1712622164

DECLARACION DEL JEFE DE DEPARTAMENTO
Esta }E’og?f/:sta ha sido aprobada por el Consejo del Departamento de /(@A MEALLLA  en sesion del

dia)@ /[ 22\ b mediante resolucion No. OF.&:.. Las instalaciones, incl yendo personal, edificios, equipo y
recursos financieros estdn a disposicion gel proponente y sus colaboradores de acuerdo con las especificaciones

que se encuentran en esta

'. QUiIO, [5 de&gfﬂ de 2016

(lugar $¥echa)
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Precios literatura especializada (Consulta realizada en Amazon.com)

1. Linear and Nonlinear Functional Analysis with Applications - Philippe G. Ciarlet ($80.80)
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