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Resumen: Se presenta una construccién de categorias y funtores que permiten definir una teorfa andloga a la homotopia
de caminos en espacios topolégicos, pero sobre categorias finitas. Para esto, primero se desarrolla la Teoria de Homotopia
clasica, en la cual se construye el grupo fundamental de un espacio topoldgico y se muestran varios resultados funda-
mentales sobre éste. A continuacion, se muestran resultados fundamentales de la Teorfa de Categorias con un enfoque
topolégico, que servird para la construccién de los conjuntos simpliciales, en especifico del nervio de una categoria y asi
dotar de una geometria a la misma, mostrando su relaciéon con la Homotopia cldsica. Finalmente, se realiza una categori-
zacion de la definicion de homotopia, con lo que se define al grupo fundamental de una categoria y se demuestra que una
categoria, cuya geometria es el circulo, verifica que su grupo fundamental en el sentido de las categorias coincide con el
grupo fundamental topoldgico del circulo, ademds se demuestran teoremas similares a los de la Homotopia clasica.
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An Homotopy Theory for Finite Categories

Abstract: We present a construction of categories and functors that allows us to define an analogous theory to the one of
homotopy of paths in topological spaces, but over finite categories. For this purpose, we first develop the Classical Theory
of Homotopy, in which the fundamental group of a topological space is constructed and several fundamental results are
proven about it. Next, a brief introduction to the Theory of Categories is presented from a topological approach, which
will be useful for the construction of simplicial sets; mainly with the nerve of a category and thus we will define a
geometry for this category, showing its relationship with classical homotopy. Finally, a categorization of the homotopy is
carried out, in which the fundamental group of a category is defined, and it is proven that a category whose geometry is
homeomorphic to the circle verifies that its fundamental group in the sense of the categories coincides with the topological

fundamental group of the circle. Plus theorems similar to those developed in classic homotopy are proved.

Keywords: homotopy, fundamental group, geometric realization, categorization.

1. INTRODUCCION

En el afdn por clasificar a los espacios topoldgicos para facilitar su
estudio, la Topologia Algebraica ha contribuido con herramientas
algebraicas para realizar una distincién de los espacios topolégi-
cos en base a ciertas propiedades que pueden tener en comun co-
mo lo muestra (Hatcher, 2005) a lo largo de su contenido, esta
clasificacion se realiza creando imédgenes algebraicas de los espa-
cios en cuestién. Una de estas imdgenes es la que se conoce como
n-ésimo grupo de homotopia, el cual describe a través de los la-
zos que se forman en un espacio una estructura de grupo sobre
este, el estudio de estos grupos es lo que se conoce como Teoria
de Homotopia cldsica.

La idea de clasificacién ha sido extendida a otras dreas de la Ma-
temadtica, como es el caso de la Teoria de Grafos. En (Grigoryan et
al, 2014) se encuentra el desarrollo de muchas ideas fundamenta-
les para la clasificacion de las estructuras llamadas digrafos, mien-
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tras que en (Larose y Tardif, 2004) se realiza una clasificacion de
lo que se conoce como estructuras binarias reflexivas; ambos tra-
bajos realizan la definicién de los grupos de homotopia en dis-
tintas estructuras, y para esto definen lo que es un lazo tanto en
los digrafos como en las estructuras binarias reflexivas, respecti-
vamente, realizando un simil entre la Teoria de Homotopia Clasica
y su Teorfa de Homotopia.

Basado en estas ideas, este trabajo realiza una clasificacién de un
concepto matemadtico llamado categoria, que viene a ser una co-
leccién de objetos y flechas con una determinada estructura, en
lo que se llamard Teorfa de Homotopia para Categorias. En par-
ticular, la coleccidn de objetos en una categoria es una estructura
binaria reflexiva, por lo que las ideas usadas en (Larose y Tardif,
2004) son base central de los conceptos nuevos definidos en es-
te trabajo, y ademds, puesto que una categoria tiene asociado un
multidigrafo cuando se olvida la estructura interna de la misma,
entonces (Grigoryan et al, 2014) entrega ideas de cémo realizar
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una clasificacion adecuada de las categorias.

En (Riehl, 2008) y en (Lane, 1998, pdgs. 270, 271) se define el
nervio de una categoria como un conjunto simplicial, al cual se
le puede asignar una topologia como lo realiza en (Friedman et
al, 2012) y (Curtis, 1971), obteniendo un espacio topolégico del
cual se puede calcular los grupos de homotopia clasicos, y en-
tonces proceder a realizar una clasificacion de categorias en base
al grupo de homotopia asociado al nervio de la categoria. En el
presente trabajo se tratardn tinicamente a las categorias finitas por
cuestiones practicas, y define a los grupos de homotopia en el sen-
tido de las categorias. De ese modo realiza una clasificacion de las
categorias sin tener que pasar por el nervio. Se muestran algunos
ejemplos en donde esta nueva teoria de homotopia coincide con la
teoria clésica.

2. CATEGORIAS Y SU REALIZACION GEOMETRICA

En los afios 50, Samuel Eilenberg y Saunders Mac Lane introdu-
cen los fundamentos de la Teoria de Categorias (Lane, 1998) en su
afan por capturar las similitudes que presentaban varias estructu-
ras matemadticas en lo que se conoce como categorizacion, es de-
cir, describir un concepto matemdtico en el lenguaje categorial. A
continuacion se expone varios de los conceptos basicos de la Teo-
ria de Categorias. Ademads, entrega el marco tedrico necesario para
la categorizacién que se busca realizar del concepto de los grupos
de homotopia topoldogicos(Hatcher, 2005) (Kosniowski, 1992). El
desarrollo de esta teorfa estd basado en las ideas recogidas en
(Awodey, 2010).

Definicion 2.1. Una categoria C estd estructurada por la siguien-
te informacion: 1) Una coleccién Obg, cuyos elementos serdn
llamados objetos de la categoria C. En caso de no haber confu-
sion esta coleccion serd notada por Ob. Los objetos, comtinmente
son notados por letras mayusculas: A,B,C,---. 2) Una coleccién
Mog, cuyos elementos serdn llamados flechas de una categoria
C. En caso de no haber confusién, simplemente, se notard a esta
coleccién por Mo. Las flechas, también llamados morfismos, se-
rén notados por letras mindsculas: f,g,h,---. 3) Para cada flecha
f» existe un tnico par de objetos (dom(f),cod(f)). Y se nota-
ra f: dom(f) — cod(f), o, més sencillamente, f: A — B, donde
A =dom(f)y B =cod(f). Dos flechas f,g se dicen paralelas si
dom(f) = dom(g) y cod(f) = cod(g). 4) Dadas dos flechas de
laforma f: A— By g: B— C, entonces existe una flecha, notada
gf, de modo que
gf:A—C,

Esta flecha se llamard la composicion de f con gy al par (f,g) se
le llamara par componible. 5) Para cada A € Ob, existe una tinica
flecha Id4 € Mo, tal que

Idy: A — A

La flecha Id4 se llamard la flecha identidad de A y en caso de no
haber confusién se nota /d.

Esta informacion estd sujeta a los siguientes axiomas categoriales:

1. Asociatividad: Sean f,g,h € Mo de la forma f: A — B,

g:B— Cy h: C— D, entonces h(gf) = (hg)f. En este
caso, (f,g,h) se llamard una terna de flechas componible.

2. Unidad: Sea f: A — B € Mo, entonces flds = f = Idpf.

Definicion 2.2. Una categoria C se dice pequeria si las coleccio-
nes Obc de objetos y Mo¢ de morfismos son conjuntos. Caso con-
trario, la categoria C se dird grande.

Definicion 2.3. Sea C una categoria, y dados A, B € Ob, se define
la coleccion

Homg(A,B) = {f € Moc : f: A— B}.

Se dice que la categoria C es localmente pequeiia si Home (A, B)
es un conjunto para cada A, B € Obc y en este caso los conjuntos
Homg (A,B) seran llamados Hom-Sets de C. Y, en caso de que
cada Hom-Set sea finito, se dice que la categoria es localmente
finita.

Ejemplo 2.1. Algunos ejemplos de categorias son: la categoria
Sets, cuyos objetos son conjuntos, las flechas son funciones entre
conjuntos, la operacién de composicion es la composicién usual
de funciones y la funcién identidad es la flecha identidad en cada
conjunto. Otro ejemplo es el de la categoria Top, que tiene por ob-
jetos a espacios topolégicos, a las flechas a aplicaciones continuas,
y la composicién es la composicion usual de aplicaciones conti-
nuas. La categoria Grps, tiene como objetos a grupos, a flechas a
homomorfismos y la composicién usual de homomorfismos.

Definicion 2.4. Sean C y ID categorias, la categoria producto
CxD

es la categoria cuya estructura estd compuesta por:

e Objetos: Para cada par de objetos C € Ob(C) y D € Ob(ID).
Un objeto en C x ID es de la forma (C,D).

e Flechas: Sean (C1,D;),(C2,D;) € Ob(C x D). Una flecha
en C x D es de la forma

(f.8): (C1.D1) = (C2,Ds),
donde f: C; — C, e Mo(C) y g: Dy — D, € Mo(ID).
e Composicion: Sean hy = (f1,81),h2 = (f2,82) morfismos en
C x ID. Se dice que (h1,hz) es un par componible en C x D

si (f1,f2) es un par componible en C y (g1,g2) es un par
componible en ID. La composicion h; o h; estd definida por

hyohy = (f20 f1,82081).

e Identidad Sea (C,D) € Ob(C x D), la flecha identidad
Id ¢ p) se define mediante

Id(C,D) = (Idc,IdD).
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2.1 Funtores

Una de las definiciones fundamentales de este trabajo es la de fun-
tor entre dos categorias, pues es en base a ésta que se ha definido
la homotopia de categorias.

Definicion 2.5. Sean C y ID categorias. Un funtor covarian-
te F: C — DD, entre C y ID consiste en un par de aplicaciones
Fy: Obc — Obp, Fi: Moc — Mop tales que:

1. dom(Fi(f)) = Fo(dom(f)) para todo f € Moc.
cod(Fy(f)) = Fo(cod(f)) para todo f € Moc.
Fi (IdA) = IdFO(A) para todo A € Obc.

Fi(gf) = Fi(g)F (f) para todo (f,g) par componible en C.

LN

Abreviadamente, un funtor covariante, F', actia de la siguiente
manera: F(f:A — B) = F(f): F(A) — F(B), F(Ids) = Idp )
y finalmente, F(gf) = F(g)F (f). Un funtor contravariante, F, es
aquel que para cualquier f € Mog,, realiza las siguientes opera-
ciones: F(f:A— B) =F(f):F(B) = F(A), F(Idy) = Idp(a) y
F(gf) =F(f)F(g)-

Ejemplo 2.2. A los funtores de la forma F: C x D — E se los
conoce como bifuntores, pues estos son de cardcter funtorial en
sus dos componenetes C y ID. En este caso, el bifuntor F, tiene
dos funtores asociados. El primer funtor asociado para un objeto
D € Obp, esta definido por:

FP.C — E
C — F(C,D),
f— F(f,IdD).

El segundo funtor asociado para un objeto C € Ob¢ esta definido
como el funtor
Fc: D —E
D — F(C,D),
f > F(ldc.f).
Se demostrard a continuacion, que el primer funtor asociado es en

realidad un funtor, la demostracion para el segundo funtor asocia-
do es similar a ésta y por lo tanto no se realizara.

Sean (f,g) un par componible en C, entonces se tiene que

FP(go f) =F(gf.Idp).
= F(gf,IdDIdD),

=FP(g)FP(f).
Ademas, se tiene que
FP(ldc) = F(Idc,Idp) = Idp(c p).-

Definicion 2.6. Sean A,B € Ob y F un funtor covariante, se de-
fine la aplicacion Fy g : Hom(A,B) — Hom(F(A),F(B)), como
Fap(f) =F(f).Encaso de que F se contravariante el codominio
de Fy p serd Hom(F (B),F(A)). Entonces, se dice que F es fiel si
Fy p es inyectiva para todo A, B € Ob, y se dice que una categoria
C es concreta si existe un funtor fiel de la forma F : C — Sets.
Finalemente, sean I una categoria pequefia y C una categoria con-
creta, entonces un C—prehaz sobre I es un funtor contravariante
F:T—C.

2.2 Nervio de una categoria

Muchas de las ideas expuestas a continuacion necesitan un base
fuerte y extensa de la teorfa de categorias, es por este motivo que
se ha intentado simplificar la exposicion de las definiciones y los
resultados expuestos. Para una mayor extension y profundida al
respecto se sugiere revisar (Riehl, 2008) (Goerss y Jardine, 2009).

Definicion 2.7. Un conjunto simplicial X esta compuesto por:

1. Una coleccién de conjuntos {X,},~-

2. Paracadan > 0, aplicaciones de laforma d;: X, 1| — X, para
todo 0 < i < n, llamadas aplicaciones de cara.

3. Paracadan > 0, aplicaciones de la forma s;: X;, — X,,+-1, para
todo 0 < i < n, llamadas aplicaciones de degeneracion.

Esta informacidn satisface que:

d,-odj_H :djodi Sii<j,

sjy108; =s;os; sii < j,

1d, sii=jj+1,
d,’OSj: SJ;]Od,' Sii<j,
Sde,;] Sll>j+1

Definicion 2.8. Un n—simplice A" como una coleccion
A} = Hom([K], [1])

para k > 0, junto a las aplicaciones de cara y degeneracién defini-
das por:

e Aplicacion de cara. Sea d': [k] — [k+ 1] una aplicacién de
co-cara, entonces la aplicacion de cara para el conjunto sim-
plicial A", esta definida por

di: Al — Al
[ fod.

e Aplicacion de degeneracion. Sea s': [k+ 1] — [k] una apli-
cacién de co-degeneracion, entonces la aplicaciéon de dege-
nereacion para el conjunto simplicial A", estd definida por

N n
sit A} — Ak+1_

f —> fos'.

Definicion 2.9. Sea A" un n—simplice. La realizacion geométrica
de A", se define como el espacio

n
A" = {Ztiv?: to+-+t,=1, >0, Vi:(),---,n}
i=0

donde v} es el vector (v}())}_o, donde v} (j) =1sii=jy

VviI(j) = 0, sii # j, dotado de la topologia inducida por la topolo-

]
gia usual en R".
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Con un abuso de notacidn, se escribe |A"| = [vg,v’l’, e ,vﬁ] donde
cada v} indica un vértice del n— simplice. Topolégicamente ha-
blando, se tiene que |A"| ~ D". Asi, se define el funtor covariante
0: A — Top el cual actia de la siguiente manera: [n] — |A"|y
(f: [n] = [m]) = (fi: |A"| — |A™|), donde

f*<t(),~ v ’tn) = (SO" o ,Sm)7
tal que s; = Zf(i):jti'
De este modo, d/: |A"| — |[A"1] y s]: |A"H1] = |A"], las cuales

serd llamada aplicaciones de cocara'y codegeneracion simplicia-
les, respectivamente.

Definicion 2.10. Sea X un conjunto simplicial, y sea cada X, del
conjunto simplicial con la topologia discreta. Entonces la reali-
zacién geométrica de X, denotada por |X|, estd definida como el

espacio
— n
\X|—< ”an|A |)/~,

dotado por la topologia cociente y donde ~ es la relacién de equi-
valencia dada por:

(x.5L(p)) ~ (sj(x).p) y (x.dl(p)) ~ (dj(x).p),

para (x,p) € X, x |A""!| en el primer caso y (x,p) € X, 41 x |A"|
en el segundo caso. J representa a la unién disjunta de conjuntos.

Definicion 2.11. Sea C una categoria pequeiia. Se define el nervio
de una categoria como el conjunto simplicial .4#"C cuyos elemen-
tos estdn definidos por:

A Cy=0b(C)
A'Cy =Mo(C)
A Cy = {pares de flechas componibles - — - — en C}

A C,, = {cadenas de n flechas componibles - — ---- — en C}

Junto con las siguientes operaciones:

1. La operacién de degeneracién s;: A C,, — A C,, 11, la cual
toma cadenas la forma ¢y — ---¢; = -+ — ¢y, y la transfor-
ma en la cadena cg — ---¢; = ¢; — -+ — ¢, al agregar la
flecha identidad de i en C dentro de la posicién i—ésima de
la cadena original.

2. La operacién de cara d;: A4 Cpy1 — A C,. Si n =0, seran
dos aplicaciones, dy,d; : A Cy — A Cy, tal que

di(f: A1 = Ay) =A_,

parai € {0,1}. Sin > 0, d; toma una cadena de n+ 1 pares
componibles de la forma cy — ¢1 — -+ ¢; = ¢cit1 = Cip2 —

. . . d
o= cpy1. S10 < i< n,laenviaalacadenacy — ---c; —

d;
Cit " —> Cp, donde ¢; — Ciyp = (C[+1 — C,'+2) o (C,' — Ci+1).
Sii=0 oi=n, entonces elimina la primera o la dltima fle-
cha, respectivamente.

Figura 1. Categoria circulo CS'

Definicion 2.12. La categoria circulo, notada por CS', estd for-
mada por dos flechas paralelas. Su diagrama se muestra en la fi-
gura 1.

Proposicion 2.1. Sea CS' la categoria circulo, entonces

|/ CS'| ~ ST

Demostracion. Para C = CS! se tiene que:

NCo = {A,BY,
NCy ={f,81ds,1dp},

A C,, = {cadenas de n flechas componibles - — --- — en C}

Con un caso bastard para mostrar que todas las identidades se pe-
gan al objeto del cual son identidades, este caso serd cuando n = 0.
La relacion (x,si(p)) ~ (sj(x),p), pega las identidades con sus
objetos. Para realizar pegados sobre las flecha f'y g se usa la re-
lacién (x,d!(p)) ~ (d;(x),p). Por definici6n, las aplicaciones de
cara para n = 0, inducen la relacién (x,d/(1)) ~ (d;(x),1), pa-
ra x € A4 Cy. Teniendo los siguientes pegados, donde las lineas
punteadas representan los pegados correspondientes:

(f/,_\Aj)

(g.1a)

Figura 2. Representacién del nervio de la categoria CS'.

O

Ejemplo 2.3. Se presentan ejemplos de construcciones de nervios
que serdn utilizados en el presente trabajo.

1. La categoria disco, CD?, viene dada por el siguiente diagra-
ma conmutativo:
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A
f
gof B
g
C

Figura 3. Categoria disco

Entonces las aplicaciones de cara y de degeneracion permiten

concluir que

|CD?| ~ |A?| ~ D*.

Este es un ejemplo importante, pues por cada tridngulo con-
mutativo no trivial (que no involucren flechas identidades) en
una categoria, la realizacién geométrica del nervio pega un

disco D2.

Otro ejemplo de una categoria disco, es la categoria descrita

en el siguiente diagrama:

Figura 4. Categoria disco elemetal

Esta categorfa tendrd el nombre especial de categoria disco

elemental.

. Considérese la categoria CT? = CS' x CS', la cual sera lla-
mada categoria toro. Por definicion de producto de catego-

rias, ésta tiene el siguiente diagrama:

Figura 5. Categoria toro

Donde:

lda, f), 2= (Idy.g),
g.1dy), 5= (f.Idp),
Idg. f), 8= (Idg,g).
88), 11=(gf),

1
4
7
10

(
(
(
(

La categoria toro puede ser visualizada mediante el siguiente
diagrama conmutativo para una mayor facilidad de entendi-
miento del pegado realizado en la realizacién geométrica del

nervio de la categoria:

3= (f,1ds),
6= (g.1dg),
9=(f.1),

12=(f.¢).

L. o

|

QO

1%

o

<
<

50

NG A

< = g

1

Figura 6. Representacion plana de categoria toro.

Asi, |.A'CT?| ~ T?, pues para cualesquier X, ¥ conjuntos
simpliciales, el producto X X Y es un conjunto simplicial. Por
lo tanto, #'CT? = A CS' x A/ CS' y asf,

| A CT?| =~ | NCS'| x | A/ CS' |~ 8" x§' =T

3. HOMOTOPIA PARA CATEGORIAS FINITAS

Se presenta una Teoria de Homotopia para categorias finitas, para
lo cual es necesario definir lo que es homotopia en el sentido de
las categorias. Con este fin se ha usado varias de las ideas descri-
tas en (Larose y Tardif, 2004) y (Grigoryan et al, 2014). En gene-
ral, se han tomado los conceptos que usa la Topologia Algebraica
(Hatcher, 2005) (Kosniowski, 1992) y se ha reemplazado por de-
finiciones netamente categoriales, como por ejemplo, en vez de
espacios topoldgicos, se habla de categorias, en vez de aplicacio-
nes continuas, de funtores, entre otros andlogos.

Todas las definiciones y demostraciones presentadas a continua-
cién son originales.

Definicion 3.1. La categoria A tiene la siguiente estructura:

Objetos: Ob(A) = Z.

Flechas: Una flecham;;: i — jen A es tal que:

1. Siies impar entonces i = j.
2. Siiesparentonces j=2i—1loj=2i+1o0j=i.
e Composicion: Los tnicos pares componibles son (m;;,m;;) y
(mjj,m;j) cuyas composiciones estan definidas por
mij o mi; = mij,

mjj o mij = mj.

Identidad: Sea i € Ob(A), la flecha identidad 1d; es la flecha
m;;. Claramente, esta definicién de flecha identidad cumple
los axiomas categéricos respectivos por las composiciones
definidas en A.

Graficamente, la categoria A puede visualizarse como el siguiente
diagrama omitiendo las flechas identidades:

Definicion 3.2. Sea C y ID dos categorias finitas. Entonces dos
funtores f: C — D y g: C — D son homotdpicamente equiva-
lentes si existe un funtor F: C x A — D tal que existen n,m € Z,
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=3¢ 2 — —-1<+«—0—>1<+-2—3..

Figura 7. Categoria A

ndmeros pares con m < n, de modo que su primer funtor asociado
verifica que: para todo i < m, Fi= f y para todo i > n, Fi= g.
En este caso se notard f ~py g, o simplemente f ~ g,y se dird que
son homotdpicos a través de la homotopia F.

Proposicion 3.1. ~ es una relacion de equivalencia.
Demostracion. Sean f,g,h: C — ID funtores, entonces:

1. Reflexividad. Se define el funtor

F: CxA — D
(C.i) — f(C),
(at,mij) — f(a).

Con lo cual, Fi = f para todo i € Z. Por tanto, F' es una
homotopia entre [y f.

2. Simetria. Suponiendo que f ~ g, entonces existe un funtor
F: Cx A — D tal que existen n,m € Z niimeros pares, con
m < n, que verifican:

F'=f, Vi<m,
F'=g, Vi>n.

Ahora, se define el funtor

G: CxA — D
(C,i) +— F(C,—i),
(oc,m,-j) — F(Oé,m_,',_j),

con lo que su primer funtor asociado G/ = F~/ para todo
j € 0b(C). Por lo que g ~¢ f.

3. Transitividad. Suponiendo que f ~ gy g ~ h, entonces exis-
ten funtores F,G: C x A — ID, tal que existen n,m, p,q € Z
pares, con m < ny p < g, tales que sus primeros funtores
asociados verifican que:

F'=f, Vi<m,
G =g Vi<p,

F"':g, Vi>n,
G'=h, Vi>q.

Se define el funtor
H: CxA—D
(
(
(ot mij) sii,j<m,
(a,mi7n+p,j7n+p) sii,j>n.

Con lo que tomando r =m 'y s = n+ g — p se tiene que,

H =f Vi<r,
H' =h, Vi>s.

Lema 3.1. Sean C,ID,E categorias y los funtores f1, f>: C — 1D
v g1,82: D = E tales que fi ~ f» y g1 ~ g2, entonces se tiene que
gi1ofi~grofr

Demostracion. Puesto que f) ~ f>, entonces existe un funtor
F: Cx A — DD, tal que existen n,m € Z pares, con m < n tal
que:

Fi=fi, Vi<m
F'=f, Vi>n.

Ademads, puesto que g; ~ g», entonces existe un funtor G: ID x
A — E tal que existen p,qg € Z pares, con p < g, donde:

G =g, Vi<p,
G' =g, Vi>gq.

Asi, se define el funtor

H: CxA — E
(C,i) = G(F(C,i),i—n+p),
(a,mij) — G(F(Q,mij),Mi—ntp,j—n+tp)-

Ahora, tomando r = m, se tiene que parai < r,

Hi — Gi—ﬂ+p OFi
=giofi.

De un modo similar, tomando s = n+ g — p, en caso de que i > s,

Hi — Gi—ﬂ+P OFi
=80 fa.

O

Definicion 3.3. Sean C y ID dos categorias finitas y F: C — D
un funtor. Se dice que C y ID son homotdpicamente equivalentes
o tienen el mismo tipo de homotopia si existe un funtor g: ID — C
tal que fog~Idc y go f ~Idp. En este caso, se nota C ~ ID.

Proposicion 3.2. La equivalencia homotdpica entre categorias es
una relacion de equivalencia.

Demostracion. Sean C,ID,E categorias finitas, entonces:

1. Reflexividad. Sea f = Idc y g = Idc, entonces fog =Idc y
go f = Idc, con lo que definiendo el funtor

F: CxA — C
(C,i) — C,
(a,m;j) — «,

se tiene que, F' = fog =Idc y F' = go f = Idc para todo
i€Z.ConloqueC~C.

2. Simetria. Suponiendo que C ~ ID entonces existe un funtor
f: C — D tal que existe g: ID — C un funtor, donde fog =~
Idp y go f ~ Idc. Por lo tanto tomando, f/ =gy gl =f,se
tiene que f’ og, =ldc yg/ of’ =IdpyasiD~C.
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3. Transitividad. Supéngase que C ~ D y ID ~ [, entonces
existe un funtor f: C — ID tal que existe g: ID — C un
funtor, donde fog ~Idp y go f ~ Idc, ademds, existe un
funtor f’ D — E tal que existe gl E—-D funtor don—
defog NIdIEygofNId]D Asi, sedeﬁnef fof
g —gog conloque f: C—=Eyg :E — C.Gracias al
Lema 3.1, se tiene que

frog =f o|(fog)og].
~f o(ldpog),
~IdE.

De modo similar, g o f ~ Idc. O

3.1 Primer grupo fundamental de una categoria

Definicién 3.4. Sea C una categoria finita y A,B € Ob(C). U
camino de A a B es un funtor &: A — C tal que existen n,m € Z
pares, con m < n, de modo que:

1. Paratodo i, j < m, se tiene que o(i) = Ay a(m;;) = Id,.

2. Paratodo i, j > n, se tiene que a(i) = By a(m;j) = Idp.

El camino o serd notado o, ,, o se dird que el camino ¢ es un
mn—caminode A a B

Definicion 3.5. Una categoria finita se dira conexa por caminos si
para todo par de objetos en C, existe un camino entre ellos.

Observaciéon 3.1. En una categoria C cualquiera, si f: A — B
y g: A — C son dos flechas en C, un camino de C a B, puede
ser representado graficamente de la siguiente manera, para p un
entero par que sirve como base de referencia:

P)IdAldAfB

~C 1d C 5 4

En efecto, el funtor envia p— A, p— 1 C, mp 1+ g,y asi,
consecutivamente.

Definicién 3.6. Sea C una categorfa finita y sea C € Ob(C), en-
tonces el camino constante en C, se define como el funtor

ac: A — C
i — C,
mj;j b—>1dc.

Equivalentemente, por definicién de camino, el camino constante
0O es un nn—camino de C a C para todo n € Ob(C).

Definicion 3.7. Sea C categoriay sea o: A — C un camino de A
a B en C. El camino inverso de o, notado por @, se define como
el funtor
a: A — C
i — a(—i),
mjj — (X(m,,-,,j).

Definiciéon 3.8. Sean a: A — C un mn—camino de A a B y
B: A — C un pg—camino de B a C, entonces definimos el pro-
ducto de a - B, como el funtor

o-f: A—C

NN a(i) sii<n,
! B(i—n+p) sii>n,
a(m;;) sii,j<n,

K { B(mi—ntp,j—n+p) sii,j>n.

El producto ¢« -  también serd llamado la concatenacion de o
con f y por definicién es un camino de A a C. De este modo, la
concatenacién ¢ - B, serd denotada mediante (& - B)mn4q—p-

Ejemplo 3.1. Los ejemplos a continuacidn ilustran la forma en la
que se representardn caminos de forma abreviada para simplificar
las demostraciones. Sea C una categoria y sea n € Z, entonces:

1. Sea f: A — B € Mo(C), entonces, el camino f con base 2n,
es el funtor

f: A—C
A sii<2n,

{B Sii>2nt1,
fosimi;=mopony1,
Idy sii,j < 2n,

Idp sii,j>2n+1.

i —

mij —

Este camino puede ser representado mediante el siguiente
diagrama:

A - A(zn) f B - B - B---

2. Sea f: A — B € Mo(C), entonces, el camino f con base 2n,
es el funtor
fi A —C
Bsii<2n—1,
A sii>2n,
fosimij=mypon1,
Idy sii,j>2n,
ldg sii,j<2n—1.

i—
mij —

Este camino puede es representado por el diagrama:

*>A<—A--

B%B%A() 7

Id f

3. Sean dos flechas en C, de la forma

A f B g

Entonces:

e Se define el camino fg, como el funtor

fg: A —C
Bsii=2n+1,
i— { Asii<2n+1,
Csii>2n+1,
fosimij =mopont1,
mij — 8 S1Mjj = Mop422n+1,

Idy si,j<2n,
Ide si,j>2n+2.
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Este camino puede ser representado mediante el si-
guiente diagrama:

Obsérvese que si @ = fg, entonces el camino inverso
de @ es por definicion el camino:

fg: A —C
Bsii=2n—1,

i— S Asii>2n—1,
Csii<2n—1,
fosimyj=mou2n-1,

mij g S1mjj = myu—22n—1,

Idy sii,j>2n,
Ide sii,j>2n—2,

el cual se puede representar mediante el siguiente dia-
grama:

Es importante notar que & = gf pero para una posicion
base distinta a la de «.

e Se define el camino f>g por el funtor

g A —C
Bsii=2n—1,2n,2n+1,
i— S Asii<2n—1,
Csii>2n+1,
Idp sim;j = mou2n—1 0 M2p2n41

fosimij =mop 2041,
mij — & Simijj=myuont1,
Idy sii,j<2n-2,
Ide sii,j>2n+2.

Este camino es representado mediante el siguiente dia-
grama:

~~AwA?BWB(2n)7B?CﬁC-~
4. Sean dos flechas en C, de la forma
Bl A% ,C

Entonces:

e Se define el camino fg como el funtor

fg: A —C
Asii=2n+2,
i— { Bsii<2n+2,
Csii>2n+2,
fosimij=moui00041,
mij — &g SImjj = Map422n+3,

Idg sii,j<2n+1,
Ide sii,j<2n+3.

Con lo que este camino puede ser representado median-
te el siguiente diagrama:

Ahora, si & = fg, el camino @ = g f para un objeto base
diferente como lo muestra el siguiente diagrama:

e Se define el camino f,g como el funtor

A — C
Asii=2n2n+1,2n+2,
B sii<2n,
Csii>2n+2,

Idy simij = mou 2011 0 M2pi22041
fosimi; =moppn-1,
mij — & Simij=mi22043,
Idg sii,j<2n—1,
Ide sii,j>2n+3.

72&’1

i —

Con lo que este camino puede ser representado median-
te el siguiente diagrama:

B — B 7A 7A(2n+1) WA - C 73 C--
Definicion 3.9. Sean o.: A — CuncaminodeAaByf3: A—C
un camino de A a B. Se dice que los caminos o y 8 son homotd-
picos, notado mediante a ~ f, si existe F: A x A — C, llamado
homotopia de caminos, tal que existe r;,s; € Ob(A), con r; <s;
parai = 1,2 pares, que verifican:

Fl=a, Vi<,
F'=B, Vi>sy,

F=oay, Vi<n,
F=ag, Vi>s,.

Equivalentemente, se dice que los caminos & y 3 de A a B son
homotdpicos si o ~ 3 a través de F, y ademds el segundo funtor
asociado F; de F se vuelve constante o4 para valores i < rp y O
parai > ;.

Lema 3.2 (Lema de traslacién). Sea C una categoria y una flecha
enC, f: A — B, entonces:
1. El camino f con base 2n es homotopico al camino:

(a) f con base 2n+2.
(b) f con base 2n — 2.

2. El camino f con base 2n es homotopico al camino:

(a) f con base 2n+2.
(b) f con base 2n—2.

Demostracion. Solo se demostrara 1, pues para 2 se procede de la
misma manera.
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1. El funtor de homotopia se construye dado los siguientes dia-
gramas conmutativos:

(a)
A 1d A(zn,1) f B 1d B Id B
f . 1S
IdT NCJ / /T \/T /IdT
A Id A Id A Id A f B
(b)
A 1d A f B 1d B Id B
f f
N2 N
A A A Amy) 7B

O
Lema 3.3 (Lema de anulacion). En una categoria C, para una
flechaenC, f: A— B € Mo(C):
1. f? ~ 0.
2. ?f ~ Op.
Demostracion. El funtor de homotopia que existe para demostrar

1 y 2 viene dado por los siguientes diagramas conmutativos, res-
pectivamente, por lo cual se realiza una persecucion de diagramas:

1.
A o d Aoy Id g0 0d 4 Iy
IdJ( lld f lf / Jm\\’d// J{ld
1d f
A 7 A 7 B 7 A 1 A
2.
Id S f Id
—— B A@guia0) — B+ B

Lema 3.4 (Lema de simplificacién). En una categoria C, para
cualquier par de flechas paralelas f,g: A — B se tiene que:

1. En caso de que f,g sean de la forma:

Al Bt ¢

Entonces fg ~ f>g.

2. En caso de que f,g sean de la forma:

Bl A% .

Entonces fg ~ f,g.

Demostracion. El funtor de homotopia que existe para demostrar
1 y 2 viene dado por los siguientes diagramas conmutativos:

1.
A Id A f B 1d B(zn,o) Id B g C
Id ' g
Id Id g Id Id
A 77 A 77 A 77 A 7 B 2 C
2.
B Id B f A(2n,0) Id A Id A8 C
lld\\‘ldld / lf’ \ J/’ / JIN l]d
f ‘ f
B Id B Id B Id B f A g ¢

O

Lema 3.5 (Lema de extension). Para un mn—camino cualquiera
o: A — CdeA aB se tiene que:

1. oy-00~ .

2. a-ag~ Q.

Demostracion. Solo se demostrard 1, pues para 2 se procede de la
misma manera.

Por la defincién de camino constante, el producto a4 - o se puede
escibir como

A — C
. (XA(i) sii<m,
L { ali) sii>m,

Oy -0

- (XA(m,-j) si i,jgm,
mj — {(X(mlj) si l,JZm

Puesto que o@ = a4 para valores menores que m, por como se ha
escrito el producto a4 - &, se tiene que es igual al camino & y por
lo tanto, al ser la homotopia de caminos una relacién reflexiva,
estos caminos son homotdpicos, asi oy - & ~g . O]

Lema 3.6 (Lema de concatenacién). Sean o, B; caminos conca-
tenables tal que a; ~ B; para i € {1,2}, entonces o - 0 ~ By - Ba.

Demostracion. Sea C una categoria. Suponiendo que ¢ es un
mj,nj—camino con y fB; es un p;,g;—camino para i € {1,2}, y
puesto que o; ~ f;, entonces existen funtores F,G: A x A — C
tal que:
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1. Parai € {1,2}, existen a;,b; € Z con a; < b; de modo que:

Fi=B, Vi<a,
F'=oy, Vi> b,

Fi=ay, Vi<a,
F,=ap, Vi> b;.

2. Parai € {1,2}, existen ¢;,d; € Z con ¢; < d; de modo que:

G =B, Vi<ey,
G =m, Vi>d,

Gi =0y, Vi<,
G, =ag, Yi>d,.

Tomando:

a:mingaz,ml,p]i, b:méxgbz,nl,qli,
c=min{cy,mp,p2}, d =max{d,nz,q>

)

por el lema 3.5, a4, f; pueden ser vistos como ab—caminos y
0, B2 pueden ser vistos como cd—caminos. Por definicién de con-
catenacion de caminos se tiene que

a-o: A — C
. OC](i) sii<b,
! op(i—b+c)sii>b,
04 (m,'/'> si l',jgb,
Y { 0 (Mi—pye j—pre) Sii,j>D.
Ademas,
ﬁl -ﬁz: A — C
. ﬁ](i) sii<b,
S {ﬁz(i—b—i-c) sii>b,
ﬁl(m,-j) si l',jgb,

Y { Ba(mi—picjbic) sii,j>b.

Abhora, se define el funtor H, como el funtor

H: AxA—C
. F(k.i) sik <b,
(ki) — {G(k—b—i—c,i) sik > b.
F(mkl,mij) si k,l S b,

(g, m) { G(Mk—btcj—btcsmij) sik,l>b.

Con lo cual, se sigue que ;- 0 ~ 31 - B> bajolahomotopia H. [

Estos cinco lemas son de gran utilidad para la simplificacién de la
descripcion de los caminos, pues, para algin n € IN, todo camino
en una categoria C se puede escribir de la forma,

o= (f1)81/282" (),

donde (-) sirve para indicar que el camino puede o no, terminar o
iniciar con una flecha del tipo que encierra el paréntesis. Asi:

1. Si B = (f1)urtauz - - -ty (%) €8 un camino concatenable con
a, entonces por el lema de concatenacion, se tiene que:

a- B~ (f1)81f282 - fu(n) (11)rE2102 - -t ()

2. Siexistei € {1,---,n} tal que h = f; = g; para alguna flecha
h: A — Ben C, entonces,
o= (f1)g1f282 - fi-18G-1hhfit 181 fa(En),
~ (f1)g1fr8g2  fi1&8—12 fi+1&ir1 - fu(8n), (lema3.3)
~ ([1)g1h8  fi-18i-1 fi+18i+1 - fu(8n), (lema3.4)

3. De manera general, considérese todos los j tal que f; = g;.
Se puede proceder a anular y simplificar todos estas flechas
como se procedié en 2 gracias a los lema de simplificacién y
anulacion. Luego se puede realizar una traslacion estandar, es
decir, tomar el lugar base n = 0 y con el lema de traslacion,
tener caminos homotopicos, por lo que el lugar de base al fi-
nal serd innecesario en la notacion. Este proceso se conocera
como eliminacion de flechas triviales de un camino y cuando
se ha realizado este procedimiento sobre un camino @, el ca-
mino resultante se conocerd como el representante minimal
de o, notado por O4yy.

Los puntos 1,2 y 3 tratados anteriormente estdn justificados por la
siguiente proposicion:
Proposicion 3.3. En una categoria C, para cualquier par de fle-
chas f,g en C se tiene que:

1. En caso de que f,g sean de la forma:

P

A B+ —cC
Entonces, si a = fg, se tiene & - Q¢ ~ O¢.

2. En caso de que f,g sean de la forma:

f

B A—% 5

Entonces, si o = fg, se tiene o0 - 00 ~ Olp.

Demostracion. Solo se demostrard 1, pues 2 es similar:

Si a = fg, entonces por definicién de concatenacién de caminos
se tiene que & - & es el camino representado por el siguiente dia-
grama:

-C<«C-—>B

— C B+ C—C-

N A(2n) v g 1d

Este diagrama junto a los lemas 3.3, 3.4 y 3.6 indican que

a-a=gffg~ g8~ g8~ Q.

O

Proposicion 3.4. ~ es una relacion de equivalencia sobre el con-
Jjunto de caminos en una categoria C entre dos objetos A 'y B.

Demostracion. Puesto que en la proposicion 3.1 se ha demostra-
do que ~ es una relacién de equivalencia, bastard demostrar que
las homotopias construidas verifican las condiciones respecto a su
segundo funtor asociado, lo cual se verifica de manera inmediata.

O

Proposicion 3.5. Sea C una categoria finitay o: A — C un ca-
mino de A a B en C, entonces se tiene las siguientes homotopias
de caminos:
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1. o0~ oy.
2. 0-a~ op.

3. Siademds, B: A — C esuncaminode BaCy7y: A — C es
un camino de C a D, entonces

a-(B-y)~(a-B)-y

Demostracion. Por las similitudes entre las demostraciones de 1
con 2 se procerd a realizar inicamente las demostraciones de 1y
3. Para esto, sea ot: A — C un mn—caminode AaB, §: A —C
un pg—camino de BaCy y: A — C es un rs—camino de C a
D,en la categoria C. Entonces:

1. Sea k € IN, tal que el camino « puede ser ex-
presado como o = (f1)g1/282- - fk(8k), entonces @ ~

(gk)fi- - g2/281(f1), por los lemas 3.4 y 3.3, con lo que por
el lema de concatenacidn 3.1 se tiene que:
o0~ (f1)g1f82 fi(&) (&) fi- -~ 82281 (1),
~ (f1)gihgz - fifi-- g2f281(f1),
~ (f1)gifgz g 18—1---g2he1(f),
~ Oy.

Donde la tdltima linea viene del hecho de que & es un camino
desde A. Y por lo tanto, & - &0 ~ 0O4.

3. Por notacién se tiene que (¢ - f3)mntq—p ¥y de este modo, se
tiene que

(o ﬁ)ma”-Hi*P T = [(a- B)- Y]m,n+q—p+s—r'
Ademas,

O (ﬁpq : %‘S) = Oun (ﬁ : ’V)Psq*H*r = [O(

Por definicién de concatenacién de caminos se tiene que
a-(B-y)=(a-B)y.
y asi,
a-(B-y)~(a-B)-r.
O

Definicién 3.10. Sea (C,C) una categoria con un objeto base C.
Un lazo en C es un camino o.: A -+ C de CaC.

Considerando L(C) como el conjunto de lazos en C, gracias a la
proposicién 3.4, la relacién ~¢ sobre L(C) definida por o ~¢
o siysolamentesi a; ~ oy, para cada par de lazos (0, ;)
en C, es una relacién de equivalencia sobre L(C). El conjunto de
clases de equivalencia L(C)/ ~c serd notado! mediante x;(C,C)
y los elementos de este conjunto serdn notados por [¢]. Finalmen-
te, la relacion ~¢ serd notada simplemente ~, entendiéndose en el
contexto en el que se estd trabajando.

I'Se ha usado la letra x para diferenciar del grupo de homotopia de espacios
topoldgicos.

: (ﬁ : ’)/)]m,n+q+sfr7p .

Proposicion 3.6. El producto en xi(C,C), definido por

o] [B] = [a- B]

respeta homotopias.

Demostracion. Por la proposicién 3.6 se conoce que
a0 ~ PP,

para a;, 3; lazos en C con i € {1,2} tales que ; ~ ;. Por lo tanto,

loa][ea] = [Bi] [Ba]- a

Proposicion 3.7. k;(C,C) es un grupo con respecto al producto
[a1][on] = [ou - 0] . El grupo & (C,C) se llamard el grupo fun-
damental de la categoria C o también llamado primer grupo de
homotopia, con objeto base C.

Demostracion. Se procederd a demostrar que se verifican los
axiomas de grupo para el conjunto kj(C,C) con la ley de com-
posicién

[au] ] = [on - ].

1. Clausurativo. Sean o], [B] € ki (C,C), entonces, [o] [B]
[cr- B] es un elemento de Kk (C,C), puesto que la concate-
nacién de los lazos en C es un lazo en C y asi [¢t- ] es un
elemento de x;(C,C).

. Elemento neutro. Considérese e = [o¢], sea [a] € k1 (C,C),
gracias al lema 3.5, se tiene que & - 0c ~ O¢ - 'y asi,

y ademds, puesto que ¢ - ¢ ~ o, entonces e [0] =

[a].

3. Elemento inverso. Sea [a] € k1 (C,C), entonces el elemento
[@], pues gracias a

inverso de [o], se definird como [a] ™
la proposicion 3.6, &t - &t ~ Q- QL ~ 0.

Gracias a la par-

. Asociatividad. Sean [a], [B],[7] € k1 (C,C
a-(B-y)~(a-B)-y

te 3 de la proposicion 3.6, se tiene que

y por lo tanto [a] ([B] []) = ([e¢] [B]) [¥]-

Observacion 3.2. Gracias a la estructura de grupo de kj(C,A)
junto a los lemas de simplificado, de anulacién y de concatena-
cioén, para un par de flechas paralelas f,g: A — B, se tiene que
paratodo n € Z, [fg] " = [¢f]". Esto se debe a que

)-
e B-

D

(g raeF - &F] = ou]
"=[

dad del elemento inverso se concluye que [fg

Lr8)" [s/]" =
] Y por la unici-

= [¢/]".

Proposicion 3.8. Para A, B objetos en la categoria C, si existe un
camino B de A a B, entonces

De igual manera, se tiene que [gj "

K] (C,A) = K1 (C,B).
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Demostracion. Sea B: A — X un camino de A a B, entonces la
aplicacién de grupos definida por:

7: k1 (C,B) — x1(C,A)
@] — [B-aBl,

es un isomorfismo de grupos puesto que: T estd bien definida, pues
para & un lazo en A, se tiene que - & - B es un lazo en A, por lo

tanto [ﬁ 0 B} € x1(C,A). Ahora, T es homomorfismo, pues para
a1y o lazos en A se tiene

Toy -] = [ﬁ‘al'ﬁ-ﬁmﬂ = tlou] t[on].

Finalmente, 7T es isomorfismo de grupos, pues se considera la apli-
cacién de grupos

(o K'](X,)Co) — K](X,xl)
o] — [oh,

que por una razén similar que para 7 estd bien definida, con lo que
T es un isomorfismo con inversa o, pues

To0[a] :T[B-a-ﬁ] = [B-B-Oﬂ'ﬁ'ﬂ = [a],
para & cualquier lazo en A. Ademas,
cofmzo[ﬁ-yﬂ = [B-ﬁ-yﬁ-ﬁ] =[7.

O

La anterior proposicion se generaliza en el siguiente corolario cu-
ya demostracién es evidente dada la definicién de categoria cone-
Xa por caminos:

Corolario 3.1. Sea C una categoria conexa por caminos, enton-
ces x1(C,A) 2 x1(C,B), para todo A,B € Ob(C)

En caso de tener una categoria C conexa por caminos el primer
grupo fundamental serd notado con x; (C).

Proposicion 3.9. Sea C una categoria tal que fg o fg estd defi-
nido, entonces:

1. 8~ Qgom(y) si y solamente si f ~ g.

2. fg~ Ocoq(y) Si y solamente si f ~ g.

Demostracion. Solo se demostrard 1, pues 2 es similar.
Sea A = dom(f) y B=cod(f).Si f ~ g, se tiene que

18~ ff ~ou,

por el lema de concatenacién 3.1. Reciprocamente, si fg ~ 4,
entonces

g~aa-g~ fgg~ f-op~f.

Teorema 3.1. Sea C una categoriay sean f,g: A — B dos flechas
paalelas en C tal que f = g. Sean € N, si se denota C,(f,g) como
el lazo en A expresado como la cadena de n pares de la forma fg,
es decir,

Cu(f8)=f2--/8

n pares

ySu(f.8) como el lazo en B expresado como la cadena de n pares
de la forma fg, es decir,

Sn(f.8) =f8 " fg.

n pares

en este caso Co(f,g) = o4 y So(f,g) = ap. Entonces para todo
m € IN, se tiene que:

1. Cy(f,g) » Cn(f.g) paratodon < m, conn € N.
2. Su(f.8) » Su(f.g) para todon <m, conn € N.

Demostracion. Solo se demostrard 1, pues 2 es similar.

Sea m € N, se tiene que [Cy(f.g)] = [fg]" por la definicion de
producto de clases de equivalencia de lazos y por la estructura
de grupo de k1 (C,A). Para facilidad de la notacién se escribird
[C] en vez de [Cp,(f,g)]. Ahora, suponiendo que f ~ g, se tiene:
Procediendo por induccién, si m = 1 entonces el tGnico n < m es
n =0y puesto que f ~ g se tiene que fg » 04 por la proposicién
3.9y por definicién Cyp = a4, con lo que C; ~ Cp. Suponiendo que
para m = k € IN, se tiene que C,, ~ Cy para todo n < k, entonces
param = k+ 1, sea n < k+ 1 se sigue que [£g]" ' # [fg]", pues
n—1 <k, y ahora, puesto que

entonces

(] = 72" " [£3) # 2] [f3] = [Cen1].

por lo tanto C,, » Cy1. L]

Del anterior teorema se puede concluir automaticamente el si-
guiente corolario:

Corolario 3.2. Sea C una categoria y sean f,g: A — B dos fle-
chas paalelas en C tal que f ~ g, como caminos. Entonces para
todom € N :

1. Cy(f,g) » Cu(f,g) para todo n # m.
2. Su(f,8) = Su(f,g) para todo n # m.

Teorema 3.2. Sea CS' la categoria definida como en la proposi-
cion 2.1, es decir, la categoria:

Entonces (CSl,A) ~7.
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Demostracion. Se puede mostrar que f ~ g, con lo cual, la apli-
cacion
¢: Z — k1 (CS',A)
[Cu(f>8)] sin>0,
— .
" { [C—n(g»f)] sin <0,

es un isomorfismo de grupos, pues:

1. Se demuestra primero que ¢ es un homomorfismo de grupos.
Sean n,m € IN. Si n,m > 0, entonces

9 (ntm) =[Ca(f.8)][Cn(f.8)] = ¢(n) 9 (m).

Sin>0,m<0yn+m< 0 entonces, primero nétese que

o(n+m)= [Cf(,ﬁm) (g,f)} , por otro lado, se tiene que

o(n)o(m) = [gf] "™ =

Por tanto, ¢ (n+m) = ¢(n)o (m).
Sin>0,m<0yn+m>0,porlo cual

0(n+m) = [Cluim(£-8)]

Ahora, se tiene que

€ wm (8.9)]

9(n)¢(m) = [Ca(f.8)] [C-m(8: )],
[fg]ern
= [C(ner) (f’g)} :

Con lo que, ¢(n+m) = ¢(n)¢(m). Finalmente, si n,m <0,
entonces ¢ (n+m) = {C,(,Hrm) (gaf)] = ¢(n)¢(m).

2. Para la inyectividad de @, si n,m € IN son tales que n,m > 0
y m # n, entonces por el corolario 3.2 se tiene que

Cm(f’g) oOC,,(f,g),

conlo que ¢(n) # ¢ (m). Sin,m <0y m # n, por el corolario
3.2,

Com(g.f) = C-n(g. f),
por lo tanto ¢ (n) # ¢ (m).
Finalmente, si existen 72 > 0 y m < 0 tales que q)(ﬁ) = ¢(m),
entonces | [gj " Asi, [fg]"" = [au], por

lo tanto Cn m( f.8) ~ CO( /s g) lo que es una contradiccién
del corolario 3.2, y por tanto para todo n > 0, m < 0 se tiene

que ¢(n) 7 ¢ (m).

3. Para demostrar que ¢ es sobreyectiva, sea ¢ un lazo en A
entonces se puede tomar su representante minimal 0y, de
modo que & ~ Oy, Como en la categoria CS I solo existen
las flechas f,g y las identidades correspondientes, entonces
todo camino reducido es homotdpico a un camino de la forma
C:(f,g) 0 Cs(g,f) para algin n,im € IN. O

Ejemplo 3.2. Sea C la categoria disco elemental, entonces
k1 (C,A) = {e},

pues, cualquier lazo en A en esta categoria es homotdpico al ca-
mino constante ¢t4. Mostrando que

71(| A Cl.a) 2 k1 (C,A).

Donde 7; es el grupo fundamental topoldgico.

3.2 Homomorfismos funtoriales inducidos

Considérese F: C — DD un funtor tal que F(Cy) = Dy, y
F (Idco) = Idp,, donde Cy, Dy son objetos base de las categorias
C y DD, respectivamente, al igual que en los homomorfismos in-
ducidos en Topologia Algebraica, esta situacién se abrevia con la
notacioén

F: (C,C()) — (]D,Do).

Ahora, F induce un homomorfismo de grupos definido por

F*Z Kl(C,C()) — Kl(]D,D())
@] +—— [Foal.

En caso de que « sea un mn—lazo en Cp, se tiene que F o ¢ es un
lazo en Dy, puesto que para i, j < m se tiene que

= F(a(i)) = F(G)

:F(a(ml])) (Idco) *IdDO’

y de manera similar, para i, j > s. Los homomorfismos inducidos
preservan homotopias, pues si G es una homotopia de lazos en Cy
entonces el funtor H = F o G es una homotopia de lazos en Dy.
De este modo, se tiene que si o ~ 8, donde a, B son lazos en Cy,
entonces Foo ~ Fof, através de H y asi F, [a] = F, [B].

Foali) =Dy,

Foo(m;)

Ahora, F, es un homomorfismo, pues se puede probar que

Fo(oa-B)=(Foa)-(Fop),

y asi,

Fla-B]=[Fo(a-B)] = F.[a]F[B].

Teorema 3.3. Sean C,ID categorias conexas por caminos. Enton-
ces

K1 (C X D) = K1 (C) X Kj (D)

Demostracion. Basta considerar la siguiente aplicacion

¢: Kl(CXID) — K'](C) X K'](]D)
o] — (p«[a].q:[a]),

donde C <& C x ID % ID son los bifuntores proyeccidn, es decir,
p(C.D) =Cy p(f.g) = f, para todo (C,D) € Obcxp y para
todo (f,g) € Mocxp, ¥ ¢ de manera similar. Entonces ¢ es un
homomorfismo, puesto que para dos lazos a,f: A — C x D, se
tiene que

¢([o] [B]) = (p«[a].q:[a]) (P

Ahora, ¢ es sobreyectiva. Sea ([o], [
define el funtor

«[Bl.a<[B]) = ¢ [o] ¢ [B].
062]) S K‘1(C) X K1 (]D), se

y: A — CxD
i — (aq(i), (i),
mjj — (al(mlj)’a (ml/))9

con lo cual

oYl = ([povl.lgov]) = ([ou].[a]).
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Finalmente, ¢ es inyectiva. Suponiendo que ¢ [a] = ¢ [B], enton-
ces

(p«[a].q«[a]) = (p«[B].q+[B]),

porlotanto [poa] = [poB]y[goa] =[goB]yasi, poot~ pof
a través de una homotopia de caminos F y goa ~ go 3 a través
de G. Con lo cual se define el funtor

H: AxA — CxD
(,) v (F(i,)),G(i,]))s
(mijmpg) — (F(mij,mpy), G(mjj,my)).

Asi, o ~ 8 por medio de H y por tanto ¢ es inyectiva. O

Asi, gracias a este teorema se puede concluir de inmediato que:

Proposicion 3.10. Sea CT?=CS!' xCS, la categoria toro. En-
tonces
k1 (CT?) =Z x Z.

3.3 Grupos de homotopia de orden superior

Se pueden definir los grupos de homotopia de orden superior de
una categorfa finita, notados por ;, (C,A) para algin n € N, en cu-
yo caso se llamara el n—ésimo grupo de homotopia de la categoria
C, con base en A. Solo se realizara una breve descripcion de estos,
como muestra del trabajo futuro que se podria realizar, es por esto
que los resultados que se describan no tendrdn demostracion.

Definicion 3.11. Sea C una categoria y A un objeto base cual-
quiera. Sea p € IN, entonces un lazo p— dimensional en A es
un funtor o: AP — C, tal que para todo i = 1,---, p existen du-
plas de la forma (m;,n;) € Z x Z., de modo que m; < n; nime-
ros pares, tal que para todo k € {1,--, p} se tiene que: para todo
iy Jx < my, Ot(il,"~ ,ip) =Ay (X(mil,j],--- ,m,‘p‘jp) = Id, y para
todo iy Jk = Nk, (X(i],' . ,ip) =A y (X(m,'l,j] JERE ,m,-p,jp) =1ds. En
este caso, o se dice un (m;,n;)—lazo en la direccién 1.

Definicion 3.12. Sea C una categoria, y o y f lazos
p—dimensionales en A para algin p € IN, entonces se dice que son
homotdpicos, notado o ~ f3, si existe un funtor F: A? x A — C,
tal que: para todo i € Ob(A), existen r;,s; € Z pares con r; < s,
tal que el funtor

Fi: A» —C
a +— Fl(a,i),
m(a,b) — F(I’H(a’b),ldl’),

verifica que para todo i < r;, F' = ot y paratodoi > s;, F' = B.Y,
para todo a € Ob(A”), existen p,q € Z pares con p < g, tal que
el funtor
F,: A —C
i —> F(i.a),
mjj —» F(m,-j,lda),

verifica que paratodo a < p, F, = a4 y paratodo a > q, F, = 0a.

La relacién a < p, significa que, sia = (ai,--- ,a,), entonces
ai<p
paratodoi € {1,---,p}. Se define a > ¢, de manera similar.

Definicion 3.13. Sea C una categoria, y o y f lazos
p—dimensionales en A para algiin p € IN, entonces la concate-
nacién o + f es el funtor

sia; <ny,

ai—ny +pi,az,---,a,) sia; >ni,

o+ B(a) = { alanazee o)

siar,by <ny,
siar,by > ny,

o+ B(map)) :{ gém(‘”’)) )

M(ab)—z

para todo a,b € Obpp, donde @ es un (mj,n;)— lazo en A en
la direcci6én 1, mientras que § es un (p1,q1)— lazo en A en la
direccién 1 y con operacién

(a,b) —z1 = ((a1 —m +pr,az---,ap), (b1 —n1+p1,ba--- ,by)).

De manera similar que para el caso 1 —dimensional, se puede mos-
trar que:

Proposicion 3.11. ~ es una relacion de equivalencia.

Proposicion 3.12. Sea x,(C,A) el conjunto de clases de equiva-
lencia de lazos n—dimensionales dadas por ~, entonces K, (X ,xo)
es un grupo abeliano, cuya operacion de composicion interna es

o] [B] = [ec+B].

Sketch de la demostracion. Basta tomar el camino constante Ot4,
el cual esta definido como

AN — C
a +—— A,
m(a’b) — IdA.

(07

Y, para un camino n—dimensional ¢, su camino inverso —¢, estd
definido por

—-a: A" — C
a v+ al(—aj,ax,ay),
M(ap) = OM(—ay.arean)(—b1bribn)) )

Finalmente, para demostrar que este grupo es abeliano se proce-
derad de manera similar que en los grupos de homotopia de orden
superior topoldgicos. O

4. RESULTADOS
4.1 Andlisis de resultados

Para mostrar que se ha establecido una teoria consistente, median-
te la siguiente tabla se muestra la analogia existente entre la Ho-
motopia cldsica (Hatcher, 2005, cdp. 2) y la descrita en este traba-
jo.

| Categorfa | Rea. Geométrica | GFT | GFEC |
CS! St Z Z
Disco elemental D? {e} {e}
CT? T? (toro) ZxZ | ZxZ

Tabla 1. Comparacién de resultados de homotopia

Proyecto de investigacién: Trabajo de titulacion previo a la obtencién del titulo de Matemdtico



Una Teoria de Homotopia para Categorias Finitas

En la tabla 1, G.E.T se refiere al grupo fundamental topologico y
G.F.G al categorial. De este modo, todos los resultados presenta-
dos coinciden con la teorfa de Homotopia cldsica. Quedaria por
verificar si existen casos en los que no sucede esto. Este hecho in-
dica que se estd yendo por buen camino en la categorizacion de la
homotopia, ademas de que se ha realizado una clasificacién de las
categorias, pues todos los conceptos presentados verifican ser una
relacién de equivalencia. Y resulta exitoso, que esta clasificacién
a simple vista coincida con la clasificacién topolégica que ofrece
la teorfa de Homotopia.

4.2 Conclusiones

Es posible realizar una clasificacién similar a la realizada por
(Larose y Tardif, 2004) y (Grigoryan et al, 2014), de las categorias.
Esta clasificacion ademds, coincide con la la realizacién geomé-
trica del nervio asociado a la categoria al menos en los ejemplos
tradicionales.

Se ha definido a un camino dentro de una categoria como un funtor
que se vuelve constante a partir de ciertos puntos. Ademds, se ha
definido homotopia entre funtores, lo cual permite una clasifica-
cién en categorias homotdpicamente equivalentes. La homotopia
entre funtores permite definir a la homotopia entre caminos y asi
definir el grupo fundamental de una categoria.

El ejemplo principal de la teoria presentada en este trabajo es el
de la categoria CS' cuyo grupo fundamental categorial es Z coin-
cidiendo con el grupo fundamental de su realizacién geométrica.
Para la demostracién de esto se usaron técnicas algebraicas simi-
lares a las usadas en (Hatcher, 2005, cdps. 1 y 2). Se ha verificado
que el grupo fundamental categorial respeta al producto de cate-
gorias. Finalmente, se definio a los grupos de homotopia de orden
superior, basado en lo desarrollado por (Hatcher, 2005, cép. 4).

Existe todavia trabajo por hacer en el campo de la Teoria de Ho-
motopia para Categorias finitas, como por ejemplo:

e Plantear condiciones para un resultado que demuestre la
equivalencia o la no equivalencia de definiciones de los gru-
pPos K, V T,.

e Definir categorias con realizacién geométrica de espacios cu-
yos grupo de homotopia topoldgicos sea conocidos, como lo
son la Banda de Moebius, S! x 1, entre otros.

e Mediante un resultado andlogo al teorema de Van Kampen
(Hatcher, 2005, pags 40-55), para categorfas finitas, calcular
los grupos de homotopia de distintas categorias.
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